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SAZETAK

U disertaciji prou¢avamo familiju logaritamskih C,-kona¢nih algebri verteks operatora SF (d)™,
poznatu pod nazivom simplekticki fermioni. Te algebre verteks operatora se pojavljuju kao
parni dio (ili tzv. Z,-orbifold) superalgebri verteks operatora SF(d). Na$ pristup ovom pro-
blemu bazira se na Zhuovima algebrama (koje je uveo Y. Zhu u [69]). T. Abe je u Clanku
[1] (izmedu ostaloga) odredio ireducibilne reprezentacije algebri verteks operatora SF(d)* i
izracunao Zhuovu algebru u slucajud = 1.

U prvom dijelu radnje, ratunamo Zhuovu algebru od SF(d)™ za preostale prirodne d, te po-
moéu toga dokazujemo slutnju o dimenziji vektorskog prostora one-point funkcija na SF(d)™,
koju su postavili Y. Arike 1 K. Nagatomo u Clanku [15]. Takoder, pokazujemo da je dimenzija
Zhuove algebre od SF(d)" jednaka dimenziji tzv. C,-algebre od SF(d)" za takve d (sludaj
d =1 jerijeSio T. Abe u Clanku [1]). Opceniti problem odredivanja algebri verteks operatora za
koje vrijedi ta jednakost dimenzija su u Clanku [40] promatrali M. Gaberdiel 1 T. Gannon.

U drugom dijelu radnje, bavimo se viSim Zhuovim algebrama, generalizaciji pojma Zhuove
algebre, koju su uveli C. Dong, H. Li i G. Mason u [29]. Racunamo prvu Zhuovu algebru za
superalgebru verteks operatora SF (1) i algebru verteks operatora SF(1)". Koliko znamo, ovo
je prvi slucaj raCunanja viSe Zhuove algebre za neku logaritamsku C,-konacnu algebru verteks

operatora.
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SUMMARY

In this thesis, we study a family of logarithmic C,-cofinite vertex operatoralgebras SF(d)™,
known as symplectic fermion VOA (of rank d). Those VOAs are an even part (or, equivalently,
Zy-orbifold) of vertex operator superalgebras SF(d). Our approach is through studying Zhu’s
algebras (introduced by Y. Zhu in [69]). T. Abe in [1] determined irreducible representations of
SF(d)™ and calculated Zhu’s algebras in case d = 1.

In the first part of this thesis, we calculate Zhu’s algebra of SF(d)™ for remaining natural d,
and we use this to prove a conjecture on the dimension of vector space of one-point functions
on SF(d)™, posed by Y. Arike and K. Nagatomo in [15]. Also, we show that the dimension of
Zhu’s algebra of SF(d)™ is equal to the dimension of the C,-algebra of SF(d)* for those d (the
case d = 1 was done by T. Abe in [1]). General problem of determining for which VOAs that
equality of dimensions holds was introduced M. Gaberdiel and T. Gannon in [40].

The second part of this thesis is concerned with higher Zhu’s algebras, a generalization of
the concept of Zhu’s algebra, introduced by C. Dong, H. Li and G. Mason in [29]. We calculate
the first Zhu’s algebra for the vertex operator superalgebra SF(1) and vertex operator algebra
SF(1)*. As far as we know, this is the first calculation of a higher Zhu’s algebra for some

logarithmic C,-cofinite VOA.
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1. UvoD

Verteks algebre 1 algebre verteks operatora su algebarske strukture koje se u fizici pojavljuju
u konformnoj teoriji polja i teoriji struna (vidi npr. [18]). S matematicke strane, igraju ulogu
u teoriji reprezentacija beskonacnodimenzionalnih Liejevih algebri, geometrijskom Langland-
sovom programu i teoriji tenzorskih kategorija (vidi npr. [34]). Prve matematicke formulacije
teorije verteks algebri su dane u radovima R. Borcherdsa [19] i I. Frenkela, J. Lepowskog 1 A.
Meurmana [37], i pomocu njih je rijeSena tzv. monstrous moonshine slutnja J.H. Conwaya i S.P.
Nortona (vidi [20]).

Za matematicku teoriju verteks algebri, vidjeti monografije V. Kac [46], J. Lepowsky, H. Li
[56] 1 E. Frenkel, D. Ben Zvi [35].

U teoriji reprezentacija algebri verteks operatora, najbolje su proucene racionalne algebre
verteks operatora (to su one algebre verteks operatora koje imaju konacno mnogo ireducibilnih
modula 1 kategorija modula je poluprosta). U ovoj disertaciji ¢emo promatrati logaritamske
algebre verteks operatora, to jest, one algebre verteks operatora koje imaju barem jedan neras-
tavljivi, ali reducibilni modul. Ime dolazi od logaritamskih singularnosti koje se pojavljuju u
korelacijskim funkcijama takvih algebri. Grana fizike u kojoj se pojavljuju se zove logaritam-
ska konformna teorija polja (za neke preglede, vidi [11], [22] (matematicka perspektiva) i [24]
(fizikalna perspektiva)).

Jo§ jedna vazna kategorija verteks algebri su C>-konacne verteks algebre, to jest, verteks

algebre V za koje vrijedi
dim(V/Cy(V)) < 00,Co(V) = span{u_pv:u,v € V}.

C>-konacne verteks algebre imaju kona¢no mnogo ireducibilnih modula.
Dvije glavne familije C>-konacnih logaritamskih algebri verteks operatora su triplet algebre
W (p),p > 2 i verteks algebre simplektic¢kih fermiona SF(d)™,d > 1. Te dvije familije su pove-

zane izomorfizmom % (2) ~ SF(1)". U fizikalnoj literaturi se triplet verteks algebra pojavila
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u radovima H.G. Kauscha u [48] i [50], a verteks algebra simplekti¢kih fermiona u radovima
H.G. Kauscha [49] 1 [50], te H.G. Kauscha i M. Gaberdiela [41] 1 [42].

U matematickoj literaturi, rad na triplet verteks algebri su zapoceli D. Adamovi¢ i A. Milas
u radovima [7] i [10], u kojima su (izmedu ostaloga) pokazali C>-konacnost od # (p),p > 2, te
klasificirali ireducibilne module i konstruirali nerastavljive reducibilne module za # (p), p > 2.
Vrijedi spomenuti radove D. Adamovica, A. Milasa i X. Lina vezane uz podalgebre triplet
verteks algebre dobivene orbifold konstrukcijom [4], [5], [6] 1 [12].

Rad na verteks algebri simplektickih fermiona u matematickoj literaturi je zapoceo T. Abe u
[1], koji je (izmedu ostaloga) pokazao Cp-konacnost od SF(d)*,d > 1, Klasificirao ireducibilne
module i konstruirao nerastavljive reducibilne module za SF(d)",d > 1. Vrijedi spomenuti
rad T. Creutziga 1 A. Linshawa [23] o podalgebrama verteks algebre simplektickih fermiona
dobivenima orbifold konstrukcijom. Napomenimo da je M. Miyamoto u [63] nedavno dokazao
da je svaki ciklicki orbifold C,-konacne algebre verteks operatora ponovno C,-konacan.

Glavni alat koji je koristen u oba slucaja je bila asocijativna algebra A (V) pridruzena algebri
verteks operatora V koju zovemo Zhuova algebra prema Y. Zhuu koji ju je uveo u svom radu
[69] o modularnosti racionalnih i C>-konacnih algebri verteks operatora. Vrijedi sljedece: ako

je M slabi modul od V, tada je
QM) ={meM:vim=0, za sve homogene v € V t.d. degv; < 0}

reprezentacija asocijativne algebre A(V). Tada Q mozemo promatrati kao funktor iz kategorije
slabih modula od V u kategoriju reprezentacija od A(V'). Y. Zhu je u [69] pokazao da je u slucaju
kada je V C,-konacna i racionalna Q ekvivalencija kategorija. I u sluajevima kada V nije takva,
Q jo$ uvijek moZe dati vrijedne informacije o reprezentacijama algebre verteks operatora V.

Y. Zhu je u [69] pokazao da (V) :=V /C(V) ima prirodnu strukturu Poissonove algebre,
te da vrijedi nejednakost

dimA(V) < dim 2 (V). (1.0.1)

Opceniti problem odredivanja algebri verteks operatora V za koje vrijedi jednakost u (1.0.1) su
u [40] promatrali M. Gaberdiel i T. Gannon, te dali neke primjere i neke kontraprimjere takvih
algebri. To pitanje je razmatrano za neke racionalne algebre verteks operatora u [33] i [32].
U [7] 1 [10] su D. Adamovi¢ i A. Milas u potpunosti odredili Zhuovu algebru za # (p),p > 2
1 pokazali da jednakost (1.0.1) vrijedi u svakom slucaju. Taj problem je promatran i za neke

podalgebre od # (p) u [4] i [5]. Napomenimo da nije lako naci primjere logaritamskih VOA
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gdje je dimA(V) < dim (V). U [10][Remark 4] je napisana slutnja da stroga nejednakost
vrijedi slucaju ¢ = 0 tripleta (vidi [8]).

T. Abe je u [1] u potpunosti odredio Zhuovu algebru samo za SF(1)™, te pokazao da u tom
sluc¢aju vrijedi jednakost u (1.0.1).

C. Dong, H. Li i G. Mason su u [29] uveli vi§e Zhuove algebre A,(V),n € Z>( koje gene-
raliziraju Zhuovu konstrukciju (naime, vrijedi A(V) = Ag(V)). Vrijedi sljedece: ako je M slabi

modul od V, tada je
Q,(M)={meM :vim=0, za sve homogene v € V t.d. degv; < —n}

reprezentacija asocijativne algebre A, (V). Svoju primjenu su nasle u raznim teoretskim rado-
vima (npr. u M. Miyamotovom dokazu modularnosti C,-konacnih algebri verteks operatora u
[62]), no nema puno primjera konkretnih racuna. U [16] i [17], K. Barron, N. van der Werf i J.
Yang su izraCunali prve Zhuove algebre za Heisenbergovu algebru verteks operatora i univer-
zalnu Virasorovu algebru verteks operatora. Neke daljnje generalizacije viSih Zhuovih algebri
je dao J. van Ekeren u [30].

Napomenimo da pristup putem (viSih) Zhuovih algebri nije jedini pristup logaritamskoj kon-
formnoj teoriji polja pomocu asocijativnih algebri. Postoji tzv. Kazhdan-Lusztigova slutnja o
vezi izmedu reprezentacija algebri verteks operatora i reprezentacija kvantnih grupa (vidi [51]
1 [52]). Vrijedi spomenuti rad B.L. Feigina, A.M. Gainutdinova, A.M. Semikhatova i I.Yu.
Tipunina [44], T. Creutziga, A.M. Gainutdinova, I. Runkela [21], K. Nagatoma i A. Tsuchiye
[64] o kvantnim grupama povezanim s triplet verteks algebrom, kao i radove 1. Runkela [66],
A. Davydova i I. Runkela [25], A.M. Gainutdinova i I. Runkela [43] o kvantnim grupama po-
vezanim s verteks algebrom simplektiCkih fermiona. Posebno, u [43] autori promatraju vezu
izmedu kategorije modula algebre verteks operatora SF(1)* i kategorije reprezentacija restrin-
girane kvantne grupe U;sl(2). Orbifoldi simplektickih fermiona su nedavno proucavani u radu
D. Adamovica i A. Milasa [13] i radu A. Milasa, M. Penna i J. Wauchopea [60].

Glavni rezultati ove disertacije su upravo izracuni (viSih) Zhuovih algebri za (super)algebre
simplektickih fermiona. U &etvrtom poglavlju ratunamo nultu Zhuovu algebru A(SF (d)") za
d > 1 (slucaj d =1 jerijeSio T. Abe u [1]), te promatramo posljedice tog rezultata (izmedu osta-
log 1 dokaz slutnje Y. Arikea 1 K. Nagatoma iz [15] o dimenziji vektorskog prostora takozvanih
one-point funkcija na algebri verteks operatora SF(d)"). U petom poglavlju ratunamo prvu
Zhuovu algebru za (super)algebre verteks operatora SF(1) i SF(1)™, $to je, koliko znamo, prvi

izracun neke viSe Zhuove algebre za logaritamsku algebru verteks operatora.
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Slijedi kratak sadrzaj rada s detaljnijim prikazom najvaZznijih rezultata.

Poglavlje 2: Verteks superalgebre

U ovom poglavlju navodimo strukturne rezultate potrebne za disertaciju. Ponavljamo defini-
cije verteks superalgebre i superalgebre verteks operatora, te standardne algebarske koncepte
vezane uz njih: homomorfizmi, podalgebre, ideali, generatori itd. U toCkama 2.2 1 2.3 dajemo
definicije modula, odnosno zakrenutih modula, za verteks superalgebre i superalgebre verteks
operatora. U tocki 2.4 dajemo kratki podsjetnik na Zhuovu teoriju, a u tocki 2.5 dajemo de-
finiciju C,-superalgebre 1 promatramo njenu vezu sa Zhuovom superalgebrom. U tocki 2.6
iskazujemo Teorem o generiraju¢im poljima, koji nam daje jedan nacin konstrukcije verteks su-
peralgebri, pa zatim u tocki 2.7 dajemo definicije i konstrukcije svih verteks superalgebri koje
¢emo susretati u ovoj disertaciji (osim superalgebre simplektickih fermiona kojom se bavimo u

idu¢em poglavlju).

Poglavlje 3: Simplekticki fermioni
U ovom poglavlju skupljamo na jedno mjesto sve Cinjenice o simplektickim fermionima koje
¢emo trebati u ovoj disertaciji.

U tocki 3.1 ponavljamo konstrukciju superalgebre simplektickih fermiona SF(d) iz sim-
plektickog prostora hoy,d € Z>1 dimenzije 2d kakva je dana u [1]. Algebra simplektickih
fermiona SF(d)™ je tada paran dio od SF(d), a neparan dio SF(d)~ je modul za SF(d)™.

U toCki 3.2 ponavljamo Abeove rezultate o jakim generatorima od SF(d)™, a u tocki 3.3
rezultate 0 automorfizmima od SF (d), odnosno SF(d)™.

U tocki 3.4 ponavljamo konstrukciju zakrenutog modula SF(d)g od SF(d) iz [1]. Taj zakre-
nuti modul nam daje (nezakrenute) SF(d)-module SF(d)g i SF(d), . U togki 3.5 ponavljamo
konstrukciju logaritamskog SF (d)-modula SF (d) iz kojeg vidimo da su SF(d) i SF(d) " uistinu
logaritamske algebre verteks operatora.

U tocki 3.6 navodimo Abeove rezultate o Zhuovoj algebri od SF(1)7 i klasifikaciji ireduci-
bilnih reprezentacija od SF(d)". Naime, T. Abe je pokazao da za svaki d € Z> SF(d)" ima
toéno 4 neekvivalentna Z>-graduirana modula i da su to upravo SF(d)*,SF(d ):9t

U tocki 3.7 navodimo veze simplekti¢kih fermiona SF (d) s ostalim verteks (super)algebrama:
ulaganje u Cliffordovu verteks superalgebru F(d), ulaganje u verteks algebru V4 pridruZzenu
resetci Z4, te izomorfizam SF (1)* ~ #/(2). Niti jedan od ovih rezultata nije originalan, ve¢ su

dobro poznati u literaturi (pa tako i u radovima [1] i [7]), no navodimo dokaze jer nam trebaju
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u idu¢im poglavljima.

Poglavlje 4: Zhuova algebra za SF(d)*
Ovo poglavlje je zajednicki rad s D. Adamovi¢em i objavljeno je u Casopisu Journal of Algebra
[14]. Struktura poglavlja prati strukturu ¢lanka, i ovdje navodimo vaZnije izmjene u odnosu na

Clanak:

e [skaz teorema 4.1.1 je malo proSiren u odnosu na iskaz iz ¢lanka da se naglasi da izomor-
fizam dolazi od slika reprezentacija od A(SF(d)™) (u ¢lanku se to vidi iz dokaza teorema,

ali nije eksplicitno naglaseno u iskazu). Dokaz je isti.

e Dokaz leme 4.3.7 je napisan nesto detaljnije nego u Clanku (ideja dokaza je ista).

Glavni cilj ovog poglavlja je izratunati Zhuove algebre A(SF(d)") za sve d > 1 (sluCajd = 1

je rijesio T. Abe u [1]). Za SF(d)*-modul M imamo reprezentaciju
pm :A(SF(d)") — End(Q(M)).
Glavni rezultat ovog poglavlja je sljedeci teorem:
Teorem 4.1.1. Neka je d € Z~(. Tada je
A(SF(d)") ~ @Pim(py), gdie je M = SF(d)",SF(d)™,SF(d)g,SF(d),.
M
Imamo izomorfizme asocijativnih algebri:
im(Pgzg)+) = Alb2a) "5 im(pgp ) ~ Cim(psp(a)-) 2 im(Pgp(q);) > Maa(C).
Takoder, imamo jednakost dimenzija
dim 2 (SF(d)") = dimA(SF(d)*) = 2271 +84% + 1.

Ovdje A(hag)" oznalava parni dio vanjske algebre nad vektorskim prostorom b, dimenzije
2d).

U tocki 4.2 promatranjem modula M = §I\7(d)+,SF(d)*,SF(d);,SF(d)e_ konstruiramo
epimorfizam s A(SF(d)*) na @,,im(pys). Posebno, tada imamo dimA(SF(d)*) > 221 4
8d*+1.

U tocki 4.3 eksplicitno konstruiramo sustav izvodnica za &(SF (d) ") kardinalnosti 224~ +

842 + 1, te tada iz

22711 84% +1 < dimA(SF(d)") < dim Z(SF(d)") <2271 4 84> + 1
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dobivamo teorem.

Tocka 4.4.1 je posveéena dokazu slutnje Y. Arikea i K. Nagatoma iz [15]. Autori su u
[15] promatrali vektorski prostor one-point funkcija na SF(d)™ (oznaka: €)(SF(d)™)), te su
pokazali da vrijedi

dim %, (SF(d)") > 2241 43 (1.0.2)
Pokazali su i sljedeci teorem:

Teorem 4.4.7 ([15], Theorem 3.3.6). Neka je V C,-konacna algebra verteks operatora. Pret-

postavimo da je svaki prosti modul za V beskona¢ne dimenzije. Tada vrijedi
dim%; (V) < dimsS".

Napomena: S je oznaka za vektorski prostor simetri¢nih funkcionala na A(V). Pomodu tog
teorema i Abeovog rezultata o A(SF (1) su mogli zakljuciti da u slu¢aju d = 1 vrijedi jednakost

u (1.0.2). Sada, zbog teorema 4.1.1 mozemo zakljuciti:
Teorem 4.4.8. Zasved > 1, vrijedi
dim %, (SF(d)") =221 43,
U tocki 4.4.2 promatramo jo$ neke posljedice teorema 4.1.1:
e Centar od A(SF(d)") je izomorfan A(hag)t @ C®3 (vidi korolar 4.4.9).
e Minimalni polinom od [®] € A(SF(d)™) je
mg(x) = x (x 1) (x+d/8)(x+d/8—1/2)
(vidi korolar 4.4.9).
e Stupanj nilpotentnosti od @ € Z(SF(d)") je
5, d<4

Sqd —
d+1, d>5.

(vidi propoziciju 4.4.10).
e Invarijantna podalgebra A(SF (d)*)Sp(Zd) je generirana sa [®]. Ovo je iznenadujuée jer
je po radu S. Kanadea i A. Linshawa [47] invarijantna podalgebra verteks operatora

SF(d)SP4) izomorfna # -algebri # ~4~1/2(sp(2d), forin) koja je veéa od podalgebre

verteks operatora generirane s @.



Uvod

Poglavlje 5: ViSe Zhuove algebre

Glavni cilj ovog poglavlja je izratunati prve Zhuove algebre za SF := SF(1) i SF™ :=SF(1)™,
koristeci sli¢ne metode kao za izracun A(SF(d)™). Napomenimo ovdje da je po [1] superalge-
bra verteks operatora SF je jako generirana neparnim vektorima e, f a, algebra verteks operatora

SF(1)* jako generirana vektorima
1
w=e_f, E=e_se, H= E(e_2f+f_2e), F=f,f.
U tocki 5.2 za superalgebru verteks operatora V i n € Z>( definiramo
Co(V) = span{u_,v: u,v € V},Cy(V) = Co(V) +L(—=1)V

1 pokazujemo da vrijedi

dimA,(V) < dim (v /C/Z,IZ(V)> (1.0.3)

Ovo je generalizacija nejednakosti (1.0.1) (koja se dobiva u sluc¢aju n = 0). Kao i u tom slucaju,
dobivamo da V /C@(V) ima strukturu (superkomutativne i asocijativne) superalgebre koju
¢emo zvati C‘/Q,,TZ(V)—superalgebra.

U tocki 5.3 dokazujemo jednu pomoénu lemu o a—algebri od univerzalne Virasorove alge-
bre verteks operatora.

U tocki 5.4 raunamo prvu Zhuovu superalgebru A (SF). Promatramo homomorfizam su-
peralgebri

p1: A1 (SF(1)) — End(Q; (SF)),

te podalgebru &7 C A;(SF) generiranu sa slikama vektora e, f, @, E, F,H. Glavni rezultat ove

tocke je:
Teorem 5.4.8.

1. Vrijedi A|(SF) = <7, to jest, A|(SF) je kao asocijativna superalgebra generirana sa sli-
kama vektora e, f,w,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam

A1 (SF) ~imp; ~ A(h) @ (CaM,(CT)).

3. Vrijedi
dimA, (SF) = dim¢ SF /C4(SF) = 20.



Uvod

Napomenimo da ovaj rezultat omogucava rekonstrukciju nerastavljivih modula od SF (1)
koriStenjem rezultata iz [29].
Ideja dokaza je slicna kao za teorem 4.1.1. Prvo pokazemo da je p; (/) izomorfan superal-

gebri A(h) ® (C & M;(C)), te tako dobijemo niz nejednakosti:
dimA, (SF) > dim </ > dim p; (<) = 20.

U drugom koraku nademo sustav izvodnica za (/?:;-algebru od SF kardinalnosti 20 i pomocu
nejednakosti (1.0.3) ograni¢imo dimA; (SF) odozgo. U tome nam uvelike pomaze rezultat iz
[7] u kojem su autori odredili strukturu triplet algebre #(2) kao s[(2) x Vir-modula (vidi teorem
5.4.4).

U tocki 5.5 ratunamo prvu Zhuovu algebru A;(SF™) na sli¢an nadin. Promatramo podal-
gebru % C A|(SF™) generiranu slikama vektora @,E,F,H. Promatrajuéi reprezentacije od
SF* dobijemo sedam razli¢itih homomorfizama s A1 (SF) (ne¢emo ih ovdje definirati). Glavni

rezultat je:
Teorem 5.5.7.

1. Vrijedi A (SFT) = 4, to jest, A1 (SFT) je kao asocijativna algebra generirana sa slikama
vektora w,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam

A(SFY) = im(pu),
M
.. —t = =
ngeJe M= SF(O),SF(I),SF(z), (SFg)k, zak=—
3. Imamo izomorfizam

AISFT) = CP oM (C)P @ Ah) T @ (A(h2) T ©c M2 (C))

4. Vrijedi
dimA| (SF1) = dimSF /C4(SF 1) = 24.

Napomenimo, da je prva tocka zanimljiva u kontekstu veze simplekti¢kih fermiona s res-
tringiranom kvantnom grupom U ;s[(2). Naime, ta kvantna grupa takoder ima 4 generatora (vidi

[43] za viSe detalja).



2. VERTEKS SUPERALGEBRE

U ovom poglavlju ¢emo dati teorijsku podlogu nuznu za razumijevanje ostatka disertacije. De-

taljan pregled aksiomatske teorije verteks algebri je dan u monografijama [56], [37], [46] i [35].

Uvedimo neke osnovne definicije i dogovore. Svi vektorski prostori u ovom radu ¢e biti nad
skupom kompleksnih brojeva C. Vektorski superprostor je Z,-graduirani vektorski prostor
V=VqV!. Zavektoreiz Vizai= 0,1 ¢emo reci da su Z, - homogeni vektori. Za vektore iz
VO éemo reéi da su parni vektori, a za vektore iz vldasu neparni. Pisat cemo p(v) =i,v € Vi,

Za potprostor L od V ¢emo reci da je Z,-homogen ako vrijedi
L=(LnVe@Lnvh.

Tada L ima Z,-gradaciju s L'=LNVizai= 0, 1. Takoder, za Z,-homogen potprostor L vrijedi
V/L=(V'/L)®(V'/L),

pa imamo Z,-gradaciju (V /L) =Vi/L zai=0,1.
Neka su sada V, W vektorski superprostori. Za linearno preslikavanje ¢ : V. — W ¢emo reci
da ¢uva parnost ako vrijedi

(V) CW' i€ Z,,

odnosno da mijenja parnost ako vrijedi
oV Ccwt je z,.

Moze se pokazati da se svako linearno preslikavanje V. — W moZze napisati kao zbroj linearnog
preslikavanja koje cuva parnost i linearnog preslikavanja koje mijenja parnost. Tada moZemo

uvesti Z,-gradaciju na Hom(V, W) na sljedeéi nacin:

[e]]

Hom(V,W)" = {¢@ € Hom(V,W) : ¢ Cuva parnost}

Hom(V,W)I = {¢ € Hom(V,W) : ¢ mijenja parnost}.



Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Ovime dobivamo i Z;-gradaciju na EndV = Hom(V,V). Za Z;-homogene A,B € EndV ¢emo
pisati

[A,B] = AB — (—1)PWr(B)pg. (2.0.1)

Tada [-, -] zovemo superkomutator. Formalna § funkcija je formalni red definiran kao

8(z)= Y, " €Cllz,z]].

nez

2.1. OSNOVNE DEFINICIJE TEORIJE VERTEKS

SUPERALGEBRI

U ovoj cjelini ¢emo definirati strukture verteks superalgebre 1 superalgebre verteks operatora,
te definirati standardne algebarske pojmove za te strukture. U tome ¢emo uglavnom pratiti

izlaganje iz [56] 1 [58].

Definicija 2.1.1. Verteks superalgebra je uredena trojka (V,Y, 1), gdje je V vektorski super-

prostor, 1 € V9 istaknuti vektor kojeg zovemo vakuum vektor, a Y linearni operator

Y(-,2):V = (EndV)[lz,z"]]

v Y (1,z) = Z vpz 1
koji zadovoljava sljedee uvjete:
1. Operator Y Cuva parnost, to jest, za v € V' vrijedi ¥ (v,z) € (EndV )[[z,z"']].
2. Zau,v €V redY(u,z)v="Y,czu,vz"""! ima konaéno mnogo negativnih potencija.

3. (svojstvo vakuuma) Vrijedi Y (1,z) = idy.

4. (svojstvo kreacije) Za v € V vrijedi Y (v,z)1 € V[[z]],lim,—0 Y (v,2)1 = v.
5. (Jacobijev identitet) Za Z,-homogene u,v € V vrijedi:
Zgl o (Zl Z_OZZ)Y(u,zl)Y(v, 22) — (—1)p(”)p(v)za] ) (Zz_—ZOZl> Y (v,22)Y (u,21)
=76 (Zl Z_2Z°> Y (Y (u,20)v,22)- (2.1.1)

AkojeV = V0, onda kazemo da je (V,Y,1) verteks algebra (ponekad ¢emu koristiti skraenicu

VOA koja dolazi iz engleskog jezika).
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Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Vazno je primijetiti da svojstvo kreacije ima za posljedicu injektivnost operatora Y. Uvjeti

(1)-(5) se mogu ekvivalentno napisati i na nesto drugaciji nacin, preko operatora v, zav € V:
1. Za Zy-homogene u,v € V vrijedi p(u,v) = p(u) + p(v) za svakin € Z.
2. Zasve u,v € V imamo u,v = 0 za n € Z dovoljno velik.
3. Zan € Z vrijedi 1,, = 0, _1idy.
4. Zasvev eV vrijediv_11=0,v,1=0,n>0.

5. Za Zy-homogene u,v € V i {,m,n € Z vrijedi:
it e plu)p(v)
Z(_ 1) i (um-l-f—ianri - (_ 1) Vn+[_ium+i)

o) (’") (uti9)mini @.12)

i>0

Identitet (2.1.2) se zove Borcherdsov identitet po R. Borcherdsu, koji je uveo pojam verteks

algebre u [19]. Dobije se iz Jacobijevog identiteta usporedbom koeficijenata pored monoma

—{—1_—m—1
0

Z 74 25 n=1 " Stavljanjem ¢ = 0, odnosno m = 0, u Borcherdsovom identitetu dobivamo

sljedece relacije za Z,-homogene u,v € Vi ¢,m,n € Z:

[t v] = ¥ (”:) (U ) msn—i (2.1.3)
i>0
_ it t+p(w)p(v)
) = Y (=17 (, ) (e = (=1) Vase ) (2.1.4)
i>0

Formulu (2.1.3) zovemo superkomutatorska formula, dok formulu (2.1.4) zovemo formula

za asocijator.

Propozicija 2.1.2 ([58], Proposition 2.2.4.). Uz uvjete (1)-(4) iz definicije verteks superalge-

bre, Jacobijev identitet je ekvivalentan sa sljedeca dva uvjeta:

1. (svojstvo derivacije) Postoji operator D € EndV takav da vrijedi

[D,Y (v,z)] =Y (Dv,z) = d;Y (v,2). (2.1.5)

2. (lokalnost) Za sve Z,-homogene u,v € V postoji prirodan N takav da vrijedi

(21 —2)NY (u,21)Y (v, 22) = (= DPUPO) (20 — 2Ny (v, 22)Y (u, 1), (2.1.6)

11



Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Operator D zovemo operator derivacije i lako se vidi da iz (2.1.5) i svojstva kreacije sli-
jedi da moramo imati Dv =v_,1,v € V. Dakle, u definiciji verteks superalgebre se Jacobijev
identitet moZe zamijeniti sa dva uvjeta iz prethodne propozicije. Takav pristup moZemo vidjeti

u monografijama [46] 1 [35].

Propozicija 2.1.3 ([56], Proposition 3.1.19). Neka je V verteks superalgebra, i neka suu,v €V

Z»-homogeni vektori. Tada vrijedi:
Y (u,2)v = (—1)PWPM Ly (v —2)u. (2.1.7)
Relaciju (2.1.7) zovemo kosa simetrija.

Definicija 2.1.4. Neka je V verteks superalgebra. Za @ € V0 kazemo da je konformni vektor
ako, uz oznake Y (@,2) = ¥e7 0nz "' = ¥,z L(n)z7" 2, zadovoljava
m3 —m

[L(m),L(n)] = (m—n)L(m+n)+ 5m+n’OTC’ (2.1.8)

gdje je c € C.

Relacije (2.1.8) su komutacijske relacije Virasorove algebre, a skalar ¢ zovemo centralni
naboj. Dakle, konformni vektor ® € Vo daje V strukturu modula za Virasorovu algebru. Slje-

deca propozicija nam daje drugi nacin za provjeriti je li neki @ € V0 konformni vektor.
Propozicija 2.1.5 ([56]). Neka je V verteks superalgebrai o € V0. Ako vrijedi

W =20, ;0 =D, 0w =0, &30 = %l,c eC
1 0, =0 zan > 4, tada je ® konformni vektor centralnog naboja c.

Definicija 2.1.6. Superalgebra verteks operatora je uredena Cetvorka (V,Y,1, @), gdje je

(V,Y,1) verteks superalgebra, a @ € V0 konformni vektor koji zadovoljava sljedece uvjete:
1. Mora vrijediti L(—1) = D.

2. Operator L(0) djeluje poluprosto na V s cijelim svojstvenim vrijednostima, to jest, imamo
Z-gradaciju
V =PV, L(0)|y, = nidy. (2.1.9)

nez

3. Zasvakin € Z vrijedi dimV,, < oo,

4. Postoji ng € Z takav da za sve n € Z,n < ng vrijedi V,, = 0.

12



Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

AkojeV = V(), onda kazemo da je (V,Y,1, w) algebra verteks operatora.

Ako za v € V vrijedi L(0)v = hv, reci ¢emo da je v vektor konformne teZine / i pisati

|v| = h. Tada (pomoéu superkomutatorske formule) vrijedi

[L(0),vy] = (h—n—1)vy, (2.1.10)
to jest, ako gledamo gradaciju (2.1.9), operator v,, je operator stupnja h —n — 1. PiSemo degv,, =
h—n—1=|v|—n—1.

Definicija 2.1.7. Neka su (V},Y1,11) i (V2,Y2,1;) verteks superalgebre. Homomorfizam ver-

teks superalgebri je linearno preslikavanje ¢ : V; — V, koje ¢uva parnost i zadovoljava

o(11) =1,

O(upv) = @(u),@(v),Yu,v € Vi,n € Z.

Homomorfizam superalgebri verteks operatora (V,,Y;,1;,®;) i (V»,Y2,15, @) je homomor-

fizam verteks superalgebri ¢ : Vi — V; koji zadovoljava dodatni uvjet ¢(®;) = .

Svaka verteks superalgebra V ima automorfizam 6 : V — V definiran s:
0(v) = (—1)?"y, za Z, — homogene v € V. (2.1.11)

Ako je V superalgebra verteks operatora, tada je 6 automorfizam superalgebre verteks operatora

jer vrijedi 6(w) = .

Definicija 2.1.8. Podalgebra verteks superalgebre (V,Y,1) je Z;-homogeni vektorski pot-
prostor U od V koji sadrzi vektor 1 takav da je (U,Y,1) verteks superalgebra.
Podalgebra superalgebre verteks operatora (V,Y,1, ®) je Z,-homogeni vektorski potprostor

U od V koji sadrzi vektore 11 o takav da je (U,Y,1, ®) superalgebra verteks operatora.

Uvjet da je (U,Y,1) verteks superalgebra je ekvivalentan uvjetu da za u,v € U vrijedi u,v €

U, zasven e Z.

Definicija 2.1.9. Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra i neka je S podskup od V. Verteks
superalgebra generirana skupom S (u oznaci (S)) je najmanja podalgebra od (V,Y,1) koja
sadrZzi S.

Neka je (V,Y,1,®) superalgebra verteks operatora i neka je S podskup od V. Superalgebra

verteks operatora generirana skupom S je najmanja podalgebra od (V,Y,1, @) koja sadrzi S.
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Verteks superalgebre Osnovne definicije teorije verteks superalgebri

Lako se vidi da je superalgebra verteks operatora generirana skupom S jednaka (SU{®}).

Propozicija 2.1.10 ([56], Proposition 3.9.3). Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra i neka je S
podskup od V. Tada je

(S) = span{u,ll1 oy 1:reNyu' € S,n; € 2}

U sluaju kada je (S) =V, re¢i emo da je V generirana skupom S, odnosno, da je S skup

generatora za V.

Definicija 2.1.11. Neka je S skup generatora verteks superalgebre (V,Y,1). Ako vrijedi
V= span{u,l,1 couy 1ir e N,u' € S,n; € Zo}
kazemo da je V jako generirana skupom S.

Sljedeéa propozicija ¢e nam pomoci u konstrukciji homomorfizama izmedu verteks supe-

ralgebri.

Propozicija 2.1.12 ([56], Proposition 5.7.9). Neka su V; i V, verteks superalgebre, i neka je
S C Vj skup generatora za V;. Neka je ¢ : V| — V5 linearno preslikavanje koje Cuva parnost

takvo da vrijedi (1) =11
o(apv) = @(a),@(v), YVac S,veV,ncZ.

Tada je @ homomorfizam verteks superalgebri. Dodatno, ako su V; 1 V, superalgebre verteks
operatora, a ¢ zadovoljava dodatni uvjet ¢(®w) = o, tada je @ homomorfizam superalgebri

verteks operatora.

Definicija 2.1.13. Neka je V verteks superalgebra. Ideal od V je Z, homogeni potprostor /

takavdazasveuel,veV,ne Z vrijediu,v € I ivu € 1.

KaZemo da je verteks superalgebra V prosta ako su joj jedini ideali 01 V. Ako je I ideal
verteks superalgebre V, tada na V /I moZemo definirati strukturu verteks superalgebre s 1y /; =
1y +1i

(wu+1D),(v+I) =uv+1LuyveVnel.

Ako su Vq,...,V, verteks superalgebre, struktura verteks superalgebre se mozZe na prirodan
nacin definirati na direktnoj sumi V| & ... @V, kao i na tenzorskom produktu V; ® ... ®V,,. Za

viSe detalja vidjeti poglavlje 3.12 u [56].
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Verteks superalgebre Moduli

2.2. MODULI

U ovoj cjelini ¢emo dati definicije modula za verteks superalgebre, odnosno modula za superal-

gebre verteks operatora. U tome pratimo izlaganje iz [58].

Definicija 2.2.1. Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra. V-modul je uredeni par (M,Y),) gdje

je M vektorski superprostor, a Ys linearni operator

Yar(-,2) : V — (EndM)[[z,z" 1]

v Yy(vz) = Z vz "l
nez

koji zadovoljava sljedeée uvijete:
1. Operator Y Guva parnost, to jest, za v € V7 vrijedi Yy (v,z) € (EndM)/[[z,z~']].

2. Zav € V,me M red Yy (v,2)m = Y,cz vamz "~ ima konaéno mnogo negativnih poten-

cija.
3. Vrijedi YM(l,Z> =idy.

4. Za Z,-homogene u,v € V vrijedi:

z !0 (ZIZ_()Q)YM(M,Zl)YM(V,Zz) — (=Pl (Zz__ZOZl> Vi (v.22)Yp (u,21)

=26 (le_zzo) Yar (Y (u, 20, 22). 2.2.1)

Svaka verteks superalgebra (V,Y, 1) ima prirodnu strukturu V-modula. Neka je sada (V,Y,1, )
superalgebra verteks operatora. Ako je (M,Y)s) modul za verteks superalgebru (V,Y,1) reci

¢emo da je M slabi modul za V.

Definicija 2.2.2. Neka je (V,Y,1, ®) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,Y)s) slabi

modul. Kazemo da je (M,Y)ys) Z-graduiran modul za V ako imamo rastav

M =P M(k) (2.2.2)

keZ

takvu da je za sve homogene v € V
vaM(k) CM(k+|v|—n—1),nk € Z.
Ako u rastavu (2.3.3) vrijedi M (k) = 0 za k < 0 reéi ¢emo da je M Z>p-graduiran modul za V.
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Verteks superalgebre Moduli

Definicija 2.2.3. Neka je (V,Y,1,®) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,Y)s) slabi

modul. KaZemo da je (M, Y)s) jaki modul za V ako imamo rastav

M =P M, (2.2.3)
heC

gdje je My, = {m € M : L(0)m = hm} i vrijedi:
1. Zasvaki h € C je dimM), < oo.
2. Za svaki fiksni & € C postoji ng € Z takav da vrijedi My, =0zan € Z,n < ny.

Dakle, u slu¢aju jakih modula, L(0) mora djelovati poluprosto. Taj uvjet mozemo oslabiti

na sljedeci nacin.

Definicija 2.2.4. Neka je V superalgebra verteks operatora i neka je M slab modul za V. Reci
¢emo da je M logaritamski modul za V ako se M se rastavlja na direktnu sumu generaliziranih

svojstvenih potprostora za L(0), to jest, ako vrijedi:

M= Mgy, Myy={veM:(L(0)—A)" =0 zaneki k € Z-o}.
AeC

Ako je M logaritamski modul, rec¢i ¢emo da ima nilpotentni rang m € Z>; ako vrijedi
(L(0) = L(0)5s)" = 0, (L(0) = L(0)sx)" " #0,
gdje je L(0)ss poluprosti dio od L(0).

Definicija 2.2.5. Za algebru verteks operatora V kazemo da je racionalna ako je svaki Z>o-

graduirani modul potpuno reducibilan.
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Verteks superalgebre Zakrenuti moduli

2.3. ZAKRENUTI MODULI

U ovoj cjelini ¢emo dati definicije zakrenutih modula za verteks superalgebre i superalgebre
verteks operatora.
Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra, i neka je o njen automorfizam kona¢nog reda T koji

komutira s automorfizmom 6. Tada se V rastavlja u direktnu sumu

T-1
v=Ev,
r=0

2xir

gdjeje V' ={veV:o(v)=e T v} Zy-homogeni potprostor od V. Za u € V" v € V* tada

vrijedi
u,y €V Vn e Z.

Posebno, VO je verteks podalgebra od V i svaki V' je modul za V°. U ostatku ove cjeline

pretpostavljamo da je o kao gore.

Definicija 2.3.1. o-zakrenuti V-modul je uredeni par (M,Yy) gdje je M vektorski superpros-

tor, a Y linearni operator

Yau(-,2) 1V — (EndM)[[zT,zT]]

vies Yy (v,z) = Zvnz n-l

koji zadovoljava sljedecée uvjete:
1. Operator Y); Cuva parnost, to jest, za v € vi vrijedi Yy (v,z) € (End M)’ [[ % %]]

1

2. ZaveV,meMred Yy(v,z)m=Y, _1,vamz " imakonacno mnogo negativnih poten-
T

cija.
3. Vrijedi Yy (1,z) = idpy.
4. ZaveV',v,=0zan¢g 5+ 7.

5. Za Z»-homogene u € V", v € V¥ imamo

g
Z(_l)l (l) (um+€fivn+i - (_1)£+p(u)p(v)vn+67ium+i)
i>0
= Z( ) uﬁ—HV m-+n—i» (2.3.1)

i>0

zasvel € Z,m € +7Z,n€ 7+ 7.
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Identitet (2.3.1) zovemo zakrenuti Borcherdsov identitet. Kao i kod nezakrenutog Borcher-

dsovog identiteta, stavljanjem ¢ = 0 dobivamo
[ty v = ¥ <m) (UiV) s (23.2)
i>0 \ !

za Zo-homogene u € V',v € V¥ im € % +Z,n € %+ Z. Ovu formulu zovemo zakrenuta
superkomutatorska formula.

Bitno je primijetiti da iz gornje definicije slijedi da svaki o-zakrenuti V-modul (M,Y),)
postaje (nezakrenuti) V°-modul ako se Yy restringira na V°.

Neka je sada (V,Y,1, ®) superalgebra verteks operatora. Ako je (M,Y)) o-zakrenuti modul

za verteks superalgebru (V,Y,1) re¢i cemo da je M o-zakrenuti slabi modul za V.

Definicija 2.3.2. Neka je (V,Y,1,w) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,Yy) o-
zakrenuti slabi modul. KaZemo da je (M,Yy) +Z -graduiran c-zakrenuti modul za V ako
imamo rastav

M= M (k) (2.3.3)
kelZ

takvu da je za sve homogene v € V
1
vaM(k) CM(k+|v|—n—1),n€Z,k € ?Z

Ako u rastavu (2.3.3) vrijedi M(k) = 0 za k < O rec¢i ¢emo da je M %Zzo-graduiran o-

zakrenuti modul za V.

Definicija 2.3.3. Neka je (V,Y,1,®) superalgebra verteks operatora, te neka je (M,Yy) O-

zakrenuti slabi modul. Kazemo da je (M, Y),) jaki o-zakrenuti modul za V ako imamo rastav

M=PM,, (23.4)
heC

gdje je My, = {m € M : L(0)m = hm} i vrijedi:
1. Zasvaki h € C je dimM), < oo,
2. Za svaki fiksni & € C postoji ng € %Z tako da vrijedi My, =0zan e %Z,n < nyg.

Sli¢no kao i u slu¢aju slabih zakrenutih modula, ako je (M,Yy) 7Z-graduiran o-zakrenuti
modul za V, tada restringiranjem (M,Y);) postaje Z-graduiran modul za V°. Ako je (M,Yy)

jaki o-zakrenuti modul za V, tada restringiranjem (M, Y);) postaje jaki modul za V°.
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2.4. ZHUOVA TEORIJA

U ovoj cjelini ¢emo dati definicije Zhuove superalgebre pridruZene superalgebri verteks opera-
tora, te u osnovnim crtama dati prikaz Zhuove teorije.

Pojam Zhuove algebre A(V) za algebru verteks operatora V je definirao Y. Zhu u [69], koji
je u tom radu i dokazao osnovna svojstva tih algebri. Pojam visih Zhuovih algebri A,(V) su
uveli C. Dong, H. Li i G. Mason u [29], ¢ije izlaganje pratimo u ovoj sekciji (u tim oznakama
je originalna Zhuova algebra A(V) = Ag(V).)

Jos neki Clanci koji se bave vi§im Zhuovim algebrama su [30], [16], [17]. Treba napomenuti
da su definicije 1 rezultati iz [69] 1 [29] dane za algebre verteks operatora, a ne za superalgebre
verteks operatora. Ipak, lako je provijeriti da se (uz potrebne promjene) te definicije i rezultati
generaliziraju za superalgebre verteks operatora.

Radi lakSeg pradenja izlaganja dat ¢emo prvo definiciju Zhuove algebre A(V), pa tek onda
definicije viSih Zhuovih algebri. Neka je (V,Y,1, ®) superalgebra verteks operatora. Defini-
rajmo dva produkta na V za homogeni u € V i opCeniti v € V:

Ju
LRI LS 2.4.1)

ux*xv = Res,

k=0
1 Ju
uov =Res; %Y(u, Z)v (2.4.2)
z
= i (’u‘)ukzv
i—o \ k

Oba produkta moZemo prosiriti po linearnosti do bilinearnih produkata na V. Stavimo O(V) =
span{uov:u,v €V} iA(V)=V/O(V). Buduéi da je O(V) Z,-homogeni potprostor od V,
A(V) nasljeduje Z,-gradacijus V. Zav € V pisat emo [v]| =v+O(V) € A(V).

Teorem 2.4.1 ([69], Theorem 2.1.1.). Neka je (V,Y,1, @) superalgebra verteks operatora. Vri-
jedi:
1. Bilinearni produkt * inducira na A(V') strukturu asocijativne superalgebre s jedinicom [1].

2. |[w] je centralni element u A(V).

3. Neka su u,v € V L(0)-homogeni i Z,-homogeni. Tada vrijedi

wxy— (—1)PWPO)y sy = Z (|u| a 1>ukv mod O(V). (2.4.3)
So\ K
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Definirajmo sada viSe Zhuove algebre. Neka je sada (V,Y,1, ®) superalgebra verteks ope-

ratora i n € Z>¢. Definirajmo dva produkta na V za homogeni u € V i opéeniti v € V:

(n+j 1 +z)l+n
u*nv:Z(—l)]< _ )Resz%
j=0 J ¢

_ Z i(_l)j(nﬂ) (|M’;‘n) -

J

Y (u,z)v (2.4.4)

Y (u,z)v (2.4.5)

Oba produkta mozemo proSiriti po linearnosti do bilinearnih produkata na V. Primijetimo sada

da produkti *¢ 1 og odgovaraju produktima * i o. Definirajmo

On(V) =span{uo,v:u,ve Vi+{(L(—1)+L0))v:veV} (2.4.6)
An(V) =V /0u(V). (2.4.7)

Bududi da je O, (V) Z,-homogeni potprostor od V, A, (V) nasljeduje Z,-gradacijus V.

Napomena 2.4.2. Na prvu se definicija O,(V) moZe uciniti bitno drukéijom od definicije

O(V). No, za homogeni v € V vrijedi:
vol=v_ 1+ |vjv_11=(L(—1)+L(0))v,
pajetada (L(—1)+L(0))V CO(V)ivrijedi O(V) = Oy(V).

Teorem 2.4.3 ([29], Theorem 2.3., Proposition 2.4.). Neka je (V,Y,1, ) superalgebra verteks

operatora. Vrijedi:

1. Bilinearni produkt %, inducira na A, (V) strukturu asocijativne superalgebre s jedinicom

14+ 0,(V).
2. o+ 0,(V) je centralni element u A, (V).

3. Zan > 1 linearno preslikavanje

je epimorfizam asocijativnih superalgebri.
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4. Neka su u,v € V L(0)-homogeni i Z;-homogeni. Tada vrijedi

—1
wrgv—(=1)PPMys = Y (‘”’ )ukv mod O, (V). (2.4.8)
k>0 k

Superalgebru A, (V) zovemo n-ta Zhuova algebra. Vrijedi spomenuti da je pojam Zhuove
algebre funktorijalan, tj. ako je ¢ : Vi — V>, homomorfizam superalgebri verteks operatora, tada

vrijedi @(0,(V1)) € 0,(V2), pa dobivamo homomorfizam superalgebri
¢ :An(Vl) _>An(V2)a ¢(V+ On(V1)> = (p(v) + On(v2>' (2.4.9)

Posebno, ako je ¢ automorfizam superalgebre verteks operatora, tada ¢ inducira automorfizam
asocijativne superalgebre A, (V).

Neka je sada M slabi modul za V. Definirajmo
Q,(M)={meM :vim=0, za sve homogene v € V t.d. degvy < —n}. (2.4.10)

Vidjeli smo u (2.1.10) da za v € V), vrijedi degvy = h—k — 1, pa je tada uvjet degvy < —n

ekvivalentans k > h—n—1.

Teorem 2.4.4 ([29], Theorem 3.2.). Neka je M slabi modul za V. Tada je linearno preslikava-

nje dano s
An(V) — End(Q,(M)),v+ On(V) — o(v) := v}y|_1, za v homogen,
reprezentacija asocijativne superalgebre A, (V).

Propozicija 2.4.5 ([29], Proposition 3.4). Neka je M Z>-graduiran modul za V takav da
M(0) #0.

1. Vrijedi @ M(i) € Qu(M).
2. Ako je M prost, tada je Q,(M) = @} M(i).

3. Ako je M prost, tada su M(i),i = 0,...,n prosti medusobno neekvivalentni moduli za

An(V).

Neka je M A,(V)-modul koji se ne moze faktorizirati kroz A,_;. U poglavlju 4 od [29],

autori su konstruirali Z-graduirani V-modul L, (M) takav da vrijedi
Qu(La(M)) Q-1 (Lo (M)) 2 M.
Lema 2.4.6 ([29], Lemma 4.8). Neka je M A, (V)-modul koji se ne moZe faktorizirati kroz

Ap—1. Ako je M ireducibilan A, (V)-modul, tada je L, (M) ireducibilan Z~-graduirani V-modul.
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2.5. C,-SUPERALGEBRA I C,-KONACNOST

Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra. Promatrajmo sljedeéi potprostor od V:
Cy(V) =span{u_ov:u,veV}.
Lako se vidi da je C»(V') Z,-homogen potprostor od V.

Definicija 2.5.1. Za verteks superalgebru (V,Y,1) ¢emo reéi da je Cp-konacna ako vrijedi

dim (V/Co(V)) < oo.

Pojam C,-konacnosti je uveo Y. Zhu u [69]. Pisat ¢emo v = v+ C,(V). Kao i u prethodnoj
sekciji, neki od ovih rezultata su dani za verteks algebre, ali se lako vidi da se mogu prosiriti na

verteks superalgebre.

Definicija 2.5.2. Poissonova superalgebra je uredena trojka (<7, -, [-,]) takva da vrijedi:
e (/,-) je asocijativna superalgebra.
e (<7,]-,+]) je Liejeva superalgebra.
e Za Zjp-homogene x,y,z € o7 vrijedi:

byl = beyl -2+ (= 1)POPWy. e,

Propozicija 2.5.3 ([69]). Neka je (V,Y,1) verteks superalgebra. Tada za sve a € V vrijedi
a_1C2(V) - CQ(V), a()Cz(V) - Cz(V).

Tada su operacije

u-v=u_iv, {u,v} =1y, u,veV (2.5.1)

dobro definirane na vektorskom prostoru V /C,(V), koji s tim operacijama ima strukturu Po-

issonove superalgebre.

Zbog ovog ¢emo P (V) :=V /C,(V) zvati Cp-superalgebra pridruZena V. Ta konstrukcija je
funktorijalna: ako je ¢ : V; — V, homomorfizam verteks superalgebri, tada vrijedi ¢(C»(V})) C

C>(V3) i tako dobivamo inducirani homomorfizam Poissonovih superalgebri

9:21) = Z(V2), 9(v+C(V1)) = 0(v) + C2(V2). (2.5.2)
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Posebno, ako je ¢ automorfizam verteks superalgebre V, tada on inducira automorfizam Po-
issonove superalgebre (V).

U ovom radu ¢e nam jako bitna biti veza izmedu C,-superalgebre i Zhuovih superalgebri. U
[69] je pokazano da za algebru verteks operatora V Zhuova algebra A (V') ima strukturu filtrirane

algebre kada se gleda rastuca filtracija

FFA(V) = (év, + 0(v>> JO(V),k>0. (2.5.3)
i=0

Lako se provjeri da to vrijedi i u slucaju kada je V superalgebra verteks operatora, te da su u tom
slu¢aju potprostori FXA(V) Z,-homogeni. Svakoj filtriranoj superalgebri moZemo pridruZiti

takozvanu asociranu graduiranu superalgebru:

grA(V) = P et A(V), gdieje gt A(V) = FXa(v)/F*1A(v),
k=0

gdje stavljamo F~'A(V) = 0. MnoZenje je inducirano mnoZenjem s A(V), za a € FFA(V),b €
FYA(V) je

(a+F*AW)) - (b+FAWV)) = axb+ FFIA(V) € gl A(Y)
Zbog relacije (2.4.3) slijedi da imamo
[FFA(V),FPA(V)] C FFE1A (W),

pa je grA(V) superkomutativna superalgebra. Mozemo joj dati i strukturu Poissonove superal-

gebre ako za Z,-homogene a € FFA(V),b € F'A(V) definiramo
{a+FTAW),b+FAWV)Y =axb— (—1)POPOp s g FFH2A(v) € g T AW).
Mozemo promatrati linearno preslikavanje f: V — grA(V) dano s
fO)=+0WV)+FF1AW), zav eV,
Lako se vidi da vrijedi f(C>(V)) = 0, pa imamo inducirano preslikavanje f: 2 (V) — grA(V).

Propozicija 2.5.4 ([27], Proposition 2.17. ¢)). Preslikavanje f: 2 (V) — grA(V) je epimorfi-

zam Poissonovih superalgebri. Posebno, dimA(V) < dim £ (V).

Dakle, ako je V C,-konacna superalgebra verteks operatora, tada je A(V) kona¢nodimenzi-

onalna superalgebra. Ova tvrdnja se moZe generalizirati na viSe Zhuove algebre.
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Teorem 2.5.5 ([62], Theorem 2.5.). Ako je V C>-konacna superalgebra verteks operatora, tada

za sve n € Z>g vrijedi dimA, (V) < eo.
Bit ¢e nam korisna i sljedeéa tvrdnja o generatorima superalgebri A(V) i (V).

Propozicija 2.5.6 ([1] Proposition 2.2., Proposition 2.5., [27], Proposition 2.17.). Neka je V
verteks superalgebra, a S C V skup jakih generatora od V. Tada slika od S u &?(V) generira
P (V) kao superalgebru. Stovise, ako je V superalgebra verteks operatora, tada slika od S u

A(V) generira A(V) kao superalgebru.
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2.6. TEOREM O GENERIRAJUCIM POLJIMA

Neka je V vektorski superprostor. Za formalni red

a(z) = Z apz "1 e (EndV)([[z,z7']]

ne’
¢emo reci da je polje ako za svaki v € V vrijedi a,v = 0 za n dovoljno velik.
Teorem o generiraju¢im poljima daje uvjete pod kojima skup polja generira verteks supe-
ralgebru na vektorskom superprostoru V. Prvi su ga dokazali I. Frenkel, V.G. Kac, A. Radul 1

W. Wang u [36]. Teorem se moZe naci kao teorem 4.5. u monografiji [46].

Teorem 2.6.1 ([36], Proposition 3.1). Neka je V vektorski superprostor s istaknutim parnim
vektorom 1 i linearnim operatorom d € EndV koji ¢uva parnost takvim da d1 = 0. Neka je S

Z»-homogeni podskup od V, a Yy operator

Yo(-,z) : S — (EndV)[[z,z1]]

vie Yo(v,2) = Z vz !
nez

koji zadovoljava sljedece uvjete:
1. Operator Y Cuva parnost.
2. Zau € S,v eV red Yy(u,z)v ima konaéno mnogo negativnih potencija.
3. Zau € S vrijedi Yy(u,z)1 € V[[z]],1im,_0 Yo (u,2)1 = u.
4. Zau € S vrijedi [d,Yy(u,z)] = d.Yo(u,z).
5. Za svaki par u,v € S postoji k € Z takav da:

(21 — 22)" Yo (u,21) Yo (v, 22) = (=1)PWPU) (21 — ) %% (v, 22) Yo (4, 21 ).

6. Vrijedi
V = span{u) uy, ...u, 1:7>0,u' € S,n; € Z}. (2.6.1)

Tada se ¥y moZe na jedinstven nacin progiriti do ¥ : V — (EndV)[[z,z7!]] tako da je (V,Y,1)
verteks superalgebra, a d odgovara operatoru derivacije iz (2.1.5), tj. vrijedi dv =v_,1 za sve

vev.
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Ocito je da skup S tada generira verteks superalgebru V. Mi ¢emo se u ovom radu sretati sa
situacijom gdje u izrazu (2.6.1) imamo dodatni uvjet n; € Z~ (tada ¢e S jako generirati verteks

superalgebru V). Napisat ¢emo kako se tada to¢no operator Yy prosiruje do operatora Y.

Definicija 2.6.2. Normalni produkt dva polja a(z) i b(z) je dan s
L a(2)b(z) := a(z) +b(z) + (= 1)P PO p()a(z) (2.6.2)

gdje su
a(@)e =Y anz " a(0)- = Y anz "

n<0 n>0

Normalni produkt viSe od dva polja se definira rekurzivno kao:

Takoder éemo staviti az(n)a(z) = %82’%1(1).

1

Propozicija 2.6.3 ([46], Corollary 4.4). Neka jeV verteks superalgebra,iu,...,u" €V ,ny,...,n, €

Z~¢. Tada vrijedi

Y(ul, ..u",1)= 8§n171)Y(u1,z) .. .8;"’71)Y(ur,z) i (2.6.3)

—ny cr—=ny
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2.7. PRIMJERI VERTEKS SUPERALGEBRI

2.7.1. Heisenbergova verteks algebra

U izlaganju slijedimo poglavlje 6.3 u [56] (alternativno, moze se gledati i poglavlje 3.5 u [46]).
Neka je h konacnodimenzionalni (potpuno parni) vektorski prostor s nedegeneriranom sime-

tricnom bilinearnom formom (-, -). Promatramo Liejevu algebru
h=bxC[t,r |®CK
s komutacijskim relacijama
[a®t™ B@t"] = (&, BYmEpinoK, [K,H] = 0. (2.7.1)

Neka je sada u € h. Oznacimo sa C; jednodimenzionalni h ® C[t] & CK-modul na kojem
h ®@tCJt] djeluje trivijalno, b djeluje kao (o, 1), @ € b, a K djeluje kao identiteta. Promatramo

inducirani h-modul
M(1,1) = U(h) @pecyjeck Cu-
Kao vektorski prostor, M(1, 1) je izomorfan S(h @ ¢~'C[t~']) (simetri¢noj algebri nad vektor-
skim prostorom h @+~ 'C[t~1]).
Pisat ¢emo o(n) za djelovanje x @ 1", a € h,n € Z na M(1, ). Definiramo polja

a@z) =Y a(m)z ! (2.7.2)

nez

zaae€h. Stavimoil=1®1 € M(1,0). Tada se pomoéu teorema o generiraju¢im poljima
2.6.1 moze pokazati da M (1) = M(1,0) ima strukturu verteks algebre generirane poljima (2.7.2)
(koju zovemo Heisenbergova verteks algebra). Izraz za Y na opéenitom vektoru iz M(1) se
tada dobiva iz propozicije 5.1.2. MoZe se pokazati da su tada M (1, ) moduli za verteks algebru
M(1,0).
Neka je sada {a'} neka baza od b i {¢;} njoj dualna baza, tj. vrijedi
<Oti, (Xj> = 6ij~
Neka je sada B € h. MozZe se pokazati da je tada
| dimb

0 =5 Y ol (o) 11+ B2l (2.7.3)
i=1

konformni vektor centralnog naboja dimh — 12(f, B). Tada se moZe pokazati da M(1,0) uz

konformni vektor @), postaje algebra verteks operatora.
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2.77.2. Verteks superalgebre pridruZene resetci

Pojam verteks algebre pridruzene parnoj resetci je uveden u [37]. U izlaganju ¢emo uglavnom
pratiti poglavlja 5.4 1 5.5 u [46], no treba spomenuti i poglavlje 6.3 u [56] kao bitan izvor.

Za Abelovu grupu L éemo reci da je reSetka ako je slobodna Abelova grupa konacnog ranga
d € N, tj. ako je L ~ Z%4,

Zapar (L,(-,-)), gdje je LreSetka, a (-,-) : L x L — Q nedegenerirana simetri¢na Z-bilinearna
forma, ¢emo reci da je racionalna reSetka. Za racionalnu resetku ¢emo reci da je cjelobrojna
ako je

(a,B) e ZNo,B €L,

a da je parna ako je

(a,B) €2Z,¥o,B € L.

Za racionalnu reSetku ¢emo reci da je pozitivno definitna ako je forma (-, -) pozitivno definitna.

Definicija 2.7.1. Neka je L reSetka. Za € : L x L — {1} kaZemo da je 2-kociklus ako zado-

voljava uvjete

g(a,0)=¢€(0,) =1,Va €L (2.7.4)

eB,v)eB+v,a)=¢e(B,a+ye(y,a),Va,B,y€ L. (2.7.5)

Ako imamo reSetku L i 2-kociklus €, moZemo definirati zakrenutu grupovnu algebru

Ce¢[L] koja ima bazu {e®}4<; i mnoZenje definirano na bazi kao
e% P =¢e(a,B)e*P.

Tada uvjet (2.7.4) daje da je €” jedinica u C¢[L], a uvjet (2.7.5) daje da je mnoZenje asocijativno.

Svakom 2-kociklusu € moZemo pridruZiti funkciju Be : L x L — {+1} definiranu s

BS(“?ﬁ) = S(OC,ﬁ)S(ﬁ,OC),OC,ﬁ €L.

Tada u C¢[L] vrijedi
e% . P :Bg(oc,ﬁ)e[3 % a,B L.

Ako gornji izraz pomnoZimo s e”,y € L i iskoristimo asocijativnost, dobivamo da je B, bimul-

tiplikativna funkcija, odnosno da vrijedi

Be(a+7,B) = Be(at, B)Be(Y,B), Be(at, B +7v) = Be(x,7)Be(B,7) (2.7.6)
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zaa,B,y€ L.

Neka je sada L cjelobrojna resetka sa kociklusom €. Stavimo h = L ®7 C i prosirimo formu
(-,-) sa L na b po linearnosti. Kao u podsekciji 2.7.1 ozna¢imo s M(1) Heisenbergovu verteks
algebru pridruzenu (b, (-,-)). Definirajmo vektorski superprostor V;, = M(1) ® C¢[L], gdje je
parnost dana s p(h®e%) = (a,a) € Zp, zah € M(1), € L. Tada je superprostor V;, potpuno

paran ako 1 samo ako je reSetka L parna. Primijetimo da je V razapet elementima oblika
R (=np)... 0 (—n)1®e*

zare Zzo,hi € h,n; € Z>p, o0 € L. Definiramo verteks operatore za h € b, o0 € L:

Y(h@e',z2)=h(z)=Y h(n)z "', (2.7.7)
nez
YA®e®) =e%%exp | Y a(—))= |exp| Y a(j)— | (2.7.8)
j=1 J =t

U gornjem izrazu e* oznaava operator mnoZenja s 1 ® %, a

v =%y zaveM()®el B el

Stavit cemo 1y, = 1y ®el.

Teorem 2.7.2 ([46], Theorem 5.5).

1. Neka je L cjelobrojna resetka, € : L x L — {41} 2-kociklus koji zadovoljava uvjet
Be(a,B) = e(a, B)e(B, ) = (—1){*PIH@@mBb) o pey. (2.7.9)

Tada postoji jedinstvena struktura verteks superalgebre (V. Y, 1y, ) takva da vrijedi (2.7.7)
1(2.7.8).

2. Zasvaku cjelobrojnu reSetku postoji 2-kociklus € koji zadovoljava uvjet (2.7.9). Svi takvi

2-kociklusi ¢e dati (do na izomorfizam) istu strukturu verteks superalgebre.

MozZe se pokazati da za reSetke ranga 1 trivijalni kociklus zadovoljava trazene uvjete. Za op-
¢enite reSetke viSeg ranga, u napomeni 5.5a u [46] je dan algoritam za konstrukciju 2-kociklusa
sa traZzenim svojstvima. Mi ¢emo samo spomenuti jedan slucaj koji ¢emo susresti kasnije u
radu. Ako je L = Z" sa bazom vy,...,v, i standardnom bilinearnom formom zadanom na bazi
kao

(vi,vj) = 8ij,
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mozemo zadati 2-kociklus € na bazi kao:

1 akojei < j
e(vi,vj) = (2.7.10)

—1 akojei>j
te ga potom proSiriti na cijelu reSetku po bimultiplikativnosti od B¢. MoZe se provjeriti da tako
zadan 2-kociklus zadovoljava uvjet 2.7.9, te tada imamo strukturu verteks superalgebre na Vzn.
Opcenito, svaka verteks superalgebra pridruZena resetci V;, ima Heisenbergovu verteks al-
gebru M(1) kao podalgebru. Tada su vektori @y, b € b definirani u (2.7.3) konformni vektori i
za verteks superalgebru V. Ipak, nece svaki izbor konformnog vektora dati strukturu superalge-
bre verteks operatora na Vz, jer uvjeti na gradaciju iz definicije superalgebre verteks operatora
nece biti opéenito zadovoljeni. U [56][Theorem 6.5.1] je pokazano da su uvjeti na gradaciju
zadovoljeni u slucaju kada je L pozitivno definitna parna resetka.
Definiramo Schurove polinome S, () = S,(a(—1),0(—2),...) za o € L,n € Z kao
o 2 o
exp (Z a(—j)—.) =Y Su(a)?".
=1 J n=0

Prvih nekoliko Schurovih polinoma je

—_—

Zan < 0 ¢emo staviti S, = 0. MoZe se pokazati da u opCenitoj verteks superalgebri pridruzenoj
reSetci Vg, vrijedi

(e*)neP =€(a,B)S 1 (ap)(0)e* P (2.7.11)

(vidi npr. [3]).

2.7.3. Triplet verteks algebra

Triplet verteks algebru je uveo H.G. Kausch u [48] 1 [50]. U izlaganju pratimo radove D. Ada-
movica i A. Milasa ([7] 1 [10]). Promatramo verteks algebru V;, pridruzenu pozitivno definitnoj
parnoj resetci

L=Za, (a,a) =2p,

gdje je p € Z, p > 2. Uz konformni vektor

1 2
= —a(-1)%1
0} 4p(x( )1+

p—1
—a(-2)1 2.7.12
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)2 )
Vi ima strukturu algebre verteks operatora centralnog naboja c, =1 — @. Operatori

Q= (%), 0= (e ")

su tzv. screening operatori. Oni komutiraju medusobno, a oba komutiraju sa L(n),n € Z.

MoZemo definirati triplet verteks algebru kao % (p) = kery, (Q).

Propozicija 2.7.3 ([7], Proposition 1.3). Algebra verteks operatora # (p) je jako generirana s

konformnim vektorom @ i primarnim vektorima
F=e *H=Qe % E=0Q%"
konformne tezine 2p — 1.
Treba spomenuti i singlet verteks algebru
M(1), = kery1y(Q) € # (p),

definiranu i proucavanu u [3], koja je jako generirana samo s @ i H (Theorem 3.2. u [3]).
Algebra verteks operatora V7 je racionalna, a ako stavimo §; = 2%)06 tada je potpuna lista

ireducibilnih modula za V; dana s
Viiy,i=0,...,2p—1.

Bududi da je # (p) podalgebra od V7, svaki modul za V. je ujedno i modul za # (p). Tako su u
[7] autori definirali % (p)-module

() =W (p)-€" C Vg, TE) = #/ ()4} C Vi, i =1..p,

te pokazali da su ireducibilni, kao i da vrijedi A(p) = Vi1y, |, I1(p) = VL4y, ;. Stavimo za

i€z

(p—i)°—(p—1)*

hi =

1 4p
Tada je najvisa komponenta od modula A(i),i = 1,..., p jednodimenzionalna i ima konformnu
tezinu A;, a najvisa komponenta od modula I1(i),i = 1,.. ., p je dvodimenzionalna i ima konfor-

mnu tezinu A3, ;.

Teorem 2.7.4 ([7], Theorem 3.12). Moduli

su, do na izomorfizam, svi ireducibilni moduli za algebru verteks operatora # (p).

31



Verteks superalgebre Primjeri verteks superalgebri

Autori su u [7] takoder konstruirali primjere logaritamskih nerastavljivih modula za % (p),
¢ime su pokazali da je triplet verteks algebra iracionalna. Potpuno su odredili i strukturu Zhuove

algebre za # (p).

Teorem 2.7.5 ([7], Theorem 5.9, [10], Theorem 4.6 ). Zhuova algebra # (p) se rastavlja na

direktnu sumu ideala
AW (p) = Ma(C) 7 & Clx]/ ()" V s C
1 vrijedi jednakost dimenzija
dimA( (p)) = dim P (¥ (p)) = 6p— 1.

Takoder, u poglavlju 7 od [7] su autori pokazali da postoji jedinstven operator ¢ € End(# (p))

koji komutira sa djelovanjem Virasorove algebre, takav da operatori {Q, @, ¢} zadovoljavaju

komutacijske relacije Liejeve algebre s[(2). Bududi da sva tri operatora komutiraju sa djelova-
njem Virasorove algebre, algebru verteks operatora % (p) moZemo promatrati kao s[(2) x Vir-
modul. U teoremima 1.1 i 1.2 u [7] je dana struktura algebre verteks operatora # (p) kao
5[(2) x Vir-modula, $to ¢e nam biti od velike koristi u poglavlju Vi§e Zhuove algebre (vidi
teorem 5.4.4).

Za daljnji rad na triplet verteks algebrama vidjeti [9], [4], [5] 1 [6].

2.7.4. Cliffordova verteks superalgebra

U izlaganju pratimo poglavlje 2.5 iz [46]. Cliffordova algebra CL(d) je kompleksna asocijativna

superalgebra s jedinicom generirana s neparnim elementima
+ 1 .
v (r),re §+Z’1 <i<d
koji zadovoljavaju antikomutacijske relacije

[wzi (r>7 IVT(S)] - 5ij6r+s,01
(W (r), v (5)] = 0.

Neka je CL(d)~¢ podalgebra od CL(d) generirana s elementima

l//ii(r),r>0,1 <i<d.
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Shvatimo C kao CL(d)~o-modul na na¢in da 1 djeluje kao identiteta, a svi y;*(r) djeluju trivi-
jalno. Neka je sada

F(d) := CL(d) ®cr(a)., C
Stavimo 1 = 1 ® 1. Tada je F(d) ireducibilni CL(n)-modul generiran ciklickim vektorom 1.

Kao vektorski prostor, F(d) je izomorfan

/\(span{y/ii(r) r<0,i=1,...,d})
(vanjskoj algebri nad vektorskim prostorom razapetim s l//ii(r) zar<0,i=1,...,d).
Definiramo polja na F(d) s:

Vi)=Y v (n+ %)z‘”*. 2.7.13)

nez

Tada se pomocu teorema o generirajuéim poljima 2.6.1 moZe pokazati da F(d) ima strukturu
verteks superalgebre generirane poljima (2.7.13) koju zovemo Cliffordova verteks superal-
gebra (nekad se koriste i izrazi nabijeni fermioni ili be-sistem). Izraz za Y na opéenitom
vektoru iz F(d) se tada dobiva iz propozicije 5.1.2. Lako se vidi da je F(d) ~ F(1)®“ kao

verteks superalgebra.

Pisat éemo Y~ = I//l.i(—%)l. Na F (1) imamo jednoparametarsku familiju konformnih vek-
tora
L33
op = 1=y (=5)y +uy (—)v (2.7.14)

centralnog naboja c = 12u (1 —u) —2.
Teorem 2.7.6 (Bozon-fermion korespondencija). Postoji jedinstven izomorfizam verteks su-
peralgebri B : F(d) — Va takav da:
l//;r e YT e
gdje je vi,...,v4 ortonormirana baza resetke Z¢.

Izbor 2-kociklusa za resetku Z¢ je dan u (2.7.10). Za dokaz teorema vidjeti teorem 5.2. u

[46].

2.7.5. Univerzalna Virasorova algebra verteks operatora

Pratimo izlaganje u poglavlju 6.1 u [56]. Virasorova algebra Vir je Liejeva algebra s bazom

{L(n) : n € Z} U{c} irelacijama
3

[L(m),L(n)] = (m—n)L(m+n) + 5m+,,70%c, [c, Vir] = 0.
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Oznacdimo s Vir>_; podalgebru od Vir razapetu s {L(n) : n > —1} U{c}. Neka je ¢ € C. Ozna-
¢imo s C,. jednodimenzionalni modul za Vir>_; na kojem L(n) djeluju trivijalno (zan > —1), a

¢ djeluje mnoZenjem sa skalarom c. Stavimo
Virc = U(Vlr) ®U(Vil’2_1) CC'
Ako stavimo 1 = 1 ® 1, tada Vir® ima bazu
L(—ny)...L(—n,)1,r >0,n; >2,ny >ny > ... > n,.
Definiramo polje na Vir sa:
Y(L(-2)1,2) = Y L(n)z "2 (2.7.15)
nez
Tada se pomocu teorema o generiraju¢im poljima 2.6.1 moZe pokazati da Vir® ima strukturu
verteks algebre generirane poljem (2.7.15). Izraz za Y na opéenitom vektoru iz Vir® se tada
dobiva iz propozicije 5.1.2. Stovise, moZe se pokazati da je (Vir®,Y,1,L(—2)1) algebra verteks
operatora, kao i da je jako generirana s konformnim vektorom L(—2)1. Vir¢ tada zovemo
univerzalna Virasorova algebra verteks operatora centralnog naboja c.
Ako je (V,Y,1,®) opCenita superalgebra verteks operatora centralnog naboja ¢, tada po
propoziciji 2.1.12 imamo homomorfizam superalgebri verteks operatora Vir® — V takav da

L(—2)1 — o € V. Slika tog homomorfizma je upravo (@) C V, podalgebra od V generirana

konformnim vektorom.
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3. SIMPLEKTICKI FERMIONI

Simplekticki fermioni su se prvo pojavili u fizikalnoj literaturi u ¢lancima H.G. Kauscha [50],
H.G. Kauscha i M. Gaberdiela [41], [42], a u matematickoj literaturi u ¢lanku T. Abea [1]. Cilj
ovog poglavlja je dati konstrukciju verteks algebre simplekti¢kih fermiona i njenih modula, te

iskazati poznata svojstva tih struktura koja ¢emo koristiti u ovom radu.

3.1. KONSTRUKCIJA

U ovoj sekciji ¢emo opisati konstrukciju superalgebre verteks operatora SF(d) (zovemo je su-
peralgebra simplektickih fermiona) po [1]. Konstrukcija je sli¢na konstrukciji Heisenber-
gove verteks algebre (vidi podsekciju 2.7.1) koja krec¢e od konacnodimenzionalnog vektorskog
prostora sa simetricnom nedegeneriranom bilinearnom formom. Razlika je u tome $to u ovom

slu€aju promatramo antisimetricnu nedegeneriranu bilinearnu formu.

Definicija 3.1.1. Bilinearnu formu koja je antisimetri¢na i nedegenerirana zovemo simplek-
ticka forma. Uredeni par (V,(-,-)) gdje je V vektorski prostor, a (-,-) simplekticka forma,

zovemo simplekticki vektorski prostor.

Neka je (b, (-,-)) nenul kona¢nodimenzionalni simplekti¢ki vektorski prostor. Standardni
rezultat (vidi npr. poglavlje 15.8 u [55]) kaZe da tada moramo imati dimb = 2d,d € Z~, te da

mora postojati baza e!,....e¢, f1,..., f¢ od b takva da vrijedi
(eh,el) = (f1.f7) =0, (', f/) = &y,

zasve 1 <i,j<d. Bazu od h s ovim svojstvima zvat ¢emo kanonska baza (u literaturi se
jo$ spominju i izrazi Darbouxova baza ili simplekticka baza). Simplekticki vektorski prostor
dimenzije 2d ¢emo u daljnjem tekstu oznacavati sa ho,.

Iz simplekti¢kog vektorskog prostora b, moZemo konstruirati Liejevu superalgebru L(by) :=

hog ® C[t,t~1] ® CK na sljedeci nadin:
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o L(h9)" =CK, L(ty)' =g @ C[t,17"].
e Zaa,b € hry,m,n € Z imamo superkomutacijske relacije
la®@t™,bt"] = m(a,b)SpuinoK. (3.1.1)

Napomena: bududéi da su elementi a ® ", b ® " neparni, u gornjoj relaciji imamo antiko-

mutator.
e K je centralni element, to jest [K,L(h4)] = 0.

Promatrajmo asocijativnu superalgebru
o = U(L(hoa))/ (K —1)

(kvocijent po dvostranom idealu generiranom s K — 1). Bududéi da je K — 1 parni element,

Z,-gradacija od <7 se nasljeduje od U(L(hyg)):

o = U(L(b20))'/ (K = 1) NU(L(20))) , i =0,1.

Oznacimo s a(m) operator lijevog mnoZenja s a @™ + (K — 1) na <7, gdje je a € by, m € Z.

Neka je @7~ lijevi ideal od .o/ generiran s
{a(m)1 :a € byg,m € Z>9.}
Jedan od glavnih objekata koje ¢emo promatrati u ovom radu je lijevi .<7-modul
SF(d) = of | o>.

Primijetimo da je lijevi ideal .</5( generiran s neparnim elementima, pa SF(d) nasljeduje Z,-

gradaciju od . Preciznije, imamo SF(d) = SF(d)? & SF(d)!, gdje je
SF(d) = o' )(eooN?),i=0,1.

Vidimo da operatori a(m),a € byy,m € Z Cuvaju o/, pa induciraju operatore na SF(d) koje
¢emo takoder, radi jednostavnosti, oznacavati s a(m). Primijetimo da je SF (d) kao supervektor-
ski prostor izomorfan A(hyy @t~ 'C[t~1]). To moZemo izredi i na nesto konkretniji ekvivalentan
nacin:

Neka je B = {a',...,a??} neka baza od b,y, tada skup
B={d"(k))a?(ky)...a"(k;)1:r>0,1<i;<2d,kj € Zo} (3.1.2)
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razapinje SF(d). Za nenul a = a'' (k;)a”2(k3) ...a" (k;)1 € B éemo reéi da je monom duljine r
(u elementima iz B).
Sljededi cilj nam je definirati strukturu superalgebre verteks operatora na SF(d). Stavit

¢emo 1 = 1+ .o/5¢. Identificirat ¢emo by, sa potprostorom od SF (d) preko linearnog ulaganja:
a— a(—1)1,a € hyy.
Definirajmo sada operator

YO(-,Z) 2 hog — Hom(SF(d),SF(d)((Z))),a — YO(G,Z) — Z a(n)z—n—l‘

nez
Iz komutacijskih relacija (3.1.1) slijedi da za a, b € b, imamo
[Yo(a,z),Yo(b,w)] = (a,b)d (w1 8(z/w)) (3.1.3)
iz Cega slijedi
(z—w)?[Yo(a,z),Yo(b,w)] = 0. (3.1.4)

Pomocu teorema o generirajuéim poljima 2.6.1 se moZe provjeriti da se ¥y moZe na jedinstven

nacin prosiriti do operatora
Y : SF(d) — (EndSF(d))[[z,z" "]

tako da je (SF(d),Y,1) verteks superalgebra.
Iz propozicije 5.1.2 tada slijedi da za v = a'l (—k;)a(—k) ...a" (—k.)1, d'i € hag,k; € Z~,
imamo

Y(v,z) = 0% Vy(a" 2)... 0% Vy(a" z): . (3.1.5)

Napomena 3.1.2. Vrijedi napomenuti da je ova konstrukcija SF(d) poseban slucaj konstruk-
cije univerzalne afine verteks superalgebre V¥(g) od (proste ili superkomutativne) Liejeve su-
peralgebre g (vidi npr. [46]). Ako promatramo hy; kao Liejevu superalgebru uz h; 4 =Dl

trivijalni superkomutator, tada je V! (bhyy) ~ SF(d).

Sljedeci korak je definirati konformni vektor u SF(d). Neka je ¢/, f',i = 1,...,d neka ka-

nonska baza od by, i neka je
d
0=y ¢ f. (3.1.6)
i=1
Moze se pokazati da @ ne ovisi o izboru kanonske baze. Vrijedi:
W0 =Dw, 00 =20, 0o =0,030 = —dl
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1 w,w =0, zan>4. Iz propozicije 2.1.5 slijedi da je @ tada konformni vektor centralnog
naboja —2d. Oznac¢imo L(n) = @, za n € Z. MoZemo dekomponirati SF(d) u direktnu sumu

svojstvenih potprostora za L(0):

SF(d) = EDSF(d)n

n>0

(gdje je SF(d), = {v € SF(d) : L(0)v = nv}). Primijetimo da imamo SF(d)y = C1,SF(d); =
B2q. Za a € hyy vrijedi

L(0)a=a,L(n)a=0,n>0

Tada su a € by, primarni vektori konformne teZine 1 i vrijedi:

[L(m),a,] = —namn.
Ako izaberemo neku bazu B = {d',...,a*} od by, tada skup

. . . . r>0,1<i; <2d,kj € Zy,

By = d"(k)a2(ko)...a"(k)1: / A (3.1.7)
razapinje SF(d),. 1z ovoga se vidi da su vektorski prostori SF(d), kona¢nodimenzionalni.
Takoder, iz dosad navedenog se lako vidi da je D = L(—1). Slijedi da je (SF(d),Y,1,®) supe-

ralgebra verteks operatora centralnog naboja —2d.

Napomena 3.1.3. U skladu s napomenom 3.1.2, treba napomenuti da je gornja konstrukcija
konformnog vektora specijalni slu¢aj Sugawarine konstrukcije konformnog vektora za univer-

zalnu afinu verteks superalgebru V*(g) (vidi npr. [46]).
Treba spomenuti i jednu lemu koja ¢e nam pomodéi kod konstrukcije SF (d)-modula.

Lema 3.1.4. Neka je M restringirani L (b, ) modul na kojem K djeluje kao identiteta. Tada M

(na prirodan nacin) ima strukturu SF (d)-modula.

Ova lema je standardni rezultat iz teorije lokalnih polja (vidi poglavlje 5 u [56]).
Oznacavat cemo

SF(d)* :=SF(d)°,SF(d)™ := SF(d)".

Tada je SF(d)™ algebra verteks operatora centralnog naboja —2d koju ¢emo zvati algebra

simplektic¢kih fermiona. Neparni dio SF(d)~ je tada SF(d)"-modul.

Teorem 3.1.5 ([1], Proposition 3.2., Theorem 3.10.). Superalgebra simplektickih fermiona
SF(d) je prosta Cr-konalna VOSA. Algebra simplektickih fermiona SF(d)™ je prosta C,-
kona¢na VOA. SF(d)~ je ireducibilan SF(d)™-modul.
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3.2. GENERATORI

Neka je e',...,e?, f!,..., f¢ neka kanonska baza za h,,. Iz konstrukcije SF(d) je o€ito da ti
vektori (u identifikaciji by s SF(d);) ¢ine skup jakih generatora za SF(d). U [1] autor je naSao
skup jakih generatora za SF(d)* koji éemo sada ovdje opisati. Neka su 1 <, j < d, definiramo

vektore:

€ij:€i,1€j,
=101,
hlj — €l_1fJ,

o1
EY = 5 (e’_zef +ej_zel) ,

Fi =2 (Faf 4 £,F).

Hl = % (a7 + f1e').
Primijetimo da vrijedi:
f==f"
EV=ET, FJ=F.

Propozicija 3.2.1 ([1], Proposition 3.7, Corollary 3.8). Nekajee!,...,e? f!,..., f¢ neka ka-

nonska baza za h,,. Tada je SF(d)™ jako generiran vektorima
zal <i,j<d.

Primijetimo da su svi generatori s gornje liste primarni, osim A" koji su samo kvaziprimarni.
Vrijedi @ = Y4 | hl. Generatore e/, f'/ hi/ € SF(d); ¢emo zvati mali generatori, dok éemo
generatore EV/, F'/ H'J € SF(d )3+ zvati veliki generatori. Primijetimo da malih generatora ima

2d* — d, a velikih generatora 2d* +d.

Napomena 3.2.2. U slucaju d = 1 gornja lista generatora se svodi na @ = h'!',E = E'l F =

F''H=H"
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3.3. AUTOMORFIZMI I DERIVACIJE

Neka je h,, simplekticki vektorski prostor dimenzije 2d. Grupu svih operatora u GL(h,4) koji
Cuvaju simplekticku formu zovemo simplekticka grupa i oznaCavamo sa Sp(2d). Familija
Sp(2d) je jedna od familija klasi¢nih Liejevih grupa, i sve te grupe su proste, jednostavno
povezane (kompleksne) Liejeve grupe (vidi npr. [65] ili [39] za literaturu iz Liejeve teorije).

U [1] je pokazano da se djelovanje Sp(2d) na h,; moze na prirodan nacin proSiriti na djelo-

vanje Sp(2d) na SF (d). Konkretno, za g € Sp(2d), a',...,a" € ha4,k; € Z>¢ stavljamo:

g(al_k1 cea 1) = gla") g, ...gld") 4 1.
Za a,b € by, imamo (vidi superkomutacijske relacije (3.1.1))
apb =0,a1b = (a,b)1,a1b =0,k > 1,

pa vrijedi
glayb) = g(a)ng(b),Yn € Z.

Takoder, definicija @ dana u (3.1.6) ne ovisi o izboru kanonske baze, pa je g(®) = @. Buduéi
da by jako generira SF(d), slijedi da je g automorfizam algebre verteks operatora SF(d). T.
Abe je u [1] pokazao da se svi automorfizmi algebre verteks operatora SF(d) mogu dobiti na

ovaj nacin.

Teorem 3.3.1 ([1], Theorem 5.8.). Grupe automorfizama od SF(d) i SF(d)" su izomorfne
Sp(2d), odnosno Sp(2d) /{+ha}-

Napomena 3.3.2. Podgrupa {+1,} je centar od Sp(2d). Element —I,; inducira automorfizam
0 koji smo definirali u (2.1.11).

Zbog teorema 3.3.1 moZemo identificirati AutSF(d) s Sp(2d). U daljnjem radu ¢emo ko-

ristiti tzv. permutacijske automorfizme dane s
i o(i) gi o (i)
eV fl— OV zaceS,
(S4 oznaCava permutacijsku grupu na d elemenata) i automorfizme 7;,i = 1,...,d dane s

n(e) =~/ u(f) = ule’) = u(f) = f,
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zaj=1,....d,j#i.

Kompleksnoj Liejevoj grupi Sp(2d) je pridruZzena kompleksna Liejeva algebra sp(2d) di-
menzije 2d> 4 d. Buduéi da Sp(2d) djeluje na SF (d) automorfizmima, sp(2d) djeluje na SF(d)
derivacijama. Ovdje ¢emo napisati kako sp(2d) djeluje na hpy. U slucaju d > 1 koristit cemo

notaciju iz [39, poglavlje 16]. Nekasu 1 <i,j <d,i # j:

Hiek = 8¢, Hif* =~ f!
Xije* = e, Xiif* = —8uf’,
Yijek =0, Yiif* = Sje' + Sye’,
Zijek = 8 f + Suf’, Ziif* =0,

Uit =0, Uif* = Sye',

Viet = S f', vif=o.

U slucaju d = 1 vrijedi SP(2) = SL(2) i sp(2) = sl(2), i pisat éemo

za standardnu bazu od s[(2), koja djeluje na kanonsku bazu od b, kao:

Xe=0X.f=e
Te=eT.f=—f

Ye=fY.f=0.

Bududi da djelovanje Sp(2d) na SF(d) automorfizmima ¢uva konformnu tezinu, SF(d), je
Sp(2d)-podmodul od SF(d) za sve n € Z>o. Vektorski prostori SF(d), su kona¢nodimenzi-
onalni, pa slijedi da se svaki od njih rastavlja na direktnu sumu kona¢nodimenzionalnih iredu-
cibilnih Sp(2d)-podmodula. Bududi da je Sp(2d) povezana Liejeva grupa, iz Liejeve teorije
znamo da je W C SF(d) Sp(2d)-podmodul od SF(d) ako i samo ako je sp(2d)-podmodul od

SF(d). Time smo pokazali sljede¢u pomocnu lemu.

Lema 3.3.3. SF(d) se kao modul za Sp(2d)/sp(2d) rastavlja na direktnu sumu konacnodi-
menzionalnih ireducibilnih podmodula za Sp(2d)/sp(2d).
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3.4. ZAKRENUTI MODULI

U ovoj sekciji ¢emo pokazati konstrukciju 0-zakrenutog SF(d)-modula iz [1] (konstrukcija je
sli¢na konstrukciji zakrenutih verteks operatora u [37]). Taj zakrenuti modul je bitan jer iz njega
dobivamo dva ireducibilna modula za SF(d)™.

Neka je hyy simplekti¢ki vektorski prostor dimenzije 2d. 1z hp; moZemo konstruirati Li-

ejevu superalgebru L (hoy) 1= hoy ®t1/2C[t,t’l] @ CK na sljedeci nacin:
o L(h4)? =CK,L(hpa)" = hog@1'/2Clt,t 7).
e Zaa,behymne % + Z imamo superkomutacijske relacije
la®t™,b®1t"] = m(a,b)SpinoK.

Napomena: bududéi da su elementi a @, b ® " neparni, u gornjoj relaciji imamo antiko-

mutator.
e K je centralni element, to jest [K, L (ho4)] = O.

Promatrajmo asocijativnu superalgebru
o/ 1= U(L?)(b24))/ (K 1)

(kvocijent po dvostranom idealu generiranom s K — 1). Buduéi da je K — 1 parni element, Z,-
gradacija od .7? se nasljeduje od U(L?(h,4)). Oznacimo s a(m) operator lijevog mnoZenja s

a®t"+ (K —1)na <79, gdje je a € hog,m € § +Z. Neka je 79 lijevi ideal od .7 generiran s

1
{a(m)1 :a € byg,me §+Z20-}

Stavimo:

SF(d)g := o798,
Primijetimo da imamo izomorfizam vektorskih prostora
SF(d)g =~ \(haa @t *Clt71)).

Bududi da je *‘Z{>90 generiran s neparnim elementima, SF(d)g nasljeduje strukturu vektorskog

superprostora sa .27 ?, koju éemo po uzoru na sekciju 3.1 pisati kao:
SF(d)g =SF(d); & SF(d),.

42



Simplekticki fermioni Zakrenuti moduli

Preostaje definirati strukturu 0-zakrenutog SF(d)-modula na SF(d)g. Za a € b,y stavimo:

W(a,z):= Y a(mz"".

nE%—O—Z

Zav=a"(—ky)a?(—ky)...a"(—k,)1 € SF(d) proSirujemo na standardni nagin:
W(v,z) = 0% Dw(a' z)...0% Dw(d z).: (3.4.1)

Uzmimo sada koeficijente ¢,,, € C,m,n € Z>( definirane s

1/2 1/2
Z Cmnxmyn:—ln<(l+x) +(1+y) )

m,n>0 2

1 promatrajmo operator

d
Az)=2 Y Y comel fiz "

m,n>0i=1

na SF(d). Definiramo
Y(v,2) :=W(e2@y,z). (3.4.2)

Propozicija 3.4.1 ([1], Proposition4.1.). Par (SF(d)g,Y) je ireducibilni jaki 6-zakrenuti SF (d)-
modul. SF(d)g,SF(d), su ireducibilni jaki SF(d)"-moduli.

Opisimo djelovanje SF(d) na SF(d)g malo konkretnije. Neka su a,b € bhyy. Direktnim

racunom se vidi da vrijedi

A(z)a=0

A(z)a_1b =2c11{a,b)z >
1

= S (a, b>Z72

A(Z)a_xb =2(c1x+cr) -k(a,b>z_k_1 )

Iz ovoga vidimo da na sve generatore od SF(d)™ osim A,i = 1,...,d operator A(z) djeluje

trivijalno. Ako A(z) djeluje trivijalno na v € SF(d), tada je Y (v,z) = W(v,z). Zbog A(z)h' =
—%z‘z imamo

y y 1
Y(h”aZ) = W(hllaz) - gz_27i = 17""d'

Posebno, tada je

d . d
Y(w,z) = ZY(h”,z) =W(w,z)— <z %
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Buduci da vrijedi

1
[L(m),a(n)] = —na(m+n), a € byy,m € Z,n € 5 +7Z,

1

akouzmemo a',...,a" € byy, ki € %4—220 imamo

d
L(O)lg — —glg

LO0)a' (—k1)...a"(—k)1g = (—g + Z kj> a'(—ki)...d" (—k)1,.
j=1

Zbog toga imamo sljededi rastav u svojstvene potprostore za L(0):

oo

Takoder,
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3.5. LOGARITAMSKI MODULI

U ovoj sekciji pratimo T. Abea [1] u konstrukciji reducibilnih nerastavljivih Z>¢-graduiranih
SF(d)"-modula. Postojanje takvog modula je u slu¢aju d = 1 pokazano u [49]. Konstrukcija
je sli¢na konstrukciji superalgebre verteks operatora SF(d) kao kvocijenta superalgebre <7 i

lijevog ideala @7~ (. Neka je sada @/ lijevi ideal od .2/ generiran sa skupom

{a(m)l ta€bhyy,me Z>()}.

Definirajmo
SF(d) := of | o).
Lako se vidi da je SF(d) restringirani L(hy4)-modul. Iz leme 3.1.4 tada slijedi da SF(d) ima
strukturu SF'(d)-modula.
Primijetimo da je SF(d) kao vektorski superprostor izomorfan A (g ® C[t1]). Stavimo
i =1-+.9%0. Tada je SF(d) razapet vektorima oblika ay, ...dy 1,a € byg,n; € Z<y. Uotimo
da na SF (d) operatori ag,a € hyg ne djeluju trivijalno (kao Sto djeluju na SF(d)). Posljedica
toga je da L(0) ne djeluje poluprosto na SF (d), prema poglavlju 5.1. iz [1] imamo:
d S d .
LO0)s=Y Y e, fu: LO0)uir=) enfy
i=0nez]{0} i=0

Direktnim racunom se vidi da vrijedi
(L)) = dl e fy - €4 fe, (L(0)uir)™ =0,

to jest, stupanj nilpotentnosti od L(0),; je jednak d + 1.

Mozemo dekomponirati SF (d) na sumu generaliziranih vektorskih potprostora od L(0):

n>0
gdje je S/'I?“(d)(n) = {v e SF(d) : (L(0) —nI)v = 0 za N dovoljno velik}. Tada je SF (d) logari-
tamski modul od SF(d) nilpotentnog ranga d + 1.

Vidimo da je SF (d )(0) razapet s vektorima oblika
a(l)...a(r)i,ai € hog,r € Z>o
pa ga mozemo identificirati s A(k). Oznacimo
"A(byg) = span{a(l) .. .a‘f)i cd' € bhyg,s >}
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i stavimo SF(d)[r] za SF(d)-podmodul od SF(d) generiran s "A(h). Zgodno je primijetiti da

tada imamo izomorfizam vektorskih prostora
SF(d) ~ A(h2a) © SF(d), SF(d)[r] = "A(h24) © SF (d).
Imamo niz SF(d)-podmodula
0=SF(d)2d+1] C SF(d)[2d] C ... C SF(d)[0] = SF(d).
U [1] je pokazano da vrijedi
)

SF(d)[r]/SF(d)[r+1] = SF(d)*(:

(kao SF (d)-moduli). Posebno, SF(d)[2d] ~ SF(d).
Ako promatramo SF (d) kao SF(d)" modul, vidimo da imamo dekompoziciju na direktnu

sumu podmodula SF (d) = SF(d)" ®SF(d)".

Propozicija 3.5.1 ([1], poglavlje 5).
1. Sokl SF(d)*-modula SF(d) je SF(d)[2d] ~ SF(d)* & SF(d)~.
2. SF(d)*-moduli SF (d)* su reducibilni i nerastavljivi.
3. Algebra verteks operatora SF (d)™ nije racionalna.

4. Ako promatramo SF (d) kao SF(d)*-modul, tada vrijedi

Q(SF(d)) = SF(d) ) ® SF (d) [2d] 1.
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3.6. KLASIFIKACIJA IREDUCIBILNIH

REPREZENTACIJA

U ovoj kratkoj cjelini dajemo rezultate T. Abea o Zhuovoj algebri od SF(1), te klasifikaciji

ireducibilnih reprezentacija od SF(d)™ zad > 1.

Propozicija 3.6.1 ([1], Proposition 4.6.). Vrijedi
A(SF(1)") = My(C) & M(C) @ Cl)/ (*) & C
1 imamo jednakost dimenzija
dim Z(SF(1)") = dimA(SF(1)") = 11.

Teorem 3.6.2 ([1], Theorem 4.2.). Neka je d > 1. Svaki ireducibilni Z>(-graduirani SF(d)™"-
modul je izomorfan jednom od

SF(d)*,SF(d).
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3.7. VEZE S OSTALIM VERTEKS SUPERALGEBRAMA

U ovoj sekciji ¢emo prouciti veze (super)algebre simplektickih fermiona sa ostalim verteks
superalgebrama. Prvo ¢emo pokazati da se SF(d) ulaze u Cliffordovu verteks superalgebru
F(d), a onda ¢emo pomocu tog ulaganja pokazati da su algebre verteks operatora SF(1)™ i
# (2) medusobno izomorfne. Oba rezultata su dobro poznata u literaturi (vidi [49], [7], [1]), a
navodimo dokaze jer ¢e nam trebati za kasniji rad.

U podsekciji 3.7.3 ¢emo navesti rezultat T. Creutziga i A. Linshawa iz [23] o strukturi

Sp(2d)-invarijantne podalgebre od SF(d).

3.7.1. Ulaganje u Cliffordovu verteks superalgebru

U ovoj cjelini ¢emo pokazati da postoji ulaganje verteks superalgebre simplektickih fermiona

SF(d) u Cliffordovu verteks superalgebru F(d). 1z definicije polja (2.7.13) imamo da vrijedi
(Vo= Vi (1 5).

Propozicija 3.7.1. Postoji monomorfizam verteks superalgebri 1, : SF(d) — F(d) takav da

vrijedi:

3)1:D1,fl.+, w(fH=v ,i=1,....d (3.7.1)

14(e') = ‘l’,*(—i

Takoder, vrijedi
d 1
im(ld) = ﬂkerF(d) (l[/l<§)) s
i=1

d
1

SF(d)") =\ kerg -+ (=) .

W(SF(d)™) iQeF(d) (‘l/l (2))

Dokaz. Mozemo definirati linearno preslikavanje 1, : hoy — F(d) prema (3.7.1). Bududi da
vektori e, f',i = 1,...,d jako generiraju verteks superalgebru SF(d), slijedi da 1; moZemo

prosiriti do linearnog preslikavanja SF(d) — F(d) na sljede¢i nacin:

ld(al_kl .. .ar_krl) = ld(al),kl . ld(ar),krl,

gdje je r € Z>o,k; € Z~0,d" € hyg. Da bi pokazali da je ovako definiran 1; homomorfizam

verteks superalgebri, dosta je provijeriti da vrijedi

g(anb) = 15(a)n1(b)
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za sve n > 0,a,b € {el,...,ed,fl,...,fd}, jer ¢e tada pomoclu superkomutatorske formule

(2.1.3) biti ispunjeni uvjeti propozicije 2.1.12. Za n > 0 vrijedi
enf! = —8udij1, epe’ = ff7 =0.

Imamo

. 3 . 1
y(e') = %*(—5)1 = (y) 21 =Dy;", 1,(f") = ll/i_(_i)l =y .

Tada moZemo racunati za n > 0:

1

. . 1
ta(@ta () = (DY )Wy = —n¥if (0= 3) W5 (—3)1 = 81 = 8 1.

Na sli¢an nacin se provjeri da je 1y(e')ntg(e’) = 14(f)nta(f7) = 0. Slijedi da je 1; homomorfi-
zam verteks superalgebri. Zan > 01iv € SF(d) imamo:

(et ,v) =ny (—n— %)ld(v), u(fLy) =y (—n+ %)ld(v). (3.7.2)

. . qe RT i i + 1\ - — 1
Iz ovog izraza se vidi 14 Salje monome u €', i f~, umonome u y;" (—m—5) i y; (—n+5), za
m,n > 0. Budu¢i da Salje razli¢ite monome u razli¢ite monome, slijedi da je 1; monomorfizam.
Takoder, tada slijedi da je im(1,) razapet upravo onim monomima u l//ii(r), r < 0 u kojima se

ne pojavljuju elementi l//f(—%),i =1,...,d. Tada je

d 1 d
im(ld) = ﬂkerF(d) (Wl—(i)) = ﬂkerF(d) ((I//l_)o) .
i=1 i=1

Slijedi da je
d . . d 3
L(w) = Z (') 11a(f') = Z %*(—5)111 ;
i=1 i=1

$to odgovara sumi konformnih vektora @y € F (1) (vidi formulu (2.7.14)). Tada ako promatramo
F (d) kao superalgebru verteks operatora s takvim izborom konformnog vektora, slijedi da je 14
homomorfizam superalgebri verteks operatora.

Zbog bozon-fermion korespondencije B : F (d) — Va (vidi 2.7.6) slijedi da se SF(d) ulaze
i u verteks superalgebru V4. Ozna¢imo ®,; = 01, : SF(d) — Vza Neka je vy, ..., vy ortonor-

mirana baza za reSetku Z¢. Tada imamo da je

®4(e') = De"i = vi(—1)e", Dy(f) =e .
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Korolar 3.7.2. Vrijedi

d
de) = ﬂ kerVZd ((e_vi)o) s
(Dy)(SF(d ﬂ kery . ((e™)o) -

Parna verteks podalgebra VZt, od V74 se moZe zapisati kao V;, gdje je L parna podresetka od

74 definirana na sljedeéi na¢in

d d
= ZniviEZd: Z”iEZZ .
i=1 i=1

Napomena 3.7.3. Nesto drugadije ulaganje (s dokazom) je opisano u tre¢em poglavlju od [26].

3.7.2. Izomorfizam SF(1)* i #/(2)

U ovoj cjelini éemo pokazati kako se konstruira izomorfizam algebri verteks operatora SF (1)
W (2). Iskoristit ¢emo ulaganje SF(1) u verteks superalgebru V7. Prvo, prisjetimo se definicije
algebre verteks operatora # (2) iz podsekcije 2.7.3.

Algebra verteks operatora % (2) je definirana kao podalgebra algebre verteks operatora Vz,
gdje je (@, o) = 4. Dakle, moZemo identificirati V74, s parnom podalgebrom V,/ = Vo7 C V5,
tako da stavimo o = 2v, gdje je v generator reSetke Z s (v,v) = 1. Tada je konformni vektor iz

(2.7.12) dan kao

1 , 1 1 , 1
=|-o(—-1)"+-a(-2))1=( zv(-1 —v(=2) )1
o = (o124 a(-2) ) 1= (174 5v(-2)
i ima centralni naboj c; = —2. Screening operatori su tada dani s
0=ef, 0=¢;",

a triplet algebra kao #/(2) = kery,, (Q). Po korolaru 3.7.2, u slu¢aju d = 1, imamo upravo
D, (SF(1)+) = kery,, (65v) = kery,, (§> = 7/(2)

Slijedi da su SF(1)* i #/(2) izomorfni kao verteks algebre. Ostaje provjeriti odgovaraju li
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konformni vektori pod tim izomorfizmom. Racunamo (uz pomo¢ relacije (2.7.11)):

D@ (0sp(1)) = Pi(e-1/)

— (De") e
=(€")2

SH

(&

Oy (2)-

)N

(v
% —1) +%v(—2))1

Ovime je dokazana sljedeca propozicija:
Propozicija 3.7.4. Algebre verteks operatora SF(1)* i #/(2) su izomorfne.

Treba napomenuti da iz druge jednakosti korolara 3.7.2 imamo da je SF(1) izomorfna
superalgebri verteks operatora kery, (Q). Takoder, pod tim izomorfizmom SF(1)~ zavrsi u
# (2)-modulu I1(1) = #(2).€". Usporedivanjem konformnih teZina se vidi da SF (1) -moduli
SF(1) i SF(1)g odgovaraju #(2)-modulima A(2) i TI(2).

Napomena 3.7.5. Vrijedi:

Q®(e) = e}’ De’ = Def'e’ =0 (3.7.3)

Q@ (f) = ed'e™ = S1(2v)e’ = 2De" = 2P (e) (3.7.4)
Tada se direktnim raCunom moZe provjeriti da vrijedi

1 1
P1(Fsr(1)) = Fy () P1Hse1) = 7Hy ), @1(Esr1) = gEw(a)-

U podsekciji o triplet algebri 2.7.3 smo vidjeli da su D. Adamovié i A. Milas u [7] pokazali
da operatori

0, @,(ﬁ € End(7(2)

daju triplet algebri strukturu s[(2)-modula. U podsekciji 3.3 smo vidjeli kako je T. Abe u
[1] definirao s[(2) djelovanje na simplekticke fermione. Prirodno se zapitati je 1i ®; ujedno i
izomorfizam s((2)-modula. Iz ra¢una 3.7.4 vidimo da vrijedi Q o ®; = ®; o (2X), a lako se vidi
da vrijedi i
(0)
2

Dakle, ®; nije homomorfizam s[(2)-modula (na na¢in na koji su ta djelovanja definirana u [7]

1
oP=P|oT, q)oq)l:q)]o(EY).

i[1]), ali moZemo reéi da je homomorfizam “do na skaliranje”.
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3.7.3. Invarijantna podalgebra
Ako je V superalgebra verteks operatora, tada je
VAR — [y eV ig(v) =v,Vg € AutV}

njena podalgebra verteks operatora. Zbog teorema 3.3.1 ¢emo pisati SF (d)5P(24) .= SF (d)A"SF(d),

Zbog automorfizma 6 (definiran u 2.1.11) imamo da je SF (d)??4) C SF(d)*.

Stavimo za m € Z>

sz —

| =

d

Y (ot ' = flonie) € SF(d). (3.7.5)
i=1
MoZe se provijeriti da ti vektori leze u SF(d)%P(>4), Primijetimo da je J?> = .

Teorem 3.7.6 ([23], Theorem 3.9.). Skup {J 2T 2d} je minimalni skup jakih generatora od
SF(d)%?4).

Posebno, u slu€aju d = 1 je invarijantna podalgebra generirana s ®.
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Ovo poglavlje je zajednicki rad s D. Adamovicem i objavljeno je u Casopisu Journal of Algebra

[14].

4.1. UvoD

Neka je M Z>¢-graduirani SF(d)"-modul. Tada je po teoremu 2.4.4 Q(M) reprezentacija od

A(SF(d)™) i oznatit éemo je s
pu  A(SF(d) ") — End(Q(M)), pu([]) = o(v)-
Glavni cilj ovog poglavlja je dokazati sljedeci teorem:
Teorem 4.1.1. Neka je d € Z~(. Tada je
A(SF(d)") ~ Pim(py), gdjeje M = SF(d)*,SF(d)~,SF(d)g,SF(d) .
M
Imamo izomorfizme asocijativnih algebri:
im(pgl;(d)+) ~ A(bZd)J“,im(pSF(d)g) ~ (C,im(pSF(d)f) ~ im(pSF(d)e_) ~ M>,4(C).
Takoder, imamo jednakost dimenzija
dim Z(SF(d)") = dimA(SF (d)") = 2%1 +84% + 1.

Primijetimo da se u sluCaju d = 1 ovaj teorem podudara s tvrdnjama iz propozicije 3.6.1

(koji je dokazao T. Abe u [1]) jer tada imamo izomorfizam asocijativnih algebri dan s:

A(h2)" = Cla] /(%)

eNfsx+(x2).
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Dokaz teorema 4.1.1 éemo provesti u visSe koraka. Prvo ¢emo u sekciji 4.2 pokazati postojanje

epimorfizma asocijativnih algebri
7 : A(SF(d)") — @im(py), za M = SF(d)*,SF(d)~,SF(d)§,SF(d)g
M

te vidjeti kako izgledaju im(pys) za te module. Potom ¢emo u sekciji 4.3 naci sustav izvodnica

od 2 (SF(d)*) kardinalnosti 22¢~1 4-84% 4 1, §to ¢e nam dati nejednakost

dim Z(SF(d)") < 2% 1 +84% 41 = dim (@im(pM)> : (4.1.1)
M

za module M kao gore. Tada ¢e zbog opCenite nejednakosti dimA(V) < dim # (V) za algebre

verteks operatora V slijediti da je m; zapravo izomorfizam, te da imamo jednakost dimenzija
dim Z(SF(d)") = dimA(SF (d)") = 2%~1 + 84> 4 1.

Potom ¢emo u sekciji 4.4 vidjeti neke rezultate koji slijede iz teorema 4.1.1. Radi potpunosti, u

dodatku 4.5 éemo navesti djelovanje pys (za ireducibilne M) na generatore od SF(d)* iz [1].
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4.2. KONSTRUKCIJA EPIMORFIZMA T,

Prije konstruiranja epimorfizma 7;, dokazat ¢emo pomo¢nu lemu.
Lema 4.2.1. Imamo izomorfizme asocijativnih algebri:
M (P gy ) = A(b2a) " im(pgp gy ) = Cim(psr(a)-) = im(Pgp(q). ) = M2a(C).

Dokaz. Prema propoziciji 2.4.5, ako je M ireducibilan SF(d)™-modul, tada je Q(M) ireducibi-

lan A(SF(d)™)-modul i Q(M) mora biti najvisa komponenta od M. Tada imamo

Q(SF(d)™) 1_@& @@Cf

Q(SF(d);) = (SF(d)g) 4 =C

00\&

Q(SF(d)y) = (SF(d "1l @@Cf’

dy
8
i=1

I\)\
o
u@a :

Po teoremu o gustoéi, homomorfizmi py, za ireducibilne M su zapravo epimorfizmi, pa imamo:

m(Psp(q)-) = End(Q(SF(d) ™)) ~ May(C)

m(Pgr (g ) = End(Q(SF(d)g)) =~ C

m(pSF(d)e-) = End(Q(SF(d),)) ~ M (C).
Preostaje vidjeti da tvrdnja vrijedi za M = SF (d ). Iz propozicije 3.5.1 znamo da je Q(§1\V (d)")=
SF (d)ZE)) (parni dio od SF (d)(0))- Prisjetimo se sekcije 3.5, gdje smo vidjeli da je SF (d)(0) ra-
zapet s vektorima oblika

| .
ag-..apl, a' € boy,r € Z>y,

te da ga moZemo identificirati s A(fo4). Na isti nadin moZemo identificirati SF (d )ZB) s A(ha)T.

Direktnim ratunom se moze vidjeti da vrijedi:

Pszay (€7 = ebegs Piiay (0)) = €013 P gy (F7)) = Fo5. 42.1)

kao i da pgy @)+ Salje velike generatore u 0. Buduci da je po propoziciji 2.5.6 Zhuova algebra

A(SF(d)™) generirana slikama jakih generatora od SF(d)™, slijedi da je

m(ng(d)+ = A(th)+-
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Da bi pokazali da pomoéu homomorfizama py; moZemo konstruirati epimorfizam 7, : A(SF(d) ™) —
@, im(py) koristit cemo standardni algebarski rezultat, tzv. Kineski teorem o ostacima za pr-

stene (vidi npr. [45]):

Teorem 4.2.2. Neka je R prsten s jedinicom, i neka su Iy, /,,...,I; dvostrani ideali u R. Ako

su ti ideali u parovima relativno prosti, tada postoji epimorfizam prstena s jedinicom:

T:R—R/L&R/L&...®R/I;

x—= (x+I,x+0h,...,.x+1I)
tejekerr =L NhLN...NI.
Sada je sve spremno za konstrukciju epimorfizma 7.

Propozicija 4.2.3. Postoji epimorfizam asocijativnih algebri
my A(SF(d)") — @im(pM) gdje je M = §I\~"(d)+,SF(d)’,SF(d)g,SF(d)e’.
M

Dokaz. Da bi iskoristili Kineski teorem, dovoljno je pokazati da su dvostrani ideali ker(py)

medusobno relativno prosti. Za to, dosta je primijetiti da imamo

Py (10]) = lioeéfé = 0] €ker(pg ) (4.2.2)

Psr(a)-([0]) =1 = [0] — 1 € ker(psp(a)-) (4.2.3)

PSF(d)g([a)]) = (%) I = [o]+ gl € ker(PSF(d);) (4.2.4)

Py 0) = (5 )1 = lol+ T e herlpg ). @29

te da su svi ti polinomi u [®] medusobno relativno prosti. |
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4.3. SUSTAV IZVODNICA ZA X (SF(d)™)

Glavni rezultat ovog poglavlja je postojanje sustava izvodnica za &2 (SF(d)™") kardinalnosti
ng = 2*~1 4+ 84> + 1. Opisimo taj sustav izvodnica preciznije. Radi lak3eg zapisa, oznagit
éemo: x' := ei,xi+d = fi, za 1l <i<d. Stavimo
Bhi={x" . . x%1:0<k<d, 1<ij<ip<..<iy<2d}CSF(d)",
1 neka je Bfl skup koji sacinjavaju sljedeci vektori iz SF(d)™:
X oxl1<i<j<2d
X/ 1<i<j<2d
Xl 1<i<j<2d
sl 1<i<j<2d
61,7 fL
Lako se vidi da vrijedi |B}| =22¢~! i |B3| = 84 + 1. Teorem koji dokazujemo u ovoj sekciji
je:
Teorem 4.3.1. Slika od B := B, UB% u Z(SF(d)") je sustav izvodnica za 2 (SF(d)").

Radi jednostavnosti, pisat ¢emo C, := C»(SF (d)™).

4.3.1. Neke relacije u Z(SF(d)™)

U ovoj podsekciji ¢emo pokazati neke relacije u Z2(SF(d)™) koje ¢e nam trebati za dokaz

teorema 4.3.1. Prvo ¢e nam trebati neki pojmovi iz [1]:
(m—1)!(n—1)!
(m4+n—1)!

zaa,b €h. U P(SF(d)") vrijede sljedece relacije:

Bnn(a,b) =

a_mb_nl, 4.3.1)

Bun(a,b) = (=1)""'"Byin1.1(a,b) (4.3.2)
Bun(a,b) = (—1)"""'B, .(b,a). (4.3.3)

Te relacije nam pokazuju da se svaki monom duljine 2 u SF(d)" moZe napisati (modulo C,)

kao linearna kombinacija vektora:
xi_nxj, gdjejen € Z-gneparani 1l <i< j<2d,

xi,nxj, gdjejen e Z-gparani 1 <i< j<2d.
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Trebat ¢e nam neke relacije iz dokaza propozicije 3.12 iz [1]:

_ 1 1 T\ ——
(e’_mf’) . (e’_kf’) = mk (m——|—1 + k—|——1) (mk )el—m—k—lfl (434)
e el =0 (4.3.5)
e ofi=0 (4.3.6)

Sada smo spremni za dokaz jedne vaZne leme.

Lema 4.3.2. U Z(SF(d)") imamo

(hil —hii)> =0 4.3.7)

(hit 4 hi7)3 = 12(hit 4 hiJ) - il - hiJ. (4.3.8)
zal <i<j<d.
Dokaz. Zbog permutacijskih automorfizama dovoljno je dokazati za slucaji = 1, j = 2. Relacija

(4.3.7) ¢e slijediti iz:

(4.3.9)

(h11 _hzz) (4.3.10)
Racunamo:

hhn'? =elsfiel, f
=el3f?

W2 R = — f25ete! | f2
= —f2ze!

G291 2 mod 6.

Druga relacija slijedi iz:

0 (434) ST
(hi)> =" 2¢! L fi

Za dokaz relacije (4.3.8) ozna¢imo
Z = (hll)_]hzz = 61,1f11€2,1f2.

Trebamo pokazati:
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Provjerimo:

L(-2)Z= (el 5f1 e 21+ el flae? /2 el fhie a2 et flie 21
1 nastavljamo s racunom:
WSR2 3R = L(-2)Z+ e, e 21+ el  flie?, 1201
e+ fRe? = —L(-2)Z—elyfl 22 1 =€l flhe?  f251
+ Z (e sf'— fse')
i=12
WS+ 250" = —L(=2)Z — ey 1€ 1 201 — el flhe? 1711
+ Z (ei_Sfi—fiSei).

i=1,2

Ako oduzmemo drugu i trecu jednadZbu od prve vidimo:

30-Z+ Z el_zez_zfl]lel = 22(315]”' _fisei)7

sym
gdje je
Z el,zez,zflllel = €£2€2,2f11f311 +€l,2€2,1f12f311 +€l,2€2,1f11f321
sym
+elie o flof2it+el eyl 21 +el e L 251
Zbog

L(-1Z=2L(-2)2+2 Y ¢!, 211,

sym

mozZemo pojednostaviti:

5.7 — Z (4%%)22

Sada, koristeci relaciju (4.3.4) dobivamo:

— 1 —=3 =3
E-Z:§(h“ +h22 ).

Konacno, imamo:
@ = W10 43T W2 4 30T 20 2

—3 = =553
WY +30-Z+h2

120-Z.
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Korolar 4.3.3. U Z(SF(d)") za 1 <i,j <d imamo
(RY* = (hiT)*,

Sto je ekvivalentno s

ei_7fi = e£7fj-
Dokaz. Ekvivalencija slijedi iz formule (4.3.4) koja kaze da
(ﬁ)4 =C- ei7fi7

gdje je C neka racionalna konstanta (koja ne ovisi o i). Ako stavimo z; := hit, prethodne dvije

leme kazu:

p(zi,zj) = (zi—2;)* =0
Q(Zi,Zj) = (Zi+Zj)3 — 12(Zi‘|‘Zj)ZiZj =0.

Tada vrijedi i

1
g - ZL} = 1(5(21' +2;)p(zi25) + (2j — 2i)q(zi,25))-

4.3.2. Monomi duljine 2
Cilj ove sekcije je dokazati sljedecu propoziciju.

Propozicija 4.3.4. Svi monomi duljine dva u SF(d)™ se mogu prikazati (modulo C;) kao

linearna kombinacija vektora iz skupa B:

X x1<i<j<2d
X ol 1<i<j<2d
Xl 1<i<j<2d
Xl 1<i<j<2d
X 1<i<j<2d
elsf!
Primijetimo da je prvi red u B!, dok ostali redovi leze u Bczl. Kao $to smo ve¢ primijetili

u podsekciji 4.3.1, zbog relacija (4.3.2) i (4.3.3), svaki se monom duljine dva u SF(d)" moZe
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zapisati (modulo () kao linearna kombinacija vektora:

xi_nxj, n € Z~gneparan, 1 <i< j<2d,

xi_nxj, n € Zsgparan,1 <i<j<2d.
Sljedeci korak je eliminirati monome s te liste.
Lema 4.3.5. Zal <i<d imamo:

ei_kei =0 modC,, zak>6

¢, f'=0 modCy, zak=6ik>S8.
Dokaz. Ako koristimo relaciju (4.3.2) imamo:
hL (el ge') = kel _ye' e el 51

k+1 . .
= (k+< ; ))e’kze’ mod C,

WLy (el f') = kel o f' el f151

k+1 ‘ .
E(k+< ; ))e’sz’ mod C;

Zbog toga vrijedi

el cCy = ¢, ,ech (4.3.11)

L flEC = ¢ L e 4.3.12)

Iz relacija (4.3.3) i (4.3.5) vidimo da vrijedi ¢’ (€', e’ ,e' € Cy, pa slijedi da je €' ;' € C; za

k > 6. Ako koristimo derivaciju V; € sp(2d) imamo

Cr 3 Vil 4e') = flee' +e of'

433 : .
U206l ff mod G,

a relacija (4.3.6) kaze da je ei_gfi € (,. Sada zbog (4.3.12) imamo da je e’;kfi €eCrzak=

k > 8.
Ako djelujemo s operatorima iz sp(2d) na relacije iz prethodne leme, dobivamo da je
X x'=0 modCy, 1 <i<j<2dk=6o0rk>8.
Za k =, korolar 4.3.3 kaze da vrijedi

e fi=el f! modCy, 1<i<d.

61
|
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Na sli¢an na¢in mozemo dobiti i:

e el =ff =0 modC, 1<i<j<d

e .ff=0 modCy, 1<i,j<d,i#j.

Ovime je propozicija 4.3.4 dokazana.

4.3.3. Monomi duljine vece od 2

Neka je .£"SF(d) vektorski potprostor od SF(d) razapet monomima duljine manje ili jednake
r. Radi lakSeg zapisa, stavit cemo .£"" := Z"SF(d) NSF(d)*. MoZemo generalizirati Abeovu
definiciju (4.3.1) na

o (mp=1)my = 1) (my—1)! X
By (a,....d") = T a,at,,..d, 1. (43.13)
Sli¢no kao u k = 2 slucaju, imamo
k k
L(_l)Bml, .m a17 -,a Z ZBml,...,mi—i-l,...,mk (a] IR 7ak) € CZ' (4314)

1

~.

Pomocu te relacije se mozemo ograniciti na monome posebnog oblika.

Lema 4.3.6. Svaki element od SF*(d) se moZe zapisati (modulo C;) kao linearna kombinacija
monoma oblika:

XXXk >0,n> 0,1 <i;<2d. (4.3.15)

Dokaz. Indukcijom po duljini monoma 2k. Za k = 0 je tvrdnja oCita, a za k = 1 tvrdnja slijedi
1z propozicije 4.3.4. Neka je sada k > 2:

Iteriranjem relacije (4.3.14) vidimo da moZemo promatrati monome oblika

i k-1 i

a=xl, ..x2

Racunamo pomocu asocijatorske formule (vidi [56]):

D1 gk i k-2
(x_nZHx )_1(x_n1 .. 'x—nzk,zl)
n2k—1 Iok—1 Ik — o1 2k iok—1 i ik
- Z ( J ) (x_"Zk 1= fx—1+/+(_1) Yy —1-5%j (x—'ll "'x—nzk—zl)
j>0
L) S B & VA 1 lzk 2 (2k—2)+
=X XL, XD 1tuue
=a+u, uc L2+
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k-2

2, 1) (kao i ¢injenicu da (—1)-mnoZenje ¢uva C;

Koristimo induktivnu hipotezu na (x*, ...x

prostor) da bi zakljucili da mozemo gledati samo monome oblika

b= xi_lnlxifnzxijlxifl .. .xi_Zkl"xiz".
Napisemo
b= (xf’i’lxizk)_l (xi,'nlxifnzxijl X% oy g e LEDE
1 iskoristimo pretpostavku indukcije na (x’_‘n 1xi_znzxif = .x'%-2)_ Time je tvrdnja dokazana. W

Sada Zelimo pokazati da monomi oblika (4.3.15) leZe u spanc B; 4 C;. Prvo ¢emo pokazati

to za monome duljine 4.

Lema 4.3.7. Monomi duljine 4 leZe u spanc B, 4 Cs.

Dokaz. Dokaz je u sekciji 4.3.4. [
Sada moZemo pokazati posljednji korak u dokazu teorema 4.3.1:

Propozicija 4.3.8. Svi monomi iz SF(d)" duljine vece ili jednake 4 leZe u potprostoru
spanc By +Cs.

Dokaz. Indukcijom po duljini monoma. Baza indukcije (monomi duljine 4) je tvrdnja pret-
hodne leme. Pretpostavimo da su svi monomi duljine manje od 2k unutar potprostora spang B, +

C,. Zbog leme 4.3.6 se moZzemo ograniciti na monome oblika

X' xi_zl...xif’fll,n>0,l <i;j<2d.

n
PiSemo
i1 iy ik 4 _ (JE2k—1 o i i k-2 g(Zk—Z)-i—
x a2 x A = () (o a2 x ) Fuu e .

n

Po pretpostavci indukcije:

x=x1,x2 ...x%21 € spanc By + Ca.

n

Znaci, monom x mozemo zapisati (modulo C;) kao linearnu kombinaciju monoma iz B; duljine
manje od 2k. Neka je m; € B) duljine < 2k. Tada ée (xif"l’lx’?k), 1m biti linearna kombinacija
jednog monoma iz Bali duljine 2k i nekih monoma duljine < 2k.

Neka je mp € Bg. Tada ée (xifkl’lxiZk)_lmz biti linearna kombinacija monoma duljine < 4, a

taj sluc¢aj smo ve¢ pokazali. |

Ovime je teorem 4.3.1 dokazan.
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4.3.4. Dokaz leme 4.3.7

Cilj ovog dijela je dokazati lemu 4.3.7, to jest, pokazati da svi monomi duljine 4 leZe u span B; +

;. U dokazu ¢e nam pomodi sljedeca lema:

Lema 4.3.9. Vektorski potprostor spanB; + C, je zatvoren na djelovanje Sp(2d) automorfiz-

mima (pa onda i na djelovanje sp(2d) derivacijama).

Dokaz. Lako se vidi da je span Btli zatvoren na djelovanje Sp(2d), pa onda i span B}i + C, mora
biti zatvoren. lako spaanl nije zatvoren na djelovanje Sp(2d), iz propozicije 4.3.4 se vidi da
vrijedi

(Sp(2d).spanB3) +C; C spanB, + Cs.

Lema 4.3.6 nam kaZe da se moZemo ograniCiti na promatranje samo monoma oblika
xx2 xR x4 n>0,1<i;<2d.

Uz pomo¢ leme 4.3.9 1 automorfizama definiranih u sekciji 3.3, moZemo se dodatno ograniciti

na promatranje samo monoma oblika

e! xi_llxi_zlxi3,n >0,1<i;<2d.

—n

Razdvojit ¢emo ovaj problem na vise slucaja, ovisno o tome koliko je i1, i, i3 jednako 1. Odmah

vidimo da u slucaju i; = i, = i3 = 1 ne moZemo imati nenul monom.

Slucaj 1: Toc¢no dva od i}, >, i3 su jednaka 1
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je monom oblika el_,,el_1 f! 1x"3, gdje je

n > 11i3 # 1. KoriStenjem automorfizama, vidimo da je dovoljno promatrati monome oblika
1

e'_nelf1 fL 1ez, gdje je n > 1. Indukcijom ¢emo pokazati da se svaki takav monom nalazi u

L?*F 4 (0, §to je po propoziciji 4.3.4 podskup od span B, + C>. Bazni slucaj se vidi iz
C2 > €£22h11 = 61 26%13£1f1 +l/l,l/l c g2+.

Neka je sada n > 2 1 pretpostavimo da je el_keilfllez € L*T+Cyzasve | <k <n. Vrijedi

sljedeca opcCenita relacija:
h32e' e el =me' e?, et f' 0m>0. (4.3.16)

64



Zhuova algebra za SF (d)* Sustav izvodnica za P (SF(d)™)

Primijetimo i da h%z uva potprostore . i C,. Sada moZemo napisati
Cyoel2n't = (el e +el e+ el et el f vy e 2T

1 primijetiti da se pomocu pretpostavke indukcije i relacije (4.3.16) vidi da su svi sumandi osim
el e el fl ve¢ u £ +C,. Ondaslijedi dajeiel e? el | f! € L2 +C.

—n

Slucaj 2: tocno jedan od i,i;,i3 je jednak 1

Bez smanjenja opcenitosti, moZemo promatrati monome oblika eLnellxiflxi3 iel, fllxiflxi3
gdje je n > 11 ip,i3 # 1. Takoder, razlikovat ¢emo podslucajeve gdje je i = i3 i one gdje je

i» # i3. Pomodu automorfizama, moZemo reducirati na sljedeca Cetiri podslucaja:

Podsluéaj 2.1: e! ¢! % e
Pokazat ¢emo indukcijom da vrijedi el,nel_lez_le3 zan > 1. Argument je slican kao u slucaju 1.
Bazni slucaj je pokriven s:
61_32612 = e1,2e3_le'1,le2 c Cy.
Pretpostavimo sadadaje n > 21daje el_kel_ I ez_1 e € Cy zasve 1 < k < n. Ako upotrijebimo h(3)3

2

na tim elementima, slijedi da je e! ke£ 1671"37 /1 € C; za sve £ > 1. Zbog toga, ako napiSemo:

1 1 1 12
eBel2=(e! & +.. . +el e el 1 ? ey,

slijedi da je e! &3 1e 1e e (y.

Podsluéaj 2.2: el ¢! % e

Ako izratunamo e, (e! | f1),e!% (* | f1), '3, (e? | f!) moZemo zakljuciti da vrijedi
el fhie? el el [ flie?,e® € P40, (4.3.17)
Sada, ako napiSemo

Cr 3 e 1) = (el 5 +elpe?y +else? el f! tuue 227,

h22

upotrebom operatora na relaciji (4.3.17) dobivamo da prva dva sumanda leze u .£>* 4 (..

Tada slijedi da je e! 3f ! e € >t +C,. MoZemo nastaviti indukcijom za vise n.
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Podslutaj 2.3.: el el |*, f>
Iz dokaza propozicije 4.3.4 znamo da vrijedi ¢! ,e' € C; zasven € Nosimn=2,4. Zan # 2,4
imamo:

2.1 I 2 2 1 1 _ 1 1 2 2
he(ele') =e2 foie e =e_,e_je” f €.

Za n = 2 racunamo:

eB(el ) =el et el P ruue LT
Za n = 4 rezultat slijedi iz relacija:
el 1 2 2y _ o1 1 2 2 A1 1 2 2
Hy (elye” e f7) =3e 4 je” f"+2e ye 3¢ | f
el 1 2 2y _a b 1 2 2 1 1 2 2
ho (eZze”je”1f7) =3e 4e_je” | f"+e 3¢ pe” f".
$aidde ol fl 2 £2
Podslucaj 2.4: e’ " e2 | f

Iz dokaza propozicije 4.3.4 znamo da vrijedi el_nfl €Cyzasvene Nosimn=1,2,3,4,5,7.

Za takve n moZemo napisati:
2 1 ¢l 2 2 1 gl 1 gl 2 22
hfl(e—nf ) :eflffle—nf :e—nffleflf ECZ-

Za sluCajeve n = 2,4 mozemo Koristiti podslucaj 2.3., skupa s derivacijom V) € sp(2d) (za

definiciju vidi sekciju 3.3):

4.3.3
Vil sl ye2 2 = fluel i el e 2 Y27 26l fle 2 mod ©.

—nt—

Zaslutajeve n=3,5,7 moZemo iskoristiti relaciju (4.3.4) da pokazemo dau Z2(A(SF(d)™"))

za neparne n vrijedi:
—T\ el oy
(h11)T . p22 = cnel_nfllez,lfz,cn € Q\{0}.

Sada mozemo iskoristiti relacije (4.3.7) i (4.3.8) (slicno kao u dokazu korolara 4.3.3) da bi

pokazali da za takve n vrijedi e{nfllez_lfz € L4+,

Slucaj 3: Niti jedan od i1,i;,i3 nije jednak 1

U slucaju kada su svi iy, i»,i3 razliCiti, koriStenjem automorfizama vidimo da je dovoljno pro-

matrati monome oblika e! nez_ 1eile4 za n > 1. Ako promotrimo elfzekl , za razlicite izbore

i,j,k,1 €{1,2,3,4}, dobivamo da je e]_zez_]eile4 € (C,. Nastavljamo koristeci relaciju:
hil(el e® e je*) =nel, (e e et
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U slu¢aju kada su neki od iy, iz, i3 jednaki, imamo monome oblika el e’ | f% e/iliel e’ | ' f/
zai## jin>1. Sada moZemo koristiti permutacijski automorfizam koji odgovara involuciji

1 <+ i, i tako se naci u jednom od prethodno obradenih slucaja.
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4.4. POSLJEDICE

4.4.1. Dimenzija prostora one-point funkcija na SF (d)™

U ovoj podsekciji ¢emo iskoristiti teorem 4.1.1 da bi dokazali slutnju Y. Arike i K. Nagatoma
o dimenziji prostora one-point funkcija na SF(d)™ (slutnja 6.3.5. iz [15]). Pojam prostora one-
point funkcija @) (V) pridruZenih algebri verteks operatora V uveo je Y. Zhu u [69]. Prvo ¢emo
kratko podsjetiti na definicije i neke rezultate vezane uz taj pojam, u ¢emu uglavnom pratimo

[62].

Teorem 4.4.1 ([69], Theorem 4.2.1). Neka je (V,Y,1, w) algebra verteks operatora centralnog

n

naboja ¢ € C. Mozemo definirati verteks operator Y [v,z] = ¥ ,,c7 VinZ~ ~1 za homogene v € V:

Y[v,2] =Y (v,e* — 1)l € End(V)[[z,271]].

Tada taj verteks operator definira novu strukturu algebre verteks operatora na V, uz isti vakuum

vektor 1 i novi konformni element @ = @ — 2—641.

Stavit ¢emo L{n] = @y, 1)1V}, = {v €V : L]0}y = nv}.

Sa H ¢emo oznaCavati gornju kompleksnu poluravninu. Grupa SL;(Z) djeluje na H na
sljedeci nacin:
_at+b a b

= " y—= € SLy(Z),t € H.
C’L'—l-d’y c d 2()

(1)

Definicija 4.4.2. Za prirodan broj k > 1, Eisensteinove redove definiramo kao

2 1
Ga(r) =2 + s
3 cmioyney (mT+n)?
1
G (7) = L k>
m;éz (mt +n)%
(m,n)#(0,0)

Takoder, stavimo
1
Er(T) = —5:Gou(7).
2/(( ) (27_”)2]( 2k< )
Za Gy ¢emo redi da je Eisensteinov red teZine 2k a za E»; da je normalizirani Eisensteinov

red tezine 2k.
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MozZe se pokazati da su ti redovi konvergentni i definiraju holomorfne funkcije na H. Tako-

der, za k > 2 vrijedi

a b
Gu(¥(1)) = (cT+d)* Gy (7), v = . €SLy(Z),T € H,
C

Sto ¢ini Eisensteinove redove Gy za k > 2 primjerima tzv. modularnih formi. Za dokaze ovih

¢injenica pogledati neke od monografija o teoriji modularnih formi, npr [28] ili [61].

Teorem 4.4.3 ([28], Theorem 3.5.2). Neka je k > 2. Tada se Eisensteinov red E,; moZe zapi-

sati kao polinom (s racionalnim koeficijentima) u Ey i Eg.

Posebno, tada prsten C|Ey, Eg| sadrzi Ey; za svaki k > 2. Stavit éemo V[Ey, Eg] = C[E4, Eg| ®
V. Neka je O,(V) C[E4, E¢]-podmodul od V[E4, Eg] generiran s elementima:

1 ®u[0]v,

u_gv+ Y, (2k— 1) Eg(T) @ upg_opv, u,v € V.
k=2

Definicija 4.4.4 ([62], Definition 5.1.). Neka je (V,Y,1, ) algebra verteks operatora. Defini-

ramo vektorski prostor & (V) one-point funkcija na V kao vektorski prostor funkcija
S:V[E4,E¢) xH — C
koje zadovoljavaju sljedeca svojstva:
1. Zabilo koji a € V[E4, Eg|, funkcija S(a, 7) je holomorfna u 7 € H.

2. Za f; € C[E4,Eg,vi € V,i=1,... ,k imamo:
k k
S(Y. fitm)@vi, 1) =Y fi(1)S(vi, 7).
i=1 i=1

3. Zaa € Oy(V) vrijedi S(a,t) = 0.

4. Zav €V vrijedi

S(L[~2Jv,7) = %%SW 7) +;E2k(r)S(L[2k— 2, 7).

Y. Zhu je u [69][teorem 5.1.1.] pokazao da imamo djelovanje grupe SL,(Z) na %1(V)

zadano s
1 a

b
Y(S)(V:T):ms(m’(f))a Y= o € SLy(Z),v € V.

69



Zhuova algebra za SF (d)* Posljedice

Jedan od primjera one-point funkcija su takozvane funkcije traga. Ako je M jaki modul za

algebru verteks operatora V, funkcija traga je zadana s:
SM(v,7) = tryg o(v) g0,

Teorem 4.4.5 ([69], Theorem 5.3.1). Neka je (V,Y,1, ®) racionalna C,-konacna algebra ver-
teks operatora, 1 neka je Mj,...,M; potpuna lista ireducibilnih jakih modula za V. Tada je

prostor one-point funkcija 41 (V) razapet s funkcijama traga S™i i =1,... k.

M. Miyamoto je generalizirao taj teorem za C>-konacne algebre verteks operatora koje nisu
nuzno racionalne. Uveo je pojam funkcija pseudotraga i pokazao da je i u tom slucaju prostor
one-point funkcija %7 (V) kona¢ne dimenzije, razapet sa funkcijama pseudotraga (teorem 5.5. u
[62]). Za definiciju funkcija pseudotraga vidi poglavlje 3 u [62].

U [15] Y. Arike i K. Nagatomo su proucavali prostor one-point funkcija €1 (SF(d)™"). Kons-
truirali su 22¢~! 4- 3 linearno nezavisnih funkcija pseudotraga za SF(d)* i tako pokazali da
vrijedi

dim %, (SF(d)T) > 224143 (4.4.1)
(vidi teorem 6.3.2 u [15]).

Autori su takoder pokazali da se za C»-konacne algebre verteks operatora V dimenzija % (V)

moze odozgora ograniCiti pomoéu Zhuove algebre A(V'). Da bi objasnili njihov rezultat, mo-

ramo podsjetiti na pojam simetricnih linearnih funkcionala na algebri.

Definicija 4.4.6. Neka je A asocijativna C-algebra. Za linearni funkcional ¢ : A — C kaZemo

da je simetric¢ni linearni funkcional na A ako vrijedi
¢(ab) = @(ba),VYa,b € A.
Vektorski prostor simetriénih linearnih funkcionala na A éemo oznacavati s S4.

Kao u [15], za prostor simetri¢nih funkcionala na Zhuovoj algebri A(V) stavit ¢emo SV :=
sAV).

Teorem 4.4.7 ([15], Theorem 3.3.6). Neka je V C,-konacna algebra verteks operatora. Pret-

postavimo da je svaki prosti modul za V beskonacne dimenzije. Tada vrijedi

dim%; (V) < dims".
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U [15], autori su iskoristili taj teorem i to §to je Zhuova algebra A(SF(1)") bila poznata iz
[1], da pokaZu da u (4.4.1) vrijedi jednakost dimenzija za d = 1, to jest, da je dim % (SF(1)") =
5. Sada mi moZemo iskoristiti tu metodu, skupa s izrazom za A(SF(d)" iz teorema 4.1.1, da bi

pokazali da u (4.4.1) vrijedi jednakost dimenzija za opcCeniti d.
Teorem 4.4.8. Zasved > 1, vrijedi
dim @, (SF(d)") =2%"1 4.3,

Dokaz. Zbog teorema 4.4.7 i nejednakosti (4.4.1) je dovoljno pokazati da je dimS5" @) =

22d-14 3 Po teoremu 4.1.1,
A(SF(d)™) ~ A(bg)T & Moyq(C) ® M, (C) & C,

pa je tada
SSE()" — gA(h2a)" 3 §M2d(C) gy gM2a(C) oy ¢C |

Bududi da je A(l‘);r ;) komutativna algebra, svaki linearni funkcional na njoj je simetri¢an, pa
je

)+

dim sA(2a)" — dimA(hy) " = p2d—1

Kod matri¢nih algebri, svaka simetri¢na linearna funkcija je proporcionalna tragu, pa je dim SMn(C) —

1 za svaki n > 1. Rezultat slijedi.

4.4.2. Jos neka svojstva

Prvo, nekoliko jednostavnih posljedica teorema 4.1.1.

Korolar 4.4.9. 1. Slikaod By u 2(SF(d)") je bazaza Z(SF(d)™").
2. Vrijedi grA(SF(d)™) ~ Z(SF(d)™).

3. Minimalni polinom od [®] € A(SF(d)™) je

i) =4 1) (5+4) (54 1).

4. Centar algebre A(SF(d)™) je izomorfan

Albhy)T@CaCac.
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Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz teorema 4.3.1 i jednakosti dimenzija A(SF(d)") i Z2(SF(d)").

Zbog te jednakosti dimenzija, vidimo da je epimorfizam algebri
P(SF(d)*) — grA(SF(d)™)

1z propozicije 2.5.4 zapravo izomorfizam, $to nam daje drugu tvrdnju. Minimalni polinom my
iz treée tvrdnje se dobije kao najmanji zajednicki visekratnik minimalnih polinoma od py ([@]),
za

M= ﬁ(d)ﬂSF(a’)‘,SF(d)j,SF(d)g (vidi sekciju 4.2). Cetvrta tvrdnja se vidi direktno iz

teorema 4.1.1. [ |

Neka je s, stupanj nilpotentnosti od @ € L (SF(d)"). Iz druge i tree tvrdnje korolara

imamo da mora biti s; < degm, = d +4. MoZemo dobiti zatvorenu formulu za s;.

Propozicija 4.4.10. Vrijedi
5, d<4
Sqg =
d+1, d=>>5.
Dokaz. Primijetimo da je e 2f I element maksimalne konformne teZine u B, u slu¢aju kada je

d<d,ae' fle® f* ...e? ¢ uslucaju kada je d > 5. Ta maksimalna konformna teZina je

2(sy— 1), pa mora biti

u Z(SF(d)"). Sada trebamo pokazati da je (@)% ! nenul u Z(SF(d)"). Za d < 4, koristeéi

relacije iz podsekcije 4.3.1 moZemo izraCunati:

(@)* = (h)*u 2(SF(1)")
16

@) = LA u 2(sFQ))
@) = (W) v 2(SF(3)")
72

(@)* = ?(ﬁ)4+24e£1f11...e‘11ff1 u P(SF(4)").

Iz relacije (4.3.4) slijedi da je
(K11)* = 360!, f1.

Sada vidimo da u ovim slu¢ajevima moZemo pisati (@)* kao nenul linearnu kombinaciju baznih

elemenata (vidi prvu tvrdnju u korolaru 4.4.9).
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Zad > 5, moramo pokazati da je (@) nenul u & (SF(d)*). MoZemo napisati
D et | (G
@) = i
ky+ho ..+ = kl 'kZ Ko 31

1 iskoristiti relacije iz leme 4.3.2 da bi dobili:
m
[](r% =0
i=1

za sve moguce izbore k; osim k; =k = ... = k; = 1. Tada slijedi

(@) =dlel [ f',...e¢ f1€ P(SF(d)").
|

Primijetimo da imamo s; = degm, no za d > 1 vrijedi s; < degmy,. Pogledajmo poblize

slucaj d = 2. Uzmimo Sp(4)-invarijantni element konformne teZine 4 (definiran u (3.7.5)):

Jr= 2 ((ehsr! = rlael) (s f — f23¢%)) € SF(2)T.

l\)l'—‘

Direktnim ratunom se moZe provjeriti da u A(SF(2)") vrijedi:

ﬁ[co]? (4.4.2)

72
10

__[a)

=

+12[0]* +

Znaci da moZemo zapisati [(0]5 kao linearnu kombinaciju elemenata niZeg stupnja, pa nam
druga tvrdnja u korolaru 4.4.9 kaze da moramo imati (@)> = 0.

Buduéi da su vektori @ i J* po teoremu 3.7.6 jaki generatori od SF (2)317(4), relaciju (4.4.2)
moZemo promatrati iz malo drukéije perspektive. Tada su po propoziciji 2.5.6 [@] i [J*] genera-
tori Zhuove algebre A(SF (2)5P(*)), i iz relacije (4.4.2) slijedi da je slika homomorfizma algebri
(induciranog ulaganjem SF (2)57*) u SF(2)*)

2 A(SF(2)5P¥)) 5 A(SF(2)™)

upravo podalgebra od A(SF(2)") generirana s [@]. MoZemo pokazati da se ovo dogodi i za vise

d.
Propozicija 4.4.11. Slika homomorfizma
gt A(SF(d)5P?4)) - A(SF(d)™)

je A(SF(d) )54 §p(2d)-invarijantna podalgebra od A(SF (d)T). Podalgebra A (SF (d)*)Sr(24)

je generirana s (@], pa je izomorfna Cx]/(mgy(x)).
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Dokaz. Direktno se vidi da je
imgy = {[v] € A(SF(d)*) : v € SF(d)5PD }

Iz leme 3.3.3 slijedi da se SF(d)" kao modul za Sp(2d) rastavlja na direktnu sumu konad&-
nodimenzionalnih ireducibilnih podmodula. Buduéi da je A(SF(d)™") kao modul za Sp(2d)
kvocijent od SF(d), slijedi da je

A(SF(d)")$PC4) — {[v] e A(SF(d) V) : v € SF(d)SP?D} = impg,.

Buduéi da je Sp(2d) povezana Liejeva algebra, iz Liejeve teorije znamo da je A(SF (d)+)SP(24) =
A(SF(d)*)**(29) pa éemo nastaviti raditi s Liejevom algebrom sp(2d). Oznagimo sa W podal-
gebruod A(SF(d)") generiranu s [®]. Konformni vektor @ je invarijantan na djelovanje sp(2d),

pa W mora biti sadrzana u A(SF(d) )29, Zbog trece tvrdnje u 4.4.9, imamo
W ~ Clx]/(my(x)), dimW = d +4.
Pokazat ¢éemo da vrijedi dimA(SF(d)*")**(29) = 4 + 4. Napigimo

@Alu

A(SF(d)") =A_¢©AVDA g,

ST]

gdje je
Ay = {x€A(SF(d)") : ([®] — A[1])¥x = 0, for N large enough }.
Teorem 4.1.1 kaZe da imamo

A_g >~ C, Ao >~ Aeven<V2d>7 A
8

Zelimo pokazati da su ideali A, ujedno i sp(2d)-podmoduli. Iz opée teorije asocijativnih algebri

(vidi npr. [54]), znamo da postoje centralni idempotentni elementi ¢ € A(SF(d)™) takvi da
Ay =A(SF(d)V)ey.
Iz dekompozicije
Clx]/(ma(x)) = Cl/(x*) @ Cla] /(x — 1) © C[x]/(x +d/8) & Clx] /(x +d /8~ 1/2),

se vidi da e; moraju biti polinomi u [®]. Slijedi da je svaki A, ujedno i sp(2d)-podmodul.
Ocito jedaje A g trivijalan sp(2d)-modul. Ako pogledamo najniZe nivoe SF(d)~ i SF(d),
8

mozemo vidjeti daiA; 1A_;/g, 1/ imaju bazu oblika
ey x[x], A=1,-d/8+1/2
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gdje x tréi po jakim generatorima od SF(d)". Lako je provjeriti da je vektorski prostor razapet
velikim generatorima od SF(d)* sp(2d)-podmodul izomorfan Sym?(V»,), kao i da je linearan
prostor razapet malim generatorima sp(2d )-podmodul izomorfan A%(Vs,). Sada, po [39] imamo
da je Sym? (V) ireducibilni sp(2d)-modul, te da se A?(V5y) rastavlja kao

AN (Vog) ~UC,

gdje je U ireducibilni sp(2d)-modul (trivijalni dio odgovara C®). Imamo

(2d) sp(2d)

=dimAZ et =

dimA}" 1.
Za Ay, lako se vidi da ima bazu oblika
eo* [x],x € BY,

te da vrijedi

d
A() ~ @Azk(‘/zd).
k=0
Koristimo teorem iz poglavlja 11.6.7 u [65] koji kaze da za 0 < 2k < d imamo rastav

k
AZk(VZd) >~ @Vz(zl)
i=0
(gdje je Vz(g) trivijalna reprezentacija, a Vz(ciz) i-ta fundamentalna reprezentacija). Dobro je poz-
nata ¢injenica da za d < 2k < 2d imamo
ARy, ~ A2=2ky,
Zakljucno, za 0 < 2k < 2d imamo
. 2d
dlm(AZkaSP( )) =1,
Sto povlaci
dim(AFP*) =d+1.
Kad prosumiramo po svim A, dobivamo
dim((A(SF(d)*)®D)) = d +4.

Primijetimo da je za d > 1 invarijantna podalgebra (A(SF(d)")*(4) prava podalgebra
centra od A(SF(d)™). To je razlika u odnosu na triplet verteks algebru # (p), gdje vrijedi
Aut# (p) = SL(2), a invarijantna podalgebra A(# (p))*"?) je upravo jednaka centru od A(# (p))
(vidi [7], [10]).
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4.5. DODATAK: DJELOVANIJE py NA GENERATORE

Namyjera ovog dodatka je opisati homomorfizme
pur - A(SF(d)") = End(Q(M)), pur([v]) = o(v),

u slucaju kada je M ireducibilni modul od SF(d)*. U tom slucaju (M) odgovara najvisoj
komponenti od M. Po propoziciji 2.5.6 Zhuova algebra A(SF(d)™") je generirana slikama od
jakih generatora od SF(d)™ koje smo opisali u sekciji 3.2. Zbog toga je dovoljno vidjeti kako

pum djeluje na njih.

45.1. SF(d)*

Najvisa komponenta od SF(d)" je jednodimenzionalna, razapeta vakuum vektorom 1 konfor-

mne tezine 0. Svi jaki generatori djeluju trivijalno.

45.2. SF(d)~

Najvisa komponenta od SF(d)~ je dimenzije 2d, razapeta s vektorima X, f*, 1 < k < d konfor-

mne tezine 1. Za 1 < i, j < d, mali generatori djeluju kao:

o(e)ek =0, o(e”) f* = Sye! — Sjpe’
o(f)e" = S f' — S f’, o(f)f* =0
o(h')e = 8, o(h) f* = 8 f/.

a veliki generatori kao:

o(EV)ek =0, o(EV)f* = — el — §jpe’
o(Fij)ek = 5J-kfi—|—5,-kfj, O(Fij)fk =0
o(HV)e" = §e, o(HY) f* = =y f/.

45.3. SF(d)g

Najvisa komponenta od SF(d )‘g je jednodimenzionalna i razapeta vakuum vektorom 1y kon-

formne tezine —d /8. Za 1 <i < d vrijedi
y 1
0(/’1”)19 = —gl@,

dok svi ostali jaki generatori djeluju trivijalno.
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45.4. SF(d),

Najvisa komponenta od SF(d), je dimenzije 2d, razapeta s vektorima ek 1y, fk lg,zal <

N
I\J

k < d, konformne tezine —d /8 + 1/2. Radi jednostavnosti, pisat ¢emo

= leaf f

m
m\

Zal<i, j<d,i# j, mali generatori djeluju kao:

o(e')ek = O, o(e) fk = ;(&ke — §jie’)
o(f)e" < i = i), o(fY)f =0
iy 1 iy 1 S
o(h)e = Z8ce' o)1 = 8 f”, (i )
N 1 1 y 1 o1
o(h”)ek: 5 ikel_gek7 O(hl’l)fk: Eaikfl_gfk-
Za 1 <i,j <d veliki generatori djeluju kao:
o(EV)e" =0, o(EY)f =~ < e/ + 8jie’)
. 1 ‘ ‘
o(F')e = 1 Ojf"+ O f’), o(F7)f* =0
. 1 . . 1 .
C?(H”)ekzz1 ke, O(H”)fk=—;l i f.
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5. VISE ZHUOVE ALGEBRE

U ovom poglavlju ¢emo izraCunati prvu Zhuovu algebru za superalgebru verteks operatora
SF (1), te za njenu podalgebru SF(1)". Prvo ¢emo za opéenitu superalgebru verteks opera-

tora V definirati potprostore (/f:,(V) i pokazati da imaju svojstvo
dimA,(V) < dim (V /@(V)) . (5.0.1)

Nastavit ¢emo na slican nacin kao u prethodnom poglavlju. Promatrajuéi reprezentacije od
SF (1), odnosno SF(1)", ¢emo dobiti donju ogradu na dimenziju prve Zhuove algebre. Kon-
kretno ¢emo izraCunati sustave izvodnica za V / C/Q,:z(V) i tako iz nejednakosti (5.0.1) dobiti
gornju ogradu na dimenziju prve Zhuove algebre. Iskoristit ¢emo te ograde da u potpunosti

odredimo prvu Zhuovu algebru za SF (1) i SF(1)™.

5.1. KVOCIJENTI Z>p-GRADUIRANIH VEKTORSKIH

PROSTORA

Neka je V Z>¢-graduirani vektorski prostor: V = @::0 V,,. Svaki nenul element v € V moZemo
napisati kao:

V=Vy+Vp_1+...+vy, vi €V, v, #0,

za neki n € Z>o. Tada ¢emo oznaciti top(v) = v, (za nul-vektor stavljamo top(0) = 0). Neka
je sada W (ne nuzno graduiran) potprostor od V i ozna¢imo s my : V — V /W kanonski epi-
morfizam. Tada kvocijentni potprostor V /W nece nuzno biti graduiran, ali ¢e imati (rastucu)

filtraciju:

Flv/w)y=0

Fn(V/W) = Ty (évk> .

k=0
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ViSe Zhuove algebre Kvocijenti Z>o-graduiranih vektorskih prostora

MoZemo promatrati asocirani graduirani vektorski prostor

g (V/W) =DF"(V/W)/F" (v /W).

n>0
Primijetimo da imamo {J;,_o F"(V /W) =V /W, iz Cega slijedi jednakost dimenzija: dimgr (V /W) =
dimV /W. Oznacimo
top(W) := span{top(w) : w € W}.

Mozemo definirati linearno preslikavanje p : V — gr(V /W) kao direktnu sumu preslikavanja
Vo= FY(V/W)/F"Y VW), vies 0+ W)+ F" YV /W)

zan € Z>¢. OCito je p epimorfizam.

Lema 5.1.1. Vrijedi top(W) C ker p.

Dokaz. Neka je v, € V,,Ntop(W) nenul. Tada prema definiciji top(W) postoje v; € V;, 0 <i<n

takvi da je }.i'_,v; € W. Tada moZemo napisati

Vi=—Vy1—...—vg modW,
paje v, € F*L(V/W). |

Slijedi da imamo epimorfizam:
p:V/top(W) — gr(V/W)

induciran s p. Pokazali smo:
Propozicija 5.1.2. Uz pretpostavke iz ove sekcije, imamo

dim(V /top(W)) > dim (V/W).

Takoder, ako {a; +top(W) : i € I} razapinje V /top(W), tada {a; + W : i € I'} razapinje V /W.
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5.2. VISE ZHUOVE (SUPER)ALGEBRE I

C,-(SUPER)ALGEBRE

Neka je V = 69/::00 Vi superalgebra verteks operatora. Podsjetimo na definiciju n-te Zhuove

algebre A, (V') dane u sekciji 2.4. Vektorski prostor A, (V) je definiran kao V /0, (V), gdje je
0, (V) =spang ({aopb:a,beV})+ (L(—1)+L(0))V,

a za homogenia € V iopceniti b €V je

a
ao,b= Z <|j|>a2n2ﬂ-b.

j>0
Stavimo

Cu(V) :=span{a_,b:a,bcV}

Co(V) :=GCu(V) +L(—1)V.

Primijetimo da zbog L(—1)v = v_51,v € V imamo da je C3(V) = G5 (V).
Vidimo da je u oznakama prethodne sekcije C/z,:z(V) = top(On(V)). Naime, O,(V) je po

definiciji razapet elementima oblika

ao1b= Z (W)anb =a_4b+...,a,b € V,a homogen.
>0 \J
(L(—1)+L(0))a = L(—1)a+ |ala,a € V,a homogen.

Tada nam propozicija 5.1.2 kaze:

Korolar 5.2.1. Vrijedi
dmV /Conra (V) > dimA, (V).

Takoder, ako {a; +®(V} . i € I} razapinje V/CZTZ(V), tada {a; + O,(V) : i € I'} razapinje
An(V).

Zanimaju nas neka svojstva tih prostora.
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Propozicija 5.2.2. ZasvexcV:

x0Cn(V) C Cu(V), (5.2.1)
x0Ca(V) CCu(V), (5.2.2)
x_4Co(V) CCu(V), k=1,2,....,n—1 (5.2.3)
X n1Ca(V) C Cu(V) (5.24)

Dokaz. Za (5.2.1) i (5.2.2) koristimo to Sto se xp ponasa kao derivacija. Neka su x,a,b Z;-

homogeni elementi od V.
x0(a—nb) = (x0a)_nb+ (—1)PP@g_ xob, a,b € V.
Neka je sadak=1,2,...,n—1, a x,y,z Zy-homogeni elementi od V.
X gy-nz = (= 1)PPO)y x izt [ g, yoalz

—k
_ (_1)P(x)P(y)y_nxikZ_|_ Z ( ; )(xiy)nkiz

i>0
X kLo1z=L_1(x4z) = [L-1,X 4]z
=L_1(x_42)+kx__12.
Iz ovog racuna slijede preostale dvije relacije. |
Iz ove propozicije vidimo da ¢e nam biti lakse raditi s C,(V), nego s C,(V).

Propozicija 5.2.3. Vrijedi “asocijativnost”:

(X nt1Y)-nt12 =X pp1Y-pr1z2 - mod G, (V),
1 “komutativnost”:
Xy = (=) (=1)PWPO)y L x mod Cy(V),Vk € Z.
Dokaz. Uzmimo Z,-homogene x,y,z € V. Za asocijativnost:

[ —n+1
(X-nt1Y)—n+12 = Z(—l)l< ; ) (Xt 1-Y—nt 142 £ Y- 2n12-iXi7)
>0

=X_p+1¥Y-n+12 mod Cn(V).

Za komutativnost, kosa simetrija nam kaze:

L
xogy = () DO Y (1) (i)

i>0

= (=) (=1)PWPO)y L x mod C,y(V).
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Dakle, situacija je slicna kao za C,-superalgebre, no nemamo ekvivalent toga §to je 1 jedi-

nica, bududi da za n > 1 imamo x_,1 € L(—1)V. Iz dosad navedenog slijedi:

Propozicija 5.2.4. Nekaje V VOSA, nekajen € Z>g. V/ C{Z,:z(V) ima strukturu komutativne

superalgebre bez jedinice sa mnozZenjem:

(a+Causa(V)) - (b+Copg2(V)) = a—2p—1b+ Copia (V).

Konstrukcija je funktorijalna - ako imamo homomorfizam VOSA f:V — W on na prirodan
nacin inducira homomorfizam superalgebri f : V/ CETQ(V) - W/ C/QnTZ(W) Bitno je primi-
jetiti i da su C,(V) i C,(V) zatvoreni na djelovanje AutV i DerV. Prirodno je pitati se kada

znamo da su C,(V)-superalgebre kona¢nodimenzionalne.

Propozicija 5.2.5 ([59], Proposition 4.4.). Neka je V C,-konacna verteks algebra. Tada je
dimV /C, (V) < o zasven > 2.

Buduéi da je C,(V) potprostor od C,(V), slijedi da je u tom sludaju i dimV /C,(V) < o za

sven > 2.
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5.3. UNIVERZALNA VIRASOROVA VOA

U ovoj sekciji ¢emo naci jedan sustav izvodnica za C4-algebru za univerzalnu Virasorovu alge-

bru verteks operatora Vir¢. Ovaj rezultat ¢e nam trebati u sekciji 5.7.

Lema 5.3.1. Skup
{L(=2)"1+Cy :n € Zso} U{L(=3)2L(—=2)"1+C4 :n € Z>o}
razapinje CA’4—algebru za univerzalnu Virasorovu VOAu Vir¢ (neovisno o centralnom naboju c).

Dokaz. Treba primijetiti da komutatori od L(—2),L(—3),L(—4) leze u @, _5CL,, pa ti ope-
ratori komutiraju modulo Cs. Iz definicije a—algebre je jasno da je razapinju monomi u L(—4),

L(—3),L(—2). Deriviranjem monoma L(—3)""!L(—2)"1 sa L(—1) se dobiva relacija

L(—4)L(=3)"L(~2)"1 = —ﬁL(—S)’"”L(—Z)”_]I mod Cy. (5.3.1)

Ako djelujemo na ovu relaciju s L(—4), zbog relacije (5.2.4), dobijemo da CA'4-algebru razapinju

monomi u L(—3) i L(—2). Vrijedi:

L(—3)L(—-2)"1 = ni L(=DL(=2)""'1=0 mod Ca, (5.3.2)

a daljnjim mnoZenjem ove relacije s L(—4), uz pomo¢ relacije (5.3.1) se vidi da za m,n € Z>q

vrijedi
L(—=3)>"1L(=2)"1=0 mod C;. (5.3.3)
Sada racunamo:
L(=0L(=2)1 2" _21(=3)’1 mod G,
L—a2L(-21 2 L3120 mod 6.

Slijedi da je za n > 2 L(—4)"L(—2)1 € C4. Tada zbog relacije (5.3.1) imamo da vrijedi
L(=3)"L(—2)"1 € Cy,m,n € Z>. (5.3.4)
Sada imamo da je a—algebra razapeta slikama monoma

L(=2)",L(—3)*L(—2)",L(=3)*L(=2)",n € Z>o.
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Preostaje nam eliminirati monome oblika L(—3)*L(—2)",n € Zx(. To ¢emo u&initi usporedi-
vanjem umnozaka (L(—2)®)-®-L(—2)"1i o (L(—2)w) - L(—2)"1. Za n > 1 racunamo, uz

koriStenje relacija (5.2.4) 1 (5.3.1):

(L(=2)0) SL-4)L(-2)"1 = (L(-2)0) 5 (-5 L(-3)L(-2)"") modCy

2
= (n_ — g) L(=3)*L(—=2)"""1 mod C,

—4) (L(=3)2L(=2)" + 2L(~4)L(~2)"")1 mod Gy

(
= L(—4) (—nL(—=3)’L(~2)")1 mod Cy
2

L(=3)*L(=2)"""1 mod C;.

Zbog toga Sto je mnoZenje u a—algebri komutativno, slijedi da za n > 1 moramo imati:

won L(-3)*L(—2)" 1= ”—ZL(—3)4L(—2)"—11 mod Cy
10 2 ~ 6 *
Tada za n > 1 vrijedi L(—3)*L(—2)""'1 € Cy, &ime je dokaz zavrien. [
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5.4. PRVA ZHUOVA ALGEBRA ZA SF(1)

Glavni cilj ove sekcije je izraCunati prvu Zhuovu superalgebru za superalgebru verteks opera-
tora SF(1). Strategija nam je sli¢na kao za raunanje Zhuovih algebri za SF(d)™: prvo ¢emo
promotriti reprezentacije od SF(1), a onda ¢emo naéi skup izvodnica za C4-algebru od SF(1).

Radi lakSeg zapisa, u ovoj cjelini éemo pisati SF := SF (1), te analogno za ostale vezane oznake.

Napomena 5.4.1. Komentirajmo nultu Zhuovu algebru A(SF). Kad pogledamo SF, vidimo

da imamo homomorfizam superalgebri
po:A(SF) — End(§1\7(0)), v+ O(SF) — o(v).

Lako se provjeri da je njegova slika izomorfna vanjskoj algebri A(h,) dimenzije 4. S druge
strane, C,-superalgebra je ocCito razapeta slikama vektora 1,e, f,® = e_; f, pa slijedi da je

dimA(SF) < 4. Tada imamo A(SF) ~ A(hy).
Navest ¢emo jednu lemu koja ¢e nam pomo¢i u racunu.

Lema 5.4.2. U SF i SFy vrijede sljede¢e komutacijske formule za m € Z i n € Z, odnosno

ne % +Z:
[Enm,en) =0, [Em, fn] = —n(m+2n—2)epmin—2
[Fm;en] :n(m+2n_2)fm+n—27 [Fmafn] :O
1 1
[Hy,e,) = En(m +2n—2)epmin—2, [Hp, fn] = —En(m +2n—2) finsrn—2.

Dokaz. Racunamo prvi red pomocéu superkomutatorske formule 2.1.3 u slucaju SF. Imamo:

Emver) = ~lenEnl == T () @) =0

k>0

jerje exE =0 zasve k > 0. Vrijedi

FOE =0, iE = —e_sl=—L(~1)e, fE =2e, fiE =0,k >3.
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Tada imamo:

[Ems ] = = fn En]
=-Y (Z) (JkE)nrm—k

k>0

= (L(—1)e)nim1 —2 (Z) Cnim_2

= (—n(n+m— 1) _n(n_ 1))en+m72

=—n(m+2n—2)epnin—2.

U slucaju SFy racun je analogan, uz koriStenje zakrenute superkomutatorske formule (2.3.2).

Za ostale redove prolazi slican racun. [

Treba napomenuti da su neki rezultati iz ove leme ve¢ otprije poznati u literaturi (vidi npr.
korolar 5.1 u [68] gdje se daju komutacijske formule za H), ali je nismo uspjeli naci u potrebnoj
opcenitosti, pa je zato ovdje dokazujemo.

Po teoremu 2.4.4, Q (SF) je A1 (SF)-modul, pa imamo homomorfizam superalgebri
p1 : A1 (SF) — End(Q; (SF)), v+ 01 (SF) — o(v).
U cjelini 3.5 smo vidjeli da imamo izomorfizam vektorskih prostora
SF ~ A(hy) ® SF.

Direktnim ra¢unom se provijeri da vrijedi Q;(SF) = SF 0) @ SF, a po propoziciji 2.4.5 su
SF 1),k = 0,1 podmoduli od Q (SF).

Oznacimo sada sa <7 podalgebru od A (SF) generiranu sa slikama vektora e, f, 0, E,F,H.

Lema 5.4.3. Vrijedi
p1() ~ A(h2) & (A(h2 @ M>(C))

(1 pritom je ovo direktna suma dvostranih ideala). Posebno,
dimA;(SF) > dim.«/ > dimp, (&) = 20.

Dokaz. Primijetimo prvo da se iz leme 5.4.2 vidi da operatori o(e),o( f) komutirajus o(E),o(F),0(H).

Takoder, operatori o(e) i o(f) generiraju podalgebru izomorfnu A(h,). Vrijedi:

0(60)|§f<0) = €0 /o, o(@)|5z =1+ eofo.
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Tada operator o(®) ima minimalni polinom x?(x — 1)2, te je

—

ker (o(®)?) = SF g), ker((o(w) —1)*) = SF.
Ako definiramo polinome
po(x) = (2x+1)(x—1)2, p1(x) = (—2x+3)x%,
direktnim rac¢unom se pokaze da za i, j = 0,1 vrijedi

pilo(@))lgz =il

to jest, da su operatori p;(o(®)) projekcije na potprostor 51\7(1-). Tada su elementi py(o(®)), p1(o(w))
centralni idempotentni elementi u p; (7) i zbog toga se p; (&7 ) rastavlja na direktnu sumu dvos-

tranih ideala generiranih tim elementima:

p1() = (po(o(®))) @ (p1(o(®)))-

Iz leme 5.4.2se odmah vidi da operatori o(E),o(H),o(F) djeluju trivijalno na SF (0)» pa
slijedi da je (po(o(®))) ~ A(hy). Takoder zbog leme 5.4.2 se djelovanje tih operatora na vektore
e_li, f_li se moZe matri¢no zapisati kao

0 -2 1 0 00
F
0 0 0 —1 20
Te matrice generiraju matri¢nu algebru M, (C). Buduéidao(E),o(H),o(F) komutiraju s o(e),o(f),
slijedi da je (p1(o(®))) =~ A(h2) @ M>(C). [

Sljedeci korak je dobiti gornju ogradu na dimenziju a-superalgebru od SF. U tom racunu
¢e veliku ulogu imati automorfizmi od SF.
Iz teorema 3.3.1 znamo da je AutSF = Sp(2) = SL(2), pa specijalna Liejeva algebra s((2)
djeluje na SF derivacijama. Kao u sekciji 3.3, pisat ¢emo
X:Ol,T: 1 0 ,Y:OO
00 0 -1 10
za standardna baza za s[(2). Bududi da s[(2) djeluje na SF derivacijama, dosta je napisati
djelovanje na jake generatore e, f od SF":
Xe=0X.f=e
Te=eT.f=—f

Ye=f,Y.f=0.
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Bududi da to djelovanje sl(2) komutira s djelovanjem Virasorove algebre Vir, moZemo proma-
trati SF kao modul za Liejevu algebru s[(2) x Vir. Oznagit éemo sa V") ireducibilni sl(2)-
modul najvece tezine n i dimenzije n+ 1. Sa L(c,h) ¢emo oznaCavati ireducibilni Vir-modul
centralnog naboja ¢ i konformne teZine .

U teoremima 1.1. i 1.2. iz [7], D. Adamovi¢ i A. Milas su opisali strukturu triplet algebri
# (p), te modula za # (p), kao modula za Liejevu algebru s[(2) x Vir. Mi ¢emo iskoristiti
specijalni sluc¢aj p = 2 tih teorema da dobijemo strukturu SF' kao modula za Liejevu algebru

s[(2) x Vir.

Teorem 5.4.4 ([7], Theorem 1.1., Theorem 1.2). Vektori Qe ¥ € V. k € Z:>( su istovremeno

vektori najvece teZine k za djelovanje s[(2) i primarni vektori konformne teZine @ za djelo-

vanje Virasorove algebre. Tada vrijedi

[e5] [}

W (2) = PU(s1(2) x Vir).(0%*e ") =~ PV @ L(~2,k(2k + 1))

k=0 k=0
1= PU(sl(2) x Vir).(Q* e~ Py ~ VD @ L(—2, (k+1)(2k+ 1)).
k=0 k=0

U podsekciji 3.7.2 smo vidjeli da pri ulaganju ®; : SF — V7 imamo
O (SFH) =W (2), ®|(SF7) =W (2).e" =1L

Definirajmo:

o=1lg=ee_ii1...e_11,k€Z~y.

Vidimo da je p(&) = k € Z,. Lako se provjeri da su vektori & istovremeno vektori najvece

tezine k za djelovanje s[(2) i primarni vektori konformne teZine @ za djelovanje Vir.

Lema 5.4.5. Zak > 0 vrijedi ® (&) = 50" *".

Dokaz. Pokazimo indukcijom daje @1 (f_f_ks1...f-11) =e ¥ zak > 1. Sluéaj k = 1 se vidi

direktno iz definicije od ®. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za k i raCunamo:

D (for—tfok- - fo11) = P1(f) k=1 P1(fk--- f-11)
v —kv

— SO(_V)e—(k—H)v

_ ef(kJrl)v’

88



ViSe Zhuove algebre Prva Zhuova algebra za SF (1)

pri ¢emu smo iskoristili relaciju (2.7.11). U napomeni 3.7.5 smo vidjeli da vrijedi Q o P =

®; 0 (2X), a lako se vidi da vrijedi
X5(fpo o fol) =kle_g...e_ 11 =k!g.
[ |

U napomeni 3.7.5 smo vidjeli da je ®; komutira sa djelovanjima s[(2) na #'(2) i SF do na

mnozenje skalarom, pa tada vrijedi:

Korolar 5.4.6. Superalgebra verteks operatora SF se kao s[(2) x Vir-modul rastavlja kao:

@U (s1(2) x Vir).e ~ PVH @ (-2, k(k; Dy
k=0

Takoder, imamo:

@U (s1(2) x Vir).ee ~ PV @ L(—2,k(2k + 1))
k=0

[o)

:@U(s[( ) % Vir).ex1 = PVED @ L(-2, (k+1)(2k + 1)).
k=0

Oznacimo kanonsku projekciju sa e SF — SF /C4(SF). OCito za k > 4 vrijedi & € Cy,
pa je tada i U(sl(2) x Vir).g C C4 C Cy. Slijedi da je

3 3

SF [C4(SF) = P U (s1(2)). 7z (U(Vir).&)) = Pbvie 7z (U(Vir).&) (5.4.1)
i=0 i=0

Ratunamo dimenziju 7 (U(Vir).g) zai=0,1,2,3.

Lema 5.4.7. Vrijedi:

Dokaz. Kreéemo odozdo prema gore:

Vektor €3:  Jasno je daje L(—n)e3 = L(—n)e_ze_re € C4 zan=2,3,4.

&9



ViSe Zhuove algebre Prva Zhuova algebra za SF (1)

Vektor &: Za & = E imamo:

L(—2)E =2e_4e—e_e_3 € Cs

L(—3)E =2e¢_se—e_pe_4 €Cy
L(-2)E=L(—4)E=e_3e_r0 modC,
L(-2E=L(—6)e_2e_1 =0 modCy

L(—4)’E=0 modCy

iz Cega se pomocu relacije 5.2.3 vidi da je 7z, (U (Vir).&,) razapet slikama od E,e_3e_»®.

Vektor €;: Za & = e imamo:
L(—2)e=e_ 31€C4
L(—3)e
L(—4)

—e_>»® modCy

e ( )e 20 mod Cy

L(—2)%’¢=e_30 modCy
L(-3)?¢=0 modC;

L(-2)e=e_zef 3= —L(—6)e=0 modC,
iz Cega pomocu relacija 5.2.315.2.4 slijedi da je Tz, (U (Vir).g) ) razapet sa slikama od e,e_»®,e_3@.

Vektor &:  Pokazat ¢emo da je 7 (U(Vir).&) razapet sa slikama od 1, @, L(—2)®, L(—3)?1.

Taj prostor je slika homomorfizma
Vir =2 /C4(Vir %) — SF /C4(SF),
paiz leme 5.3.1 slijedi da je razapet sa slikama od
L(=2)"1,L(=3)’L(=2)",n € Z>o.
Imamo:

L(=2)1=e_3f —f_ze
L(-2)’1=2e_3f 31 =2L(—6)1=0 mod Cy.

Tada iz relacije 5.2.3 slijedi da je L(—2)"1 € C4 za n > 3. Koristimo formulu 5.3.1:
Cy > L(—4)L(—2)"1 = —%L(—3)2L(—2)"’11 mod C4,n > 3.
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Treba joS eliminirati sljedeci vektor:

L(—3)2L(—2)1 =—2e of e 3f—2e_2f2e_1f-3 modCy
=2L(—5)e_of —2L(—5)f-2¢ modCy

=0 mod(Cy,

¢ime je dokaz zavrSen. [
Teorem 5.4.8.

1. Vrijedi A|(SF) = <7, to jest, A|(SF) je kao asocijativna superalgebra generirana sa sli-
kama vektora e, f,w,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam
A1 (SF) ~imp; ~ A(h) @ (CaM,(CT)).

3. Vrijedi
dimA, (SF) = dim¢ SF /C4(SF) = 20.

Dokaz. Kada promatramo djelovanje s[(2) prema rastavu 5.4.1 i iskoristimo nejednakosti iz

leme 5.4.7
—_ 3 o
dim (SF /C4(SF)> = Y dime V- dime 75 (U(Vir).o)
i=0
<1-4+4+2-3+3-2+4-1=20.
Ova nejednakost, uz lemu 5.4.3, daje:

20 < dimp; (/) < dim.«7 < dimA;(SF) < dim (SF/@(SF)) < 20.

Jednakost dimenzija ovih algebri daje sve potrebne rezultate. [
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5.5. PRVA ZHUOVA ALGEBRA ZA SF(1)"

Glavni cilj ove sekcije je izraCunati prvu Zhuovu algebru za algebru verteks operatora SF(1)™.
Postupak Ce biti sli¢an postupku u prethodnom poglavlju, pa éemo uz izratun A; (SF(1)™) nadi
i generatore te algebre, te pokazati da su dimenzije te algebre i a—algebre jednake. Kaoiu
prethodnom poglavlju, pisat éemo SF = SF(1).

Oznacimo sa & podalgebru od A1 (SF™) generiranu slikama vektora @, E, H,F. Promotrit
¢emo kako ta podalgebra djeluje na reprezentacije od A1 (SF ™). Zapo&et éemo s reprezentaci-

jama koje dolaze od zakrenutog modula SFy.
11

9 .

[ore][O8)
e/

b 9

oo|—

Prema propoziciji 2.4.5 imamo reprezentacije p(sg,), 1 A1(SF*) — (SFg)x zak = —

Napisimo baze od (SFg);:

J’_ —
SF, SF,

tezina —1/8: 1g -

tezina 3/8: - 6,%167]2%19

tezina 7/8: e_1f_%19 -

teZina 11/8: - e_3lp,f 31p

Lema 5.5.1. Imamo izomorfizam asocijativnih algebri

Mz((C) zak:%,%.

Dokaz. Operator o(®) djeluje na (SFy); kao skalar k. Da bi vidjeli kako operatori o(E),o(H)

o(F) djeluju na (SFy )y, koristimo komutacijske formule iz leme 5.4.2. U sluc¢ajevima k = —%, %
se vidi da ti operatori na (SFy); za djeluju trivijalno. U sluCajevima k = %, % se vidi da matrice
tih operatora (u bazama navedenim u prethodnoj tablici) generiraju matri¢nu algebru M,(C)

(sli¢no kao u dokazu leme 5.4.3). |

Prijedimo sada na reprezentacije koje dolaze od SF. ZapiSimo baze prvih nekoliko nivoa:
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SF' SF~
nivo 0: i, €0 foi eoi, foi
nivo 1: | epe_1L,eof_11, foe_11, fof-11 | e_11, f-i1,eqfoe—11,e0fof-11
nivo 2: W, eqfow eow, fow
eoe_21,e0f 21, foe_o1, fof-o1 | e_o1, f-o1,eq foe—21,e0fof-21

C e —==* —=+ , . .
Po propoziciji 2.4.5 znamo da su SF ;) C Q(SF ), no pokazat éemo da jednakost ne vri-

jedi.
Lema 5.5.2. Vektori eqfoe_n1,eqfof-21 leze u Qi (SF ). Stovise, vrijedi
.Ql (§F7) ﬂﬁ‘(}) = span{eofoe_gi, e()f()f_zi}.

Dokaz. 1z definicije (2.4.10) vidimo da je x € (51?7 ) ako i samo ako vrijedi gx = 0 za sve
v € SF* isve k € Z takve da je deg &, < —1. U slucaju kada je deg &y < —2 se odmah vidi da je
gx=0zasvexé€ 515(_2)

Izaberimo sad proizvoljne v € SF T,k € Z takve da je degg, = —2. Primijetimo da vrijedi
eofoe—21,e0fof 21 € SF[2]NSF ), te da je SF[2] NSF ) = 0. Budugi da je SF[2] podmodul
od SF, slijedi da je

& (eofoe—zi) = & (eofof—zi> =0.

Ovime smo pokazali da je eofoe_zi, eofof_zi e Q (5/’1?“7) Za jednakost
Q4 (Eﬁ‘i) ﬂﬁ‘(}) = Span{eofoe,zi, €Qf()f,2i},

dovoljno je pogledati kako operatori L(2), E4, Hs, Fy djeluju na ostale elemente baze od SF (2).
|

Oznacimo sada

p=. :Ai(SFT) — End(SF y)

Psr, : A1 (SF') — End(SF ;)

P, +A1(SFT) = End <SF(2) nQ,(SF )) .
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Lema 5.5.3. Vrijedi:

P§F(+0) (%) = A(h) "
P (%)= Alh2)* 2 M(C)

P, () = M:(C).

Dokaz. Dokazat ¢emo sad redom ove tvrdnje.
Nivo 0: Operatori o(E),o(H),o(F) djeluju trivijalno na §I\7(+0), dok o(®) |§F+ = e fo.
(0)

Nivo 1: Vrijedi o(®) |§F+ = I+ e fo. Operatori o(E),o(H),o(F) komutiraju s e fo, pa slijedi
(0)

da Cuvaju potprostore

span{e_;1, f_11}, span{egfoe_11,eofof_11}.

Iz komutacijskih formula iz leme 5.4.2 se vidi da matrice operatora o(E),o(H),o(F) u bazi

e_li, f_1i generiraju cijeli M, (C). Zakljucak proizlazi sli¢no kao u dokazu leme 5.4.3.

Nivo 2: Vidimo da o(®) na SF (_2) NQ(SF ) djeluje kao mnoZenje skalarom 2. Iz komuta-
cijskih formula iz leme 5.4.2 se vidi da matrice od operatora o(E),o(H),o(F) generiraju cijeli

M,(C). |
Lema 5.5.4. Postoji epimorfizam asocijativnih algebri
p:B—CPoM(C)P @A) @ (Alh)T @M (C)).

Posebno,

dimA;(SF') > dim % > 24.

Dokaz. Dokaz je sliCan dokazu propozicije 4.2.3. Epimorfizam p ¢emu konstruirati pomocu
homomorfizama iz lema 5.5.1 i 5.5.4, koriStenjem Kineskog teorema o ostacima 4.2.2. Da bi
mogli iskoristiti Kineski teorem o ostacima, moramo pokazati da su dvostrani ideali ker(py) od
2% medusobno relativno prosti, za M = ﬁ&,ﬁh,ﬁ@, (SFy )i, zak = —%, %, %, %. To sli-
jedi iz Cinjenice da operatori py([®]) € End(M) imaju medusobno relativno proste minimalne

polinome, §to smo vidjeli na prethodnim stranicama. [ |

94



ViSe Zhuove algebre Prva Zhuova algebra za SF(1)*

Sada moZemo prijeci na promatranje a-algebre od SF™. Pisat ¢emo

7, SFY — SF JCy(SFT)

n’ i SF — SF* JC4(SF™)
4
za kanonske epimorfizme. Radi jednostavnosti, odsad stavljamo Cy = C4(SF*),Cs = C4(SF ).

U prosloj cjelini smo vidjeli da imamo rastav:

SF* = P U(sh) @ U (Vir).&2, =~ @V @ L(~2,20% +1n),

n>0 n>0

Lema 5.5.5. Zan > 2 vrijedi &, € Cy.

Dokaz. Vrijedi:

1
& =e_ge_ze_re_11= _EE_46_36_] 1€Cy.

Sliéno moZemo napraviti i za ostale n > 2:

&n=e 248 2p11...¢_4e 3¢ 2e 11

= —%E—4(e—2n€—2n+1 ...e_se_ze_11)
|
Tada imamo sljedeci rastav:
SFT /C4(SFT) = U(s[z).ité(U(Vir).l) @U(s[z).né(U(Vir).E) (5.5.1)
~vOg 7 (U(Vin).1) @ v@e 7% (U(Vir).E) (5.5.2)

Sada, sli¢no kao i u prosloj cjelini ostaje vidjeti koje su dimenzije od ﬂéi(U (Vir).1) i

4
nt(U(Vir).E).
Cy
Propozicija 5.5.6. Vrijedi:

dimnCi(U(Vir).E) <5,

4

dimng(U(Vir).l) <9.

4

Dokaz. U dodacima 5.6 1 5.7 su opisani sustavi izvodnica za vektorske prostore nci (U(Vir).E),
4

odnosno nci (U(Vir).1), iz Cega proizlaze ocjene na dimenzije. |
4
Sada smo spremni za dokaz teorema.
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Teorem 5.5.7.

1. Vrijedi A (SFT) = 4, to jest, A1 (SF ) je kao asocijativna algebra generirana sa slikama
vektora w,E,F,H.

2. Imamo izomorfizam
AVSFY) = @D im(pu),
M
. =t om— o
gdje je M = SF ), SF (1),SF (5, (SFp)i, zak = —5,3,%
3. Imamo izomorfizam
A1(SFH) = C oMy (C)* @ A(h) T @ (Alh2) T @c Ma(C))
4. Vrijedi
dimA| (SF1) = dimSF /C4(SF 1) = 24.
Dokaz. Kada promatramo rastav (5.5.2) i iskoristimo nejednakosti iz propozicije 5.5.6
dim (SF+ /(Z(SF+)> = dimg V(). dimg 7z, (U (Vir).1) +dime V@ - dime 7 (U (Vir) E)
<943.5=24.
Ova nejednakost, uz lemu 5.5.4, daje:
24 < dimp(B) < dim%B < dimA; (SF*) < dim (SF+ /@(SF*)) <24,

Jednakost dimenzija ovih algebri daje sve potrebne rezultate.

Zanimljivo je primijetiti da prema prvoj tocki prethodnog teorema, algebra A;(SF™) ima
4 generatora, isto kao i restringirana kvantna grupa U;s[(2) promatrana u ¢lanku [43] A.M.
Gainutdinova i I. Runkela, gdje su autori promatrali vezu kategorije modula od SF* i kategorije
reprezentacija od U;sl(2).

MoZemo saznati jo§ neke informacije o A(SF™) ako promotrimo njene reprezentacije iz

druge tocke prethodnog teorema.

Korolar 5.5.8. Definirajmo polinome
1 3 7 11
plx) =x*(x— 1)} (x = 2)(x+ g U —gl—g)lr——2),
Tada vrijedi:

96



ViSe Zhuove algebre Prva Zhuova algebra za SF(1)*

1. Polinom p je minimalni polinom od [@] € A{(SF™T).

2. ZaX =E H, F vrijedi
q([0]) % [X]=0
uA1(SF+).
3. Elementi
[1]7[a)],...,[a)]8,[X],[a)]*1 [X],...,[a)]4*1X

zaX = E,H F Cine bazu od A (SF ™).
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4

5.6. DODATAK: SUSTAV IZVODNICA ZA 71 (Vir .E)
4

Cilj ove podsekcije je raCunom pokazati da je nci (Vir.E) razapet sa slikama od
4
E,L(—2)E,L(—2)*E,L(—4)E,L(-2)’E. (5.6.1)

Prvo ¢emo u podsekciji Relacije dobiti niz relacija koje vrijede modulo C4, odnosno modulo Cs
(dijelimo po nivoima).

U podsekciji Sustav izvodnica koristimo te relacije da pokaZzemo da se svi izrazi oblika
L(—4)“L(—3)?L(—2)°E mogu modulo Cy prikazati preko elemenata iz 5.6.1.

U racunu ¢emo koristiti propoziciju 5.2.2, te sljedece relacije, koje lako slijede iz asocija-

tivne formule:

E_gn=Y (242k)e s n_ke_nik (5.6.2)
k>0

E 2 1= Z (2k+1)e_r_p_re—_p—1+k- (5.6.3)
k>0

Koristit ¢emo 1 operator Hy koji po propoziciji 5.2.2 ¢uva Cy i Cs. Iz leme 5.4.2 znamo da

vrijedi:

[Ho,e—p] =n(n+1)e_,_2,[Ho, f-u] = —n(n+1)f_, 2. (5.6.4)
5.6.1. Relacije

Nivo 6
E_41=4e_se+2¢_4e_» (5.6.5)

Nivo 7
E_s51=5e_ge+3e_se_r+e_4e_3 (5.6.6)

Nivo 8

E ¢1=2e _se_3+4e_ge_r+6e_7e
HyE_41 =8e_s5e_3+40e_ge_r+ 120e_7e
L(—2)E_41 =4e_se_3+8e_ge_r+20e_7e+2e_4ge_se_1f

L(—5)E =2e_7e—e_ge_r+e ne_1e_4f +e re_je_3f 2
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Iz ovih relacija slijedi

e_se_3=5¢_7¢ modCy (5.6.7)
e_ge_r=—4e_7¢e mod(Cy (5.6.8)
e_qe_ne_1f =—4e_7¢ modC(Cy (5.6.9)
e_3e_ge_1fo=—-2e_7¢ modC(Cy (5.6.10)

Primijetimo da imamo:
L(—1)e_ge =6e_7e+e_ge_y —> e_ge_» = —6e_7e mod Cs.

Kombiniraju¢i to s prethodnim relacijama, odmah se vidi da su svi elementi iz 5.6.7-5.6.10 u

o~

Cy.

Nivo 9

Promatramo elemente:

E 71="Te_ge+5¢ _7e_r+3e_ge_3+e_se_q4

1
EHO (E_s1) = 105¢_ge+45¢_7¢_r+ 15¢_ge_3+3e_se_4

E_qe rf =4e se_1e rf +8e 7e >

E_4f re=2e_4e_»f re—20e_ge.

Slijede relacije:

e_ge_3=—14de_ge—5e_7¢_» mod(Cy (5.6.11)
e_se_4=35_ge+10e_7¢e_» modCy (5.6.12)
e _se_re_1f=2e_7¢e_p modC(Cy (5.6.13)
e_4e_orf re=10e_ge modCy. (5.6.14)

MozZemo i dalje racunati:

L(—6)E =2e_ge—e_7e_r+e _sere_1f—e_ge_rf rete_ze_se_1f 3
5.6.13,5.6.14
= —8e_ge+e_7e_r+e_ze se_1f-3 modC(Cy

E s =09e_ge+3e_se_se_1f+e_ge_ze_1f

5.6.13
= Oe_ge+6e_7e_r+e_ge_ze_1f modC(Cy.
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To nam daje sljedece dvije relacije:

6_36_26_1f_3 = 8e_ge —e_7€e_» mod C4 (5.6.15)

e_qe_3e_1f=—9e_ge—6e_7e_p modC(Cy. (5.6.16)
Nivo 10
Promatramo elemente:

E_ g1 =2e_¢ge_4+4e_7e_3+ 6e_ge_r+8e_ge
1
EHO (E_¢1) = 12e_ge_4+36e_7e_3+ 84e_ge_n + 168e_ge

1
ZH(%(E,41) = 60e_ge_4+ 120e_7e_3+420e_ge o+ 1680e_ge.

Iz ovoga dobivamo relacije za elemente duljine 2:

e_ge_4=—14e_ge modCy (5.6.17)
e_7e_3=14e_ge mod(Cy (5.6.18)
€_ge_n = —66_96 mod C4 (5.6.19)

Sada djelujemo sa L(—2) na relacije 5.6.7-5.6.9:

Se_q7e_3+e_se_30=105¢_9e¢ modCy
= e_se_30 =35¢_9, modCy (5.6.20)
b6e_ge_r+2e_ge_4te_ge_r0=—84e_ge modCy
= e_ge_r0=—20e_9, modCy (5.6.21)
de_ge_r0+e_ge_r(e_sf+e_1f3)=—84e_ge modCy

— 6_46_2(6_3f—|—€_1f_3) = —4e_ge mod Cy. (5.6.22)
Ako djelujemo sa L(—1) na 5.6.13 dobijemo:

Se_ge_r0+2e_se_3w+e_se_ref o =14e_ge_»+4e_7e_3 modCy

— e_se_jsef 2 =2e_9e modC(Cy.
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MoZemo racunati i na drugi nacin:

E_4e of o= (4e_se_1 +10e_ger)e_of >
= —4e_se_ref r+20e_ge_»

= —4e_se_ref_o—120e_ge mod Cy

—> e_se_gef_p=—30e_ge mod Cy.

Zakljucujemo da je e_ge € C4, a onda s njim i svi ostali elementi koje smo sveli na e_ge modulo

Cy.

Nivo 11

Djelujemo s L(—1) na elemente duljine 2 sa nivoa 10 (za koje smo pokazali da su u Cy:

e_ge_5=126e_1pe mod Cy
e_7€6_4 = —8467106 mod C4
e_ge_3=36e_jpe mod(Cy

e_g_o = —96_1()6 mod C4
Ako na relacije 5.6.13 1 5.6.14 djelujemo s L(—2) dobivamo:

e_ge_30 = —55¢_1pe—S5¢_7¢_r® modC(Cy

e_se_40 = 154e_jpe +10e_7e_r® mod Cy.
Rac¢unamo:

E_4(e_4f) =4e_se_1e_4f +8e_7e_4

=—4de_se_40—8-84e_1pe mod Cy

= e_se_40 = —168¢_19e mod Cy.

UvrStavanjem u prethodne relacije imamo:

161
e_7e_r0 = —?6_1()6 mod C4

e_ge_30 = 106e_1pe mod Cy

e_se_40=—168¢_1pe mod Cy

(5.6.23)
(5.6.24)
(5.6.25)
(5.6.26)

(5.6.27)

(5.6.28)
(5.6.29)
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4

Na relaciju 5.6.13 djelujemo redom s L(—2) i %HO:

3e_7e_r0+2e_se_s0+e_se_r(e_3f+ef-3)=—462e_jp¢e modCy

15¢_7¢_r+3e_se_40+ e_5e,2(e,3f — ef,3) = —1008¢_1p¢ mod Cy4

iz Cega slijedi

126
€_5€,Qe,3f = —?67106 mod C4 (5.6.30)
21
e_se_orf 3e=—e_jpe modC(Cy. (5.6.31)

5

Sada mozemo gledati

E _¢(e_2f) =2e_se_3e_of —6e_7e_r0+ 10e_ge_»

126 161
= (2~ ? +6- ? —90)6_1()6 mod Cy
768
= —€_10¢€ mod C4

5
— e_j0e € Cy.

Slijedi da su elementi iz relacija 5.6.23-5.6.31 takoder u Cjy.

Nivo 12

Djelovanjem L(—1) na elemente duljine 2 sa nivoa 11 dobivamo
e_11e,e_10e_2,€6_9e_3,e_ge_4,e_7e_s5 € Cy. (5.6.32)

Djelujemo s L(—2) na e_ge_p,e_7e_3 € Cy, eliminiramo elemente duljine 2 i dobivamo

e_ge_rm,e_7e_30 € Cy. (5.6.33)
S prethodnog nivoa znamo da je e_7e_,® € Cy, pa iz relacije
L(—1)e_7e_rd=Te_ge_r0+2e_7e_,0+e_7e_re_1f 2

slijedi da je
e_7e_sre_1f_o€Cy. (5.6.34)
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4

5.6.2. Sustav izvodnica
Cilj ove podsekcije je pokazati da se
L4h¢ = [(—4)*L(=3)’L(=2)°E, zaa,b,c > 0
mogu modulo Cs napisati kao linearna kombinacija
E,L(—4)E,L(-2)E,L(—2)’E,L(-2)°E.

Prvo ¢emo gledati slucajeve gdje je samo jedan od a, b, c nenul. Tako ¢emo pokazati da su svi

osim konaéno mnogo L% unutar Cy4, a onda éemo preostale slucajeve rijesiti pojedinaéno.

Lema 5.6.1. Neka vrijedi barem jedno od sljedeéeg: a > 2, b > 3, ¢ > 4. Tada imamo:
L(—4)L(=3)PL(—2)°E € ¢4

Dokaz. Promatramo elemente oblika L(—2)°E, ¢ > 0.

E=e¢_se
L(—2)E =2e_4e—e_3e_»
L(—2)2E =8e_ge—3e_se_r+4de 4 3—e 3e se | f

5.6.6
= 126_66 — 156_5672 —e_3¢e_2® modC(Cy

L(—2)3E =—T2e_ge—T75¢_7¢_»—12¢_ge_3—30e_se_4—18e_se_r0+2e¢_4e 30 —e_3e_ref 3 modC

= —980e_ge —362¢_7e_» mod Cy,

gdje smo u zadnjem koraku koristili ranije pokazane relacije s nivoa 9. Buduéidaje L(—1)e_7e =

Te_ge —e_7e_p slijedi da je
L(—2)*E = 1554¢_ge  mod C;. (5.6.35)
Sada moZemo iz:

L(—2)e_ge =8e_jpe+e_ge_3€Cy

L(—2)e_7e_r=Te_ge_p+2e_7e_4+e_7e_r0 € Cy
zakljuciti da je L(—2)* € Cy. Slijedi da je
LYY€ e Cy, zaa,b>0ic> 4.
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4

Promatramo elemente oblika L(—3)bE ,b>0.1z

5.6.

11

5
L(—3)E =2e_se—e_qe_» 4e_se mod Cy

slijedi da je L(—3)E € Cy. Nastavljamo dalje:

L(—3)2E =20e_ge+4de_se_4+4de_se_je_r@
= 160e_ge+32e_7e_, mod Cy
= —64e_ge mod Cy

gdje zadnji korak slijedi iz relacije (5.6.35). Racunamo dalje:

L(—3)e_gse =8e_j1e+e_ge_4—e_ge_r®

L(—3)e_7e_p =Te_jpe_2+2e_7e_5+e_7e_se_1f 7.

Sada iz relacija 5.6.32 1 5.6.33 vidimo da su svi elementi s desne strane u C4, pa je onda i
L(-3)°E € Cy. Slijedi

Lebe €Cy,zaa,c>0ib>3.

Promatramo elemente oblika L(—4)“E,a > 0. Prvo ra¢unamo:
L(—4)E =2e_¢e—e_se_r+e_3e_se_1f
Gledamo djelovanje L(—4) na svaki od elemenata u sumi:

L(—4)e_ge=—e_ge_30—e_ge_se_1f—» modCy
L(—4)e_se_r =e_se_re_3f+e_se_se_1f-3 modCy

L(—4)e_3e_pe_1f =3e_7e_r0—2e_ge_30+e_se_ze_rf +e_3e_ne_1f 5 modCy.

U gornjem racunu ignoriramo elemente duljine dva jer smo pokazali da se oni nalaze u C4. To
smo pokazali i1 za sve elemente duljine 4 koji se pojavljuju, osim e_ge_sef > 1e_3ze_sre_1f_5.

Za prvi gledamo:
(= L(—1)€_6€,20) =6e_7e_rW+2e_ge_30+e_ge_re_1f .

Prva dva sumanda su u Cy4 po relacijama 5.6.27 1 5.6.28, pa slijedi da je i e_ge_ref_» € Cy.
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Zae_ze_je_1f_sCenam trebati neSto viSe koraka: pokazimo prvodajee_ze_je_1f-4€Cy

(opet ignoriramo elemente duljine dva):

L(—5)e_3e_r =e_3e_se_4f+e_3e_se_1f-4 modCy

E_4qe 3f=4e_se_30+2e_ge_se_3f

1z relacije 5.6.20 znamo da je 4e_se_3@ € Cy4, pa slijedi da je i e_3e_se_1f_4 € C4. Sada
promatramo:

L(—1)e_3e_se_1f 4=3e_4e 2e_1f 4+4e 3e 2e_1f_s,

pa je dosta pokazati da je e_ge_re_1 f_4 € Cy4. To slijedi iz
E qe 1f4=2e_4e_2e_1f-4 modCy
Dakle, imamo L(—4)?E € Cy, pa tada i

L€ eCy, zaa>2ib,c>0.

Preostale slucajeve dijelimo ovisno o tome jelia=0ilia = 1.

Slucaj a = 0: Vidjeli smo da je

Lako se vidi da je L(—3)L(—2)E = c-e_7e mod Cy za neki ¢ € Q a vrijedi e_7e € Gy Iz

relacija s nivoa 10 se vidi:

L(—2)e_7e =Te_ge+e_7e_3€Cy

L(—3)e_7e =Te_jpe+e_q7e_4—e_q7e_r0 € Cy.

pa slijedi da je
L(=3)’L(—2)°E € ¢4

u slucajevima b > 1,¢ > 21b > 2,c¢ > 1. Tako smo pokrili sve slucajeve s a = 0.
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Slucaja=1: Skoro sve slu¢ajeve mozemo dobiti djelujuéi sa L(—4) na prethodni slu¢aj. Ono

§to ne mozemo dobiti su elementi L(—4)L(—2)"E, zan = 1,2,3. Ratunamo:

L(—4)L(—2)E = 12e_ge+2e_ge_3—S5e_7e_p —2e_se_4+2e¢_se_r0—e_ge_30+e_3e_se_1f 3
= —696_86 — 266_76_2 mod C4

=113¢_ge mod Cy

113 ; _

Sada moZemo nastaviti s istim argumentima koje smo koristili u dokazu prethodne leme za

sludaj L(—2)°E, ¢ > 0.
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5.7. DODATAK: SUSTAV IZVODNICA ZA 71 (Vir.1)
4

Cilj ovog dodatka je pokazati da je ng (Vir.1) razapet sa slikama od
4
1,L(-2)1,...,L(—2)%1,L(—3)%1,L(—3)?L(-2)1.

U podsekciji Priprema ¢emo vidjeti neke nacine dobivanja relacija modulo Cy, te ih pri-
mijeniti u sekciji Relacije (do nivoa 14). U podsekciji Sustav izvodnica ¢emo pokazati da

gorenavedeni vektori razapinju ﬁg\ (Vir.1).
4

5.7.1. Priprema

Oznake

Oznacit ¢emo operatore:

Primijetimo da vrijedi

xl] = xj7i’ xla] = _xjai'

Takoder, za n > 0 imamo:
n—1
L(—2n)1 = €7nf7n1 + Z x2n—i,i1
i=1

n
L(—2n — 1)1 = Zx2n+1—i,i1-
i=1

i=
Napomena: po gornjoj definiciji, imamo x;; = 2e_;f_;. Svejedno, preferirat ¢emo koristiti
e_;f—; umjesto %x,-J-, kad mozZemo.

Vidimo da na nivoima 2n i 2n+ 1 imamo 7 razliCitih vektora oblika x; ;1. Takoder, lako se
vidi da na neparnim nivoima imamo x; ;1 € L(—1)V C Cy. Sli¢no, na parnom nivou 21 moZemo
sve x; ;1 napisati preko x2,1,11 modulo a.

Takoder, bit ¢e nam korisno primijetiti:

Xi jXjk = Xi jXjk = —Xjje—jf—j. (5.7.1)
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Prenosenje s Vir.E

Moci ¢emo iskoristiti i neke relacije iz raCuna za Vir .E. Koristimo (5.6.4) i dobivamo:

1 i+1). +1\
E[Ho,xu]:( 5 )xi+2,j_(12 )Xi,j+2

1 . i+1 j+1
5[ 07xi,j]: ) Xit2,j — ) Xi j4+2-

Ako uzmemo derivaciju Y € sl;, tada vrijedi

Y(efie,jl) = 56271
Ovo nam daje moguénost da relacije prenosimo sa Vir.E u Vir.1 pomocu HpoY.

Operator A

Stavit Cemo 1A := %L(—Z)a). Upotrebom komutacijske formule za VOA:

[A07e—n] = <n_§2) €_p-3, [A07f—n] = (n_;z)fn3

i+2 4+ 2
[Ag,xi j] = ( 3 >Xi+3,j+ (J 3 )xi,j+3-

Zbog toga imamo:

5.7.2. Relacije

Nivo 5
L(—=5)1 = (x41 +x32)1
Nivo 6
L(—6)1 = (x5 +x42+e_3f3)1
Nivo 7

L(—=7)1 = (x6, + X572 +x43)1

L(—S)(D = X6,1 1 +x320

(5.7.2)

(5.7.3)

(5.7.4)
(5.7.5)
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Nivo 8

L(—8)1 = (x7,1 +Xe2 +xs53+e_4f4)1
A()L(—S)l = (20)67’1 + 10x672 —|—4X573 + 26_4f_4)1
L(—6)w = X71+e3f30+x3,0

L(— I)L(—S)a) = 6)(771 +Xx6,2 + de 3f 300+ 3)64’2(0 - X3,1€,2f,2
Iz ovoga slijedi:

e_4f 4l1= (8)6771 + 3x672)1 mod Cy
)C5’31 = (—9)67’1 - 4x672)1 mod C4
X420 = —X7 1 1- €_3f_3(1) mod Cy

X3716_2f_2 = (3)6771 —i—x6,2)1 +e_3f 30 modCy

Nivo 9

Djelovanjem L(—1) na relacije duljine 2 s nivoa 8:

)C5741 = (5)6871 +2)C7’2>1 mod Cy

x6731 = (—6x811 — 3X772)1 mod C4.
IzraCunajmo H_4H € C4 (iz [Ad] znamo da H_4H lezi u Vir). 1z (5.6.2) imamo:

E 4=Y (2+2k)e_4 re 241,
k>0

pa ako iskomutiramo sa ¥ dobivamo

H 4= (k+1)(e_s—pf2sk+ f-a—re—2—¢)-
>0

Sada raCunamo:

1

H 4H=H 4 (?@T)

| o 5 o
= 5 %20, 1 1+ x5 1 11+ 2(e_7f1+ fo7e1)x21 + E(efsfz + f_ge2)x21
1
= —§x4,1€—2f—21 + x50+ (—2x7 2+ Sxg1)1,

(5.7.6)
(5.7.7)
(5.7.8)
(5.7.9)

(5.7.10)
(5.7.11)
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gdje smo u zadnjem koraku iskoristili formulu (5.7.1). Primijetimo da vrijedi L(—5)e_»f_ 21 =

X4,1 e_rf 21+ 2X7721 pa imamo:

x471e_2f_21 = —ZX7’21 mod C4

X520 = (—5)68,1 —I—X772)1. mod Cy
Djelovanjem L(—2) na (5.7.4) i (5.7.5) dobivamo:

X430 = (4)6871 —X772)1 mod Cy

)C271€_3f_31 = (—7)6871 — 2)67’2)1 mod C4.

Nivo 10

Promotrimo vektore:

L(—10)1 = (x9,1 +x82+x73 + X4 +e_sf_5)1

A()L(—7)1 = (56)69_/1 + 35)6872 + 20)6773 +1 1x674 + 8675]“,5)1.

.....

imamo:

Xe2l=—4x7;1 mod Cy

Djelovanje sa %H() na tu relaciju daje:

(112)6971 +21x8’2 — 4X773 - 3x674)1 =0 mod(Cy.

Sve skupa, imamo:

e_5f_51 = (—4SX9’1 — 10x872)1 mod C4
X6,41 = (64)6971 + 15X872)1 mod Cy

X7,31 = (—20)6971 — 6)6372)1 mod C4.
Djelujemo s L(—2) na (5.7.6) i (5.7.7) dobivamo:

e_4f-40= 24)6971 1+ 3X6’260 mod Cy

X530 = —25)69’11 — 4x672(1). mod Cy

(5.7.12)
(5.7.13)

(5.7.14)
(5.7.15)

(5.7.16)
(5.7.17)
(5.7.18)

(5.7.19)
(5.7.20)
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Djelujemo s L(—1) na relacije (5.7.12)-(5.7.15) s nivoa 9, $to daje:

xs1e—2f—2 = (30x91 + 10x532)1 —3x6 20 mod C4 (5.7.21)
x4,1X%32 = (—20x9 1 — 15x8 2)1 4+ 6x620 mod Cy (5.7.22)

x43%2,1 = (28x9,1 +9x32)1 —2x6 20 mod Cy4 (5.7.23)
e_3f_ze_ofo=(—30x91 —12x37)143x620 mod Cy. (5.7.24)

Djelovanjem na relaciju (5.7.8) sa L(—2) dobivamo
X42X31 = (—8)@71 + 6x8’2)1 — 4x6,20) mod Cy. (5.7.25)

Da bi izrazili x¢ @ preko elemenata duljine 2, napisat ¢emo x45x3 11 na dva nacina. Prvo, iz

H_4x311 dobivamo
mﬁl = (—48X971 — 24)6872)1 + 8)66720) mod Cy. (5.7.26)
S druge strane, direktnim ratunom se vidi da moZemo napisati:

P 2 1 1
X472.X3’11 = §X473X271 1 -+ §X472X3711 — g(Yz.e_4e_3e_2e_11).

Zbog E_sE =e_4e_3e_je_1 € C4 imamo:

. 2 1
X40x311 = 3143521 1+ 354213,1 1 modCy
8
= (16x9,1 + 8xg2)1 — §x6,20) mod Cy
Usporedivanjem te dvije relacije dobivamo:

X620 = 6X9711 + 3x8,21 mod Cy. (5.7.27)

Sad mozemo uvrstiti ovaj izraz za x> @ u prethodne relacije. No radi jednostavnosti, neCemo

napisati sve relacije, ve¢ samo one koje ¢emo Kkoristiti na vi§Sim nivoima:

e 4f 40 = (42)(971 + 9x872)1 mod Cy (5.7.28)

X530 = (—49)6971 — 12xg72)1 (5.7.29)
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Nivo 12

Na nivou 10 u Vir.E imamo e_g e_j_;1 € C4,i = 0,1,2,3, §to povlaCi x9_;11; € C4,i =

0,1,2,3. Kad djelujemo s %Ho na te vektore dobivamo relacije

10 2
((2))61171 — (2))6973) 1=0 modC4

( ) ) 1=0 modCy
8 4
(<2>XQ73 — (2))@,5) 1=0 mod C4
( ) ) 1=0 modC(Cs.
Kad tim relacijama dodamo
L(—12)1 = (x11,1 + X102 +X93 + x84 +X75+e_cf-6)1 € Cy,

dobivamo

e_¢f-61=—126x1111 modCy (5.7.30)
x751=210x11,11 mod C4 (5.7.31)
xg41=—120x1;11 mod Cy4 (5.7.32)
X931 =45x1111 mod Cy (5.7.33)

x1021 = —10x1;11 mod Cy. (5.7.34)

Djelujemo s L(—2) na (5.7.16)-(5.7.18) dobivamo:

€_5f_5(0 = —280)611711 — 10X8,2(0 mod Cy (5.7.35)
X6,400 = 384)(11’11 + 15)687260 mod Cy (5.7.36)
X730 = —105)611711 — 6x872(l) mod Cy (5.7.37)

Sljedeci cilj nam je prikazati xg @ pomocu x11,11. Ako djelujemo s Ag na (5.7.14) dobivamo

6 5
(3))6773(0 + (3))66740) -I-)C4,3)C4’11 =0 modCy.
Kad iskoristimo relacije (5.7.36) i (5.7.38) dobivamo:

x3,1e,4f,41 = 174OX11711—|—30)68720) mod Cy. (5.7.38)
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S druge strane, ako iskoristimo L(—2) na relaciju (5.7.28), dobit ¢emo
x31€6_4f-41 = —2148x11 11 —51xg 0 mod C;. (5.7.39)
Ako usporedimo ovo s prethodnim izrazom za x3 je_4f—41 dobivamo
xg20 = —48x11,1 mod Cy. (5.7.40)
Kad to uvrstimo u (5.7.38) dobivamo:
x730 = 183x11; mod Cy. (5.7.41)

Jasno, to bi mogli napraviti i za ostale relacije u kojima se pojavljuje xg>®, ali samo ova Ce

nam trebati na viSim nivoima.

Nivo 14

Prenosenjem iz Vir.E zaklju¢imo da je

X122 = —12x131 mod Cy (5.7.42)
X113 = 66x13,1 mod Cy (5.7.43)
X104 = —220x13,1 mod Cy (5.7.44)
X9 5 =495x13,1 mod Cy (5.7.45)
xg6 = —792x13,1 mod C4 (5.7.46)
e_7f—7 =462x131 mod C;. (5.7.47)

Napadanjem s L(—2) na (5.7.30)-(5.7.34) dobivamo:

x1020 = —210x13,1 mod Cy (5.7.48)
X930 = 1386x131 mod Cy (5.7.49)
xg40 = —4312x131 mod Cy (5.7.50)
x750 = 8085x13,1 mod C4 (5.7.51)

e_gf-6® = —4950x131 mod C;. (5.7.52)

Sa nivoa 12 u Vir.E znamo da je e_7e_3® € Cy4. Djelovanjem sa %HO oY dobivamo:

8 4
(2> X930 — (2) X750 —X7716_3f_31 =0 modCy.
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Koristenjem relacija (5.7.49) 1 (5.7.51) dobit ¢emo
x716_3f-31=—-9702x13 11 mod C;. (5.7.53)
Kada djelujemo s L(—2) na (5.7.41) dobit ¢emo:
Tx9 30 +3x750 —x7 16_3f_31 = 183(11x131 +x113)1 mod Cy.
Kad pojednostavimo ovu relaciju, dobivamo
x71€_3f-31=19866x1311 mod C, (5.7.54)

Ako usporedimo s relacijom (5.7.53), zakljuCujemo da vrijedi x13,11 € Cy4, pa onda i svi vektori

koje smo prikazali preko tog vektora.
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5.7.3. Sustav izvodnica
Prema lemi 5.3.1, 7rCi4 (U (Vir).1) je razapet sa slikama vektora
L(=2)"1, L(—3)>L(=2)", n > 0.
Eliminirat ¢emo sve osim kona¢no mnogo vektora. Racunajmo:
L(-2)1=e_\f
L(—2)*1=1x3,1
L(—2)*1 = (3x51 +2e_3f3)1
L(-2)"1

15x7,1 + 9xs 3)1+2€ 3f 30

/\
\/

(

(

(—66x71 —36x62)1+2¢_3f 30 modCy

(—462x9 1 —216x8 2 — 66x73 — 72x6 4)1 — 36x6 20 + 6x5 300 mod C4
(—

4260x9 1 —1080x532)1 mod C;4
Zbog L(—1)xg 11 = 8x9 11+ x3 71 slijedi da je
L(—2)°1=4380x9; mod Cy.
1z relacija na nivou 12 se vidi da je
L(—2)%1 = 167400x;; 11 mod Cy,
pa je zbog toga:
L(—2)"1=167400(11x13 1 +x113) = 167400-77x13; =0 mod Cy.

Tada je:
L(=2)""1 € C4,n > 0.

Racunamo dalje:

L(—3)*1= (2x51 +x42)1 —2e_2f 20
L(—2)L(—3)*1 = (10x71 +4x62 +2x53 +de_4f 4)1 —3x420 —2x316_2f 2
=2lx7,1+Txe2+2e_3f_ 300 modCy
L(—2)*L(—3)*1 =21 (xg +x73)1+7(6x52 + 2x6.4)1 + Tx6 20 + 6x5 30
v=(37lx91 +75x32)1 modCy

= —229x9;1 mod Cy
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Dakle, L(—2)2L(—3)21 i L(—2)1 su linearno zavisni modulo C4 (oba se mogu zapisati preko
x911). Vidi se da su L(—2)3L(—3)?1 i L(—2)%1 linearno zavisni modulo C4 (oba se mogu

zapisati preko x1111), te da vrijedi
L(=2)""L(=3)? € Cy, n>0.
Konacno, slijedi da je nci4 (U(Vir).1) razapet sa slikama vektora
1,L(—2)1...,L(—2)%1,L(—3)%1,L(—2)L(-3)1,

¢ime je racun gotov.
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ZAKLJUCAK

U ovoj radnji, u potpunosti smo odredili Zhuovu algebru A(SF(d)™) od algebre verteks opera-
tora SF(d)*:
A(SF(d)") =~ M2q(C) ® M24(C) ® A(h2a) " ® C,

te smo pokazali da vrijedi jednakost dimenzija Zhuove algebre i C>-algebre pridruZene SF(d)™,
konkretno, da imamo dimA(SF(d)*) = dim 2 (SF (d) ") =224~ +84% + 1.

Pokazali smo joS$ neke Cinjenice o algebri verteks operatora simplektickih fermiona:

Dimenzija vektorskog prostora one-point funkcija na SF(d)* je jednaka 224! 3.

Minimalni polinom od [@] € A(SF(d)™) je

mg(x) =xx—1)(x+d/8)(x+d/8—1/2).

Stupanj nilpotentnosti od @ € Z(SF(d)™) je

s, d<4
Sqd =
d+1, d>5.

Invarijantna podalgebra A(SF (d)1)%7(29) je generirana sa [o)].

Takoder, izracunali smo prvu Zhuovu algebru za superalgebru verteks operatora SF(1) i

algebru verteks operatora SF(1)". Konkretno, pokazali smo da vrijedi

A1 (SF(1)) ~ A(h) @ (Co My (C))

AL(SF()T) = C*2a My (C)F @A) T @ (A(h2) T @c Ma(C)).

Odredili smo i generatore tih algebri.
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