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Sazetak

Kljuéne rijeci: Minkowskijev prostor; minimalne plohe; maksimalne plohe; ¢MC plohe;
a-evoluta; harmonijska evoluta; kvazi-umbilicke plohe; cikloidne krivulje; cikloidne maksi-

malne plohe

U radu su proucavane plohe konstantne srednje zakrivljenosti (CM ¢ plohe) i njima
pridruzene fokalne krivulje, odnosno plohe u Minkowskijevom prostoru. Minkowskijev
prostor je specijalan ambijentni prostor u kojemu, s obzirom na definiranu pseudo-metriku,

razlikujemo tri vrste vektora, krivulja, odnosno ploha.

U prva tri poglavlja (1, 2, 3) opisani su osnovni pojmovi koje koristimo u radnji te
su prikazana osnovna svojstva, primjeri i klasifikacija minimalnih, maksimalnih i pravih

cMC ploha u Minkowskijevom prostoru.

U poglavlju 4 proucavana je a-evoluta i njen poseban slucaj, harmonijska evoluta plohe.
U prvom dijelu istrazivana su svojstva harmonijskih evoluta pravéastih, helikoidalnih i
translacijskih ploha. Dobiveni rezultati su analogni rezultatima u euklidskom prostoru. U
drugom dijelu proucavana su svojstva harmonijskih evoluta kvazi-umbilickih ploha. Kod
takvih ploha harmonijska evoluta degenerira u krivulju Sto se ne moze dogoditi u euklid-
skom prostoru. Stovise, dokazano je da harmonijska evoluta i bazna krivulja B-namotajne
plohe konstantne srednje zakrivljenosti (H = const. # 0) ¢ine svjetlosni Bertrandov par.
Nadalje, pokazano je kako od zadane krivulje konstruirati B-namotajnu plohu ¢ija je
harmonijska evoluta zadana krivulja. Na kraju poglavlja istrazivana su svojstva a-evolute,

a dobiveni rezultati predstavljaju znatna proSirenja rezultata u euklidskom prostoru.

U poglavlju 5 proucavane su cikloidne krivulje. Izvedena je njihova parametrizacija i
pokazano je da se iste mogu dobiti kao projekcije sfernih opéih zavojnica. Konstruirani su
novi primjeri maksimalnih ploha pomocéu Bjorlingove formule, tzv. cikloidne maksimalne
plohe. Dan je njihov Weierstrassov prikaz i pokazano je da su dobivene plohe algebarske

te da dopustaju racionalnu parametrizaciju.
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Summary

Keywords: Minkowski space; minimal surfaces; maximal surfaces; cMcC surfaces;
a-evolute; harmonic evolute; quasi-umbilical surface, cycloidal curves; cycloidal maximal

surfaces

In this doctoral thesis, the surfaces of constant mean curvature (CMC surfaces) and
associated focal sets in Minkowski space are studied. Minkowski space is a special ambient
space in which, with respect to defined pseudo-metric, we distinguish three types of vectors,

curves and surfaces.

In the first three chapters of the thesis, we give an overview of basic concepts and
theorems in Minkowski space, local theory of curves and surfaces, as well as examples and

classification of minimal, maximal and ¢MC surfaces in Minkowski space.

In the chapter 4, the a-evolute and its special case, the harmonic evolute of a surface, are
analyzed. In the first part, we studied harmonic evolute of ruled, helicoidal and translation
surfaces, respectively. Obtained results are analogous to the results in Euclidean case. In
the second part, we studied the harmonic evolute of the quasi-umbilic surfaces. Contrary to
the results in Euclidean case, the harmonic evolute of such surfaces is a curve. Moreover, it
is proved that the harmonic evolute of a B-scroll of constant non-vanishing mean curvature,
together with its base curve forms a null Bertrand pair. Furthermore, it is shown how to
reconstruct B-scroll from a given harmonic evolute. At the end of the chapter, we studied
properties of a-evolute and the obtained results present significant extension of the results

in Euclidean case.

In the chapter 5, the cycloidal curves are considered. Their parametrization is presented,
as well as shown that they can be obtained as projections of spherical generalized helices.
By using the Bjorling formula, new examples of maximal surfaces are constructed, so-called
cycloidal maximal surfaces. We derived their Weierstrass representations and proved that

given surfaces are algebraic surfaces which admit rational parametrization.
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Uvod

Prvi zapisi u kojima se pocinje razvijati teorija ploha konstantne srednje zakrivljenosti
pojavljuju se u 18. stolje¢u. Od tada pa sve do danas plohe konstantne srednje zakrivlje-
nosti vazna su klasa ploha i intenzivno podruéje istrazivanja u klasi¢noj diferencijalnoj
geometriji. Sadrze dvije temeljne potklase — minimalne plohe (plohe srednje zakrivljenosti
H = 0), i prave plohe konstantne srednje zakrivljenosti, tzv. ¢Mc plohe (plohe srednje
zakrivljenosti H = const. # 0). Obje se potklase realiziraju kao lokalna rjeSenja izoperi-
metrijskih problema, minimalne plohe kao plohe najmanje povrsine sa zadanim rubom, a
cMC plohe kao plohe najmanje povrsine uz zadani volumen. Mogu se fizicki realizirati
kao plohe od sapunice, tzv. “soap films” i “soap bubbles”. Temeljna svojstva tih ploha
opisana su u monografijama, primjerice Hopfa, Lopeza, Nietschea i Ossermana ([28, 43,
61, 66]). U ovom doktorskom radu istrazuju se neki otvoreni problemi povezani s plohama,
konstantne srednje zakrivljenosti, ali ne u euklidskom, nego u Lorentz-Minkowskijevom
prostoru R?, trodimenzionalnom vektorskom prostoru R? koji je snabdjeven indefinitnim
skalarnim produktom. Posljedica takve strukture Lorentz-Minkowskijevog ambijentnog
prostora je postojanje razlic¢itih vrsta vektora, krivulja i ploha - prostornih, vremenskih i
svjetlosnih (izotropnih ili nul-vektora), Sto ¢ini tu geometriju raznovrsnijom i bogatijom od
euklidske. Primjerice, u Minkowskijevom prostoru kod ploha kojima je H = 0 razlikujemo
prostorne maksimalne i vremenske minimalne plohe te se uobicajno njihova teorija razvija
zasebno ([2, 8, 9, 12, 32, 33, 35, 44, 46, 52, 58]). Detaljan pregled pseudo-Riemannove
geometrije dan je u ([64]), dok je klasi¢na teorija krivulja i ploha u Minkowskijevom

prostoru razvijena u ([29, 44, 77]).

U prvom dijelu ove radnje proucavaju se krivulje i plohe pridruzene polaznim krivu-
ljama i plohama, pod zajednickim nazivom a-evolute. To su krivulje i plohe povezane
s tockama koje su sredista zakrivljenosti plohe. Preciznije, a-evoluta je skup sredista
zakrivljenosti a-loksodroma, integralnih krivulja familije tangencijalnih vektora, odnosno
izogonalnih trajektorija familije u-krivulja (v = const.). Poseban slucaj a-evolute su
fokalni skupovi (o =0, a = g), te harmonijske evolute (a = %) Fokalni skupovi kao
predmet proucavanja u euklidskom prostoru javljaju se, primjerice, u optickim fenome-
nima povezanim s lomom svjetlosti. Za CcMC plohu i njezinu harmonijsku evolutu u

euklidskom prostoru poznato je da se harmonijske evolute dobivaju kao Darbouoxove tran-
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sformacije pomoéu ovojnica kongruencije sfera ([27]). U Minkowskijevom prostoru evolute
pravcastih ploha proucavane su u ([78]), a svojstva harmonijskih evoluta u ([57]) gdje
je pokazano da su harmonijske evolute ploha konstantne srednje zakrivljenosti ponovno
plohe konstantne srednje zakrivljenosti. Nadalje, fokalne plohe i binormalne indikatrise
pridruzene izotropnim Cartanovim krivuljama u Minkowskijevom prostoru proucavane
su i u kontekstu teorije singularnosti ([76]). Takoder, izotropne krivulje u trodimenzi-
onalnom Minkowskijevom prostoru povezane su s krivuljama u euklidskoj ravnini i kao
njihove tzv. L-evolute (i obratno), odnosno, kao familija oskulacijskih kruznica krivulje u
ravnini ([62]). U radnji nas prvi cilj je istraziti svojstva harmonijskih evoluta pravcastih,
translacijskih i helikoidalnih ploha u R?. Nadalje, poznato je da za razliku od euklidske
situacije kada su harmonijske evolute ploha uvijek plohe, u Lorentz-Minkowskijevom pros-
toru one mogu biti i krivulje ([57]). To se dogada kod tzv. kvazi-umbilickih ploha, ploha
za koje operator oblika plohe nije dijagonalizabilan, i to je situacija koja ne postoji u
euklidskom slucaju. Nas drugi cilj je istraziti svojstva te krivulje. Pokazat ¢emo njenu
vezu s tzv. Bertrandovim krivuljama ([48]) i teorijom singularnosti. Zatim ¢emo pokazati
kako od polazne krivulje rekonstruirati plohu kojoj je ta krivulja harmonijska evoluta.
Na kraju cilj nam je prouciti svojstva a-evolute ploha, o kojima ne postoje rezultati u
Minkowskijevom prostoru, a u euklidskom slucaju proucavao ih je Manhart ([51]). Odgo-
vorit ¢emo na pitanja kada je rotacijska ploha paralelna sa svojom a-evolutom te kada
a-evoluta degenerira u tocku u beskonacnosti. Zavrsit ¢emo s a-evolutom prstenastog

torusa za koju ¢emo pokazati da je koaksijalna rotacijska ploha kojoj je generatrisa konika.

U drugom dijelu radnje cilj je konstruirati nove primjere maksimalnih ploha, prostornih
ploha kojima je H = 0, u Minkowskijevom prostoru. Plohe ¢emo konstruirati uz pomoé¢
Bjorlingove formule koja je jedan koristan alat za konstrukciju maksimalnih ploha uz
pomo¢ zadane krivulje tzv. krivulje jezgre i vektorskog polja ([2, 49]). Za krivulje jezgre
odabrat ¢emo cikloidne krivulje ([49, 63]), a za vektorsko polje odabrat ¢emo linearnu
kombinaciju polja normale i binormale kao u ([33, 46, 53]). Bududi da su nam krivulje
jezgre Minkowskijeve cikloide, onda ¢emo najprije izvesti parametrizaciju cikloidnih kri-
vulja. Parametrizacije cikloidnih krivulja izvest ¢emo koriste¢i njihov tzv. kinematicki
nacin tvorbe, gibanjem Minkowskijeve kruznice po drugoj kruznici. U Minkowskijevom
prostoru postoje tri temeljne klase kruznica, kruznice u prostornim ravninama (odnosno
vremenskim, svjetlosnim) kao krivulje koje su (euklidske) elipse (odnosno hiperbole, para-
bole). Zatim ¢emo pokazati da se iste mogu dobiti i kao projekcije sfernih opéih zavojnica,
([56]). Nakon sto smo izveli parametrizacije cikloidnih krivulja u Minkowskijevom pros-
toru konstruirali smo od njih uz pomo¢ Bjorlingove formule nove primjere maksimalnih
ploha tzv. cikloidne maksimalne plohe. Izvest ¢emo i njihov Weierstrassov prikaz te ¢emo

pokazati da su dobivene plohe algebarske plohe koje dopustaju racionalnu parametrizaciju.
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Hrvatska, 2015., Naslov izlaganja: “Harmonic Evolutes of Timelike Ruled Surfaces

in Minkowski Space”.

Doprinosi doktorskog rada

Doprinos ovog rada su svojstva harmonijskih evoluta pravcastih, translacijskih i heliko-
idalnih ploha u Minkowskijevom prostoru. Zatim, svojstva krivulja koja su harmonijske
evolute kvazi-umbilickih ploha ¢ije analogone nemamo u euklidskom prostoru. Nadalje,
rekonstrukcija kvazi-umbilickih ploha iz zadane krivulje kojima je ta krivulja harmonijska
evoluta. Doprinos su i svojstva a-evoluta u Lorentz-Minkowskijevom prostoru koja do
sada nisu proucavana. Naposljetku, doprinos ovog rada je i konstrukcija novih primjera
maksimalnih ploha u Lorentz-Minkowskijevom prostoru tzv. cikloidnih maksimalnih ploha
koje smo dobili iz prethodno izvedenih parametrizacija cikloidnih krivulja. Istaknimo za
kraj da je svakako vazan znanstveni doprinos ove doktorske disertacije u tome sto ¢e ona
donijeti boljem shvac¢anju sli¢nosti i razlika izmedu Lorentz-Minkowskijevog prostora i

euklidskog prostora. Kao rezultat disertacije oc¢ekuje se nekoliko znanstvenih ¢lanaka.
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Pregled doktorskog rada po poglavljima

Radnja je podijeljena na pet poglavlja. U prva tri poglavlja nema novih rezultata. Cilj tih
poglavlja je opisati osnovne pojmove koje koristimo u radnji te prikazati osnovna svojstva,
primjere i klasifikaciju minimalnih, maksimalnih i pravih ¢MC ploha u Minkowskijevom
prostoru. U ¢etvrtom i petom poglavlju prikazani su novi rezultati vezani za a-evolute i

nove primjere maksimalnih ploha u R?. U nastavku dajemo detaljan opis.

Prvo poglavlje posveéeno je definiranju osnovnih pojmova i teorema u Minkowskijevom
prostoru R?, za koje ne vrijede definicije iz euklidskog prostora koje su potrebne za
razumijevanje radnje. Nakon toga, dan je sazeti prikaz lokalne teorije krivulja i ploha
u R}, te su navedene definicije, parametrizacije i klasifikacije rotacijskih, pravéastih i

helikoidalnih ploha u R? (vidi [4, 10, 29, 30, 31, 52]).

Drugo poglavlje posveéeno je minimalnim i maksimalnim plohama. Navedena su nji-
hova najznacajnija svojstva i dokazan je karakterizacijski teorem koji opravdava njihove
nazive tj. tvrdnju da minimalne i maksimalne plohe lokalno minimiziraju, odnosno mak-
simiziraju povrSinu. Nadalje, naveli smo primjere rotacijskih, pravcastih i translacijskih
minimalnih i maksimalnih ploha u R ([2, 8, 9, 12, 32, 33, 35, 44, 46, 52, 58]).

Trece poglavlje posvecéeno je pravim CMC plohama u R3. Preciznije, prikazana je klasi-
fikacija rotacijskih cMmcC ploha, tzv. Delaunayevih ploha, zatim je dan pregled pravcastih
i helikoidalnih ne nuzno pravcastih ¢McC ploha. Poglavlje smo zavrsili klasifikacijom
translacijskih pravih ¢Mc ploha u R? ([12, 25, 37, 38, 41, 45]).

Cetvrto poglavlje posveéeno je proucavanju krivulja i ploha pridruzenih polaznim kri-
vuljama i plohama, pod zajednickim nazivom a-evolute. To su krivulje i plohe povezane s
tockama koja su sredista zakrivljenosti plohe. Poseban slucaj a-evolute su klasi¢ne fokalne
plohe (a =0, a = g), te harmonijske evolute (o = %) U prvom dijelu ovoga poglavlja
istrazivana su svojstva harmonijskih evoluta pravcastih, translacijskih i helikoidalnih ploha
u R3. Pokazano je da vrijede analogni rezultati kao u R3. Zatim su istraZivana svojstva
harmonijskih evoluta tzv. kvazi-umbilickih ploha cije analogone nemamo u euklidskom
prostoru. U tom slucaju harmonijska evoluta je krivulja ([57]). U drugom dijelu ovog
poglavlja istrazivana su svojstva te krivulje. Pokazana je njena veza s tzv. Bertrandovim
krivuljama (vidi [48]) i teorijom singularnosti, te je pokazano kako od polazne krivulje
rekonstruirati plohu kojoj je ta krivulja harmonijska evoluta. U zadnjem dijelu ovog

poglavlja proucavane su a-evolute ploha, o kojima ne postoje rezultati u Minkowskijevom
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prostoru. Pokazano je da svaka tocka plohe S, a-evolute i fokalnih ploha na svakoj normali
plohe S ¢ini fiksan dvoomjer. Odgovorili smo na pitanja kada je rotacijska ploha paralelna
sa svojom a-evolutom te kada a-evoluta degenerira u tocku u beskonacnosti. Poglav-
lje smo zavrsili s a-evolutom prstenastog torusa gdje smo pokazali da je to koaksijalna

rotacijska ploha kojoj je generatrisa konika, krivulja 2. reda.

Zadnje poglavlje posvetili smo konstrukciji novih primjera maksimalnih ploha, prostor-
nih ploha kojima je H = 0, u Minkowskijevom prostoru. Poglavlje smo poceli s izvodom
parametrizacija cikloidnih krivulja. Parametrizacije cikloidnih krivulja izveli smo najprije
koriste¢i njihov tzv. kinematicki nacin tvorbe, gibanjem Minkowskijeve kruznice po drugoj
kruznici. Zatim je pokazano da se iste mogu dobiti i kao projekcije sfernih opé¢ih zavojnica
([56]). Nakon sto smo izveli parametrizacije cikloidnih krivulja u Minkowskijevom pros-
toru konstruirali smo od njih uz pomo¢ Bjorlingove formule nove primjere maksimalnih
ploha tzv. cikloidne maksimalne plohe. Na kraju dan je Weierstrassov prikaz dobivenih
ploha te je pokazano da su dobivene plohe algebarske plohe koje dopustaju racionalnu

parametrizaciju.
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Oznake, kratice 1 sli¢no

U radu je koristena sljedeca notacija:

R3 realan vektorski prostor dimenzije 3

R3 Minkowskijev prostor dimenzije 3

(-, ) pseudo-skalarni produkt

S ploha u R?

S, a-evoluta plohe S

Si(p,r) pseudo-sfera sa sreditem u tocki p i radijusom 7
H?(p, r) hiperboli¢ka ravnina sa sredistem u tocki p i radijusom r
LC svjetlosni stozac

L, operator oblika plohe u tocki p

I prva fundamentalna forma

Il druga fundamentalna forma

E, F, G fundamentalne veli¢ine prvog reda

L, M, N fundamentalne veli¢ine drugog reda

K Gaussova zakrivljenost plohe

H srednja zakrivljenost plohe



PocLAVLJE 1

Osnovni pojmovl 1 teoremi

U ovom poglavlju navedeni su osnovni pojmovi i teoremi potrebni za razumijevanje
disertacije. Preciznije, u poglavlju 1.1 dane su definicije pojmova u Minkowskijevom
prostoru R?, za koje ne vrijede definicije iz euklidskog prostora R?. U poglavlju 1.2 dan je
saZeti prikaz lokalne teorije krivulja i ploha u R? te su navedeni osnovni rezultati vezani

za rotacijske, pravcaste i helikoidalne plohe u R$.

1.1 Trodimenzionalni prostor Minkowskog

Neka je R? realan vektorski prostor s bazom {ey, es, €3}, gdje su e; = (1,0,0), e; = (0,1,0)
i €3 = (0,0, 1)

Definicija 1.1 Minkowskijev (Lorentzov, Lorentz-Minkowskijev) prostor je metricki pros-

tor RS = (R?, (,)), gdje je metrika (pseudo-skalarni produkt indeksa 1) definirana s

(x,y) = —x1y1 + ToYo + 23y, = = (T1,22,23), Y= (Y1,Y2,Ys3).

Definirana metrika je pseudo-metrika buduéi da ne zadovoljava svojstvo pozitivne
definitnosti. Neki autori, poput [44], definiraju metriku s minusom na treé¢oj koordinati
({x,y) = x1y1 + T2y2 — x3y3), dok éemo se mi u radu sluziti definicijom 1.1.

S obzirom na definiranu pseudo-metriku u Minkowskijevom prostoru razlikujemo tri vrste

vektora koje definiramo kao slijedi:

Definicija 1.2 Za vektor x € R? kaZemo da je
1. prostorni ako je (z,z) > 01ili x = 0,
2. vremenski ako je (z,z) < 0,

3. svjetlosni (nul, izotropni) ako je (z,x) =01 x # 0.
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Napomena 1.3 Svojstvo biti prostorni (odnosno vremenski, svjetlosni) krace se naziva

kauzalni karakter vektora.
Definicija 1.4 Za vektore x, y € R? kaZemo da su okomiti (ortogonalni) ako je (x,y) = 0.
Neka su v i w ortogonalni vektori u R3.

1. Ako je v vremenski vektor, onda je w prostorni vektor.
2. Ako je v prostorni vektor, onda je w ili prostorni ili vremenski ili svjetlosni vektor.

3. Ako je v svjetlosni vektor, onda je w prostorni ili svjetlosni vektor.
Svjetlosni ortogonalni vektori su kolinearni vektori.
Definicija 1.5 Pseudo-norma vektora x € R? definirana je s ||z|| = /|(z, z)|.

Napomena 1.6 Za vektor x € R? kaZzemo da je jedini¢ni (normiran) ako je ||z|| = 1. Svaki
prostorni vektor razli¢it od 0 i svaki vremenski vektor moze se normirati. Ako je z € R3
prostorni ili vremenski vektor, onda postoji jedini¢ni vektor y € R? koji je kolinearan s .

X

Taj vektor je jedinstven do na orijentaciju i dan je formulom y = + Svjetlosni vektori

[EdN
se ne mogu normirati.

Definicija vektorskog produkta je analogna definiciji vektorskog produkta u R3.

Definicija 1.7 Vektorski produkt v X w vektora v i w u R? dan je s v xpw = J(v X w),

gdje x oznacava euklidski vektorski produkt, a matrica J je dana s

Dalje u radu ispustamo indeks L u oznaci X, te ¢e oznaka X predstavljati vektorski

produkt u Minkowskijevom prostoru, osim ako nije istaknuto drugacije.

U Minkowskijevom prostoru mozemo govoriti o vremenskoj orijentaciji vektora koja

nam je potrebna za definiciju kuta izmedu vektora.

Definicija 1.8 Neka je e; = (1,0,0). Za dani vektor x € R3 kaZemo da je orijentiran u

buduénost (odnosno proslost) ako vrijedi (z,e;) < 0 (odnosno (z,e;) > 0).
Kut u R? definiran je s obzirom na kauzalni karakter vektora koji ga zatvaraju ([70]).

Definicija 1.9 Neka su x i y vremenski vektori istog smjera u R?. Tada postoji jedinstven
realni broj 0 > 0 takav da
(z,y) = —llz|[llyll cosh 6.

Broj 0 se naziva hiperbolicki kut izmedu vektora x i y.
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Definicija 1.10 Neka su z i y prostorni vektori u R? koji razapinju vremenski potprostor.

Tada postoji jedinstven realni broj 8 > 0 takav da
(,y) = |lz|l[lyll cosh 6.

Broj 0 se naziva sredisnji kut izmedu vektora x i y.
Definicija 1.11 Neka su z i y prostorni vektori u R? koji razapinju prostorni potprostor.

Tada postoji jedinstven realni broj 8 > 0 takav da

(2, y) = llz[l[yl| cos 6.

Broj 0 se naziva prostorni kut izmedu vektora x i y.

Definicija 1.12 Neka je x prostorni, a y vremenski vektor u R?. Tada postoji jedinstven
realni broj 8 > 0 takav da
(z,y) = llz[l[lyll sinh 6.

Broj 0 se naziva Lorentzov vremenski kut izmedu vektora x i y.
Kut izmedu dva vektora od kojih je jedan svjetlosnog karaktera se ne definira.
Definicija i svojstva baze za Minkowskijev prostor analogni su onima u euklidskom

prostoru tako da ¢emo ih izostaviti. Navest ¢emo samo definiciju svjetlosne baze i jednu

propoziciju koju nemamo u euklidskom prostoru.

Definicija 1.13 Trobrid (A, B, C) koji se sastoji od dva svjetlosna i jednog prostornog

vektora za koje vrijedi:
(AA)=(B,B) =0, (C,C)=1 (A,B)=1, (A, C)=0, (B,C)=0

nazivamo svjetlosni (nul) trobrid ili svjetlosna baza.

Propozicija 1.14 Svaka ortonormirana baza {ai, as, as} za R} (a;La; za sve i # j i

la;|| =1 za i € {1,2,3}) sastoji se od to¢no dva prostorna i jednog vremenskog vektora.

Sada ¢emo definirati razlicite tipove potprostora prostora Minkowskog i navesti neka

njihova svojstva.

Definicija 1.15 Za potprostor W < R? kazemo da je:
1. prostorni ako je svaki vektor x € W prostorni,
2. vremenski ako sadrzi neki vremenski vektor,

3. svjetlosni ako sadrzi neki svjetlosni vektor, ali ne sadrzi vremenski vektor.
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Definicija 1.16 Neka je W < R3 potprostor. Za pseudo-skalarni produkt u R} kazemo
da je degeneriran na W ako postoji vektor v € W, v # 0 takav da je v_Lx za svaki x € W.

U suprotnom kazemo da je pseudo-skalarni produkt nedegeneriran na W.

Pseudo-skalarni produkt na potprostoru W < R? je degeneriran ako i samo ako je W

svjetlosni potprostor.

Propozicija 1.17 Ako je W < R3 potprostor.
1. W je prostorni ako i samo ako je W+ vremenski.
2. W je vremenski ako i samo ako je W+ prostorni.
3. W je svjetlosni ako i samo ako je W+ svjetlosni.

U prva dva slucaja je W N W+ = {0}, a u trecem je W N W+ £ {0}.

1.2 Lokalna teorija krivulja i ploha u R}

U ovom odjeljku dan je prikaz lokalne teorije krivulja i ploha u R3. Za krivulje i plohe,
lokalna teorija je u mnogoc¢emu analogna lokalnoj teoriji krivulja i ploha u euklidskom
prostoru. No ipak postoje neke razlike uzrokovane indefinitnoséu pseudo-metrike. Na
primjer, u euklidskom prostoru ne postoje svjetlosne krivulje i Weingartenovo preslikavanje
(koje ¢e kasnije biti definirano) je operator koji se uvijek moze dijagonalizirati, dok za

vremenske plohe u Minkowskijevom prostoru to opcéenito ne vrijedi.

1.2.1 Lokalna teorija krivulja u R}

Krivulje u Minkowskijevom prostoru definiramo kao i u euklidskom.

Definicija 1.18 Svako glatko preslikavanje c¢: I — R3, gdje je I C R otvoreni interval,

zovemo krivulja (parametrizirana krivulja) u R$.

Definicija 1.19 Neka je c: I — R? krivuljait € I. Za tocku c(t) kaZemo da je regularna,
ako je ¢(t) # 0. U suprotnom kazemo da je tocka ¢(t) singularna. Za krivulju ¢ kazemo
da je regularna ako je tocka c(t) regularna za svaki ¢t € I. U suprotnom kazemo da je

krivulja ¢ singularna.

10
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Definicija 1.20 Neka je c¢: I — R? regularna krivulja. Tada vektor ¢(t) nazivamo tangen-
cijalni vektor ili vektor brzine krivulje ¢ u tocki ¢(¢). Funkciju ||¢(¢)|| nazivamo brzinom

krivulje ¢ u tocki ¢(t).

Kauzalni karakter krivulje u Minkowskijevom prostoru odreden je kauzalnim karakterom

njezinog tangencijalnog vektora.

Definicija 1.21 Krivulja ¢: I C R — R? je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna,

(nul)) u tocki ¢ty € I ako je vektor ¢(ty) prostorni (odnosno vremenski, svjetlosni).

Krivulja ¢: I € R — R? je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna (nul)) ako je

prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna) u svakoj tocki ¢ € I.

Definicija 1.22 Za prostornu (vremensku) krivulju c: I — R? kaZemo da je jedinic¢ne

brzine ili da je parametrizirana duljinom luka ako je ||¢(s)]| =1 (||¢(s)]| = —1), s € I.

Napomena 1.23 Svjetlosnu krivulju ¢ ne mozemo parametrizirati parametrom duljine
luka jer vrijedi ||¢(s)|| = 0, ali je mozemo parametrizirati tzv. parametrom duljine pseudo-

luka. Kasnije ¢emo opisati tu reparametrizaciju.

Napomena 1.24 Derivaciju krivulje ¢ po parametru duljine luka s oznacavat ¢emo s ¢/,

a derivaciju po opéem parametru t s ¢.

Bududéi da se teorija prostornih i vremenskih krivulja u R? razlikuje od teorije svjetlos-
nih krivulja prvo ¢emo navesti rezultate koje koristimo u radnji za prostorne i vremenske
krivulje, zatim za svjetlosne krivulje. Nadalje, prostorne krivulje dijelimo s obzirom na
kauzalni karakter njene normale, koji moze biti prostorni, vremenski ili svjetlosni. Vre-
menske krivulje i prostorne krivulje s prostornom ili vremenskom normalom nazivamo

Frenetove krivulje.

Za svaku Frenetovu krivulju ¢ u R? definiramo ortonormirani trobrid (reper), tj. orto-
normiranu bazu vektorskog prostora R} ) u svakoj tocki krivulje c(s). Neka je ¢ : [ — R}

Frenetova krivulja parametrizirana duljinom luka. Polje T'(s) = ¢/(s) je jedini¢no tangen-

C”(S)
e 70
polje binormala s B(s) = T(s) x N(s). Tada je {T'(s), N(s), B(s)} ortonormirana baza

od Ric(s) i nazivamo je Frenetovim (Frenet-Serretovim) trobridom (reperom, okvirom)
krivulje ¢ ([44]).

cijalno polje od c. Polje vektora glavnih normala dano je s N(s) =

Definiramo sada za krivulju parametriziranu duljinom luka i sljedece funkcije:
Definicija 1.25 Neka je c: I — R? Frenetova krivulja parametrizirana duljinom luka.

1. Funkciju x: I — R, k(s) = ||’ (s)|| nazivamo zakrivljenoséu (fleksijom) krivulje ¢ u
tocki c(s).

11
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2. Funkciju 7: I — R, 7(s) = (N(s), B'(s)) nazivamo torzijom (sukanjem) krivulje ¢ u
tocki c(s).

U R? takoder vrijede Frenetove formule analogne onima u euklidskom prostoru

T’ 0 k 0 T
N =] —enk 0 7 N
B’ 0 e O B

pri ¢emu je e = (T,7T) = £1, n = (N, N) = £1.

Autor u ([75]) prostorne krivulje sa svjetlosnom normalom naziva pseudo-nul prostorne

krivulje (eng. pseudo null spacelike curves). U tom sluc¢aju Frenetove formule su

T 0 O T
N | = 0O 7 0 N
B’ —Kk 0 —7 B

gdje zakrivljenost x poprima samo dvije vrijednosti, 0 ili 1. Ako je k = 0, onda je c¢(u)
pravac. Vrijedi i obrat. Ako je c(u) pravac, onda je ¢’(u) = 0 = T'(u), Sto znadi da je
k = 0. Ako c(u) nije pravac, onda postoji interval na kojem je ¢’(u) # 0. N(u) je definiran
kao N(u) = ’(u) = T"(u), prema tome k = 1. Polje binormala B(u) je svjetlosni vektor
okomit na T'(u) u svakoj tocki krivulje c¢(u) takav da vrijedi (N,B) = 1. (T, N, B) je
svjetlosna baza (vidi definiciju 1.13). Torzija krivulje c(u) je definirana s 7 = (N’, B) i

autor u ([44]) je naziva pseudo-torzija.

Sada ¢emo definirati funkcije zakrivljenosti svjetlosne krivulje i reparametrizaciju iste

pseudo-lukom.

Teorem 1.26 (Osnovni teorem za svjetlosne krivulje, [29])

Ako su zadani pocetni podatci (p, ko, k1, k2, k3), gdje je p fiksna tocka i ko, ki, ko, k3 funk-
cije klase C', tada postoji jedinstvena svjetlosna Frenetova krivulja (c(t), (A(t), B(t), C(t)))
takva da c(0) = p, é(t) = ko(t)A(t) i vrijede Frenet-Serretove formule:

Al ki 0 Ky A
B’ == 0 —kl ]€3 B
'’ —ks —ky O C

Svjetlosnu krivulju ¢(f) mozemo reparametrizirati ¢ = t(u) tako da je k; = 0. Duggal
i Bejancu ([13]) zovu parametar u istaknuti parametar od ¢ i krivulju c(u) svjetlosna

Frenetova krivulja. Funkcije ko i k3 nazivaju se zakrivljenosti krivulje c(u).

12
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d*c dPc

du?’ du?
i uvjet ko # 0) mazemo reparametrizirati u = u(s) tako da vrijedi (css, cs5) = 1. Stoga, za

trobrid (A, B, C') pridruzen krivulji ¢(s) vrijedi

Nadalje, svjetlosnu Frenetovu krivulju c(u) za koju vrijedi ( ) > 0 (pa vrijedi

_de d?c

A:CS—% 1 C:CSS:E'

Parametar s nazivamo parametar duljine pseudo-luka ([16, 29]) i trobrid (A, B, C') krivulje

c¢(s) zadovoljava sljedece Frenetove formule:

A 0 0 1 A
B | = 0 0 kg B
(o —k, -1 0 C

Funkciju k; zovemo svjetlosna zakrivljenost od ¢(s), B binormalni vektor i C' glavna
normala krivulje c(s) ([29]). Ako je ko = 0, tada krivulju ne mozemo reparametrizirati na
opisani na¢in. Neki autori poput ([44]) koriste drugacije definicije i oznake ((T', N, B) za

svjetlosni trobrid i 7 za odgovarajuéu zakrivljenost koju nazivaju pseudo-torzija).

1.2.2 Lokalna teorija ploha u R}

Plohe u R? definiramo kao i u R3:

Definicija 1.27 Podskup S C R? je ploha ako za svaku tocku p € S postoji otvorena,
okolina V' C R? i preslikavanje f: U — V NS s otvorenog skupa U C R? koje je

1. homeomorfizam otvorenih skupova,

2. glatko preslikavanje.

Preslikavanje f nazivamo parametrizacijom (lokalnim koordinatama, koordinatnom
kartom) okoline tocke p plohe S. Pisemo f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Diferencijal preslikavanja f je linearni operator Df: R? — R? koji je u paru kanonskih

baza dan Jacobijevom matricom

or 0
oy Gy
ou Ov
Diferencijal je injektivan ako i samo ako je njegova jezgra trivijalna, odnosno ako i samo
ako su vektori o7 o7
1= ou Jo = En

13
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linearno nezavisni, $to je ekvivalentno uvjetu f; x fs # 0. Kada je diferencijal preslikava-

nja f injektivan, za plohu kazemo da je regularna (tj. da je preslikavanje f regularno).

Neka je S glatka imerzirana ploha u trodimenzionalnom Minkowskijevom prostoru R3
s lokalnom parametrizacijom f: U — R3 gdje je U C R? otvoren skup. Oznadit ¢emo
s g ili (, ) induciranu metriku na S (njezinu prvu fundamentalnu formu 7), tj. povlak

pseudo-skalarnog produkta (, ) prostora R}. U lokalnim koordinatama pisemo

g1 = <f17f1>7 g21 = <f1,f2>, 922 = <f2,f2>-

Ploha S je prostorna (odnosno vremenska, svjetlosna) ako je njezina prva fundamen-
talna forma ¢ pozitivno definitna (odnosno indefinitna, ranga 1). Iz daljnjeg razmatranja
iskljucujemo svjetlosne plohe. Klasifikacija svjetlosnih ploha napravljena je u ([6]). Skup
svjetlosnih ploha u R? ¢ine svjetlosna ravnina, svjetlosni stozac, te pravéaste plohe sa

specijalnom baznom krivuljom i svjetlosnim izvodnicama.

U R? imamo sljedece kvadrike:

St(p,7) ={q € R}: ((q—p), (¢ — p)) =},
H(p,7) = {q € R}: ((¢g—p), (¢ —p)) = —r*},
LC(p) = {q € R}: {((g—p), (¢ —p)) = 0}.

Skup S?%(p,r) se naziva Lorentzova sfera, vremenska sfera ili pseudo-sfera sa srediStem
u tocki p i radijusom 7 > 0, skup H?(p, r) je prostorna sfera ili hiperbolicka ravnina sa
srediStem u tocki p i radijusom 7, a LC(p) svjetlosni stozac s vrhom p. Skup S%(p,r)
nasljeduje pseudo-metriku indeksa 1, skup H?(p, ) Riemannovu metriku, a LC(p) dege-
neriranu metriku ranga 1. Pseudo-sferu S3(0, 1) krade ¢emo oznacavati sa S?, te analogno
hiperbolicku ravninu H?(0,1) s H?, odnosno svjetlosni stozac LC(0) s LC.

-

Slika 1.1: Pseudo-sfera S?, hiperbolicka ravnina H? i svjetlosni stozac LC

Krivulje na plohi definiramo analogno kao u euklidskom prostoru:

Definicija 1.28 Svako glatko preslikavanje ¢: I — S, I C R nazivamo krivuljom na plohi.

14
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Pritom, za preslikavanje c: I — S kazemo da je glatko ako je preslikavanje f~toc: I — U
glatko, za neku kartu f: U — S, ¢(I) C f(U).

Na plohi mozemo definirati i tzv. parametarske krivulje.

Definicija 1.29 Neka je f: U — f(U) C S lokalna parametrizacija plohe S i (ug, vg) € U.
Krivulja

u'_>f(u7vo> i ’U|—>f<U0,U>
naziva se redom parametarska v i v-krivulja.
Analogno kao u euklidskom prostoru definiramo i tangencijalni vektor u tocki p plohe S.

Definicija 1.30 Neka je S regularna ploha i p € S. Tangencijalni vektor u toc¢ki p je
vektor v, € T,R? za koji postoji krivulja c: I — S, takva da je ¢(0) = p i ¢(0) = v,. Skup

svih tangencijalnih vektora u p oznacavamo s 7},S.

Teorem 1.31 Neka je S ploha u R} i p € S regularna tocka. Neka je T,S skup svih
tangencijalnih vektora plohe S u tocki p. Tada je T,S potprostor od T,R} dimenzije 2.

Potprostor T,,S se naziva tangencijalna ravnina plohe S u tocki p.

Ako je f: U — R? karta koja parametrizira dio plohe S oko tocke p i p = f(u,v), onda je
skup {fi(u,v), fa(u,v)} baza za T,S.

Kauzalni karakter plohe mozemo odrediti i preko kauzalnog karaktera tangencijalne rav-

nine.

Definicija 1.32 Neka je S ploha u R} i p € S regularna tocka. Za plohu S kazemo da je
1. prostorna u tocki p ako je potprostor T,S prostorni,
2. vremenska (Lorentzova) u tocki p ako je potprostor 7,,S vremenski,
3. svjetlosna (izotropna) u tocki p ako je potprostor 7,S svjetlosni.

Ako je ploha S prostorna (vremenska, svjetlosna) u svakoj svojoj tocki, onda kazemo da

je S prostorna (vremenska, svjetlosna) ploha.

Teorem 1.33 Neka je S ploha u R} i p € S regularna tocka. Neka je f: U — R3
karta koja parametrizira dio plohe S oko tocke p = f(u,v). Pretpostavimo da je vektor

f1(u,v) X fa(u,v) prostorni ili vremenski. Tada je dim 7,S* = 1.

Teorem 1.33 ne vrijedi kada je vektor fi(u,v) X fo(u,v) svjetlosni.

Nadalje, kauzalni karakter plohe u R} moze se odrediti i preko kauzalnog karaktera vektora

okomitog na tangencijalnu ravninu plohe, tj. vrijedi sljedeca propozicija.
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Poglavlje 1. Osnovni pojmovi i teoremi

Propozicija 1.34 Neka je S ploha u R} i p € S regularna tocka. Neka je f: U — R}
karta koja parametrizira dio plohe S oko tocke p i p = f(u,v). Ploha je

1. prostorna ako i samo ako u svakoj tocki p = f(u,v) postoji vremenski vektor koji
je okomit na tangencijalnu ravninu plohe u p, odnosno ako je fi(u,v) X fao(u,v)

vremenski vektor,

2. vremenska ako i samo ako u svakoj toc¢ki p = f(u,v) postoji prostorni vektor
razli¢it od 0 koji je okomit na tangencijalnu ravninu plohe u p, odnosno ako je

fi(u,v) x fo(u,v) prostorni vektor,

3. svjetlosna ako i samo ako u svakoj tocki p = f(u,v) postoji svjetlosni vektor koji
je okomit na tangencijalnu ravninu plohe u p, odnosno ako je fi(u,v) X fo(u,v)

svjetlosni vektor.

Definicija 1.35 Neka je S regularna prostorna ili vremenska ploha i f: U — R? karta,
koja pokriva podrucje f(U) plohe S. Vektor

J1 X fo

n=-—"—""°_ T S*
[P —

zovemo standardnim jedini¢nim vektorom normale (jedini¢na normala) karte f.

Prostorne (odnosno, vremenske) plohe imaju jedinstvenu jediniénu normalu koja je
nuzno vremenska (odnosno, prostorna), dok svjetlosne plohe imaju jedinstveni jednodi-

menzionalni normalni potprostor koji je sadrzan u tangencijalnoj ravnini.

Za prostorne i vremenske plohe orijentacija u R? se definira analogno kao u R?, dok
svjetlosne plohe se ne mogu orijentirati poput onih u euklidskom prostoru jer im je normalni

prostor degeneriran.

Definicija 1.36 Neka je S prostorna ili vremenska ploha u R3. Vektorsko polje n na S
koje svakoj tocki p € S pridruzuje neku jediniénu normalu n(p) plohe S u tocki p zovemo
jediniéno normalno polje plohe S. Za plohu S kazemo da je orijentabilna ako postoji glatko

jedini¢no normalno polje n plohe S. Tada uredeni par (S,n) zovemo orijentirana ploha.
Mi u radnji ¢emo pretpostaviti da je svaka ploha orijentirana.

Definicija 1.37 Neka je S regularna prostorna ili vremenska plohau R? i f: U — R$ njena,
karta. Gaussovo preslikavanje za vremenske plohe dano je s g: U — S%, g(u,v) = n(u,v)

odnosno, za prostorne plohe s g: U — H?, g(u,v) = n(u,v).

Definicija 1.38 Neka je p tocka na plohi S i n njezina jedini¢na normala u toj tocki. Wein-
gartenov endomorfizam (operator oblika plohe S) u tocki p definiran je s L,: T,S — T,R},
L,v = —Dyn.
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Poglavlje 1. Osnovni pojmovi i teoremi

Sada ¢emo definirati Gaussovu i srednju zakrivljenost plohe.

Definicija 1.39 (Gaussova i srednja zakrivljenost)

Gaussova zakrivljenost plohe S u tocki p je funkcija K: S — R definirana s
K =edetL,, e¢=(n,n)e {1, —1}.

Srednja zakrivljenost plohe S u tocki p je funkcija H: S — R definirana s
H = %ter, e=(n,n) € {1, —1}.

Sljededi cilj je odrediti formule za K, H u karti plohe. U tu svrhu definirat ¢emo najprije

drugu fundamentalnu formu plohe.

Druga fundamentalna forma IT u p je vektor II ortogonalan na 7,S za koji vrijedi
(IL,(v,w),n) = (Lyv, w). (1.1)

Operator oblika plohe L, je simetri¢an operator s obzirom na (, ), stoga vrijedi

(Lyv,w) = (v, Lyw), v,w € T,S. Za pridruzenu skalarnu formu I, vrijedi
IL,(v,w) = I, (v, w)n = e(L,v, w)n,

tj. I, (v, w) = e(Lyv, w)n, gdje je € = (n,n) € {—1,1}. U lokalnim koordinatama koefici-
jente h;; od IL, definiramo kao IL,(f;, f;) = hijn i stoga je

hij = e(Ly(fi), [i) = —€(ni, fi) = €(fij,n).

Nadalje, vrijedi sljede¢a formula
Ly(fi) = —ni =€y _hag™ fo, i=1,2
k,s
gdje je (¢") inverzna matrica matrice (g;;).

Takoder koristimo sljedece oznake
E =g, F'=gia = ga1, G = gaa, L = h11, M = hig = ha1, N = haa.

Veli¢ine E, F,G, odnosno L, M, N zovemo fundamentalnim velicinama prvog, odnosno

drugog reda plohe S.
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Gaussova zakrivljenost plohe S definirana je s ([64])

(IL(X, X),II(Y, Y)) — (II(X,Y), II(Y, X))

K= edetl, = (X, X)(V.Y) — (X,Y)? ’

a u lokalnim koordinatama ju rac¢unamo po formuli

LN — M?

K=t =0
“EG_ F?

(1.2)
Srednja zakrivljenost vektorskog polja plohe S definirana je s ([64])
€ 1
H= §trII = 5(6111(61, e1) + eI1(es, €3)),

gdje je (e1,e2) ortonormirana baza na S u tocki p i ¢ = (e;,e;), i = 1,2. Stavimo li
H = Hn, tada (1.1) povlaci

He = 56 ([T(ey,e1),m) + ex{Tl(es, 2), n)) = 2 (@1{Ly(er), ) + ool Lyfe2), 2)

i stoga vrijedi H = %ter. U lokalnim koordinatama srednju zakrivljenost racunamo po

formuli

_ €LG—-2FM+EN
2 EG — F?

S obzirom na Gaussovu, odnosno srednju zakrivljenost mozemo definirati sljedece vrste

(1.3)

ploha.

 Plosnate plohe su plohe kojima je K(p) = 0 u svakoj tocki.

o Minimalna (maksimalna) ploha je vremenska (prostorna) ploha za koju vrijedi
H(p) = 0 u svakoj tocki plohe.

» Prava ploha konstantne srednje zakrivljenosti tzv. ¢MC ploha (od engleskog constant

mean curvature) je ploha za koju vrijedi H(p) = const. # 0 u svakoj tocki plohe.

U radnji nas$ cilj je proucavati minimalne (maksimalne) i cmMC plohe.

U nastavku definirat ¢emo glavne zakrivljenosti i glavne vektore, zatim ¢emo istraziti

svojstva operatora oblika plohe te ¢emo definirati normalnu zakrivljenost.

Definicija 1.40 Neka je S plohauR$ip € S tocka. Svojstvene vrijednosti k;(p), kq(p) € C
operatora L, zovemo glavne zakrivljenosti plohe S u tocki p, a pripadne svojstvene (glavne)

vektore, glavnim smjerovima plohe S u tocki p.

Svojstvene vrijednosti ky, ks operatora L, mozemo izracunati iz (1.2) i (1.3) pomocu

formule

]{31,2 =eH £+ V H2 —eK. (14)
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Za prostorne plohe uvijek vrijedi H* — eK > 0, a za vremenske plohe samo u toc¢kama s

realnim glavnim zakrivljenostima.

U R? operator oblika plohe L, se uvijek moZe dijagonalizirati nad R. Svojstvene
vrijednosti operatora L, su realne i postoji (ortonormirana) baza {e;, es} € T,S takva da
je matri¢ni prikaz operatora L, u toj bazi dijagonalna matrica (koja tada ima svojstvene
vrijednosti na dijagonali). Pri tome je e; svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti
ki(p) za i € {1,2}. Isto ne vrijedi u Minkowskijevom prostoru. Ako je ploha prostorna,
svojstvene vrijednosti operatora L, su realne i L, je dijagonalizabilan nad R kao i u R3.
Ako je ploha vremenska, svojstvene vrijednosti operatora L, mogu biti realne i razli¢ite
(L, je dijagonalizabilan), realne i jednake (L, je dijagonalizabilan tzv. umbilicke plohe
ili L, nije dijagonalizabilan tzv. kvazi-umbilicke plohe) ili kompleksno konjugirane (L,
je dijagonalizabilan nad poljem C\R). U radnji posebnu paznju posvetit ¢emo kvazi-
umbilickim plohama jer nemamo njihove analogone u euklidskom prostoru. Vise o njima

navedeno je u poglavlju 1.2.4.
Teorem 1.41 Neka je S ploha u R? i p € S tocka.

1. Operator L, se moze dijagonalizirati nad R ako i samo ako je H(p)? — eK(p) > 0 ili
je tocka p umbilicka H(p)? — eK (p) = 0.

2. Operator L, se moze dijagonalizirati nad C \ R ako i samo ako je H(p)> —eK(p) < 0.

3. Operator L, se ne moze dijagonalizirati nad C ako i samo ako je H(p)? —eK(p) =0

i tocka nije umbilicka.
Nadalje, vrijedi:

K(p) = eh)ka(p) i H(p) = 5 (k(p) + kalp)). (L5)

Za vremenske plohe ¢ije su glavne zakrivljenosti kompleksno konjugirane poznato je
da se takve plohe konstantne zakrivljenosti K mogu dobiti kao rjesenja ch-Gordonove
jednadzbe wy, = coshw, ([22]). U radnji ne¢emo proucavati vremenske plohe kojima L,

ima kompleksne svojstvene vrijednosti.

Definicija 1.42 Neka je S ploha u R?, p € S tocka i v € T,,S vektor koji nije svjetlosni.
Tada broj

zovemo normalna zakrivljenost plohe S u tocki p u smjeru vektora v.

Normalna zakrivljenost je dobro definirana, tj. ovisi samo o smjeru vektora v. Neka je
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w € T,S neki vektor kolinearan s v, w = Av za neki A € R. Tada je

(Lyp(w),w) _ (Lp(Av), o) N*(Ly(v),v) _
klw) = (w,w) v, ) N2{v,) k().

Kao i u euklidskom prostoru tako i u Minkowskijevom za prostorne plohe vrijedi da
su glavne zakrivljenosti plohe S u tocki p zapravo normalne zakrivljenosti plohe S u tocki
p u smjeru glavnih vektora. Nadalje, vrijedi propozicija 1.43 koja se dokazuje analogno

kao u euklidskom slucaju.

Propozicija 1.43 Neka je V dvodimenzionalan realan vektorski prostoru R?i A: V — V
simetrican linearan operator. Tada postoji ortonormirana baza za V' u kojoj operator A
ima dijagonalan matri¢ni prikaz ako i samo ako funkcija Q(v) = (Av, v) postize minimum
i maksimum na jedini¢noj kruznici ||v|| = 1. Tada su svojstvene vrijednosti od A upravo

minimum i maksimum funkcije () na tom skupu.

Ako se operator L, moze dijagonalizirati nad R, onda za i € {1, 2} vrijedi:

k(ei(p)) =

(Ly(eip) ei)) _ (ko) dep)) _
> )

(ei(p), ei(p) (ei(p), Aei(p))

Iz cega slijedi da su glavne zakrivljenosti prostorne plohe S u tocki p zapravo normalne
zakrivljenosti plohe S u tocki p u smjeru glavnih vektora. Formula (1.5) opravdava naziv
srednja zakrivljenost. Naime, iz propozicije 1.43 imamo da su glavne zakrivljenosti ki (p)
i ko(p) kao svojstvene vrijednosti operatora oblika plohe minimum i maksimum normalne
zakrivljenosti na jedini¢noj kruznici i obrnuto, a iz relacije (1.5) imamo da je H aritmeticka
sredina od ki (p) 1 k2(p).

Tocke na plohi klasificiramo na sljede¢i nacin:

1. Za tocku p € S kazemo da je elipticka ako je K(p) > 0. U toj su tocki glavne

zakrivljenosti k; i ko istog predznaka. Primjer takve tocke je svaka tocka elipsoida.

2. Za tocku p € S kazemo da je hiperbolicka ako je K(p) < 0. Glavne zakrivljenosti k;

i ko su razli¢itog predznaka. Primjer takve tocke je svaka tocka helikoida.

3. Za tocku p € S kazemo da je parabolicka ako je K(p) = 0. Tada je barem jedna

glavna zakrivljenost ky ili ko jednaka 0. Razlikujemo dva slucaja:

e Samo je jedna glavna zakrivljenost jednaka 0. Primjer takve tocke je svaka

tocka kruznog cilindra.

e Obje glavne zakrivljenosti su jednake 0. Takvu toc¢ku nazivamo ravninskom ili

tockom spljostenosti. Primjer takve tocke je svaka tocka ravnine.
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U Minkowskijevom prostoru vrijedi Eulerov teorem za prostorne i vremenske plohe koje
nisu kvazi-umbilicke. Za prostorne plohe, Eulerov teorem je analogan kao u euklidskom

prostoru, a kod vremenske plohe moramo razlikovati je li vektor vremenski ili prostorni.

Teorem 1.44 (Eulerov teorem za prostorne plohe)
Neka su e; i es jedini¢ni glavni vektori prostorne plohe S ({e;,e;) = 1,7 =1,2) u tocki p i
neka je v, = cosae; + sin avey po volji odabran prostorni jedinicni tangencijalni vektor u
p ((vp,vp) = 1). Tada je

k(v,) = ki cos® a + kg sin® (1.6)

gdje su ky i ko glavne zakrivljenosti plohe S u p.

Teorem 1.45 (Eulerov teorem za vremenske plohe koje nisu kvazi-umbilicke)
Neka je e; jedini¢ni prostorni, a e jedini¢ni vremenski glavni vektor ({(e1,e1) = 1, (e, e2) = —1)

u tocki p vremenske plohe S koja nije kvazi-umbilicka.

1. Ako je v, = coshae; + sinha ey po volji odabran prostorni jedini¢ni tangencijalni

vektor u p ((v,,v,) = 1), onda je

k(v,) = ki cosh® a — kysinh® .. (1.7)

2. Ako je v, = sinhae; 4 cosha ez po volji odabran vremenski jedini¢ni tangencijalni

vektor u p ((v,,v,) = —1), onda je

k(v,) = —k; sinh® @ + ky cosh?® a. (1.8)

gdje su ky i ko glavne zakrivljenosti plohe S u p.

Dokaz. Neka je v, = coshae; 4+ sinh ey prostorni jedini¢ni tangencijalni vektor u p.

Rac¢unamo normalnu zakrivljenost po definiciji:

k(v,) (Lp(vp),vp)  (Ly(coshaey + sinh aves), cosh ey + sinh aves)
v = =
: (vp, vp) 1

= cosh® a(L,(e1), e1) + cosh asinh a((Ly(e1), e2) + (Ly(ez), e1)) + sinh® a{L,(es), €2)

2 192
= ky cosh” @ — ko sinh” .

Neka je v, = sinh ave; + cosh avey vremenski jedini¢ni tangencijalni vektor u p. Racunamo

normalnu zakrivljenost po definiciji:

k(v,) (Lp(vp),vp)  (Lp(sinhavey + coshaey),sinh ey + cosh aey)
v = =
: <Up’ Up> -1

= —(sinh®a(L,(e1), e1) + coshasinha((L,(e1), e2) + (L,(ea), 1) + cosh®a(L,(es), ea))

= —ky sinh? o + kg cosh? av.
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O
Na samom kraju definirat ¢emo neke specijalne krivulje na plohi.

Definicija 1.46 (krivulje zakrivljenosti)

Neka je S prostorna ili vremenska ploha s dijagonalizabilnim operatorom oblika plohe nad
poljem R. Za krivulju ¢: I — S kazemo da je krivulja zakrivljenosti (crta krivine, glavna
krivulja) na plohi S ako je u svakoj njenoj tocki vektor ¢ kolinearan s glavnim vektorom

u toj tocki.

Svakom toc¢kom prostorne ili vremenske plohe s dijagonalizabilnim operatorom oblika
plohe nad poljem R prolaze dvije krivulje zakrivljenosti i one su medusobno okomite.
Prema tome, krivulje zakrivljenosti odreduju jednu ortogonalnu mrezu krivulja na plohi
koju nazivamo mrezZom krivulja zakrivljenosti. Od interesa je i znati kada se mreza krivulja

zakrivljenosti podudara s parametarskom mrezom plohe.

Propozicija 1.47 Mreza krivulja zakrivljenosti podudara se s parametarskom mrezom

plohe ako i samo ako je ' = M = 0.

Definicija 1.48 (asimptotska krivulja)
Za krivulju c¢: I — S kazemo da je asimptotska krivulja na S, ako je u svakoj njenoj tocki

smjer odreden vektorom ¢’ asimptotski, k(¢’) = 0.

Definicija 1.49 (geodetska krivulja)
Za krivulju ¢: I — S kazemo da je geodetska ako je u svakoj njenoj tocki vektor ¢ okomit

na plohu.

Ovo poglavlje zavrsit ¢emo s Fundamentalnim teoremom teorije ploha u R? koji nam
daje odgovor na pitanje kojim veli¢inama je ploha (do na poloZaj u prostoru) jednozna¢no
odredena ([34]).

Teorem 1.50 Neka su E, F,G,L, M i N glatke funkcije definirane na otvorenom skupu
UcCR?E #0, G # 0 koje zadovoljavaju Gaussovu formulu i Mainardi-Codazzi jed-
nadZbe, te neka je EG — F? # 0. Tada za svaku tocku ¢ € U postoji okolina V C U
od ¢ i glatki difeomorfizam f: V — f(V) C R} tako da regularna ploha f(U) C R} ima
funkcije F, F, G, L, M i N za fundamentalne veli¢ine prvog, odnosno drugog reda. Nadalje,
ako je V povezan, a f: V — f(V) C R? neki drugi glatki difeomorfizam koji zadovoljava

navedene uvjete, tada postoji izometrija prostora F : R? — R? tako da je f = F o f.

Sada ¢emo definirati rotacijske plohe, pravcaste plohe i helikoidalne plohe u Minkowskije-

vom prostoru.
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1.2.3 Rotacijske plohe u R?

Rotacijske plohe u Minkowskijevom prostoru definiramo analogno kao u euklidskom.

Definicija 1.51 (Rotacijske plohe)
Skup todaka u R? koji nastaje rotacijom neke ravninske krivulje oko pravca u toj ravnini
(koji ne sijece krivulju) nazivamo rotacijskom plohom. Krivulju koja rotira nazivamo

generatrisom plohe, a pravac oko kojeg krivulja rotira osi rotacije.

Buduéi da zelimo da svaka ploha bude regularna, u definiciju smo dodali uvjet da
generatrisa ne sijece os rotacije. Ako dopustimo da generatrisa sijeCe os rotacije, onda u
tocki gdje se one sijeku ploha moze imati singularnu tocku kao sto je npr. vrh u svjetlosnog
stosca LC'.

Za razliku od euklidskog prostora, u prostoru Minkowskog razlikujemo sedam tipova
rotacijskih ploha. Ploha moze biti prostorna ili vremenska, a os rotacije moze biti pros-

torni, vremenski ili svjetlosni pravac.

Odabrat ¢emo koordinatni sustav tako da parametrizacija rotacijskih ploha bude naj-
jednostavnija moguca. Za rotaciju oko prostorne i vremenske osi za koordinatni sustav
odabrat ¢emo kanonsku bazu za R, tj. {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} i za
vremensku os uzet ¢emo x-0s, a za prostornu os, z-0s. Za rotaciju oko svjetlosne osi biramo

svjetlosnu bazu (vidi definiciju 1.13) {4 = (- 25,0, %), B = (4,0, %),C = (0,1,0)}

i za svjetlosnu os [, odabrat ¢emo dijagonalu u xz-ravnini, tj. pravac [ := {(z,0,z): x € R}.

Propozicija 1.52 Neka je S rotacijska ploha u R? dobivena rotacijom generatrise c: I — S

oko prostorne osi, z-osi.

1. Ako je ploha S prostorna, onda karta f: I x R — S, koja parametrizira plohu S je

oblika
coshv sinhv 0 x(u) x(u) cosh v
f(u,v) =| sinhv coshv 0 0 = | z(u)sinhv (1.9)
0 0 1 z(u) z(u)

takva da je generatrisa c¢(u) = f(u,0) = (x(u),0, z(u)) prostorna krivulja i z(u) # 0

za sve u € I.

2. Ako je ploha S vremenska, onda karta f: I x R — S, koja parametrizira plohu S je
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oblika

coshv sinhv 0 0 y(u)
f(u,v) = | sinhv coshv 0 y(u) | = | y(u)coshv (1.10)
0 0 1 z(u) z(u)

za sve u € I ili karta oblika

coshv sinhv 0 x(u) x(u) coshv
f(u,v) = | sinhv coshv 0 0 = | x(u)sinhv (1.11)
0 0 1 z(u) z(u)

takva da je generatrisa c(u) = f(u,0) = (z(u), 0, z(u)) vremenska krivulja i z(u) # 0

za sve u € I.

Propozicija 1.53 Neka je S prostorna (vremenska) rotacijska ploha u R? dobivena rotaci-
jom generatrise ¢: I — S oko vremenske osi, z-osi. Karta f: I xR — S, koja parametrizira
plohu S je oblika

1 0 0 x(u) x(u)
flu,v) = 0 cosv —sinv y(u) | =1 y(u)cosv (1.12)
0 sinv cosv 0 y(u)sinv

takva da je generatrisa c(u) = f(u,0) = (z(u),y(u),0) prostorna (vremenska) krivulja i
y(u) #0 zasve u € I.

Propozicija 1.54 Neka je S prostorna (vremenska) rotacijska ploha u R? dobivena ro-
tacijom generatrise c¢: I — S oko svjetlosne osi, pravca | := {(z,0,z): x € R}. Karta

f: I xR — S, koja parametrizira plohu S je oblika

12 0 0 0 ) z(u)
fav)=| =5 1 = || () | = | =S +y)
v 0 1 0 va(u)

takva da je generatrisa c(u) = f(u,0) = (z(u),y(u),0) prostorna (vremenska) krivulja i
z(u) # 0 za sve u € I.

Uvijeti z(u), y(u) # 0 za sve u € I dolaze iz zahtjeva da krivulja ¢ ne sijeCe os rotacije.
Propozicije 1.52, 1.53 1 1.54 ne¢emo dokazivati. Dokazi se mogu pronadi u ([52]), propozi-

cija 1.9 S i propozicija 1.9 L.
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U propoziciji 1.52, 2. dobivamo dva tipa ploha jer razmatramo dva slucaja. Ravnina u
kojoj leze z-os i generatrisa ¢, moze biti prostorna, yz-ravnina ili vremenska, xz-ravnina.
Ako je ravnina prostorna, yz-ravnina, onda rotacijom krivulje ¢ koja je nuzno prostorna
oko z-os mozemo dobiti samo vremensku plohu koja je parametrizirana kartom (1.10).
Ako je ravnina vremenska, zz-ravnina, onda mozemo dobiti prostornu ili vremensku plohu,
ovisno o tome je li krivulja ¢ prostorna ili vremenska. Te plohe su parametrizirane kartama
(1.9) i (1.11). U propoziciji 1.53 viSe nemamo dva slucaja jer je tada ravnina nuzno vre-
menska jer sadrzi vremenski pravac, z-os. U propozicijama 1.53 i 1.54 ravnina u kojoj lezi
os i generatrisa ne moze biti svjetlosna jer bi u tom slu¢aju metrika u R? bila degenerirana,
a to ne moze biti jer za xy-ravninu vrijedi tvrdnja da je metrika prostora Minkowskog na
njoj nedegenerirana (vidi dokaz u [52]). U propoziciji 1.54 je ravnina nuzno vremenska

(prostorna ne moze biti jer sadrzi svjetlosni pravac).

U ([37]) i ([38]) se promatra slucaj kad je os rotacije y-os, ali mi éemo to izostaviti jer

se dobiju iste plohe kao kada rotiramo oko z-osi, samo sa zamijenjenim koordinatama.

1.2.4 Pravcaste plohe u R$

Pravcaste plohe u R? definiramo analogno kao u R3.

Definicija 1.55 (Pravcasta ploha)

Skup tocaka S C R} dan parametarskim prikazom
flu,v) =c(u) +vr(u),ue I CR,veR, (1.13)

pri éemu su vektori f, i f, linearno nezavisni predstavlja jednu C*—plohu u R? koju nazi-
vamo pravcasta ploha. Krivulja ¢ se naziva bazna krivulja (direktrisa, vodilica, ravnalica),

a pravci odredeni vektorom smjera r(u) izvodnice (generatrise) plohe.

Specijalno, krivulja r(u) se naziva direkcijska krivulja pravcéaste plohe. Izvodnice prav-

caste plohe su zadane s v — c(ug) + v 7 (up).

Nadalje, ako pretpostavimo da vektor e nije svjetlosni plohu S mozemo reparametrizi-
rati tzv. standardnom parametrizacijom, odnosno parametrizacijom za koju vrijedi da je

polje r(u) jedini¢no i (¢, ") = 0.

U nastavku ¢emo pretpostaviti da je pravcasta ploha parametrizirana standardnom para-

metrizacijom.
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U ([29]) navedene su Cetiri klase pravcastih ploha koje se pojavljuju u R :

1. pravcaste ploha ¢ija bazna krivulja, odnosno izvodnice nisu svjetlosnog karaktera i

linearno su nezavisni, klasa My,

2. pravcaste plohe ¢ija bazna krivulja je svjetlosnog karaktera, a izvodnice su prostor-

nog, odnosno vremenskog karaktera, te (¢/,r) # 0,

3. pravcaste plohe ¢ija bazna krivulja je prostornog, odnosno vremenskog karaktera, a

izvodnice su svjetlosnog karaktera, te (¢/,r) # 0,

4. pravcaste plohe ¢ija bazna krivulja i izvodnice su svjetlosnog karaktera i linearno su

nezavisni, klasa M,

te je pokazano da se uz odgovarajuc¢u reparametrizaciju bazne krivulje, pravéaste plohe u

R? mogu svesti na plohe klase M, odnosno M.

S obzirom na kauzalni karakter izvodnice 7 i njezine derivacije 7’ plohe klase M; dalje

mozemo podijeliti na
o plohe klase M}, ako r i r’ nisu svjetlosnog karaktera,
« plohe klase M?, ako r nije, ali 7’ je svjetlosnog karaktera.

Pravcaste plohe klase M| zovemo ne-nul pravéaste plohe, dok za plohe klase M koristi
se termin nul-pravcaste plohe uz napomenu da su ove plohe vremenskog, a ne svjetlosnog
karaktera na $to bi mogao asocirati termin "nul". Dalje je vazno napomenuti da je lokalna
teorija ne-nul pravcéastih ploha analogna teoriji pravcastih ploha u euklidskom prostoru,
dok za nul-pravcaste plohe koje nemaju svoj analogon u euklidskom prostoru to opcenito

ne vrijedi.

Pravcaste plohe klase M{ moZemo smatrati svojevrsnim analogonima pravcastih ploha
iz euklidskog prostora buduéi da za njih vrijede analogne definicije i teoremi za pravcaste
plohe u R3. U R? pravcaste plohe mozemo razlikovati s obzirom na kauzalni karakter bazne
krivulje, odnosno izvodnice. Ako je bazna krivulja ¢ prostornog ili vremenskog karaktera,
tada se izvodnice r mogu odabrati tako da su ortogonalne na krivulju c. Buduéi da u R3
vremenski vektor moZe biti ortogonalan samo na prostorni vektor ([44]), medu plohama
klase M} razlikujemo tri razli¢ita tipa ploha s obzirom na kauzalni karakter bazne krivulje,

odnosno izvodnice:

o plohe tipa S; su pravcaste plohe s prostornom baznom krivuljom i prostornim

izvodnicama,
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o plohe tipa Sy su pravcaste plohe s prostornom baznom krivuljom i vremenskim

izvodnicama,

o plohe tipa S3 su pravcaste plohe s vremenskom baznom krivuljom i prostornim

izvodnicama.

Plohe tipa S; su prostorne plohe, dok su plohe tipa S, i S3 vremenske pravcaste plohe.

Plohe klase M} su plohe s parametrizacijom (1.13) ¢ije su izvodnice prostornog, a vek-
torska polja ' svjetlosnog karaktera, tj. (r',r") = 0. Ovakve plohe nemaju svoj analogon
u euklidskom prostoru buduéi da u euklidskom prostoru samo za cilindri¢ne plohe vrijedi
(r',r") = 0 tj. vektorsko polje 7 je konstantno. U Minkowskijevom prostoru zbog indefi-
nitnosti metrike imamo specijalan slucaj ploha kojima vektorsko polje r nije konstantno,
ali je (r',r") = 0. Za takve plohe takoder mozemo reéi da je direkcijska krivulja pravcéaste

plohe svjetlosnog karaktera. Ova klasa ploha analizirana je u ([12, 73]).

Nama su sada od posebnog interesa plohe iz klase M ili nul-pravcaste plohe. Clelland
u ([10]) je pokazala da su upravo kvazi-umbilicke plohe, plohe klase M ili nul-pravcaste
plohe. To su pravcaste plohe kojima je bazna krivulja i izvodnice svjetlosnog karaktera.
Za plohe klase M, prema definiciji vrijedi linearna nezavisnost bazne krivulje c i izvodnica
r. Buduéi da su dva svjetlosna vektora linearno zavisna ako i samo ako je njihov pseudo-
skalarni produkt jednak nuli (vidi [44]), slijedi (¢, r) # 0. Nadalje, prema [29, 39] svaku
nul-pravéastu plohu za koju vrijedi (¢, r) # 0, mozemo parametrizirati kao B-namotajnu

plohu koju definiramo kako slijedi.

Definicija 1.56 (B-namotajna ploha)
Pravcasta ploha sa svjetlosnim izvodnicama i baznom krivuljom ¢ koja je svjetlosna

Frenetova krivulja sa svjetlosnim trobridom (A, B, ('), pri ¢emu je
d=A, (A,A)=(B,B)=0, (C,C) =1,

(A,B) =1, (A,C)=0, (B,C) =0,
te su izvodnice odredene s vektorskim poljem r» = B, naziva se B-namotajna ploha.

Dakle, B-namotajna ploha ima parametrizaciju oblika
flu,v) =c(u) +vB(u), uel CR, veR.
Za vektorska polja (A, B, C) vrijede analogoni Frenetovih formula

A = kO, B =ksC, O = —k3A — kyB,
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pri ¢cemu se funkcije k9 i k3 nazivaju zakrivljenostima krivulje c. B-namotajne plohe su
vremenske plohe i njihova prva fundamentalna forma I, odnosno druga fundamentalna

forma II, te operator oblika plohe L, dani su s ([29])
[ = k3v*du® + 2 dudo,

II = (ky + vk} + v?*E3)du? + 2k3 du do,

ks 0
L,= o .

Gaussova zakrivljenost K, odnosno srednja zakrivljenost H, B-namotajne plohe su dani s
K = k2, odnosno s H = k3. Stoga za B-namotajne plohe uvijek vrijedi H*> = K tako da su
one tzv. Weingartenove plohe. Mogu biti totalno umbilicke kao $to je pseudo-sfera S?(p, r)
ili kvazi-umbilicke. Primjeri B-namotajnih ploha uklju¢uju plosnate (o¢ito i minimalne)
B-namotajne plohe kao sto je parabolicki svjetlosni cilindar, ¢ija ¢e parametrizacija biti

prikazana kasnije u radnji, primjer 2.32.

1.2.5 Helikoidalne plohe u R?

Helikoidalne plohe u R? se definiraju analogno kao u euklidskom prostoru.

Definicija 1.57 (Helikoidalna ploha)

Neka je S ploha u R3. Za plohu S kaZemo da je helikoidalna ako je ona invarijantna za neku
jednoparametarsku grupu preslikavanja G 5 koja opisuje tzv. helikoidalno gibanje. G
odreduje os L i nagib h # 0. Opcenito, helikoidalna ploha S je parametrizirana kartom
fu,v) = éu(y(u)), gdje je v(u) (regularna) krivulja koju zovemo generatrisa plohe S i

¢y € G . Krivulju koju dobijemo za fiksirani v zovemo izvodnica helikoidalne plohe.

Napomena 1.58 Nec¢emo definirati pojam helikoidalnog gibanja. O tome se moze proci-
tati u ([42]). Intuitivno, helikoidalno gibanje tocke se sastoji od rotacije oko nekog pravca
i istovremeno translacije u smjeru tog pravca (gibanje po zavojnici). Helikoidalne plohe u
R3 s vremenskom i prostornom osi proucavane su u ([4]), a u slu¢aju kada je os svjetlosna
u ([30, 31, 60]).

Sada ¢emo navesti opéu parametrizaciju helikoidalne plohe u slucaju kada je njena os

redom z-os, z-os i pravac [ = {(z,z,0): z € R}, vidi ([4]).
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Helikoidalna ploha sa z-osi.

Ovdje razlikujemo dva slucaja, vidi objasnjenje kod rotacijskih ploha.

coshv sinhv 0 0 0 f(u)sinh v
f(u,v) = | sinhv coshv 0 fu) | +h| 0 | =| f(u)coshv
0 0 1 g(u) v g(u)+hv
ili
coshv sinhv 0 f(u) 0 f(u) coshv
f(u,v) = | sinhv coshv 0 0 +h| 0 | =| f(u)sinhv
0 0 1 g(u) v g(u)+hv

Autori u ([4]) ove plohe nazivaju redom helikoidalna ploha tipa I i II.

Helikoidalna ploha s z-osi:

1 0 0 g(u) v g(u)+ hv
f(u,v) =1 0 cosv —sinv fw) [ +h] 0 [ =] f(u)cosv
0 sinv cosv 0 0 f(u)sinv

Autori u ([4]) ovu plohu nazivaju helikoidalna ploha tipa II1.

Helikoidalna ploha s osi [ = {(z,2,0): = € R}:

1+2”2 v (s v (14 5)f () = Sgfu) + he
fluvy=1 [ 9@ [ o | = S w4 (1= Dg(u) + ho
2 2 0 0 2 2
v 0 v (f(u) = g(w))

U ([12]) navedeno helikoidalno gibanje se naziva kubno helikoidalno gibanje. Autori u

([4]) dobivenu plohu zovu helikoidalna ploha tipa IV.

Ovdje je h # 0 konstanta, a funkcija f(u) je klase C' i g(u) je klase C%. Ako je
generatrisa pravac dobivenu plohu nazivamo helikoid. Opéenito, helikoidalne plohe su
poopcenje helikoida na plohe koje nisu nuzno pravcaste, tj. plohe kojima izvodnice nisu
nuzno pravci. Posebna potklasa helikoidalnih ploha su pravcaste helikoidalne plohe. To su
plohe koje su istovremeno helikoidalne i pravéaste. Primjeri ploha iz te klase su helikoidi
o kojima ¢e u nastavku biti vise rijeci. Uz pravcaste helikoidalne plohe, drugi najpoznatiji
tip su helikoidalne plohe kojima su izvodnice kruznice, primjer kruzni cilindri o kojima

¢emo takoder govoriti u nastavku.
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POGLAVLJE 2

Minimalne i maksimalne plohe u R}

Bududi da se teorija minimalnih i maksimalnih ploha odvojeno proucava od teorije
pravih ¢McC ploha u ovom poglavlju najprije ¢emo navesti opcéenita svojstva minimalnih
i maksimalnih ploha bez dokaza, zatim klasifikacije rotacijskih, pravcastih i translacijskih

minimalnih i maksimalnih ploha u R$.

2.1 Minimalne i maksimalne plohe

U ovom odlomku proucit ¢emo neka opéenita svojstva minimalnih i maksimalnih ploha u
R3.

Definicija 2.1 Neka je S vremenska (prostorna) ploha u R3. Za plohu S kaZzemo da je

minimalna (maksimalna) ako je za nju H = 0.

Prvo ¢emo dokazati teorem koji opravdava njihove nazive tj. tvrdnju da minimalne i
maksimalne plohe lokalno minimiziraju (maksimiziraju) povrsinu. Taj teorem moZemo
na¢i u gotovo svim knjigama iz diferencijalne geometrije, mi smo koristili ([5, 11, 34, 36,
74]).

Definicija 2.2 Neka je S ploha u R? i x: U — S karta. Tada broj
P(x(U)) = / |det(xy, X0, n)| dudv = / % X %, || dudv
U U

zovemo povrsina dijela x(U) plohe S.
Za dokaz teorema 2.5 potrebne su nam definicije 2.3 i 2.4.

Definicija 2.3 Neka je x: U — S karta i ¢ > 0. Neka je ¢: U x (—¢,¢) — R? glatka
funkcija takva da je ¢¥(u,v,0) = x(u,v) za sve (u,v) € U. Tada familiju karata
{xs: €< s <c¢€}, gdje je karta x,: U — R} dana formulom x,(u,v) := 9 (u, v, s), zovemo

varijacija karte x.
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Definicija 2.4 Neka je S ploha i x: U — S karta. Za varijaciju ¢ karte x kazemo da je
normalna ako je oblika ¥ (u, v, s) = x(u, v)+ s ¢(u, v)n(u,v), gdje je ¢: U — R proizvoljna,

glatka funkcija i n(u,v) normala plohe.

Teorem 2.5 (Karakterizacija minimalnih i maksimalnih ploha)

Neka je S ploha u R? i x: U — S karta. Tada je karta x minimum (maksimum, sedlasta,
tocka) funkcionala x — P(x(U)) za svaku normalnu varijaciju karte x ako i samo ako je
H=0iK>0 (K <0, K=0)na dijelu x(U) CS.

Dokaz. Neka je ¢: U x (—¢,¢) — R3 normalna varijacija karte x(u,v) dana formulom
xs(u,v) = ¥(u,v,s) = x(u,v) + s¢(u,v)n(u,v). Za s € (—¢,€) neka su Es, Fy i Gg funda-

mentalne veli¢ine prvog reda karte x,. Tada vrijedi:

Oxs OXs,
E, = <%, 5 ) = (Xy + SO + SPNy, Xy + SO + SPNy,)
= FE + 2s¢(xy,ny) + 0(32),
Ox; Oxs,
FS - <%7 (% > - <Xu + $¢un + 3¢nu> Xv + $¢vn + 3¢nv>
= F + 5(¢(Xu, o) + ¢(Xy, ) + O(s57),
Oxs Oxs,
Gs - <W7 81} > - <Xv + SQ%TL + S(bnvaxv + SQZ%’/L + 5¢nv>

= G + 25¢(x,,n,) + O(5%).

U gornjem racunu smo napravili linearizaciju, odbacili smo ¢lanove koji su barem
kvadratnog reda veli¢ine po s kako bismo mogli lakSe racunati. To mozemo jer za s ~ 0
su ti ¢lanovi priblizno jednaki 0. Nadalje, prema definiciji fundamentalnih veli¢ina drugog
reda imamo: Ky = FE — 2s¢L, Fy = F —2s¢M i Gy = G — 25¢N.

Racunamo:
(d 7. G F2) ( +(E,Gs — F?)) ’) ( E;GS+ESG’S —2FS{F5)
d 2,/|E,Gy — F2| 2/|E,Gy — F2| /=0
B ( —26LG, +E( 20N) — 2F,(— 2¢M)>
2,/|EsGs — F2| 5=0

LG—2FM+EN LG —2FM + EN

/EG F2 =¢ EG — F?

= 20H\/|EG — F|.

|EG — F?|

Dalje ra¢unamo:

d? d LG, —2F,M + E,N
(GoViEG—F) = (5 (59 )
ds 5=0 ds |E,G, — F2| 5=0
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1 1 ’
_ <:|:<;5(LGS—2FSM+ESN)’:F¢(LGS—2FSM+ESN)() )
B,G,— F2| B,G,— F2|

L(~26N)—2(—26M)M 26 LN LG,—2F,M +E,N

=(3F¢ (Z20N) = A=20M)M=20LN) _ o _op a4 B,N)o 8 = )
|ESGS_F52| |E1$C7YS_F152‘5 s=0
B (i¢2 ALN = M?) 2(LGS—QFSM+ESNV)
|EGs — F2| |E.G, — F2|2 5=0
L oALN = M?) (LG~ 2FM + ENY’
|EG — F2| |EG — F2‘%

= 46*(K — H*)\J|EG — F2|.

Pretpostavimo da je H =01 K > 0 (K < 0, K = 0) na dijelu x(U) plohe S. Neka je
proizvoljna normalna varijacija karte x (dana formulom kao na pocetku dokaza). Tada

imamo:

d d d
< p(x, _ (4 &S—Fh1d> _ ( &S—Fﬂ dud
(Poe@)) = (§ [ VIEG -~ Flanaw) = [(LViBG —F2)  duav

s=0 S=

::Ag¢kua;—ﬁﬂdumw:0

Iz toga slijedi da je s = 0 stacionarna tocka funkcije s — P(x,(U)). Nadalje, imamo:

d2
/ 2 — 2
(dSQ/ |E,Gs — F: |dudv) —/ (d32 |EsGs — F: |> du dv

5=0 s=0
— [ 4¢*(K — H? EG—dei:/JQK EG — F?|dudv.
| 46 — %) dudv = | 46°K/ | dudo

2

d
%@ﬁ%mK>MK<QK:mﬂm&®pQﬁm&wm(POKQ:mﬁo
S 5=

povlaci da je s = 0 minimum (maksimum, sedlasta tocka) funkcije s — P(x,(U)), sto je i

(&P

s=0

trebalo dokazati.

Obratno, pretpostavimo da je s = 0 minimum (maksimum, sedlasta tocka) funkcije

s — P(x,4(U)) za svaku normalnu varijaciju karte x. Tada je s = 0 posebno i stacionarna

d
tocka te funkcije, pa mora biti (@P(XS(U)))S:U = 0 iz Cega slijedi

20H\/|EG — F?|dudv = 0.
|, 208/ | dudv

Bududi da to vrijedi za svaku glatku funkciju ¢, to posebno vrijedi za ¢ = H, tj. mora biti

2H*\/|EG — F2|dudv = 0, §to j Ce jedi ko je H = 0 (jer j dintegral
/U ] | dudv , Sto je moguce jedino ako je (jer je podintegralna
funkcija neprekidna i nenegativna). O

Napomena 2.6 Teorem 2.5 posebno vrijedi za varijaciju s kompaktnim nosacem. Za

varijaciju ¢ karte x: U — S kazemo da ima kompaktan nosa¢ ako za svaki s € (—¢,¢)
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postoji kompaktan skup K C U takav da je ¥(u,v,s) = ¥(u,v,0) za sve (u,v) € U\K.
Te varijacije napuhuju plohu S na dijelu x(U) (zato Sto je polje n okomito na plohu, a
zbog kompaktnog nosaca, skup x4(U) se na rubu podudara sa skupom x(U)). Iz toga

slijedi da ploha S lokalno minimizira (maksimizira) povr§inu ako i samo ako je H = 0 i
K >0(K <0).

U nastavku navodimo neka svojstva minimalnih i maksimalnih ploha.

Definicija 2.7 Neka je S prostorna (vremenska) ploha u R?. Za kartu x: U — S kazemo
da je konformna (izotermna) ako je E = G (E = —G) i F' = 0, odnosno za svaku tocku p €
S matri¢ni prikaz prve fundamentalne forme I plohe S u tocki p i bazi {x,(u,v),x,(u,v)}

je matrica oblika

Au, v) [(1) 2] . Mu,v) [(1] _01] , AMu,v) €R

za prostorne, odnosno za vremenske plohe. Funkciju A: U — R zovemo konformni faktor

karte x.

Sada ¢emo navesti dva teorema bez dokaza koji tvrde da se svaka prostorna ili vre-

menska ploha S u R? moZe lokalno parametrizirati konformnom kartom.

Teorem 2.8 Neka je S prostorna ploha u R3. Tada za svaku tocku p € S postoji otvoreni
skup U C R? i konformna karta x: U — S takva da je p € x(U).

Teorem 2.9 Neka je S vremenska ploha u R3. Tada za svaku tocku p € S postoji otvoreni

skup U C R? i konformna karta x: U — S takva da je p € x(U). Nadalje, tu kartu
u+v —u-+ v)

V2 V2

mozemo reparametrizirati kartom X: U — S danu formulom X(s,t) = x(

za koju vrijedi da su R,(s,t) i R,(s,t) svjetlosni za sve (s,t) € U.

Teorem 2.10 Neka je S ploha u Minkowskijevom prostoru i x: U — S konformna karta

s konformnim faktorom .

1. Ako je ploha S prostorna, onda je X, + Xy, = —2AHn.

2. Ako je ploha S vremenska, onda je —X,, + Xy, = 2AHn.
Korolar 2.11 Neka je S ploha u R} i x: U — S konformna karta.

1. Ako je ploha S prostorna, onda je S maksimalna ako i samo ako je X, + X,, = 0. U
tom sluc¢aju komponentne funkcije karte x su harmonicke. (Laplaceova jednadzba

je zadovoljena Ax = 0.)

2. Ako je ploha S vremenska, onda je S minimalna ako i samo ako je —x, + Xy, = 0.
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Teorem 2.12 Neka je S prostorna ploha u R? takva da je K < 0. Ako je ploha S

maksimalna, onda je Gaussovo preslikavanje g plohe S konformno.
Napomena 2.13 Tvrdnja teorema 2.12 ne vrijedi za vremenske plohe.

Teorem 2.14 Neka je S prostorna ploha u R?. Ako je Gaussovo preslikavanje g plohe S

konformno, onda je ploha S maksimalna na dijelu x(U) ili je dio prostorne sfere, H?.

Definicija 2.15 (Translacijske plohe)
Neka je S ploha u R3. Plohu S zovemo translacijska ili klizna ako se moZe Citava para-
metrizirati kartom x: U — R oblika x(u,v) = c¢1(u) + ¢2(v), gdje su ¢; i ¢y krivulje u R3.

Krivulje ¢; i ¢y zovemo generatrise plohe S.

Teorem 2.16 Neka je S vremenska ploha u R3. Ploha S je minimalna ako i samo ako za
svaku tocku p € S postoji karta x: U — S oblika x(u,v) = ¢1(u) 4+ c2(v), gdje su ¢1 i ¢z
svjetlosne krivulje, takve da je p € x(U).

Korolar 2.17 Ako je S vremenska translacijska ploha u R? takva da su joj obje generatrise

svijetlosne krivulje, onda je ploha S minimalna.

Napomena 2.18 Neka je S minimalna ploha u R?. Po teoremu 2.16, plohu S mozemo
lokalno parametrizirati kartom oblika x(u,v) = ¢;(u) + c2(v), gdje su ¢; i ¢z svjetlosne
krivulje. Tada plohu S, parametriziranu lokalno kartom X(u,v) = ¢;(u) — ¢2(v) zovemo
adjungirana (konjugirana) ploha plohe S. Nadalje, S je adjungirana ploha plohe g, tj. plohe
S i S ¢ne par adjungiranih ploha.

Propozicija 2.19 Neka je S minimalna ploha u R?. Tada je ploha S takoder minimalna.

Sada ¢emo definirati pojam adjungirane plohe za maksimalne plohe. Kao i kod mini-
malnih ploha, konstrukcija adjungirane plohe se temelji na ¢injenici da svaku prostornu

plohu mozemo lokalno parametrizirati konformnom kartom, vidi teorem 2.8.

Neka je S maksimalna ploha u R? lokalno parametrizirana konformnom kartom
x:U—S, x(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)). Tada su koordinatne funkcije z, y i z,
prema korolaru 2.11, harmonicke. Nadalje, iz kompleksne analize znamo da postoje
funkcije 7, 7, Z2: U — R, U C R? takve da su kompleksne funkcije fi, fa, f3: U — C,
fii=ax+1%, fo:=y+iy i f3 := z + iZ holomorfne. Adjungirana (konjugirana) ploha
prostorne plohe S u Minkowskijevom prostoru je ploha S, lokalno parametrizirana kartom
X(u,v) = (Z(u,v),y(u,v), Z(u,v)). Nadalje, vrijedi da je i ploha S adjungirana ploha
plohe S. Ako je g = g1 + 1 go holomorfna, onda je g = —go + i ¢g; takoder holomorfna.
Potrebno je samo provjeriti Cauchy-Riemannove uvjete. Negativan predznak ovdje ne
smeta jer je kartom —x(u,v) dana ponovno ploha S, samo s promijenjenim polozajem u

koordinatnom sustavu (centralna simetrija). Plohe S i S ¢ine par adjungiranih ploha.
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Propozicija 2.20 Neka je S maksimalna ploha u R?. Tada je ploha S takoder maksimalna.
Nadalje, plohe S i S su lokalno izometri¢ne (definicija 2.23).

Neka su S i S plohe u R? zadane parametrizacijama x: [ x R — R3 odnosno
X: I xR — R?. Neka je F': S — S preslikavanje ploha. Definiramo diferencijalno presli-

kavanje F,, (push-forward) preslikavanja F' u tocki p na sljedeéi nacin:
Definicija 2.21 I}, je linearna transformacija izmedu tangencijalnih prostora

— d(Foxoc
F*pl TpS — TF(p)S, F*p(Xp) = (F(p), <dt)(0)),

gdje je x o c: I — S krivulja na S za koju vrijedi
(xo0c)(0)=p, Foxoc:I—S, (Foxoc)(0)=F(p) i z,= QD’T(O))

Definicija 2.22 Linearni izomorfizam 7: V' — W mnogostrukosti V' i W koji cuva

pseudo-skalarni produkt se naziva linearna izometrija.

Definicija 2.23 Lokalna izometrija pseudo-Riemannovih mnogostrukosti M i N je glatko
preslikavanje F': M — N za koje je svako diferencijalno preslikavanje F,: T,M — TN
linearni izomorfizam, tj. vrijedi (F.(v), Fi.(w)) = (v, w), za sve v,w € T,M, p € M.

Dokaz sljedeceg teorema mozemo naci u [52], teorem 2.11.

Teorem 2.24 Neka je S maksimalna ploha u R? lokalno parametrizirana izotermnom
kartom x: U — S i neka je S njena adjungirana ploha dana kartom X: U — S. Tada je
formulom

xg(u,v) := x(u,v) cos @ + X(u,v)sinf, § € R

(lokalno) definirana jednoparametarska familija (Sp)ser lokalno izometriénih maksimalnih
ploha. Nadalje, za fiksni (u,v) € U, tangencijalne ravnine ploha Sy u tockama x4 (u,v) su

medusobno paralelne za sve 6 € R.
Dokaz sljedeceg teorema mozemo naci u [52], teorem 3.10.

Teorem 2.25 Neka je S minimalna ploha u R? lokalno parametrizirana izotermnom
kartom x: U — S i neka je S njena adjungirana ploha dana kartom x: U — S. Tada je
formulom

xg(u,v) := x(u,v) cosh§ + X(u,v)sinh 0, § € R

(lokalno) definirana jednoparametarska familija (Sy)ger lokalno izometriénih minimalnih
ploha. Nadalje, za fiksni (u,v) € U, tangencijalne ravnine ploha Sy u tockama x4 (u,v) su

medusobno paralelne za sve 6 € R.

35



Poglavlje 2. Minimalne i maksimalne plohe u R?

Definicija 2.26 (Asocirana ploha)
Ako je S maksimalna ili minimalna ploha u R3. Za 6 € R, plohu Sy zovemo asocirana

ploha plohe S. Familiju (Sy)ger zovemo asocirana familija plohe S.

Asociranu familiju je zanimljivo promatrati samo za 6 € [0, 5] jer za 6 iz ostalih kva-
dranata, dobivamo iste plohe, samo centralnosimetri¢ne s obzirom na ishodiste onima za

0 iz prvog kvadranta.

Neka je S maksimalna ploha i S njena adjungirana ploha. Plohe S i S pripadaju
familiji (Sg)ger, S = So i S = Sz. Nadalje, plohe S i S imaju istu asociranu familiju, samo
drugacije parametriziranu. To slijedi iz ¢injenice da je ploha S adjungirana ploha plohe
S, tj. S=S§.

Isti zakljucak ne vrijedi za minimalne plohe. Neka je S minimalna ploha i S njena
adjungirana ploha. Ploha S pripada familiji (Sg)ger, S = Sy, ali S + Sz. Kada bi S €Sy
tada bi plohe S i S bile izometri¢ne, a to ne moze biti jer su one antizometri¢ne tj. vrijedi

(Xy, X)) = —(Xuy X)), (Xu, Xp) = (X, Xy) = 0,1 (X4, X)) = —(Xy, Xy)-

2.2 Rotacijske minimalne i maksimalne plohe

U ovom poglavlju navest ¢emo primjere minimalnih i maksimalnih rotacijskih ploha u

Minkowskijevom prostoru.

Klasifikacija minimalnih i maksimalnih rotacijskih ploha napravljena je u ([52]). U
euklidskom prostoru minimalna rotacijska ploha je katenoid. Isto je i u Minkowskijevom
prostoru, samo za razliku od euklidskog prostora gdje postoji samo jedan tip katenoida u

prostoru Minkowskog razlikujemo sedam tipova katenoida.

Louise u ([52]) je dokazala da ako odaberemo os rotacije ¢, onda je rotacijska ploha S
za koju je H = 0 i cija je os rotacije pravac ¢ jedinstvena ako je zadovoljen pocetni uvjet

da je ploha S putevima povezana.

U nastavku izvodimo parametrizacije katenoida, odnosno minimalnih i maksimalnih

rotacijskih ploha u R?. Svi detalji oko izvoda mogu se pronaéi u ([52]), propozicija 1.21.

Primjer 2.27 (prostorni i vremenski katenoid s prostornom osi)

Parametrizaciju katenoida S ¢ija je os rotacije z-os izvodimo na sljedeé¢i nacin. Prema

36



Poglavlje 2. Minimalne i maksimalne plohe u R?

propoziciji 1.52 parametrizacija rotacijske plohe ¢ija je os rotacije z-os je oblika
x(u,v) = (z(u) coshv, z(u) sinh v, z(u)).

Ako je 2/ = 0, z = const., onda je S ravnina, Sto nije rotacijska ploha. Dakle, mora biti
2'(u) # 0 za neki u, pa time i na nekom intervalu I (jer je 2z’ neprekidna). Nadalje, z(u)
mozemo reparametrizirati tako da bude z(u) = u za sve u € I. Time parametrizacija

rotacijske plohe ¢ija je os rotacije z-os ima oblik
x(u,v) = (x(u) coshv, z(u) sinh v, u).
Racunamo srednju zakrivljenost. Komponente prve i druge fundamentalne forme su:
E(u,v) = —2'(u)® +1, F(u,v) =0, G(u,v)=x(u)?
_ —x(u)r(u) B —x(u)?
Va2l —a'(u?| Va2l —a'(up?]

Kada ih uvrstimo u (1.3) i sredimo, dobivamo sljede¢u ODJ: z'(u)* — 1 — z(u)2” (u) = 0,

Cija rjesenja su

L(u,v)

M(u,v) =0, N(u,v)

x(u) = ésin (Cu+D) i =z(u)= ésinh (Cu+ D).

Slijedi da parametrizacija prostornog katenoida sa z-osi ima oblik:

x(u,v) = (é sin(Cu + D) cosh v, é sin(Cu + D) sinh v, u) (2.1)

Nadalje, parametrizacija vremenskog katenoida oko z-osi ima oblik:
1. L. .
x(u,v) = (5 sinh(Cu + D) cosh v, c sinh(Cu + D) sinh v, u)

U slucaju vremenskih ploha imamo jos jednu moguéu parametrizaciju rotacijske plohe
oko z-osi oblika x(u,v) = (y(u) sinh v, y(u) cosh v, w). U tom sluéaju napravimo isti ra¢un
1
kao gore i dobijemo ODJ y"y—y'?—1 = 0, ¢ije je jedinstveno rjesenje y(u) = ol cosh(Cu + D)

C >0, D € R. Time smo dobili jos jedan vremenski katenoid sa z-osi:

x(u,v) = (é cosh(Cu + D) sinh v, é cosh(Cu + D) cosh v, u)

Slika 2.1 lijevo prikazuje prostorni katenoid s prostornom osi.

Primjer 2.28 (prostorni i vremenski katenoid s vremenskom osi)

Nadimo parametrizaciju katenoida S cija je os rotacije xz-os. Prema propoziciji 1.53 karta
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koja parametrizira rotacijsku plohu ¢ija je os rotacije x-os je oblika
x(u,v) = (z(u), y(u) cosv, y(u) sinv).

Kao u primjeru 2.27, tu parametrizaciju mozemo reparametrizirati na sljede¢i nacin:
x(u,v) = (u,y(u) cosv, y(u) sinv). Zatim, istim postupkom kao u primjeru 2.27, izvedemo
sliede¢u ODJ: 9/ (u)? — 1 — y(u)y” (u) = 0 i rijeSimo je. Uoc¢imo, ta jednadzba je ista kao
jednadzba u primjeru 2.27. Njena rjeSenja su y(u) = é sin(Cu + D) iy(u) = (1] sinh(Cu + D)
C >0, D € R. Time smo dobili parametrizaciju prostornog katenoida s x-osi:

1 1
x(u,v) = (u, ol sinh(Cu + D) cosv, ol sinh(Cu + D) sin v). (2.2)

Parametrizacija vremenskog katenoida s x-osi ima oblik:
x(u,v) = (u, 1 sin(Cu + D) cosv, 1 sin(Cu + D) sin v).
C C

Slika 2.1 u sredini prikazuje prostorni katenoid s vremenskom osi.

Primjer 2.29 (prostorni i vremenski katenoid sa svjetlosnom osi)
Nadimo parametrizaciju katenoida ¢ija je os rotacije svjetlosni pravac [ := {(z,0,z): x € R}.
Iz propozicije 1.54 znamo da parametrizacija rotacijske plohe oko pravca [ ima oblik:

2

x(u,v) = {w(u), ~w(u) +y(u),ve(u)}.

Kao u prijasnjim primjerima tu parametrizaciju mozemo reparametrizirati ovako:

x(u,v) = {a:(u), —%x(u) + u,v x(u)} Primjenjujemo isti postupak kao u primjeru 2.27,
za funkciju x dobivamo sljede¢u ODJ: x(u)”z(u) + 22'(u)? = 0. Pri tome mora biti
z(u), z'(u) # 0 za sve u € I, gdje je I neki interval. Rijesimo tu jednadzbu. Rjesenje
jednadzbe je z(u) = VC?u+ D i 2(u) = V—C?u+ D, C, D € R. Parametrizacija

prostornog katenoida sa svjetlosnom osi [ ima oblik:

2
x(u,v) = {\3/ C?u+ D, —%\S/ C2u + D + u,v VC?u + D}. (2.3)

Slika 2.1 desno prikazuje prostorni katenoid sa svjetlosnom osi. Parametrizacija vremen-

skog katenoida sa svjetlosnom osi [ ima oblik:

2
x(u,v) = {\3/ —C?u+ D, —%\3/—Czu + D +u,vvV—C?u+ D}. (2.4)

Parametrizaciju (2.3) mozemo reparametrizirati (primjer 2.42 u [52]) tako da zamijenimo
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svjetlosnu bazu {A, B, C'} s kanonskom bazom

A-B . _A+B
vz

U tom slucaju parametrizacija plohe (2.3) ima oblik:

{EO = By = C}.

1 1
x (i1, 0) = { === (20 + 8% — 20°), ——=(2i — %0+ 20%), U},

72\/5

Nadalje, parametrizaciju (2.4) mozemo reparametrizirati tako da joj karta bude izotermna
(primjer 3.18 u ([52]))

A~

0 @ -0 b -8 —?
)+ ( )

2v/3" 6v2 26 2v3" 6v/3 2v6

Generatrisa katenoida c¢: R — R$, ¢(u) = x(u, 0) je krivulja koju zovemo lanc¢anica. U

x(, 8) = (

primjerima 2.27, 2.28 i 2.29 smo usput izveli i jednadZbe lancanica u R?. Te krivulje su

analogoni lanc¢anica iz euklidskog prostora.

Klasifikacija minimalnih i maksimalnih ploha u R} osim u ([52]), moZe se pronaéi izmedu
ostalog i u ([2, 35, 37, 38, 44, 58]).

Autori u ([2]) i ([58]), prostorne katenoide s prostornom osi (2.1), vremenskom osi
(2.2) i svjetlosnom osi (2.3) izvode uz pomo¢ tzv. Bjorlingove formule i nazivaju redom
hiperboli¢ki, elipticki i parabolicki katenoid (vidi sliku 2.1). Inspiracija za imena tih ploha
dobivena je iz ([24]), gdje se jednoparametarska grupa ortogonalnih transformacija u R? s
fiksnom os naziva hiperbolickim, eliptickim i parabolickim gibanjem, s obzirom na kauzalni

karakter osi koja je redom prostorna, vremenska ili svjetlosna.

Kobayashi u ([35]) plohe (2.1), (2.2) i (2.3) naziva radom katenoid 2. vrste, katenoid

1. vrste i Enneperova ploha 2. vrste (slika 2.1).

Slika 2.1: Hiperbolicki, elipticki i parabolicki katenoid
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2.3 Pravéaste minimalne i maksimalne plohe

Definiciju pravcastih ploha u Minkowskijevom prostoru ve¢ smo dali, definicija 1.55. U

ovom poglavlju navest ¢emo primjere minimalnih i maksimalnih pravcastih ploha.

Pravcaste minimalne i maksimalne plohe mozemo podijeliti u dvije potklase:
1. razvojne H = K = 0,
2. vitopere H =01 K # 0.

Svaku od te dvije potklase istrazit ¢emo zasebno.

2.3.1 Razvojne minimalne i maksimalne plohe

Jedina razvojna maksimalna ploha je ravnina (vidi [2, 5, 9]).

Teorem 2.30 Neka je S ploha u R}. Pretpostavimo da se operator L, moZe dijagonalizirati

nad R za svaku toc¢ku p € S. Tada je H = K = 0 ako i samo ako je S (prostorna) ravnina.
Slijedi op¢i karakterizacijski teorem za pravcaste plohe za koje je H = K = 0.

Teorem 2.31 Neka je S pravcasta ploha u R} parametrizirana kartom x: I x R — S,
x(u,v) = ¢(u) + vr(u). Pretpostavimo da vektor r'(u) nije svjetlosni ni za koji u € I.

Tada je H = K = 0 ako i samo ako vrijedi jedno od sljedeceg:
1. r je konstantno svjetlosno polje,
2. r je svjetlosno polje i vektor ¢(u) je kolinearan s vektorom r(u) za svaki u € I,
3. vektori ¢(u) i r”(u) su kolinearni s vektorom r(u) za svaki u € I,
4. r = const. i skup {c(u),r(u),c’(u)} je linearno zavisan za svaki u € I.

Plohe za koje je H = K = 0 su potklasa ploha za koje je H*> = K, odnosno potklasa

kvazi-umblickih ploha koje su opisane u poglavlju 1.2.4.
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Primjer 2.32 (parabolicki nul-cilindar)
Neka je b € R. Parabolicki nul-cilindar (slika 2.2) je kvazi-umbilicka ploha u R? za koju

vrijedi H = K = 0. Mozemo je parametrizirati kartom oblika:

x(u,v) = (bv+h<1§+v) —|—u,bv+h<1§—v> +u,b+hv2>

v3 v3
_ (bv+h<3+v),bv+h(3 —v),b+hv2) +u(1,1,0), beR.

To je cilindri¢na ploha sa svjetlosnom osi. StoviSe, ona je i helikoidalna ploha koja je

nastala helikoidalnim gibanjem svjetlosoga pravca oko sjetlosne osi [ ([12, 58, 60]).

Slika 2.2: Parabolic¢ki nul-cilindar

Lépez i Demir u ([42]), teorem 4.1., daju jos jedan primjer kvazi-umbili¢ke plohe kojoj
je H = K = 0. To je helikoidalna ploha nastala helikoidalnim gibanjem oko prostorne
osi svjetlosnog pravca koji se nalazi u ravnini okomitoj na os. Mi u radnji smo definirali
helikoidalne plohe tako da im generatrisa lezi u ravnini u kojoj lezi os. Ta ploha dana je

sljede¢om parametrizacijom:

sinhv coshv 0 u 0 usinh v + (£u + ag) coshv
x(u,v) = | coshv sinhv 0 tu+ag |+h| 0 | = | wcoshv+ (£u+ ag)sinhv
0 0 1 0 v hv

gdje je ag, h € R # 0.

Sada prelazimo na pravcaste plohe za koje je H = 01 K # 0, tzv. vitopere pravcaste

plohe.
2.3.2 Vitopere minimalne i maksimalne plohe
Buduéi da je svaki helikoid vitopera minimalna ili maksimalna ploha sada ¢emo kroz
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primjere upoznati razli¢ite tipove helikoida u Minkowskijevom prostoru ([52, 59]). Razli-
kujemo sedam tipova helikoida. Os helikoida moze biti prostorni, vremenski ili svjetlosni
pravac, a helikoid moze biti prostorna ili vremenska ploha. Kao i kod katenoida, radi

jednostavnosti promatrat ¢emo samo helikoide ¢ija je os z-o0s, x-os ili pravac [.

Primjer 2.33 (prostorni i vremenski helikoid s prostornom osi)

Helikoid S oko z-osi je dan nekom od sljedece dvije karte:

coshv sinhwv 0 u sinh v
x(u,v) = | sinhv coshwv u |+h| 0 |=]| ucoshv (2.5)
0 0 0 v hv
ili
coshv sinhv U 0 u cosh v
x(u,v) = | sinhv coshv 0 0O [+h] 0 [=] usinhv (2.6)
0 0 1 0 v hv

Ploha dana kartom (2.5) je prostorna (vremenska) ako i samo ako je v> — h? < 0 (> 0).
Ploha dana kartom (2.6) je vremenska ploha. Na slici 2.3 lijevo prikazana je prostorna
ploha (2.5).

Primjer 2.34 (prostorni i vremenski helikoid s vremenskom osi)

Helikoid S oko z-osi je dan kartom:

1 0 0 0 v hv
x(u,v) =] 0 cosv —sinv u |+h| 0 |=| ucosv (2.7)
0 sinv cosv 0 0 u sinv

Ploha S je prostorna (vremenska) ako i samo ako je h? —v? < 0(> 0). Na slici 2.3 u

sredini prikazana je prostorna ploha (2.7).

Primjer 2.35 (prostorni i vremenski helikoid sa svjetlosnom osi)

Prostorni helikoid S oko pravca L dan je u svjetlosnoj bazi

1 1
(A= (_ﬁ’o’ﬁ)’ B= (ﬁoﬁ) C=(0,1,0)}

kartom koja ima oblik (primjer 2.42 u ([52]))

ud 4+ 6u —u’ 4 6u u2+2>_ (\/gu —V/3u i

X(U,U)z—( 23 128 278 5 g ,\/6>, v < 0. (2.8)
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Ako napravimo reparametrizaciju plohe (2.8) dane parametrizacijom tako da svjetlosnu

bazu {A, B, C'} zamijenimo kanonskom bazom

A+ B
7E1: \/§

_A-B
V2

ploha ¢e imati parametrizaciju oblika:

{E) ,Eb:C}

o ol a2 N 3
__7_7__>+U( 7_’__)7
V6 6v6 2v6 V6 V6
Vremenski helikoid S oko pravca L dan je u svjetlosnoj bazi {A, B, C'} kartom koja ima

oblik (primjer 3.18 u ([52]))

x(i1, ) = ( b < 0. (2.9)

X““w::(_2¢?6¢?_év%>+(2¢?_6¢?2v%) (2.10)

Parametrizaciju (2.10) mozemo reparametrizirati tako da se dobije parametrizacija koja

je ista kao i (2.9) samo ovdje je ¢ > 0.

Slika 2.3: Helikoid 2. vrste, helikoid 1. vrste, Cayley-Lie minimalna ploha

Prostorni (vremenski) katenoidi i helikoidi ¢ine parove adjungiranih ploha. Preciznije,
prostorni (vremenski) katenoid i helikoid s prostornom (vremenskom, svjetlosnom) osi

su adjungirane plohe. Koristenjem tog svojstva Louise u ([52]) je izvela parametrizacije
helikoida.

Autori u ([2, 12, 35]) prostorne plohe parametrizirane redom kartama (2.5), (2.6),
(2.7) i (2.8) nazivaju helikoid 2. vrste, helikoid 3. vrste, helikoid 1. vrste i konjugirana
Enneperova ploha 2. vrste ili Cayley-eva pravcasta ploha (vidi sliku 2.3). Helikoid 1. vrste,
2. vrste i 3. vrste zovemo Lorentzovi helikoidi ili preciznije uspravni Lorentzovi helikoidi.
Parametrizacije ploha u ([2, 35]) izvedene su uz pomo¢ tzv. Bjorlingove formule. Helikoid
1. vrste je helikoid iz R3.
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Dillen i Kiihnel u ([12]) su pokazali da su jedine vitopere minimalne (maksimalne)

plohe Cayley-eva ploha i tri uspravna Lorentzova helikoida. Isti rezultat mozemo naéi i u

([73])-

Cayley-eva minimalna ploha (slika 2.3) u ([42]) se jo$ naziva Lie minimalna ploha. U
([73]) tu plohu nazivaju Cayley-Lie minimalna ploha. To je primjer plohe iz klase M7,
odnosno to je pravéasta ploha kojoj je vektor r’'(u) svjetlosni za svaki u, ali vektor r(u)
nije svjetlosni. (Mora vrijediti r(u) # 0, jer inace ploha ne bi bila regularna.) U ([42]) ta

ploha je dobivena helikoidalnim gibanjem prostornog pravca oko svjetlosne osi.

Nadalje, vrijedi da ne postoje vitopere minimalne plohe iz klase M; jer za te plohe
vrijedi H2 = K. Pa ako je K # 0, mora biti i H # 0.

2.4 Translacijske minimalne i maksimalne plohe

Translacijske plohe smo ve¢ definirali (definicija 2.15). Ako se ograni¢imo na translacijske
plohe cije generatrise leze u koordinatnim ravninama, onda takvih ploha ima svega nekoliko.
Klasifikaciju je napravio Liu u svom radu ([41]), teorem 2.36. Minimalne i maksimalne

translacijske plohe mozemo pronaci i u ([20]).

Teorem 2.36 Neka je S translacijska minimalna ili maksimalna ploha u R} takva da

njena generatrisa lezi u koordinatnim ravninama. Tada je S ravnina ili jedna od sljede¢ih
ploha. Neka je a € R, a # 0.

1. Ako je ploha S prostorna, onda je S prostorni dio neke od ploha danih sljede¢im

implicitnim jednadzbama
1 1
x = —log (cosh(az)) — — log (cosh(ay)),
a a

z= Clzlog (cos(ay)) — ilog (sinh(ax)).

2. Ako je ploha S vremenska, onda je S vremenski dio neke od ploha iz 1. dijela ili

neka od ploha danih sljede¢im implicitnim jednadzbama

1 1
x = —log (sinh(az)) — — log (cosh(ay)),
a a

1 1
x = —log (cosh(az)) — — log (sinh(ay)),
a a
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1 1
x = —log (sinh(az)) — — log (sinh(ay)),
a a

z = Clblog (cos(ay)) — ilog (cosh(azx)).

2.0 Ostale minimalne i maksimalne plohe

Klasi¢ne minimalne (maksimalne) plohe su helikoid, katenoid i ravnina. U ovom poglav-
lju navest ¢emo samo kroz primjere, bez istrazivanja njihovih svojstava, ostale poznate

minimalne (maksimalne) plohe u Minkowskijevom prostoru.

Parametrizaciju Enneperove, Hennebergove i Catalanove plohe mozemo naci u ([2]). Pa-

rametrizacije tih ploha su dobivene uz pomo¢ Bjorlingove formule.

Primjer 2.37 (Enneperova ploha)

Enneperova maksimalna ploha je dana kartom

1 1
x(u,v) = (u2 — v, §u2 — wv? + u, §u3 — v+ v).

Enneperova minimalna ploha je dana kartom

1 ud v3 ud v3

xe(u,v):§<u+§—v—g,—u+§—v+§,—eu2—02>.

gdje je e € {—1,1}. Ako je ¢ = 1, onda ploha ima u svakoj tocki realne razli¢ite glavne
zakrivljenosti, a ako je ¢ = —1, onda ima imaginarne glavne zakrivljenosti. Enneperova

ploha je algebarska ploha 3. reda.

Primjer 2.38 (Hennebergova ploha)

Hennebergova maksimalna ploha je dana kartom
2 2 . :
x(u,v) = (2cosh(2u) cos(2v), 2 coshu cosv+§cosh(3u) cos(3v), gcosh(Su) sin(3v)—2 coshu smv) :

Hennebergova ploha je primjer (globalno) neorijentabilne maksimalne plohe.

Primjer 2.39 (Catalanova ploha)

Catalanova maksimalna ploha je dana kartom
. . u . v
x(u,v) = (u — sinh u cos v, cosh u cosv — 1,4 sinh 5 sin 7), u > 0.

2

Primjer 2.40 (Scherkove plohe, [20])
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Neka je a € R\{0}. Plohe parametrizirane redom
|), tanh?(au) + tanh?(av) < 1,
) tanh?(au) + tanh®(av) > 1,
— ), u # 0,
), u,v # 0,

zovemo Scherkova maksimalna ploha 1. vrste, Scherkova minimalna ploha 1. vrste, 2. vrste

1 3. vrste.

Primjer 2.41 (Bourova ploha, [23])

Neka je m € R\{—1,0,1}. m-ta Bourova maksimalna ploha dana je kartom

2u™ um—l um-{—l
X (U, V) :<W cos (mv), 7 s ((m—1)v) + e ((m+ 1)v),
m—1 m+1
— ;_ : sin ((m — 1)v) + 771;4— : sin ((m + 1)1})).

Jos jedna parametrizacija Bourove maksimalne plohe dobiva se ako u Weierstrassovu
formulu za maksimalne plohe uvrstimo f(z) = 2z™72, g(z) = 2. Za m = 2 dobivamo

Enneperovu maksimalnu plohu. m-ta Bourova minimalna ploha je dana kartom

2um um—l um—l—l

X (U, V) :(m(cosmv + sin™v), o 1(cosm_lv — sin™ ) — o (cos™ o — sin™ 1),
m—1 m+1
i 1 (cos™ ' v 4 sin™ o) — “ 1 (cos™ ™ v + sin™*! v)>
m_

Primjer 2.42 (Schwarzove plohe, ([17, 18, 19]))

e Zaa€ (0,1)i0 € R stavimo f(z) = 2% (2% + (a* + a=*)2* +1)72, g(2) = —z. Ako
to uvrstimo u Weierstrassovu formulu za maksimalne plohe, dobivamo plohe S, ¢

dane kartama:

dw.

e?(—2w, 1+ w? 1 — w?)
" ’ — R / ? ?
X(a) (1, v) “ L (w8 + (a* + a=*)w* + 1)2

o Za fiksni a, familija (S, ¢)ecr je jedna asocirana familija maksimalnih ploha.

V3-—1

o Zaa= 75 (tj. a*+a~* = 14), plohu S, zovemo Schwarzova maksimalna

primitivna ploha (krace P-ploha), a plohu S(a,z) zovemo Schwarzova maksimalna

dijamantna ploha (kra¢e D-ploha).
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« Za a € (0,1) familiju ploha S, ) zovemo Schwarzova P-familija, a familiju S, =)

zovemo Schwarzova D-familija.

e Za a € (0,+00) stavimo f(z) := 2i[2(2* + a®)(2® + a3)] 7%, g(z) = —z. Ako
to uvrstimo u Weierstrassovu formulu za maksimalne plohe, dobivamo familiju

(Sa)ac(0,400), koju zovemo Schwarzova heksagonalna familija (kra¢e H-familija).

Parametrizacije Schwarzovih ploha je tesko egzaktno izracunati. U euklidskom slucaju,
Schwarzove P i D plohe mogu se implicitno aproksimirati trigonometrijskim jednadzbama.
Parametrizacija Schwarzove D-plohe se moze izraziti i pomocu eliptickih integrala. Sc-
hwarzova ploha se sastoji od malog dijela s rupama koji se periodicki ponavlja. Nadalje,
maksimalne plohe s rubom pod odredenim uvjetima mogu se prosiriti preko tog ruba i na
minimalni (tj. vremenski) dio. Iskaz teorema o prosirenju moze se procitati u [17]. Tako

se mogu pronac¢i neke Schwarzove minimalne plohe.
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POGLAVLJE 3

Prave plohe konstantne srednje
zakrivljenosti u R;

Za plohu S u R kaZemo da je prava ploha konstantne srednje zakrivljenosti ako je za
nju H = const. # 0. Za pravu plohu konstantne srednje zakrivljenosti koristit ¢emo kraci
naziv prava CMC ploha (od engleskog constant mean curvature) ili kraée ¢MC ploha.
Cilj ovog poglavlje je prikazati osnovne razultate vezane za ¢MC plohe u R}. Preciznije,
u poglavlju 3.1 prikazat ¢emo klasifikaciju rotacijskih ¢McC ploha, tzv. Delaunayevih
ploha. Nadalje, u poglavlju 3.2 bit ¢e prikazan pregled pravcastih i helikoidalnih ne nuzno
pravcéastih ¢McC ploha. Poglavlje ¢emo zavrsiti klasifikacijom translacijskih pravih ¢mc
ploha u R3.

3.1 Rotacijske prave plohe konstantne srednje
zakrivljenosti

U ovom poglavlju istrazivat ¢emo rotacijske prave ¢MC plohe u prostoru Minkowskog.
Pokazat ¢emo da su jedine rotacijske prave ¢McC plohe tzv. Delaunayeve plohe: sfera,
cilindar, unduloid i nodoid. Rezultate ¢emo navesti bez dokaza, a dokazi i detalji se
mogu pronaéi u ([25, 37, 38]). Izvodi formula za rotacijske prave ¢MC plohe se rade
analogno kao za minimalne i maksimalne plohe. Napise se opéi oblik parametrizacije
plohe S kojoj je os pravac ¢ C R3 i generatrisa krivulja ¢, dan u propozicijama 1.52, 1.53
i 1.54. Nakon toga iz formule 1.3 postavi se diferencijalna jednadzba za generatrisu c.
Rjesavanjem te jednadzbe dobivamo trazenu plohu S. Kao kod minimalnih i maksimalnih
ploha, ogranicit ¢emo se na slucajeve kad je os rotacije x-o0s, z-os ili svjetlosni pravac
[ :={(z,2,0): x € R}. Autori u ([37, 38]) koriste drugaciju svjetlosnu os kod rotacijskih
minimalnih i maksimalnih ploha i oni ne koriste svjetlosnu bazu kao u propoziciji 1.54,

nego kanonsku bazu, tako da parametrizacija tih ploha ima oblik
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1 +:2 —UQQ v fuw) 12+ %)f(U) - ;9(“)
x(u,v) = % 1— % v 9(0u> - %f u) + (1 — %)9(“)
v —v 1 v (f(u) —g(u))

Dokaz teorema 3.1, 3.2 i 3.3 moze se naci u ([37]), teorem 5 i u ([38]) teorem 4.

Teorem 3.1 Neka je S rotacijska cmc ploha u R, H € R, H # 0, njena srednja

zakrivljenost i os rotacije z-os.

1. Ako je ploha S prostorna, onda je parametrizirana kartom x: I x R — S oblika
x(u,v) = (x(u) coshv, z(u) sinh v, u) (3.1)

gdje je c(u) = (z(u),0,u) generatrisa plohe S. Pri tome je krivulja ¢ prostorna i
x(u) > 0 za svaki u € I. Nadalje, funkcija x zadovoljava sljede¢u ODJ:

12"z — (') +1

22— @)

2. Ako je ploha S vremenska, onda je parametrizirana kartom x: I x R — S oblika
x(u,v) = (y(u) sinhv, y(u) cosh v, u) (3.2)

gdje je c(u) = (0,y(u),u) generatrisa plohe S, y(u) > 0 za sve u € I i funkcija y

zadovoljava ODJ:
1y - ()P -1

H = 3
2 y((y)*+ 1)z

ili kartom oblika
x(u,v) = (x(u) cosh v, x(u) sinh v, u) (3.3)

gdje je c(u) = (x(u),0,u) generatrisa plohe S, krivulja ¢ je vremenska, z(u) > 0 za
sve u € I i funkcija x zadovoljava ODJ:

1"z — (')* + 1

2 @y - 1DF

Obratno, svaka orijentirana ploha S u R? dana jednom od karata (3.1), (3.2) ili (3.3) je

rotacijska prava ¢MC ploha sa z-osi.

Teorem 3.2 Neka je S prostorna (vremenska) rotacijska prava ¢MC ploha u R? srednje

zakrivljenosti H € R, H # 0, ¢ija je os rotacije z-0s. Tada je ploha S parametrizirana
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kartom x: I x [0,27) — S oblika
x(u,v) = (u,y(u) cosv,y(u) sinv) (3.4)

gdje je ¢(u) = (u,y(u),0) generatrisa plohe S. Krivulja ¢ je prostorna (vremenska) krivulja

iy(t) > 0. Nadalje, funkcija y zadovoljava sljede¢u ODJ:

1//_/21
g LYy

2y ()2 - 1)F

Pozitivan predznak ide ako je ploha S prostorna, a negativan ako je ploha S vremenska.

Teorem 3.3 Neka je S prostorna (vremenska) rotacijska prava ¢MC ploha u R? srednje
zakrivljenosti H € R, H # 0, Cija je os rotacije pravac [. Tada je ploha S parametrizirana
kartom x: I x R — S oblika

2 2 2

x(u,v) = <u<1 + %) - ;y(u)vg, % + y(u)(l — %),uw — y(u)v) (3.5)

gdje je c¢(u) = (u,y(u),0) generatrisa plohe S. Krivulja ¢ je prostorna (vremenska) krivulja.

Nadalje, funkcija y zadovoljava sljede¢u ODJ:

ey = - D) - 1)

2 (u—y)(E(1 - (y)2)>

Pozitivan predznak ide ako je ploha S vremenska, a negativan ako je ploha S prostorna.

U ([37, 38]) je napravljen i slucaj kad je os rotacije y-os i kada je svjetlosna os
[ :={(x,—2,0): x e R} il :={(2,0,22): z € R}. Mi ¢emo to izostaviti jer kod rotacije
oko y-osi se dobiju iste plohe kao kad rotiramo oko z-osi, samo sa zamijenjenim koordi-
natama. Isto vrijedi i za rotaciju oko svjetlosne osi. Predznaci u gornjim ODJ nisu vazni
jer predznak srednje zakrivljenosti ovisi o izboru orijentacije plohe. S druge strane, kod
Gaussove zakrivljenosti predznak ne ovisi o orijentaciji. Navedene jednadzbe su nelinearne
i opcenito se ne mogu egzaktno rijesiti. Sada ¢emo pronaci parametrizacije pravih cMcC

ploha koje se mogu dobiti egzaktno, a to su sfere i cilindri.

Primjer 3.4 (prostorna i vremenska sfera)
Neka je S prostorna ili vremenska sfera u R? polumjera r > 0. Buduéi da je srednja
1
zakrivljenost prostorne sfere —, a vremenske —— vrijedi da je S prava c¢MC ploha. Sfere
r

) r
u R? smo veé definirali, a ovdje ¢éemo pronaéi njihove parametrizacije.

1. Prostorna sfera
Prvo ¢emo pronaci parametrizaciju prostorne sfere polumjera r sa sredistem u is-
hodistu. Promotrimo tu sferu kao rotacijsku plohu oko z-osi. Tada je generatrisa

c: R? - R3, c(u) = (rcoshu, 0, rsinh u) prostorna kruZnica u zz-ravnini polumjera
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r sa sredistem u ishodistu. Ovo ¢emo uvrstiti u opéenitu relaciju (1.9) (ne mozemo

uvrstiti u relaciju (3.1) bez da krivulju prvo ne reparametriziramo). Dobivamo:
x(u,v) = (r cosh v cosh u, r cosh v sinh u, r sinh u).

Ova parametrizacija drugacija je od parametrizacije dvoplosnog hiperboloida kao
rotacijske plohe u euklidskom prostoru gdje je os rotacije, z-os. Ovdje smo koristeci
pseudo-metriku prostora Minkowskog izveli jos jednu parametrizaciju dvoplosnog
hiperboloida u euklidskom prostoru. Naravno, prostornu sferu mozemo promatrati i
kao rotacijsku plohu oko x-osi. Generatrisa plohe je prostorna krivulja u xy-ravnini,
c(u) = (r coshu, rsinh u, 0). Dobivamo parametrizaciju dvoplosnog hiperboloida iz

euklidskog prostora i ona ima parametrizaciju:

x(u,v) = (r cosh u, r sinh u cos v, r sinh u sin v).

2. Vremenska sfera
Analogno se dobivaju parametrizacije vremenske sfere radijusa r sa srediStem u
ishodistu (u euklidskom prostoru to je jednoplosni hiperboloid oko z-osi). Rotacijom
oko z-osi dobivamo sljedece dvije parametrizacije (vidi propoziciju 1.52.2). Ako je
generatrisa plohe prostorna krivulja u yz-ravnini, c¢(u) = (0,7 cosu,rsinu), onda

parametrizacija plohe ima oblik:
x(u,v) = (rcosusinhv, r cosucoshv, rsinu).

Ako je generatrisa plohe vremenska krivulja u zz-ravnini, ¢(u) = (rsinhu, 0, r cosh u),

onda parametrizacija plohe ima oblik:
x(u,v) = (rsinh u cosh v, r sinh u sinh v, r cosh ).

Rotacijom oko z-osi (vidi propoziciju 1.53) generatrise plohe koja je vremenska kri-

vulja u xy-ravnini, ¢(u) = (rsinh u, r coshu, 0) dobivamo sljede¢u parametrizaciju:

x(u,v) = (rsinh u, r coshu cosv, r coshusinv).

Primjer 3.5 (prostorni i vremenski cilindar)

1. Prostorni i vremenski cilindar s prostornom osi

Neka je r # 0. Ako u formulu (3.1) uvrstimo z(u) = r, dobivamo parametrizaciju
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prostornog cilindra sa z-osi:
x(u,v) = (rcoshv, rsinh v, u).

Generatrisa c(u) = (r,0,u) mora biti prostorni pravac sto i je (¢,c) = 1 > 0.
Bududi da je x(t) = r vrijedi 2'(t) = 2" (r) = 0, pa kad to uvrstimo u pripadnu ODJ,

dobivamo:
la"z — (2')*+1 1

2a(l-(@p)i 2

Sto znaci da je prostorni cilindar sa z-osi prava cMcC ploha. Autori u ([45, 57,
64]) nazivaju ga hiperbolicki cilindar, H' x R = {(x,y,2): —2® +9* = —r?}. Ako
u formulu (3.2) uvrstimo y(u) = r, dobivamo parametrizaciju vremenskog cilindra
sa z-0si:

x(u,v) = (rsinh v, r cosh v, u).

Za ovaj cilindar dobivamo H = —— iz pripadne ODJ. Zovemo ga Lorentzov kruzni
r
cilindar, S} x R = {—2? 4+ 3* = r?}. Iz formule (3.3) ne dobivamo jo§ jedan vremen-

ski cilindar sa z-osi jer krivulja ¢(u) = (r,0,u) nije vremenska (¢/,¢) =1 > 0.

2. Vremenski cilindar s vremenskom osi
Neka je r # 0. Ako u formulu (3.3) uvrstimo y(u) = r, dobivamo parametrizaciju

vremenskog cilindra oko x-osi:
x(u,v) = (u,rcosv,rsinv)

Za ovaj cilindar dobivamo H = —. Zovemo ga kruZni cilindar indeksa 1, R x S! =
{(x,y,2): y* + 22 = r*}. Ovaj cilindar je identic¢an cilindru u euklidskom prostoru
s x-osi. Prostorni cilindar s vremenskom osi x-osi, ne postoji zato sto krivulja

c(u) = (u,r,0) koju moram uvrstiti u formulu (3.4) nije prostorna (¢, ') = —1 < 0.

3. Cilindar sa svjetlosnom osi
Cilindar sa svjetlosnom osi nije ¢MC ploha. Neka je r # 0. Ako u ODJ za rotacijske
plohe sa svjetlosnom osi uvrstimo y(u) = r, dobivamo:
Lu—7)-0—(0—-1)(0*—-1) 1

=% (w—r)(1—0e)F  2(u—r)

Iz toga slijedi zakljucak. Ako rotiramo svjetlosni pravac oko svjetlosne osi dobivamo

tzv. parabolicki nul-cilindar koji je minimalna ploha (vidi primjer 2.32).

Na slici 3.1 prikazan je redom prostorni i vremenski cilindar s prostornom osi i vremenski

cilindar s vremenskom osi.
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Ve

Slika 3.1: Cilindri H' x R, S} x Ri R x S*

Sad ¢emo nesto reéi o Delaunayevim plohama, unduloidu i nodoidu. U ([37]) i ([38])

izvedena je numericka (priblizna) parametrizacija unduloida i nodoida. Prvo je dokazan

teorem 3.6 koji govori o tome da postoje jednostavnije ODJ koje opisuju prave C¢MC

plohe. Te jednadzbe su i dalje nelinearne, pa se ne mogu egzaktno rijesiti, ali su 1. reda

pa na njih mozemo primijeniti Eulerovu metodu.

Teorem 3.6 (ODJ 1. reda za prave cMC plohe)
Neka je S rotacijska ploha u R? i neka su a,b € R, a # 0 konstante.

1.

Pretpostavimo da je ploha S dana kartom (3.1). Tada je S prava ¢Mc ploha ako i

samo ako funkcija x zadovoljava sljede¢u ODJ:

2ax

e 3.6
1— ()2 (3.6)

2%+

Pretpostavimo da je ploha S dana kartom (3.3). Tada je S prava c¢McC ploha ako i

samo ako funkcija x zadovoljava sljede¢u ODJ:

2ax

e
()2 =1

= +b°. (3.7)

. Pretpostavimo da je ploha S prostorna i dana kartom (3.4). Tada je S prava ¢MC

ploha ako i samo ako funkcija y zadovoljava sljede¢u ODJ:

2ay

2
Yyt
(y)?—1

= b2, (3.8)

Pretpostavimo da je ploha S vremenska dana kartom (3.4). Tada je S prava cMcC

ploha ako i samo ako funkcija y zadovoljava sljede¢u ODJ:

2ay

2
Yt
1—(y)?

= +b°. (3.9)

Pretpostavimo da je ploha S dana kartom (3.5). Tada je S prava ¢MmcC ploha ako i
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samo ako funkcija y zadovoljava sljede¢u ODJ:

—1+y _ ((zzty)? -4
L+ (—x +y)?

(3.10)

Napomena 3.7 Slucaj kad je ploha S dana kartom (3.2) nije razmatran u ([38]).

Propozicija 3.8 nam govori kako izracunati srednju zakrivljenost ploha dobivenih po-
mocu jednadzbi iz teorema 3.6 buduéi da iz samih jednadzbi ne vidimo kolika je srednja

zakrivljenost plohe.

Propozicija 3.8 Neka x, odnosno y zadovoljavaju jednu od jednadzbi (3.6), (3.7), (3.8)
ili (3.9) i neka je S rotacijska prava cMc ploha u R?, te a i b pripadne konstante iz ODJ

1
1. reda za plohu S. Tada je H = :I:Q—.
a

Napomena 3.9 Za prave CMC plohe dane kartom (3.10) srednju zakrivljenost nije

moguce odrediti kao u dokazu propozicije 3.8.

Nadalje, iz propozicije 3.8 posebno slijedi da je ODJ za kartu (3.1) ekvivalentna s jednadz-
bom: y
x
—(Ha* + ———=)=0.
dt< v 1— (x/)z)
Analogno za ostale jednadzbe iz teorema 3.1 i 3.2 (vidi lemu 7 u [37] i lemu 6 u [38]).

Integriranjem te jednadzbe dobivamo:

Hi?+ ——— =¢, ceR (3.11)

1 — ()2
Plohe koje dobijemo iz jednadzbe (3.11) (ili njoj analognih u ostalim sluc¢ajevima) za ¢ # 0
i 2’ # 0 su unduloidi i nodoidi (tako ih mozemo definirati). Prave ¢Mc plohe kojima H
i ¢ imaju jednak (suprotan) predznak nazivamo unduloid (nodoid) ([65]). Ako je ¢ # 0
i ' = 0, onda dobivamo cilindar (z = const.). Nadalje, ¢ = 0 i 2’ = 0 ne moze biti
jer mozemo odabrati orijentaciju tako da je H > 01 iz (3.11) vrijedi z > 01 2’ = 0 iz

¢ega nadalje slijedi da je ¢ = Hz?+x > 0, a to je kontradikcija s pretpostavkom da je ¢ = 0.

Za razliku od euklidskog prostora gdje za svaki pravac g postoji unduloid i nodoid ¢ija
je os rotacije pravac ¢, u prostoru Minkowskog to ne vrijedi. O tome nam govori sljedeci
teorem (teorem 8 u ([37])).

Teorem 3.10 Postoji samo prostorni nodoid oko prostorne osi globalno definiran i postoji

samo prostorni unduloid oko vremenske osi globalno definiran.

Teorem 3.10 nam kaze da oko prostornog pravca ne moze globalno biti unduloid defi-

niran, ali moze lokalno i oko vremenskog pravca ne moze globalno biti nodoid definiran,
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ali moze lokalno.

U ([38]) nije naveden analogan rezultat za vremenske plohe. Nadalje, ostalo nam je

jos vidjeti kakve plohe dobivamo za ¢ = 0 (vidi teorem 9 u [37] i teorem 7 u [38]).

Teorem 3.11 Neka je S rotacijska prava ¢Mc ploha u R? srednje zakrivljenosti H # 0 i
¢ pripadna konstanta iz ODJ 1. reda za plohu S. Ako je ¢ = 0, onda je S sfera.

Time smo pokazali da su sfera, cilindar, unduloid i nodoid jedine rotacijske prave
cMC plohe. Te plohe zovemo Delaunayeve plohe. U radovim ([37, 38]) su usput izvedene

generatrise unduloida i nodoida tzv. eliptickih lancanica i ¢vorastih krivulja.

3.2 Pravéaste i helikoidalne prave plohe konstantne
srednje zakrivljenosti

Kao i kod minimalnih i maksimalnih pravcastih ploha, pravcaste prave ¢ MC plohe mozemo
podijeliti u dvije potklase: razvojne (H = const. # 01 K = 0) i vitopere (H = const. # 0

i K # 0). Nadalje, razvojne plohe dijelimo na cilindri¢ne, konusne i tangentne plohe.

Definicija 3.12 (Cilindri¢na ploha)
Neka je S ploha u R3. Za plohu S kaZemo da je cilindri¢na ako se moZe parametrizirati
kartom x: I x R — S oblika x(u,v) = c(u) + vr, gdje je ¢ regularna krivulja i r € R}

vektor.

Pretpostavimo da vektor e nije svjetlosni. Plohu S éemo reparametrizirati tzv. stan-

dardnom parametrizacijom (r,r) =11 (¢,r) = 0.

k
Srednja zakrivljenost cilindricne plohe dana je jednadzbom H(u) = 651, gdje je
e = (n,n), n normala ploha i k; je glavna zakrivljenost plohe. Vrijedi da je cilindri¢na

ploha prava ¢MC ploha ako je k; = const. Nadalje vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 3.13 Neka je S cilindri¢na ploha u R} parametrizirana standardnom parametri-
zacijom x(u,v) = c(u) + ve. Pretpostavimo da krivulja ¢ nije svjetlosna i da je ¢’(u) # 0
za svaki u. Tada je S prava ¢MC ploha ako i samo ako je (¢" x ¢ + Cr) x r = 0 za neki
CeR, C#0.

Do sada smo vidjeli primjere tzv. kruznih cilindara (primjer 3.5) i parabolickog nul-
cilindra (primjere 2.32). U nastavku dajemo jo$ jedan primjer cilindri¢ne plohe, tzv. elip-

ticki cilindar.
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Primjer 3.14 (Elipticki cilindri)

Cilindriénu plohu ¢ija je bazna krivulja elipsa zovemo elipticki cilindar.

« Elipsa u yz-ravnini dana je preslikavanjem c(u) = (0, a cosu, bsinu), a, b € R\{0}.
Vektor r := (1,0,0) je okomit na yz-ravninu. Vremenski elipticki cilindar oko x-osi
je dan kartom

x(u,v) = c(u) + vr = (v,acosu, bsin u).
o y o T
Implicitna jednadzba tog cilindra je 2 + e 1.

 Elipsa u zy-ravnini dana je preslikavanjem c(u) = (a coshu, bsinhu, 0) ili preslika-

vanjem c(u) = (asinhu, bcoshu,0), gdje su a,b # 0. Vektor r := (0,0,1) je okomit

na ry-ravninu. Prostorni i vremenski elipticki cilindri oko z-osi su dani kartama

x(u,v) = (acoshu, bsinh u, v),

x(u,v) = (asinhw, bcoshu,v).

2 g2 22 2
Implicitne jednadzbe tih cilindara su — — = =11 —-—+ — = 1.
a b? a?  b?

Definicija 3.15 (Konusne plohe)
Neka je S ploha u R3. Za plohu S kaZemo da je konusna ako se moZe parametrizirati
kartom x: I x R — S oblika x(u,v) = c+vr(u), gdje je ¢ € R tocka i r glatko polje duz

c. Tocku ¢ zovemo vrh plohe S.

Konusne prave ¢MC plohe ne postoje. Izracunat ¢emo srednju zakrivljenost. Racu-

namo komponente prve i druge fundamentalne forme E = v*(r',7"), F' = {vr',r) = 0,

/
n= ”W,iTH,L = (Xyu,n) = 20{r", 7" xr), M = N = 0. Iz formule (1.3) slijedi da je
vr’ X r

srednja zakrivljenost jednaka
_FE-0-2-0-0+GL L

1
H= Ty
2(BG — 2) g = E X

Kad bi bilo H = const. # 0, onda bi slijedilo da je (r", 7" x r) = Hv za sve u i v, Sto je

nemoguce jer lijeva strana ovisi samo o u, a desna strana nije konstantna.

Definicija 3.16 (Tangentne plohe)
Neka je S ploha u R?. Za plohu S kazemo da je tangentna ako se moze parametrizirati

kartom x: I x R — S oblika x(u,v) = c(u) + v ' (u) gdje je ¢ glatko polje duz c.

Ako pretpostavimo da bazna krivulja i generatrisa nisu svjetlosne krivulje, onda ne

postoje tangentne prave CMC plohe. Srednja zakrivljenost tangentne plohe dana je for-

7(u)
2uk(u)

vrijedi isti argumet kao i za konusne plohe. Kad bi bilo H = const. # 0, onda bi slijedilo

mulom H(u) = —(signv) , gdje su 7 i Kk torzija i zakrivljenost krivulje c(u). Sada
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7(u)
r(u)

a desna strana nije konstantna.

da je —(signv) = 2H v za sve u i v, Sto je nemoguce jer lijeva strana ovisi samo o u,

Ako su ¢(u) i ¢/(u) svjetlosne krivulje i ¢” nije svjetlosna krivulja tada po teoremu 2.31
vrijedi da je H = K = 0.

Sada ¢emo nesto reci o vitoperim pravcastim pravim CMC plohama. Sljedeéi teorem
je analogon Dini-Beltramovog teorema u Minkowskijevom prostoru. Dokaz i vise detalja

moze se pronaéi u ([12]).

Teorem 3.17 Neka je S pravéasta ploha u R? dana kartom x(u,v) = c(u) + vr(u).
Pretpostavimo da vektori r(u) i r/(u) nisu svjetlosni i 7'(u) # 0 za svaki u. Svaka vitopera
pravcasta Weingartenova ploha (posebno onda i ¢Mc¢ ploha) je helikoidalna pravcasta

ploha.

Obrat teorema 3.17 ne vrijedi, jedan protuprimjer je cilindar sa svjetlosnom osi primjer 3.5.

Klasifikacija pravcastih ploha kojima je bazna krivulja i izvodnice svjetlosnog karaktera
dana je u ([45, 44]), a u ([12]) je pokazano da za sve takve plohe vrijedi H* = K.

Teorem 3.18 Neka je S kvazi-umbilicka vremenska ploha u R za koju vrijedi
H? = K = \ = const. Tada je S jedna od sljedeé¢ih ploha:

1. Cilindar sa svjetlosnim izvodnicama. Za tu plohu vrijedi H = K = 0.

2. Helikoidalna ploha dana kartom
x(u,v) = (u+wv, cos (u+ ¢) —vsinu, veosu +sin(u +¢)), c€R.

Za te plohe vrijedi H, K # 0.

3. Pravcasta ploha x(u,v) = a(u) + vu(l, —sinf(u), cosf(u)) gdje je 6 rjesenje jed-
nadzbe

0'(1 —cos(vp—0)) = —A(1—cos(p —0))*, NER

bazna krivulja a(u) = (u, —y(u), 2(u)) zadana je s y' (u) = —sin ¢(u) i 2'(u) = cos ¢p(u)
gdje je ¢ — 0 # 2kn, k € Z. U ovom slucaju vrijedi H? = K = \.

Sada ¢emo prouciti helikoidalne plohe (ne nuzno pravéaste) kojima su izvodnice grafovi

polinoma i kruznice. Detalji i dokazi teorema 3.19, 3.20 i 3.21 dani su u ([42]).

Teorem 3.19 Neka je S helikoidalna ¢MC ploha u R? ¢ija je generatrisa graf polinoma
f(t) = ¢ arth. Tada je n < 1, tj. generatrisa je pravac i te plohe dane su sljedeéim

kartama:
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1. Ako je os plohe S z-os, onda je S helikoid 1. vrste (H = 0), Lorentzov cilindar dan
jednadzbom 22 + 3% = r? ¢ija je srednja zakrivljenost H = o ili ploha dana kartom
x(u,v) = (fu+ag+ hv, —usinv,ucosv), ag € R, h # 0 ¢ija je srednja zakrivljenost

1
H=+—.
h

2. Ako je os plohe S z-os, onda je S helikoid 2. vrste, helikoid 3. vrste ili ploha dana
kartom x(u,v) = ((£u + ag) cosh v + usinh v, —(£u + ag) sinh v + w cosh v, hv), h,
ap # 0 (za tu plohu je H = 0).

3. Ako je os plohe S svjetlosni pravac, onda je S Cayley-eva ploha ili parabolicki
nul-cilindar. Za obe plohe vrijedi H = 0.

Teorem 3.20 Neka je S helikoidalna cMc ploha u R? ¢ija je generatrisa vremenska
kruznica. Tada je os plohe S prostorni pravac i H # 0. Srediste kruznice lezi na osi. Ploha

S je hiperbolicki cilindar dan jednadZbom —x? + 3? = £r2.

Teorem 3.21 Neka je S kvazi-umbilicka helikoidalna cme-ploha u R? ¢ija je generatrisa
graf polinoma f(t) = S7_, ait. Tada je n < 1, tj. generatrisa je pravac i te plohe dane

su sljede¢im kartama:

1. Ako je os plohe S vremenska

x(u,v) = (fu+ ag + hv, —usinv,ucosv), u, v € R,

1 1
gdje je ag € R, |H| = 7 i K= 5 i operator oblika plohe dan je matricom
! 0
h 1
1 =
h

Ova ploha je nastala helikoidalnim gibanjem svjetlosnog pravca oko vremenske osi.

2. Ako je os plohe S prostorna
x(u,v) = ((£u + ap) coshv + usinh v, (£u + ag) sinh v + v cosh v, hv),

gdje je ag € R, H*> = K = 0 i operator oblika plohe dan je matricom

0 0

h
—— 0
Qo

3. Ako je os plohe S svjetlosna, tada je ploha parabolicki nul-cilindar H = K = 0.
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3.3 Translacijske prave plohe konstantne srednje
zakrivljenosti

Ve¢ smo vidjeli primjere translacijskih pravih ¢Mmc ploha. To su kruzni i elipticki cilindri
(primjer 3.5 i 3.14). Ovdje zelimo prouciti translacijske plohe opéenito. Ogranicit ¢emo se
na translacijske plohe kojima su obje generatrise ravninske krivulje koje leze u medusobno

okomitim ravninama. Detalji i dokaz sljededeg teorema mogu se naéi u ([41]).

Teorem 3.22 Neka je S translacijska prava ¢McC ploha ploha u R?. Tada je ploha S dana

jednom od sljedec¢ih implicitnih jednadzbi.
1. Ako je ploha S prostorna, jednadzbe su

V1 — a2

T = Ta\/l—l—élfpzz —ay, la| <1, a€R,

va?+1

z=ay — C;I;_\/4H2x2 -1, a€eR,
Vva? —1

z = C;T\/l +4H?y? —ax, |a]>1, a€R.

2. Ako je ploha S vremenska, jednadzbe su

1_ 2
v = _7V2HCI\/4H222 —l—ay, la/<1, a€R,
va?—1
:E:C;T\/l_zLH?z?—ay, la| > 1, a€R,
Va2 +1
Z:a,y+(12‘[:;}_\/1+4H2x2, CLER,
vaz—1
Z:—C;T AH?>y2 — 1 —ax, la|>1, a€R,
/1_ 2
s= Y I aHE —ar, ol <1, a€R

Iz teorema 3.22 slijedi da ako je S translacijska ¢MC ploha, onda je jedna generatrisa
plohe S pravac, a druga dio elipse, odnosno slijedi da su translacijske ¢MC plohe elipticki
cilindri. Nadalje, u teoremu 3.22 su dane implicitne jednadzbe eliptickih cilindara iz

primjera 3.14 i joS dva nova primjera eliptickih cilindara sa z-osi.
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PoGcLAVLJE 4

Krivulje 1 plohe pridruzene danoj
plohi u R}

U ovom poglavlju istrazivat ¢emo svojstva krivulja i ploha u Minkowskijevom prostoru
pridruzenih regularnoj plohi. Najpoznatiji primjer takvih ploha su fokalni skupovi, drugi
primjer su a-evolute i njen poseban slucaj, harmonijske evolute. U prvom dijelu ovoga
poglavlja cilj je istraziti svojstva harmonijskih evoluta pravcastih, translacijskih i heliko-
idalnih ploha u R2. Nadalje, u ([57]) je pokazano da za razliku od euklidske situacije gdje je
harmonijska evoluta plohe uvijek ploha, u Minkowskijevom prostoru harmonijska evoluta
moze biti i krivulja. To se dogada kod tzv. kvazi-umbilickih ploha ¢ije analogone nemamo
u euklidskom slucaju tako da je nas drugi cilj prouciti svojstva te krivulje. Pokazat ¢emo
njenu vezu s tzv. Bertrandovim krivuljama i s teorijom singularnosti. Nadalje, pokazat
¢emo i kako od krivulje rekonstruirati B-namotajnu plohu kojoj je ta krivulja harmonijska
evoluta. Na samom kraju prouciti ¢emo svojstva a-evoluta, buduc¢i da a-evolute ploha
nisu do sada proucavane u Minkowskijevom prostoru, a u euklidskom prostoru proucavane
suu ([51]).

4.1 Harmonijska evoluta u R}

U Minkowskijevom prostoru fokalni skup se definira analogno kao u euklidskom prostoru:

Definicija 4.1 Neka je S regularna ploha bez umbilickih i kvazi-umbilickih tocaka para-
metrizirana krivuljama zakrivljenosti. Neka je f: U C R? — S njena lokalna parametri-
zacija i p = f(u,v) proizvoljna tocka, n(u,v) normala, ki(p) i ks(p) glavne zakrivljenosti,

ri(p) = i) i ro(p) = —— polumjeri zakrivljenosti i

k2 (p)

P(p) = f(u,v) + ri(p)n(u,v), i=1,2, (4.1)

sredista zakrivljenosti. Fokalni skup plohe S je skup sredista zakrivljenosti. Oznacit ¢emo
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ga sa Xp i 2.
Razlikujemo tri moguénosti fokalnih skupova ([21]):
1. Oba skupa su plohe. Te plohe zovemo evolutne plohe ili fokalne plohe.

2. Jedan je ploha, a drugi krivulja. Primjer kod kanalnih ploha. Posebna klasa kanalnih
ploha su tube i rotacijske plohe.

3. Oba skupa su krivulje. Primjer kod Dupin cikloida.

Fokalni skup je najjednostavniji primjer plohe pridruzene danoj plohi. Uz fokalni skup
spomenut ¢emo primjer tzv. srednje evolute, odnosno ovojnice familije ravnina koje prolaze
polovistem spojnica sredista zakrivljenosti. Nama u radnji je od posebnog interesa jedan
drugi primjer ploha pridruzenih danoj plohi, tzv. harmonijske evolute koje ¢emo u nastavku

istrazivati.

Definicija 4.2 (Harmonijska evoluta)
Neka je P tocka plohe, P harmonijski konjugirana tocka tocki P s obzirom na sredista

zakrivljenosti Py, P,. Ploha S koju ¢ine to¢ke P naziva se harmonijska evoluta plohe S.

Harmonijski konjugirana tocka definirana je s

PP PP

P, Py, P P)=——."2_ =_1.
(B, Py )= 5P PP
Iz (4.1) slijedi dvoomjer
T1 f—’l”g
. -1
To T —T1
iz ¢ega nadalje slijedi
_ 21179
= )
T+ T

Sada iz (1.5) vrijedi 7 = %, e = (n,n) € {1,—1}. Stoga, ako je f(u,v) lokalna parametri-

zacija plohe S. Harmonijska evoluta S plohe S u R? dana je parametrizacijom

f(u,v) =f(u,v) + n(u,v), €= (n,n) e {l,—-1}. (4.2)

H(u,v)

Harmonijske evolute ploha u euklidskom prostoru proucavane su u ([7]), a u Min-
kowskijevom prostoru u ([57]) gdje je posebna paznja posveéena pro¢avanju svojstava
harmonijskih evoluta ¢MC ploha. Dokazano je da su ¢MC plohe jedine plohe koje su pa-
ralelne sa svojom harmonijskom evolutom. Nadalje, pokazano je da je harmonijska evoluta

cMC plohe S, cMC ploha kojoj je harmonijska evoluta upravo ploha S. Uz to dana je veza
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s Bonnetovim teoremom koji tvrdi da za svaku plohu konstantne Gaussove zakrivljenosti

1
K = — postoje dvije paralelne plohe (na udaljenosti +r) konstantne srednje zakrivlje-
r

nosti H = i2lr. Te dvije cMC plohe tvore upravo par harmonijskih evoluta. Nadalje,
harmonijska evoluta ¢MC ploha je povezana s Christoffelovim parom, Darbouxovom i
Bianchi-Bécklundovom transformacijom ([26]). ¢McC ploha f i njena harmonijska evoluta
f=f+ ;n tvore Christoffelov par (vidi primjer 4.16). Nadalje, vrijedi da je Darbo-
uxova transformacija ¢MC plohe harmonijska evoluta, tj. harmonijska evoluta je ovojnica
kongruentnih sfera, sfera konstantnog radijusa TR Budud¢i da je Bianchi-Béacklundova

transformacija od ¢MC ploha Darbouxova transformacija imamo i vezu s njom.

Mi éemo u nastavku proucavati svojstva harmonijskih evoluta pravcastih ploha, heli-
koidalnih ploha, translacijskih ¢Mmc ploha i kvazi-umbili¢kih ploha jer ona nisu do sada

proucavana u Minkowskijevom prostoru.

4.1.1 Harmonijska evoluta pravcastih ploha u R}

Pravcaste plohe u Minkowskijevom prostoru veé smo definirali (vidi definiciju 1.55). Kao
u euklidskom prostoru dijelimo ih na razvojne (K = 0) i vitopere (K # 0). U nastavku

promatrat ¢emo razvojne pravcaste plohe.

Neka je S razvojna pravéasta ploha. Buduéi da je njena Gaussova zakrivljenost
K = ekiky = 0, onda jedna glavna zakrivljenost mora biti jednaka 0. Bez smanjenja opce-
nitosti mozemo pretpostaviti da je ko = 0. Stoga, fokalni skup 5 je tocka u beskonacnosti.
Dvoomjer (P, P; P, P,), prelazi u djelisni omjer (P, P; P;) gdje je P, poloviste duZine
ﬁ, odnosno to¢ka harmonijske evolute P je simetri¢na tocka tocke P € S s obzirom na

srediste zakrivljenosti P;.

U Minkowskijevom prostoru, kao i u euklidskom, razvojne plohe dijelimo na cilindri¢ne,

stozaste i tangentne plohe.

Cilindri¢ne plohe

Neka je S cilindri¢na ploha (vidi definiciju 3.12). Nadalje, pretpostavimo da je S parame-

trizirana standardnom parametrizacijom

f(u,v) = c(u) +ve, e€ R} (ee) €{l,—1}, (c,e)=0.
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Fokalna ploha 3 plohe S je pravcasta ploha kojoj je bazna krivulja evoluta od c(u)

1
kl (U)

f(u,v) = c(u) + ve + kju)n(u, v) = (c(u) +

N(u)) + ve,

n je jedini¢na normala plohe S i N glavna normala krivulje ¢. Napomenimo samo da

vrijedi n(u,v) = n(u) = N(u) jer je ploha parametrizirana standardnom parametrizacijom.

Sada ¢emo izracunati harmonijsku evolutu plohe S. Srednja zakrivljenost cilindri¢ne
k
plohe je H(u) = 671 gdje je € = (n,n) € {1, —1}. Koristedi (4.2) slijedi da harmonijska

evoluta cilindri¢ne plohe ima oblik

f(u,v) = (c(u) +

Stoga vrijedi zakljucak:

Propozicija 4.3
Harmonijska evoluta cilindri¢ne plohe S je cilindri¢na ploha s paralelnim izvodnicama. To

je simetri¢na ploha plohi S s obzirom na fokalnu plohu ;.

Sljededi primjer nalazimo u ([57]).

Primjer 4.4 Harmonijska evoluta cilindra S (vidi primjer 3.5) je taj isti cilindar. Tocke
harmonijske evolute su simetri¢ne tockama polaznog cilindra s obzirom na os.

Konusne plohe

Neka je S konusna ploha (vidi definiciju 3.15) dana parametrizacijom

fu,v) =p+ve(w), (ee)=ne{l, -1}, (e, ¢)=0, peR]

—edet o
Srednja zakrivljenost konusne plohe dana je formulom H(u) = 2’6 ||T /(ﬁf,’ e/)). Koristeci
vl||€e’|| (e, e

(4.2) slijedi da harmonijska evoluta plohe S ima oblik

2(c', ')
det(e, €/, e")

fu,v) =p+ U<e(u) e(u) x e’(u)),

gdje je e(u) x €'(u) vektorski produkt. Vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 4.5

Harmonijska evoluta konusne plohe je konusna ploha s istim vrhom.
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Tangentne plohe

Neka je S tangentna ploha (vidi definiciju 3.16) dana parametrizacijom

f(u,v) =c(u) +vd(u), ((u),du))=pne{l,-1} ((u),d"(u))=0.

eT(u)
2uk(u)

7(u) torzija i k(u) zakrivljenost bazne krivulje c. Normala plohe je n = (—signv)B gdje

Srednja zakrivljenost plohe S dana je formulom H (u) = —(signv) ,gdjejee = (n,n),

je B binormala od c. Sada prema (4.2) harmonijska evoluta plohe S ima oblik

f(u,v) = c(u) + v(c’(u) + (—signv)Qﬂn(u,v)>

= c(u) + v(c’(u) + 25833(11))

Stoga, harmonijska evoluta je ponovno pravcasta ploha s izvodnicama

_ K(u)
= 2—=B
“(u) = () + 25 3 B(w)
koje se sastaju s odgovaraju¢im izvodnicama plohe S duz ruba regresije. Nadalje, vrijedi

da parametar distribucije plohe S nije nikada jednak 0

K(u)?

7(u)

det(d,e,e') = —2u #£0, p={(,d).

Stoga, vrijedi zakljucak:

Propozicija 4.6 Harmonijska evoluta tangentne plohe je vitopera pravcéasta ploha.

Sumiranjem rezultata iz propozicija 4.3, 4.5 i1 4.6 slijedi teorem 4.7.

Teorem 4.7

Harmonijska evoluta razvojne plohe u Minkowskijevom prostoru je pravcasta ploha. Po-
sebno, harmonijska evoluta cilindri¢ne i stozaste plohe je razvojna ploha, cilindri¢na i
stozasta ploha redom, dok harmonijska evoluta tangentne plohe je vitopera pravcasta

ploha.

U nastavku proucavamo svojstva harmonijske evolute translacijske ¢MC plohe.
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4.1.2 Harmonijska evoluta translacijskih c¢mc ploha u R?

Ako je S translacijska ¢MC ploha, onda iz teorema 3.22 slijedi da je jedna generatrisa
plohe S pravac, a druga dio elipse, odnosno slijedi da su translacijske ¢MC plohe elipticki

cilindri. Stoga, iz propozicije 4.3 slijedi korolar.

Korolar 4.8 Harmonijska evoluta translacijske ¢MC plohe u R? je translacijska cMcC

ploha, elipticki cilindar.

Sada ¢emo izvesti parametrizaciju harmonijske evolute jedne translacijske ¢MC plohe u
R3. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da generatrise plohe S, krivulje ¢; i ¢, redom
leze u xy i xz-ravnini i da su dane formulama c¢;(u) = (f(u),u,0) i c2(v) = (g(v),0,v).
Buduéi da je ploha S translacijska ¢MC ploha po teoremu 3.22 slijedi da je S cilindri¢na
tako da bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je g(v) = av+0b, a,b € R.

Nadalje, mozemo pretpostaviti da je b = 0. Stoga, ploha S je parametrizirana kartom:

x(u,v) = c1(u) + ca(v) = (f(u) + av, u,v). (4.3)

(a® — 1) f"(u)
2(f'(w)? + a2 — 1)

Srednja zakrivljnost plohe (4.3) je H = ¢ , €= (n,n) € {1,—1} i njena

harmonijska evoluta ima oblik

(f(u) + av,u,v) + fn

*= H

ot py 2SO @A W) | 2a( ke S ))

L e T e e R = T T
_(tu C2( 14+ f'(u)?) u_2f’(u)(—1+a2+f’(u)2) 2a(—1+a*+f'(w)?) ol
G e T T R = T R & S AL

Uoc¢imo da ako je a = 1, onda je krivulja ¢y svjetlosni pravac. U tom slucaju srednja

zakrivljenost je 0 i harmonijska evoluta degenerira u tocku u beskonac¢nosti.

Korolar 4.9 Harmonijska evoluta translacijske ¢MC plohe kojoj je generatrisa svjetlosni

pravac je tocka u beskonacnosti.

U nastavku proucavamo svojstva harmonijskih evoluta helikoidalnih ploha u R3.
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4.1.3 Harmonijska evoluta helikoidalnih ploha u R}

Prema ([4]) razlikujemo ¢etiri tipa helikoidalnih ploha u R3.

Prvi slucaj
Pretpostavimo da je S helikoidalna ploha s prostornom osi, z-osi. Bez smanjenja opceni-
tosti, mozemo pretpostaviti da krivulja ¢: I — R, ¢(u) lezi u yz-ravnini ili u xz-ravnini.

Stoga, krivulja c¢(u) je parametrizirana

c(u) = (0, f(u),g(w)) ili c(u) = (f(u),0,9(u))

gdje f(u) je pozitivna funkcija klase C1 i g(u) je funkcija klase C? na I = (a,b). Nadalje,
pretpostavimo da je ¢(u) parametrizirana parametrom duljine luka tako da za prvu para-
metrizaciju vrijedi f'(u)? + ¢'(u)? = 1, a za drugu vrijedi —f"(u)? + ¢'(u)? = n = +1.

Helikoidalnu plohu S mozemo parametrizirati na sljedece nacine:

coshv sinhv 0 0 0
f(u,v) = | sinhv coshv 0 fu) |+1 O
0 0 1 g(u) cv
odnosno
f(u,v) = (f(u) sinho, f(u) coshv, g(u) + cv), f(u) >0, ceR" (4.4)
ili
coshv sinhv 0 f(u)
f(u,v) = | sinhv coshv 0 0 +
0 0 1 g(u) cv
odnosno
f(u,v) = (f(u) coshw, f(u)sinhv, g(u) + cv), f(u) >0, ceR". (4.5)

Autori u [4] plohu (4.4) zovu helikoidalna ploha tipa I, a (4.5) helikoidalna ploha tipa I1.

66



Poglavlje 4. Krivulje i plohe pridruZene danoj plohi u R}

Harmonijska evoluta helikoidalne plohe tipa I (4.4) dana je parametrizacijom

el
coshv sinhv 0 H(u )Wg u)
f(u,v) = | sinhv coshv 0 f(u)( (65)( )( )) +1 0 (4.6)
0 0 1 o) ef (u)f'(u) cv

H(u)W (u)

gdje je W(u)? = —c*f"(u)? + f(u)?, € = (n,n) = &1 i H(u) srednja zakrivljenost plohe
(4.4).

Harmonijska evoluta helikoidalne plohe tipa II (4.5) dana je parametrizacijom

coshv sinhv 0 ?II((U))W u) 0
f(u,v) = | sinhv coshv 0 _HE(Z)I/I;L(u) +1 0 (4.7)
o0 )| e v
g H{u)W (u)

gdje je W(u)? = A2f'(u)> —nf(u)?, n==%1,e=(n,n) = +1i H(u) srednja zakrivljenost
plohe (4.5).

Iz dobivenih parametrizacija harmonijskih evoluta (4.6) i (4.7) slijedi propozicija 4.10.

Propozicija 4.10 Harmonijska evoluta helikoidalne plohe sa z-osi je helikoidalna ploha

sa z-0si.

Drugi slucaj

Pretpostavimo da je S helikoidalna ploha s vremenskom osi, z-osi. Bez smanjenja opc¢eni-
tosti, mozemo pretpostaviti da krivulja ¢: I — R, ¢(u) lezi u zy-ravnini. Stoga, krivulja
c(u) ima parametrizaciju c(u) = (g(u), f(u),0) gdje f(u) je pozitivna funkcija klase C* i
g(u) je funkcija klase C? na I = (a,b). Nadalje, pretpostavimo da je c(u) parametrizirana

parametrom duljine luka tako da vrijedi —¢'(u)* + f'(u)* = n = +1.

Helikoidalna ploha S je dana parametrizacijom

1 0 0 g(u) cv
f(u,v) = 0 cosv —sinv flw) |+ 0 |,
0 sinv coswv 0 0
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odnosno
f(u,v) = (g(u) + cv, f(u) cosv, f(u)sinv), f(u) >0 ceR*. (4.8)

Autori u ([4]) plohu (4.8) zovu helikoidalna ploha tipa II1.

Harmonijska evoluta helikoidalne plohe tipa 111 (4.8) dana je parametrizacijom

ef(u)f'(u)
Lo o )= Hww) oo
f(u,v)=| 0 cosv —sinv f(U)(l—H(i%(M%) +1 0 (4.9)
0 sinv cosv _ecf'(u) 0
H(u)W (u)

gdje je W(u)* = —nf(u)®*+ Af'(u)*, n=+1, e = (n,n) = £1 i H(u) srednja zakrivlje-
nost plohe (4.8).

Iz dobivene parametrizacije harmonijske evolute (4.9) slijedi propozicija 4.11.

Propozicija 4.11 Harmonijska evoluta helikoidalne plohe s x-osi je helikoidalna ploha s

Z-0S1.

Treéi slucaj

Pretpostavimo da je os helikoidalne plohe, svjetlosna os [ := {(z,z,0): z € R}. Bez sma-
njenja opcéenitosti, mozemo pretpostaviti da krivulja ¢: I — R lezi u zy-ravnini i da je
njena parametrizacija c(u) = (f(u), g(u),0), v € I, gdje su f(u) i g(u) funkcije na I, takve
da f(u) # g(u) za svaki u € I, odnosno pretpostavimo da c(u) nije svjetlosna krivulja. Na-

dalje, ¢(u) mozemo parametrizirati parametrom duljine luka — f’(u)* 4+ ¢'(u)* = n, n = 1.

Helikoidalna ploha S dana je parametrizacijom

1 —|—2U2 —U22 v f(u cv
f(u,v) = % 1_ % v glu) |+ cv
v —v 1 0 0
odnosno
f(u,0) = (14 5)f () = Sl +ve, T F(w)+(1=)g(u)+ve, (fu)=g(w)v). (4.10)

Autori u ([4]) plohu (4.10) nazivaju helikoidalna ploha tipa IV.
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Harmonijska evoluta helikoidalne plohe tipa IV (4.10) dana je parametrizacijom

s e(—g'(u) f(u) + ¢ (u)g(w))
e | IR (L) .
R N | PO <“E<§;;(£)<“><>> | e
SO ce(f'(w) = ¢'(u)) 0
H(u)W (1)
(4.11)

gdje je W(u)* = (f(u) + g(u))* = nn*(v(f(u) = g(w)) + ¢)*, n = +1, e = (n,n) = +1 i
H (u) srednja zakrivljenost plohe (4.10). Iz dobivene parametrizacije harmonijske evolute

(4.11) slijedi propozicija 4.12.

Propozicija 4.12 Harmonijska evoluta helikoidalne plohe sa svjetlosnom osi

[ :={(z,2,0): x € R} je helikoidalna ploha sa svjetlosnom [-osi.

Sumiranjem rezultata iz propozicija 4.10, 4.11 i 4.12 slijedi teorem 4.13.

Teorem 4.13 Harmonijska evoluta helikoidalne plohe u Minkowskijevom prostoru je

koaksijalna helikoidalna ploha.

Ovaj rezultat objavljen je u radu The harmonic evolute of a helicoidal surfaces in Min-
kowski 3-space u ([69)]).

Ako je ¢ = 0 dobivamo rotacijsku plohu. Slijedi korolar kojeg mozemo naci u radu ([57])

u obliku propozicije koja je dokazana raspisivanjem slucajeva po definiciji.

Korolar 4.14 Harmonijska evoluta rotacijske plohe u Minkowskijevom prostoru je koak-

sijalna rotacijska ploha.

U nastavku navodimo neke primjere helikoidalnih ploha s njihovim harmonijskim evo-
lutama. Bududi da su parametrizacije harmonijskih evoluta ruzne izostavit ¢emo ih. Plohe

i njima pridruzene harmonijske evolute bit ¢e prikazane na slikama.

Primjer 4.15 Vremenska helikoidalna ploha (vidi ([4])) parametrizirana s

BIVE— @
| Vi = B?

f(u,v) = (co + du + cv,ucosv,usinv), c € RT ¢j,co € R (4.12)

1
gdje je B(u) = 2/u H(u)du+ ¢y 1 H(u) = ™ i njena harmonijska evoluta prikazane su
u

na slici 4.1.
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Slika 4.1: Vremenska helikoidalna ploha (4.12) (Zuta boja) i njena harmonijska evoluta
(zelena boja)

Primjer 4.16 U ovom primjeru nemamo kanonsku bazu nego svjetlosnu bazu (vidi defi-

niciju 1.13) {ey, €9, €3}, odnosno bazu za koju vrijedi:

<€1,61> = <€17€2> = <€2,63> = <€3,€3> = 0, <€1,€3> = <€2,€2> =1.

Promatramo helikoidalnu plohu nastalu helikoidalnim gibanjem krivulje c(u) = (u, 0, f(u))

oko svjetlosne osi [ = Ae3. Parametrizacija plohe je

10 0 ) 0
fu,v)=| v 10 0o |+nlo
,02
-5 vl f(w) v

Nadalje, neka je f(u) =01 h = 1. U tom slu¢aju dobivamo vremensku helikoidalnu ¢mc
plohu ([30])

uv?
f(u,v):(u,uv,—T—i-v), u>0,veR (4.13)
kojoj je srednja zakrivljenost H = —1 i Gaussova zakrivljenost K = 1. Na slici 4.2

prikazana je ploha (4.13) i njena harmonijska evoluta. Buduéi da je ploha (4.13) cMcC
ploha, onda je i njena harmonijska evoluta ¢MC ploha. Nadalje, vrijedi da su te plohe

paralelne plohe te da su plohe iz Boonetovog teorema i da tvore Christoffelov par ([57]).

Slika 4.2: Vremenska helikoidalna ploha (4.13) (zuta boja)
i njena harmonijska evoluta (zelena boja)

70



Poglavlje 4. Krivulje i plohe pridruZene danoj plohi u R}

Primjer 4.17 Dinijeva ploha u Minkowskijevom prostoru, kao i u euklidskom je ploha
1 2

a2_b2’

. Nastala je helikoidalnim gibanjem

s konstantnom negativnom Gaussovom zakrivljenoséu K = —

cot 2v

JE -2

evolute od lancanice, traktrise. Jedna od njenih parametrizacija u Minkowskijevom pros-

konstantnom srednjom zakrivljenoséu H =

toru je
coshv sinhv 0 0
f(u,v) = | sinhv coshv 0 asinv +
v
0 0 1 acosv—i—ln(tan(?) cv

i njena harmonijska evoluta je ploha

f(u,v) :( — asec(2v) sin v sinh u + b cosh u tan (2v), —a cosh usec(2v) sin v + bsinh u tan (2v),

bu + aln (tan (%)) + acosvsec(?v)).

U nastavku prouc¢avamo harmonijsku evolutu kvazi-umbili¢kih ploha ¢ije analogone ne-

mamo u euklidskom prostoru.

4.1.4 Harmonijska evoluta B-namotajne plohe u R?

Za razliku od euklidskog prostora gdje je harmonijska evoluta plohe uvijek ploha ([7]), osim
za minimalne plohe gdje degenerira u tocke u beskonacnosti ili za sferu gdje degenerira u
tocku, srediste sfere, u Minkowskijevom prostoru harmonijska evoluta moze biti i krivulja.
To se dogada kod kvazi-umbilickih ploha ¢ije analogone nemamo u euklidskom prostoru.
Zapravo, harmonijska evoluta tih ploha podudara se s njihovim fokalnim skupovima.
Kod kvazi-umbilickih ploha imamo samo jedan fokalni skup. Rezultati iz ovog poglavlja
objavljeni su u ([48]). U sljedeéa tri primjera dane su parametrizacije kvazi-umbili¢kih

ploha i njihovih harmonijskih evoluta.

Primjer 4.18 Helikoidalna ploha dana parametrizacijom
f(u,v) = (hv + u,ucosv,usinv), u,v € R, (4.14)

je vremenska ploha za h > 0 jer vrijedi EG — F? < 0. Operator oblika plohe ima oblik

1
h
-1

Ly =

S
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iz Cega slijedi da je ploha (4.14) kvazi-umbilicka. Glavne zakrivljenosti podudaraju se u sva-
koj tocki i jednake su % Srednja zakrivljenost plohe f(u,v) je H = % # 0 i jedini¢na nor-
mala je n(u,v) = —(—u, —ucosv + hsinv, —usinv — hcosv). Harmonijska evoluta plohe
(4.14) degenerira u krivulju, svjetlosnu zavojnicu (vidi sliku 4.3) i njena parametrizacija
je

f(v) = (hv, hsinv, —h cosv). (4.15)

Slika 4.3: Helikoidalna pravcasta ploha (4.14) i njena harmonijska evoluta, svjetlosna
zavojnica (4.15)

Primjer 4.19 Nul pravcasta ploha dana parametrizacijom
flu,v) = (uyu, 1) +v(u+1,u—1,2v/u), u>0, veER, (4.16)

je pravcasta ploha sa svjetlosnim izvodnicama i sa svjetlosnom baznom krivuljom. Ova

1
ploha za razliku od primjera 4.18 ima ne konstantnu srednju zakrivljenost H = F
U

Njena harmonijska evoluta je prostorna krivulja (vidi sliku 4.4)

flu) = (—u, —u, 1 = 2v/u).

Slika 4.4: Ploha (4.16) i njena harmonijska evoluta koja je prostorna krivulja
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Primjer 4.20 U ovom primjeru promatramo nul pravéastu plohu ([45]) s baznom krivu-

ljom

—arctan (cu) (4.17)

(w) < 4 In (1 + *u?) N 4y 4 >
a(u) = (u,— — LU - ,
c(1+ c2u?) c 1+ c2u? ¢

gdje je c konstanta i izvodnicama B(u) = (1, sin ¢(u)), cos p(u)), gdje je p(u) = —2arccot(cu).
Srednja zakrivljenost ove plohe je H = —c € R. Njena harmonijska evoluta je svjetlosna
krivulja (vidi sliku 4.5)

= 34+ 2In(1 242 4
u, — +2n{1+cu ),2u — —arctan (cu)). (4.18)
c c

Slika 4.5: Ploha s baznom krivuljom (4.17) (plava) i njena harmonijska evoluta (4.18)
(zelena) koja je svjetlosna krivulja

Clelland u [10] je dokazala da su vremenske plohe s jednakim glavnim zakrivljenostima
i nedijagonalizabilnim operatorom oblika plohe pravcaste plohe s baznom krivuljom i
izvodnicama svjetlosnog tipa. Nadalje, prema ([29, 40]) znamo da sve takve plohe mozemo

reparametrizirati kao B-namotajne plohe (vidi poglavlje 1.2.4)
f(u,v) =c(u) +vB(u), uwel CR,veR, (4.19)

gdje je c(u) svjetlosna krivulja parametrizirana istaknutim parametrom (k; = 0) i za

svjetlosni trobrid (A(u), B(u), C'(u)) vrijedi
d=A, (AJA)=(B,B)=0, (C,C)=1, (A,B)=1, (A,C)=0, (B,C)=0 (4.20)

1 Frenet-Serretove formule:

A’ 0 0 hk \[ A
B |=| 0 0 &k B |. (4.21)
' —ks —ky O C

Sada ¢emo izvesti parametrizaciju harmonijske evolute B-namotajne plohe.
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Propozicija 4.21 Harmonijska evoluta B-namotajne plohe dane parametrizacijom (4.19)

kojoj je srednja zakrivljenost H # 0 je krivulja

C(u). (4.22)

Dokaz. Za B-namotajnu plohu parametriziranu kartom (4.19) vrijedi f(u,v), = B(u) i
f(u,v), = A(u) + vks(u)C(u). Nadalje, buduéi da vrijedi Ax B=C i C x B = —B,
onda Gaussovo preslikavanje ima oblik n(u,v) = C(u) — vks(u)B(u). Komponente prve
fundamentalne forme su E = v?k3(u), ' = 1, G = 0, komponente druge fundamentalne
forme su L = ky(u) + vky(u) + v?k3(u), M = ks(u), N =0 i operator oblika plohe ima
oblik

ka(u) 0 ). (4.23)

Lyuw) = ( ko(u) + vki(u)  ks(u)

Srednja zakrivljenost plohe (4.19) je H(u,v) = k3(u). Sada koristimo formulu za harmo-

nijsku evolutu (4.2) iz ¢ega slijedi da je harmonijska evoluta B-namotajne plohe krivulja

f(u,v) = c(u) + vB(u) + qu)

(Cu) — vks(u)B(u))

O

Sljededi teorem daje informaciju o kauzalnom karakteru harmonijske evolute B-namotajne

plohe.
Teorem 4.22 Neka je S B-namotajna ploha s parametrizacijom (4.19) i neka je H # 0.

1. Harmonijska evoluta plohe S je svjetlosna krivulja ako i samo ako S ima konstantnu

srednju zakrivljenost (H = const.).

2. Harmonijska evoluta plohe S je prostorna krivulja ako i samo ako S nema konstantnu

srednju zakrivljenost (H # const.).

Dokaz. Da bi odredili kauzalni karakter krivulje (4.22) potrebno je prvo izracunati f,

o i/ l !
fu=c +(k3)c+k30'

Sada koristimo Frenet-Serretove formule (4.21)

P (yvor Lo Lo YAz
fo=d+()CH -0 = A+ () C+ -(—hsA— k)
1., ks 1., . ke
_ _Aa_Mp_(tyo_fp 4.24
A+ ()C—A= 2B =(-)C - 2B (4.24)
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Nadalje, iz formula (4.20) slijedi

oy Lo (Ry)?
<fu7fu> ((kg)) (k3)4
Buduéi da je H(u,v) = k3(u) vrijedi tvrdnja teorema. ]

Bududé¢i da je u primjerima 4.18 i 4.20 srednja zakrivljenost konstantna, onda po
teoremu 4.22 vrijedi da je harmonijska evoluta svjetlosna krivulja, dok u primjeru 4.19

srednja zakrivljenost nije konstantna pa je njena harmonijska evoluta prostorna krivulja.

U nastavku, proucavat ¢emo B-namotajne plohe s konstantnom srednjom zakrivlje-
noséu, tj. B-namotajne plohe koje imaju svjetlosnu harmonijsku evolutu. Podsjetit ¢emo

se najprije definicije i nekih svojstava Bertrandovih krivulja u Minkowskijevom prostoru

(13, 29)).

Definicija 4.23 Neka su y(u) i v*(u*) dvije svjetlosne Frenetove krivulje sa svjetlosnim
trobridom (A(u), B(u), C(u)) i (A*(u*), B*(u*), C*(u*)). Tada par (vy,7*) nazivamo
svjetlosni Bertrandov par ako su polja glavnih normala C'i C* linearno zavisna u svakoj
tocki.

Krivulju v* nazivamo Bertrandov par (eng. Bertrand mate) od v i obrnuto. Svjetlosna
Frenetova krivulja je svjetlosna Bertrandova krivulja ako za nju postoji Bertrandov par.
Prema definiciji 4.23, za svjetlosni Bertrandov par (y, v*) postoji funkcijska veza u* = u*(u)

takva da vrijedi
C*(u*(u)) = eC(u), €==+l.

U ([3, 29]) je dokazan sljedeéi teorem (teorem 2 u ([3]) i teorem 3.1 u ([29])):

Teorem 4.24 Svjetlosna Frenetova krivulja v je Bertrandova krivulja ako i samo ako je

svjetlosna geodetska (ko = 0) ili svjetlosna Frenetova krivulja kojoj je k3 konstantno.

Nadalje, pokazano je da je produkt kj(u*(u))ks(u) od odgovarajuéih zakrivljenosti kons-
tantan i da je k3 (u*(u)) = ks(u).

Ako je f(u,v) = ¢(u) + vB(u) B-namotajna ploha konstantne srednje zakrivljenosti
H # 0 nad svjetlosnom Frenetovom krivuljom ¢(u), onda iz dokaza propozicije 4.21 znamo
da je zakrivljenost k3(u) = H = const. # 0 i stoga po teoremu 4.24 vrijedi da je c(u)

svjetlosna Bertrandova krivulja. Stovige, vrijedi sljedeéa propozicija:

Propozicija 4.25 Neka je f(u,v) = ¢(u) +vB(u) B-namotajna ploha konstantne srednje

= 1
zakrivljenosti H # 0 nad svjetlosnom Frenetovom krivuljom c(u) i f(u) = c(u) + mC (u)
3\ U
njena harmonijska evoluta. Tada
i(u) = )\/kg(u)du, AER, A #0, (4.25)
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je istaknuti parametar harmonijske evolute. Stovise, par (c(u), f(%)) je svjetlosni Bertran-

dov par.

Dokaz. Derivacija od (4.22), po parametru u je

—du ko
A% Mg
du H
gdje A() = dfiu). Stoga iz (4.25) slijedi
Ai(w) = 577 B(w)
a(u)) = =37 B(u).

Binormalni vektor B harmonijske evolute je jedinstveni svjetlosni vektor ([29]) takav da

zadovoljava uvjete

(A,B) =1, (A,B) =0.

Ako pretpostavimo B(u(u)) = a(u)A(u) + B(u)B(u) + v(u)C(u), za neke C'-funkcije
a(u), B(u) i y(u), onda iz prvog uvjeta slijedi « = —AH. Iz drugog uvjeta slijedi v = 0 i
buduéi da je B svjetlosni vrijedi § = 0. Stoga vrijedi,

B(u(u)) = —AHA(u).
Nadalje, za C'(ii(u)) vrijedi C = A x B,
C(u(u)) = —C(u). (4.26)

Svjetlosni trobrid (A(u), B(i),C(u)) zadovoljava

df - - - _ _  _ _ _ oo
df:A,A/:]CQC,B/:k3C,C/:—k’3A—/{ZQB
u

gdje je

k(i) = 357

ki ((u) = ks(u) = H,

i stoga to je svjetlosni Frenetov trobrid za f(u). Iz definicije 4.23 i formule (4.26) slijedi
da je (c(u), f(@)) svjetlosni Bertrandov par. O
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Parametar duljine pseudo-luka i harmonijska evoluta

U ovom poglavlju proucavamo B-namotajne plohe s baznom krivuljom koja je parametri-
zirana parametrom duljine pseudo-luka (vidi poglavlje 1.2.1). B-namotajne plohe kojima
je ko = 0, odnosno c je geodetska krivulja i k3 = const. ne mozemo parametrizirati na
ovaj nacin. No iz operatora oblika plohe (4.23) jasno je da su takve plohe umbilicke plohe

i njihova harmonijska evoluta prema (4.24) degenerira u tocku.

Imajmo na umu da kada koristimo parametar duljine pseudo-luka, harmonijska evoluta

f iz propozicije 4.21 od B-namotajne plohe ima oblik:

C(u) (4.27)

1
gdje je k3(u) = ki (u) = 5(0’”(11), " (u)) svjetlosna zakrivljenost bazne krivulje c(u). Za B-
namotajnu plohu s baznom krivuljom parametriziranom parametrom duljine pseudo-luka

propozicija 4.25 je:

Propozicija 4.26 Neka je f(u,v) = ¢(u) +vB(u) B-namotajna ploha konstantne srednje
zakrivljenosti H # 0 nad svjetlosnom Frenetovom krivuljom ¢(u) parametriziranom para-
metrom duljine pseudo-luka i neka je (4.27) njena harmonijska evoluta. Tada (c(u), f(u))

je svjetlosni Bertrandov par.

Dokaz. Prva i druga derivacija od f (u) po parametru u su:

Flw) = Aw) + -C'(w) =~ B(w)
F(w) =~ B(w) = ~Cla).

Buduéi da je (f”, f") = 1, onda je f = f(u) parametrizirana s parametrom duljine pseudo-

luka i u je taj parametar. Kao posljedica gornjeg ra¢una, slijedi da Frenetov trobrid od f

je
B 1
(A,B,C) = (——B,—k A, -C)
ki
gdje je (A, B,C) Frenetov trobrid od c(u). Buduéi da vrijedi C = —C' za sve u, onda
slijedi da je (c(u), f(u)) svjetlosni Bertrandov par. O

Korolar 4.27 Harmonijska evoluta f (u) B-namotajne plohe konstantne srednje zakriv-

ljenosti H # 0 i njena bazna krivulja ¢(u) su kongruentne.

Korolar 4.28 Neka je f(u,v) = ¢(u) + vB(u) B-namotajna ploha konstantne srednje
zakrivljenosti H # 0 nad svjetlosnom Frenetovom krivuljom ¢(u) parametriziranom pa-
rametrom duljine pseudo-luka. Svjetlosna zakrivljenost bazne krivulje c¢(u) i svjetlosna

zakrivljenost harmonijske evolute plohe f(u,v) su iste, k; = k, = H.
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Dokaz. Bez smanjenja opc¢enitosti, mozemo pretpostaviti da je u parametar duljine pseudo-

luka. Ako je kj, svjetlosna zakrivljenost od f, onda je
kr = (B',C) =k (A, C) = k.

Iz ¢ega slijedi da su c(u) i f(u) kongruentne ([3, 29]). O

Krivulja ¢ je opca svjetlosna zavojnica ako i samo ako je svjetlosna zavojnica ([15, 29]),

tj. krivulja konstantne svjetlosne zakrivljenosti. Stoga, iz korolara 4.28 vrijedi:

Korolar 4.29 Harmonijska evoluta B-namotajne plohe s baznom krivuljom parametrizi-
ranom parametrom duljine pseudo-luka i konstantnom srednjom zakrivljenoséu H # 0 je

svjetlosna zavojnica.

Svjetlosnu zavojnicu parametriziranu parametrom duljine pseudo-luka mozemo naci u

([15, 29]) i ona je kongruentna s jednom od sljedecih krivulja:

u 1 . 1 o2
c1(u) = (— . ;sm(au), = Cos(au)), kr = 5 > 0
1 2
co(u) = (; sinh(ou), = cosh(ou), —g), k; = _% <0
woouw ur wd w
“W=(T+3 37T 3) ke =0

Krivulju c3(u) zovemo svjetlosna kubika. To je svjetlosna zavojnica sa svjetlosnom zakriv-
ljenoséu kr, = 0. Moramo je iskljuciti iz razmatranja jer u tom sluc¢aju B-namotajna ploha
nad njom ima H = 0 i u tom sluc¢aju harmonijska evoluta degenerira u beskonac¢nost. Kao

posljedica vrijedi sljedeci korolar:

Korolar 4.30 Harmonijska evoluta B-namotajne plohe s baznom krivuljom parametrizi-
ranom parametrom duljine pseudo-luka i konstantnom srednjom zakrivljenoséu H # 0 je

kongruentna sljede¢im svjetlosnim krivuljama:

u 1 1
c1(u) = ( - sin(ou), p cos(au)),
. 1 u

ca(u) = (; sinh(ou), o cosh(ou), —g>_

Budu¢i da bazna krivulja parametrizirana parametrom duljine pseudo-luka B-namotajne
plohe konstantne srednje zakrivljenosti tvori Bertrandov par s njegovom harmonijskom

evolutom, one su takoder kongruentne krivuljama iz korolara 4.30.

Korolar 4.31 Izvodnice B-namotajne plohe konstantne srednje zakrivljenosti sa svjetlos-
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nom baznom krivuljom parametriziranom parametrom duljine pseudo-luka su:

By(u) = (

By(u) = (

oo o .
b cos(ou), 5 sm(au)>7
o . o o
-5 sin(ou), 5 cos(ou), —5)
Dokaz. Neka je ¢ svjetlosna krivulja parametrizirana parametrom duljine pseudo-luka.
Ako je (4, B, C) svjetlosni trobrid od ¢, onda iz Frenetovih formula vrijedi A(u) = ¢ (u),
C(u) =" (u) i B(u) = —kpA(u) — C'(u). Rezultat slijedi direktno iz parametrizacija u
korolaru 4.30. [

U ([54]) te B-namotajne plohe su karakterizirane kao B-namotajne plohe konstantnog
nagiba, odnosno kao pravcaste plohe sa svjetlosnim izvodnicama i svjetlosnom baznom kri-
vuljom parametriziranom s parametrom duljine pseudo-luka za koje vrijedi (B(u), ¢) = const.

za konstantan vektor q.

Korolar 4.32

1. Harmonijska evoluta B-namotajne plohe nad svjetlosnom zavojnicom c;(u) para-
metriziranom parametrom duljine pseudo-luka i s binormalnim poljem Bj(u) ima

oblik:
u sin(ou)  cos(ou)

.]?1<u>:(_;7 9 ) )

g

Usporedi s primjerom 4.18.

2. Harmonijska evoluta B-namotajne plohe nad svjetlosnom zavojnicom cy(u) para-
metriziranom parametrom duljine pseudo-luka i s binormalnim poljem Bs(u) ima

oblik:

) )
2 o2 o

- sinh(ou cosh(ou U
(- (ou) (ou) )

Vidi sliku 4.6.

U nastavku se bavimo pitanjem kako B-namotajne plohe konstantne srednje zakrivlje-
nosti rekonstruirati iz njene harmonijske evolute. Neka je ¢ svjetlosna Frenetova krivulja
parametrizirana parametrom duljine pseudo-luka s pridruzenim svjetlosnim trobridom

(A, B,C) i konstantnom srednjom zakrivljenogéu ky. Slijedi teorem:

Teorem 4.33 Svjetlosna krivulja ¢(u) s Frenetovim trobridom (A, B, C) je harmonijska

evoluta A-namotajne plohe

() = (o) + gcw)) +vA(u). (4.28)

L

Dokaz. Po definiciji, harmonijsku evolutu f(u,v) od plohe f(u,v) mozemo parametrizi-

rati s (4.2). Gaussovo preslikavanje plohe (4.28) je n(u,v) = C(u) 4+ vk A(u) i srednja
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Slika 4.6: B-namotajna ploha s baznom krivuljom koja je svjetlosna zavojnica s
negativnom svjetlosnom zakrivljenoséu (plava) i njena harmonijska evoluta (zelena)

zakrivljenost je H = —k;. Stoga, njena harmonijska evoluta je

1
fu,v) = f(u,v) + mn(u, v)

Isti zaljucak mozemo dobiti tako da definiramo baznu krivulju trazene B-namotajne
plohe. Buduéi da bazna krivulja ¢(u) i dana harmonijska evoluta ¢(u) tvore Bertrandov

par, onda vrijedi

o(u) = &(u) + ]_jLC(u).

Svjetlosna zakrivljenost bazne krivulje c(u) je k, = k;, i njeni svjetlosni Frenetov trobrid je

Au) = —leB(u), B(u) = —kpA(u) i C(u) = —C(u). Stoga, odgovarajuéa B-namotajna

ploha je
1 - _
flu,v) = c(u) +vB(u) = <E(u) + iﬁC’(u)) — vk A(u).
L
Uvodenjem novog parametra w = —uvky, parametrizacija (4.28) je ponovno dobivena.

4.1.5 Rekonstrukecija B-namotajne plohe iz prostorne krivulje

Do sada smo proucavali B-namotajne plohe s konstantnom srednjom zakrivljenoséu, tj. B-
namotajne plohe koje imaju svjetlosnu harmonijsku evolutu. Pokazali smo njihovu vezu
s Bertrandovim krivuljama i pokazali smo kako od neke svjetlosne krivulje konstruirati

plohu kojoj je ta krivulja harmonijska evoluta. U nastavku cilj nam je proucavati kako
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od neke prostorne krivulje konstruirati plohu kojoj je ta krivulja harmonijska evoluta. Iz

teorema 4.22 nam je poznato da te plohe nemaju konstantnu srednju zakrivljenost.

Neka je f(u) = c(u) + H}u)

i neka je ona harmonijska evoluta B-namotajne plohe f(u,v) = c¢(u) +vB(u). (A, B,C)

C(u) prostorna krivulja parametrizirana duljinom luka

je svjetlosni trobrid od ¢(u), H(u) je srednja zakrivljenost od f(u,v) i u je istaknuti

parametar od c¢(u). Ra¢unamo derivaciju krivulje f(u)

- 1

1 / ! l/
ff=c +(H)C—|—HC.

Sada koristimo Frenet-Serretove formule (4.21)

fl=cd+ (;[)’C + ;[C’ =A+ (;[)’C + ;[(—HA — k9 B)
= A4 (YO A~ ]EB - (- ];;B. (4.29)
Iz formule (4.29) slijedi (f', ') = ((;))2 Buduéi da je krivulja f(u) parametrizirana
duljinom luka, onda vrijedi || f| = \/|(f', f)| = ‘(é)/’ =1, iz Cega slijedi (é)/ =411
— = +u + ¢, ¢; € R. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavit ¢emo da je — = .

H

Prema ([44, 75]) razlikujemo tri slucaja, kada je normala prostorna, vremenska i svjetlosna.
Buduéi da su formule kod prostorne i vremenske normale analogne do na predznake zajedno
¢emo ih promatrati.

Krivulja f(u) ima prostornu (vremensku) normalu.

Izracunat ¢emo najprije Frenetov (Frenet-Serretov) trobrid (f, 71, b) krivulje f(u). Tan-

gencijalno polje ¢ ima oblik ¢ = f' = C — kyuB. Zakrivljenost x dana je formulom
1 1

k= |f"|l = II£'ll = \/[{, )] i normalno polje ra¢unamo po formuli 7 = HfFNH = f— Druga
K

derivacija od f je
o 1
f"=t=0C"— (kyu)'B — kquB' = _ﬂA — (kju + 2ko) B — koC.

Polje vektora glavnih normala je

1,01 ,
n=—(- A (Kyu + 2k2) B — kyC).

K
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Oznacimo s € = (n,n) = +1. Ako krivulja f(u) ima prostornu normalu, onda je € = 1, a

ako ima vremensku, onda je ¢ = —1. Nadalje, budud¢i da vrijedi
AxB=C, BxC=B, CxA=A,

onda je binormalno polje dano formulom

- 1,01,
b:txn:;(—aA+«@u+%a+@mB—k¢j

Rac¢unamo sada svjetlosni trobrid (A, B,C). Neka je C' = at + n + vb. Jednostavnim

racunom slijedi da su trazeni koeficijenti o, 5 i v jednaki

a=(Ct)=1, B=¢€C,n) = —6@, v = —€(C,b) = 6@.

K K

Stoga, vektor C' ima oblik

C:f—e@(ﬁ—b).

K

Polje B odredit ¢emo iz formule (4.29)
B—f%C—ﬂ—>:G—@m—@—ﬂ—-im—@
 uky  uky K uk '

Na kraju cilj nam je odrediti polje A = &t + nn + pb. Koeficijente &, n i p odredit ¢emo
iz uvjeta da je (A, B,C) svjetlosna baza, odnosno iz uvjeta (A,B) =1, (A4,C) =0 i
(A, A) = 0:

1 1
(A,By=1 = —-n——p—=1

uk Uk

ko ko

(4,C0)=0 = &{——n—p—=0
K K

(A,A)=0 = &+ —ep’=0.

u(—rK? + €k3)

Rjesavanjem dobivenog sustava dobivamo trazene koeficijente £ = —uksy, n = 5
K
k2 2
ip= —m i trazeni vektor
2K
N k2 -

Teorem 4.34 Neka je f(u) prostorna krivulja s prostornom (vremenskom) normalom

parametrizirana parametrom duljine luka i neka je (£,72,b) njen Frenetov trobrid i &
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zakrivljenost. Krivulja f(u) je harmonijska evoluta kvazi-umbilicke plohe
— Flu) - u(t_— 27— b)) oS b) (4.30)

Dokaz. Po definiciji harmonijsku evolutu f(u,v) plohe f(u,v) moZemo parametrizirati

B _ Lo -
s (4.2). Gaussovo preslikavanje plohe (4.30) je n(u,v) =t + ei(ﬁ —b)+e—=(b—n) i
U’k K

1
srednja zakrivljenost je H = —. Stoga, njena harmonijska evoluta je
u

Sada ¢emo iz zadane prostorne krivulje konstruirati kvazi-umbilicku plohu kojoj je ta

krivulja harmonijska evoluta.

Primjer 4.35 Krivulja
f(u) = (u,sinu — cos u, cos u + sin u) (4.31)

je prostorna krivulja s prostornom normalom i s Frenetovim trobridom:

t = (1,cosu + sinu,cosu — sinu),

1 1

n = (O, —(cosu — sinu), ——=(cosu + sinu)),
V2 V2

- 1 1

b= (\/5, ﬁ(cosu + sinw), ﬁ(cosu - sinu)),

zakrivljenoséu k = /2 i torzijom 7 = 1. Bududi da su zakrivljenost i torzija konstantne,
onda vrijedi da je krivulja f(u) obitna cilindri¢na spirala (euklidskog tipa). Jednostavnim

racunom se pokaze da je krivulja (4.31) harmonijska evoluta kvazi-umbilicke plohe

flu,v) :<— kou + %,—(1 +u)cosu + sinu — (1 4 kg)usinu + vs;nu’

vV COS U

— (=1 +u+ kou)cosu + + (14 u)sin u) (4.32)
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Na slici (4.7) prikazana je ploha

flu,v) = <2+Z —V2u tanh(:/%), —(1+u) cosu+ : SLnu —Sinu(—3+u+\/§u tanh(f/%)),
v CZS U+(1+u) sin u—cos u(—3+u+\/§u tanh(\q/%))) (4.33)

. . 2 U
koja se dobije za ky = — + V2 tanh (%)

Slika 4.7: Kvazi-umbilicka ploha (4.33) s baznom krivuljom (plava) i njena harmonijska
evoluta (4.31) (zelena)

Primjer 4.36 Obicna cilindri¢na hiperboli¢na spirala
F(u) = = (cosh u,sinh, u) (130
u) = —=(cosh u, sinh u, u .
V2
je prostorna krivulja s vremenskom normalom i s Frenetovim trobridom

_ 1
t = —=(sinh u, cosh u, 1),

V2

n = (cosh u, sinh u, 0),

_
b= —(sinhu, coshu, —1),

V2

e, 1. . 1 : y . o
zakrivljenos¢u k = —= i torzijom 7 = —. Jednostavnim ra¢unom se pokaze da je krivulja

(4.34) harmonijska evoluta kvazi-umbilicke plohe f(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), gdje

je
2 cosh u — sinh N,
x(u,v):v(\/_cos u — sinh ) +k2u(—\/§coshu+sinhu)+cos u — usinhu
“ V2
_ 1 (1 — 2kyu)sinhu  v(— coshu 4 v/2sinh u)
y(u,v) —(— 7 +k2)ucoshu—|— NG + ;
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z(u,v) = — kou + ‘.
u

Na slici (4.8) prikazana je ploha

fu,v) = <21u (cosh u<\/§(5u+2v) +2u? tan (2?/5)) —sinh u(4u—|—2v+\/§u2 (1 +tan(2\z;§)>>),

1 /. 9 U 2 U
2<smhu(\/§(5u+2v)+2u tan (2—\/5 )—coshu(4u+21}+\/§u (1+tan(2\/§>)>>,

u

o4ty v (4.35)

Slika 4.8: Kvazi-umbilicka ploha (4.35) s baznom krivuljom (plava) i njena harmonijska
evoluta (4.34) (zelena)

Uocimo da smo od zadane prostorne krivulje u teoremu 4.34 i u primjerima 4.35 i
4.36 rekonstruirali kvazi-umbilicku plohu, a ne B-namotajnu. Smjer izvodnice trazene
plohe f(u,v) odreden je vektorskim poljem B, ali bazna krivulja f(u) — uC nije nuzno
svjetlosnog karaktera. Primjer, za baznu krivulju plohe (4.32) vrijedi da joj je kauzalni
karakter jednak izrazu u(2u + ko(—2 + 2u + uks) — 2uky), Sto znadi da krivulja moze biti
bilo kojeg kauzalnog tipa. Prema ([29]) sve pravcaste plohe s prostornom ili vremenskom
baznom krivuljom i svjetlosnim izvodnicama mogu se reparametrizirati kao nul pravcaste
plohe, a onda i kao B-namotajne plohe ([55]). Ovdje neéemo raditi reparametrizaciju
dobivene kvazi-umbilicke plohe na B-namotajnu nego ¢emo istraziti koji uvjet je potrebno

zadovoljiti da dobivena ploha ne bude kvazi-umbilicka nego B-namotajna.

Iz f(u) = ¢(u)+uC(u) nam je poznato da je bazna krivulja trazene plohe c(u) = f(u) — uC(u).

Njeno tangencijalno polje je

. Y u(t’ _ e(@)’(ﬁ _h)— e’fj(ﬁ' - b’)>
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— kz kz / kg _ kQ k’g ! k’g -
= —ukyt — — —) —eu(— —e— —eul— —7)b.
u2+<e/€ un+eu(/€) EU<H)7‘)7”L—|—( GK eu(n) +euﬁ7)
Ako zelimo dobiti B-namotajnu plohu f(u,v) = ¢(u) + vB(u) kojoj bazna krivulja ¢(u) ima
svjetlosni trobrid (A, B, C') potrebno je jo§ zadovoljiti uvjet A = ¢/(u), odnosno potrebno

je zadovoljiti sljedec¢u diferencijalnu jednadzbu

—E(Ii — ek%) = e@ — UK + eu(@>/ — eu<@>7. (4.36)

2 K K K K

Sredivanjem te jednadzbe dobivamo Riccatijevu jednadzbu

1 1 K €
r_ 2 (- ™ ~ 2
Korolar 4.37 Neka je f(u) prostorna krivulja s prostornom (vremenskom) normalom
parametrizirana parametrom duljine luka i neka je (f,ﬁ,g) njen Frenetov trobrid i &

zakrivljenost, a 7 torzija. Krivulja f (u) je harmonijska evoluta B-namotajne plohe
f(u,v) = /A(u)du +vB(u). (4.38)

ako i samo ako zakrivljenost ks je rjeSenje diferencijalne jednadzbe (4.37)

Korolar 4.38 Neka je f(u) prostorna krivulja s prostornom (vremenskom) normalom
parametrizirana parametrom duljine luka i neka je f(u,v) B-namotajna ploha (4.38)
rekonstruirana iz f(u). Zakrivljenost & i torzija 7 krivulje f(u) i zakrivljenosti ky i ks = H
plohe f(u,v) povezane su formulom

1 K

K= (H =7 =" )kt k2, e=(R,n) = +1.

K, =
2 2

Dokaz. Slijedi direktno iz jednadzbe (4.37). O

Krivulja f(u) ima svjetlosnu normalu.

Neka je f(u) pseudo-nul prostorna krivulja sa zakrivljenoséu s = 1 i pseudo-torzijom
7. Racunamo najprije Frenetov trobrid (£,7,b) krivulje f(u). Za razliku od prijasnjih
slu¢ajeva gdje je (,7,b) ortonormirana baza, ovdje je (,7,b) svjetlosna baza. Za vise
detalja vidi poglavlje 1.2.1 ili [44, 67, 75]. Tangencijalno polje krivulje f(u) ima oblik

t = f' = C — kyuB, dok normalno polje 7 je dano formulom

1
n= f// = C/ - (k’QU)/B - kQUB/ = —aA - (/{:éu + 2]{?2)3 - ]{720
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Oznacimo koeficijent uz B s x, x = kju + 2ks. 1z uvjeta da je normala n svjetlosni vektor
2 U
vrijedi (n,n) = ~x + k3 = 0, odnosno vrijedi da je z = —§k‘§, iz ¢ega slijedi da je polje

vektora glavnih normala dano formulom
_ 1 U,
n=——A+ —k3B — k(.
u 2

Binormalno polje b = aA + 3B + vC raé¢unamo iz uvjeta da je trobrid (Z,7,b) svjetlosna
baza, odnosno iz uvjeta (b,b) = 0, (n,b) = 11 (b, ) = 0:

bb)=0 = 2aB8++>=0
- 1
@0 =1 = a-ki—f——~ky=1
2 U
bty =0 = —ukya+~y=0.
Rjesavanjem sustava slijedi da je « =0, f = —u i v = 0, odnosno slijedi b= —uB. Ra-
¢unamo sada svjetlosni trobrid (A, B, C). Iz binormalnog polja krivulje b = —uB slijedi
polje B = —=b. Ra¢unamo polje C' = &t + nin + pb. Jednostavnim racunom slijedi da su

trazeni koeficijent &, n i p jednaki
E= (=1 n=(CH =0, p=(C1) = s

odnosno slijedi da je

Na kraju cilj nam je odrediti polje A = £*t 4+ n*n + p*b. Koeficijente £*, n* i p* odredit
¢emo iz uvjeta da je (A, B, C) svjetlosna baza, odnosno iz uvjeta (A, B) =1, (4,C) =0
i (A, A) = 0 iz kojih slijedi sustav:

AC)=0 = & —kmn" =0
(A,A)=0 = &?+2"y" =0,
Rjesenje sustava je £ = —uky, n* = —uip" = %ké i trazeni vektor A je

A = —ukyf — uf + gkgb

Teorem 4.39 Neka je f(u) pseudo-nul prostorna krivulja parametrizirana parametrom

duljine luka i neka je (£, 72, b) njeni svjetlosni trobrid. Krivulja f(u) je harmonijska evoluta
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kvazi-umbilicke plohe

flu,v) = f(u) — uC(u) + vB(u)
= f(u) — u + uksb — %B. (4.39)

gdje je zakrivljenost ko proizvoljna.

Dokaz. Po definiciji harmonijsku evolutu f(u,v) plohe f(u,v) moZemo parametrizirati s

(4.2). Gaussovo preslikavanje plohe (4.39) je n(u,v) =t — (k’g — %)B i srednja zakrivlje-
u

1
nost je H = —. Stoga, njena harmonijska evoluta je
u

1
flu,v) = f(u,v) + mn(u, v)

fu) — ut + ukob — Zl_)+u<t— (l{fg — ;;)B)

I
g

]
Primjer 4.40 Autor u ([75]) je dokazao da su jedine pseudo-nul prostorne krivulje s

pseudo-torzijom 7 = const. # 0 krivulje s parametrizacijom

fu) = j_(cosh (7u) + sinh (7u), 7%, cosh (Tu) + sinh (7u)). (4.40)

Svietlosni trobrid (¢, 7, b) krivulje f(u) je

) I

- (cosh (Tu) + sinh (Tu) 1 cosh (Tu) + sinh (TU))
T T ’

n= <COSh (Tu) + sinh (7u), 0, cosh (Tu) 4 sinh (Tu)>,

Y Y

D (—(1 +7%) cosh (Tu) + (=1 +7%)sinh7u) 1 (=14 7%)cosh (ru) — (1 + 7*sinh (Tu))
B 272 T 272 '

Koristenjem formule (4.39) slijedi da prostorna krivulja f(u) dana parametrizacijom (4.40)

je harmonijska evoluta kvazi-umbilicke plohe

e ((kou? 4+ v) 72 + 2 (v 4+ (2 + kou — 2uT))) kou?® + v
2ur? Cour
e (= (kat? 4+ v) 72 4 €27 (v 4 u(2 + kau — 2W)))>

2uT?

) =(

gdje je zakrivljenost ko proizvoljna.

Sljedeci cilj nam je istraziti koji uvjet je potrebno zadovoljiti da trazena ploha ne bude

kvazi-umbili¢ka nego B-namotajna. Iz definicije harmonijske evolute f(u) = c(u) + uC/(u)
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nam je poznato da je bazna krivulja trazene plohe c(u) = f(u) — uC(u). Njeno tangenci-

jalno polje je

c(u)

flu) = C —uC’
f—t+k2b—u(t —k:’b—kgb’)
Fab — u( — kyb — ka(—F — 7D))

= —ukot — un + (k2 + uké — Uk?QT)l_?-

Ako zelimo dobiti B-namotajnu plohu f(u,v) = ¢(u) + vB(u) kojoj bazna krivulja ¢(u) ima
svjetlosni trobrid (A, B, C') potrebno je jos zadovoljiti uvjet A = ¢/(u), odnosno potrebno

je zadovoljiti sljede¢u diferencijalnu jednadzbu

%kg = ki + ukly, — ukoT. (4.41)

Sredivanjem te jednadzbe dobivamo Bernoullijevu jednadzbu koja je poseban slucaj Ric-
catijeve jednadzbe

K = ;k:g - (i —7)ka. (4.42)

Teorem 4.41 Neka je f (u) pseudo-nul prostorna krivulja sa pseudo-torzijom 7 i neka je

(t, 7, b) njen Frenetov trobrid. Krivulja f(u) je harmonijska evoluta B-namotajne plohe

f(u,v) =c(u) + vB(u /A du—v b, (4.43)

1 1
gdje je zakrivljenost ks rjeSenje jednadzbe ki = ik‘g — (— — 7') ko.
u

Dokaz. Po definiciji, harmonijsku evolutu f(u,v) od plohe f(u,v) moZemo parametri-

zirati s (4.2). Gaussovo preslikavanje plohe (4.43) je n(u,v) =t — (kg — %)Z) i srednja
u

1
zakrivljenost je H = —. Stoga, njena harmonijska evoluta je
u

f(uav>:f(uvv)+

Hu0) n(u,v)

= /A(u)du — vib—l— u(f— (ko — %)b)
=c(u) + u(f— k:J)) = c(u) +uC = f(u).

]

Korolar 4.42 Neka je f (u) pseudo-nul prostorna krivulja sa pseudo-torzijom 7. Nadalje,

neka je f(u,v) B-namotajna ploha (4.43) rekonstruirana iz f(u). Zakrivljenost s i pseudo-
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torzija 7 krivulje f(u) i zakrivljenosti ks i k3 = H plohe f(u,v) povezane su formulom

ko [
= -2 H+2
T 5 + 1 + s
Dokaz. Slijedi direktno iz jednadzbe (4.42). O

Odlomak ¢emo zavrsiti s dva primjera.

Primjer 4.43 Neka je f(u) pseudo-nul prostorna krivulja

. <u3 w120 ud — 12u>

W= vz 12v3 (1.44)

1
sa pseudo-torzijom 7 = — i svjetlosnim trobridom
u

t_:(zﬂ 4 +u? —4+u2)

47 427 42
_ uou o w
n_<§’ﬁ’ﬁ)

(_16+u4 —16 + Su? + ut —16—8u2+u4>'

B = s y
16u 16+/2u 16v/2u

Da bi mogli koristiti formulu (4.43) potrebno je prvo odrediti ky. Rjesavanjem jednadzbe

(4.42) slijedi da je zakrivljenost ky = — , 1 € Rili ks = 0. Promotrimo prvo slucaj

u+ 2c
kada je ko = —

oo Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je ¢; = 0.
u C1

Svjetlosni trobrid (A, B, C') bazne krivulje ¢(u) B-namotajne plohe ima oblik:

Ao (_ 16 + u* _—16—8u2—|—u4 _—16+8u2—|—u4)
8u? ’ 8v/2u?2 ’ 8v/2u2
B <1+u2 —16 + Su? + u* —16—8u2+u4>
w? 167 16v2u2 T 16V/2u?
C:(—16+u4 16 + u* 16+u4>
8u? 7 8v/2u?’ 8/2u2/

Buduéi da imamo sve potrebno, onda mozemo koristiti formulu (4.43) iz koje slijedi da je

trazena B-namotajna ploha dana parametrizacijom (vidi sliku 4.9 (lijevo))

96u — 2u® + 48v + 3utv —2u(48 — 24u? + u*) + 3(—16 + Su? + ut)v
48u? ’ 48+/2u2 7

—2u(48 + 24u? + ut) + 3(—16 — 8u? + ut)v
48+/2u? )

Ako je ko = 0, onda svjetlosni trobrid (A, B,C') bazne krivulje B-namotajne plohe ima

) =(

(4.45)
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oblik

A:(_UZ_uZ _u2>
27 227 2V/2
B:(1+u2 —16 + 8u? + u* —16—8u2+u4>
w? 167 16v2u2 T 16v/2u?
C_(u2 4+ u? —4+u2>
47 427 42 )

Koristenjem formule (4.43) dobivamo trazenu B-namotajnu plohu (vidi sliku 4.9 (desno))

ub v wPv —8u’ 4+ 3(—16 + 8u? + ut)v —8u® + 3(—16 — 8u* + ut)v
f(u7v)=<—+2+’ ’ )
6  u? 16 48+/2u? 481/2u?
(4.46)

Nadalje, uo¢imo da je u ovom slucaju dodatno zadovoljen uvjet (A, ¢) = 0 $to znaci da je

bazna krivulja c(u) = / A(u)du B-namotajne plohe involuta polazne krivulje f(u).

Na slici 4.9 lijevo prikazana je B-namotajna ploha (4.45), a desno ploha (4.46). Plohe

su rekonstruirane iz svoje harmonijske evolute (4.44), zelene krivulje.

Slika 4.9: B-namotajna ploha (4.45) (lijevo) i (4.46) (desno) s baznom krivuljom (plava)
i njena harmonijska evoluta (4.44) (zelena)

[z primjera 4.43 mozemo uociti da od iste polazne krivulje mozemo konstruirati razlicite
plohe kojima je ta krivulja harmonijska evoluta. Iako svaka B-namotajna ploha ima
jedinstvenu harmonijsku evolutu, obrat ne vrijedi. Od iste krivulje mozemo konstruirati

razli¢ite B-namotajne plohe.

Korolar 4.44 Ako je f(u) pseudo-nul prostorna krivulja i f(u,v) B-namotajna ploha

rekonstruirana od f(u) pomoéu formule (4.43), onda f(u,v) nije jedinstvena ploha.

Autori u ([68]) su pokazali da dvije B-namotajne plohe koje imaju jednake k3 su lokalno

izometriéne. Sto znaci da su dobivene plohe (4.45) i ploha (4.46) lokalno izometri¢ne.
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Nadalje, buduéi da im je B jednak, one su izometriéne u Mindingovom smislu (¢uvaju se

izvodnice).

Autor u ([75]) je dokazao da je jedina pseudo-nul prostorna krivulja s pseudo-torzijom

7 = 0 krivulja s parametrizacijom

flu) = (l; u, l;) . (4.47)

Sada ¢emo rekonstruirati B-namotajnu plohu kojoj je krivulja (4.47) harmonijska evoluta.

Primjer 4.45 Svjetlosni trobrid (%, 7, b) krivulje f(u) dane parametrizacijom (4.47) je

E = <u7 17 u)?
n=(1,0,1),
- 1 1
b— (—2(1 R, —u, (1 - u2)) .
Da bi mogli koristiti formulu (4.43) potrebno je jos odrediti zakrivljenost ky. Rjesavanjem
jednadzbe (4.42) slijedi da je ko =
2

w(2¢; — Inw)

——— ¢ € Rili ks = 0. Promotrimo prvo slucaj
u(2¢; — Inw)

kada je ko = . Bez smanjenja opcenitosti pretpostavit ¢emo da je ¢c; = 0 iz

cega slijedi da je ko = —

. Sada imamo sve potrebno za koristenje jednadzbe (4.43)
ulnu

iz koje slijedi da trazena ploha ima oblik

B Hv+udy 1402 2u W Hv—uP 4 _1+u2>' (4.48)

f(u,v)-( + Wt —

2u Inu Inu’ 2u Inu

Ako je ky = 0, onda koristenjem formule (4.43) dobivamo trazenu B-namotajnu plohu

(4.49)

Fluv) = (

—u? + v+ v wd+v—utv
v,——— |
2u T 2u

Nadalje, uo¢imo da je u ovom slucaju dodatno zadovoljen uvjet (A, t) = 0 Sto znaci da je

bazna krivulja c(u) = /A(u)du B-namotajne plohe involuta polazne krivulje f(u).

Na slici 4.10 lijevo prikazana je B-namotajna ploha (4.48), a desno ploha (4.49). Plohe

su rekonstruirane iz svoje harmonijske evolute (4.47), zelene krivulje.

U primjerima 4.43 i 4.45 uo¢ili smo da za slucaju kada je zakrivljenost ky = 0 za-
dovoljen uvjet (A,t) = 0 $to znaci da je bazna krivulja c(u) = /A(u)du B-namotajne
plohe involuta krivulje f(u). Naime, mozemo uoditi da taj uvjet nije zadovoljen samo za
pseudo-nul krivulje, nego i za prostorne krivulje s prostornom ili vremenskom normalom.

Stoga vrijedi sljedeci korolar.
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Slika 4.10: B-namotajna ploha (4.48) (lijevo) i (4.49) (desno) s baznom krivuljom
(plava) i njena harmonijska evoluta (4.47) (zelena)

Korolar 4.46 Neka je f(u) prostorna krivulja i neka je ona harmonijska evoluta B-
namotajne plohe f(u,v) = c(u) +vB(u) = /A(u)du + vB(u). Ako je zakrivljenost ks = 0,

onda je bazna krivulja ¢(u) B-namotajne plohe involuta krivulje f(u).

Iz teorema 4.22 nam je poznato da je harmonijska evoluta B-namotajne plohe svje-
tlosna krivulja ako je srednja zakrivljenost plohe konstantna ili prostorna krivulja za
B-namotajne plohe kojima srednja zakrivljenost nije konstantna, odnosno iz teorema sli-
jedi da harmonijska evoluta nije nikada vremenska krivulja. Postavlja se pitanje moze li se
od vremenske krivulje konstruirati kvazi-umbilicka ploha kojoj je ta krivulja harmonijska
evoluta. Odgovor nam daje sljedeé¢i korolar.

1
) H(u)
ljinom luka. Od krivulje f(u) se ne moze rekonstruirati kvazi-umbilicka ploha kojoj je ta

Korolar 4.47 Neka je f(u) = c(u) + C'(u) vremenska krivulja parametrizirana du-

krivulja harmonijska evoluta.

Dokaz. Tangencijalno polje od f je t = f' = C' — kouB. Racunamo (f', f') = (C,C) = 1

Sto je kontradikcija s pretpostavkom da je f vremenska krivulja. O
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4.1.6 Harmonijska evoluta B-namotajne plohe i singulariteti

Neka je f(s,u) = ¢(s) + pB(s) B-namotajna ploha. Pretpostavimo da je bazna krivulja
c¢(s) parametrizirana parametrom duljine pseudo-luka i neke je (A, B, C') njen svjetlosni

= 1
trobrid. Nadalje, neka je f(s) = c(s) + mC’(s) harmonijska evoluta od f(s,u). Ako
L\S

nad harmonijskom evolutom f (s) definiramo nul pravéastu plohu

FS(s, 1) =c(s) +

C(s) + puB(s), 4.50
5 C) + B (4.50)
onda nam autori u ([76]) daju odgovor kako klasificirati singularitete plohe (4.50). Autori
u ([76]) plohu (4.50) nazivaju fokalna ploha svjetlosne Frenetove krivulje v, a harmonijsku

evolutu B-namotajne plohe f(s, i)

Fy: I =Ry, Fuls) =(s) +

fokalna krivulja od . Navesti ¢emo samo bez dokaza glavni teorem (teorem 2.1 (A)
u ([76])) koji daje klasifikaciju singulariteta plohe (4.50) i jedan primjer u kojem éemo
vidjeti njegovu primjenu. Za iskaz su nam potrebni sljedeé¢i pojmovi. Tangencijalni svezanj

svjetlosnog stosca s vrhom u tocki vy je definiran s
TPB(vy) = {u € R} | (u—vy, B(s)) = 0}\{vo}, wvo € RS

i geometrijska invarijanta o je definirana s o(s) = k7 (s) + 3k7(s) — kr(s)k} (s).

Teorem 4.48 (Teorem 2.1 (A) u [76])
Neka je v: I — R? svjetlosna Frenetova krivulja parametrizirana parametrom duljine
pseudo-luka i neka je kz(s) # 0 njena svjetlosna zakrivljenost. Nadalje, neka je vy = FS(so, o)
i TPB(vg) = {u € R} | (u — vy, B(s)) = 0} tangencijalni svezanj svjetlosnog stosca. Vri-
jedi:

1. Svjetlosna Frenetova krivulja v(s) i TPB(vp) imaju dodir barem 2-og reda u s.

2. Svjetlosna Frenetova krivulja v(s) i TPB(vg) imaju dodir tre¢eg reda u sy akko

(50)
k3(s0)

vo = 7(50) + N(so) + B(so), o(so) #0.

k(so)

Pod tim uvjetom klica slike FS u FS(s, o) je lokalno difeomorfna kuspidalnom
bridu (grebenu), C x R = {(z1,zs) | 22 = 23} x R.
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3. Svjetlosna Frenetova krivulja v(s) 1 TPB(vy) ima dodir 4-tog reda u sy akko

L iy Fso)
TR =T

vo = (s0) + B(sg), o(s0) =0, o'(sg) # 0.

Pod tim uvjetom klica slike FS u FS(so, o) je lokalno difeomorfna lastinom repu

SW = {(z1, 22, 73) | 1 = 3u* + v’v, 15 = 4u® + 2uv, 23 = v}.

Primjer 4.49 Neka 7(s) je svjetlosna Frenetova krivulja R? parametrizirana parametrom

duljine pseudo-luka s:

1 1 1 s
v(s) = (sﬁ—i— 2 arcsin (g), 2s — 653, _6(4 — 52)3) (4.51)

i neka je (A, B, (') njeni svjetlosni trobrid dan s:

As) = (VIZ 22 2 ;ﬁ)

R

Svjetlosna zakrivljenost od v(s) je ki(s) = (446'2)2 Fokalna krivulja dana je parame-
—4+s
trizacijom:
1
F(s) = 6{3\/4 — 52(—1+ s%) + 12 arcsin (;), —s(4— T2+ sY), —(—4+ )3 (=1 + 52)}.
(4.52)
1
Fokalna ploha FS(s, 1) = v(s) + mC(S) + puB(s) dana je parametrizacijom:
L\S
s(—4 + 5?3 (=1 + s%) — 12u . /S 1 5 a4 —1+ 8
FS(s, ) :{ 6 52)? + 2arcsin (5),—68(4—78 +s )—l—mu,
A4 2)3(—] & &2 _ 2
(=44 5%)°( 3—i—s)_6s( 3+53)u} (4.53)
6(4 — s?)2 6(4 — s?)2
ki (s)

Skup singulariteta FS(s, ) fokalne plohe dan je parametrizacijom:

ki (s)

Er(s) 1 { —T76s + 475> — 7s° + 361/4 — s arcsin 3
V4 — s?
(4— )3 (34357 — 254)}. (4.54)

,20s — 275% + 155° — 257,
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Geometrijska invarijanta i njena derivacija su:

72(—5 + 145?)
(—4 4 s?)4

2885(13 + 35s%)

o(s) = ki (5) + 3K, (s) — ku ()} (s) = ity

o(s) = —

Slijedi zakljuéak. Ako je o(s) = 0, onda je s = j:\/g i ako je o’(s) = 0 onda je s = 0
ili s = ii\/%. Stoga, FS je lokalno difeomorfno kuspidalnom bridu (grebenu) u bilo

kojem singularitetu FS(s, ), gdje je s # j:\/E ip= ]]j;((‘?) = —fs( 4 + s?)3. Nadalje,
FS je lokalno difeomorfno lastinom repu u FS(s, u) gdje je (s, p) 54, 1247?49\F ili

p) = (/—Z, — 124774?:19\/7 (vidi sliku 4.11, crne tocke).

Slika 4.11: Fokalna ploha (4.53) s fokalnom krivuljom (4.52) (crvena), skupom
singulariteta (4.54) (zelena) i krivuljom ~ (4.51) (Ijubicasta)

U nastavku navodimo propoziciju 4.1 iz ([76]).

Propozicija 4.50 Neka je v: I — R? svjetlosna Frenetova krivulja parametrizirana,

parametrom duljine pseudo-luka kojoj je k1 (s) # 0. Tada vrijedi:

1. skup {(s,p) | p = zféigz;, s € I} je skup singulariteta od FS,
L

2. ako FS(s, % ) = vo je konstantan vektor, tada F,(s) lezi na TPB(vy) za bilo koji

selio(s)= k 3(s) + 3kL2(s) — kr(s)k](s) = 0.

Buduéi da je F,(s) isto $to i harmonijska evoluta B-namotajne plohe iz propozicije 4.50
slijedi korolar 4.51.

Korolar 4.51 Neka je v: I — R? svjetlosna Frenetova krivulja parametrizirana parame-

/
trom duljine pseudo-luka k(s) # 0 i neka je FS(s, IIZES;) = v konstantan vektor. Tada
2 (s
: 1
harmonijska evoluta f(s) = ¢(s) + ——C(s), B-namotajne plohe f(s,u) = c(s) + uB(s)

k’L(S)

lezi na (dijelu) svjetlosnog stosca TPB(vg) s vrhom u tocki vy.
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U nastavku proucavat ¢emo svojstva a-evoluta. Harmonijska evoluta je samo jedan njen

T
poseban slucaj, preciznije harmonijska evoluta je Z—evoluta.

4.2 a-evolute u R?

Neka je S regularna ploha lokalno parametrizirana s f = f(u,v) bez umbilickih i kvazi-
umbilickih tocaka i neka je ona parametrizirana krivuljama zakrivljenosti, tj. parametarske
krivulje (u i v-krivulje) su crte zakrivljenosti (crte krivine, glavne krivulje) plohe. Ne-
dalje, neka je u tocki p plohe, ¢; tangenta na u-crtu krivine (v = const.). Tangenti ¢,
mozemo pridruziti dva vektora t, koji s t; zatvaraju (ostri) kut o (0 < o < g) Time su
na parametriziranom komadu plohe odredena dva tangencijalna polja ¢ije su integralne
krivulje izogonalne trajektorije u-krivulja (v = const.) plohe. To su tzv. a-loksodrome

jedne familije parametarskih krivulja plohe.

Definicija 4.52 (a-loksodroma)
a-loksodroma plohe S je integralna krivulja familije tangencijalnih vektora t,, tj. izogo-

nalna trajektorija familije u-krivulja (v = const.) (slika 4.12).

Definicija 4.53 (a-evoluta)
Neka je S regularna ploha bez umbilickih i kvazi-umbilickih tocaka parametrizirana kri-

vuljama zakrivljenosti. a-evoluta je skup sredista zakrivljenosti P, a-loksodroma.

Slika 4.12: Sredista zakrivljenosti na normali plohe i a-loksodroma

T
a-evolutu oznacavat ¢emo sa S,. Ako je a =0ili a = > onda je a-evoluta fokalna ploha,
tJ Vrijedi 21 = SO i 22 = Sg
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Neka je S regularna ploha u R?® bez umbili¢kih to¢aka parametrizirana krivuljama
zakrivljenosti. Neka su 3 i ¥ fokalne plohe i S, a-evoluta. Manhart u ([51]) je dokazao

da cetvorka X1, 3o, S 1S, ¢ini fiksan dvoomjer:

(31,%9:S,S,) = —ctga, (0<a< o).

| X

Korolar 4.54 Ako je S regularna prostorna ploha u R? bez umbilickih tocaka parame-
trizirana krivuljama zakrivljenosti, onda cetvorka >, X5, S1i S, ¢ini fiksan dvoomjer
(31,228, 8,) = —ctg’a.

Dokaz. Buduéi da je Eulerov teorem za prostorne plohe 1.44 u Minkowskijevom prostoru
analogan teoremu u euklidskom prostoru, onda je dokaz u R? analogan dokazu u R? tako

da ¢emo ga izostaviti. O

™
Uoc¢imo da je za a = 7 a-evoluta harmonijska evoluta.

Teorem 4.55 Ako je S regularna vremenska ploha u R? bez umbilickih i kvazi-umbilickih
tocaka parametrizirana krivuljama zakrivljenosti, onda ¢etvorka ¢, o, S i S, ¢ini fiksan
dvoomjer

(31,%2; S,Sq) = coth® a (4.55)

za prostorne a-loksodrome, odnosno
(31, %9 S,S,) = tanh® o

za vremenske a-loksodrome.

Dokaz. Neka je S vremenska ploha dana lokalnom parametrizacijom f: U C R? — S
i neka je p = f(u,v). Nadalje, neka je n(u,v) jedini¢na normala, ki(p) i ka2(p) glavne

zakrivljenosti, r1(p) = polumjeri zakrivljenosti i P;(p) sredista za-

@irz(p):m

krivljenosti plohe S.

Pretpostavimo da je a-loksodroma prostorna krivulja. Po pretpostavci vrijedi kq(p) # ka(p).
Nadalje, prema Eulerovom teoremu 1.44 normalna zakrivljenost a-evolute k,(p), dana je
formulom (1.7), kq(p) = k1(p) cosh® a — ko(p) sinh* av.

1. Pretpostavimo da p nije parabolicka tocka. Onda vrijedi k;(p) # 0, i = 1, 2. Nadalje,
za srediSta zakrivljenosti u tocki p = f(u,v) vrijedi P;(p) = f(u,v) + ri(p)n(u,v),

i = 1,21 za srediste zakrivljenost a-loksodrome vrijedi P, (p) = f(u,v)+rq(p)n(u,v).
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Racunamo dvoomjer po definiciji:

, _p—Pi(p) Pulp) — P2(p)
(Pl(p>7 P2<p)7 b, Pa(p>> - p— Pg(})) Pa(p) . <p>
_ S ) = flu,0) —ri(p)n(u,v)  fu,v) +ra(p)nlu,v) — f(u,v) — ra(p)n(u, v)
f(u,v) = f(u,v) = ra(p)n(u,v)  f(u,v) + Tal(p)n( v) = f(u,v) = ri(p)n(u,v)
_ r1(p) . ro(p) — r2(p) _n (p) ka(p) cosh? a — ky(p) sinh? o —r2(p)
ra(p) ralp) —ri(p)  a(p) 1 i (p)

k1 (p) cosh® a — ky(p) sinh® o

) 1 —7a(p)ki(p) cosh® a + ra(p)ka(p)
) ) (p)ka(p) sinh” o
ri(p) ra(p)(ka(p) — ki(p) cosh? a + ky(p) sinh® a)
) ( )
(p

sinh? o

p) — ki1(p) cosh® a + ky(p) sinh? )

(1 +sinh® ) — k‘l(p) cosh®a  ko(p) cosh® v — ky (p) cosh? o
(1 — cosh® @) + ky(p)sinh®* & ki (p)(—sinh® @) + ky(p) sinh? o
)

)

= coth? «

iz ¢ega slijedi trazena tvrdnja u ovom slucaju.

. Nadalje, pretpostavimo da je p paraboli¢ka toc¢ka. U tom sluc¢aju jedna glavna zakriv-
lienost je jednaka 0, pretpostavimo da je to ky(p) = 0. Tada vrijedi kq(p) = k1(p) cosh® a
i Py(p) je beskonacno daleka tocka. Racunamo dvoomjer, koji se u ovom slucaju

pretvara u djelisni omjer:

(Pi(p), Pa(p); p, Pa(p)) = (p, Pa(p); Pi(p), P2(p))

= (0. Polp)s PA(0) = s
_ f(u7 U) - Tl(p)n(u7 U) - f(u7 U)
f(u7 U) - Tl(p)n(u7 U) - f<u> v)—

1
_oon) k) ka(p)
rnp)—ralp) L 1 ka(p) — ki)
ki(p)  ka(p)
ki(p)cosh®a  ki(p) cosh® o

Tk (p)cosh® v — k1 ky(p) sinh? &
Tvrdnja, odnosno formula (4.55) vrijedi i u ovom slucaju.

. Pretpostavimo da je k,(p) = 0. Tada je t,(p) tangencijalni vektor plohe u hiperbo-
lickoj tocki p i a-evoluta je asimptotska krivulja plohe S pa je srediste zakrivljenosti
a-evolute u p beskonacno daleka tocka. Dvoomjer (Pi(p), Py(p); p, P.(p)) se pre-
tvara u djelisni omjer (Py(p), P2(p); p).
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Racunamo djelisni omjer po definiciji:

1
(Pi(p), Pa(p); p) = ﬁ:gﬁi; - 28 - o ng
ka(p)

Bududi da je ko (p) = 0, onda iz formule (1.7) slijedi 0 = k1 (p) cosh? o — ky(p) sinh® v,

odnosno vrijedi
ks(p)  cosh®a

ki(p)  sinh®«

tako da fromula (4.55) vrijedi i u ovom slucaju.

= coth? o,

Time je gotov dokaz u slucaju kada je a-loksodroma prostorna krivulja.
Ako je a-loksodroma vremenska krivulja dokaz je analogan, samo umjesto formule za

normalnu zakrivljenost (1.7) koristimo formulu (1.8). O

\. ™ .. .. . LT
Uocimo da za o = T a-evoluta nije harmonijska evoluta, ali za o = ZZ je.

Napomena 4.56 Na vremenskim plohama ne definiramo svjetlosne a-loksodrome jer u

tom slucaju kut nije definiran.

U definiciji a-evolute izostavili smo umbilicke plohe. Ako za njih a-evolutu definiramo

kao u definiciji 4.53, onda vrijedi sljede¢a propozicija.
Propozicija 4.57 a-evoluta umbilickih ploha (sfera) je tocka (srediste sfere).

Dokaz. a-evoluta prostorne sfere, hiperbolicke ravnine H?(p, r) je srediste sfere p jer vrijedi
k(ta) = cos* aky +sin® aky = cos> a k) +sin® aky = ky.

Buduéi da je S?(p,r) vremenska ploha, razlikujemo 2 slucaja:

1. a-evoluta od prostorne a-loksodrome
k(ty,) = ch® a k; —sh® aky = ch®* ak; — sh® ak; = ky,
2. a-evoluta od vremenske a-loksodrome

k(ta) = —sh® aky + ch® aky = —sh® aky + ch® aky = ki,

iz cega slijedi da je a-evoluta od S%(p,r) ponovno srediste sfere p.
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U nastavku ¢emo pretpostaviti da plohe nisu umbilicke ni kvazi-umbili¢ke plohe.

Sada ¢emo izvesti parametrizaciju a-evolute u R3. Iz dvoomjera (P;(p), Py(p); p, Pa(p))

izrazit ¢emo polumjer zakrivljenosti r,(p):

ri(p)ra(p) (1 + ctg® @)
r1(p) + r2(p) ctg®

r1(p)ra(p)(1 — coth® )
r1(p) — r2(p) coth®

r1(p)ra(p)(1 — tanh® a)
r1(p) — r2(p) tanh® o

(Pi(p), Py(p); p, Pa(p)) = —ctg’a = r,(p) =

(Pi(p), Pa(p)i p, Pu(p)) =coth’a = 14(p) =

(Pi(p), Pa(p); p, Pa(p)) = tanh? o — ro(p) =

Korolar 4.58 Neka je S ploha u R? dana lokalnom parametrizacijom f: U C R* — S i
neka je p = f(u,v). Nadalje, neka je n(u,v) jediniéna normala, r1(p) i ro(p) polumjeri

zakrivljenosti.

1. Ako je S prostorna ploha, onda je a-evoluta dana sljede¢om parametrizacijom

71 (p)?“g(p)(l + Ctg2 a>n(u ’U)
ri(p) +ra(p) ctg?a

fc]yj(uvv) = f(uav) +

2. Ako je S vremenska ploha, onda je a-evoluta za prostornu a-loksodromu dana

sljede¢om parametrizacijom

r1(p)ra(p)(1 — coth? a)
r1(p) — ra(p) coth?

Xa(u,v) = f(u,v) + n(u,v),

i za vremensku a-loksodromu sljede¢om parametrizacijom

r1(p)ra(p)(1 — tanh? @)
r1(p) — 72(p) tanh® o

Xa(u7v) = f(u,v) + n(u, 1}).

Radi jednostavnosti uvest ¢emo oznake. Oznaka P iV u eksponentu oznacava kauzalni
karakter plohe, odnosno je li ploha vremenska ili prostorna. Indeksi p« i v @ oznacavaju

je li a-loksodroma prostorna ili vremenska krivulja.

4.2.1 a-evoluta rotacijske plohe

U nastavku ¢emo promatrati rotacijske plohe S u R? parametrizirane krivuljama zakriv-
ljenosti. U tom slucaju u-krivulje (v = const.) zovemo meridijani, v-krivulje (u = const.)

zovemo paralele i one su za rotacijske plohe uvijek kruznice. Ogranic¢it ¢emo se na plohe
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koje nisu cilindri¢ne ni stozaste. Jedna fokalna ploha rotacijske plohe je rotacijska ploha
nastala rotacijom evolute generatrise plohe S, a druga fokalna ploha od S je os rotacije. U
[51] je dokazano da je a-evoluta rotacijske plohe S, rotacijska koaksijalna ploha, odnosno
da je a-evoluta rotacijska ploha koja ima zajednicku os s plohom S. Dokazimo analogan

rezultat u Minkowskijevom prostoru.

Za razliku od euklidskog prostora, u prostoru Minkowskog razlikujemo sedam tipova
rotacijskih ploha. Ploha moze biti prostorna ili vremenska, a os rotacije moze biti prostorni,
vremenski ili svjetlosni pravac. Vidi propozicije 1.52, 1.53 i 1.54. Za svaku od tih slucajeva

izracunat ¢éemo a-evolutu.

Rotacija oko prostorne osi

Neka je S rotacijska prostorna (vremenska) ploha u R} dobivena rotacijom generatrise
oko prostorne osi, z-osi. Bez smanjenja opcenitosti, plohu S danu kartom (1.9) ili (1.11),

reparametrizirat ¢emo na sljedeéi oblik:

coshv sinhv 0 U u cosh v
f(u,v) = | sinhv coshv 0 0 = | wsinhv |. (4.56)
0 0 1 z(u) z(u)

a-evoluta plohe S dane kartom (4.56) ima oblik:

!
u + Ta(p)¢
coshv sinhv 0 11— 2/(u)?|
fa(u,v) = | sinhv coshv 0 0
1 — 2 (u)?|

(4.57)

Neka je S rotacijska vremenska ploha u R? dobivena rotacijom prostorne generatrise oko

prostorne osi, z-osi. Bez smanjenja opcenitosti, plohu S danu kartom (1.10), reparametri-
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zirat ¢emo na sljedeci oblik:

coshv sinhv 0 0 usinhv
f(u,v) = | sinhv coshv 0 u = | wucoshv |. (4.58)
0 0 1 z(u) z(u)

a-evoluta plohe S dane kartom (4.58) ima oblik:

0
PP D | KRR e
0 0 1 o) \/%
ut ra(p)zl(“)> sinh v (4.59)
—| (u+ Ta(p)l%—z’(u)Z) coshv
S(u) — ra(p)

Propozicija 4.59 Ako je S rotacijska ploha u R? s prostornom osi, onda je i njena
a-evoluta rotacijska ploha s prostornom, osi. Nadalje, a-evoluta dana parametrizacijom

(4.57) je prostorna (vremenska) ploha, ako je generatrisa

U =colu)=(u+r & 2(u m—(m
Foli) = ot = () TSR |1—z’(U)2|>

prostorna (vremenska) krivulja, a a-evoluta dana parametrizacijom (4.59) je vremenska

ploha.

Rotacija oko vremenske osi

Neka je S rotacijska prostorna (vremenska) ploha u R} dobivena rotacijom generatrise
oko vremenske osi, z-osi. Bez smanjenja opcenitosti, plohu S danu kartom f: I x R — S

(1.12), reparametrizirat ¢emo na sljedeci oblik:

1 0 0 x(u) x(u)
f(u,v) = 0 cosv —sinwv u = | ucosv |. (4.60)
0 sinv cosv 0 u sin v
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a-evoluta plohe S dane kartom (4.60) ima oblik:

falu,v) =1 0 cosv —sinv w = 1 (p) 7' (u)
0 sinv cosv |2/ (u)? — 1
0
o) — ") (4.61)
( ) |xi§u;2 _ 1|
— U — Ta(p> \x’ 1/()2>_ 1‘) COSV
(u —7a(p) 2 (0)? — 1|) sin v

Propozicija 4.60 Ako je S rotacijska ploha s vremenskom osi, onda je i njena a-evoluta
rotacijska ploha s vremenskom osi. Nadalje, a-evoluta dana parametrizacijom (4.61) je

prostorna (vremenska) ploha, ako je generatrisa

AUy

ra(p)
(U, 0)=cylu) =z(v) - ———=,u— T, ,
Folu:0) = aft) = (ol = ~ =2 = ralp) e

prostorna (vremenska) krivulja.

Rotacija oko svjetlosne osi

Neka je S rotacijska prostorna (vremenska) ploha u R? dobivena rotacijom generatrise oko
svjetlosne osi, pravca | = {(x,z,0): x € R}. Ako umjesto svjetlosne baze u propoziciji

1.54, odaberemo kanonsku bazu, onda parametrizacija plohe S dane kartom f: I xR — S

ima oblik:
5 =5 v (e (1+ 5 )a(w) = Su(w)
=1 a5 [T Sew 0=t | B
v 1 v (a(u) = y(u)

104



Poglavlje 4. Krivulje i plohe pridruZene danoj plohi u R}

a-evoluta plohe S dane kartom (4.62) ima oblik:

(u)
w2 o (1) — ro(p)——2
- 1—1—25 —52 v p \/|x’(u)3( )y’(u)2|
flwo) =) 1= o || ) = ralp) e
2 wgc(u) v
v? ra(p)y/(u) v? rap) 2'(w)
1+ 5) () -5 (vw
P ) T
| e - ——= (-5 () - ==
o ww—y«um) ? 8 / ¢|x'<u>2—y'<u>2|)
o) ~ () ~ra(p) ¢|ifiz)>2_—$y(f2>2|>

(4.63)

Propozicija 4.61 Ako je S rotacijska ploha sa svjetlosnom osi, onda je i njena a-evoluta
rotacijska ploha sa svjetlosnom osi. Nadalje, a-evoluta dana parametrizacijom (4.63) je
prostorna (vremenska) ploha, ako je njena generatrisa

fa(u7 0) — Ca(u) = (JZ(U) — Ta(p) \/l,/(ui?;(li)y/(uy

' (u)
;y(u) = 1a(p) \/x, o : 0)

— y/(u)?
prostorna (vremenska) krivulja.

Napomena 4.62 U propozicijama 4.59, 4.60 i 4.61 nismo razlikovali je li polazna ploha S
prostorna ili je vremenska i nismo razlikovali je li r,(p), p = f(u,v) radijus zakrivljenosti
prostorne ili vremenske a-loksodrome. Uoc¢imo da za tim nema ni potrebe. Propozicije
vrijede u svim slucajevima, samo ovisno o kauzalnom karakteru plohe i a-loksodrome

imamo drugadije formule za r,(p).
Koriste¢i napomenu 4.62 i propozicije 4.59, 4.60 i 4.61 vrijedi teorem 4.63.

Teorem 4.63 Ako je S rotacijska ploha u R}, onda je i njena a-evoluta koaksijalna

rotacijska ploha.

4.2.2 Ploha i njena a-evoluta su paralelne plohe

U ovom poglavlju zanima nas kada ¢e plohe S i S, biti paralelne plohe.
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Rotacija oko prostorne osi

Propozicija 4.64 Neka je S rotacijska ploha s prostornom osi u R? dana kartom:
f:IxR—=S, f(u,v)=(ucoshv,usinhv, z(u)). (4.64)

Nadalje, neka S ne sadrzi umbilicke ni kvazi-umbilicke tocke i neka S nije cilindri¢na ni
stozasta ploha. Plohe Si S, (0 <a< g) su paralelne plohe ako i samo ako funkcija

z: I — R, I C R zadovoljava odgovarajucu jednadzbu iz tablice 4.1.

Tablica 4.1: Jednadzba za generatrisu plohe S (4.64) koja je paralelna sa S,

’ ploha S ‘ a-loksodroma ‘ jednadzbe

D € R\{0}, a:=tan’a, A\ #0

prostorna prostorna

<d2:>2 B (D _ )\ua+1)2
du) (D — Auet1)2q2’

d 2 ap — 2
prostorna (le;) = (U(:D — )\2;)+1, D € R\{0}, a :=tanh®a, A #0

vremenska

dz>2 _ ( (u*"' D — \u)?

= D e R\{0}, a:=tanh®a, A #£0
d'u, uale _ )\u)2+17 6 \{ }7 a an Oé, #

vremenska (

Dokaz. Za paralelne plohe S i S, mora vrijediti da je k, = const. k, odredujemo po Eule-
rovoj formuli. U Minkowskijevom prostoru ta formula je razli¢ita za vremenske i prostorne
plohe (vidi teoreme 1.44 i 1.45). Radi jednostavnosti k, ¢emo oznacavati na razlicite
nacine, k%, k;‘;/a i k¥ . Oznake P i V u eksponentu oznacavaju kauzalni karakter plohe,
odnosno je li ploha prostorna ili vremenska, a oznake pa i va u indeksu oznacavaju ka-

uzalni karakter a-loksodrome, odnosno je li a-loksodroma prostorna ili vremenska krivulja.

Gaussova i srednja zakrivljenost plohe S dane parametrizacijom (4.64) dana je formulama:

23 €2 — 2 +usd
K=e—"_- i H=—-""""— = e {1, —1}. 4.65
6U(1—22)2 1 2 U(]_—ZQ)% ) € <n7n> { ) } ( )

Pretpostavimo da je S prostorna ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome ra¢unamo

po formuli (1.6)
kP =k cos® a + kysin?a = \ = const. # 0. (4.66)

Koristeé¢i formule (4.65) i (1.4), glavne zakrivljenosti k; i ks mozemo izracunati iz formula:
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kf=————s i bhh=—""—7. 4.67
R T F O 467

Uvrstavanjem (4.67) u (4.66) slijedi:

- ;= -tan® a = Acos ™2 . (4.68)
(1—-22)2  wu(l-—2?)z
Oznacéimo
. p

pi=z 1 wi=—""-7. 4.69
(1-p)> o
Deriviranjem w dobivamo w = a b 2) 5. UvrStavanjem w i w u (4.68) dobivamo sljede¢u

diferencijalnu jednadzbu
W+ Lw = —Acos™ o, a:=tan’a. (4.70)

u

Rjesenje jednadzbe (4.70) je w(u) = —Au+ Du~?, D € R. Uvrstavanjem w(u) u (4.69) i

sredivanjem dobivamo jednadzbu

DeR, a:=tan’a. (4.71)

(dZ)Q B (_)\uaJrl + D)Q
du) — (=Austl 4+ D)2 4 y2a’

Pretpostavimo da je S vremenska ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome rac¢unamo
po formuli (1.7) ili (1.8)

kz‘)/a = ky cosh® a — kysinh® a = \ = const. # 0, (4.72)
kY = —kisinh® o + ky cosh® o = A\ = const. # 0. (4.73)

Uvrstavanjem (4.67) u (4.72) i (4.73) slijedi:

— + —tanh? @ =Acosh? o, 4.74
(1—22)2  w(l—22)2 (4.74)
- tanh® o — % =Xcosh2a. (4.75)

(1—22)2 u(l —22)2

Nadalje, uvrstavanjem w i w u (4.74) i (4.75) dobivamo sljedece diferencijalne jednadzbe

—t + “w = Acosh 2 o, a:=tanh’a, (4.76)
u

wa — 2 = Acosh™2 o, a:=tanh®a. (4.77)
u

Rjesenje jednadzbe (4.76) je w(u) = —Au + Du®, D € R i rjesenje jednadzbe (4.77)

je w(u) = —Au+ Du® ', D € R. Uvritavanjem w(u) u (4.69) i sredivanjem dobivamo
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jednadzbe
dz\2 (u*D — /\u)2 )
(du) (uaD_)\u)2_|_1’ \{ }7 a ann- «
dz\? (@D = ) :
<du> (ua”D —Au)? + 1’ e R\{0}, a anh” «
Za D = 0 dobije se trivijalan slucaj sfere kojeg smo iskljucili iz razmatranja. n

Buduéi da, iz propozicije 1.52.2 znamo da rotacijsku plohu s prostornom osi mozemo

parametrizirati i kartom (1.10), onda imamo i propoziciju 4.65.

Propozicija 4.65 Neka je S rotacijska ploha s prostornom osi u R? dana kartom:
f:IxR—=S, f(u,v)=(usinhv,ucoshv,z(u)). (4.78)

Nadalje, neka S ne sadrzi umbilicke ni kvazi-umbilicke tocke i neka S nije cilindri¢na ni
stozasta ploha. Plohe Si S, (0 <a < g) su paralelne plohe ako i samo ako funkcija

z: I — R, I C R zadovoljava odgovarajucu jednadzbu iz tablice 4.2.

Tablica 4.2: Jednadzba za generatrisu plohe S (4.78) koja je paralelna sa S,

’ ploha S \ a-loksodroma \ jednadzbe

d 2 —(u®D — \ 2
prostorna (di) = (ua(Du — AU)QUE T D € R\{0}, a :=tanh®a, A #0

vremenska

, D € R\{0}, a :=tanh®a, A\ #0

vremenska

((1,2)2 _ —(u"'D - u)?
du/) — (u'D—u)? —1

Dokaz. Gaussova i srednja zakrivljenost plohe S dane parametrizacijom (4.78) dana je

formulama:
23 . €2+ 2 +uz? (non) € {1, ~1} (4.79)
=€ =, €={(nn , —1¢. .
u(l+ £2)2 2 (14 22)3

Ploha S je vremenska ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome racunamo po formuli
(1.7) ili (1.8)

ky, = ki cosh® a — kysinh? o = A = const. # 0, (4.80)
kY = —kisinh® o+ ky cosh® o = \ = const. # 0. (4.81)
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Koristedi formule (4.79) i (1.4), glavne zakrivljenosti k; i ks moZemo izrac¢unati iz formula:

S T Y — 4.82
1+ (14 22 482)

Uvrstavanjem (4.82) u (4.80) i (4.81) slijedi:

- + tanh? o =\ cosh 2 av, 4.83
(14227 w(l+22)2 (4:83)
— = tanh®a — % =Acosh™? . (4.84)
(14 22)2 u(l 4 22)2
Oznac¢imo
.. P
=z 1 wi=—7. 4.85
g (1+p%)2 45
Deriviranjem w dobivamo w = (1]92)3 Uvrstavanjem w i w u (4.83) i (4.84) dobivamo
+p2)3
sljedece diferencijalne jednadzbe:
—i+ Lw = Acosh2 o, a:=tanh’a, (4.86)
U
wa — 2 = Acosh™2 o, a:=tanh®a. (4.87)
u

Rjesenje jednadzbe (4.86) je w(u) = —Au + Du® D € R i rjesenje jednadzbe (4.87)
je w(u) = = u+ Du® ', D € R. Uvritavanjem w(u) u (4.85) i sredivanjem dobivamo

jednadzbe

dz\?  —(u'D — Au)?
(du) © (uD — M) -1

dz\? —(u*""' D — \u)?
<du> (D = Au)2 =1

D € R\{0}, a:=tanh®q,

D € R\{0}, a:=tanh®*a.

Za D = 0 dobije se trivijalan slucaj sfere kojeg smo iskljucili iz razmatranja. O

Rotacija oko vremenske osi

Propozicija 4.66 Neka je S rotacijska ploha s vremenskom osi u R? dana kartom:
fiIxR—=S, f(uv)=(x(u),ucosv,usinv). (4.88)

Nadalje, neka S ne sadrzi umbilicke ni kvazi-umbilicke tocke i neka S nije cilindri¢na ni
stozasta ploha. Plohe Si S, (0 < a< g) su paralelne plohe ako i samo ako funkcija

x: I — R, I C R zadovoljava odgovarajucu jednadzbu iz tablice 4.3.
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Tablica 4.3: Jednadzba za generatrisu plohe S (4.88) koja je paralelna sa S,

’ ploha S \ a-loksodroma \ jednadzbe
d 2 by a+1 D 2
prostorna prostorna (di) = (/\u(“ﬁ n ;2 z L D € R\{0}, a:=tan*a, A #0
d 2 an A 2
prostorna (di) = (uffz) +—;u>1;)_ T D € R\{0}, a:=tanh®’a, X\ #0
vremenska
dx\? “'D + M)
vremenska (di) = (uffle +1:U)Z)_ T D € R\{0}, a:=tanh®’a, A\ #0

Dokaz. Gaussova i srednja zakrivljenost plohe S dane parametrizacijom (4.88) dana je

formulamas

Tx € — 3+ ui?
K=—-———— i H=—————+ €= {(n,n) €{l, —1}. 4.89
Pretpostavimo da je S prostorna ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome racunamo
po formuli (1.6)

kY = ki cos® a + kysin® a = A\ = const. # 0. (4.90)
Koristedi formule (4.89) i (1.4), glavne zakrivljenosti k; i k2 mozemo izrac¢unati iz formula:

M= i k= ———— 4.91
S T u(—1+42)h 49

Uvrstavanjem (4.91) u (4.90) slijedi:
Z 2

— = + < ~tan’a = Acos 2 a.
(—1+a)f  u(-1+ a2

Oznacimo
L p
pi=x i wi=-—""7—. 4.92
(=1 +p%)> -
Deriviranjem w dobivamo w = —(1]92>3. Uvrstavanjem w i w u (4.92) dobivamo
sljedecu diferencijalnu jednadzbu
W+ Lw = Acos™2 o, a:=tan’a. (4.93)

u

Rjesenje jednadzbe (4.93) je w(u) = Au+ Du~%, D € R. Uvrstavanjem w(u) u (4.92) i
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sredivanjem dobivamo jednadzbu

dz\* ("t + D)
du) ~ DeR, a:=tan’a. 4.94
(du) ()\ua-l-l + D)Q . UQG’, € , a an” o ( )

Pretpostavimo da je S vremenska ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome ra¢unamo
po formuli (1.7) ili (1.8)

ky, = ki cosh® a — kysinh? o = A = const. # 0, (4.95)
kY = —kisinh® o + ky cosh® o = \ = const. # 0. (4.96)

Uvrstavanjem (4.91) u (4.95) i (4.96) slijedi:

- * - — ’ -tanh® o« =Acosh™? a, (4.97)
(—1+4%2)2  u(—1+42)2
T 2 T _ -2
m tanh o+ m —)\ COSh Q. (498)

Uvrstavanjem w i w u (4.97) i (4.98) dobivamo sljedec¢e diferencijalne jednadzbe

w — 2w = Acosh™ o, a:=tanh®a, (4.99)
u
—ha+ 2 = Acosh™? o, a:=tanh®a. (4.100)
u

Rjesenje jednadzbe (4.99) je w(u) = M+ Du®, D € R i rjeSenje jednadzbe (4.100)
je w(u) = Au+ Du® ', D € R. Uvrstavanjem w(u) u (4.92) i sredivanjem dobivamo jed-

nadzbe
dz\? _ (u'D + Mu)’ 2
) = D e R\{0 -— tanh
(du) (usD + Au)2 — 1 \{0}, a anh” «,
dx 2 (ua_lD + )\/U/)Q ,
du - ! ’ D e R\{0 ) = tanh .
(du> (u*™' D + du)? — 1 \{0}, a:=tanh”«
Za D = 0 dobije se trivijalan slucaj sfere kojeg smo iskljucili iz razmatranja. O

Rotacija oko svjetlosne osi

Propozicija 4.67 Neka je S rotacijska ploha sa svjetlosnom osi [ = {(z,z,0): z € R} u
R3 dana kartom f: I x R — S, oblika

1 +2"‘; —“22 o\ ( 2(u) 1+ 5 )(u) - ;u
fluv)y=| v v =] v v 4.101
(u,v) 5 1—5 v . E:U(u)%—(l—?)u ( )
v —v 1 v (z(u) —u)
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Nadalje, neka S ne sadrzi umbilicke ni kvazi-umbilicke tocke i neka S nije cilindri¢na ni
stozasta ploha. Plohe Si§, (0 <a < g) su paralelne plohe ako i samo ako funkcija

x: I — R, I C R zadovoljava odgovarajucu jednadzbu iz tablice 4.4.

Tablica 4.4: Jednadzba za generatrisu plohe S (4.101) koja je paralelna sa S,

’ ploha S \ a-loksodroma \ jednadzbe
i a(l — ) ) cos2 e, N0
prostorna prostorna = —|—x’2)% + (0 x)\/m = Acos “a, a:=tan“a, \#
T a(l — &) —2 2
prostorna = ﬁ)% — (u— x)m = Acosh ", a:=tanh“a, A # 0
vremenska
—Za 1—z _
vremenska = x'Q)% + (0= £)m = Acosh 2, a:=tanh®a, X\ #0

Dokaz. Gaussova i srednja zakrivljenost plohe S dane parametrizacijom (4.101) dana je
formulama (e = (n,n) € {1, —1}):

e(=1+@)?*0+2)+ (u—2)i
2 2u —z)(=1+ i2)3

K= I —IaT (4.103)

H=-

: (4.102)

Pretpostavimo da je S prostorna ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome ra¢cunamo

po formuli (1.6)

kP = k) cos® a + kysin?a = \ = const. # 0. (4.104)
Koristeéi formule (4.102), (4.103) i (1.4), glavne zakrivljenosti k; i ko mozemo izrac¢unati
iz formula: ) o
=iy = R (4.105)
(—=1+a2)>2 (u—ax)(—1+ 3?)2

Uvrstavanjem (4.105) u (4.104) slijedi:

x 11—z

(—1 + #2)2 " (u— )/ =1 + @2

Pretpostavimo da je S vremenska ploha. Normalnu zakrivljenost a-loksodrome rac¢unamo

tan® o = Acos 2 a. (4.106)
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po formuli (1.7) ili (1.8)

k]‘)/a — ki cosh? @ — kysinh? o = \ = const. # 0, (4.107)
kY = —kisinh® o + ky cosh® oo = A\ = const. # 0. (4.108)

Uvrstavanjem (4.105) u (4.107) i (4.108) slijedi:

z 1—2z

- tanh? v = A cosh ™2 a, 4.109

(—14i2)5  (u—x)V/—1+ a2 (4.109)
. 14

—(1—’_1'2)5 tanh2 o+ (u x)\/ﬁ = )\ COSh_2 Q. (4110)
— €T 2 —_ —_

]

Dobivene jednadzbe (4.106), (4.109) i (4.110) su diferencijalne jednadzbe 2. reda koje
supstitucijom ne mozemo svesti na jednadzbe 1. reda. RjeSenja jednadzbi (4.106), (4.109)

i (4.110) ne mozemo egzaktno odrediti.

Propozicija 4.68 Ako je S prostorna rotacijska ploha s prostornom, vremenskom ili
svjetlosnom osi ((4.64), (4.88) ili (4.101)), ploha konstantne srednje zakrivljenosti H = —A,

1
onda je ploha Sz paralelna s plohom S. Udaljenost tih ploha iznosi %

Dokaz. Prema formuli za normalnu zakrivljenost a-loksodrome i formuli za srednju za-
krivljenost (1.5) vrijedi:
. N

kz = /fl(?)Q + k2(7)2

kit ke
2

=—H.

Nadalje, po pretpostavci da je H = const. # 0 vrijedi kg = const. # 0, a iz toga slijedi da
1
su S 1Sz paralelne plohe na udaljenosti Py
2

]

Plohu Sz nazivamo harmonijska evoluta 1 propoziciju 4.68 mozemo naci u [57] gdje je
pokazano da tvrdnja vrijedi ne samo za rotacijske ¢MC plohe, nego i opéenito za bilo koju

CMC plohu. Nadalje, pokazano je da je Sz takoder ploha konstantne srednje zakrivljenosti.
Isti zakljucak za vremenske rotacijske plohe ne mozemo dobiti na ovaj nacin iako on vrijedi
(vidi ([57]))

T

@M:hwmﬂzy—@mm%£y¢ﬂ

k°, = —Fk, sinh® (%) + Ky cosh® (%) # H.
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Prave rotacijske plohe konstantne srednje zakrivljenosti su unduloid i nodoid, tzv. De-
launayeve plohe. One nastaju rotacijom tzv. Delaunayeve krivulje (undolidne (valne)
krivulje, odnosno nodoidne (¢vorne) krivulje) oko osi. Delaunayeve krivulje geometrijski
mozemo opisati kao rulete konika, odnosno kao krivulje koje nastaju tako da fokus elipse
ili hiperbole, ostavlja trag dok se elipsa ili hiperbola kotrlja po osi. Ruleta parabole je

lancanica. Rotacijom lancanice oko osi dobivamo katenoid. Katenoid je minimalna ploha.

Korolar 4.69 Neka je f: U C R? — S karta prostorne rotacijske plohe S u R?. Nadalje,
neka parametrizacija plohe S oko prostorne osi ima oblik f(u,v) = (ucosh v, usinhv, z(u)),
odnosno oko vremenske osi ima oblik f(u,v) = (x(u),ucosv,usinv). Ako funkcija z(u),
odnosno z(u) zadovoljava jednadzbu iz tablice 4.5, onda je ploha S Delaunayeva ploha.

Srednja zakrivljenost plohe S je —A.

Tablica 4.5: Jednadzba za generatrisu Delaunayeve plohe S

| Delaunayeva ploha (unduloid i nodoid) |

0s jednadzbe

D eR\{0}, A#£0

dz\? (—)qu—i-D)2
prostorna ( ) =

du) — (=\u?+ D)2+ u?’

DeR\{0}, A#£0

dq:)2 (A4 D)?

vremenska ( du) T O+ DE—

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicije 4.64 (a = 1) i propozicija 4.66 i 4.68. O]
U nastavku, slijedi korolar 4.70 koji daje karakterizaciju Delaunayevih krivulja, undu-
loidne (valne) krivulje i nodoidne (¢vorne) krivulje u R? preko velike i male osi konike.

Korolar 4.70 Delaunayeva krivulja koja je nastala kao ruleta elipse ili hiperbole po pros-

tornoj osi (z-osi) i vremenskoj osi (z-osi) u R? dana je jednadzbama iz tablice 4.6.

Dokaz. Neka je c¢(u) = (u,0, z(u)) Delaunayeva krivulja koja je nastala kao ruleta elipse

ili hiperbole po prostornoj osi, z-osi. Ako u (4.71) uvrstimo a = 1 dobivamo:

(dZ>2 B (_A,UJQ + D)Q
du) — (=Mu?+ D)2+ u?’
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Tablica 4.6: JednadZbe za Delaunayevu krivulju u R?

Delaunayeva krivulja ‘

08 jednadzbe
dz\? (—u? 4+ B?)?
— A BeR A#B
prostorna (du> (@ £ B2 + dAne € R\{0}, #
dz\? (\u? £+ B?)?
vremenska (du> = (a2 £ B2 — 4472 A, BeR\{0}, A#B

D
Iskoristimo li da je 4A4% := A2 i B = j:X za DX < 0 dobivamo karakterizaciju Dela-
unayeve krivulje ¢ u Minkowskijevom prostoru koja je nastala kao ruleta elipse ili hiperbole

po prostornoj osi.

(dz)2 (a2 + D) (—aP £ AB?)?
du) (= 2+ D)2+u2  (—Au2 £ \B2)2 + 2
(—u2 + 32)2 (—u2 + B2)2

(C2 £ B2)? + A 22 (—u? £ B2)2 + 4422

A1 B su velika i mala os elipse ili hiperbole od kojih je dobivena Delaunayeva krivulja.

Neka je c(u) = (z(u),u,0) Delaunayeva krivulja koja je nastala kao ruleta elipse ili

hiperbole po vremenskoj osi, z-os. Ako u (4.94) uvrstimo a = 1 dobivamo:

(d:c)Q (W +D)?
du) (M2 + D)? —u?’

. . . . 2 72 . 2 D . . .o
Isoristimo 1i da je 44 := \™? i B* = ix za DX < 0 dobivamo karakterizaciju Dela-
unayeve krivulje ¢ u Minkowskijevom prostoru koja je nastala kao ruleta elipse ili hiperbole

po vremenskoj osi.

(dx)2 (MW + D) (WP EAB?)?
du) — (A2 +D)?—u? (M4 AB2)2 — u?
W+ B%? (£ B2

- (u? £ B2)2 — \~2u2  (u2 4 B2)2 — 4422

A1 B su velika i mala os elipse ili hiperbole od kojih je dobivena Delaunayeva krivulja. [
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-1
Delaunayeva ploha ima konstantnu srednju zakrivljenost H = —

1

4.2.3 a-evoluta degenerira u beskonacnost

U nastavku, bavimo se pitanjem kada je a-loksodroma rotacijske plohe S u Minkowskije-

vom prostoru asimptotska krivulja od S, odnosno zanima nas kada je k, = 0.

Korolar 4.71 Neka je S jedna hiperbolicka rotacijska ploha u R? dana redom kartama
(4.64), (4.78), (4.88) i (4.101). a-loksodroma (0 < a < g) je asimptotska krivulja plohe
S ako za meridijan ¢ rotacijske plohe S vrijedi odgovarajuca diferencijalna jednadzba iz
tablice 4.7.

Dokaz. a-loksodroma je asimptotska krivulja plohe S ako je k, = 0 (vidi definiciju 1.48).
Korolar 4.71 direktno slijedi iz propozicija 4.64, 4.65, 4.66 i 4.67 tako da uvrstimo A = 0.
O

Uoc¢imo da iz korolara 4.71 slijedi da je a-evoluta S, degenerirala u tocku u beskonac¢nosti.

Propozicija 4.72 Ako je S maksimalna rotacijska ploha s prostornom, vremenskom ili
svjetlosnom osi ((4.64), (4.88) ili (4.101)), onda je %—loksodroma asimptotska krivulja
plohe S.

Dokaz. Ako je a = %, onda je a := tan?a = 1. Nadalje, prema formuli za normalnu
zakrivljenost a-loksodrome i formuli za srednju zakrivljenost (1.5) vrijedi:
V2 V2

ki = k1(7)2 + k2(7)2

_/f1+k’2
2

—cH.

Buducdi da je S maksimalna ploha vrijedi H = 0, onda je kg = 0 pa po definiciji asimptotske

krivulje 1.48 vrijedi da je %—loksodroma asimptotska krivulja.
O

Isti zakljucak ne mozemo dobiti za vremenske plohe jer k% # H.

Propozicija 4.73 Neka je %—loksodroma asimptotska krivulja rotacijske plohe S. Ako je
ploha S prostorna ploha, onda je ona katenoid. Nadalje, parametrizacija lanc¢anice koja je
nastala kao ruleta parabole po prostornoj osi, z-osi, vremenskoj osi, x-osi ili svjetlosnoj
osil = {(z,2,0): x € R} u R? dana je jednadzbama u tablici 4.8.
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Tablica 4.7: Jednadzbe za generatrisu plohe S kojoj je a-loksodroma asimptotska

krivulja
’ karta ‘ ploha S ‘ a-loksodroma ‘ jednadzbe
dz\? D? )
prostorna prostorna (du) = D2 D € R\{0}, a:=tan”«
dz\ 2 w20 D2 ,
(464) prOStOl“na (du) = m, D - R\{O}, a = tanh” «
vremenska
dz\? u® D2 9
vremenska (du) = D1 D € R\{0}, a:= tanh” «
dz\2 —u?eD? 9
prOthTna (du) = m, D - R\{O}, a = tanh” «
(4.78) vremenska
dz\2  —u* D2 )
vremenska (du) = T D € R\{0}, a:=tanh” «
dx\? D? 9
prostorna prostorna (du) =Dy D € R\{0}, a:=tan”«
dz 2 u2aD2
Z) =—— "  DeR .= tanh?
(4.88) prostorna (du) D1 € R\{0}, a:=tanh” «
vremenska
dx\? u" D2 9
vremenska (du) = D1 D € R\{0}, a:=tanh” «
t t I L- 0 tan
rostorna rostorna a=0, a:=tan’«
P P (—1+42)%  (u—a)v/—1+ 2
(4.101) t ’ Lot 0 tanh?
. rostorna - a=0, a:=tanh”«
P (=142 (u—2)V—1+ 32
vremenska
x 11—z
vremenska — a+ =0, a:=tanh’«
(=1+42)2  (u—a)V/—1+a?
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Tablica 4.8: Jednadzbe lanc¢anica u R}

| lancanica
ruleta parabole duz jednadzbe
¢ (dz>2 D®  pero}
rostorne os — ) ==
P du D? +u?’
ke osi (d““)Q D pero}
remenske osi — ] = =
v du D? —u?’
o] . Z . 1—% 0
svjetlosne osi =
: (=1+d2)2  (u—2)V/—1+ 32
Dokaz. Ako je a = Z, onda je a := tan’ @ = 1. Nadalje, prema formuli za normalnu

zakrivljenost a-loksodrome i formuli za srednju zakrivljenost (1.5) vrijedi:

ki = kl(\f)z + kfz(\f)Q

itk

5 =eH.

Bududi da je g—loksodroma asimptotska krivulja kg =¢e¢H = X\ =0, onda slijedi da je S
prostorni katenoid.
Neka je c¢(u) = (u,0, z(u)) lanc¢anica koja je nastala kao ruleta parabole po prostornoj osi,

z-0s. Ako u (4.71) uvrstimo a = 1 i A = 0 dobivamo

(dz)2 . D?
du) — D24 u?
karakterizaciju lancanice ¢(u) = (u, 0, z(u)) u Minkowskijevom prostoru. Nadalje, neka je

c(u) = (z(u),u,0) lancanica koja je nastala kao ruleta parabole po vremenskoj osi, z-osi.
Ako u (4.94) uvrstimo a =11 A = 0 dobivamo

() = 5w
du) — D? — 2
karakterizaciju lancanice c(u) = (z(u), u,0) u Minkowskijevom prostoru. Nadalje, neka je

c(u) = (z(u),u,0) lan¢anica koja je nastala kao ruleta parabole po svjetlosnoj osi, l-osi.
Ako u (4.106) uvrstimo a =1 i A = 0 dobivamo

# 1— i
+ =0
(—1+42)2  (u—a)V/—1+ a2
karakterizaciju lancanice c¢(u) = (x(u),u,0) u Minkowskijevom prostoru. O
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4.2.4 a-evoluta prstenastog torusa

Prstenasti torus u R? je ploha koja nastaje rotacijom kruznice ¢ oko osi ¥, pri éemu os
ne sijece kruznicu. Fokalne plohe torusa su krivulje, os Y5 i sredisnja kruznica torusa X,
odnosno kruznica koja nastaje tako da srediste P; kruznice ¢, ostavlja trag kada se c rotira

oko osi 5. Buduéi da je dvoomjer

(Pi(p), P2(p); p, Pa(p)) := d = const.

konstantan, evolutu c, a-loksodrome mozemo odrediti kao perspektivno kolinearnu sliku
kruznice c. Srediste perspektivne kolineacije je tocka P, a os kolineacije je os rotacije,
pravac Y. Stoga, krivulja ¢, je konika, hiperbola, parabola ili elipsa, ovisno o tome je li

izbjezni pravac sjece kruznicu ¢, dira je ili s njom nema realnog presjeka.

Manhart u [51] postavlja pitanje kada ¢e a-evoluta prstenastog torusa biti ploha 2. reda,
odnosno kada ¢e os rotacije X biti i os krivulje ¢,. Odgovor na to pitanje daje projektivna

geometrija. To ¢e biti onda kada za kut « bude vrijedila formula

R? — r?

tan? o = 5
T

(4.111)

pri ¢cemu je R radijus sredisSnje kruznice >; i r radijus kruznice meridijana c. Nadalje,
iz. (4.111) slijedi da je trazeni kut a-loksodrome kut Villarceau-ovih kruznica torusa S.

Nadalje, iz formule (4.111) vrijedi da je harmonijska evoluta (o = %) torusa ploha 2. reda

ako i samo ako je R = v/2r.

Motivirani rezultatima iz euklidskog prostora, najprije ¢emo izvesti parametrizacije
torusa, zatim parametizaciju harmonijskih evoluta torusa u Minkowskijevom prostoru.
Prstenasti torus S u R? se definira analogno kao u euklidskom prostoru samo euklidskim
o¢ima gledano kruznice u Minkowskijevom prostoru su hiperbole. Razlikujemo sedam
slu¢ajeva. Radi jednostavnosti u nastavku ¢emo uvesti eksponente z, z ili [ kod oznake

torusa. Ti eksponenti oznacavaju redom vremensku, prostornu ili svjetlosnu os rotacije.

Buducdi da se konike pojavljuju kao generatrise harmonijske evolute slijedi napomena

4.74 za mali podsjetnik.
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Napomena 4.74 Opdi oblik jednadzbe krivulje 2. reda u euklidskom prostoru je

ax® + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0.

Ako je
a b d
a b )
5:det<b ), S=a+c i A=det| b ¢ e |,
‘ d e f

onda krivulje 2. reda mozemo klasificirati kako je prikazano u tablici 4.9:

Tablica 4.9: Klasifikacija krivulja 2. reda u R3

0>0, S A <0 elipsa

0#0 A#0
0 < 0 hiperbola

0=0 A#0 parabola

Konike u Minkowskijevom prostoru definiraju se analogno kao u euklidskom, iako te

krivulje drugacije izgledaju. Vise detalja se moze nadi u [1, 72].

Torus s prostornom osi

Neka je S* torus u R? dobiven rotacijom kruznice c¢(u) = (R + r coshu, 0,7 sinhu) oko
prostorne osi, z-osi. Uo¢imo da kruznica c(u) ima srediste u tocki (R, 0,0) i imaginarni
radijus, ¢r. Parametrizaciju torusa S* dobivamo koristeé¢i propoziciju 1.52. Ako je torus

S* prostorna ploha, onda karta f: U C R? — S?, koja parametrizira torus S* ima oblik

coshv sinhv 0 R+ rcoshu (R 4+ rcoshu) coshv
f(u,v) = | sinhv coshv 0 0 = | (R+rcoshu)sinhv
0 0 1 rsinh u rsinhu
(4.112)

Ako je torus S* vremenska ploha, onda razlikujemo dva sluc¢aja. Torus S* ima oblik

coshv sinhv 0 R+ rsinhu (R 4+ rsinhu) coshv
f(u,v) = | sinhv coshv 0 0 = | (R+rsinhu)sinhv (4.113)
0 0 1 r coshu r cosh u
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gdje je kruznica meridijana c¢(u) = (R + rsinhu, 0, 7 cosh u) vremenska krivulja, odnosno

kruznica s realnim radijusom r i sredistem u toc¢ki (R, 0,0) ili karta oblika

coshv sinhv 0 0 (R4 rcosu)sinhv
f(u,v) = | sinhv coshv 0 R+rcosu | =| (R+rcosu)coshv (4.114)
0 0 1 rsinu rsinu

gdje je kruznica meridijana c(u) = (0, R + r cosu,rsinu) prostorna krivulja, euklidska
kruznica (slika 4.13).

Harmonijska evoluta torusa (4.112) je rotacijska ploha

R coshv sinhv 0 R+ rcoshu
flu,v) = R+ 2 coshu sinhv coshv 0 0
0 0 1 —rsinhu
S ((R + rcoshu) cosh v, (R + rcosh u) sinh v, —r sinh u) :
R+ 2rcoshu

Meridijan krivulja harmonijske evolute prostornog torusa (4.112) ima oblik

- R

C% (U) = f(u, 0) = m(R +r cosh u, 0, —rsinh U) (4115)
Implicitni oblik te krivulje je
472 272
2= (1— %):ﬁ + 2Rx(% 1) -+ R, (4.116)

492 472
iz Cega je vidljivo da je to krivulja 2. reda. Budu¢ida jed = —1 + é, A=r?iS = —%,

onda gledano euklidskim o¢ima iz napomene 4.74 slijedi da je meridijan (4.115) harmonijske
evolute prostornog torusa (4.112) elipsa ako je 4r? > R?  hiperbola ako je 4r* < R? i
parabola ako je 4r? = R?. Nadalje, uo¢avamo da ako je R = v/2r, onda u formuli (4.116)
linearni ¢lan nestaje. To znaci da se os rotacije poklapa s osi konike, odnosno da je

harmonijska evoluta ploha 2. reda. Parametrizacija te plohe je

- r

f(u,v) = m(@ + /2 cosh ) cosh v, (2 + V2 cosh ) sinh v, —v/2sinh u)
coshu

i njena implicitna jednadzba je 2* — y* + 2* = r?. Gledano euklidskim o¢ima ta ploha je

jednoplosni hiperboloid.
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Harmonijska evoluta torusa (4.113) je rotacijska ploha

R coshv sinhv 0 R+ rsinhu
f(U, U) = m sinhv coshv 0 0
0 0 1 —rcoshu
R ((R + rsinh u) cosh v, (R + rsinh u) sinh v, —r cosh u)
R+ 2rsinhu ’ ’

Meridijan krivulja harmonijske evolute vremenskog torusa (4.113) ima oblik

= R

cx(u) = f(u,0) = m(R+ rsinh u, 0, —r cosh u) (4.117)
Implicitni oblik te krivulje je
472 2r?
42
iz Cega je vidljivo da je to krivulja 2. reda. Buduéi da je § = —1 — 2 A= —r?i

2
S = %, onda gledano euklidskim o¢ima iz napomene 4.74 slijedi da je meridijan (4.117)

harmonijske evolute vremenskog torusa (4.113) elipsa ako je 4r* < (iR)?, hiperbola ako je
4r? > (iR)? i parabola ako je 4r? = (iR)?. Nadalje, uo¢avamo da ako je R = i\/2r, onda
u formuli (4.118) linearni clan nestaje. To znaci da se os rotacije poklapa s osi konike,

odnosno da je harmonijska evoluta ploha 2. reda. Parametrizacija te plohe je

= wr
u,v) = 2i + v2sinh u) cosh v, (2i + v2sinh v) sinh v, —v/2 cosh u
flw.v) i\/§+281nhu(< ) ( ) )
i njena implicitna jednadzba je 2* — y* + 2> = —r?. Gledano euklidskim o¢ima ta ploha

je dvoplosni hiperboloid.

Harmonijska evoluta torusa (4.114) je rotacijska ploha (slika 4.13)

R coshv sinhv 0 0
f = S o | ® 4.11
f(u,v) R 2 cosu sinhv coshv 0 R+ rcosu (4.119)
0 0 1 —rsinu
= R ((R + rcosu)sinhv, (R 4+ rcosu) cosh v, —rsin u)
R+ 2rcosu ’ ’

Meridijan krivulja harmonijske evolute (4.119) vremenskog torusa (4.114) ima oblik

R

e5(u) = f(u,0) = g v

(O,R—|— 7 COS U, —T sinu). (4.120)
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Ta krivulja je prostorna krivulja budu¢i da se nalazi u prostornoj ravnini iz cega slijedi

da je harmonijska evoluta (4.119) vremenska ploha. Implicitni oblik krivulje (4.120) je:
2= (L 1)y 2Ry(1- ) 4 - R (4.121)

472 472

Buduéidajeézl—j,A:rQiS:—2—|—ﬁ,

meridijan (4.120) harmonijske evolute prostornog torusa (4.114) elipsa ako je 4r* < R?,

onda iz napomene 4.74 slijedi da je

hiperbola ako je 472 > R? i parabola ako je 4r? = R? (vidi sliku 4.13). Nadalje, uo¢avamo
da ako je R = v/2r, onda u formuli (4.121) linearni ¢lan nestaje. To znaéi da se os rotacije
poklapa s osi konike, odnosno da je harmonijska evoluta ploha 2. reda. Parametrizacija

te plohe je

- r

flu,v) = \/§+—2((\/§ + 2 cos u) sinh v, (V2 + 2 cosu) cosh v, —\/§sinu) (4.122)
COS U

i njena implicitna jednadzba je —z* + y* — 2° = r%. Gledano euklidskim o¢ima ta ploha

je dvoplosni hiperboloid (slika 4.13 u sredini).

Slika 4.13: Torus (4.114) (zuta) i njegova harmonijska evoluta (4.119)
(zelena) lijevo (r =11 R = 3), sredina (r =31 R=+/2r) idesno (r=1i R = 2)

Sumiranjem dobivenih razultata slijede propozicije:

Propozicija 4.75 Neka je S* torus nastao rotacijom meridijana oko prostorne osi. Har-
monijska evoluta torusa S* je rotacijska ploha s prostornom osi koja je nastala rotacijom

krivulje 2. reda.

Propozicija 4.76 Ako je torus S* prostorna ili vremenska ploha s prostornim meridijanom,

onda je harmonijska evoluta plohe S?, ploha 2. reda, hiperboloid ako i samo ako je

R = /2r.
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Propozicija 4.77 Ako je torus S* vremenska ploha s vremenskim meridijanom, onda je

harmonijska evoluta plohe S%, ploha 2. reda, hiperboloid ako i samo ako je R = iv/2r.

Torus s vremenskom osi

Neka je S® torus u R} dobiven rotacijom kruZzmice c(u) = (rcoshu,0, R + rsinhu) s
imaginarnim radijusom r i sa srediStem u tocki (0, R,0) oko vremenske osi, z-osi. Para-
metrizaciju torusa dobivamo koristeé¢i propoziciju 1.53. Ako je torus S* prostorna ploha,

onda karta f: U C R? — S%, koja parametrizira torus S ima oblik

1 0 0 r cosh u rcoshu
flu,v) =1 0 cosv sinv R+rsinhu | =] (R+rsinhu)cosv |. (4.123)
0 —sinv cosv 0 —(R 4+ rsinhu)sinw

Harmonijska evoluta torusa (4.123) je rotacijska ploha

1 0 0 —rcoshu
f(u’m:R—kaiinhu 0 cosv sinw R+ rsinhu
0 —sinv coswv 0
= m(—rcoshu, (R + rsinhu) cosv, (R + rsinh u) smv).

Meridijan krivulja harmonijske evolute prostornog torusa (4.123) ima oblik

R

=(u) = f = (- h inh . 4.124
cx(u) = f(u,0) R—|—2rsinhu( rcoshu, R + rsin u,O) ( )
Implicitni oblik te krivulje je:
42 272
7 = (ﬁ +1)y* — 2Ry(ﬁ + 1)+ + R?, (4.125)
o . - .. . 41 5 .
iz Cega je vidljivo da je to krivulja 2. reda. Buduéi da je § = —1 A= —ri

R?’
S = Rj’ onda gledano euklidskim o¢ima iz napomene 4.74 slijedi da je meridijan (4.124)
harmonijske evolute prostornog torusa (4.123) elipsa ako je 4r* < (iR)?, hiperbola ako je
4r% > (iR)? i parabola ako je 4r? = (iR)?. Nadalje, uo¢avamo da ako je R = iy/2r, onda
u formuli (4.125) linearni clan nestaje. To znadi da se os rotacije poklapa s osi konike,

odnosno da je harmonijska evoluta ploha 2. reda. Parametrizacija te plohe je

- wr
u,v) = —\/§C08hu, 2i + v/2sinh u) cos v, —(2i + V2 sinh ) sin v
fwv) iv/2 + 2sinh u ( ( ) ( ) )
i njena implicitna jednadzba je 2* + y? + 22 = —r?. U euklidskom prostoru nemamo ovu

plohu, iako bi mogli re¢i da je ta ploha elipsoid s imaginarnim radijusom.
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Ako je torus S* vremenska ploha, onda njegova parametrizacija ima oblik

1 0 0 rsinhu rsinhu
flu,v) =] 0 cosv sinv R+rcoshu [ =] (R+rcoshu)cosv (4.126)
0 —sinv cosv 0 —(R + rcoshu)sinv

ovo ploha na slici 4.14, lijevo izgleda kao jednoplosni hiperboloid, ali to nije. Harmonijska

evoluta torusa (4.126) je rotacijska ploha (slika 4.14)

1 0 0 —rsinhu
flu,v) = R—|—2izoshu 0 cosv sinv R+ rcoshu (4.127)
0 —sinv cosw 0
R _ '
— m( — rsinhw, (R 4 rcoshu) cosv, —(R + r cosh u) smv).

Meridijan krivulja harmonijske evolute prostornog torusa (4.126) ima oblik

- R
cx(u) = f(u,0) = m( — rsinhu, R 4 rcoshu, O). (4.128)
Implicitni oblik te krivulje je:
472 212
2% =(1— ﬁ)yQ +2Ry(57 — 1) — r* + R? (4.129)
L . - N 4r? 5 .
iz cega je vidljivo da je to krivulja 2. reda. Buduéi da je 6 = -1+ T2 A =roi

2

52_47“

—,
harmonijske evolute vremenskog torusa (4.126) elipsa ako je 472 > R?, hiperbola ako je

onda gledano euklidskim o¢ima iz napomene 4.74 slijedi da je meridijan (4.128)

4r? < R? i parabola ako je 4r? = R%. Nadalje, iz formule (4.129) uo¢avamo da ako je
R = +/2r, onda linearni ¢lan u toj formuli nestaje. To dalje znadi da se os rotacije poklapa

s osi konike, odnosno da je harmonijska evoluta ploha 2. reda. Parametrizacija te plohe je

= r

u,v) = ————( —v/2sinhu, (2 4+ V2 coshu) cos v, —(2 + V2 cosh u) sin v
fluw) = 5—meae( ( ) cos v, —( )sinv)

i njena implicitna jednadZba je 2% + y? + 2% = r%. Gledano euklidskim oc¢ima ta ploha je
elipsoid (vidi sliku 4.14 lijevo).

Propozicija 4.78 Neka je S” torus nastao rotacijom meridijana oko vremenske osi. Har-
monijska evoluta torusa S* je rotacijska ploha s vremenskom osi koja je nastala rotacijom

krivulje 2. reda.

Propozicija 4.79 Ako je torus S* vremenska (prostorna) ploha, onda je harmonijska
evoluta plohe S* ploha 2. reda, elipsoid ako i samo ako je R = v/2r (R = Z\/ﬁr)
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Slika 4.14: Torus (4.126) (zuta) i njegova harmonijska evoluta (4.127)
(zelena) r = 2i R = 2v/2 (lijevo) i 7 = —2 i R = 2v/2 (desno)

Torus sa svjetlosnom osi

Neka je S' torus u R? dobiven rotacijom kruznice c(u) = (R + 7 coshu, 0,7 sinhu) s ima-
ginarnim radijusom ir i sa sredistem u (R, 0,0) oko svjetlosne osi | := {(z,2,0): z € R}.
Za parametrizaciju torusa neé¢emo koristiti svjetlosnu bazu kao u propoziciji 1.54, nego

kanonsku bazu, tako da prostorni torus S! dan kartom f: U C R? — S! ima oblik

v v
1"‘5 5 v R +rcoshu
f(u,v) = U_Q 1_”_2 v rsinhwu
2 2 0
v —v 1
02 02
(1+ E)(R + rcoshu) — —(rsinhu)
2
- %(R +rcoshu) + (1 — %)r sinh u (4.130)
v (R + rcoshu — rsinhu)
Harmonijska evoluta torusa (4.130) je rotacijska ploha
v? v?
R(cosh 5 + sinh 2) L+ o 9 R+ coshu—2r sinhu
J?(Uav): u2 2 T U_2 1_”_2 v —rsinhu
(2r+R)cosh§ +(—2r+R)sinh 5 5 .
v —v 1
v? 02
1+—)(R+rcoshu) — r(2+—)rsinhu
R(cosh%‘—f—sinh%‘) ( 02 I ) = ) 2)

v v .
(2r+R)coshg +(—2r+R) sinh ?(R‘H” coshu) —r(1+ 5)7“ sinh u

v (R+7coshu — rsinhu)
2 2

(1+ v—)(R +rcoshu) —r(2 + U—)r sinh u
R )2 5
" 9r 4+ e'R 3(R+rcoshu)—r(1+5)rsinhu

v (R + rcoshu — rsinh u)
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Meridijan harmonijske evolute prostornog torusa (4.130) ima oblik

cx(u) = f(u,0) = 27”6+§“R (R + 7 cosh u — 2r sinh w, —r sinh u, 0). (4.131)

Tu krivulju mozema zapisati i na sljede¢i nacin:

r*(R — 2r +2y)* = R*((R — 2)* — y?)

(15 )02 = 85wy + (10 + )2 + (— 4% +2R)a 445y 442 — R =0
— — 1)z - 8=z — —4— r+4d—y+r°— R =

R2 YT G Y R RY

o . o o 5. 8r?

iz Cega je vidljivo da je to krivulja 2. reda. Budu¢ida jed = -1, A =715 = ——, onda

gledano euklidskim o¢ima iz napomene 4.74 slijedi da je meridijan (4.131) harmonijske

evolute prostornog torusa (4.130) hiperbola.

Ako je torus S' sa svjetlosnom osi vremenska ploha, onda njegova parametrizacija ima
oblik

v v
L+ 5 9 Y R+ rsinhu
f(u,v) = Uj 1_”72 v r cosh u
2 2 0
v -v 1
v? , v?
(1+ E)(R + rsinhu) — —(r coshu)
2
- %(R + rsinhu) 4+ (1 — %)r cosh u (4.132)

v (R + rsinhu — rcosh u)

Harmonijska evoluta torusa (4.132) je rotacijska ploha

v? v
I+— ——= v i —
_ R( cosh § + sinh g) )2 2, R+rsinhu — 2r coshu
_ v v _rcosh
f(u,v) (=2r+R) cosh§ +(2r+R) sinh o 1 - 5 v rc(())s “
v -v 1
v? v?
1+ —)(R + rsinhu) — 7(2 + —)r coshu
R(cosh%—l—sinh%) ( 22)( )=l ) 2)
= v : v
(=2r + R) coshi + (2r + R) sinh§ 5(3 +rsinhu) —r(1+ 5)7” coshu
v (R + rsinhu — 7 coshu)
v? v?
(1+ —)(R+rsinhu) —r(2+ —)rcoshu
B "R v22 02 2
T _9r + ¢"R E(R+rsinhu) —r(1+?)rcoshu

v (R + rsinhu — rsinh )
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Meridijan harmonijske evolute prostornog torusa (4.132) ima oblik

_ uR
cx(u) = f(u,0) = h (R + rsinh w — 2r cosh u, —r cosh u, 0). (4.133)
Tu krivulju mozema zapisati na sljede¢i nacin:

R*(R—2)* +7r*(R—2v +2y)* = R*®

(45 4 1)a2 =85 ay+ (10 — 1) — (4% 4 2R)o -4y + % 4 B2 =0
— x°—8—=ux — — — (4= r+4—y+r =
R rYT T )Y TR RY
2
iz ¢ega je vidljivo da je to krivulja 2. reda. Buduéidajed = -1, A = —r2i S = —7» onda

gledano euklidskim o¢ima iz napomene 4.74 slijedi da je meridijan (4.133) harmonijske

evolute prostornog torusa (4.132) hiperbola.

Propozicija 4.80 Neka je S! torus nastao rotacijom meridijana oko svjetlosne osi
| :={(z,7,0): x € R}. Harmonijska evoluta torusa S' je rotacijska ploha sa svjetlosnom

osi koja je nastala rotacijom krivulje 2. reda.
Sumiranjem rezultata iz propozicija 4.75, 4.78 i 4.80 slijedi teorem 4.81.

Teorem 4.81 Harmonijska evoluta rotacijskog torusa S u Minkowskijevom prostoru je

koaksijalna rotacijska ploha dobivena rotacijom konike, krivulje 2. reda.
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POGLAVLJE 9

Novi primjeri maksimalnih ploha u R?

U ovom poglavlju cilj je konstruirati nove primjere maksimalnih ploha, prostornih
ploha kojima je H = 0 u Minkowskijevom prostoru. Za konstrukciju ploha koristit ¢emo
Bjorlingovu formulu. To je integralna formula, tako da ona kao i sve ostale integralne
formule ima jedan veliki nedostatak, a to je da je anti-derivacija racionalne ili algebarske
funkcije ponekad neracionalna ili ¢ak nealgebarska funkcija. Autori u ([49]) otkrivaju
kako prevladati tu poteskoc¢u. Bjorlingova formula je jedan koristan alat za konstrukciju
maksimalnih ploha uz pomo¢ zadane krivulje tzv. krivulje jezgre i vektorskog polja. Za
krivulje jezgre odabrat ¢emo cikloidne krivulje ([63]), a za vektorsko polje odabrat ¢emo
linearnu kombinaciju polja normale i binormale ([33, 46, 53]). Buduéi da su nam krivulje
jezgre Minkowskijeve cikloide, onda ¢emo poglavlje poceti s izvodom parametrizacija
cikloidnih krivulja u Minkowskijevom prostoru najprije koriste¢i njihov kinematicki nacin
tvorbe, a zatim ¢emo pokazati da se iste mogu dobiti i kao projekcije sfernih op¢ih

zavojnica kao u euklidskom prostoru.

5.1 Cikloidne krivulje u R¥

Na samom pocetku definirat ¢emo cikloide u euklidskom prostoru. Cikloide su krivulje
koje nastaju kotrljanjem bez klizanja neke kruznice po nekom fiksnom pravcu ili nekoj

fiksnoj kruznici. Preciznije:

Definicija 5.1 Neka je P tocka na kruznici kg polumjera r. Krivulja koju opisuje tocka

P dok se kruznica kg kotrlja bez klizanja po ¢vrstom pravcu zove se cikloida.

Definicija 5.2 Neka se tocka P nalazi na kruznici ki polumjera r. Krivulja koju opisuje
tocka P dok se kruznica ky iznutra (izvana) kotrlja bez klizanja po fiksnoj kruznici kg

polumjera R zove se hipocikloida (epicikloida) (slika 5.1, lijevo (desno)).

Napomena 5.3 Ako se tocka P nalazi unutar (van) kruznice kg, onda kotrljanjem na

129



Poglavlje 5. Novi primjeri maksimalnih ploha u R}

Slika 5.1: Hipocikloida R = 6, r = = (lijevo) i epicikloida R = 6, r = 2 (desno)

[\CR V]

isti nacin dobije se krivulja koja se zove skracena (produljena) cikloida, epicikloida ili

hipocikloida.

Ako koordinatni sustav odaberemo tako da fiksna kruznica polumjera R ima srediste u is-
hodistu koordinatnog sustava i pocetna pozicija tocke P pomicne kruznice kg ((R + 7,0),7)

je tocka (R, 0), onda epicikloida ima parametrizaciju

c(t) = <(R+ r)cost — rcos (t + ft), (R+7)sint — rsin (t + ft)) (5.1)

Ako kruznica kg ima negativan radijus, onda se dobije parametrizacija hipocikloide. Pri-

rodna jednadZba epicikloide i hipocikloide u R? je

2

Stm =1
Ako je d < ¢(d > c¢), onda je krivulja epicikloida (hipocikloida). Nadalje, uo¢imo da
vrhovi cikloide leZe na kruznici k, koja je koncentri¢na fiksnoj kruznici kg (vidi sliku 5.1,
zelene kruznice). Za epicikloide i hipocikloide kruznice k i kp su realne. Ako je kp (k)
imaginarna kruznica tada dobivene krivulje nazivamo hipercikloide (paracikloide) (vidi

[14]). Parametarska jednadzba hipercikloide je

c(t) = (a cosh (Zt) sint + bsinh (l;t) cost, —a cosh (ZZ) cost + bsinh (ZIf) sin t)

i paracikloide je

bt
a

) cost 4 asinh (@) sin t, b cosh (ﬁ) sint — asinh (@> cos t).

a a a

c(t) = (b cosh(
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Prirodna jednadzba hipercikloide i paracikloide je

2 p?
— —— =41 (5.2)
2 d?
2 4 p2)2 2 1 p2)2
gdje je ¢* = w id*= (a;)' Paracikloide imaju 1 s desne strane jednadzbe

(5.2), a hipercikloide —1.

Napomena 5.4 Dane parametrizacije epi- i hipocikloida karakterizirane su ¢injenicom
da norma ||¢|| sadrzi funkciju cos, dok kod hiper- i paracikloida norma sadrzi funkciju cosh

i sinh redom.

Sada ¢emo promatrati cikloide u Minkowskijevoj ravnini sa pseudo-skalarnim pro-
duktom (z,y) = —z1y; + x2y2. Cikloide u R? definiraju se analogno kao u euklidskom
prostoru, samo u Minkowskijevom prostoru kruznice su jednakostrani¢ne hiperbole iz

euklidskog prostora.

U nastavku izvest ¢emo parametrizaciju Minkowskijeve hipocikloide. Prema definiciji
cikloide kruznice se u svakoj tocki tangiraju. U Minkowskijevoj ravnini to je moguée samo
ako su kruznice istog kauzalnog tipa. Pretpostavimo da su fiksna kruznica c¢;(t) radijusa
R i pomic¢na kruznica cs(u) radijusa r prostorne krivulje. Buduéi da su Minkowskijeve
kruznice, euklidske hiperbole na pocetku, ograni¢it ¢emo se na njihove desne grane. Na-
dalje, pretpostavimo da je pocetna pozicija tocke P, tocka P = ¢1(0) = ¢2(0). Ako fiksna
kruznica ima srediste u ishodistu koordinatnog sustava, onda njena parametrizacija ima
oblik ¢;(t) = (Rcosht, Rsinht). Buduéi da zelimo izvesti parametrizaciju Minkowskijeve
hipocikloide, onda kruznica ¢y ima srediste u tocki (R — r,0) i njena parametrizacija je
ca(u) = ((R —r) + rcoshu, rsinh u). Kotrljanjem bez klizanja kruznice ¢y po kruznici ¢;

tocka P s po¢etnom pozicijom (R, 0), opisuje krivulju, Minkowskijevu hipocikloidu.

Budu¢i da imamo kotrljanje bez klizanja, onda duljina luka od tocke P do tocke u

kojoj se kruznice diraju ¢i(t) = co(u) je ista kod obje kruznice, odnosno vrijedi

/Ot ||ea(2)||dt = /()u llé(w)||du,

iz ¢ega nadalje slijedi Rt = ru. U nastavku uvodimo pomicni koordinatni sustav s ciljem
pojednostavljivanja parametrizacije Minkowskijeve hipocikloide. Ishodiste pomaknutog
koordinatnog sustava bit ¢e diraliste kruznica, r—os bit ¢e normala i y—os tangenta po-
micne kruznice (vidi sliku 5.2). Dobit ¢emo ga iz polaznog najprije translacijom za vektor
v = (Rcosht, Rsinht), zatim rotacijom za hiperbolicki kut ¢. To se u koordinatama ogleda
na sljedeci nac¢in. Koordinate (x,y) tocke T' polaznog koordinatnog sustava i njene koor-
dinate (2’,y’) u translatiranom koordinatnom sustavu za vektor v povezane su na sljedeci

na¢in x = 2’ + Rcosht iy = y' + Rsinht. Nadalje, koordinate (z’,y) tocke T i koordinate
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Y

Slika 5.2: Dvije razlicite pozicije pomicne i fiksne kruznice u Minkowskijevoj ravnini

(2”,y") u rotiranom koordinatnom sustavu, u smislu hiperbolicke rotacije za ¢t povezane su
sa’ = a" cosht + 4" sinht iy’ =y cosht + 2" sinht. Stoga, generirajuéa tocka P pomicne
kruznice u pomaknutom koordinatnom sustavu ima koordinate (r coshu — r, —rsinh u).

Iz ¢ega slijedi da parametrizacija Minkowskijeve hipocikloide ima oblik
c(t) = ((R—r)cosht+rcosh (t —u), (R — r)sinht 4 rsinh (¢t — u)).

Ako promatramo klizanje druge grane jednakostrani¢ne hiperbole, onda tocka P u po-
maknutom koordinatnom sustavu ima koordinate (—r coshwu — r,rsinhu). U tom sluc¢aju

Minkowskijeva hipocikloida ima parametrizaciju
c(t) = ((R—r)cosht —rcosh (t —u), (R —r)sinht — rsinh (¢ — u)).

Nadalje, ako se kruznica ¢ kotrlja s vanjske strane kruznice ¢; dobivamo Minkowskijevu

epicikloidu. Njena parametrizacija je
c(t) = ((R+r)cosht —rcosh (t +u), (R + r)sinht — rsinh (¢ + u)). (5.3)

Ako promatramo klizanje po drugoj grani, onda Minkowskijeva epicikloida ima parame-

trizaciju
c(t) = ((R+r)cosht +rcosh (t +u), (R + r)sinht + rsinh (t + u)). (5.4)

Isto kao u euklidskom prostoru, Minkowskijeve hipocikloide mozemo zadati s parametri-
zacijama Minkowskijevih epicikloida (5.3) i (5.4) uzimajuéi r negativan. Minkowskijeve
cikloide zadane parametarski formulom (5.3) su vremenske krivulje s prirodnom jednadz-

bom
2 _1
2 g b

132



Poglavlje 5. Novi primjeri maksimalnih ploha u R}

Minkowskijeve cikloide zadane parametarski formulom (5.4) su prostorne krivulje s pri-

rodnom jednadzbom
2 2

s pe
e @& "

Parametrizacija cikloidnih krivulja generiranih s vremenskim kruznicama, odnosno

tako da se vremenska kruznica kotrlja bez klizanja po vremenskoj kruznici se dobije tako

da se zamjene z i y koordinate u prijasnjim parametrizacijama. Kauzalni karakter krivulje

¢e se promijeniti, dok ¢e prirodne jednadzbe ostati iste.

Minkowskijeve hipercikloide i paracikloide su dane redom parametrizacijama:

c(t) = <a Ccos (@> cosht + bsin (@) sinh ¢, a cos (@> sinh ¢ + bsin (ﬁ) cosh t), (5.5)

a a a a

c(t) = (b cos (l;t) cosht — asin (l;t) sinh ¢, b cos (bat) sinht — asin (l;t) cosh t>.

Njihova prirodna jednadzba je:

2 p?

ete="h
. a4+ b%)? a? + b?)?
ngeJeCQZ(aZIdQZ(bZ'

Napomena 5.5 Minkowskijeve hiper- i paracikloide su karakterizirane ¢injenicom da ||¢||

sadrzi redom funkciju cos i sin.

Ovime smo gotovi s izvodom parametrizacija Minkowskijevih cikloida koriste¢i njihov
kinematicki nac¢in tvorbe. U nastavku prikazat ¢emo jedan drugi nacin kako mozemo
dobiti iste. Naime, Minkowskijeve cikloide mozemo dobiti i kao projekcije sfernih opéih
zavojnica, krivulja konstantnog nagiba. Teoremi 5.6 i 5.7 navedeni u nastavku nam govore

o tome.

Neka je ¢ regularna krivulja u R? parametrizirana duljinom luka ili pseudo-luka. Za
krivulju ¢ kaZemo da je opca zavojnica ako postoji konstantan vektor u € R?, u # 0, takav
da (T,u) = const. =: «, gdje je T = ¢. Nadalje, opée zavojnice su karakterizirane sljedeé¢im
svojstvom. Ako je prostorna ili vremenska krivulja ¢ opc¢a zavojnica sa zakrivljenoséu k i
torzijom 7, onda vrijedi

-
— = const. =: A,
K

i obrnuto, za krivulju ¢ koja nema svjetlosnu normalu ([44]). Smjer odreden s vektorom u

naziva se os zavojnice.

Ako opéa zavojnica lezi na sferi, hiperbolickoj ravnini H? ili pseudo-sferi S?, onda je
nazivamo sferna opc¢a zavojnica. Minkowskijeva cikloida se moze dobiti iz sferne opce

zavojnice kako je opisano u teoremima koji slijede:

133



Poglavlje 5. Novi primjeri maksimalnih ploha u R}

Teorem 5.6 Neka je ¢ sferna opéa zavojnica u R3.

1. Projekcija od ¢ na ravninu ortogonalnu na vektor u je Euklidska hipocikloida ako i

samo ako je vektor u vremenski i ¢ je vremenska krivulja koja leZi na S?(p, 7).

2. Projekcija od ¢ na ravninu ortogonalnu na vektor v je Minkowskijeva epicikloida ili
hipocikloida ako i samo ako je vektor u prostorni i ¢ je prostorna krivulja koja lezi
na S%(p,r) ili H?(p, 7).

Teorem 5.7 Neka je ¢ sferna opéa zavojnica u R3.

1. Projekcija od ¢ na ravninu ortogonalnu na vektor u je Minkowskijeva hipercikloida
ili paracikloida ako i samo ako je vektor u prostorni i ¢ je vremenska krivulja koja

lezi na S3(p,r).

2. Projekcija od ¢ na ravninu ortogonalnu na vektor u je Euklidska hipercikloida ili
paracikloida ako i samo ako je vektor u vremenski i ¢ je prostorna krivulja koja lezi
na S?(p, r) ili H?(p, r).

Dokaze teorema 5.6 1 5.7 ne¢emo navoditi. Oni se mogu naci u ([56]). Na slici 5.3 ilustri-
rali smo ih, odnosno prikazali smo opée zavojnice na pseudo-sferama S? i hiperbolickim

ravninama H? i njihove projekcije, Minkowskijeve cikloide.

Slika 5.3: Opée zavojnice na sferama S? i H? i njihove projekcije (cikloide)

Kauzalni karakter cikloidnih krivulja dobivenih u teoremima 5.6 i 5.7 moze se lagano

odrediti koristenjem teorema 5.8 koji slijedi u nastavku.

Ako je u prostorni ili vremenski jedini¢ni vektor, § = (u,u) = £1, onda projekcija ¢

od ¢ na ravninu okomitu na vektor wu, ima oblik
¢=c—0(c,u)u. (5.6)
Koristedi definicije 1.9, 1.10, 1.11, 1.12 i formulu (5.6) slijedi teorem.
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Teorem 5.8 Neka je ¢ opca zavojnica jedini¢ne brzine s obzirom na jedini¢ni prostorni

ili vremenski vektor u. Tada je ¢:

1. prostorna krivulja ako su 7'i v oba vremenska vektora, T' je prostorni i u je vremenski

vektor, ili T i u su oba prostorna vektora i razapinju prostornu ravninu,

2. vremenska ako je T" vremenski i u prostorni vektor, ili 7" i u su oba prostorna vektora

i razapinju vremensku ravninu.

Dokaz. Da bi odredili kauzalni karakter krivulje ¢ potrebno je odrediti (¢, ¢'). Iz formule
(5.6) slijedi da je (¢,&) = (T,T) — 6(T,u). Bududi da je ¢ opéa zavojnica, onda vrijedi
(T,u) = « i slijedi

(@,&) = (T, T) — 6a’. (5.7)

Razlikujemo slucajeve:

1. e Ako su u i T vremenski vektori, onda po definiciji 1.9 vrijedi a = — cosh ¢.
Nadalje, iz formule (5.7) slijedi (¢, @) = sinh® ¢, iz ¢ega zakljucujemo da je ¢

prostorna krivulja.

e Ako je T prostorni i u vremenski vektor, onda iz definicije 1.12 slijedi a = sinh (.
Nadalje, iz formule (5.7) slijedi (¢, &) = cosh® ¢, iz ¢ega zakljucujemo da je ¢
prostorna krivulja.

e Ako su u i T prostorni vektori koji razapinju prostornu ravninu, onda po
definiciji 1.11 vrijedi o = cos . Nadalje, iz formule (5.7) slijedi (¢, &) = sin® ¢,

iz ¢ega zakljucujemo da je ¢ prostorna krivulja.

2. o Akoje T vremenskiiu prostorni vektor, onda iz definicije 1.12 slijedi o = sinh ¢.
Nadalje, iz formule (5.7) slijedi (¢, &) = — cosh® ¢, iz ¢ega zakljuéujemo da je
¢ vremenska krivulja.

e Ako su u i T prostorni vektori koji razapinju vremensku ravninu, onda po defi-
niciji 1.10 vrijedi o = cosh . Nadalje, iz formule 5.7 slijedi (¢, &) = — sin® ¢,

iz ¢ega zakljucujemo da je ¢ vremenska krivulja.
O

Kauzalni karakter cikloidnih krivulja dobivenih u teoremima 5.6 i 5.7 prikazan je u korolaru

u nastavku:

Korolar 5.9 Neka je ¢ sferna opc¢a zavojnica jedini¢ne brzine s obzirom na jedini¢ni vektor

u. Projekcija ¢ od ¢, Minkowskijeva cikloida je:

o prostorna krivulja ako i samo ako je euklidska epi-, hipo-, hiper- i paracikloida i

Minkowskijeva epi- i hipocikloida kod koje ¢ i u razapinju prostornu ravninu.
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o vremenska krivulja ako i samo ako je Minkowskijeva epi- i hipocikloida kod koje ¢ i

u razapinju vremensku ravninu i Minkowskijeva hiper- i paracikloida.

Dokaz. Direktnom primjenom teorema 5.6, 5.7 i 5.8 slijedi korolar. O]

U nastavku cilj je konstruirati nove primjere maksimalnih ploha, odnosno prostornih
ploha kojima je H = 0. Za njihovu konstrukciju koristit ¢emo tzv. Bjorlingovu formulu,
o kojoj ¢e u nastavku biti vise rije¢i. Da bi mogli koristiti tu formulu potrebna nam je

tzv. krivulja jezgra koja ¢e u nasim primjerima biti cikloida.

0.2 Bjorlingova i Weierstrassova reprezentacijska
formula

Postoje razni nacini kako se mogu konstruirati minimalne plohe u euklidskom prostoru.
Jedan od njih je Bjorlingova formula. Godine 1844., Emanuel Gabriel Bjorling postavio je
problem: Moze li se konstruirati minimalna ploha od zadane krivulje? Schwarz je rijesio
problem 1890. godine koristenjem kompleksnih varijabli ([71]). Autori u ([2]) postavljaju
isti problem u Minkowskijevom prostoru i daju njegovo rjesenje u slu¢aju maksimalnih
ploha, prostornih ploha kojima je H = 0. Rjesenje problema kod vremenskih ploha na-

pravljeno je osam godina kasnije i dano je u ([8]).

Mi ¢emo u radnji proucavati maksimalne plohe, stoga ¢emo u ovom poglavlju navesti
samo Bjorlingovu formulu za maksimalne plohe u Minkowskijevom prostoru. Bjorlingov
problem za prostorne plohe u Minkowskijevom prostoru glasi: Neka je a: I — R? realna
analiticka prostorna krivulja u R? i neka je V: I — R? jedini¢no vremensko polje duz «
takvo da (o/, V) = 0. Odredi maksimalnu plohu x: 2 C C — R? takvu da x(u,0) = a(u)
i N(u,0) =V (u) za sve u € I.

Teorem 5.10 Rjesenje Bjorlingova problema je ploha x:  — R? dana parametrizacijom

x(u,v) = Re (a(z) + z'/zV(w) X o (w) dw) (5.8)

gdje ug € I jefiksaniz = u+iv € €. Ploha x(u, v) je jedinstvena sa zadanim Bjorlingovim

podatcima « i V. Krivulja a je njena parametarska u-krivulja (v = 0).

Krivulju a zovemo krivulja jezgra (eng. core curve). Buduéi da su maksimalne plohe
prostorne plohe, onda o mora biti prostorna krivulja jer sve krivulje na prostornoj plohi

moraju biti prostorne.
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Iz Bjorlingove formule mozemo lagano dobiti Weierstrassovu reprezentaciju. Weier-
strassova reprezentacija je nacin kako dobiti maksimalnu plohu koristenjem holomorfnih
funkcija. Ona je bitna za globalno prouc¢avanje minimalnih ploha. Buduéi da u Minkow-
skijevom prostoru imamo samo jednu potpunu maksimalnu plohu, prostornu ravninu ([5,
9]) ona nije korisna kao u euklidskom prostoru, gdje je siroko primjenjena za globalno

proucavanje potpunih minimalnih ploha.

Teorem 5.11 (Weierstrassova reprezentacija) Neka su ¢1, ¢o, ¢3 holomorfne funkcije pros-

torne plohe M takve da zadovoljavaju uvjete
(a) —¢f +¢3+¢3=0
(0) = [l + |2l + [[gs]l* > 0
(c) funkcije ¢, k = 1,2,3 nemaju realni period na M.

Preslikavanje x: M — R? definirano s

x(u,v) = Re/(¢1,¢2,¢3)dz

je maksimalna imerzija.

Weierstrassovu reprezentaciju mozemo dobiti direktno iz Bjorlingove formule
o(z) = (z) +iV(z) x /(2).

Nadalje, maksimalnu plohu mozemo izraziti preko holomorfne i meromorfne funkcije.

Definiramo holomorfnu funkciju w i meromorfnu funkciju g na sljede¢i nacin:

1

= T (5.9)

w(z) =ds—ids,  g(2)

Koristenjem jednakosti —¢7 + ¢3 + ¢2 = 0 i formula (5.9) laganim rac¢unom dobivamo

1

bi=gu, b= 31— P d= 1+

Stoga, maksimalna ploha je dana na sljede¢i nacin

¥4 z

x(u,v) = Re/(gbl, bo, P3)dz = Re/(Zgw,z'(l — Pw, (1 + ¢*)w)dz

u terminima holomorfne i meromorfne funkcije. Gaussovo preslikavanje plohe M je

1
N = g+ lgl?, 2im(g). 2Re(g)).
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U nastavku dajemo parametrizacije novih primjera maksimalnih ploha u Minkowskijevom

prostoru.

5.3 Cikloidne maksimalne plohe

U ovom poglavlju cilj nam je konstruirati nove primjere maksimalnih ploha (prostornih
ploha kojima je H = 0), tzv. cikloidne maksimalne plohe. Izvest ¢emo ih uz pomoé
Bjorlingove formule. Krivulje jezgre bit ¢e cikloide, odakle i ime, a polje V' linearna
kombinacija vektorskog polja normale i binormale. Ideja za odabir ovakvog vektorskog
polja uzeta je od Meeksa i Webera koji u ([53]) konstruiraju minimalne plohe u euklid-
skom prostoru kojima je krivulja jezgra kruznica ili zavojnica, a vektorsko polje V' (t) je
linearna kombinacija normalnog i binormalnog polja. Nadalje, Kaya i Lopez analogno
izvode u prostoru Minkowskog za maksimalne plohe u ([33, 46]) i za minimalne plohe
u ([32]). Nadalje, autori u ([49]) konstruiraju nove primjere minimalnih ploha u euk-
lidskom prostoru uz pomo¢ Bjorlingove formule gdje za normalno polje biraju normalu
koja se rotira proizvoljnom brzinom duz krivulje jezgre ¢(t), odnosno normalno polje je
n(t) = cos(a(t))ny(t) + sin(a(t))na(t) gdje je (¢'(t), ni(t), na(t)) ortonormirana baza od
R3. Ideja za odabir bazne krivulje uzeta je od ([63]) gdje autor daje pregled razlicitih alge-
barskih minimalnih ploha u euklidskom prostoru i daje novu klasu algebarskih, racionalno
parametriziranih minimalnih ploha, tzv. cikloidne minimalne plohe. Vektorsko polje koje

koristi je polje normala krivulje.

5.3.1 Maksimalne plohe 1 Minkowskijeve cikloide

Krivulja jezgra je Minkowskijeva epi- i hipocikloida

Krivulja jezgra je prostorna Minkowskijeva epi- i hipocikloida u xz-ravnini dana parame-

trizacijom

+r

at) = ((R+7’) sinht — rsinh (R t),O, (R + r)cosht — rcosh (R:rt)) teR.

(5.10)
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Vektor normale i binormale krivulje a(t) je:

1
n(t) = —(sinht — rsinh (R +

2| sinh (ﬂtﬂ "

rt),O,cosht — 1 cosh (R+ 7nt)),

b(t) = (0, 1,0).

Da bismo mogli koristiti Bjorlingovu formulu vektorsko polje V(t) mora biti jedini¢no
vremensko vektorsko polje duz krivulje a(t). Buduéi da je {n(t), b(t)} ortonormirana baza
vremenske ravnine [{c/(t)}]*, onda vektorsko polje V(t) moZemo odabrati na sljedeci
nacin:

V (t) = cosh (¢(t))n(t) + sinh (p(t))b(t),

gdje je ¢(t) proizvoljna funkcija. U radnji ¢emo za funkciju ¢(t) redom odabrati ¢ = 0,
o(t) =a,a € Ria+#01iu treem slucaju o(t) = at + b.
1. Ako je ¢ =0, onda je V(t) = n(t). U tom sluc¢aju vrijede sljedeéi rezultati:
Teorem 5.12 Maksimalne hipo- i epicikloidne plohe, odnosno plohe definirane Min-

kowskijevim hipo- i epicikloidama

R+r
T

at) = ((R + 7)sinh ¢ — rsinh ( t),O, (R4 r)cosht — rcosh <R+ rt))

r
u xz-ravnini i jedinicnom normalom

1
n(t) = —R<Sinht — rsinh (R i

2| sinh (%tﬁ "

r R+r
t),O,cosht—rcosh( " t))

dane su parametrizacijom:

(R + r)sinh u cosv — rsinh (R i Tu) cos (R + Tv)

r r
flu,v) = —W sinh <§u) sin (Piv) : (5.11)
(R 4+ r) cosh u cos v — r cosh (R ;L ru) Cos (R :— rv)

Te plohe su algebarske i dopustaju racionalnu parametrizaciju. Krivulja ¢ je geodet-

ska krivulja tih ploha.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li
zadovoljeni uvjeti (n,n) = —11 (n,a’) = 0. Buduéi da su uvjeti zadovoljeni, onda
koristimo formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim podatcima,

a i n. Racunamo najprije vektorski produkt
n(t) x o (t) = (0,2(r + R) sinh (Et) 0)
Y 27" Y Y
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zatim njegov integral

dr(r + R)

5 cosh (2}?}) ,0). (5.12)

¢

/ n(t) x /(1) = (0,
Uvrstavanjem (5.10) i (5.12) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra
t s kompleksnim brojem z = u + v, sredivanjem i izlu¢ivanjem realnog dijela iz

dobivenog izraza dobivamo trazenu parametrizaciju.

Buduéi da su u parametrizaciji (5.11) sve funkcije trigonometrijske i hiperbolicke,
onda iste mozemo zamijeniti s njihovim racionalnim supstitucijama i dobiti raci-
onalnu parametrizaciju ploha. Nadalje, ako iz racionalne paremetrizacije eliminiramo

parametre dobivamo njenu algebarsku jednadzbu.

Da je ¢ geodetska krivulja dobivenih ploha slijedi iz odabranog vektorskog polja.

Naime, vektor normale krivulje se podudara s vektorom normale plohe (]2, 58]). O

Korolar 5.13 Parametrizacija (5.11) maksimalne hipo- i epicikloidne plohe je izo-

termna parametrizacija.

Dokaz. Parametrizacija (u,v) je izotermna ako i samo ako za koeficijente prve fun-

damentalne forme vrijedi £ = G i F' = 0. Bududi da je

(r+R)? 2(r+R)v

<COS 2v+2cos (]iv) +COS(T> —2 (1+cos (2+ va) COSh(T))

i F=0,

E=G=—

onda slijedi zakljucak. O]

Weierstrassovu reprezentaciju plohe (5.11) dobit éemo direktno iz Bjorlingove formule
#(z) = a'(z) + 1V (z) x &/(2). Trazene holomorfne funkcije su:

R) <Coshz — cosh (WR)Z)> dz

r

= (r+
1 _ (r+R)z (r+R)z

2( ftef—e T —e T )(r—i—R)dz,
=2i(r+ R) smh( )dz

=ie” 2'( 1—|—er>(r—|—R)dz,

¢3 = (r + R) (sinhz — sinh ((TJFR)Z)> dz

r
1 (r+R)z (r+R)z

=3 <—e_z +ef4+e T — €T> (r+ R)d=.
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Weierstrassova reprezentacija plohe (5.11) je

1 . z T z T z
w(z) = 5 <—e_z Fe*— 2% + 2% + e e > (r+ R)dz
2
=

Teorem 5.14 Neka je f*(u,v) adjungirana ploha plohe f(u,v) dana parametriza-

cijom (5.11) i neka je
F(u,v,¢) = f(u,v) cosp + [*(u,v)sinp, (5.13)

njena pridruzena familija maksimalnih ploha. w-krivulje (v = 0) plohe (5.13) su
op¢e zavojnice (krivulje konstantnog nagiba) i one leze na nedegeneriranim plohama
drugog reda

R*cot?p

_.2  Afrcotty 2 _ (99 4+ RV cos o,
$+4T(R+7")y +2° = (2r+ R)*cos” ¢

Dokaz. Adjungirana ploha plohe (5.11) ima oblik

(R 4+ r) coshusinv — rcosh ( +ru)sin(R:Tv)
4
fJ_<u, v) = M cosh (ﬁu) cos (Ev) ) (5.14)
R 2r L 2r R
(R +r)sinhusinv — rsinh ( ru) sin ( Tv)
r

Uvrstavanjem formule (5.11) i (5.14) u (5.13) dobivamo parametrizaciju pridruzene

familije iz koje izracunamo wu-krivulju

cos go((r + R)sinhu — rsinh (T j; Ru))
c(u) = 4T<er—R) cosh (]2%?) sin
(r+ R)u
cos go((r + R) coshu — r cosh (7))
,

Direktan racun pokazuje da su krivulje ¢(u) (s tangencijalnim vektorom ¢’) opée

zavojnice s osi ¢ = (0, 1,0)
{¢,q)
<]

= £sine.

Nadalje, direktnim uvrstavanjem se pokaze da te krivulje leze na nedegeneriranoj

plohi drugog reda

, R*cot’¢ ,

2 2 2
— —_— =(R+2 .
x +4T(R+T)y + 2= (R+2r)"cos” ¢
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Napomena 5.15 Postoji dualnost izmedu maksimalnih ploha u R? i minimalnih
ploha u R? u smislu da se svaka maksimalna ploha u R} moZe konstruirati iz mi-
nimalne u R? i obrnuto. Ako su (¢y, ¢, ¢3) holomorfne funkcije maksimalne plohe
S u R3, onda su (1, vy, ¥3) = (¢1, is, i¢3) holomorfne funkcije minimalne plohe
S* u R®. Odnosno, ako su (g, w) Weierstrassovi podatci od S, onda su (—ig, iw) za
S¥. Obrnuto, ako su (11, 19, 13) holomorfne funkcije minimalne plohe u R?, onda su
(¢1, —ithy, —ith3) holomorfne funkcije maksimalne plohe S u RY. Autori u ([33, 47, 50])
proucavaju svojstva dualnih ploha. U ([33, 47]) istrazuje se da li dvije kongruentne
minimalne (maksimalne) plohe imaju kongruentne dualne maksimalne (minimalne)
plohe i pokazuju da nekongruentne maksimalne plohe imaju kongruentne minimalne
plohe. Autor u ([50]) za izvod Bonnet-Thomsenovih ploha u Minkowskijevom pros-

toru koristi dualne plohe i naziva ih plohe blizanaci.

Primjer 5.16 (Hennebergova ploha)

U euklidskom prostoru, dobro je poznat primjer minimalne plohe, tzv. Hennebergova
ploha. To je jedina minimalna ploha u R? koja sadrZi Neilovu parabolu (polukubna
parabola) kao ravninsku geodetsku krivulju. Ako je Neilova parabola sadrzana
u zy-ravnini (uobicajeno je da je u xz-ravnini, [63]) Hennebergova ploha je dana

parametrizacijom

2
2 coswvsinhu — 3 cos 3v sinh 3u
f(u,v) = 2 cos 2v cosh 2u

2
2sinvsinh v + 3 sin 3v sinh 3u

Njena (euklidska) adjungirana ploha je parametrizirana s

2
2sin v cosh u — 3 sin 3v cosh 3u
fH(u,v) = —2sin 2v sinh 2u : (5.15)

2
2 cosv cosh u + 3 cos 3v cosh 3u

Bududéi da je u euklidskom prostoru adjungirana ploha Hennebergove plohe je mi-
nimalna ploha nad (euklidskom) astroidom u y = 0 ravnini gdje je ta krivulja
geodetska, onda njegova dualna (blizanac) ploha (generirana kao u [33, 47, 50]) (vidi

napomenu 5.15) je parametrizirana s

2
2 coswvsinhu — 3 cos 3v sinh 3u
fﬁ(u,v) = —2sin 2v sinh 2u

2
2 coswv coshu + 3 cos 3v cosh 3u
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Stoga, vrijedi sljededi teorem:

Teorem 5.17 Minkowskijeva dualna (blizanka) ploha od adjungirane Hennebergove
plohe (5.15) je maksimalna ploha s Minkowskijevom astroidom kao geodetskom

krivuljom u y = 0 ravnini (vidi sliku 5.4)

2
2sinh u — 3 sinh 3u —2 sinh?® u
fH(u,0) = 0 = 0
2 8 3
2coshu + 3 cosh 3u 3 cosh” u

Slika 5.4: Dualna ploha od adjungirane Hennebergove plohe

2. Akoje p(t) =a € R, a # 0, onda je V (t) = cosh(a) n(t)+sinh(a) b(t). U tom slucaju

vrijede sljedeci rezultati:

Teorem 5.18 Maksimalne hipo- i epicikloidne plohe, odnosno plohe definirane
Minkowskijevim hipo- i epicikloidama (5.10) u zz-ravnini i jediniénim vektorom

V(t) = cosh(a) n(t) + sinh(a) b(t) gdje je a € R\{0}, dane su parametrizacijom:

(r + R)sinhu A — rsinh (#u) B
f(u,v) = | =4%(r + R) cosh asin (g—;’) sinh (g—f) (5.16)

(r + R) coshu A — r cosh (#u) B

gdje je A = cosv + sinvsinha i B = cos (ﬂv) + sin (#v) sinh a. Te plohe su

r

algebarske i dopustaju racionalnu parametrizaciju.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li
zadovoljeni uvjeti (V' (¢),V(t)) = =11 (V(t),/(t)) = 0. Buduéi da su uvjeti zadovo-
ljeni, onda koristimo formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim

podatcima, ¢ i V (t). Ra¢unamo najprije vektorski produkt
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—(r+R) sinha(sinht — sinh (Tth»

V() x /(t) = 2(r + R) cosh asinh (%)
—(r 4+ R) sinh a( cosh? — cosh <r+rRt))

zatim njegov integral

—(r + R) sinh a( cosht — -7 cosh (HRt))

t T
/ V(t) x o (t)dt = L};R) cosh a cosh (%) : (5.17)
—(r 4+ R)sinh a(sinht — g sinh (#t))

Uvrstavanjem (5.10) i (5.17) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra
t s kompleksnim brojem z = u + iv, sredivanjem i izlucivanjem realnog dijela iz
dobivenog izraza slijedi zakljucak. Da su plohe algebarske i da dopustaju racionalnu

parametrizaciju vrijede isti argumenti kao u dokazu teorema 5.12. [

Holomorfne funkcije za Weierstrassovu reprezentaciju su:

T T

¢ = (r+ R) (coshz — cosh (w) —¢sinha (sinhz — sinh ((7’—1—}%)z>>> dz
- (A + B ;z (—e +e) (A - B)) (r+ R) dz,
¢2 = 21 (r + R) cosh asinh (f;f) dz

e v (1 + 62“) (—1 + e%) (r+ R)dz,

" T
Lo i) ) ()

+1 (—e_a + e“) (e_(MrR)Z + e(HrR)Z) )(r + R) dz.

r+ R) (—i cosh zsinh a + 7 cosh (MR)Z> sinh a + sinh z — sinh (MR)ZD dz

Weierstrassova reprezentacija je

1 2 2 1
w(z) _ 5 <A . B"—e_a_% (1 _|_62a) (_1 _|_€RT) _ 57’ (_6—<l +€a) (A_|_ B)) (T—I—R) dZ
2
g(z) - 1 _'_ Z+% 1—zea
_1+%i€;w)
gdje je A =¢e* — e(HrR)Z iB=¢e*— e’(rtR)z

. p(t) = at+ b, a € R\{0}. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je

b = 0. Za drugaciji odabir parametra b dobije se ista ploha samo zarotirana oko
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z-osi. Ako je ¢(t) =at, a € R, a # 0 onda je V(t) = cosh(at)n(t) 4 sinh(at) b(t).

U tom slucaju vrijede sljededi rezultati:

Teorem 5.19 Maksimalne hipo- i epicikloidne plohe, odnosno plohe definirane
Minkowskijevim hipo- i epicikloidama (5.10) u xz-ravnini i jedini¢nim vektorom
V(t) = cosh (at)n(t) + sinh (at) b(t) gdje je a € R\{0}, dane su parametrizacijom

flu,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) (5.18)
gdje je:

1

z(u,v) = 2(—1+ a?)(—r + ar — R)(r + ar + R)

(2(—7“ +ar — R)(r + R)(r + ar + R) cosh u cosh au(a cos avsinv — cos v sin av)
2 R . R
— (=14 a”)r(—r +ar — R)(r + R) cosh ((1 +a+ ?)u) sin ((1 +a+ ?)v)

)u) sin ((a —

+2(—r+ar — R) ((T + R) sinhu((—l +a®) cosv + (— cosavsinv

r+ R
r

T+ R)U)

+ (r+ar+R)<(—1+a2)r(r+R) cosh ((a— .

+ a cos v sin av) sinh au) —(-1+ az)T cos (mTR)v) sinh (W)))) ’

y(u,v) = M <Cosh <}2€u) sinh au( — Rcos <}222;) sin av + 2ar cos av sin (};UD

" 4a’r? — R r " g
+ sinh (]2%:) cosh au (2@7“ cos (]2%:) sin av — R cos av sin (S:))) )

1
2(=1+a®)(—r+ar — R)(r +ar + R)

z(u,v) =

(— 2(=1+a*)r(—r +ar — R)(r +ar + R) cos (<T i R)v) cosh (<T +TR)U)+

r

2(=r+ar —R)(r+ R)(r +ar + R) coshu((—l + a?) cos v + (— cos av sin v+
a cos v sin av) sinh au) + (T+R)<2(—r+ar — R)(r+ar+ R) cosh au(a cos av sin v

— cosvsinav) sinh u + (—1—|—a2)7’<(r —ar+R) sin ((1+a+5)v) sinh ((1+a
r

r+ R

")) sinh ((a - " R)u)))) |

+ ?)u) — (r+ar+ R)sin ((a—
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Te plohe su algebarske i dopustaju racionalnu parametrizaciju.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li
zadovoljeni uvjeti (V(t),V(t)) = =11 (V(¢),a/(t)) = 0. Buduéi da su uvjeti zadovo-
ljeni, onda koristimo formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim

podatcima, ¢ i V(t). Ra¢unamo najprije vektorski produkt

—(r + R) sinh at(sinht — sinh ((7”;1’3)7*))
V(t) x o'(t) = 2(r + R) cosh at sinh (%)
—(r + R)sinhat ( cosh t — cosh (<T+R>t)>

T

zatim njegov integral

cosht r(r+ R) COSh HR
(- b ) »
r+ )< —1+ a? (r—ar+R T+CLT+R sinha
N N t< sinh ¢ . r smh T’LR)t
acosha
—14+a® 1 a2r2+27’R—|—R2

t 2r(r + R) <2R cosh at cosh (%) — 4ar sinh at sinh (gf))
/ V(t)xd/(t)dt = —4daPr® + k2

r+ R
(=14 a?)(—r+ar — R)(r+ar+ R)

(a(—l + a*)r? cosh at cosh (MR)LL>
,
—(—=r +ar — R)(r + ar + R)(a cosht cosh at — sinh ¢ sinh at)
—(=1+ a*)r(r + R) sinh at sinh <(T+R>t)
”

(5.19)
Uvrstavanjem (5.10) i (5.19) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra
t s kompleksnim brojem z = u + iv, sredivanjem i izlucivanjem realnog dijela iz
dobivenog izraza slijedi zakljucak. Da su plohe algebarske i da dopustaju racionalnu

parametrizaciju vrijede isti argumenti kao u dokazu teorema 5.12. O]

Holomorfne funkcije za Weierstrassovu reprezentaciju su:

(r+ R)z

(r+ R)z

r

¢1 = (r + R) cosh z — cosh ( ) — isinh az sinh z — sinh ( ) dz

_ ; (A +B- ;2 (—eo 4 ) (A - B)) (r + R) dz,

¢2 = 21 (r + R) cosh az sinh (RZ> dz
2r

1 (2ar+R)z

— iie_T (1 + 62“") (—1 + e%> (r+ R)dz,
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R R
¢3 = (r + R)sinh z — i cosh z sinh az + ¢ cosh (u) sinh az — sinh (u) dz
r r
1 —z z s —z z —az az G 2L (rtR)z
:Z(Z(—e +e)—z(e +e)(—e +e )+2<e T o—e )
e~ (1t 2) (-1 4 ¢202) (1 + eﬂ> )(r + R)dz.
Weierstrassova reprezentacija je
1 ar z 2 1
w(z) = B (A —B+e w <1+e2“2) (—H—eRT) - 52 (—e‘“z—l—e“z)(A + B)) (r+R) dz
2
9(z) =1+ -
gdieje A=e* — e iB=e oo

Odlomak ¢emo zavrsiti sa slikom 5.5 na kojoj je lijevo prikazana ploha (5.16) s podatcima,
R=4,r=—11a=0.11desno ploha (5.18) s podatcima R =2, r =21ia=0.9. Crno

istaknuto su krivulje jezgre Minkowskijeve epi i hipocikloide.

Slika 5.5: Minkowskijeve cikloidne plohe

Jezgra krivulja je Minkowskijeva hiper- i paracikloida

Teorem 5.20 Maksimalne hipercikloidne plohe, odnosno plohe definirane Minkowskijevim
hipercikloidama (5.5)

bt bt bt bt
c(t) = (a cos (—) cosht + bsin (—) sinh ¢, 0, a cos (—) sinh t 4+ bsin (—) cosh t) (5.20)
a a a a
u xz-ravnini i jediniénom normalom

n(t) = (—cosht, 0, —sinht)
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dane su parametrizacijom:

b b b
cos (—u) coshu(acosvcosh (—v) — bsinvsinh(—v))+
a a a
sin (b—u) Sinhu(bcosvcosh (b—v) + asin v sinh (@))

a a a
_(IQ + b2 bu bv

flu,v) = ,— cos(—)sinh(—) . (5.21)

bu bv bv
) sinh h (%) — bsinvsinh (o
cos(a)sm u(acosvcos (a) sin v sin (a))+

bu bv bu
in (—) cosh u(b (2 i sinh (2Y
sm(a)cos u( COS U COS (a)—i-asmvsm (a>)

Te plohe su algebarske i dopustaju racionalnu parametrizaciju. Krivulja ¢ je geodetska

krivulja tih ploha.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li zado-
voljeni uvjeti (n,n) = —11i (n,¢’) = 0. Bududi da su uvjeti zadovoljeni, onda koristimo
formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim podatcima, ¢ i n. Ra¢unamo
najprije vektorski produkt

a® + b’ bt

COS
a O(CL

), 0)
zatim njegov integral

a’+0v* . bt
sin (—
a a

/tn(t) « () dt = (0, ),0). (5.22)

Uvrstavanjem (5.22) i (5.20) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra t s
kompleksnim brojem z = u + iv i izlu¢ivanjem realnog dijela iz dodivenog izraza slijedi
zakljucak. Da su plohe algebarske i da dopustaju racionalnu parametrizaciju, te da je ¢

geodetska krivulja vrijede, isti argumenti kao u dokazu teorema 5.12. [

Holomorfne funkcije za Weierstrassovu reprezentaciju su

bz o _ oz 2 7’% tbz
(a2+b2)cos(a>smhz (a® + %) (—e +e)<e +e )d

1= - _ - §
1 a2 + b2 COS bz 7 aQ + b2 e_ibTZ + ez‘sz
Gg = ( ) (a) — ( ) ( ) dz,
a 2a | |
(a2 + 1) cos (%) coshz_ (a® +87) (e " +¢7) (7% +e¥)
¢3 - - 4 dz
“ a

Weierstrassova reprezentacija je

(® +b%) e 0 (14 ¢7)” (1 + ")
w(z) = 1 dz
a
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z —1+ €7

Korolar 5.21 Parametrizacija (5.21) maksimalne hipercikloidne plohe je izotermna para-

metrizacija.

Dokaz. Parametrizacija (u,v) je izotermna ako i samo ako za koeficijente prve fundamen-
talne forme vrijedi £ = G i F' = 0. Bududi da je

E=G= (a2+b2>20052v<cos (267u> + cosh <2bv>)

2a? a a
i F=0,
onda slijedi zakljucak. O]

Teorem 5.22 Maksimalne paracikloidne plohe, odnosno plohe definirane Minkowskijevim

paracikloidama

bt bt bt bt
c(t) = (b cos (—)sinht — asin (—) cosh t,0,bcos (—) cosht — asin (—) sinh t) (5.23)

a a a a

u xz-ravnini i jedinicnom normalom
n(t) = (cosht,0,sinht)
dane su parametrizacijom:

bu bv bv
2 sinhu(b (2 in v sinh (-
cos(a)sm u( COS U COS (a)~l—asmvsm (a)>+

bu bv bv
in (— hu(bsinvsinh (—) — h(=
sm(a)cos u( sin v sin <a) @ COS U COS (a))

2402 b b
St sin(—u)sinh(—v) : (5.24)

b a a

f(u,v) =

cos (b—u) coshu(b cos v cosh (b—v) + asinvsinh (bﬁ)>+
a a

U v bv
in (%) sinh u(bsin vsinh () — w v
sm(a)sm u( sin v sin (a) @ COS U COS (a))

Te plohe su algebarske i dopustaju racionalnu parametrizaciju. Krivulja ¢ je geodetska

krivulja tih ploha.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li zado-
voljeni uvjeti (n,n) = —11i (n,¢’) = 0. Bududi da su uvjeti zadovoljeni, onda koristimo
formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim podatcima, ¢ i n. Ra¢unamo
najprije vektorski produkt

a’>+b* bt

- sm(a

);0)
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zatim njegov integral

2+ 02 bt
@t cos (—),0). (5.25)

a a

/tn(t) « () dt = (0, —

Uvrstavanjem (5.25) i (5.23) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra ¢
s kompleksnim brojem z = u + v i izlu¢ivanjem realnog dijela iz dobivenog izraza slijedi
zakljucak. Da su plohe algebarske i da dopustaju racionalnu parametrizaciju, te da je c

geodetska krivulja, vrijede isti argumenti kao u dokazu teorema 5.12. O

Korolar 5.23 Parametrizacija (5.24) maksimalne hipercikloidne plohe je izotermna para-

metrizacija.

Dokaz. Bududi da je

E=G= —(a22—;2bQ)2 COS2’U<COS (22u> — cosh (QZUD

i F=0,

onda slijedi zakljucak. O]

Holomorfne funkcije za Weierstrassovu formulu su

(a* + b?) sin (%Z) sinhz  i(a®+b?) e~ (—1 4+ €2%) (—1 + e%) ;
T a N 4a =
, . (ba _ibz 2ibs
¢2:z(a2+62)sm(ba>:(a2+b2)e a (—1—|—ea)dz
a 2a | ’
(a* + b?) cosh z sin (%) i (a® + b?) e (1+ %) <_1 + e¥>
¢3 = — = 1 dz.
a a

Weierstrassova reprezentacija je

i (a® + b?) g~ (—1+ ez)2 (—1 + e%fz>
w(z) = 1 dz
a
z 1+ e?
=coth| =) = .
9(z) = co (2> s

Odlomak ¢emo zavrsiti sa slikom 5.6 na kojoj je lijevo prikazana Minkowskijeva hiper-
cikloidna ploha (5.21) (a = 3, b = 1) i desno Minkowskijeva paracikloidna ploha (5.24)
(a=3,b=1).

Napomena 5.24 Euklidske epi i hipocikloide (5.1)
: : R R
c(t) =((R+r)sint —rsin(t + —t),0, (R + 1) cost — rcos(t + —t))
r r
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Slika 5.6: Minkowskijeve hiper i paracikloidne plohe

ne mozemo odabrati za krivulje jezgre u xz-ravnini buduci da one opcenito nisu prostorne
krivulje, odnosno vrijedi
Rt)

4(7’ + R)2 CcOS ((2 —+ f)t) Sin2 (5

0.

AV

Stoga, krivulje (5.1) ¢emo smjestiti u prostornu yz-ravninu.

5.3.2 Maksimalne plohe i euklidske cikloide

Jezgra krivulja je euklidska epi- i hipocikloida

Krivulja jezgra je prostorna euklidska epi- i hipocikloida u yz-ravnini dana parametrizaci-

jom
at) = (O, (R+r) sinht—r sinh (R + rt), (R+71) cosh t—r cosh (R i Tt)), teR. (5.26)
r
Vektor normale i binormale od krivulje «(t) je:
1
n(t) = —7}%(07 sint — sin (R il Tt), cost — cos (R * Tt)),
: r r
2| sin (=—t)|
2r
b(t) = (1,0,0).

Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu vektorsko polje V(¢) mora biti jedinicno vre-
mensko vektorsko polje duz krivulje a(t). Buduéi da je {n(t), b(t)} ortonormirana baza

od [{/(t)}]*, onda vektorsko polje V() moZemo odabrati na sljede¢i nacin:
V(t) = sinh(p(t)) n(t) + cosh(p(2)) b(1),

gdje je o(t) proizvoljna funkcija. U radnji ¢emo za funkciju ¢(t) redom odabrati ¢ = 0,
o(t) =aip(t) =at+bgdje je a € R\{0}.
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1. Ako je ¢ = 0, onda je V(t) = b(t). U tom slucaju ploha dobivena pomoéu Bjorlingove

formule je yz-ravnina.

2. Akoje p(t) = a € R, a # 0, onda je V(t) = sinh(a) n(t)+cosh(a) b(t). U tom slucaju

vrijede sljedeci rezultati:

Teorem 5.25 Maksimalne hipo- i epicikloidne plohe, odnosno plohe definirane euk-
lidskim hipo- i epicikloidama (5.26) u xz-ravnini i jedini¢nim vektorom
V(t) = sinh(a) n(t) + cosh(a) b(t) gdje je a € R\{0}, dane su parametrizacijom:

4T(TP;LR) sin (R“) sinh a sinh (R”)
f(u,v) = | (r+ R) coshvsinu — r cosh ( (r+RJv ) sin <(T+R)“) —cosha A | (5.27)
(r + R) cosucoshv — rcos <(T+R)u) cosh ( (r+-R)v ) —cosha B

gdje je A = (r+R) sin usinh v—r sin ((T+R ) sinh ((TJ’TR)”) i B = (r+R) cosusinh v—
r oS (@) sinh (@) Te plohe su algebarske i dopustaju racionalnu parame-

trizaciju.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li
zadovoljeni uvjeti (V(t),V(t)) = =11 (V(¢),a/(t)) = 0. Buduéi da su uvjeti zadovo-
ljeni, onda koristimo formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim

podatcima, ¢ i V/(t). Ra¢unamo najprije vektorski produkt

V(t) x & (t) = | (r + R) cosh a(sint — sin <’"J;Rt))

(r + R) cosh a( cost — cos (#t))

2(r + R)sin (Et) sinh a

zatim njegov integral

t _L(?ErR) cos (E ) sinh a
/ V(t) x o/(t)dt = | cosh a( (r + R) cost + rcos (”R)t))

cosh a((r + R)sint — rsin (#t))

Uvrstavanjem (5.26) i (5.17) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra
t s kompleksnim brojem z = u + iv, sredivanjem i izlucivanjem realnog dijela iz

dobivenog izraza slijedi zakljucak. O]
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Holomorfne funkcije za Weierstrassovu reprezentaciju su:

¢1 =2i(r + R)sin <];z) sinh a dz
r

1 _ iRz

— e (-1+e*) (-1+ ei> (r + R) dz,

o = (r+ R)(COSZ — Cos (W> —I—icosha(sinz — sin <(T+R)Z>)> dz

T T

_ L et (—1+e%) (A 4t | geatt B e””mjmz) (r+ R)dz
4 )
R R
¢3 = (r+ R) <i(cosz — cos ((T—{—)Z» cosha — sin z + sin ((TJF)Z)> dz
r r

= —iie_“_w (—1 + 6”7{‘2) <—A + e T + geat T + e2a+w) (r+ R)dz.

Weierstrassova reprezentacija je

1 i(r z iRz
w(z) = 5@'6*“* o (=1 +em)? (—1 + e%) (r+R)dz
( ) 7:ei(27‘2-‘;1?,)z (1 + ea)
Z) = —
g —1+e®

gdje je A =1 — 2¢* + e,

. p(t) = at + b, a € R\{0}. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
b = 0. Za drugaciji odabir parametra b dobije se ista ploha samo zarotirana oko
z-osi. Ako je p(t) = at € R, a # 0 onda je V(t) = cosh(at)n(t) 4+ sinh(at)b(t). U

tom slucaju vrijede sljedeci rezultati:

Teorem 5.26 Maksimalne hipo- i epicikloidne plohe, odnosno plohe definirane
Minkowskijevim hipo- i epicikloidama (5.10) u xz-ravnini i jedini¢nim vektorom
V(t) = sinh(at) n(t) 4+ cosh(at) b(t) gdje je a € R\{0}, dane su parametrizacijom

flu,v) = (2(u, ), y(u,v), 2(u, v)) (5.28)

gdje je:

4
r(u,v) = — m (cos (};U) cosh au( — Rcosh (}2%) sin av+2ar cos av sinh (12%))

a“r T r r

. (Ruy . Rvuy . ) Ruv

+ sin (?) sinh au(2ar cosh (5) sin av + R cos av sinh (274)),
(u,0) = 1

i (14 a?) (r2 + a2 + 2rR + R?)

((7“ + R)((1 +a*)r* 4+ 2rR + R*) coshv(sin u(1 + a® — a cosh au sin av)+
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cos usin av sinh au)+ (1+a*)r COSh( ) (—r*—a’r*—2rR

T r

r+R)v . r+R)u
(r+R) )(Sm (( )

(r+R)u

— R?+ar(r+R) cosh ausin av) — (r+R)? COS( ) sin av sinh au) +(r+R)

cos av( — (r*+a*r*42r R+ R*)(cosh au sin u-+a cos u sinh au) sinh v+ (1+a?)

_(r+R)u r+R)uy . . r+R)v
T((T+R) cosh CLUSlIl(( ) )+6LT cos(()) sinh au) smh(( ) )))7

T r r

1
(14 a?)(r2 +a®r? 4+ 2rR + R?)

((1 + a*)r cosh (L + R)U> (cos ((r i R)u)(—TZ —a*r? —2rR— R?

T T

z(u,v) =

R
+ ar(r + R) cosh ausin av) + (r + R)*sin (M) sin av sinh au)
r
+ (r 4+ R)(r* + a*r* + 2rR + R?) coshv((1 4 a?) cos u — sin av(a cos u cosh au

+ sin usinh au)) + (r + R) cos av ((7“2 +a®r® + 2rR + R*)(— cosu cosh au

R
+ asin usinh au) sinhv 4 (1 4+ a2)r<(7" + R) cos ((7’—1—)u) cosh au
r

_ r+ R)uy . . r+ R)v
— arsin ((7“)) sinh au) sinh ((r))>>

Te plohe su algebarske i dopustaju racionalnu parametrizaciju.

Dokaz. Da bi mogli koristiti Bjorlingovu formulu potrebno je prvo provjeriti jesu li
zadovoljeni uvjeti (V(t),V(t)) = =11 (V(¢),d/(t)) = 0. Bududi da su uvjeti zadovo-
ljeni, onda koristimo formulu (5.8) za dobivanje plohe zadane s tzv. Bjorlingovim

podatcima, ¢ i V/(t). Ra¢unamo najprije vektorski produkt

2(r + R)sin (%t) sinh at

V(t) x o/(t) = | (r+ R)cosh at(sint — sin (’”;Rt))
(r + R) cosh at( cost — cos <T+Rt>)

T
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zatim njegov integral

4r(r + R)(2ar cosh at sin (1221&) R cos (Rt> sinh at)

4a?r? + R?

P r(r+ R) cos ( T+R)t> cosh at — ar? sin (LJ;R)':) sinh at
¢ r+ )< (1+a2)r2+2rR+ R2
/ V(t)xd'(t) = _I_—costcoshat—i—asintsinhat>

1+ a?

r(r + R) cosh at sin (WFR) ) — ar? cos <@) sinh at

(1+a?)r?2+2rR+ R?
coshatsint + a costsinh at>

1+ a?

(T+R>(

(5.29)

Uvrstavanjem (5.26) i (5.29) u Bjorlingovu formulu (5.8), zatim zamjenom parametra
t s kompleksnim brojem z = u + v, sredivanjem i izlu¢ivanjem realnog dijela iz

dobivenog izraza slijedi zakljucak. O]

Holomorfne funkcije za Weierstrassovu reprezentaciju su:

¢1=2i(r 4+ R)sin (12%;) sinh az dz
= ;6 as=ipF ( 1+ 62“3) (—1 + em%) (r+ R)dz,

by = (r+ R)(cosz — o8 (MR)Z> + i cosh az(sinz — sin (MR)Z))) dz

r r

_ _ie (atHrt)y, ( L4 e ) (A N ez(zr:rmz " 9p(ati(2+2))= X o(2a+i(2+2))2 )(r—f—R)d

¢3 = (r+ R) <i(cosz — cos (MR)Z» cosh az — sin z 4 sin (MZ)) dz

r T

e e e S [T

Weierstrassova reprezentacija je

1 i(r iRz
w(z) = gie” (R (14 e (<14 (r + R dz

Z.671(27‘24;12)2 (1 + eaz)

—1 + e

9(z) = —

gdje je A =1 — 2% + €%**. Na slici 5.7 prikazane su Minkowskijeve cikloidne plohe
(5.27) s krivuljom jezgrom euklidskom astroidom (R = —4,r = 1, a = 1), kar-
dioidom (R = 1,7 = 1,a = 1) i nodoidom (R = 2, r = 1, a = 2). Na slici 5.8

prikazane su Minkowskijeve cikloidne plohe (5.28) s krivuljom jezgrom euklidskom as-
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Poglavlje 5. Novi primjeri maksimalnih ploha u R}

troidom (R = —4, r =1, a = —0.5), nodoidom (R =2, r =1, a = 1) i epicikloidom
(R=3,r=1,a=0.8).

Slika 5.7:

Slika 5.8: Minkowskijeve cikloidne plohe (5.28)
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Zakljucak

U disertaciji je pokazano da u Minkowskijevom prostoru vrijede sli¢na svojstva za
a-evolute i za harmonijske evolute pravcastih, helikoidalnih i translacijskih ploha kao i
u euklidskom prostoru. Buduci da je Minkowskijev prostor vektorski prostor snabdjeven
indefinitnim skalarnim produktom, onda kao posljedica takve strukture dobiveni rezultati
u R? su bogatiji i raznovrsniji od onih u euklidskom prostoru jer razlikujemo prostorne,
vremenske i svjetlosne (nul) vektore, krivulje i plohe. Nadalje, za razliku od euklidskog
prostora gdje je harmonijska evoluta plohe ploha, osim za sferu gdje je tocka ili za
minimalne plohe gdje degenerira u tocku u beskonacnosti u Minkowskijevom prostoru
harmonijska evoluta moze biti i krivulja, i to svjetlosnog ili prostornog kauzalnog karaktera,
ali ne i vremenskog. To se dogada za kvazi-umbilicke plohe ¢ije analogone nemamo u
euklidskom prostoru. Bazna krivulja B-namotajne plohe i njena harmonijska evoluta
¢ine Bertrandov par, odnosno to su krivulje koje imaju kolinearne normale. Nadalje,
moguce je od zadane prostorne i svjetlosne krivulje rekonstruirati plohu kojoj je ta krivulja

harmonijska evoluta.

U Minkowskijevom prostoru cikloidne krivulje definiraju se analogno kao i u euklid-
skom prostoru. To su krivulje koje nastaju gibanjem Minkowskijeve kruznice (euklidske
hiperbole) po drugoj kruznici. Nadalje, u Minkowskijevom prostoru cikloidne krivulje
takoder se mogu dobiti i kao projekcija sfernih opéih zavojnica kao u R3. Uz pogodno
odabrano vektorsko polje i krivulju jezgru koja je u nasim primjerima cikloida moguce je
konstruirati uz pomo¢ Bjorlingove formule nove primjere maksimalnih ploha, tzv. ciklo-
idne maksimalne plohe. Dobivene plohe su algebarske plohe koje dopustaju racionalnu

parametrizaciju.
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