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Sazetak

U disertaciji prou¢avamo neke iracionalne W-algebre i njihove reprezentacije. Glavni pri-
mjer koji istrazujemo je prosta Bershadsky-Polyakov verteks algebra Wy (= Wi(sls, fo)),
tj. minimalna afina W-algebra pridruzena sl3. T. Arakawa je dokazao u ¢lanku [9] da
je Wj racionalna ako je k polucijeli broj veéi od —3/2. Mi proucavamo slucajeve kad je
W, iracionalna, te klasificiramo W;—module za neke k. Klasifikacija ireducibilnih modula
koristi Zhuovu teoriju i formule za singularne vektore. Istaknimo da je Zhuova algebra
realizirana kao kvocijent Smithove algebre iz [44]. Klasifikacija ireducibilnih jakih mo-
dula za algebru Wy (tj. modula s kona¢no-dimenzionalnim tezinskim potprostorima za
operator L(0)) je zato povezana s klasifikacijom kona¢no-dimenzionalnih reprezentacija
Smithove algebre.

U sluéaju k = —5/3 pokazujemo da je Wj realizirana kao verteks podalgebra Weylove
verteks algebre. Dokazujemo da tada Wy ima tocno 6 ireducibilnih jakih modula. U
slucaju k = —9/4, W, je vazan primjer logaritamske verteks algebre. Klasificiramo jake
Wi module za k = —9/4 i dokazujemo da W, ima tocno 3 ireducibilna jaka modula. Da
bi pokazali da je W, iracionalna, konstruiramo neprebrojivu familiju tezinskih modula za
W, izvan kategorije O.

Konstruiramo familiju singularnih vektora koja generalizira Arakawine formule za sin-
gularne vektore za k polucijeli broj iz [9]. U slucajevima k = —1 i k = 0 klasificiramo
sve module u kategoriji O. U slucaju k = 0, dajemo eksplicitnu realizaciju verteks alge-
bre W; i njenih modula kao odredene iracionalne podalgebre verteks algebri pridruzenih

reSetkama. Takoder proucavamo algebru Wj u slucaju kad je k cijeli broj veé¢i od —1.

Kljucne rijeci: verteks algebre, afine W—-algebre, Bershadsky-Polaykov algebra, Smit-

hova algebra, Zhuova algebra
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Summary

In this thesis we study certain irrational W-algebras and their representations. Main
example that we investigate is the simple Bershadsky-Polyakov vertex algebra Wy (=
Wh(sls, fp)), i.e. the minimal affine WW-algebra associated to sl3. T. Arakawa proved in
[9] that W is rational if k is a half integer greater that —3/2. We study cases where W
is irrational, and classify Wy—modules for certain k. Main tools that we use to classify
irreducible modules are Zhu's theory and formulas for singular vectors. Zhu algebra is
realized as a quotient of the Smith algebra from [44]. Classification of irreducible strong
modules for W, (i.e. modules with finite dimensional weight subspaces for the the operator
L(0)) is hence connected to the classification of finite dimensional representations of the

Smith algebra.

5
3
vertex algebra. We prove that in this case W has exactly 6 irreducible strong modules.

In the case k = —2, we show that W is realized as a vertex subalgebra of the Weyl
In the case k = —% , Wy is an important example of a logarithmic vertex algebra. We
classify strong Wy—modules for £ = —9/4 and prove that W; has exactly 3 irreducible
strong modules. In order to show that W; is irrational, we construct an uncountable
family of weight modules for W, outside of category O.

We construct a family of singular vectors which generalizes Arakawa’s formulas for
singular vectors for & half integer from [9]. For k£ = —1 and k = 0 we classify all modules
in the category O. In the case k = 0, we give an explicit realization of the vertex algebra
W; and its modules as certain irrational subalgebras of lattice VOAs. We also study the

algebra W, when k is an integer greater that —1.

Keywords: vertex algebras, affine WW-algebras, Bershadsky-Polaykov algebra, Smith
algebra, Zhu algebra
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Poglavlje 1

Uvod

Verteks algebre i algebre verteks operatora potjecu iz konformne teorije polja i teorije
struna, gdje su proucavane kao matematicke formulacije tzv. kiralnih algebri ([13]). Ak-
siomatska teorija je razvijena u radovima R. Borcherdsa ([16]) te I. Frenkel, J. Lepowsky,
A. Meurman ([26]). Sustavni pregled teorije se moze naé¢i u monografijama J. Lepow-
sky, H. Li ([42]); E. Frenkel, D. Ben-Zvi ([27]); V. Kac ([31]). Jedan od bitnih primjera
verteks algebri su Wh-algebre, koje su zadnjih godina predmet intenzivnog znanstvenog
istrazivanja.

V. Kac, S.S. Roan i M. Wakimoto su u [32] definirali W-algebre W¥(g, f) pridruzene
prostoj Liejevoj algebri g, proizvoljnom kompleksnom broju k, i proizvoljnom nilpotentom
elementu f pomocu tzv. kvantne Drinfeld-Sokolovljeve redukcije. U slucaju kada je f = fy
korijenski vektor pridruzen maksimalnom korijenu #, poznati su generatori i A-zagrade za
Wh-algebre W*(g, fo) pridruzenih minimalnim gradacijama ([33], [6]), §to ih &ini mnogo
laksima za proucavanje. Bitan rezultat o strukturi minimalnih afinih W-algebri je sljedeci

teorem iz [33]: verteks algebra W*(g, fs) je strogo generirana vektorima

3

o Gl yeg. 1 konformne tezine 3

o Ji4 4 € g° konformne tezine 1

e w konformni vektor centralnog naboja

k dimg

:k+hv_6k+hv_4-

c(g, k)

Zanimljivo je da su ovim posebnim slucajem pokrivene mnoge bitne verteks algebre.
Na primjer, za g = sly dobivamo Virasorovu verteks algebru, dok za g = sl3 dobivamo
Bershadsky-Polyakov verteks algebru W¥(sls, fy).

U disertaciji ¢emo se fokusirati na neke iracionalne WW-algebre i njihove reprezentacije.

Glavni primjer koji istrazujemo je prosta Bershadsky-Polyakov verteks algebra Wy (=



Wh(sls, fp), koja je originalno definirana u ¢lancima A. M. Polyakova i M. Bershadskog
([15], [43]) pomoc¢u generatora i relacija. Ta se algebra moze dobiti redukcijom i izomorfna
je minimalnoj afinoj W-algebri W*(g, fs) za g = sl3 ([32], [33], [12]).

T. Arakawa je dokazao u ¢lanku [9] da je Wy racionalna ako je k polucijeli broj vedi
od —3/2 (tj. ima konacno mnogo ireducibilnih modula i svaki kona¢no generirani modul
je potpuno reducibilan). Mi prouc¢avamo slucajeve kad je Wy iracionalna, te klasificiramo
W,—module za neke k.

Opéenito, moduli najvece tezine za W¥(g, fy) mogu se konstruirati primjenom kvantne
redukcije na module najveée tezine za g nivoa k. Za klasifikaciju ireducibilnih modula
koristimo Zhuovu teoriju i formule za singularne vektore.

Pomodéu Zhuove korespondencije, klasifikacija ireducibilnih reprezentacija najvece tezine
od W se svodi na odredivanje reprezentacija najvece tezine od pripadne Zhuove algebre.
Pokazat ¢emo da je Zhuova algebra pridruzena W realizirana kao kvocijent Smithove
algebre iz [44]. Smithova algebra je originalno definirana kao asocijativna algebra R(f)
parametrizirana polinomom f(z) € C[z], takva da generatori {A, B, H} zadovoljavaju

sljedece relacije:
HA—AH=A, HB— BH =—-B, AB— BA = f(H).

U [44] su definirani pojmovi poput modula najveée tezine i kategorije O za R(f)-module.
Kao jedan od glavnih rezultata je pokazano da za odredene polinome f, R(f) ima slicna
svojstva kao U(sly).

Mi prosirujemo originalnu definiciju Smithove algebre na asocijativne algebre R(g)

gdje je g polinom u dvije varijable (cf. Definicija 5.2.1 u Poglavlju 5):

Definicija 5.2.1. Neka je g(x,y) € Clx,y] proizvoljni polinom. Asocijativna algebra
R(g) Smithovog tipa je generirana sa {E,F, X Y} takvim da je Y centralni element i

vrijede sljedece relacije:
XE—-EX=FE,XF—FX=—F, EF — FE = ¢(X,Y).
Pokazat ¢emo da vrijedi (cf. Propozicija 5.2.2 u Poglavlju 5):
Propozicija 5.2.2. Zhuova algebra A(WF) je kvocijent Smithove algebre R(g) za
g(z,y) = —(32° — (2k + 3)x — (k + 3)y).

Klasifikacija ireducibilnih jakih modula za algebru W (tj. modula s konacnodimenzi-
onalnim tezinskim potprostorima za operator L(0)) je zato povezana s klasifikacijom

kona¢nodimenzionalnih reprezentacija Smithove algebre.



U literaturi je proucavana veza Smithove algebre i Zhuove algebre A(V') pridruzene
odredenim verteks algebrama V' u kontekstu teorije reprezentacija verteks algebri. Osim
¢lanka ([9]), gdje je Zhuova algebra pridruzena Bershadsky-Polyakov algebri W* povezana
sa Smithovom algebrom, takoder je pokazano da poluprosti kvocijenti Smithove algebre
daju Zhuovu algebru za verteks algebre pridruzene parnim pozitivno definitnim resetkama

ranga jedan ([19]).

U disertaciji ¢emo se posebno baviti analizom Bershadsky-Polyakov algebre W i njenih
modula na odredenim nivoima. Nivoi &k = —5/3 1 k = —9/4 su prvi primjeri dopustivih
nivoa. Kazemo da je kompleksni broj k& dopustiv za gl\g ako i samo ako vrijedi k +
3 = p/q, gdje su p i q relativno prosti cijeli brojevi, p > 3. Tada Vj(sl3) ima kona¢no
mnogo ireducibilnih reprezentacija u kategoriji O (cf. [10]). U univerzalnoj afinoj verteks
algebri V¥(sl3) je maksimalni podmodul generiran jednim singularnim vektorom, koji se
kvantnom redukcijom Salje u singularni vektor u W¥(sl3).

Opcenito, formule za singularni vektor su izrazito komplicirane i ne mogu se izraziti u

PBW bazi. Zato ¢emo proucavati slucajeve gdje je to moguce.

U slucaju k = —5/3 realiziramo Bershadsky-Polyakov algebru W kao verteks po-
dalgebru Weylove verteks algebre. Prvo pokazujemo da se za k = —5/3 prosta verteks
algebra Wy moze uloziti u Weylovu verteks algebru W (cf. Propozicija 4.1.1 u Poglav-
lju 4). Kljucan element dokaza je egzistencija i jedinstvenost singularnog vektora W, na

nivou 4.

Propozicija 4.1.1. Neka je

1
J=—=ata |1, w=

3 (aZyat; —atyay) 1,

N

G =1 ()1, 6 =5 (a2)" 1,

gdje su {aE :n € Z} generatori Weylove verteks algebre W. Verteks podalgebra Weylove

verteks algebre W generirana vektorima J,w, G je izomorfna nekom kvocijentu od WE.

Pokazujemo da Bershadsky-Polyakov algebra W, ima strukturu Zs-invarijantne po-

dalgebre (orbifolda) Weylove verteks algebre (cf. Propozicija 4.2.3 u Poglavlju 4):

Propozicija 4.2.3. Neka je W Weylova verteks algebra, g automorfizam od W reda 3 1

neka je
wW=wOo 4wl 4w,
gdje je
W —{veW|gv=e¢>5 v}, j=01,2
Vrigedai:



(1) W, =W,

(2) WED je ireducibilan Wy,—-modul najvece tezine (£, 1).

U sluéaju k = —5/3, dokazujemo da algebra W ima to¢no 6 ireducibilnih jakih modula
(cf. Propozicija 6.2.5 u Poglavlju 6):

Propozicija 6.2.5. Neka je k = —5/3. Definiramo

St = (=50, 0,0, (5,31 (=53 (=5, 3): (-5, )}

(1) Za sve (x,y) € Sk, L(x,y) je ireducibilni Wy—modul.

(2) Pretpostavimo da je L(x,y) ireducibilni Wy—modul s konac¢nodimenzionalnim tezin-

skim potprostorima za L(0). Tada je (x,y) € Sk.

Ireducibilne module iz skupa S;, realiziramo kao odredene podalgebre Weylove algebre.
Koristit ¢emo rezultate iz Poglavlja 4, gdje smo pokazali da je Weylova verteks algebra

W direktna suma tri ireducibilna WW,-—modula.

U slucaju k = —9/4, Wj, je vazan primjer logaritamske verteks algebre. Klasificiramo
jake Wy module za k = —9/4 i dokazujemo da W ima to¢no 3 ireducibilna jaka modula
(cf. Propozicija 6.1.4 u Poglavlju 6). Za realizaciju ovih modula koristimo konstrukciju

jedne familije tezinskih modula izvan kategorije O iz Poglavlja 7.

Propozicija 6.1.4. Neka je k = —9/4. Definiramo

St ={(=3:0),0,0), (- 3.~

(i) Za sve (x,y) € Sk, L(x,y) je Wi—modul.

(ii) Pretpostavimo da je L(x,y) ireducibilni Wy—modul s konacnodimenzionalnim teZinskim

potprostorima za L(0). Tada je (x,y) € Sk.

Pri klasifikaciji Wy-modula éemo koristiti operator A(h, z), definiran u ¢lanku H. Lia
([39]), koji svakom ireducibilnom V-modulu M pridruzuje novu strukturu ireducibilnog
V-modula. Bitno svojstvo A-operatora je da djeluje bijektivno na skupu ireducibilnih

modula.

Bershadsky-Polyakov verteks algebra W;, je dio serije verteks algebri koje se realiziraju
pomocu verteks algebri iz logaritamske konformne teorije polja. To su takozvane B,
algebre i vezane su novim teorijama. Za p = 3, verteks algebra Bj realizirana je u ¢lanku
D. Adamoviéa [3] kao afina verteks algebra pridruzena ;l\g na nivou —4/3. Algebre B, za
p > 4 su definirane u ¢lanku T. Creutziga, D. Ridouta i S. Wooda [17] gdje je i navedena
slutnja da se te algebre mogu realizirati preko kvantne redukcije. Slutnja za sad nije
dokazana opcenito, ali u slucaju p = 4 je provjerena i radi se bas o nasoj verteks algebri
W;, odnosno vrijedi W, = By.



Koriste¢i ovu realizaciju, konstruiramo familiju tezinskih modula izvan kategorije O
(tzv. relazed highest weight modules), s najmanjom konformnom tezinom —1/2 (cf. Pro-

pozicija 7.2.1, Teorem 7.2.2).

Teorem 7.2.2. (1) Za svakir € C, M_y(r) je Z>o-graduiran Wy-modul s najmanjom

konformnom tezinom —1/2:

M_i(r) = @M_l(r)(m), L(0)IM_y(r)(m) = (—% +m)Id.

(2) Pretpostavimo da 4r ¢ 7. za nekir € C. Tada je
(1) M_1(r)(0) ireducibilan modul za Smithovu algebru R(g), gdje je
g(z,y) = —(32” = (2k +3)x — (k + 3)y)

pri cemu jey = —1/2.
(it) Wi-modul M_y(r) ireducibilan.

U clanku [9] je konstruirana familija singularnih vektora u sluc¢aju kada je k polucijeli
broj. Mi generaliziramo tu konstrukciju za k cijeli broj veéi ili jednak —1, te dajemo nuzan
uvjet za tezine ireducibilnih reprezentacija od Wj (cf. Propozicija 8.1.4 u Poglavlju 8).

Definiramo polinome (cf. Poglavlje 5.3)

hi(z,y) = %(g(ft,y) +g(z+1Ly)+..+g(x+i-1y))

= —i® 4+ ki — 3zi+ 3i — 32% — k + 2kx + 62 + ky + 3y — 2.

Propozicija 8.1.4. Neka je k € Z, k > —1. Skup klasa ekvivalencije ireducibilnih Vf{//k—

modula je sadrzan u skupu

Medutim, dokazati da ti moduli zaista postoje, odnosno realizirati ih kao WW,—module
predstavlja znatno tezi problem. Mi ¢emo ga u ovoj disertaciji pokazati samo u slucajevima
k = —1,0. Vjerujemo da tvrdnja vrijedi za op¢i k, no nazalost ovim metodama to ne
mozemo dokazati.

Ireducibilne Wy—module za k = —1 realiziramo pomoc¢u rezultata iz ¢lanka D. Ada-
movica, V. G. Kaca, P. Moseneder-Frajrije, P. Papija i O. Persea [6] (cf. Teorem 8.3.1 u
Poglavlju 8).

Teorem 8.3.1. Skup
So1={L(z,y) | h(z,y) =0}

daje sve ireducibilne YWW_1 -module.



Za k = 0 konstruiramo W,—module kao bozonsku varijantu fermionske realizacije
algebre Wy (sls, fp) iz clanka [11].
Sljedeéi teorem ¢e biti dokazan u Poglavlju 8 (cf. Teorem 8.3.2).

Teorem 8.3.2.

(1) Prosta verteks algebra Wy je realizirana kao verteks podalgebra od V[D] generirana

vektorima
— Oég(-l)
1
Lo b (1)~ on(2) - oa(1 - on(2)
Gt — \/3emitez
G~ = —VBay(—1)e

(2) Wy ima dvije familije ireducibilnih modula najveée tezine U;(x), i = 0,1, x € C
realizirane kao

Us(w) = Wo(s1(3), 6).e 71702,

Najveéa tezina od U;(x) s obzirom na (Jo, Lo) je (x, 2% + (i — 1)z).

U nastavku dajemo kratak pregled sadrzaja po poglavljima.

U Poglavlju 2 uvodimo osnovne definicije vezane uz verteks algebre, algebre verteks
operatora i njihove module. Navodimo metode konstrukcije verteks algebri pomoc¢u Te-
orema o generiraju¢im poljima te pomocu teorije konformnih algebri. Zatim dajemo
primjere verteks algebri koje ¢e nam kasnije trebati za realizacije algebre W, te opisu-
jemo strukturu minimalnih afinih W-algebri. Takoder navodimo osnovna svojstva Zhuove
teorije 1 A-operatora koji ¢e nam biti bitni za klasifikaciju YWy—modula.

U Poglavlju 3 iskazujemo definiciju Bershadsky-Polyakov verteks algebre W, dajemo
karakterizaciju ireducibilnih modula najvece tezine za W te opisujemo strukturu Zhuove
algebre A(Wy).

U Poglavlju 4 konstruiramo eksplicitnu realizaciju Bershadsky-Polyakov algebre Wi
pomoc¢u Weylove verteks algebre. Racunamo formulu za singularni vektor na nivou 4 i
projekciju u Zhuovu algebru, te pokazujemo da Wy ima strukturu Zs—invarijantne podal-
gebre (orbifolda) Weylove algebre.

U Poglavlju 5 definiramo Smithovu algebru R(f) i module za Smithovu algebru. Uvo-
dimo generalizaciju Smithove algebre pridruzene polinomima g € Cl[z,y|, te navodimo
neka svojstva konacnodimenzionalnih reprezentacija od R(g). Dokazujemo da je Zhuova

algebra A(W}) kvocijent Smithove algebre R(g).



U Poglavlju 6 klasificiramo ireducibilne reprezentacije od Wy za k = —9/4i k = —5/3
u kategoriji jakih modula, odnosno modula koji imaju kona¢nodimenzionalne svojstvene
potprostore za L(0).

U Poglavlju 7 konstruiramo neprebrojivu familiju tezinskih modula za W, izvan ka-
tegorije O za k = —9/4, te dovrsavamo dokaz klasifikacije jakih modula za W_g,4 iz
Poglavlja 6.

U Poglavlju 8 proucavamo Bershadsky-Polyakov algebru W, u slucaju kad je k cijeli
broj veéi od —1. Konstruiramo familiju singularnih vektora za W te klasificiramo sve

module u kategoriji O u slucajevima k= —11 k = 0.



Poglavlje 2
Verteks algebre

Pojam verteks algebri, algebri verteks operatora te modula za verteks algebre je uveden
u radovima [16], [26]. Detaljan pregled aksiomatske teorije, definicija i osnovnih rezultata
o verteks algebrama i njihovim modulima moze se naéi u monografijama [26], [27], [31],
[42]. Od posebnog interesa ¢e nam biti neki primjeri verteks algebri, ¢iji kratki pregled

dajemo u Poglavlju 2.3.

2.1 Verteks algebre i moduli za verteks algebre

U ovom poglavlju navodimo definiciju verteks algebre, te modula za verteks algebre.

2.1.1 Verteks algebre i algebre verteks operatora

Definicija 2.1.1. Verteks superalgebra je trojka (V,Y, 1), gdje je V. = V5 & V§ Zs-
graduirani vektorski prostor nad C, 1 € Vg istaknuti vektor (kojeg zovemo vakuum vektor)

te Y operator

YV — (EndV)[[z,27), Y(v,2) =) vz "
nez
takav da za svakia € Vi, b€ V5 4,5 € {0,1} vrijedi:

(1) Y(a,2)b =73, .5 anbz"""" ima konacno mnogo negativnih potencija,
(2) Y(1,2) = Id,

(3) Y(a,z)1 € V][z]] ilim,0Y(a,2)1 = a,

(4) [D,Y (a,2)] = %Y(a, 2)), gdje je D € EndV definiran sa Da = a_51,

(5) AN € N takav da

(21 — 22)NY (a, 2)Y (b, 25) = (—=1)"9 (21 — 2)VY (b, 25)Y (a, 21).



2.1. Verteks algebre i moduli za verteks algebre

Ako je V = V5, onda kazemo da je (V,Y, 1) verteks algebra.

Napomena 2.1.2. U ostatku disertacije nam nece trebati struktura verteks superalgebre,

te éemo s (V,Y, 1) wvijek oznacavati verteks algebru.

Definicija 2.1.3. Kazemo da jew € V konformni vektor akoY (w,z) =

z:nez‘“nz

L(n)z"""?% =

nez
—n—1

zadovoljava
1
[L(n), L(m)] = (n —m)L(m+n)+ E( > —m)0mino(rank V).
Pomoéu konformnog vektora dobivamo dodatnu strukturu na verteks algebri:

Definicija 2.1.4. Algebra verteks operatora (VOA) (V.Y 1,w) je graduirani vektor-

V=gv

nez

ski prostor

sa strukturom verteks algebre (V,Y, 1) i s konformnim vektorom w € V' koji zadovoljava
(1) D = L(-1),
(2) L(0) djeluje poluprosto na V,
(3) L(0) Tvm=nldyw,
(4) dimV®™ < oo, Vn € Z,
(5) V" =0 zan < N.

Za verteks algebre i algebre verteks operatora mozemo definirati standarne algebarske
pojmove poput homomorfizma, podalgebre, ideala i kvocijentne algebre. Naravno, oni

moraju postovati dodatnu strukturu verteks algebre (odnosno algebre verteks operaora).

Definicija 2.1.5. Neka su (V1,Y, 1) i (Va,Y, 1) verteks algebre. Homomorfizam verteks

algebri je linearno preslikavanje ® : Vi — Vy takvo da vrijedi
O(Y(a,z)b) =Y (P(a),x)®(b) zaa,be Vi,
il ekvivalentno
®(anb) = ®(a),®(b) zaa,beVi,nelZ, i (1) =1

Definicija 2.1.6. Verteks podalgebra je vektorski potprostor U od V takav da je 1 € U
i (U,Y, 1) je verteks algebra.



2.1. Verteks algebre i moduli za verteks algebre

Neka je S podskup verteks algebre V. Verteks podalgebra (S) generirana skupom
S je najmanja verteks podalgebra od V' koja sadrzi S; odnosno, (S) je presjek svih verteks
podalgebri od V' koje sadrze S.

Sljedeéa proporzicija iz [42] karakterizira podalgebru generiranu skupom:
Propozicija 2.1.7. ([/2]) Neka je S podskup verteks algebre V. Tada vrijedi
(S) = span {aslll) . a;’;)ﬂ cr>0,a% €S n, e Z} )
Definicija 2.1.8. KaZemo da je (S) jako generirana skupom S ako vrijedi
(S) = span {a{V) ...a{"1 :r > 0,0 € S,n; € Z°}.
Definicija 2.1.9. Ideal verteks algebre V' je potprostor I takav da vrijedi

a,bel ibyaecl, zasvakia€eV,bel,néeZ.

Kazemo da je verteks algebra V' prosta ako su jedini ideali 01 V.
Neka je I ideal verteks algebre V. Definiramo kvocijentnu verteks algebru V/I sa

kanonskim homomorfizmom V' — V/I, gdje je 1 + I vakuum vektor i

(a+1)p(b+1)=ab+1, zaabeV, nel.

2.1.2 Moduli za verteks algebre i algebre verteks operatora

Sada navodimo definicije modula za verteks algebre i algebre verteks operatora, te osnovna

svojstva koja ¢e nam kasnije trebati.

Definicija 2.1.10. Modul za verteks algebru (V.Y, 1) je uredeni par (M,Yy), gdje

je M kompleksni vektorski prostor v Yy operator

Y : V — (End M)|[[z, 2], Yum(a,z) = Zanz—n—1

nez
koji zadovoljava sljedece aksiome:
(1) Yy (1, 2) = Idyy,
(2) Yu(a,z)v € M((2)),
(8) Va,b eV, Yv e M vrijedi Jacobijev identitet
-2+ 2

20 (21 — 22) Yar(a, 21)Yar (b, z)v — 256 (

20

) Y (b, z2)Yar(a, z1)v =

20

=210 (Zl — ZO) Yar(Y (a, 2)b, 22)v.

22

10



2.2. Konstrukcija verteks algebri

Svaku verteks algebru V' mozemo shvatiti kao V-modul, tj. modul nad samom sobom.

Neka je sada (V,Y,1,w) algebra verteks operatora. Ako je (M,Yy) modul za V
promatran kao verteks algebra, tada kazemo da je (M, Y),) slabi modul za V.

Trebat ¢e nam jos jedna kategorija V-modula:

Definicija 2.1.11. Neka je (V,Y,1,w) algebra verteks operatora i (M,Yy) slabi modul.
Kazemo da je (M,Yyr) jaki modul ako je M oblika

M = P M(h),

heC

gdje je M(h) = {w € M : L(0)w = hw}, te vrijedi:
(i) dim M(h) < oo, Vh € C,
(i) AN € R takav da je M(h) =0 za Re(h) < N.
Sljedeca definicija je uvedena u ([29]):

Definicija 2.1.12. Algebra verteks operatora je racitonalna ako ima konacno mnogo

1reducibilnih modula © svaki konacno generirani modul je potpuno reducibilan.

2.2 Konstrukcija verteks algebri

2.2.1 Teorem o generiraju¢im poljima

Jedna od metoda konstrukcije verteks algebri je pomocu teorije lokalnih polja (cf. [42]).
Navodimo teorem o generiraju¢im poljima pomocu kojeg se mogu konstruirati primjeri
verteks algebri i njihovih modula. Teorem su prvi dokazali V. G. Kac, A. Radul, E.

Frenkel i W. Wang u [28]. Dokaz ove verzije teorema moze se naci u [42], [31].

Teorem 2.2.1 (o generirajuéim poljima). [28]
Neka je V' wvektorski prostor s istaknutim vektorom 1, d € EndV takav da je d1 =0,
T CV, teYy operator

Yo(-,2) : T — Hom(V,V((2))), a+— Yy(a,z)= Zanz_”_l.

nez

Pretpostavimo da vrijedi:
(1) Yo(a, 2)1 € V][2]], lim,—¢ Yo(a,2)1 = a_11 = a,
(2) [d,Yo(a,2)] = £Yo(a, 2)),

11



2.2. Konstrukcija verteks algebri

(3) Ya,be T, Ik takav da

(21 — 22)"[Yo(a, 1), Yo (b, 22)] = 0.

(4) V = spanc {a%ll) a1 > 009 €Tyn; € Z}
Tada se Yy na jedinstven nacin moze prosiriti do
YV — (EndV)[[z,27Y]

tako da je (V,Y, 1) verteks algebra.

2.2.2 Konformne algebre i univerzalna omotacka verteks alge-
bra

Drugi nacin konstrukcije verteks algebri je pomocu konformnih algebri. Mnogi bitni pri-

mjeri verteks algebri (Virasorova verteks algebra, afina verteks algebra i druge) se mogu

konstruirati kao univerzalne omotacke verteks algebre odredenih Liejevih konformnih al-
gebri (cf. [31], [35], [36]).

Definiramo vektorski superprostor kao Zy = {G,T}fgraduirani vektorski prostor V =
Vo ® Vi Za o € Zsy, neka je p(v) = a ako je v € V,, te p(v,w) = (—1)P0pw),

U verteks algebri V' definiramo bilinearni produkt : - :, kojeg zovemo normalni pro-
dukt, sa : ab := a_1b. Oznacimo Y (a,2) = >3 a2 " i Y (a,2) = >, ganz """

Normalni produkt polja Y'(a, z) 1 Y (b, 2) je definiran kao

Y (a,2)Y (b,2) ==Y (a,2)Y(b,2) + pla,b)Y (b, 2)Y  (a, 2),

te vrijedi
1Y (a,2)Y(b,z) ==Y (:ab, z).

Definicija 2.2.2. [31] Liejeva konformmna superalgebra je Z/27-graduirani C[D]-
modul R = Ry & Ry, zajedno sa C-bilinearnim preslikavanjem (\-zagradom) [axb] : R ®
R — C[\] ® R, gdje je
A
[a’)\b] = Z manlx

n€z=0

takvo da vrijede sljedeci aksiomi:
(1) (seskvilinearnost) [Daxb] = —A|axb], D[axb] = [Daxb] + [a\Db]

(2) (kosa simetrija) [bya] = —p(a, b)[a_r—pb]

12



2.3. Primjeri verteks algebri

(3) (Jacobijev identitet) [ax[brc]] — p(a, b)[bx]axc]] = [[arb]r4,c].

Svaku verteks algebru mozemo shvatiti kao Liejevu konformnu superalgebru s -

zagradom [axb] = > ;=0 21 a,b.

Neka je R Liejeva konformna superalgebra. Univerzalna omotacka verteks alge-
bra pridruzena R, u oznaci V(R), je jednoznacno odredena univerzalnim svojstvom: za
svaki f : R — W (gdje je W verteks algebra promatrana kao Liejeva konformna superal-
gebra), postoji jedinstveni homomorfizam verteks algebri f : V(R) — W takav da sljede¢i

dijagram komutira:
R— V(R
\ lf
Za uredenu bazu {a;} od R, monomi {: a;,a;, ...a;, :} takvi da je i; < i;11 odnosno

ij <ij41 ako je p(a;;) = 1, ¢ine bazu za V(R).

2.3 Primjeri verteks algebri

2.3.1 Heisenbergova verteks algebra

Neka je h kona¢nodimenzionalni vektorski prostor s nedegeneriranom simetri¢nom biline-

arnom formom (-, -). Promatramo h kao komutativnu Liejevu algebru. Neka je
h=bh®C[t,t | dCK
pridruzena afina Liejeva algebra, s komutacijskim relacijama
[h(m), h(n)] = Mok,  [K, h(n)] =0,

gdje je h(n) =h®t" za h € b, n € Z.

Neka je p € h. Promatramo inducirani h-modul

M(1,41) = U(h) ®@pacigeck C,

gdje h®tC[t] djeluje trivijalno na C, b djeluje kao (h, u) za h € hi K djeluje kao mnozenje

s 1. Kao vektorski prostor
M1, )~ S(het 'C[t1).

Definiramo polja

Zh —nl

nez

13



2.3. Primjeri verteks algebri

Moze se pokazati da M (1) = M(1,0) ima strukturu algebre verteks operatora, gene-

riranu poljima h koja zadovoljavaju A-zagradu
[hah] = A,
za h € h. M(1) ima sljedeéi Virasorov vektor centralnog naboja ¢ = 1:
1
wM(l):§:hh:.

Takoder vrijedi da su M (1, u) ireducibilni moduli za M (1), za svaki u € bh. Verteks

algebru M (1) nazivamo Heisenbergova verteks algebra (cf. [42]).

2.3.2 Verteks algebre pridruzene resetkama

Verteks algebre Vi, pridruzene parnim resetkama L su konstruirane u [26]. U ovoj tocki
navodimo osnovne ¢injenice o reSetkama, te opisujemo konstrukciju verteks algebre Vi
u slucaju kada je L pozitivnho definitna parna resetka. Takoder navodimo formule za
n-ti produkt u verteks algebri V;, pomoc¢u Schurovih polinoma, koje ¢e nam trebati za

realizacije W-algebri u Poglavljima 7 i 8.

Definicija 2.3.1. Neka je V' konacnodimenzionalni Q-vektorski prostor zajedno s nede-
generiranom simetricnom Q-bilinearnom formom (-,-) : V. x V. — Q. Podskup L C V se

zove (racionalna) redetka ranga rk(L) = dim V = n ako vrijedi da je
L=7Z01 ... Zay,
gdje je {a1, ..., 0, } baza od V.

Kazemo da je resetka L pozitivno definitna ako je Q-bilinearna forma (-,-) pozitivno
definitna. L je cjelobrojna ako je («, ) € Z za sve o, f € L. Ako je (a, ) € 27 za sve

«a € L, kazemo da je resetka L parna. Svaka parna resetka je cjelobrojna.

Neka je L pozitivno definitna parna resetka. Tada postoji 2-kociklus € : L x L — (£1),

koji zadovoljava
e(a, B) = (=1)*Pe(3, a).

Promatramo zakrenutu grupovnu algebru C.[L], s bazom {e, }acr 1 mnozenjem

€atpg = 6(0[, ﬁ)€a+g,

za «, 8 € L.
Resetku h = L ®z C ¢emo shvatiti kao Liejevu algebru i definiramo afinu Liejevu

algebru pridruzenu b sa
h=heC[tt ' ®CK.
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2.3. Primjeri verteks algebri

Promatramo inducirani h-modul (cf. Poglavlje 2.3.1)

M(l) = U(G) RpeCieCK C.

Kao vektorski prostor, M (1) je izomorfan simetricnoj algebri S(h ® t~'C[t~']). Posebno,

M (1) je razapet elementima oblika

ha(=na1) - ha(—ni)1,

nge je ke 2207 hl, ,hk S b te ny,...,ng € ZZO‘

Konstrukcija verteks algebri pridruzenih reSetkama

Definiramo

Vi = M(1) ® C.[L]

kao graduirani vektorski prostor. Tada je Vi razapet elementima oblika
hi(=n1) - h(—=np)1 ® eq,

gdje je k € Z>o, hi,...,hx, € h te ny,...,ny € Z>p, o € L.
Oznacimo e* :=1® e,, za a € L.

Definiramo verteks operatore

Y (h(—1)€’, 2) => hn)z "

neL

za h € b, te

Y(QO"z) = Ya7(z = eaz exp (ZOK n n) €xXp (Z a(n)%)

za o € L.

Teorem 2.3.2. [26] Verteks operatori h(z), h € b, i Y, (2), a € L, generiraju strukturu
algebre verteks operatora centralnog naboja ¢ = rk(L) na Vi, := M (1) ® C.[L], s vakuum

vektorom 1 := €° i Virasoro vektorom

rk(L)

gdje je {a;}1, ortonormirana baza od b.

15



2.3. Primjeri verteks algebri

Schurovi polinomi

Definiramo Schurove polinome

zam € Z, a € L, pomoc¢u funkcije izvodnice

exp (Za(—n)%) =3 Sula(=1),a(=2),...)2".

n=1

Prvih nekoliko polinoma je

Moze se pokazati da je formula za n-ti produkt e®e” dana sa (vidi npr. [19)):
ete’ = e(a, B)S_p_1-(ap(a)e™™?,
zan € 7Z, o, € L te vrijedi

e’ =0 zat > —(a,B).

2.3.3 Simplekticki fermioni

Simplekticki fermioni (cf. [1]) .A(1) su univerzalna verteks algebra generirana neparnim

poljima b i ¢ koja zadovoljavaju sljede¢e \—zagrade:
[bac] = A, [bab] = [eac] = 0.

Moze se pokazati da A(1) ima strukturu ireducibilnog modula Liejeve superalgebre s
generatorima
b(n),c(n),n € Z

i relacijama
{b(n)a C(m)} = n6n+m,0-
Svi ostali super—komutatori su nula. Kao vektorski prostor,
A1) = N\ (b(—n), c(—n), n € Zsy).
Nadalje A(1) ima sljedeéi Virasorov vektor centralnog naboja ¢ = —2:

war)y =:be:.
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2.3. Primjeri verteks algebri

2.3.4 Cliffordova verteks algebra

Neka je CI(A) Cliffordova algebra pridruzena neparnom vektorskom superprostoru A =
C¥* @ CU~. Tada je CI(A) generirana sa

UE(r), rei+7

i relacijama
(U0, 0 ()} = brrsr {TE(), TE(5)} = 0.

Definiramo polja

U*(2) = Z TE(n)z "2,

nE%—i—Z
Cliffordova verteks algebra (cf. [31], [29]) F je univerzalna verteks algebra generi-
rana neparnim poljima ¥* i ¥~ sa A\-zagradama

(Wi =1, [wEwE] =0,

Moze se pokazati da je F' ireducibilan modul za Cliffordovu algebru CIl(A). Kao

vektorski prostor
F= /N (¥*(1/2-n), n € Z).

Bozonizacija

Neka je
a=: 0Ty .
Tada «(z) generira Heisenbergovu verteks podalgebru od F', koju oznac¢imo sa M(1).

Verteks algebre M (1) i F' imaju sljede¢i Virasorov vektor centralnog naboja ¢ = 1:
1

Wp = — . ox .
2

2.3.5 Weylova verteks algebra

Weylova algebra Weyl je beskonacno-dimenzionalna asocijativna algebra s jedinicom 1

definirana pomoc¢u generatora

ar, neZ
i relacija
[aza a;] = [CL;, CL;] =0, [a;r? a;z] = 6m4rn+1,0-

Weylova verteks algebra (cf. [37], [25], [27] ) W je univerzalna verteks algebra

generirana parnim poljima a™ i a™, koja zadovoljavaju sljedeée A\-zagrade:
afa ] =1, [afa*] =0,
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2.4. A-operator

Na vektorskom prostoru M = Cla™, : n € Z+| postoji prirodna struktura ireducibil-

nog modula za Weylovu algebru.

Napomena 2.3.3. Heisenbergova verteks algebra, simplekticki fermioni, Cliffordova ver-
teks algebra v Weylova verteks algebra mogu se takoder konstruirati pomocu Teorema o

generirajuéim poljima (cf. Teorem 2.2.1).

2.3.6  Afina verteks algebra

Neka je g konacnodimenzionalna prosta kompleksna Liejeva algebra. Neka je (-,-) nede-
generirana bilinearna forma na g.

Afina Kac-Modyjeva Liejeva g pridruzena g je
g=9gC[t,t '] CK
gdje je K centralni element a struktura Liejeve algebre je zadana s
[z @t" y @] = [z, y] @ " + n(2, y)dnsm o K.

Kazemo da g-modul M ima nivo k ako centralni element K djeluje na M kao kld.
Neka je k € C. Stavimo P = g® C[t] ® CK i definiramo 1-dimenzionalni U (P)-modul
Cuy s djelovanjem g @ C[t].vy = 0, K.v, = kvg. Definiramo

V(@) = U(g) ®up) Coy

Stavimo x(n) = x @ t" za x € g, n € Z. Definiramo polje

x(z) = Z x(n)z "1

nez

koje djeluje na restingiranim g-modulima nivoa k. Tada na V*(g) postoji struktura
verteks algebre generirana poljima x(z), € g, koju nazivamo univerzalna afina verteks
algebra (cf. [42]).

Kao g-modul, V*(g)(:= V;(k,0)) je Z-graduirani modul nivoa k. Naziva se jos i

generalizirani Vermaov modul.

2.4 A-operator

U ¢lanku H. Li ([39]) je definiran operator A(h,z) koji svakom slabom V-modulu M
pridruzuje novi V-modul M", i pritom ¢uva ireducibilnost. Ova konstrukcija moze biti
korisna u problemima vezanim uz klasifikaciju ireducibilnih modula. Na primjer, pokazano
je da se svi ireducibilni Vz—moduli mogu konstruirati na ovaj naé¢in (gdje je L pozitivno

definitna parna resetka ([39])).
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2.5. Zhuova teorija

Neka je V' algebra verteks operatora i neka je h € V' koji zadovoljava sljedec¢e uvjete:
L(n)h = 0p0h, hyh = 0,171 za svaki n € Z-g, (%)

gdje je v € C fiksiran. Pretpostavimo jos da hg djeluje poluprosto na V' sa cjelobrojnim
svojstvenim vrijednostima. Iz uvjeta (x) slijedi da operatori h,, zadovoljavaju relaciju za

Heisenbergovu algebru:
(o, B = MY Omin 0 2a m,n € Z.

Definiramo
o0

h
A(h,z) = 2"exp (Z _—3{(—2)"“) :
k=1
Propozicija 2.4.1. [/0] Neka h, A(h,z) zadovoljavaju gornje uvjete i neka je M pro-
izvoljni (ireducibilni) slabi V-modul. Stavimo
(M",Y,,(, 2)) = (M, Y (A(h, 2)-, 2)).
Tada vrijedi:

(1) M" ima strukturu (ireducibilnog) slabog V -modula,

(2) ako je N slabi V-modul i f homomorfizam sa M u N, onda je f takoder i homo-

morfizam sa M" v N".

Iz Propozicije 2.4.1 slijedi ([40]):

moze se definirati funktor Fj, iz kategorije slabih V-modula u samu sebe. Kako vrijedi
A(h, 2)A(=h, z) = A(—=h,2)A(h, z) =1,

zaklju¢ujemo da je Fj izomorfizam.

Posebno, A je invertibilan i djeluje bijektivno na skupu ireducibilnih modula.

2.5 Zhuova teorija

Y. Zhu je u [46] konstruirao asocijativnu algebru A(V) pridruzenu verteks algebri V.
Kao vektorski prostor, A(V) je kvocijentni potprostor od V', a mnozenje dolazi od ver-
teks operatora od V. Kljucno svojstvo Zhuove algebre A(V') je teorem o korespodenciji
izmedu modula za A(V) i modula za verteks algebru V' (cf. Teorem 2.5.4). Pomoc¢u tog
rezultata se klasifikacija ireducibilnih modula za verteks algebru V' svodi na klasifikaciju

ireducibilnih modula za asocijativnu algebru A(V'), ¢ija je struktura znatno jednostavnija.

19



2.5. Zhuova teorija

Neka je V' algebra verteks operatora V. = @2,V (n) i neka je M = @), M(n)
modul za V', takav da je M(0) # 0. Ozna¢imo dega = n za a € V(n).
Za homogeni element a € V', operator 0(a) := @gegqe—1 Cuva stupanj, odnosno o(a) M (n) C

Definicija 2.5.1. Definiramo dva bilinearna preslikavanja x : VxV — V o : VXV —

dega
a*b= Res, (Y(a, z)&b) ,

z

dega
aob= Res, (Y(a, z)&b) ,

V' na sljedeci nacin:

2
zaa€V(n),beV.

Oznacimo sa O(V') C V linearnu ljusku elemenata oblika a ob. Neka je

Kvocijentni prostor A(V') ima strukturu asocijativne algebre s jedinicom 1 + O(V').

Algebru A(V') nazivamo Zhuova algebra pridruzena verteks algebri V.

Bitno svojstvo prostora O(V) je da za a € O(V), operatori o(a) djeluju trivijalno na
top levelu M (0). Vrijedi:

Teorem 2.5.2 ([46]). Neka je M = @, , M(n) modul za V. Tada je M(0) (top level)

modul za asocijativnu algebru A(V'), s djelovanjem
[a].M(0) = o(a)M(0), zaaclV.

Vrijedi i obrat, odnosno moze se konstruirati modul za verteks algebru kojem ¢e top

level biti izomorfan modulu za pripadnu Zhuovu algebru.

Teorem 2.5.3 ([46]). Neka je W modul za asocijativnu algebru A(V'). Tada postogi V -
modul M = @." , M(n) takav da je M(0) =W (kao A(V')-moduli).

Iz ova dva teorema slijedi klju¢ni rezultat o korespodenciji izmedu modula za Zhuovu

algebru A(V') i modula za verteks algebru V.

Teorem 2.5.4 ([46]). Postoji bijektivna korespondencija izmedu klasa ekvivalencije ire-

ducibilnih reprezentacija od V i klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija od A(V).
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2.6. Minimalne afine W-algebre

Svojstva Zhuove algebre A(V)
Sljedecée dvije leme iz [46] ¢e nam trebati za ra¢une u Zhuovoj algebri:
Lema 2.5.5 ([46], Lemma 2.1.1.). (L_y + Lg)a € O(V) za svaki a € V.

Lema 2.5.6 ([46], Lemma 2.1.2.). Za svaki homogeni a € V, te m > n > 0, vrijedi

Res, (Y(a, z)(z—j#b) e O(V). (2.5.1)

Formule za mnozenje i "komutator” su dane sljede¢im identitetima:

Lema 2.5.7 ([46], Lemma 2.1.3.). Za svaki homogeni a,b € V', vrijedi

axb= Res, (Y(b, z)%a) +O(V), (2.5.2)
axb—bxa= Res, (Y(a,z)(z+1)™" b)) + O(V). (2.5.3)

Promatrat ¢emo Zhuovu algebru pridruzenu potkvocijentu verteks algebre. Njenu

strukturu opisuje sljedeca propozicija iz ¢lanka I. Frenkel 1 Y. Zhu ([29]):

Propozicija 2.5.8 ([29]). Neka je I ideal verteks algebre takav da vrijedi 1 ¢ I, w ¢ I.
Tada je A(V/I) izomorfna s A(V)/A(I).

Za odredivanje generatora Zhuove algebre ¢e nam koristiti sljedeca lema koju je doka-
zao Abe:

Propozicija 2.5.9 ([1]). Neka je V wverteks algebra jako generirana poljima iz skupa S.
Tada je Zhuova algebra A(V') generirana skupom {[a] : a € S}.

2.6 Minimalne afine )V-algebre

V. Kac, S.S. Roan i M. Wakimoto su u élanku ([32]) konstruirali W-algebre W¥(g, f), gdje
je g prosta Liejeva algebra i f proizvoljni nilpotentni element. Ako je f = fy korijenski
vektor pridruzen maksimalnom korijenu @, verteks algebre W¥(g, fy) nazivamo minimalne
afine W-algebre. Ovaj je slucaj posebno zanimljiv jer su za W-algebre W*(g, f5) poznati
generatori ([33]), te A\-zagrade ([6]).
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2.6. Minimalne afine W-algebre

Struktura minimalnih afinih WW-algebri

Neka je g kona¢nodimenzionalna prosta kompleksna Liejeva algebra i (-, ) nedegenerirana
bilinearna forma na g.
Neka je 6 maksimalni korijen za g. Odaberimo korijenske vektore eg i fy te x € g takve

da {eq, fo, x} ¢ine sly-trojku, odnosno vrijedi

leo, fol =, [x,e9] = €o, [7, fo] = —fo.

Tada postoji %Z—graduirana dekompozicija od g s obzirom na ad x oblika
§=0-199 1D g0 Dg1 D g,

gdje je g; = {u € g: [x,u] = iu}, te vrijedi g_1 = Cfy i g1 = Cey.
Dekompoziciju Liejeve algebre g koja zadovoljava gornja svojstva zovemo minimalna
gradacija.

Definiramo
g ={a€go:(a,z)=0}.

Sljedeéi teorem opisuje generatore verteks algebre W¥(g, fo):

Teorem 2.6.1 ([33]). Verteks-algebra W*(g, fg) je strogo generirana vektorima

o G1W u e g1, konformne tezine %

o J4 a e gl konformne tezine 1

e w konformni vektor centralnog naboja

k di
c(g. k) = kfzg — 6k +hY — 4.

Eksplicitne formule za A-zagrade (odnosno OPE) mogu se naéi u [6], Theorem 2.1.
Verteks algebru W*(g, fy) zovemo univerzalna minimalna afina WW-algebra. Za

k # —hY, W¥(g, fs) ima jedinstveni prosti kvocijent kojeg oznacavamo sa Wi (g, fs).
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Poglavlje 3

Bershadsky-Polyakov algebra
Wi(sls, fg)

U ovom poglavlju ¢emo definirati i navesti osnovna svojstva Bershadsky-Polyakov algebre
Wi(= Wi(sls, fo)), tj. minimalne afine W-algebre pridruzene sl3. Takoder opisujemo
strukturu Zhuove algebre pridruzene W;,, koju ¢emo koristiti za proucavanje reprezentacija
od Wk

3.1 Definicija Bershadsky-Polyakov verteks algebre
Wk(‘Sl?))fQ)

Definicija 3.1.1. Univerzalna Bershadsky-Polyakov verteks algebra W*(= W¥(sl3, fy))

je verteks algebra generirana poljima L, J, GT,G~ koja zadovoljavaju sljedece relacije:

2)GH(w) ~ £GF(w)(z — w) 7

2)GE(w) ~ 2GF(w)(z — w) 2 + DGF(w)(z — w) 7L,

2

(
(
L(2)L(w) ~ —%(2 — w) ™ + 2L(w)(z — w) "2 + DL(w)(z — w) !, (o = —EIEI) )
(
(

GT(2)G~(w) ~ (k+1)(2k + 3)J(w)(z —w) 2 + 3(k + 1) J(w)J (w)(z — w) >+
+(3: J(w)J(w) : +2EL D J(w) — (k + 3)L(w))(z — w) ™"

Verteks algebru W* zovemo univerzalna Bershadsky-Polyakov verteks algebra na nivou

k. WF ima za k # —3 jedinstveni prosti kvocijent, koji éemo oznacavati sa W;.
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3.1. Definicija Bershadsky-Polyakov verteks algebre W¥ (sl3, fg)

Neka je

Vrijede sljedec¢e komutacijske relacije:

[Jma Jn] = 2kT—H))7n(5m—‘,-n,07 [Jma G;H - j:G;—lL:a

[Lma Jn] = —nJmin,

m—+n?

(L GE] = (dm —n + 1)GE

(G, G = 3(I) man 1 + 2 (k1) (M=) Ty 1 — (k+3) Ly g + EFDCEE D5
Sljedecu lemu ¢emo koristiti za realizaciju Bershadsky-Polyakov verteks algebri.
Lema 3.1.2. Pretpostavimo da verteks algebra V' sadrzi vektore
w,J,Gt,. G~
takve da vrijede sljedece relacije:
JiJ =EB1 GEGE =0, JGF =£G*, J,GF =, J=0zan>1,

wow = Dw, wiw = 2w, wow =0, wgw:%“, wpw =0 zan >4,

woG* = DG*, w,G* = %Gi, wW,Gt=0zan>2,
wo =DJ, wniJ=J, w,J =0zan2>1,
GiG- =32, + DT (k+3)w, GFG- =3(k+1)J
GyG~=(k+1)(2k+3)1, GFG= =0 zan > 3.

Tada postoji netrivijalni homomorfizam verteks algebri
¢ Wk — V.

Dokaz. Dokaz slijedi primjenom komutatorske formule za verteks algebre.
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3.2. Reprezentacije najveée tezine za Bershadsky Polyakov algebru W¥(sls, fp)

3.2 Reprezentacije najveée tezine za Bershadsky -

Polyakov algebru W¥(sls, fj)

Moduli najveée tezine za verteks algebru W¥(g, fs) mogu se konstruirati primjenom
kvantne redukcije na module najveée tezine za g nivoa k. Naime, kvantna Drinfeld-
Sokolovljeva redukcija daje funktor koji modulima iz kategorije O za g—module pridruzuje
module iz kategorije O za W*(g, fy)-module ([32], [33]).

Posebno, za Bershadsky-Polyakov algebru W* vrijedi:
Za svaki 7,5 € C postoji ireducibilna reprezentacija L, s od W* generirana vektorom

najvece tezine v, s takva da je
JoUrs = T0rs,  JpUps =0zan >0,

Lovy s = svys, Lyv, s =0zan >0,
+
Giv.s=0zan > 1.

Osnovni alat koji ¢emo koristiti za prouc¢avanje reprezentacija Bershadsky-Polyakov al-
gebre WF je Zhuova teorija ([46]). Prema Zhuovoj konstrukeiji postoji bijektivna korespo-
dencija izmedu ireducibilnih Zsy-graduiranih V-modula i ireducibilnih Zsy-graduiranih
A(V)-modula. Kako algebra W* ima %Zzofgradaciju, treba nam definicija %Zzofgraduirane
Zhuove algebre (cf. [38]).

Definicija 3.2.1. Neka je V' wverteks algebra s konformnim vektorom w, i neka su konfor-
mne tezine A, vektorav € V u %Z. Tada je
V=V,
reiz
gdje je
Vir)y={veV:A,=r}.

Stavimo
Ve=@vVvr). vi= f v
reZ rELIHZ
Definiramo dva bilinearna preslikavanja * : V XV — V, 0:V xV — V na sljedeci

nacin: za homogene a,b € V', neka je

Res.Y (a, 2) (H?Aa b, zaa,bec VO
axb=

0, za a,bec Vi

Res.Y (a, z)(lt;fab, zaa €V

1
Res.Y (a, z)wb, , zaac V%

z

aob=
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3.2. Reprezentacije najveée tezine za Bershadsky Polyakov algebru W¥(sls, fp)

Progirimo * i o po linearnosti, te oznacimo sa O(V) C V linearnu ljusku elemenata
oblika aob. Neka je

Kvocijentni prostor A(V') ima strukturu asocijativne algebre s jedinicom, s mnozZenjem

induciranim s x. Algebru A(V') nazivamo Zhuova algebra od V.

Oznag¢imo sa A(WP") Zhuovu algebru od W*. Neka je [v] slika od v € WP pri preslika-
vanju WF — A(WF).

Iz sljedece propozicije vidimo da je Zhuova algebra A(W*) izomorfna kvocijentu alge-

bre polinoma u dvije varijable C[x, y].

Propozicija 3.2.2. Postoji homomorfizam ¥ : A(W¥) — Clz,y| takav da
U([J]) =z, ¥([w]) =y.

Dokaz. Polja G, G~, J,w strogo generiraju W¥. Iz Propozicije 2.5.9 onda slijedi da je
Zhuova algebra A(WP") generirana (kao asocijativna algebra) sa [GT], [G™], [J], [w]. No, iz

definicije Zhuove algebre dobivamo

1
(142)°95

[GE 1] o [1] = Res.G*(z) . 1
_ l + _—n—1
= Res,( z+1)(ZG”Z )1
=GH1=G* cO(V),

pa je zato [GF] = 0 u AOWF).
0

Napomena 3.2.3. MoZe se pokazati da je homomorfizam ¥ zapravo izomorfizam, od-

nosno da vrijedi AOW¥F) = Clz, y].

L, je jedinstveni A(W")-modul takav da je L, 4(0) = Cu, 4, gdje je Cv, 5 1-dimenzionalna

reprezentacija od A(W*) 2 C[z, y] generirana vektorom v, .
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Poglavlje 4

Ulaganje Bershadsky-Polyakov
algebre W..(sls3, fg) u Weylovu verteks
algebru za k = —5/3

U ovom poglavlju ¢emo poceti s detaljnijom analizom Bershadsky-Polyakov algebre W
na konkretnim nivoima.

Cilj ovog poglavlja je konstruirati eksplicitnu realizaciju Bershadsky-Polyakov algebre
Wi pomocu Weylove verteks algebre. Prvo éemo pokazati da se za k = —5/3 prosta
verteks algebra W, moze uloziti u Weylovu verteks algebru. Kljucan element dokaza je
egzistencija i jedinstvenost singularnog vektora W, na nivou 4.

Koristeéi svojstva projekcije singularnog vektora W, u Zhuovoj algebri A(W*), dokazat
¢emo da je Wy, izomorfna Zs-invarijantnoj podalgebri (orbifoldu) Weylove algebre. Ovdje
koristimo metode iz teorije brojeva. Na taj nacim dobivamo dekompoziciju Weylove

algebre kao direktne sume ireducibilnih reprezentacija za W¥.

4.1 Konstrukcija ulaganja u Weylovu verteks algebru

Propozicija 4.1.1. Neka je

1 1
J = —gaila:117 w = 5 (a:2ai1 - aiQa:l) ]1’
1 _ 1, _
GJr = 5 (Clirl):3 ]la G~ = § (afl)g ]1’

gdje su {ar : n € Z} generatori Weylove verteks algebre W. Verteks podalgebra );\V/k
Weylove verteks algebre W generirana vektorima J,w, G* je izomorfna nekom kvocijentu
od WF.

Poslije ¢emo pokazati da je VVvk izomorfna prostom kvocijentu W.
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4.1. Konstrukcija ulaganja u Weylovu verteks algebru

Skica dokaza. (1) Prvo pokazujemo da vektori J, w, GF zadovoljavaju uvjete Leme 3.1.2.
To nam daje netrivijalni homomorfizam ® : W* — W. Tvrdnja slijedi iz sljedeéih

lema:

Lema 4.1.2. [37] Neka je w =

formni vektor centralnog naboja

1 (= o+ + - ; ~
2 (a_za_l — a_2a_1) 1. Tada je w Virasorov kon-
c=—1.

Lema 4.1.3. Neka je Gt = %(afl)?)]l, G = é(a’l)?)]l, J = —3ata,1, w=
+

% (a:ch1 = af2a:1) 1. Tada vrijedi:

2

GIG— =21
2 9

GIG™ =-2J
4
GiG==3J*, —DJ — -

Dokazi su tehnicki i dani su u Dodatku A.
(2) Zatim pokazujemo egzistenciju singularnog vektora W, konformne tezine 4.

Lema 4.1.4. U komponenti Weylove algebre tezine 0 na nivou 4 postoji singularni
vektor Wy.

Dokaz. U Weylovoj algebri dimenzija potprostora tezine 0 na nivou 4 je jednaka 12,

s bazom

| +

{(at2>2(a:1)27 (a:2)2(a 1)2, af3a:2, aisatza af4a:1, a:4af1,
afgafl(ail)Q,aigail(a 1)2>at2(a:1)3(at1)270:2(at1>3(a:1)27

aryaZjatya,, (et aZ)) )

I+

Dimenzija potprostora u W¥ tezine 0 na nivou 4 je jednaka 13, s bazom

{L2,0, L 41, J* 1, J 5 J% 1, J_5J 11, J2,1, J_y1, L_sJ 51,
L_sJ 11,L_J%1,G G-, 1,Gt,G~,1,J Gt G 1}.

Buduéi da je dimenzija potprostora u W* tezine 0 na nivou 4 veéa od dimenzije
odgovarajuéeg potprostora u Weylovoj algebri, u jezgri homomorfizma ® : W* — W
postoji netrivijalna relacija medu generatorima, odnosno singularni vektor W, tezine
0, nivoa 4. N
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4.1. Konstrukcija ulaganja u Weylovu verteks algebru

(3) Jedinstvenost singularnog vektora W; slijedi iz racuna (koji su dani su u Dodatku
B).

Lema 4.1.5. Singularni vektor u W* na nivou 4 za k = —g je dan sa

(17k + 18)(k +3) , (5k +6)(k + 3)
Wy =— L%,1 L1
. 62k+3) T T aok+3 !
3(17k2 + 159k + 216) , 18 )
— PR [R———— S O
8(2k + 3)3 = (2k+3)" 21
34k2 + 129k + 135 3(11k2 + 36k + 27
129K+ 135) ;g g o SR 36k 427) fp
(2k + 3)? 4(2k + 3)2
3(2k* + Tk +9) 3(k+3)
- I R RSy Sy A |
20k+3) M T RErs T
(k+3)(17k +36) =, _ _
2(2k + 3)2 Loalfil =GR+ GLO5L
6 L
_ 1
62 14 A )
=~ L251 Logl = 18781+ 54 5% 1 = 13051 1+
33

?13211 +13J 41 + +0L_oJ 51 — 120 _3J 11 +46L_»J* 1~
GG 1+GHG-,1 18] ,GT,G~,1.
[
Napomena 4.1.6. Formula za konformni vektor iz Leme 4.1.2 je poznata (cf. [37]), ali

navodimo dokaz zbog potpunosti.

Projekcija singularnog vektora W, u Zhuovoj algebri

Sada dokazujemo formulu za projekciju singularnog vektora W, u Zhuovoj algebri, koja

¢e nam trebati u dokazu Propozicije 4.2.3.

Lema 4.1.7. Za projekcije elemenata PBW baze u Zhuovoj algebri AOW*) = Clx,y]

vrijede sljedece relacije:
(1) [L2,1] = y* + 2y,
(2) [L_41] =3y
(3) [J41] =24

(4) [J-2J? 1] = —2®
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4.1. Konstrukcija ulaganja u Weylovu verteks algebru

(5) [J_3J_11] = z*
(6) [J?,1] = 2?
(7) [J-4l] = -2
(8) [L_gJ_ol] = —zy — 2x
(9) [L_gJ 1] = —2zy —x
(10) [L_9J?,1] = 22y + 222
(11) [GT,G71] =32% = 3(k+ 1)z — (k + 3)y
(12) [GT,G=,1] = 622 — 3(k + 1)z — 2(k + 3)y
(13) [Jo1GEG71) = =32® + 3(k + 1)2® + (k + 3)zy
Dokaz ove leme je tehnicki i dan je u Dodatku B.

Propozicija 4.1.8. Za k = —%, projekcija singularnog vektora Wy uw Zhuovoj algebri
AWPF) = Clx,y] je dana sa

1 2 1
(W] = U(z,y) = —182* + 462y — 2 — 6—y2 — —Oy.
2 9 9
Dokaz. 1z Leme 4.1.5 i Leme 4.1.7 dobivamo
(17k + 18)(k +3) ., (5k + 6)(k + 3)
= — L?,1 L_41]—
Vi 6(2k + 3) L= 1] + 2(2k + 3) (Lol
3(17k? + 159k + 216)  , 18 )
1] — ———[J 5J%,1
8(2k + 3)3 =0 (2k + 3) e
34k? + 129k + 135) 3(11k2 4 36k +27) .,
- 3 J_11] — 1
(2k + 3)2 [J-sJ-11] 4(2k + 3)? [7=21]
3(2k* + Tk +9) 3(k+3)
- ]+ 2L 5 1
sk ta) U grgg e/l
k+3)(17k + 36 _ _
e Lol - [6%,67,1] + (G161l
6
J1GH G 1
(2]§7+ 3)[ 1Y 1Y ]
62, 14 . )
= =5 L2001 + - [LoaT] = 18[J2,1) + 541 52, 1] — 130[/ 51 1)+
33
3[J3211] +13[J_41] + O[L_oJ _51] — 12[L_3J_11] + 46[L_5J? 1]

— [GH,GZ 1] + [GH,GZ,1) — 18[J GG~ 1]

=~ D07 +20) + = (3y) — 18(2*) + 54(~2%) — 130(a)+
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4.2. Zs-orbifold Weylove verteks algebre

33
?(1:2) +13(—2) + 0(—2y — 27) — 12(—22y — x) + 46(2%y + 227)

— (32% — g(k + 1D — (k+3)y) + (62 — 3(k+ Da — 2(k + 3)y)

—18(—32* + g(k + 1)z + (k + 3)zy)
62 , 10

1
= —18z* + 4627y — —2® — —9* — .
T+ 40x7y 2x gy 9y

4.2 Zs-orbifold Weylove verteks algebre

Neka je V verteks algebra i G grupa automorfizama od V. Tada se verteks podalgebra
fiksnih tocaka V¢ := {v € V : gv = v} naziva orbifold.

Konstrukcija orbifolda verteks algebri jedna je od metoda za dobivanje novih verteks
algebri od postoje¢ih. U literaturi je proucavano koja se svojstva verteks algebre V
nasljeduju u orbifoldu V¢ (cf. [21]), uz odredene restrikcije na grupu G.

Dong i Mason su u [20] pokazali da ako je V' prosta verteks operator algebra i G
konaéna grupa automorfizama od V, onda je podalgebra fiksnih tocaka (orbifold) V¢
takoder prosta VOA.

Jedan od problema vezanih uz teoriju orbifolda je dekompozicija verteks algebre V' kao
direktne sume ireducibilnih V¢ -modula. Mi éemo u ovoj tocki konstruirati dekompoziciju

Weylove algebre kao direktne sume tri ireducibilna W*-modula.

Definicija 4.2.1. Automorfizam verteks algebre V je linearni operator g : V — V

takav da vrijeds

g(anb) = (ga)n(gb).

Napomena 4.2.2. Ako je D € EndV derivacija, onda je g = eP automorfizam verteks

algebre.

Neka je g = e5' . Tada je g automorfizam od W reda 3 i vrijedi
W=wO 4w+,

gdje je
WU ={veW|gv= e%jv}, j=0,12.

Posebno W je prosta verteks-algebra, a W& su ireducibilni W(©)-moduli.

Propozicija 4.2.3. Vrijedi:
(1) Wy =W, =WO.
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4.2. Zs-orbifold Weylove verteks algebre

(2) WED je ireducibilan Wy, ~modul najvece tezine (+1,1).

Dokaz. Prvo uo¢imo da su a* € W& vektori najvece tezine s najveéom tezinom (:l:%, %)
Ako pokazemo da je Wy, = W, = WP, tada automatski znamo da su W& ireducibilni
Wi-modul najvece tezine (+3, 3).

Dokazimo (1). Pretpostavmo da Wy # W©. Tada je W(© modul za W;,. W© sadrzi
ireducibilni W*-potkvocijent L, , najvece tezine (z,y), gdjejex =m € Z, ay = 5 € %Z.
Kandidati za najvecu tezinu (x,y) = (m, §) su nultocke polinoma U(z,y) = [Wy] = 0 u

Zhuovoj algebri A(W¥). 1z sljedeéeg teorema dobivamo sva cjelobrojna rjesenja (m,n).

Teorem 4.2.4. [7] Neka je

1 62 10
U(z,y) = —18z* + 462%y — §x2 — EyQ — gy =0.

Jedino cjelobrojno rjesenje (m,n) jednadzbe

|
V(m,n) = ——U(m, =) = 9m? + 324m* + 10n — 414m?n + 31n% = 0

81 2
je (0,0).

Dokaz. Ako ta jednadzba ima cjelobrojno rjesenje, tada diskriminanta (po varijabli n)
A = (10 — 414m?)? — 124(9m® + 324m*) = 4(25 — 2349m? + 32805m*)

mora biti kvadrat cijelog broja. Svi takvi brojevi m mogu se odrediti u programskom
paketu Magma pomocu naredbe IntegralQuarticPoints([32805,0,-2349,0,25]). Rezultat u
Magmi je da se jedino cjelobrojno rjesenje dobije u slucaju m = 0. Tada jednadzba
V(m,n) = 0 povlaci da je n = 0 ili n = —10/31. Dakle (m,n) = (0,0) je jedino

cjelobrojno rjesenje. O]

Bududéi da je V/Vk = WO, m je prosta, pa slijedi da je m = Wg. Ovim je tvrdnja

dokazana. O
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Poglavlje 5
Smithova algebra

U ¢lanku S. P. Smitha [44] je uvedena klasa asocijativnih algebri R(f) parametriziranih
proizvoljnim polinomom f(z) € C[z], te su definirani pojmovi poput modula najvece
tezine i kategorije O za R(f)-module. Kao jedan od glavnih rezultata je pokazano da
za odredene polinome f, R(f) ima slicna svojstva kao U(slz). Posebno, ako je f(z) =
(x+1)" =2t (za n cijeli broj veéi ili jednak 1), vrijedi da je svaki kona¢nodimenzionalni
R(f)-modul potpuno reducibilan, dok za n = 1 dobivamo R(f) = U(sly)-

U kontekstu teorije reprezentacija verteks algebri, proucavana je veza Smithove algebre
i Zhuove algebre A(V') pridruzene odredenim verteks algebrama V': poluprosti kvocijenti
Smithove algebre daju Zhuovu algebru za verteks algebre pridruzene parnim pozitivno
definitnim resetkama ranga jedan ([19]); Zhuova algebra pridruzena Bershadsky-Polyakov
algebri W¥ je povezana sa Smithovom algebrom ([9]).

U ovom poglavlju ¢emo pokazati da je Zhuova algebra pridruzena Bershadsky-Polyakov
algebri W¥ kvocijent jedne generalizacije Smithove algebre, te navesti svojstva kona¢nodim-
enzionalnih reprezentacija Smithove algebre iz clanka [9]. Ove é¢emo metode koristiti u
idu¢em poglavlju kako bi klasificirali ireducibilne reprezentacije za Wy, za k = —9/4 i
k= —-5/3.

5.1 Smithova algebra R(f), f € C|x]

Definicija 5.1.1. [//] Neka je f(x) € Clx] proizvoljni polinom. Asocijativna algebra
R(f) je generirana sa {A, B, H} takvim da vrijede sljedece relacije:

HA—AH =A, HB— BH = —B, AB— BA = f(H).

R(f) je Z-graduirana algebra, s bazom {BmH"Ak cm,n, k€ Zzo}-

Neka je u(z) € C[z] polinom stupnja (deg f+1) takav da je f(z) = L (u(z+1) —u(z)).
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5.1. Smithova algebra R(f), f € Clx]

Lema 5.1.2. [/4] Postoji polinom u € Clz| takav da je f(z) = 3(u(z + 1) — u(z)). Za
k € N vrijeds

wae+1)—uwez+1—-k)=flx)+ fle—-1)+..+ fle —k+1).

Pokazat ¢e se da struktura kona¢nodimenzionalnih prostih R(f)-modula ovisi o funk-
cijama

ulrxz+1)—ulx+1—k), zakeN.

Moduli najveée tezine za Smithovu algebru R(f)

Neka je b podalgebra od R(f) generirana sa A1 H. Tada je Ab = {Aa : a € b} ideal od b,
ib=Ab@® C[H]. Za X\ € C, neka je Cvy 1-dimenzionalan b-modul takav da je Abv, = 0,

Huvy = Mvy. Definiramo Vermaov R(f)-modul kao
V(X) = R(f) ®p Coy.

Tada V()) ima jedinstveni maksimalni podmodul. Oznac¢imo s L()) prosti kvocijent od
V().

Lema 5.1.3. [44] Neka je A € C, te neka je vy vektor najveée tezine za V(X). Svi
podmoduli od V (X) su oblika

{C[B)B?vy - u(A+1) —u(A—j+1) =0, zaj € N}.

Vidimo da postoji bijektivna korespondencija izmedu podmodula od V() i nultocaka
polinoma u(A + 1) — u(A — z 4+ 1) = 0 koje su prirodni brojevi.

Konaénodimenzionalni prosti moduli za R(f) su klasificirani u [44].

Lema 5.1.4. [/4] (a) Svi konacnodimenzionalni prosti R(g)-moduli su oblika L(\) =
V(N)/B'V()), gdje je j € N minimalan takav da je u(A+1) —u(A —j+1) = 0.
(b) Broj prostih R(g)-modula dimenzije j € N je jednak card S, gdje je

S={AeC:uA+1)—uA=j+1)=0, 7 je najmangi takav prirodan broj },
te vrijedi card S < deg f.

U idué¢em potpoglavlju ¢emo uvesti jednu generalizaciju Smithove algebre, gdje ¢emo
skupu generatora dodati centralni element. Module najvece tezine definiramo na analogan

nacin kao i za originalnu Smithovu algebru R(f).
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5.2. Algebra Smithovog tipa R(g), g € C[z, y]

5.2 Algebra Smithovog tipa R(g), g € Clz, ]

U ovom potpoglavlju prosirujemo originalnu definiciju Smithove algebre na asocijativne
algebre R(g), gdje je g polinom u dvije varijable. Definiramo algebru Smithovog tipa i opi-
sujemo vezu Zhuove algebre pridruzene Bershadsky-Polyakov algebri W¥ s Z~q-gradacijom

i algebre Smithovog tipa R(g).

Definicija 5.2.1. Neka je g(x,y) € Clz,y] proizvoljni polinom. Asocijativna algebra
R(g) Smithovog tipa je generirana sa {E,F, X, Y} takvim da je Y centralni element i

vrijede sljedece relacije:

XE—-EX=FE, XF—FX=—F, EF — FE = g(X,Y).

Uvodimo novo Virasorovo polje

— 1
=Y L(n)z":=L(z) + 5DJ(2).
nez
Neka je w = w + %DJ konformni vektor takav da je @, = L(n). Tada @ ima centralni

naboj
4k +1)(2k + 3)
k+3 ’
sto daje poljima J, G, G~ konformne tezine 1,1,2. Ovime smo definirali Zs-gradaciju
na WF.

Pokazat ¢emo da je Zhuova algebra pridruzena Bershadsky-Polyakov algebri W* (s

novim Virasorovim poljem L(z)) kvocijent jedne algebre Smithovog tipa R(g).

Stavimo
- S
nez
- e
nez
e
nez

Vrijedi

J(n) = J,, G (n) =G}, G~ (n)=G,.,.

Vrijede sljedec¢e komutacijske relacije:

[7(m), J(n)] = ZE2mbmin0,  [J(m),G*(n)] = £G*(m +n),

—

), G
_<m>7 J<n)] = _n‘](m + n) % m+n,0,

—

L(m),G*(n)] = —nG*(m +n), [L(m),G~(n)] = (m —n)G~(m +n),
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5.2. Algebra Smithovog tipa R(g), g € C[z, y]

[GT(m),G~(n)] = 3(J*)(m +n) + (3(k+ 1)m — (2k + 3)(m +n + 1))J(m +n) — (k +

3)Z(m + n) + (k+1)(2k+23)(m—l)m6m+n70.

Neka je A(WF) Zhuova algebra pridruzena Zs-graduiranoj verteks algebri W*. Neka
je [v] slika od v € W* pri preslikavanju W* +— A(W*). S novim Virasorovim vektorom

w, A(WF) je generirana vektorima
E=[G"], F=[G"], X=[J], Y =[a].

Propozicija 5.2.2. Zhuova algebra AOW*) je kvocijent Smithove algebre R(g) za g(z,y) =
—(32% = (2k + 3)z — (k + 3)y).

Dokaz. Koristimo sljedeéu formulu iz [46]:
wxv—v*u= Res,(1+ 2)* Y (u,2)v+ O(V).
Vrijedi
X#E—E*X =Res.()_J(n)z""G(-1)1+O(V)
= [J(O)GT(=D1] = [¢"(-1)1

=F

Y

X#F—FxX=Res.,()_ Jn)z"""")G (-2)1+O(V)
= [J(0)G™(=2)1] = =[G (=2)1]
= _F

Y

XY =Y # X =Res.()_J(n)z")L(-2)1 + O(V)
= [J(0)L(-2)1]
=0,

E*F—FxE=Res.()_ G"(n)z""")G (-2)1+ O(V)
= [GT(0)G™(-2)1]
= [3J%(=2)1 + (2k + 3)J(=2)1 — (k + 3)L(—2)1]
=3X? - (2k+3)X — (k+3)Y
= —g(X.Y),
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5.3. Konac¢nodimenzionalne reprezentacije algebre Smithovog tipa R(g), g € C[z, y]

E+Y —Y % E=Res.()_G¥(n)z"L(-2)1+O(V)
= [GT(0)L(-2)1]
=0,

F+Y —Y % F = Res.(1 + Z)<Z G~ (n)z " ?)L(-2)1 +O(V)
= [G7(-1)L(=2)1] + [G(0)L(-2)1]
= [G7(=3)1] + 2[G™ (=2)1]
= [L(-=1)G™(=2)1] +2[G™ (-2)1]
= —[L(0)G™ (-2)1] +2[G™ (-2)1]

5.3 Konac¢nodimenzionalne reprezentacije algebre Smit-
hovog tipa R(g), g € Clz,y]

Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija najveée tezine od W* se svodi na odredivanje
reprezentacija najveée tezine od pripadne Zhuove algebre. Kako je Zhuova algebra A(WW*)
kvocijent Smithove, kandidati za reprezentacije od A(W*) su upravo reprezentacije od
R(g). Navodimo karakterizaciju konaénodimenzionalnih reprezentacija Smithove algebre
iz clanka T. Arakawe [9].

Prvo navodimo rezultat koji daje egzistenciju ireducibilnih modula najvece tezine.

Propozicija 5.3.1. Za svaki (z,y) € C postoji ireducibilna reprezentacija L(z,y) od W*

generirana vektorom najvece tezine v, takva da je
J(0)vgy = 20y, J(N)Vyy =0 zan >0,
L(0)v,y = Yvzy, L(n)v,, =0zan >0,
G (n—1v,, =G (n)vy,, =0zan > 1.

Dokaz. Prvo uoc¢imo da Smithova algebra R(g) ima jedinstvenu ireducibilnu reprezenta-

ciju najvece tezine generirane vektorom v, , takvu da je
Fogy =0, Xvyy=a04y, YUpy=yUsy.
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5.3. Konac¢nodimenzionalne reprezentacije algebre Smithovog tipa R(g), g € C[z, y]

Sada tvrdnja jednostavno slijedi iz Zhuove teorije [46] i Propozicije 5.2.2. O
Neka je
L(z,y)top = {v € L(z,y) : L(0)v = yv}.
L(z,y)top je (kao vektorski prostor) razapet vektorima {(G*(0))v,,, 0 < i},
Za g(z,y) = —(32% — (2k + 3)x — (k + 3)y) vrijedi

G~ (O)G+(O)vx,y - g([L‘, y)vm,y-
Definiramo polinome h;(x,y), za i € N (cf. [9]):

1 .
hi(z,y) = ;(g(x,y)+g($+1,y)+---+g(x+z— Ly))
= —i® 4+ ki — 3xi+ 3i — 32% — k + 2kx + 62 + ky + 3y — 2.

Napomena 5.3.2. Funkcije hi(x,y) su analogon funkcija u(z+1) —u(x+1—k), k € N
1z tocke 5.1.

Lema 5.3.3 ([9]). Viijedi sljedeca relacija
G (0)GT(0) v,y = ihi(z,y)GT(0) v,
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da vrijedi
G (0)GT(0) vy = thi(x, y)GT(0) gy
Vrijedi
GT(0)G™(0)GF(0) vay = ([GT(0), G=(0)] + G~ (0)GT(0)GT(0) v,
= (3J%(0) — (2k + 3)J(0) — (k + 3)L(0))G*(0) vy, +
+G7(0)GF(0) vy,
pa je zato
G~ (0)GT(0)"* vy, = ihi(z,y)GT(0) v, — 3J(0)GT(0) v, + (2k + 3)J(0)G1(0) vy, +
+ (k +3)L(0)GT(0) v,
= ihi(z,y)G1(0)"vyy — 3(x +1)2GH(0) vy, +
+ (2k + 3)(x + )G T (0) vy + +(k + 3)yGT(0) v,
=(g(z,y) +glx+1,9)+ ...+ glx+i—1,9) —3(x +14)*+
+ (2k +3)(z + 1) + (k + 3)y)GT(0)'vy,,
g(z,y) +g(z + Ly) + ... + gz +i—1,9) + g(z +1,9)) G (0) v,
i+ Dhiga (2,9)GT(0) vy

=
= (i +
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5.3. Konac¢nodimenzionalne reprezentacije algebre Smithovog tipa R(g), g € C[z, y]

Sljedeca propozicija karakterizira kona¢nodimenzionalne reprezentacije Smithove al-

gebre.

Propozicija 5.3.4 (][9], Proposition 2.2.). Ako je prostor L(x,y):w, n-dimenzionalan,
onda je h,(z,y) = 0.

Dokaz. Bududi da je L(z,y)top razapet vektorima iz skupa
{<G+(O))ivz,y; 0 S 1 S n — 1} ,

slijedi da ako je L(x, y)op n-dimenzionalan, onda je (G*(0))" v, # 01 (G*(0))"v,, = 0.
Imamo

0 =G (0)(GT(0))"vyy = nhn(z,y)(GF(0))" gy,

pa je hy(z,y) = 0. O

Wk-moduli (M)

U Poglavlju 2.4 smo definirali operator A(h, z) koji svakom ireducibilnom V-modulu M
pridruzuje novu strukturu ireducibilnog V-modula. Bitno svojstvo A-operatora je da dje-
luje bijektivno na skupu ireducibilnih modula. Ovu konstrukeciju ¢emo koristiti u idué¢em
poglavlju kako bi klasificirali ireducibilne module za Wy, za k = —9/4 1 k = —5/3.

Stavimo
_ - —J(0)
J(0 k
A(=J,2) =27 Oexp (Z(—l) +1W> ;
k=1

i neka je

Z w(an)z—n—l = Y(A(_’L Z)CL, Z>7

nez
za a € WF.

Za bilo koji W¥*-modul M mozemo definirati novu strukturu W*-modula na M pomocéu
preslikavanja a,, — ¥(a,). Oznac¢imo tako dobiveni modul sa 1(M). Bududéi da ¢ djeluje
bijektivno na skupu ireducibilnih modula, posebno postoji inverz 11,

Iz definicije operatora A(—.J, z) dobivamo

2k +3
3

V() = () ~ 22

H(GT(n) =G (n—1), Y(G (n)) =G (n+1).

Ono;,  (L(n)) = L(n) — J(n) +

6n,07

Oznac¢imo

Grew(n) =1(G(n)),  Grey(n) = (G (n)),

Luew(n) :=P(L(n)),  Jnew(n) = ¢(J(n)).
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5.3. Konac¢nodimenzionalne reprezentacije algebre Smithovog tipa R(g), g € C[z, y]

Lema 5.3.5 ([9], Proposition 2.3.). Neka je dim L(x,y)., = i. Tada je
Ugy = (GJF(O))i_lUx,y

vektor nagveée tezine za Y(L(x,y)), s najvecom teZinom

2k +3 . 2k +3
JYy—c—1+ 1+

1
(x 41 3 3

).

Posebno, vrijedi:

2k+3 2k +3

V(L(z,y)) 2 Lz +i—1— S y—w—it 14

Dokaz. Koriste¢i gornje formule, dobivamo

_07
. 2k +3 i
Tnew(0)Ty = (J(0) = =5 =)(GH(0) vy
2k+ 3
—(e4i-1- 0,
3
_ R _ 2k +3 .
Lipew(0)0z,y = (L(0) — J(0) 3 NGT(0)) vy
. 2k 4+ 3 .
=y —w =it 1+ =)ty

).
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Poglavlje 6

Klasifikacija ireducibilnih

reprezentacija za W..(sls, fg), za
k=-9/41ik=-5/3

U ovom poglavlju ¢emo klasificirati ireducibilne module za Bershadsky-Polyakov alge-
bru Wy, za k = —9/4 1 k = —5/3, u kategoriji jakih modula (modula koji imaju
kona¢nodimenzionalne svojstvene potprostore za L(0)). Iz Zhuove teorije slijedi da se
klasifikacija svodi na klasifikaciju ireducibilnih modula za Zhuovu algebru pridruzenu
We. Bududi da je ta Zhuova algebra kvocijent Smithove algebre R(g), za g(x,y) =
—(32%+ (2k+3)x — (k+3)y), problem je povezan s klasifikacijom kona¢nodimenzionalnih
ireducibilnih reprezentacija pripadne Smithove algebre (cf. Poglavlje 5).

Ireducibilne module za Wy, za k = —5/3 realiziramo kao odredene podalgebre Weylove
algebre. Koristit ¢emo rezultate iz Poglavlja 4, gdje smo pokazali da je Weylova verteks
algebra W direktna suma tri ireducibilna Wy-—modula.

Za k = —9/4 je realizacija ireducibilnih Wj-modula povezana s B,-algebrama (cf.

[17]). Tu konstrukciju ¢emo detaljnije istraziti u Poglavlju 7.

6.1 Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy(sl3, fy)
za k=—-9/4
Propozicija 6.1.1. U Zhuovoj algebri AOW¥) imamo sljedecu relaciju:
1
)@+ 5) =0.

Dokaz. Koristimo sljedeéu lemu:

Lema 6.1.2. S novim Virasoro vektorom @, singularni vektor u W* na nivou 3 za k =
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6.1. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy(sls, fo) za k = —9/4

—9/4 je dan sa

Wy = 23(—3)1 + J(—=1)°1 — %J(—Q)J(—l)]l + %J(—m—
_ ;Z<—2)J(—1)1 +GH=1)G (=2)L.

Buduéi da je Wy singularni vektor, W generira maksimalni ideal J* u W* 1 W3 =
0 u prostom kvocijentu. G*(0)W3 je takoder u maksimalnom idealu J*, te vrijedi
[GH(0)W3] € A(TF). Vrijedi

Lema 6.1.3. Projekcija vektora G*(0)W3 u Smithovoj algebri je dana sa

G (0)TT5] = E(§?+ §>-

Dokazi lema su tehnicki 1 dani su u Dodatku B.

Iz relacije

G O] = BGY +2) = 51G7)(3] + 5)
slijedi da je [GT(0)W3] =0 = [GT]([w] + 1). O

Propozicija 6.1.4. Neka je k = —9/4. Definiramo

S =1(~5,0).0.0), (~3, )

(i) Za sve (x,y) € Sk, L(x,y) je Wi—modul.

(ii) Pretpostavimo da je L(x,y) ireducibilni Wi—modul s konacnodimenzionalnim teZinskim

potprostorima za L(0). Tada je (x,y) € Sk.
Dokaz. Pokazimo tvrdnju (i). Iskoristit ¢emo sljedeéu vaznu tvrdnju (cf. Poglavlje 2.4):

e Ako je M ireducibilni Wj-modul, tada su i ¥(M), ¥~*(M) ponovno ireducibilni
W,—moduli.

Prvo uo¢imo da je Wy, = L(0,0), pa je prema tome L(0,0) Wy—modul. Nadalje uo¢imo
da je U(L(—-1/2,0)) = L(0,0), pa je zato i L(—1/2,0) = U~1(L(0,0)) modul za verteks
algebru W.

Konstrukcija modula L(—1/4,—1/4) je nesto teza. Uocimo da je

U(L(—1/4, —1/4)) = L(1/4, —1/2).

Pokazimo sada da L(1/4,—1/2) ima strukturu Wy—modula. Tvrdimo da vrijedi:
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6.1. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy(sls, fo) za k = —9/4

Lema 6.1.5. L(1/4,—1/2) je Wi—modul.

U Poglavlju 7 éemo konstruirati familiju Wy-modula M_;(r), r € C, te pokazati da
se L(1/4,—1/2) moze realizirati kao potkvocijent od M_;(r) zar = 1/4 (cf. Lema 7.3.1).
Slijedi da je i L(—1/4,—1/4) = W~Y(L(1/4,—1/2)) modul za Wj.

Dokazimo sad tvrdnju (ii). Neka je M = @ 7 ,M(n) Zso-graduirani ireducibilni
modul za W;. Iz Zhuove teorije slijedi da je M (0) modul za Zhuovu algebru AOVF) te je
[GT]([@] + 1) = 0 na M(0).

Neka je v, , vektor najvece tezine (z,y) za M (0). Pretpostavimo da je M (0) kona¢nodi-

menzionalan. Imamo dva slucaja:

(1) G*(0) =0 na M(0)
Bududi da je G*(0)v,, = 0 na M(0) i G~ (0)GT(0)vy, = g(x,y)vs,y, slijedi da je
g(x,y) = hi(z,y) = 0 = M(0) je 1-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru. Sad
pogledajmo modul M= U(M). ]\/Jje modul najvece tezine (Z,y) gdje je

. . 1
r=r+ z, =y—x— =.
2 V7Y 2
Uocimo da je y = —% ako i samo ako je y = x. Prema tome za y # x na top

komponenti od M vrijedi ponovno relacija GT(0) = 0, pa je zato top komponenta
]\//T(O) I-dimenzionalna i vrijedi hy(Z,y) = 0. Sada

hl(xvy) =0= hl(jag)a

dovodi do sustava

~32% = Sr+ 2y =0
21 3 15
8wt = et gy -5 =0

koji ima jedinstveno rjesenje je (z,y) = (—1,0). Pogledajmo sada slucaj z = y.

Jednadzba hy(z,z) = 0 daje rjeSenja z = 0iz = —1/4.

(2) Preostaje pokazati da ne postoje ireducibilni Z>q-graduirani moduli M = @, , M (n)
Z>o takvi da je dim M (0) < oo za koje vrijedi

(x) L(0) = —%Id na M(0).

Pretpostavimo da je M = L(z,y) iy = —1/2. Neka je dim M (0) = i. Tada je ¥(M)

modul najveée tezine (Z,7), gdje je

1 1
i':x—l—z'—l—l—E, g):y—x—i+1—§:—x—i.

43



6.2. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy (sls, fo) za k = —5/3

Prvo uocimo da je
1
hi(1/2 —i,—1/2) = —§(2z’ —1)(4i—-1)#0

pa je prema tome nuzno x # —i + %, tj. y # —%. Tada je hy(z+i — %, —x—1i) =0,
Sto povlaci

1
r+1€{0,——}.
4
Sada ¢emo iskoristiti uvjet h;(xz, —1/2) = 0. Direktnim racunom dobivamo

hi(—i,—1/2) = 1/8(—1—6i — 8i*) #0,
hi(=1/4 —i,—1/2) = —(11/16) — (3i)/2 —i*> # 0.

Kontradikcija. Ovim je tvrdnja dokazana. m

6.2 Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wj(sls, fy)
za k= —5/3

Propozicija 6.2.1. U Zhuovoj algebri AOW*) imamo sljedecu relaciju:

@@+ 5) =0

Dokaz. Dokaz je analogan slucaju k = —9/4. Koristimo sljede¢u lemu:

Lema 6.2.2. S novim Virasoro vektorom @, singularni vektor u W* na nivou 4 za k =
—5/3 je dan sa

Wy = —%Z(—m?ﬂ + %45(—4)11 —18J(=1)*1 + 31J(=2)J(=1)*1—
—118J(=3)J(—=1)1 + %J(—Q)Q]l - SJ(—4)11 + %f(—2)J(—2)ﬂ—

— 12L(=3)J(=1)1 + 46 L(—2)J(—1)’1 — GT(=2)G~ (-2)1+
+GT(=1)G(=3)1 — 18J(—1)GT(-1)G~(-2)1.

Bududi da je W, singularni vektor, W, generira maksimalni ideal J* u W* i W, =
0 u prostom kvocijentu. (G7(0))?W, je takoder u maksimalnom idealu J*, te vrijedi
[(GFH(0))2W 4] € A(TF). Vrijedi

Lema 6.2.3. Projekcija vektora G (0)W3 u Smithovoj algebri je dana sa

(G (0))2TW,] = 44E2(Y + é).
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6.2. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy (sls, fo) za k = —5/3

Dokazi lema su tehnicki i dani su u Dodatku B.

Iz relacije

—_

(GT(0)* W] = ME*Y + ) = UG (@] + %)

slijedi da je [(GT(0))?W4] = 0= [GT]*([@] + 3). O

Ne}

Iz Propozicije 5.7 slijedi sljede¢i vazan kriterij.

Lema 6.2.4. Prepostavimo da je L(x,y)—ireducibilni Wy-modul. Tada je U(x,y+x/2) =
0.

Propozicija 6.2.5. Neka je k = —5/3. Definiramo

Se=1{(=5,0(0,0),(5.3): (3.3). (=5 3) (-5 )}

(1) Za sve (x,y) € Sk, L(x,y) je ireducibilni Wy—modul.

(2) Pretpostavimo da je L(x,y) ireducibilni Wy, —modul s konac¢nodimenzionalnim tezinskim

potprostorima za L(0). Tada je (z,y) € Sk.

Dokaz. Dokazimo prvo tvrdnju (1). Propozicija 5.10 povlaci da je Weylova verteks algebra
W direktna suma tri ireducibilna W;,-modula. S novim Virasoro vektorom L = L+ %DJ ,

najveée tezine s obzirom na (J(0), L(0)) su redom
e W ima vektor najveée tezine 1, a najveéa tezina je (0,0)
e W ima vektor najveée tezine a®, 1, a najveéa tezina je (1/3,1/3)
e W ima vektor najvece tezine a”, 1, a najveéa tezina je (—1/3,2/3).

Dakle, L(0,0), L(1/3,1/3) 1 L(—1/3,2/3) su ireducibilni Wy—moduli. Tvrdnja (1) sad

slijedi iz formula

\D_l(L(()?O)) = L(——,O),

VL33 = Lgg)
VLG5 = Lg.2)

i ¢injenice da su za svaki ireducibilni Wj,~modul M, ¥ (M) i ¥~ (M) ponovno ireducibilni
W,—moduli.

Dokazimo tvrdnju (2). Neka je M = @, , M(n) Z>o-graduirani ireducibilni modul
za Wy. Iz Zhuove teorije slijedi da je M(0) modul za Zhuovu algebru A(W*) te je
[GT([@] + §) = 0 na M(0).

Neka je v, , vektor najvece tezine (x,y) za M(0). Pretpostavimo da je M (0) kona¢nodi-

menzionalan. Imamo dva slucaja:
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6.2. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy (sls, fo) za k = —5/3

(1) (G(0))?> =0 na M(0)
Bududi da je (G*(0))?v,,, = 0na M(0) i G (0)(GH(0))vyy = ihi(z,y)(GT(0)) vy,
slijedi da je ho(z,y) = 0 ili GT(0)v,, = 0 (odnosno hy(z,y) = 0) = M(0) je 1-
dimenzionalni ili 2-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru. Sad pogledajmo modul
M= U(M). M\je modul najvecée tezine (Z,7) gdje je

1 1
t=zv+i1—14+—-, y=y—oz—i+1—_.
T=x+1 9 Yy=y—x—1 9

Promotrimo prvo slucaj G*(0)v,, = 0. Tada je & = z + %, y=y—x— %.
Uocimo da je y = —% ako i samo ako je y = x. Prema tome za y # = na top
komponenti od M vrijedi ponovno relacija GT(0) = 0, pa je zato top komponenta

M (0) 1-dimenzionalna i vrijedi hy(2,9) = 0. Sada

hl(xvy) =0= hl(i',:’-)),

dovodi do sustava

1 4

—%3—§$+§y20
74 2

B gy
T3tV

koji ima jedinstveno rjesenje (x,y) = (—%, 0).

1
3

U slucaju x = y, jednadzba hi(z,x) = 0 daje rjesenja x =01z =
Pogledajmo sada slucaj he(z,y) = 0. Vrijedi 2 = = + 1790, y=y—x— 130, te je
Y= —% ako i samo ako je y = x + 1. Za y # x + 1 na top komponenti od M opet
vrijedi relacija (GT(0))? = 0, pa je zato top komponenta ]\//T(O) 1-dimenzionalna ili

2—dimenzionalna i vrijedi hy(z,9) = 0 ili ho(Z,y) = 0.

Ako je M(0) 1-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru, vrijedi

1 1
hl(.’l'7y):0:h2(m+—,y—$——),
9 9
odnosno
1 4
_3 2_ - _ :O
T 3:U—|—3y
16 4 20
32 - = “y—==2=0
Tty

koji ima jedinstveno rjesenje (z,y) = (—3, 3).
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6.2. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy (sls, fo) za k = —5/3

Ako je M(0) 2-dimenzionalni modul za Zhuovu algebru, imamo dvije moguénosti:
ako je

h2(x7y) =0= hl(‘%ag)v

dobivamo sustav

100 4 5
—32* - —a+-y—-=0
T 3x+3y 3
25 4 50
3P — Zrx+-y— — =0
TR Ty

koji ima jedinstveno rjesenje (z,y) = (=%, 2);

ako je

dobivamo sustav

10 4 5
32* - x4+ -y——-=0
T TRt
34 4 95
3 - a4 -y——=0
S R L
koji ima jedinstveno rjesenje (z,y) = (—130, g) No primjenom Leme 6.2.4 vidimo
da L(—%,2) ne moze biti Wj—modul.

U slucéaju y = = + 1, jednadzba hs(x,z + 1) = 0 daje rjeSenje x = —%.
Preostaje pokazati da ne postoje ireducibilni Z>¢-graduirani moduli M = €, , M (n)

takvi da je dim M (0) < oo, za koje vrijedi
- 1
(x) L(0) = —§Id na M(0).

Pretpostavimo da je M = L(z,y) iy = —1/9. Neka je dim M (0) = i. Tada je ¥(M)
modul najveée tezine (Z,7), gdje je
G adiolts, fey-m—itlote—p—it L
9 9 9
Prvo uoc¢imo da je

4 13

hi(8/9 —i,—1/9) = —i* 4+ i — — #0

(89—, -1/9) =~ + 4 - 22

pa je prema tome nuzno & # —i+35, tj. § # —5. Tadaje hy(z+i—3, —z—i+%) =0

ili ho(z+i—3,—z—i+%)=0.
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6.2. Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija za Wy (sls, fo) za k = —5/3

Ako je hi(z+i—§,—x —i+£) =0, vrijedi da je

4
re{—i+

o7
5,—Z—|—§}.

Sada ¢emo iskoristiti uvjet h;(x, —1/9) = 0. Direktnim ra¢unom dobivamo

hi(—i4+4/9,-1/9) = —1/9(3i — 1)(3i + 1) # 0,
hi(—i+7/9,-1/9) = —1/9(3i — 1)(3i — 2) # 0.

Ako je ho(z +i—§,—x —i+ ) =0, vrijedi da je
€ (=it 3)
re{—i+ -}
9
Opet koristimo uvjet h;(x,—1/9) = 0. Direktnim ra¢unom dobivamo
hi(—i+1/9,—1/9) = —1/9(3i+1)(3i +2) # 0.

Kontradikcija. Ovim je tvrdnja dokazana.
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Poglavlje 7

Realizacija Wy.(sls, fp)-modula izvan
kategorije O za k= —9/4

U ovom poglavlju ¢emo proucavati ireducibilne module za Bershadsky-Polyakov algebru
Wi (sls, fo) za k = —9/4. Pokazali smo da verteks algebra W ima samo tri ireducibilna

jaka modula (cf. Propozicija 6.1.4). Dokaz je slijedio iz relacije
[GT]([w] +1/2) =0

u Zhuovoj algebri. Ova relacija sugerira da bi mogli postojati Z>¢—graduirani moduli s
najmanjom konformnom tezinom —1/2.

Bershadsky-Polyakov verteks algebra W; je dio serije verteks algebri koje se realiziraju
pomocu verteks algebri iz logaritamske konformne teorije polja, tzv. Bj,-algebri ([17]).
Posebno, za p =41 k = —9/4 vrijedi upravo Wy, = Bj.

Mi ¢emo sad iskoristiti tu konstrukciju kako bi konstruirali familiju modula s najma-

njom konformnom tezinom —1/2 izvan kategorije O.

7.1 Realizacija Bershadsky-Polyakov verteks algebre
Wi(sls, fo)

Opisimo prvo konstrukeciju doublet verteks algebre A(4) koja je specijalni slucaj serije
verteks algebri A(p) iz ¢lanka D. Adamoviéa i A. Milasa [5].

Oznacimo s L parnu resetku.

L=72Zv+76 ({v,v)=—(50)=2, (v,0) =0.
Neka je A(4) verteks algebra generirana s

a” =e 0" =Qa ,wau = (=1 + =y(-2),
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7.1. Realizacija Bershadsky-Polyakov verteks algebre Wy (sls, fo)

gdje je Q = eg“’ screening operator. Vrijede slijedece relacije

aja = —a;a" =201,
aja” =azat =0,
aja” = —ayat =2y(—=1)*+67(—2) = 8wa).

Tada je verteks algebra By (cf. [17]) definirana kao podalgebra od A(4) ® Vzs C Vi

generirana s

- 6 _ -6 VG ——6
T = 8 a ® 8 € )
6 61
o= %‘“Ws: %5@7(—1)%67(—1)7(—2)+2v(—3>>e”*‘5’
J = __5(_1)7

1
w = (JJA(4)—Z(S(—1)2.

Direktnim ra¢unom vidimo

= 18—51 (k4 1)(2k +3)1,
Y |
T = gé(—l) =3(k+1)y,
e —634(8%4(4) —106(=1)2 — 105(=2))
3 15
= WA T 1_6(5(_1)2 +6(-2))
3 3., 15
= Sl (-1 4 126(-2)

3(k+1)
2

= —(k+3)w+3J(-1)* + J(=2).

Propozicija 7.1.1. [17] Vrijedi:
Wy, = By.

Dokaz. Gornji racun pokazuje da G* = 7%, j,w generiraju podalgebru od A(4) ® Vzs
izomorfnu nekom kvocijentu univerzalne Bershadsky-Polyakov algebre W*. Oznac¢imo tu
podalgebru s U. Navedimo samo skicu dokaza prostote. Iz realizacije, te rezultata [17],
[5] se lako vidi da je U potpuno reducibilan modul za tenzorski produkt singlet verteks
algebre M(p) (za p = 4) koja je prosta (cf. [2], [4]), te Heisenbergove verteks algebre
generirane s §(—1). Odavde lako slijedi da je U prosta verteks algebra i zato izomorfna

W. [l
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7.2. Konstrukcija familije Wy/(sls, fo)-modula izvan kategorije O

7.2 Konstrukcija familije Wj(sl3, fy)-modula izvan ka-
tegorije O
Odaberimo sada novi Virasorov vektor
1
L=w-— 15(—2).
Neka je D = Z(y + 9). Tada je W realizirana kao podalgebra od
I1(0) = M(1) ® C[D].
Posebno, za sve s € Z i r € C vrijedi da je

M, (r) = T1(0).e5+7(0+)

ireducibilni II(0)—modul (cf. [14], [41]).

Vrijedi
L(n)esé—l—r(v—i-é) — 0 (n > 1)
L(O)estSJrr('er(S) 4T2 — 6r — 4(T + 5>2 B 2(T + S) 655+r(’y+5)
4
2
_ —8r — 87’54— 4s° — 2s pst4r(10)
Ove formule povlace da je modul M(r) Zso—graduiran ako i samo ako je s = —1. Tada
za svaki r vrijedi
1
L0 —04r(y+0) _ _ = —6+r(7+6)‘
(0)e 5¢

Na ovaj nacin smo konstruirali beskonac¢nu seriju Z>-graduiranih WW;-modula s najma-

njom konformnom tezinom —%.

Propozicija 7.2.1. Za svakir € C, M_1(r) je Z>o—graduiran s najmanjom konformnom

teZinom —3:
M) = @ Ma(r)m), LOIMA(r)m) = (— +m)1d

Dokaz. Prvo uocimo da je e~9+7(+%) vektor (J(0), L(0))-tezine

(‘7:7 y) = (7“ - 17 _1/2)
Vrijedi:

V6
G (0 —0+r(y+d) _ =, —0+r(y+d) — _ ,,—d+(r=1)(v+9) — Y7
(0)e T € ve (v 3 )
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7.2. Konstrukcija familije Wy (sls, fp)-modula izvan kategorije O

Iz relacije

e OOt =y (43T> o=+ (1+6)
dobivamo
GH(0)e 54 0+0) = ot e=d+r(r+0) — (4r) o) (7+6)
3
Sada je

[GT(0),G™ (0>]6—5+r(7+6) _ (_VQ <47“3— 4) e (437’)) S~ (40)

= (3r* = 9r/2 + 15/8)e *+70+0)
= —(32% — (2k 4+ 3)x — (k + 3)y)e 0T

= —g(w,y)e O,

Teorem 7.2.2. Pretpostavimo da 4r ¢ 7. za nekir € C. Tada vrijedi:
(1) M_1(r)(0) je ireducibilan modul za Smithovu algebru R(g), gdje je
g(x,y) = —(32" — (2k + 3)z — (k + 3)y).
pri cemu jey = —1/2.
(2) Wi—modul M_1(r) je ireducibilan.

Dokaz. 1z gornjih formula slijedi da je komponenta najmanje tezine modula M _;(r) re-
alizirana kao

Span(c{efé+(m+r)(“/+5) ‘ m e Z}
i da je ona modul za Smithovu algebru R(g), gdje je g(z,y) = —(32?— (2k+3)x— (k+3)y.
Djelovanje Smithove algebre R(g) je dano s

Ee 0+ min0+0)  — G (()e 0 min(0+0) — ,/<4(r + m)> g0+ (mAr+1)(y+9)
3
Fe 0t(mtr)(v+8)  _ G—<0)6—5+(m+r)(7+6) — _pe 0t (mtr=1)(y+9)
X e 0H(mtr)(y+0)  _ J(O)€—5+(m+r)('y+5) = (m+r— 1)6—5+(m+7’)(7+6)
Yettmen 48 [ )e=t+mtnod) _ _Lo—atmen+)
2

Odavde slijedi da je M_;(r)(0) ireducibilan R(g)-modul uz uvjet (4(’"?”)) # 0 za sve
m € Z, sto je ispunjeno ako 4r ¢ Z. Ovime je tvrdnja (1) dokazana.

Dokazimo (2). Buduéi da je M_;(r) Zso—graduiran, iz relacije [GT]([w] +1/2) =0 u
Zhuovoj algebri slijedi da eventualni podmodul mora imati najmanju konformnu tezinu
0ili —1/2. Kako je vch M_;(r)(0) ireducibilan modul za Zhuovu algebru tezine —1/2, a

nema vektora konformne tezine 0, to je nemoguce. Ovime je dokaz teorema zavrsen. [J
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7.3. Primjena na dokaz klasifikacije jakih W_g/4—modula

7.3 Primjena na dokaz klasifikacije jakih WW_q/,,—modula

Konstrukciju Wy-modula M(r) i rezultate iz Teorema 7.2.2 ¢emo iskoristiti kako bi

zavrsili dokaz klasifikacije jakih W_g,4—modula iz Poglavlja 6. Preostalo je dokazati:

Lema 7.3.1. L(1/4,—1/2) je Wx—modul, koji je realiziran kao potkvocijent od Wy—modula
M_i(r) zar=1/4.

Dokaz. Stavimo r = 1/4. Vrijedi

GH(0)e o 0+0) — e ttr(40) _ (47‘) o0+ ()
3

=V (;) €*5+(T+1)(7+5)

=0,

U= <€—5+T(7+5)> je pravi podmodul od M _q(r).

Neka je v,, = e *T+D0+) Buduéi da je

J(0)v,, = J(0>e—6+(r+1)(’7+5) — pe 0t (40 _ Mgy,

L(O0)v, = L0009 = Lo — L,

Gi(o)vxy -G~ <O>676+(r+1)('y+5) _ Vef5+r('y+5) +Ue€ U,
slijedi da je v,, vektor najvece tezine

u kvocijentu M_4(r)/U. O
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Poglavlje 8

Bershadsky-Polyakov algebra
Wi(sls, fg) za k € Z, k > —1

U ovom poglavlju ¢emo proucavati ireducibilne module najvece tezine za Bershadsky-
Polyakov algebru Wi(sls, fy), za k cijeli broj vedi ili jednak —1. Kao i u prethodnim po-
glavljima, za proucavanje modula za W, ¢emo koristiti rezultate o kona¢nodimenzionalnim
reprezentacijama Smithove algebre (cf. Poglavlje 5).

U ¢lanku T. Arakawe [9] su klasificirani kona¢nodimenzionalni ireducibilni moduli za
Bershadsky-Polyakov algebru W u sluc¢aju kada je k polucijeli broj, te je za takve k kons-
truirana familija singularnih vektora. U ovom poglavlju generaliziramo tu konstrukciju
za k cijeli broj vedi ili jednak —1 (cf. Lema 8.1.1). Takoder pokazujemo da su tada tezine
(x,y) ireducibilnih reprezentacija od Wj nuzno nultocke polinoma h;(z,y) = 0 (uvedenih
u Poglavlju 5.3).

Medutim, dokazati da ti moduli zaista postoje, odnosno realizirati ih kao WW,—module
predstavlja znatno tezi problem. Mi ¢emo ga u ovoj disertaciji pokazati samo u slucajevima
k = —1,0. Ireducibilne Wy—module za k = —1 ¢emo realizirati pomocu rezultata iz clanka
D. Adamoviéa, V. G. Kaca, P. Méseneder-Frajrije, P. Papijai O. Persea [6]. Za k = 0 ¢emo
konstruirati Wy—module kao bozonsku varijantu fermionske realizacije algebre Wy(sls, fo)
iz clanka [11].

8.1 Nuzni uvjet za Wj(sls, fy)-module, k € Z, k > —1

Kako je Zhuova algebra A(WF) kvocijent Smithove algebre R(g), za g(z,y) = —(32% —
(2k + 3)x — (k + 3)y), pri proucavanju Wy—modula sluzimo se svojstvima kona¢nodimen-
zionalnih reprezentacija Smithove algebre (cf. Poglavlje 5).

U Propoziciji 5.3.1 smo pokazali da za svaki (z,y) € C postoji ireducibilna reprezen-
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8.1. Nuzni uvjet za Wy (sls, fo)-module, k € Z, k > —1

tacija L(z,y) od W* generirana vektorom najvece tezine v, , takva da je
J(0)vgy = 20y, J(n)vyy =02zan >0,

L(0)vyy = yvsy, L(n)vy, =0zan >0,

G (n—1vy, =G (n)vy, =0zan > 1.

Oznac¢imo sa VAV/k kvocijent od W¥ po idealu generiranom vektorima
(GT(=1)"L, (G~ (=2))"1,

zan==Fk+2 gdjejek e Z, k> —1. Uovom potpoglavlju ¢emo pokazati da su vektori
(G*(=1))"1, (G~ (—2))"1 singularni, te da su kandidati za ireducibilne reprezentacije od

Vf{//k sadrzani u skupu
Sk ={L(x,y) |hi(x,y) =0, 1 <i<k+2},
gdje je
hi(z, y) = %(g(x,y) +yr+ Ly + .. +glz+i—1y))

= —i® 4+ ki — 3wi+ 3i — 32% — k + 2kx + 62 + ky + 3y — 2.

Prvo dokazujemo da su vektori (GT(—1))"1, (G~ (—2))"1 singularni.

Lema 8.1.1. Vektor:
(GT(-1))"L, (G~ (=2))"1.

su singularni u W* zan =k +2, gdje jek € Z, k > —1.
Dokaz. Prvo dokazujemo da je (G~ (—2)**21 singularan vektor u W*. Tvrdimo da vrijedi
Gt(1)G(=2)"1 = 3n(k — (n —2))J(=1)G~ (=2)" "1+
n(n —1)(k — (n —2))G~(=3)G~(—2)" 1.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da je
GT(1)G™(=2)" "1 =3(n —1)(k — (n —3))J(—=1)G~(=2)" 1+
(n—1)(n—2)(k—(n—3)G (-3)G~(-2)"°L.
Vrijedi
GG (=2)"1 = ([G*(1),G™(-2)]+ GT ()G (-2))G™(-2)" "1
=B (-1) +3(k+1)J(=1) = (k+3)L(-1)G (=2)" 1+
+ G (-2)GT(1)G (=2)" 1
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=—6(n—1)J(-1)G (-2)" "1+ 3(k+ 1)J(-1)G(=2)" '1—
—(k+3)(n - 1)G (=3)G (=2)"*1+

+G7(=2)(3(n — 1)(k — (n = 3))J(~=1)G™(-2)"*1+
+(n—1)(n—-2)(k — (n—3))G™(=3)G~(-2)"’1)

= (3kn — 3n* +6n)J(—1)G (=2)" 1+

+ (kn® — kn —n® + 3n* — 2n)G~ (=3)G~(-2)"*1

=3n(k — (n—2))J(-1)G~(=2)" "1+

+n(n—1)(k—(n—2)G (=3)G~(-2)" 1.

Zatim, tvrdimo da vrijedi
GH(2)G™(=2)"1 = 2n(k — (n — 2))(k — (n — 2) + n/2)G~(—2)""'1.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da je
Gr2)G (-2)" "1 =2n—1)(k—(n—3))(k—(n—3)+ (n—1)/2)G(—-2)"°L.
Vrijedi
GT(2)G™(=2)"L = ([G(2),G™(=2)] + GT(2)G™(-2))G™ (-2)" "1
= (3J%(0) + (4k + 3)J(0) — (k + 3)L(0)+
(k+1)(2k+3))G(=2)" "1+ G (-2)GT(2)G~ (-2)" "1
=3(n—1)2G (—2)" "1 — (n—1)(4k +3)G~(-2)" "1
—(2n—2)(k+3)G™(=2)" "1 + (k+ 1)(2k + 3)G~ (=2)" "1+
+2n—D(k—(n—=3)k—(n—3)+(n—-1)/2)G (-2)"?1
= (2k*n — 3kn* + 8kn +n® — 6n* + 8n)G~(=2)" 1
=2n(k — (n—2))(k — (n—2) +n/2)G"(-2)" 1.

Dokazimo da je (GT(—1))**21 singularni vektor u W*. Tvrdimo da je
G ()G (=1)"1 = —n(k — (n — 2))(2k — (n — 4))GT(=1)""'1.
Tvrdnju dokazujemo indukcijom. Pretpostavimo da je
G- (G (-1 =~(n—1)(k—(n—3)2k — (n—5))GT(—1)"21.
Vrijedi

([G~(1),GT (=D + G (=G~ ()G (-1)" "1
(—=3J2(0) + (5k +6)J(0) + (k + 3)L(0)—

G- (1)GF(~1)"1
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—(k+DR2E+3)GT (=D)L + GH (-G ()G (=11
=(-3(n—1°+(n—-1)5k+6)+(n—1)(k+3)— (k+1)(2k +3)—
—(n =1k~ (n—3))(2k — (n - 5)))G"(=1)"""1

= —(2k®n — 3kn® + 8kn + n® — 6n* + 8n)GT (—1)""'1

= —n(k—(n—2))2k — (n—4)GT(=1)"'1.

Prostor L(z, y)wp = {v € L(z,y) : L(0)v = yv} je razapet vektorima { (G (0))'v,, : 0 < i},

te vrijedi relacija (cf. Lema 5.3.3)
G (0)GH(0) vy, = ihi(z,y)GT(0) v,

Neka je dim L(x, y)top = 4. 1z Leme 5.3.5 dobivamo

2k + 3 . 2k + 3
3 7y_x_2+1+ 3 )7

gdje je ¢¥(L(z,y)) WE-modul definiran u poglavlju 5.3.

(L(z,y)) = Lz +i—1-

Vidimo da su kandidati za najveée tezine (x,y) ireducibilnih reprezentacija najvece

tezine L(z,y) dani rjesenjima jednadzbe

2k +3 _ 2k +3
JYy—r —1+ 1+

). (8.1.1)

U ¢lanku [9] je pokazano da jednadzba (8.1.1) ima jedinstveno racionalno rjesenje kada

je k polucijeli broj vedi ili jednak od —3/2. Preciznije, vrijedi:

Lema 8.1.2 (][9], Proposition 2.4.). Neka je dim L(x,y)iwp = i, dim(L(x,y))tp = J 1
neka je k = p/2 — 3, p neparan cijeli broj veci ili jednak 3. Tada jednadzba (8.1.1) ima

jedinstveno rjesenje (x; ;,vi;), gdje je
1 ..
Tij = g(—22 — 7+ 2k + 6),

P Hji—ki—3i+*—6j —2jk+3k+6
Yig = 3(k + 3) ’
za svaki 1 <1< k+2, 1<j<k+3—1.

Medutim, kada je k cijeli broj veéi ili jednak —1, rjesenje jednadzbe (8.1.1) moze
izgledati drugacije. Sljedeca lema pokazuje da se za i + j = k + 3 krivulje

2k +3 . 2k +3
3 Yy—c—1+ 1+
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8.1. Nuzni uvjet za Wy (sls, fo)-module, k € Z, k > —1

podudaraju.

Dakle, primjenom automorfizma 1 ne¢emo dobiti nova rjesenja, no zbog potpunosti

ostavljamo ovaj rezultat.

Lema 8.1.3. Za i + j = k + 3 vrijedi jednakost:

: 2k +3 . 2k +3
hi(x,y) =hj(x +i—1— 3 Yy—c—i+1+ 3 ).
Dokaz. Oznacimo
. . 2k + 3
T=z+1—1— ,
3
2k +3

y=y—z—i+1l+

Iz definicije polinoma h;(x,y) dobivamo:

hi(z,y) = (=32 — 3iz + 2kx + 62) + (ky + 3y) + (—i° + ki + 3i — k — 2),

2k +3

hiia—i(2,9) = —(k+3—i)> +k(k+3—14) —3(x+i—1— )(k+3—1)
2k
3k 4+3—i)—Be+i—1— ;3)2—k
2k +3 2k +3
+2k(z+i—1— il )+6(x+i—1— ;)
k+3 2k + 3

2
+hkly—xz—i+1+ )+ 3y —z—i+1+

5 )

= (=32% — 92 + 122 + 62 — 32 + 321 — 3kx — 6w + 4kx + 2kx — kx)+
+ (ky + 3y) + (—i* 4 2ki + +6i — k* — 6k — 9+ k* + 3k — ki + 3i*—
— Bki — 150 + 2k* + 12k + 18 4+ 3k + 9 — 31 — 34? + 4ki+
+12i—§k2—8k—12—k+2kz’—2k—§k2+6i—6—4k—
—6—k:i+k:+§k;2+k—3i+3+2k:+1)

= (=32® — iz + 2kz + 62) + (ky + 3y) + (—i* + ki + 3i — k — 2).

A

Zakljuéujemo da vrijedi h;(x,y) = hgis—i(Z, 7).

Sada dolazimo do glavnog rezultata ovog potpoglavlja, koji nam daje kandidate za

ireducibilne W,-—module najvece tezine.

Propozicija 8.1.4. Neka je k € Z, k > —1. Skup klasa ekvivalencije ireducibilnih VAV/;.C-

modula je sadrZan u skupu

Sk = {L(z,y) [hi(z,y) =0, 1 <i < k+2}.



8.1. Nuzni uvjet za Wy (sls, fo)-module, k € Z, k > —1

Dokaz. Neka je L(z,y) ireducibilni Wi-modul s vektorom najveée tezine Vyy. Tada je

L(z,y) ireducibilni kvocijent Vermaovog W*-modula M (x,y). Buduéi da je
(G121 =0
u W, slijedi da je Gt (2)"?v,, = 0. Zakljucujemo da na L(z,y), vrijedi relacija

(GF(0)*20,, = 0.

k+2

To povlaéi da u Vermaovom modulu M (z,y), vektor G*(0)**2v,, lezi u maksimalnom

podmodulu.
Zakljucujemo da je vektor G*(0)%v,, singularan u Vermaovom modulu za neki 1 <
1 < k+ 2, te vrijedi
G~ (0)GT(0) v, =0

zaneki 1 <¢<k+ 2.

Slijedi da je L(x,y) i-dimenzionalan za neki 1 < i < k + 2, te iz Propozicije 5.3.4
dobivamo da vrijedi h;(z,y) =0, za neki 1 < i < k + 2.

Ovime smo pokazali da je skup klasa ekvivalencije ireducibilnih );Vvk—modula sadrzan

u skupu
S ={L(z,y) | hi(x,y) =0, i=1,... . k+2}.

]

U sljede¢em primjeru vidimo da za k = 0, 1, 2, rjeSavajuéi jednadzbu (8.1.1) zai+j =

k + 3 dobivamo krivulje, dok za i + j # k + 3 dobivamo jedinstvena racionalna rjesenja.
Primjer 8.1.5. (1) Slucaj k =0
hi(x,y) = —32* + 3z + 3y

ho(z,y) = =32* + 3y

ei=1j=2=2a2>-2—-9y=0,

ei=2 j=1=22-y=0.

(2) Slucaj k =1
hi(x,y) = —32* + 5z + 4y

ho(z,y) = —32% + 2x + 4y + 1

hs(z,y) = —32? —x+4y
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8.2. Realizacija ireducibilnih Wy—modula za k = —1

.Z:17]:2:>$:%7y:_%,

ei=1j=3= 322 +5x+4y =0,
e =2 j=1—=ax=1y=0,
0 i=2 j=2= -3 +2rx+4y+1=0,

e i =3 j=1= 322 —2+4y = 0.

(3) Slucaj k =2
hi(z,y) = —32* + Tz + by

ho(z,y) = —32* + 4z + 5y + 2
ha(z,y) = —32% +x + 5y + 2

hy(z,y) = —32% — 2z + 5y

ci=1j=2=— 1=

i=1,j=3= 1=

i=1,j=4= —322+7Tx+5y =0,
ei=2j=1= 1=
ci=2j=2—g=2
e i=2 j=3= 322 +4r+5y+2=0,
o1 =3, j=1=ax=1,y=0,

ei=3j=2=—= -3224+2+5y+2=0,

oi=4,j=1= —322— 2z +5y=0.

8.2 Realizacija ireducibilnih WW,—modula za k£ = —1
U ovom potpoglavlju ¢emo pokazati da su za k = —1, ireducibilni Wy—moduli para-

metrizirani nultockama polinoma h(z,y). U élanku D. Adamovica, V. G. Kaca, P.

Moseneder-Frajrije, P. Papija i O. Persea [6] dokazano je da je Bershadsky-Polyakov

algebra Wi (sls. fp) za k = —1 izomorfna Heisenbergovoj verteks algebri M (1), odnosno
W_1 = M(1).
Preciznije govoreéi, za k = —1 generatori G* od W¥ su elementi maksimalnog ideala, pa

zbog toga vrijedi G* = 0 u prostom kvocijentu W,.
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8.3. Realizacija ireducibilnih Wy—modula za k = 0

Takoder vrijedi da za k = —1 imamo konformno ulaganje (ulaganje koje ¢uva Vi-
rasorov (konformni) vektor) Heisenbergove verteks algebre u Wy. Zato je (originalni)

Virasorov vektor

3 3
w=g 0= S J(=1)0,
a novi Virasorov vektor je
1 3 1
w= —DJ==J(-1)*1 + =J(-2)1.
W=wt g 5 (—1)*1 + 5 (—2)

Poznato je da su svi ireducibilni moduli za Heisenbergovu verteks-algebru M (1) oblika
M(1,z) za neki x € C, pri ¢emo J(0) djeluje na M (1, z) kao zId. Tada L(0) djeluje na

vektoru najvece tezine od M (1,x) kao

3 9
Ovim smo pokazali da se najvece tezine ireducibilnih W_; = M (1)-modula poduda-

raju s nultockama polinoma h;(z,y) = —32% + (2k + 3)z + (k + 3)y za k = —1.

Teorem 8.2.1. Skup
So1={L(z,y) | h(z,y) = 0}

daje sve ireducibilne VWW_1 -module.

8.3 Realizacija ireducibilnih W,—modula za £ =0

U ovom potpoglavlju ¢emo Kklasificirati ireducibilne YWy—module najveée tezine, odnosno
konstruirat ¢emo ireducibilne reprezentacije iz Propozicije 8.1.4 u slucaju k = 0.

Vazan korak u konstrukciji je fermionska realizacija odredenih prostih WW-algebri
Wh(g, fp), na nivou k = 0, iz ¢lanka T. Arakawe, T. Creutziga, K. Kawasetsua i A.
Linshawa [11]. Mi ¢emo napisati bozonsku varijantu te realizacije za Wy = Wy(sls, fo),

iz koje se moze dobiti potrebna konstrukcija modula najvece tezine za W.

Fermionska realizacija

Simplekticki fermioni A(1) su definirani u Poglavlju 2.3.3 kao verteks algebra generirana
neparnim poljima b i ¢. Verteks algebra A(1) ima sljede¢i Virasorov vektor centralnog
naboja ¢ = —2:

wa@) = be: .

Neka je F' Cliffordova verteks algebra generirana neparnim poljima ¥+ and U~ (cf.

Poglavlje 2.3.4). Neka je M(1) Heisenbergova verteks podalgebra od F' generirana s
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8.3. Realizacija ireducibilnih Wy—modula za k = 0

a :=: UTWU~ : Verteks algebre M (1) i F imaju sljedeéi Virasorov vektor centralnog
naboja ¢ = 1:
1
wp =g oa.

Teorem 8.3.1. [11] Postoji netrivijalni homomorfizam verteks algebri

d . WO = WQ(Sl(3),f9) — F®A(1)

J o= Ut

T = wp+wam
Gt = V3:UTh:
G~ — V3:U c:.

Bozonska realizacija

Iz Propozicije 8.1.4 slijedi da svaka ireducibilna reprezentacija najvece tezine od W, mora
nuzno imati tezinu (x, 22+ (i—1)z) zai = 0, 1. Preostaje dokazati da takve ireducibilne re-
prezentacije zaista postoje. U Teoremu 8.3.2 ¢emo konstruirati ireducibilne reprezentacije
s tocno tim tezinama, Sto ¢e nam dati klasifikaciju za slucaj k = 0.

Neka je V, = M(1) ® C[L] verteks algebra pridruzena resetki L = Zay + Zas takva
da je

<O./Z', O./j> = 5i,j7 Z,j = 1, 2.
Promatramo podalgebru V[D] = M (1) ® C[D] od V1, gdje je D = Z(ay + ag). Za svaki
reC,i=0,1,
VID —iay — z(oq — ap)] = V[D].e~ter(e1-0z2)

je ireducibilni V[D]-modul.
Teorem 8.3.2. /8]

(1) Prosta verteks algebra Wy je realizirana kao verteks podalgebra od V[D] generirana

vektorima
= ag(—1)
L % (a1(=1)% — a1 (=2) + a2(—1)* + a2(—2))
Gt = 3eutez
G~ — —V3Baj(—1)e 72,

(2) Wy ima dvije familije ireducibilnih modula najveée tezine U;(x), i = 0,1, x € C
realizirane kao

Ui(w) = Wo(sl(3), 0).e~ i1 +leame2),

Najveca tezina od U;(z) s obzirom na (Jy, Lo) je (z,2? + (i — 1)x).
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Dokaz. Uocimo prvo da se Cliffordova verteks algebra F' moze uloziti u verteks algebru

Vi, tako da vrijedi

1
Ut =e® U™ =e 2 wp= 50@(—1)2.
Simplekticki fermioni A(1) su takoder podalgebra of V7, takva da je
1
b=e", c=—ai(—1)e™ ™, wan) = 5(041(—1)2 —a1(—2)).

Sada fermionska realizacija iz Teorema 8.3.1 daje eksplicitnu bozonsku realizaciju.

Oznacimo
a1 +ag =7, —a;—ay=0.
Tada je (7y,d) = —2 i vrijedi (cf. Poglavlje 2.3.2)
6’1765 _ e'y—‘rti’

ejed = y(—=1)e"*?,
elie’ = %(7(—1)2 +7(=2))er ™,
6t6 =0 zat>2.
Direktnim rac¢unom dobivamo
GiG™ = —3ey T2 (—1)e ™™
I W

=31 = (k+1)(2k + 3)1,

GTG™ = =3l T2 (—1)e ™™
— _3&1( ) (11 1+ag 7041 [e %} 4 36041-%04267041 a2
= —3Oé1( ) (051 + 042)( 1)

= 3ay(—1) = 3(k + 1),

GIG™ = —3ef' T2 qy(—1)e ™~

= —3ap(—1)ef T2 @72 4 etz

= —3ai(—1)(a1 + az)(—1) + g (1 + )’ (—1) + (a1 + az)(—-2))
= —ga%(—l) + g&g(—l) + 2041(—2) + gaz(—2)

=3J%, +3J_3—3L_y=3J2,+(2k+3)J_y— (k+3)L_,
Ovim je tvrdnja (1) dokazana.
Tvrdnja (2) slijedi iz ¢injenice da su vektori e *1=#(@1=a2) ypravo vektori najveée
tezine za W, i da je najveca tezina bas (z,2* + (i — 1)x).
Dakle, W, ima dvije familije modula najvece tezine (z, 2>+ (i—1)x), i = 0, 1. Posebno,

i njihovi ireducibilni kvocijenti su moduli za Wj. O]
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Dodatak A
Dokaz Propozicije 4.1.1

U ovom poglavlju dokazujemo Lemu 4.1.2 i Lemu 4.1.3 koje su potrebne za konstrukciju
ulaganja Bershadsky-Polyakov algebre Wy u Weylovu verteks algebru za k = —5/3 (cf.
Propozicija 4.1.1 u Poglavlju 4).

Lema 4.1.2. Neka jew = % (a:zafl — aJ_rQa:l) 1. Tada je w Virasorov vektor centralnog

naboja ¢ = —1.

Dokaz. Stavimo L(m) = wy,41. Vrijedi:

[a,}, L(m)] = [}, wini1]

1 n
= (aa_w)m-i-n—i-l + n(a—li_w)m-i-n = _§(Da+)m+n+l + §a’:+m
n+m-+1 n
= Ta:er + §a:+m
1
= (é(m +1) +n)a,,,,
[ar_w L<m)] = [a;, wm—i-l]
_ _ _ n _
= (a9 W)min+1 +1(a; W)min = _§(Da Jmant1 + Eaner
n+m+1 _ n _
= Tan-‘rm + §an+m

= (50m+1) + nag

Pokazimo sada relacije za w:

1 _ _
Wow = §L(—1) (aZyaty —atya”y) 1
1
= Duw,
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1
wiw = EL(O) (aZyat) —atya ) 1
1 1 1, _ 1 1 _
=525 +1- 5)%2@1 —2-5+1- §)af2a71)1 (*)

—~

- o+ + -\ —
a_ya’; —a,a”,)] = 2w,

1
Waw = 5L(1) (aZyaty —atyazy) 1

1
= 5(ajlaf1 +0—atja”, +0)1 =0,

1, 1 _ 1 _ _ 1 _
= 5(—5% a’, 2@_2af 2@?{@_1 + §af2a1 )1
1, 1 1 1
ETEE RS SR SO
20 2 2 2 2
Jednakost (*) vrijedi zbog
L(O>a’—"—_n1a:n2 = [L(0)7 ai—nl} a:ng + ai—nl [L(0)7 a:n2j|
1 1
= _(5 - n1>a’i—n1a:n2 - ai—n1<§ - n2)a7n2
1 1 _
= (nl — 5 + Ng — §)afnla_n2
O
Lema 4.1.3. Neka je
I 1, _ L
J = —gaflafl]l, w=3 (aZ,at, —atyay) 1,
1 3 _ 1 —\3
Tada vrijede sljedece relacije:
2
GiG- =<1
2 9
GG~ =-2J

4
GiG~=3J* —DJ — W

Dokaz. Vrijedi

3
1 5 1 o 1 o
(o) = (5w~ e

nez nez

Iz gornje formule i formule za produkt redova

(i aiz“> <§: a;zM) 3 g

i=—00 j=—o00 k=—00
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dobivamo da su koeficijenti ¢, dani sa

o0

— } : + .+
Cht+1 = ay gy

l=—00
(erje (=l—1)+(=k+1—1)=—(k+1)—1). Slijedi da je
+ RS + 1 < o +
Gn—H = § Z CmQy gy = g Z Z Ay Qpy 91 | Opim-
m=—o00 m=—o0 \l=—o0
Sada mozemo izracunati produkte G5 G—, Gf G~ i G§G™.

o G5G~

Iz formule

Gi=2 S (S arar ) at
3

m=—o0 \l=—o00
slijedi da jedine ne-nul elemente u produktu G5 G~ dobivamo ako vrijedi m > 1,

m<1+1[1<1, odnosnom=1il=1.
Kako vrijedi (aar)3 (a:1)3 1 =61, slijedi da je

- 1 3/, _\3 6

o GG~
Iz formule

Gi-1y (f: m) “,

m=—o0 \l=—o0
slijedi da jedine ne-nul elemente u produktu Gf G~ dobivamo ako vrijedi m > 0,
m<1+[<1=m=1il=0,m=0il=0,m=01il=—1.

Kako vrijedi (aa“)2 (a:1>3 1 =6a_,1, slijedi da je

1
GG~ = (afatiaf + atyafad + afaiat)) 77 (a:l)3 1

3 2/, _\3

= 2—7af1 (ag)” (aZy) 1
6 _

= §af1a_1ll = —2J.

o GiG~
Iz formule

Gy = % i (i a;ra:;1l> aty_,

m=—00 \l=—o00
slijedi da jedine ne-nul elemente u produktu G¢ G~ dobivamo ako vrijedi m > —1,
m<1+I<1l=m=1il=0,m=0il=0,m=0il=—-1,m=-1il=0,

m=—-1lil=—-1,m=-1il=-2.
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Kako vrijedi ag (a:1)3 1=3 (a:1)2 1, slijedi da je

Gy G~ = (agalag +alyaliag +alyagag +agalialy +aliagal,+

1
+agagaty)o-(aZ,)’1

1 2
2 1
- ganajl]l +3 (afl)2 (a:l)Q 1
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Dodatak B
Racuni za singularne vektore W31 Wy

U ovom poglavlju dokazujemo formule za singularne vektore W3 i Wy, te njihove projekcije
u Zhuovu algebru. Singularni vektori W3 i W, su nam potrebni za klasifikaciju ireduci-
bilnih jakih modula za Wg(sls, fo) u slucajevima k = —9/4 1 k = —5/3 (cf. Propozicija
6.1.4 i Proporzicija 6.2.5 u Poglavlju 6). Takoder, singularni vektor W, je klju¢an za kons-
trukciju ulaganja Bershadsky-Polyakov algebre Wy (sls, fp) u Weylovu verteks algebru (cf.
Poglavlje 4.)

B.1 Racuni za singularni vektor W3

Lema B.1.1. Singularni vektor za Heisenberg-Virasoro dio algebre W*(= W¥(sls, fy)) na

nivou 3 je dan formulom

kE+3 9k+2) 4 2(k? + 4k + 6)
Wy =——L 31 — —5J°1 —-3J 5J 11 — J_sl
T2 T 2k +3)2 ! 2ot (2k + 3) st
3(k+3) _
U slucajevima k = —% 1k = —%, W3 je singularni vektor za W*.

Dokaz. Neka je
Ws = A1 L_s1 + Ay J3 1+ AsJ_oJ 1+ AyJ 31 + AsL_oJ 1+ AsGT,GZ |1

singularni vektor za W* tezine 0 na nivou 3, zapisan u PBW bazi.

Iz definicije singularnog vektora slijedi

[ ] L1W3:0

(1) LiL_31 =4L_,1
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B.1. Racuni za singularni vektor W3

2 3.1=0

3

(2) L
(3) LyJ oJ 11 =2J%1
(4)
(5) L
(6)

L
LyJ_31 =3J_,1
5) LiL_oJ 11 =3J 51
6) LiGH G 1=6J%1+3(k+1)J 51 —2(k+3)L_1

L] L2W3 =0

1) LyL_31 =0
2) LyJ3,1 = (2k +3)J_,1
3) LyJ_J 11 =0
4) LyJ sl =3J_1

5

(
(
(
(
(5) LoL_oJ 11 = (44 £)J 11
(

) L
)
)
)
) L
6) LoGH G 1=2(k+1)J,1

L J1W3:O

1) JiL sl = J 1

2) J1J3,1 = (2k +3)J%,1

(1) J

(2)

(3) JiJ_aJ11 = 3(2k +3)J_»1

(4) J1J 31 =0

(5) JiL_oJ 41 =J* 1+ 3(2k+3))L_»1

(6) LHGH G2 1 =321+ 2(k+1)J_51 — (k+3)L_51

Pomocu ovih relacija dobivamo sustav jednadzbi
o [ \W;3=0—

4A; —2(k +3)A =0
2A3+ 646 =0
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B.1. Racuni za singularni vektor W3

o [LW3=0=

(2k +3)As +3As+ (4 + $)As + 2(k+1)A6 =0

o JIW3=0—=

$(2k 4+ 3)As — (k+3)46 =0
Ar+ 3(k+1)Ag + 3(2k 4+ 3)A5 = 0
As + (2k +3) Ay + 345 =0

Rjesavanjem sustava dobivamo da je

k+3 9(k+2) 4 2(k* + 4k + 6)
Wy=—L 31— ——5J%1—-3J 5J 11— J 31
T2 T 2k +3)2 2ot (2k + 3) st
3(k+3) _
+ 253 L oJ 14+ GH G 1.

Iz definicije singularnog vektora slijedi da je G W3 = 0, te dobivamo relacije

(1) GTL_s1 =2G*,1

(2) Gf 21 =-GT,1+3J.,GH1

(3) GfJ_9J 11 =G0 — J_,GH 1

(4) G J 31 = -GH,1

(5) GfLoJ 11 =-3G*,1+2J.,G 1

(6) GTGT,G71 = =3(k+1)GT,1 +3(k+1)J G, 1.
Vrijede sljedece jednadzbe:

241 — Ay + A3 — Ay — 3A5 = 3(k + 1) A6 = 0,
3A2—Ag—A4+%A5+3(k+1)A6:0,

odnosno
k+3  9(k+2) 2(k* + 4k +6)  9(k + 3)
2 -3 — —3(k+1)=0
> s Yt @t 2wy SRHDSO
9k +2) 9(k + 3)
S e ———— +3(k+1)=0.
2k +3)? 22k tg) TCETY
Rjesenja ovog sustava su k = —%, k= —% i k= —3. Bududi da je c = —%,
ostaju nam vrijednosti k = =3 i k = —3.
]
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B.2. Racuni za singularni vektor Wy i projekcija u Zhuovoj algebri

Iz gornjih racuna slijedi:

Lema B.1.2. Singularni vektor u W¥* na nivou 3 za k = —9/4 je dan sa
3 3 11 3 o
W3 = gL_gﬂ + J_lﬂ - 3J_2J_11 + Zj_gﬂ - §L_2J_1]1 ‘|‘ G_lG_l]l.

B.2 Racuni za singularni vektor W, i projekcija u

Zhuovoj algebri

Lema B.2.1. Singularni vektor u W* na nivou 4 za k = —5/3 je dan sa
62 14 33
Wy = —EL%QJI + 5 Lal = 18J4 1 + 547 5J% 1 — 130J_3J 1 + 7]3211 +13J 41+

+0L_gJ ol —12L_3J_11 +46L_5J*,1 — G1,G—,1 + GF,G=,1 — 18J_,GT,G~,1.
Dokaz. Neka je

Wy = A L)1 + ALy + AgJ* 1+ AyJ o J? |1+ AsJ 3 11 + AgJ?,1 + ArJ 41+
+ ASL_QJ_Q:H_ + AgL_3J_1:H_ + AlOL—szll —|— Althnglﬂ- + A12Gt1G:21+
+ AsJ 1GTG7 1

singularni vektor u W¥ na nivou 4, zapisan u PBW bazi.

Iz definicije singularnog vektora slijedi:

[ ] L1W4:O

LiL_41 =5L_51
LiJ41=0

LiJ 2J%, 1 =2J31
LiJ 5 11 =3J 5J41

)
)
)
)
)
6) L1J2,1 =4J_5J —1_41
) LiJ 41 =4J 41
) LiL_3J 51 =6J_31 + 2L_5J_11
) LiL_3J 11 =4L_5J 11
) LiL_5J%1 =6J_5J_11
)

LiGT,G~ 1 =3GT,G~ ;1
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

(12) LiGH,G7,1 =12J 5J 11+ 6(k+1)J 31 — 2(k +3)L_31 + 3G*,G_;1
(13) LiJ GY G 1 =631 +3(k+1)J_oJ 11 —2(k+3)L_oJ 11 +2(k+3)J_51.

L4 LQWg =0

(1)

(2) LyL_41 = 6L_51

(3) LoJ* 1 =2(2k + 3)J%,1

(4) LoJ oJ21 =287 51

(5) LoJ_sJ 11 =3J%1

(6) LyJ?,1 =0

(7) LaJ_41 = 4J_51

(8) LoL_oJ o1 = (84 £)J o1

(9) LoL_3J 11 =5J_51
(10) LoL_oJ? 1 = (84 %)J2, 1+ 223 ,1
(11) LoGH,GT 1 =272 1+ 350 7 o1 — (k4 3)L 51
(12) LoGH G0 =152 1 4 BE 7 g &S g
(13) LoJ 1GH G710 = (B0 4 3y 72 14 3 7 o1 — (k4 3)L 1.

o JIW3=0

(1) J1L2,1 =2L_oJ 11 — J_31

(2) JLL_41 =J_31

(3) JyJA, 1 = 223 53 q

(4) i J o 21 =237 71

(5) JiJ_gJ 11 =g .1

(6) J1J2,1=0

(7) J1J 41 =0

(8) J1L_gJ o1 =J 5J 41

9) JiL g a1 =J o] 11 1
(10) L oJ2 1= J3 1+ 22 7 1
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

JLGHGZ 1 =G G 1

JIGH G2l =6J_5J 11+ 3(k+1)J_31 — (k+3)L_

NI AGHGT 1 =331+ 2E T 0 1 — (k4 3)L o 1+ (k+3)J 51 +

Caeanean ¥

L4 J2W3 =0

1
2
3
4

6

(
(
(
(
(5
(
(
(8
9
10
11

)
)
)
)
)
)
7)
)
)
)
)
12)

)

(
(
(
(

13

JoL2,1 =0

JoL_41 =2J 51

JoJ4 1 =0

Jod 5 J? 1 = 22543 2 1
Jod_3J 11 =0

JoJ2,1 = 1) g o1
Jod_41 =0

JoL_pJ o1 =281 .1
JoL_3J 11 =2J%1
JoL_5J%1=0

JGE,GT 1 =321+ 25 g 01— (k+3)L_
JQGi_lGZQIl - ?)leﬂ + @J_Q:ﬂ_ — (k + 3)L_

JQJ_thlGill — 3(k + 1)]31]]_

L] L3W3 =0

1
2
3
4
)
6

(
(
(
(
(
(
(7
(

)
) L
) L
)
) L
)
)
) L

8

3L2,1 =0
4]1:()
41=0

L
LyJ pJ2 1 =285 1
J 3J 1 =0

L3J?,1 =0

LsJ 41 =4J 1

L_5J 51 =10J_41

ol

ol
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

L3L_3J_1]1 = (6 + 20>J_1]1
L3L_2J31]1 = 0

)
)

11) LyGE,Go1 = 12(k +1)J,1
) LyGH G, 1 = 18(k +1)J_,1
)

Dobivamo sljedeci sustav jednadzbi:
[ ] L1W4 = O —

3A; +5A5 —2(k+3)A12 =0

24,4+ 6413 =0

3A5 +4Ag +6A10 + 1241, =0

4A7 4+ 6Ag + 6(k + 1) A1a + 2(k + 3)A13 = 0
243+ 4Ag — 2(k+3)A13=0

3A11 +3A15=0

L3J 1GT,G= 1 =6(k+1)(k+2)J 1.

(1)

(2) JsL_41 =3J_41

(3) J5J4,1=0

(4) JsJ_9J? 1 =0

(5) JsJ_3J_ 11 = (2k +3)J_1

(6) J3J2,1 =0

(7) JsJ_41 =0

(8) JsL_oJ 51 =0

(9) JsL_3J_11=0
(10) J3L _5J2,1 =2(2k +3)J_;1
(11) JsGT,G~ 1 =3(k+1)J_,1
(12) JsGT,G=,1 =6(k+1)J_,1
(13) J5J_,GT,G= 1 = (k+ 1)(2k + 3)J_, 1.
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

o LW, =0—=

(8 +¢c)A; + 64 + %(Zk + 3)Ay — %(k + 3)A; — g(k +3)A1 — (k+3)A13 =0
2(2k +3)As + 345 + 8+ £) Ao+ LA + BAp+ (2(k+1)+3)A13=0
s(2k+3)As+4A74+ 8+ §)As+5A0+ 4 (k+ 1) A+ 2(k+1) A+ 3(k+1)A;3 =0

o JIWy=0—

—A1+ A+ 52k +3)As + 3(k+ 1) A1a + (k+3)A13=0
2A1 4 2(2k +3)A1p — (k+3)A13=0

3(2k +3)A3 + Ay + 3413 =0

2(2k +3)As+ As + Ag + 6410+ 3(k + 1) 413 =0

$(2k 4+ 3)Ag — (k+3)A12 =0

An - A12+%(2k+3)A13 =0

o LW,=0—

24 + 3(2k + 3)A + 2(k + 1) A1 + 2(k + 1) A2 = 0 2(2k + 3) Ay + 249 + 3A1; +
3419+ 3(k+ 1)A;3 =0
2(2k +3)As — (k+3)A11 — (k+3)A12 =0

[ L3W4:O:>

3 (2k+3) Ay +4A7+10Ag+(6+2¢) Ag+12(k+1) A +18(k+1) A1a+6(k+1) (k+2) A3 =
0

° J3W4:O:>

3A1+3A2+(2k+3) As+2(2k+3) A1o+3(k+1) A1 +6(k+1) A1o+(2k+3) (k+1) A3 = 0

Rjesenja sustava su dana sa:

_ (17k+18)(k+3)
A= — 6(2k+3)
__ (Bk+6)(k+3)
Ay = 2(2k+3)
Au — 3(17k2+159k+216)
3 8(2k+3)3
_ 18
Ay = (2k+3)
A — 34k2+129k+135)
5 (2k+3)2
A — 3(11k2+36k+27)
6 — 4(2k+3)?
A — 3(2k2+7k+9)
7T T 2(2k+3)
Ag - O
_ 3(k+3)
Ay = (2k+3)
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

Ay = (k+3)(17k+36)

2(2k+3)2
A =-—1
A12 =1
_ _ 6
Ay = (2k+3) "

[]

Lema B.2.2. Za projekcije elemenata PBW baze u Zhuovoj algebri AOWF) = Clx,y]

vrijede sljedece relacije:

(1) [L2,1] = y* + 2y,

(2) [L-41] =3y

(3) [J41] = 24

(4) [J—2J2,1] = —a®

(5) [J_3J_11] = 22

(6) [J?,1] = 2?

(7) [J-al] =

(8) [L_sJ_s1] = —zy — 2z

(9) [L_sJ 1] = 22y — 2
(10) [L_9J?,1] = 22y + 222
(11) [GH,G71] =322 — 3(k+ 1)z — (k + 3)y
(12) [GT,G7,1] = 622 — 3(k + 1)z — 2(k + 3)y
(13) [J_1GF,G71) = =32® + 3(k + 1)2® + (k + 3)zy

Dokaz. Vrijedi:
(Lep—o+2L_ 1+ L_,)veO(V),
pa je [L_31] = =2[L_51] = —2y.
(1) Vrijedi da je
(L2l + Ly)"1] = [(L251] = y",

te je [(L,QE -+ L,1 1)[/72]1] = [L%zﬂ -+ Lfg]l]
= [L2,1] =y* — [L51] = y* + 2y.
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

(2) [L_41 +2L_31 + L_»1] =0,
- [L,41] = —Q{Lfg]l] - [L,Qﬂ] = 3y
Bududi da je
[Ty 1eed iy 1 1] = (=) T [(J7 1] = (=1) g
imamo sljedece relacije:
(3) [(J%,] =2,
(4) [J2J2y] = =[(J2] = =2,

(5) [J-3Ja] = 2%,

(8) [L_oJ 5] = —xy — 2x

L o] 5 7] = —ay = Res, L2

L(2)J_o1

- (% +2+2)() Lnz ") 1

= [L_oJ o] + 2[L_1J 2] + [LoJ_2]

= [L(2J o] =24, ,[Jo] + Ay, [T 2]
= [L2Joo] = Ay, (=)

= [L_oJ o] = —xy — 2.

(9) [L_gJ_1] = —2zy —x

(1+2)* 12 o
Res., = L(Z)J_IIL =0= R@52(§ + ; + 1)(2 L,z 2)J_1]l
= [L_s3J 1]+ 2[L_sJ 1] + [L_1 ] ]
= [L_gJ 1|+ 2(xy+ 1) — x,
= [L_3J_1] = —2zy — x.
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B.2. Racuni za singularni vektor W, i projekcija u Zhuovoj algebri

(10) [L_oJ2,] = a2y + 20

L) 2] = ya? — Res, LF2)°

L(z)J*1

[Lo22] + 2[Lo1 T2y ] + [Lo 2]
[L—2J%] — QAﬂ [724] + A g [T24]
[L 2<] 1] AJ2 .’,U
[L—2J%] =
— [L_yJ%] = 2%y + 22
(11) [GT,G7) =3a? = 3(k+ 1)z — (k+ 3)y
Resz<1 1— 2)° Gt (z2)G-=0= Resz ZG+ —n=ly
— Gi—QG + thG_,
[GT,G7] = —[GT,G~]. Vrijedi:
A, -1
1 GT1 2
[GH1]o[GZ,1]=0= ReszG+(2)( + Z)z G ,1
1
— - 1 +.,—n—1 -
Res.( ~+ )(Z Gr=7""hHaG
= Gi—lG_ + GtoG_,
([GT,G7] = =[G G, te [GT,G7] =[G G™]. Bududi da je
k+1
GyG™ =3J* + 3k + )J,2 — (k+3)L_,
imamo
3(k+1
era)=si2) + 25— gy

= 327 — g(k + 1)z — (k+3)y,

— [GT,G7] =322 — 2(k+ 1)z — (k + 3)y.

(12) [GT,G,) = 622 —3(k+ 1)z — 2(k + 3)y
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B.3. Racuni za singularni vektor W3 i projekcija u Smithovoj algebri

D(GT,G™) = G1,G™ + G*,G—,, pa je zato

[L_\GT,G7] = [GF,GT] + [GT,G,],

GT,G7] + [GF,GZ,] = [ LoG*,G 7]
= -3|GH,G7],

GT,G~,] = =3[GT,G7] — [GF,G]
= Z[Gi—2G_]7

(13) [Jo1GH G = =32 + 3(k + 1)2® + (k + 3)zy
1) [65,G) = —a(3a” — S(k+ 1) — (k + 3)y)
= Res, (1+2) (Z Jo2 " HGT G

z

=[G G+ [T GG =[G .G

— [J(-1)GH,G7] = =32% + 3(k + 1)a* + (k + 3)zy.

B.3 Racuni za singularni vektor W5 i projekcija u

Smithovoj algebri

U ovom i iduéem potpoglavlju koristimo novo Virasorovo polje L(z) dano sa (cf. Poglavlje
5.2)
— — 1
L(z) = L 2 —-DJ(z2).
(2) % (n)z (2) + 5DJ(2)

Neka je konformni vektor w = w + %DJ takav da je @, 11 = L(n).

Lema B.3.1. S novim Virasoro vektorom @, singularni vektor u W* na nivou 3 za k =
—9/4 je dan sa

Wy = AT(=3)1 + Ay J(—1)*1 + (As — %A5)J(—2)J(—1)IL b (Ad— ADJ(—=3)1+

+ AsL(—2)J(—1)1 + AsGT(-1)G~(-2)1
= gf(—?))]l + J(=1)%1 — %J(—Q)J(—l)]l + gJ_g]l — gf(—Q)J(—l)]H—

+GT(~1)G—(—2)1.
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B.3. Racuni za singularni vektor W3 i projekcija u Smithovoj algebri

Dokaz. Bududi da je

L,=L(n) + 5 J(n),

vrijedi:

pa je
Wy = AT(=3)1 + Ay J(—1)*1 + (Ag — %A5)J(—2)J(—1)IL +(As— A))J(=3)1+

+ AsL(=2)J(—1)1 + AsGT(—1)G~ (-2)1.

Projekcija vektora G*(0)W3 u Smithovoj algebri
Pomoc¢u iduc¢ih nekoliko tehnickih lema dokazujemo formulu
3— 3

GH O] = BT + ).

koju koristimo za klasifikaciju ireducibilnih jakih modula za Wy, k = —9/4 (cf. Propozicija
6.1.4 u Poglavlju 6).

Lema B.3.2. Vrijede sljedece relacije:
(1) G*(0)L(-3)L =0,
(2) GT(0)J(=1)*1 = =G+ (-3)1 + 3J(—1)G"(—-2)1 — 3J(—1)*GT(-1)1
(3) Gt(0)J(=2)J(-1)1 = GT(=3)1 — J(-1)GT(=2)1 — J(—2)GT(-1)1
(4) GT(0)Js1 = =G7(=3)1
(5) GH(0)L(=2)J(=1)1 = —L(-2)G*(-1)1,

(6) GH0)GH(~1)G(~1)1 = ZGH(=3)1 — 6J(—1)G*(=2)1 + 3J(~1)G*(~2)1 —
= 3J(=2)G* (-1 - {L(-2)G*(-1)L.
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B.3. Racuni za singularni vektor W3 i projekcija u Smithovoj algebri

Lema B.3.3. Vektor G*(0)W3 je dan formulom

(ﬁ(mvvg———§G+Q—$ﬂ——ZJ@J)G*(—%14—2J0%3G+(—U14—23@%@G+(—U1.

Lema B.3.4. Za projekciju u Smithovu algebru vrijedi
(1) [GT(=3)1] = E
(2) [J(~1)G*(-2)1] = E — XE
(3) [J(—1)2°G*(=1)1] = X’E + E — 2XE
(4) [J(=2)GT(-1)1] = -XE+ E
(5) [L(-2)G*(-1)1] = EY + E.

Dokaz. (1) [GT(=3)1] =F
Bududi da vrijedi (GT(=2) + GT(=1))v € O(V) i (GT(=3) + GT(-2))v € O(V),

[GT(=3)1] = —[G"(-2)1] = [GT(-1)1] = E.
2) [J(~1)GH(~2)1] = E — XE

(G (=2)) # [J(=1)] = —BX = Res, 122

J(2)GT(=2)1 + O(V)
= Res, (- ZJ T 1G+ 2)1) +O(V)
= [J(-1)G"(-2)1]

— [J(-1)G*(=2)1] = —EX = E — XE.

(3) [J(—1)2GH(—1)1] = X2E + E — 2XE

ﬂ+@°

[J(=1)"] % [G"(=1)] = X*E = Res G*(2)J(-1)’1+O(V)

= Res.(~ ZG+(n L(-1)°1) + O(V)
= [G*(-1)J(-1)*1]
= [GT(=3)1] = 2[J(-1)GT,1] + [J(=1)*G*(-1)1]

— [J(-1)2G*(~1)1] = X2E — E - 2EX = X?E + E — 2XE.
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4) [J(=2)GH(~1)1] = -XE+E

(-2 [GH-1)] = —XF = Res. "2 6 (2)0(-2)1 + 0(v)

_ Resz(é S GH )L (=2)1) + O(V)

= [GT(-1)J(=2)1]
= —[GT(=3)1] + [J(~2)GT (- 1)1]

— [J(=2)G*(~1)1] = —XE + E.

(5) [L(—2)GT(~1)1] = EY + E.

[GT(—1)] * [L(-2)] = EY = ReszuL(z)GJr(—l)ﬂ +O(V)

_ Resz@ )Y L) 2GH(—1)1) + O(V)
= [L(-2)G* (-1 1] + [L(-1)GH (-1)1]

= [L(=2)GT (=D 1] + [G™(=2)1]

O
Lema B.3.5. Projekcija vektora GT(0)W5 u Smithovoj algebri je dana sa
- 35— 3
[GT0)Ws] = E(1Y + 2).
4 8
Dokaz
3 3 _
[GT(0)W3] = —gE — Z<E — XE)+ - (-XE+E)+ - (EY + E)
3— 3
O

B.4 Racéuni za singularni vektor W, i projekcija u

Smithovoj algebri

Lema B.4.1. S novim Virasoro vektorom @, singularni vektor u W* na nivou 4 za k =
—5/3 je dan sa

W, = —%f(—?)Ql + %45(—4)11 —18J(=1)*1 + 31J(=2)J(—1)*1—
— 118J(=3)J(—=1)1 + %J(—Z)Qﬂ - SJ(—AL)H + %Z(—Q)J(—z)n—
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— 12L(=3)J(=1)1 + 46 L(—2)J (—1)*1 — GT(—2)G~ (—2)1+
+GH(=1)G (=3)1 — 18J(—1)GT(-1)G~(=2)1.
Dokaz. Buduéi da je

Lo=Tm)+ "5 L)
vrijedi:
(1) L2_2 = (L(=2) = $J(=2))(L(=2) — 5J(=2)1 = (L(-2)* = L(-2)J (—=2) + J(—4) +

(L
(=21
(2) Lol =L(-4)1—LJ(-2)1
(3) J41
(4) J_J% 1
(5) J_sJ ;1
(6) J3,1

(7) J_al

(11) GT,G~,1 = GT(-2)G~(-2)1
(12) GT,G—,1 = GT(-1)G~(-3)1
(13) J_,GT,G~ 1 = J(-1)GH(-1)G~(-2)1.
Tmamo:
Wy = A/L(=2)*1 + AyL(—4)1 4 AsJ(—1)*"1 4 (A4 — 1Am)J( 2)J(—1)*1+

+(As — Ag)J
+(As — Ay)

3)J(—=1)1 + (As + Al——Ag)J( )]1+(A7+A1——A2)J( )1+

2)J(=2)1 + AgL(=3)J(=1)1 + Ay L(—2)J(—1)*1+

(-
L(—
+ AnGT(=2)G7 (=2)1 + ApGT (-1)G (=3)1 + A J(-1)GT (-1)G™ (-2)1
2)°1

= 62_( s L(—4)1 —18J(=1)*1 + 31J(=2)J(=1)*1 — 118J(=3)J(—1)1+

133 8 62—

5 —J(=2)’1 — §J( 4)1 + EL( 2)J(—=2)1 — 12L(=3)J(=1)1+

+AGL(—2)J(—1)21 — GH(=2)G ™ (=2)1 + GH(—1)G~(=3)1 — 18.J(~=1)G*(—1)G~ (=2)1.

]
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Projekcija vektora (G*(0))?W, u Smithovoj algebri
Pomocéu iduéih nekoliko tehnickih lema dokazujemo formulu
— — 1
(GT(O)* W] = UEXY +3).

koju koristimo za klasifikaciju ireducibilnih jakih modula za Wy, k = —5/3 (cf. Propozicija
6.2.5 u Poglavlju 6).

Lema B.4.2. Vrijede sljedecée relacije:
(1) (G*(0))*L(-2)’L =0,
(2) (G*(0))*L(—4)1 =0,

(3) (GT(0))2J(—=1)*1 =8GT(=1)GT(=3)1 + 6(G*(-2))*1 —
— 24J(—1)GT(=1)GT(=2)1 — 12J(=1)2(GT(—1))21

(4) (G7(0))2J(=2)(J(=1))’L = =2(G*(-2))’1 — 4G*(-1)G*(=3)1 +
AT (—1)GH(—1)GH(—2)T + 2J(—2)(G*(~1))°1

(5) (G*(0)27(~3)J(~ 1)1 = 2G+(~1)G* (~3)1
(6) (GF(0)2(J(~2))1 = 2AGH(~2))1
(1) (G*(0)27(~4)1 = 0
(8) (GH(0)L(~2)J(~2)1 =0
(9) (GH(0)*L(~3)J(~1)1 = 0
(10) (G*(0)?L(~2)(J(~1))*1 = 2L(~2)(G*(~1))21

(11) (G*(0))*G*(~2)G~(~2)1 = L(G*(~2))*1 + 6GH(~1)G*(~3)1 -
— 6J(—1)GT(~1)GF(-2)1

(12) (G*+(0))2GH(—1)G—(=3)1 = 6(G*(=2))21 + BG+(~1)G+(=3)1 —
— 6J(—1)GH(—1)GT(=2)1 — 6.J(—2)(G+(~1))’1

(13) (GH(0))2J(~1)GH(~=1)G~(=2)1 = —12(G*(=2))*1 — BGH(~1)GH(-3)1 +
+ 0 J(-1)GH(-1)GH(=2)1 + 2J(—2)(GF(-1))*1 — 12J(-1)*(GT(-1))’1 +
+ 8L(—2)(GT(-1))%1.

Lema B.4.3. Vektor (G+(0))>Wy je dan formulom

(G*(0))2TT, = —%G*(—l)G*(—?))ﬂ + %(G*(—Q))Qll T~ DG (DG (—2)1 4

+ 447 (=2)(GT(=1))?1 + 44L(-2)(G*(-1))*1.
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Lema B.4.4. Za projekciju u Smithovu algebru vrijedi
(1) [GH(-1)G*(=3)1] = E?
(2) [(G*(-2))’1] = E?
(3) [J(=D)GH(-1)GT(-2)1] = —E*X
(4) [J(=2)(G*(-1))*1] = —E*X
(5) [L(=2)(GF(~1))21] = E%Y + 2E>.

Dokaz. (1) [GT(=1)GT(=3)1] = E?
Buduéi da vrijedi (GT(=2) + GT(=1))v € O(V) i (GT(-3) + GT(=2))v € O(V),

[GT(=3)1] = —[G"(-2)1] = [G"(-D1] = E.

G (=3)] # [GF (=1)] = B? = Res, T Z)

G (2)GT(=2)1 +O(V)
= Res,( ZG+ IGH(=3)1) 4+ O(V)
= [GT(=1)G*(=3)1]

— [GT(-1)G*"(-3)1] = E~
(2) (G*(=2))°1] = E?
Buduéi da vrijedi (G*(—1) + G*(=2))G*(—2) € O(V), imamo
[(GT(=2)"1] = —[G"(-1)G*(-2)1] = E*.

(3) [J(=1)GH(~1)GH(~2)1] = —E*X

(1 +z)°

(G (—1)GH(—2)] % [J(—1)] = —EX = Res. J(2)GH(=1)GT(=2)1 + O(V)

— Res.( ZJ 2T LGH(=1)GT(=2)1) + O(V)

= [J(-D)GT(-1)G"(-2)1]

[J(=2)GH(=1)] % [G*(-1)] = (- XE+ E)E = Resz(l +2)

z

= Res,( Z G (n)z"""'J(=2)G*(-1)1) + O(V)
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= [GT(~1)J(-2)G*(-1)1]
= —[GT(=3)G* (=1)1] + [J(—2)(G*(~1))*1]

= [J(=2)(G*(-1))%1] = XE? + 2E? = —F%X.

(5) [L(=2)(G*(-1))*1] = E?Y + 2E~.

(L+2)'5

[(GF(=1))?] % [L(~2)] = EY = Res, L(z)(G*(=1))’L + O(V)
= Res.((- +1 )Y L(n)z""*(GT(=1))’1) + O(V)

(= 2)(G+( D)*1] + [L(=1)(G*(=1))*1]
(=2)G(=D1] + 2[GT(-1)GT(=2)1]

— [L(—2)(G*(—-1))%1] = E?Y +2E2

[
Lema B.4.5. Projekcija vektora (G+(0))*W4 u Smithovoj algebri je dana sa
(G (0))T] = MEX(Y + ).
Dokaz.
[(GT(0))*W,] = —%bﬂ 78413 — 44(—E%X) + 44(—F*X) + 44(E*Y + 2E?)
= EQ(—% + % + 88 + 44Y)
= M4E*Y + é).
[
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