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Uvod

Elipticka krivulja je glatka projektivna algebarska krivulja genusa 1 s jednom defini-
ranom tockom. Elipticke krivulje su bitan dio brojnih vaznih matematickih rezultata u
posljednjih stotinu godina. Primjerice, Teorem o modularnosti spada medu najvaznije
matematicke rezultate 20. stolje¢a te kao najpoznatiju primjenu (nakon ¢ak 358 godina

neuspjesnih pokusaja) daje dokaz Velikog Fermatovog teorema koji glasi:
Ne postoje prirodni brojevi x,y, z takvi da je 2™ = y" 4+ 2", gdje je n > 2 prirodan broj.

Nadalje, ¢uvena Birch-Swinnerton-Dyer slutnja [65] o rangu eliptickih krivulja jedan je
od sedam tzv. ,Milenijskih problema” za ¢ije je rjesavanje Clay Mathematics Institute

ponudio milijun dolara po svakom problemu.

Iako su dio teorije brojeva, grane koja povijesno spada u ,c¢istu” matematiku, elipticke
krivulje su se pojavom kriptografije pokazale kao izuzetno korisne i u primjeni. Elipticke
krivulje nad konac¢nim poljima igraju vaznu ulogu u kriptografiji javnog kljuca, pogotovo
kad treba postiéi istu sigurnost s manjim kljué¢em. Naime, pokazuje se [46] da kriptosus-
tavi koji se baziraju na eliptickim krivuljama pruzaju istu sigurnost kao RSA kriptosustav
uz ¢ak 7 puta manju duljinu kljuca. Kad prostor za spremanje kljuca nije velik (npr.
,pametne kartice”) to moze biti od osobitog znacaja. Interesantno je spomenuti da je cak
i americka National Security Agency propisala da se sve razmjene kljuceva u elektronickoj
korespondenciji americke Vlade kao i digitalno potpisivanje dokumenata moraju obavljati
isklju¢ivo koristenjem Elliptic Curve Cryptography [57]. Osim u kriptografiji, elipticke
krivulje koriste se i u nekima od najbrzih algoritama za faktorizaciju cijelih brojeva [45] i

dokazivanje prostosti [1].

Za cijele brojeve n i m, D(n)-m-torka definira se kao skup od m cijelih brojeva razli-
c¢itih od nule, takvih da je umnozak svaka dva broja iz tog skupa uvec¢an za n potpun
skupovi mogu biti? Pokazuje se da je taj problem usko povezan s odredivanjem torzijske
grupe i ranga pripadajucih eliptickih krivulja. Veli¢ina ranga je posebno interesantna
jer postoji slutnja da broj cjelobrojnih tocaka na eliptickoj krivulji £ u Weierstrassovom

obliku eksponencijalno raste s rangom od E(Q).



Uvod

Starogrcki matematicar Diofant pronasao je D(256)-¢etvorku {1,33, 68,105}, dok je prvu
D(1)-¢etvorku, skup {1, 3,8,120}, pronasao Fermat [9, 10]|. Dakle, problem najve¢e mo-
guce veli¢ine D(n)-m-torke je vrlo star problem, a o njegovoj tezini i zanimljivosti svjedoci
¢injenica da su i brojni suvremeni matematicari ostavili velik trag u ovom podrucju. Je-
dan od najvaznijih nerijeSenih problema vezan uz D(n)-m-torke jest slutnja da ne postoji
D(1)-petorka. Mi ¢emo proucavati problem proSirenja D(n?)-trojki na D(n?)-Cetvorke
i promatrati rang i moguce oblike torzijskih grupa eliptickih krivulja koje nastaju tim
postupkom. Najvaznije rezultate o torzijskim grupama dokazat ¢emo za elipticke krivulje
dobivene iz D(4)-trojki. Mazur je u svom ¢lanku [47] pobrojao 15 moguéih torzijskih
grupa eliptickih krivulja nad Q, a mi ¢emo dokazati da su u ovom sluc¢aju moguce samo

dvije. Taj dio radnje temelji se na ¢lanku [26].

Nadalje, promatrat ¢emo familije D(1)-trojki (Diofantovih trojki) oblika {k—1, k+1, ¢;(k)},
gdje za k > 2 il € N, definiramo niz {¢;(k)} kao:

(k+Vk2 — 1) 4 (k — VE2 — 1)2H1 — 2k

ak) = 2(k2 — 1)

Dujella je bio prvi koji se bavio tim familijama i on je uspio u slucaju [ = 1 pronadi
sve cjelobrojne tocke za krivulje ranga 1, te za odredene potfamilije krivulja ranga 2 i
3. Osim njega, ovim familijama i pridruzenim problemima bavili su se i Pethé, Najman,
Bugeuad, Mignotte i Fujita. Najman je pokazao da torzijska grupa krivulja induciranih
trojkama oblika {k — 1,k + 1, ¢c3(k)} moze biti ili Z/2Z x Z/27Z ili /27 x Z/6Z, ali je
ostalo otvoreno pitanje moze li se potonja ikad pojaviti. U nasem radu ¢emo eliminirati
tu mogucénost. Kao logican iduéi korak, dokazat é¢emo isto i za slucaj {k — 1,k + 1, c4(k)}.
Taj rezultat kasnije ¢emo prosiriti na sve familije krivulja dobivenih iz Diofantovih trojki
oblika {k — 1,k + 1,¢(k)}, takve da [ daje ostatak 1 ili 2 pri dijeljenju s 4. O rangu
krivulja dobivenih iz Diofantovih trojki oblika {k — 1,k + 1,¢/(k)} dosad se iz radova
Najmana, Dujelle i Pethéa zna da je rang veéi ili jednak 2 u slucajevima [ = 2,3, odnosno
k = 2. Mi ¢emo ovaj rezultat prosiriti na sve familije eliptickih krivulja dobivenih iz
Diofantovih trojki oblika {k — 1,k + 1, ¢;(k)} gdje je I > 2. Ovaj dio radnje temelji se na
rezultatima iz clanka [48]. Osim familije {k — 1,k + 1, ¢;(k)}, dokazat ¢emo i odredene
rezultate o torzijskoj grupi eliptickih krivulja koje dobijemo iz familije Diofantovih trojki
oblika {a,b,a + b+ 2r}, gdje je ab+ 1 = r*.

Konac¢no, odredit ¢emo broj eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n nad
raznim kvarticnim poljima. Najman, Kamienny i drugi bavili su se odredivanjem broja
eliptickih krivulja s unaprijed odredenom torzijom, i tu ima dosta rezultata nad raznim

poljima algebarskih brojeva. Do vecine rezultata doslo se promatranjem tzv. modularnih



Uvod

krivulja, pa ¢emo i mi primijeniti slican pristup. Iskoristit ¢emo rezultate Yanga, koji je
nasao modele od Xy(n), gdje je Xo(n) modularna krivulja dobivena kompaktifikacijom mo-
dularne krivulje Yy(n), tj. dodavanjem kaspova. Mazur je u svom radu odredio stupnjeve
izogenija nad poljem racionalnih brojeva, a mi ¢emo se koncentrirati na kvarti¢na polja.
Promatranjem torzije i ranga Najman je pronasao kvadratna polja nad kojima krivulje
Xo(n) za razne n-ove imaju i dalje konaéno mnogo tocaka, ali vise nego u racionalnom
slu¢aju. Mi ¢emo na temelju toga dokazati da postoji beskona¢no mnogo kvarti¢nih polja
takvih da isto vrijedi, ¢ime ujedno dokazujemo i da postoji beskona¢no mnogo kvarticnih

polja nad kojima ima konacno mnogo eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n.
Ciljevi 1 hipoteze istrazivanja
Ciljevi ovog istrazivanja su:

e pronac¢i moguce oblike torzijskih grupa za elipticke krivulje dobivene prosirivanjem
D(4)-trojki na D(4)-Cetvorke

e odrediti Mordell-Weilove grupe eliptickih krivulja induciranih familijama Diofantovih
trojki oblika {k — 1,k + 1,¢(k)}

e prebrojati koliko ima eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n nad raznim

kvarti¢nim poljima

Hipoteze koje éemo provijeriti su da elipticke krivulje dobivene iz D(4)-trojki mogu imati
samo jednu od torzijskih grupa: Z/27Z x 7Z/27 ili 7/27 x 7./6Z, te da je za velik broj
vrijednosti od k i [, torzijska grupa eliptickih krivulja dobivenih iz Diofantovih trojki
oblika {k — 1,k + 1,¢,(k)} jednaka Z/2Z x Z/2Z i njihov rang je barem 2.

Doprinosi doktorskog rada

Slutnja je da je jedina moguca torzijska grupa eliptickih krivulja dobivenih iz Diofan-
tovih trojki Z/27 x 7./27 i ovaj rad potvrduje tu slutnju za familije Diofantovih trojki
te pruza metode za daljnje istrazivanje tog problema. Nadalje, dosadasnji rezultati o
rangu familija eliptickih krivulja koji su dobiveni za pojedine specijalne slucajeve ovdje su
bitno prosireni. Naposljetku, dok se o torzijskim grupama eliptickih krivulja nad raznim
poljima algebarskih brojeva puno zna, za izogenije to nije slucaj te dobiveni rezultati iz

ove disertacije predstavljaju dobar temelj za daljnji napredak u tom podrucju.

Pregled doktorskog rada po poglavljima

Prvo poglavlje naslovljeno ,,D(n?)-trojke i inducirane elipticke krivulje” zapocinje s

definicijama i pregledom najvaznijih rezultata koji su dosad otkriveni u ovom podrucju.



Uvod

Nakon toga promatraju se D(n?)-trojke i prezentiraju rezultati o Mordell-Weilovoj grupi
induciranih eliptickih krivulja, dobiveni za ovaj opceniti slucaj. Glavni dio poglavlja su
rezultati o torzijskoj grupi eliptickih krivulja induciranih D(4)-trojkama.

U drugom poglavlju koje se zove ,Familije Diofantovih trojki i inducirane elipticke
krivulje” najvise se bavimo familijama Diofantovih trojki oblika {k — 1,k + 1,¢,(k)} te
prezentiramo teoreme o Mordell-Weilovoj grupi eliptickih krivulja pridruzenih familijama
takvih Diofantovih trojki. Poglavlje zakljucujemo rezultatima o torzijskoj grupi krivulja
dobivenih iz jedne druge familije Diofantovih trojki: {a,b,a + b+ 2r}.

Trece, posljednje poglavlje s naslovom ,, Elipticke krivulje s ciklickom izogenijom stupnja
n” prvo daje kratki uvod u modularne krivulje i prikazuje najvaznije dosadasnje rezultate.
Nakon toga slijedi niz novih rezultata o rangu modularnih krivulja Xy(n), Sto za posljedicu
daje nalazenje kvarti¢nih polja nad kojima ima vise krivulja s ciklickom izogenijom stupnja
n nego u racionalnom slucaju, ali i dalje kona¢no mnogo.

Disertacija zavrsava bibliografijom, sazetkom i zivotopisom autora.



PocLAVLJE 1

D(n?)-trojke i inducirane elipticke
krivulje

1.1 Uvod i pregled poznatih rezultata
1.1.1 Elipticke krivulje

Neka je K polje.

Definicija 1.1. Elipticka krivulja nad K je nesingularna projektivna kubna krivulja s

barem jednom (K-racionalnom) tockom.

Elipticka krivulja ima afinu jednadzbu koja se biracionalnim transformacijama moze
svesti na oblik

y2 + a1xy + azy = 3+ a2x2 + asx + ag

kojeg nazivamo Weierstrassova forma. Ovaj oblik moze se dodatno pojednostaviti ako je
karakteristika od K razli¢ita od 2 i 3, tada nadopunjavanjem na potpun kvadrat i potpun

kub tu jednadzbu transformiramo u oblik
v =23 +ax+b

kojeg nazivamo kratka Weierstrassova forma. Uvjet nesingularnosti je da pripadni polinom
f(x) = 2% + ax + b nema visestrukih nultocki, odnosno da je diskriminanta —4a® — 27b?

razli¢ita od nule. Skup svih tocaka (x,y) € K x K koji zadovoljavaju jednadzbu
E:y*=2"+az’>+b

gdje su a,b € K i 4a® + 27b* # 0 zajedno s tockom u beskonacnosti @ oznac¢avamo s
E(K). Taj skup tocaka elipticke krivulje £ nad poljem K ¢ini abelovu grupu uz operaciju

zbrajanja koju definiramo na sljedeéi nacin. Neka je P = (z1,y1), @ = (x2,y2), onda je:

1) -O = 0O;
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2) =P = (z1,—m);
3) O+ P =P;
4) ako je @ = —P, onda je P+ Q = O;

5) ako je Q@ # —P, onda je P+ Q = (zs,ys), gdje jo

T3 =N — a1 — T2, Y3 = —y1 + N1 — 73),
Y2~ Ui , ako je x1 # 1o
A={ %21
T ) 37y +a )
, ako je 1 = xo.
2y,

U ovom radu najvise ¢emo se baviti eliptickim krivuljama nad poljem Q. Najvaznija

¢injenica o njima jest Mordell-Weilov teorem:
Teorem 1.1. (Mordell-Weil) Grupa E(Q) je konacno generirana abelova grupa.

To znad¢i da postoji konacan skup racionalnih tocaka P, Ps, ..., Py (generatora) na
E' iz kojih se sve ostale racionalne tocke na E mogu dobiti povlaceci sekante i tangente.
Bududi da je svaka konacno generirana abelova grupa izomorfna produktu ciklickih grupa,

dobivamo sljedec¢i korolar:
Korolar 1.2. E(Q) ~ E(Q)rs X Z".

Drugim rijecima, grupa E(Q) je produkt torzijske grupe i r (r > 0) kopija beskonac¢ne
ciklicke grupe. Podgrupu E(Q);rs od E(Q) ¢ine sve tocke konacnog reda i nju nazivamo
torzijska grupa od E. Nenegativni cijeli broj r naziva se rang od E i oznacava se s
rank(F(Q)). Korolar 1.2 nam zapravo kaze da postoji r racionalnih tocaka P;, Ps, ..., P,
beskonacnog reda na krivulji £ takvih da se svaka racionalna tocka P na E moze prikazati

kao linearna kombinacija
P:T+m1P1+m2P2+...—|—mrPr,

gdje je T neka tocka konacnog reda, a mq,mas,...,m, su cijeli brojevi. U disertaciji se
prvenstveno bavimo pitanjima koje sve vrijednosti mogu poprimiti E(Q).s i rank(E(Q))
za odredene familije eliptickih krivulja, te kako ih izracunati. U opéenitom slucaju,
odredivanje ranga znatno je teze od odredivanja torzijske grupe. Spomenimo i vrlo vazan
Mazurov rezultat [47] iz 1978. koji karakterizira sve moguce torzijske grupe eliptickih

krivulja nad Q. To su:

Z/kZ, za k = 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12
Z)2Z x TJKZ, za k = 2,4,6,8.



Poglavlje 1. D(n?)-trojke i inducirane elipti¢ke krivulje

Razliciti oblici iste elipticke krivulje nad @Q su medusobno izomorfni, tj. transformacije
krivulje ¢uvaju grupovni zakon. Tu ¢injenicu ¢emo iskoristiti pri racunanju Mordell-
Weilove grupe tako sto ¢emo krivulju koju promatramo svesti u oblik koji je pogodniji za
njeno racunanje, a da se pri tome ta grupa ne promijeni. Ukoliko Zelimo utvrditi ima li

na krivulji tocaka reda 2k, gdje je k > 2, sljedec¢a propozicija nam je izuzetno korisna:

Propozicija 1.3. ([43, 4.2, str.85)) Neka je E elipticka krivulja nad poljem K karakte-
ristike razlicite od 2 i 3. Neka je

E:y'=(z—a)(z—p)z—-7), apByeK

Za tocku Q = (z2,y2) € E(K) postoji tocka P = (x1,y1) € E(K) takva da je Q = 2P ako

it samo ako su xy — o, x9 — B, xo — 7y potpuni kvadrati u K.

Spomenimo i da cjelobrojne tocke na eliptickoj krivulji za razliku od racionalnih
nemaju uredenu strukturu. Nadalje, dok racionalnih toc¢aka moze biti beskonac¢no u
slucaju pozitivnog ranga, cjelobrojnih moze biti samo konacno o ¢emu govori Siegelov
teorem. Za odredivanje cjelobrojnih tocaka obicno se koriste elipticki logaritmi i Thueove
jednadzbe, iako postoje i druge metode, npr. pomocu Pellovskih jednadzbi [53]. Istaknimo

i da izmedu cjelobrojnih tocaka i tocaka konacnog reda postoji zanimljiva veza:

Teorem 1.4. (Lutz-Nagell) Neka je E elipticka krivulja zadana jednadzbom y* = f(x) =
23 + azx® + bx + ¢, gdje su a,b,c € Z. Ako je P = (x1,y1) tocka konacnog reda u E(Q),
tada su x1,y, € 7.

Dok nam Lutz-Nagellov teorem kaze da je svaka tocka konacnog reda na eliptickoj
krivulji ujedno i cjelobrojna, postoji i vrlo vazna slutnja koja povezuje cjelobrojne tocke
s rangom. Naime, sluti se (vidi [61, Conjecture 3.5, str. 250]) da broj cjelobrojnih

tocaka na krivulji F u Weierstrassovom obliku raste eksponencijalno s rangom od E(Q).

1.1.2 D(n)-m-torke

Definirajmo sada formalno D(n)-m-torke; njih i njihovu vezu s eliptickim krivuljama

proucavat ¢emo i u ovom i u idu¢em poglavlju.

Definicija 1.2. Neka je n zadani cijeli broj razli¢it od nule. Skup {ai,as,...,a,} od
m cijelih brojeva razli¢itih od nule nazivamo D(n)-m-torka (ili Diofantova m-torka sa

svojstvom D(n)) ako je a;a; +n potpun kvadrat za sve 1 <i < j < m.

m-torke jest kolika je najveca vrijednost od m za pojedini n. D(n)-trojki ima beskona¢no

mnogo za svaki cijeli broj n, to su, primjerice, trojke {a,b,a+ b+ 2r}, gdje je ab+n = r?.

Euler je prvi pronasao beskona¢nu familiju D(1)-¢etvorki, {a, b, a+b+2r, 4r(a+r)(b+71)}.
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Medutim, ne postoje D(n)-Cetvorke za svaki cijeli broj n, primjer su svi n-ovi takvi da
je n = 2 (mod 4), sto su nezavisno jedni od drugih 1985. dokazali Brown [4], Gupta
i Singh [36] te Mohanty i Ramasamy [51]. Za veéinu preostalih n-ova odgovor je 1993.
dao Dujella [11] koji je dokazao ako n #Z 2 (mod 4) i n ¢ {—4,-3,-1,3,5,8,12,20},
onda postoji barem jedna D(n)-Getvorka. Sto se petorki ti¢e, najvaznija slutnja jest da
ne postoji D(1)-petorka. Ono s$to sigurno danas znamo jest da ih ima najvise konacno
mnogo i to je 2004. dokazao takoder Dujella [22]. S druge strane, postoje D(256)-petorka
i D(—255)-petorka [12, 14]. D(2985984)-Sestorku pronasao je Gibbs 1999. [35]. Mozemo

se pitati postoji li neki opéeniti rezultat za m i n, a odgovor je potvrdan. Ako definiramo
M,, = sup{|S| : S ima svojstvo D(n)},
onda vrijedi [20, 21]

M, < 31, za |n| < 400,
M, < 15.4761log |n|, za |n| > 400.

U ovom poglavlju posebno ¢ée nas zanimati D(4)-slu¢aj pa slijedi pregled najvaznijih re-
zultata za taj slu¢aj. Mohanty i Ramasamy [52] su prvi dokazali da se D(4)-Cetvorka
{1,5,12,96} ne moze prosiriti na D(4)-petorku. Kedlaya [38] je kasnije dokazao da ako
je {1,5,12,d} D(4)-Cetvorka, tada d mora biti 96. Dujella i Ramasamy [25] generalizirali
su taj rezultat na parametarsku familiju D(4)-Cetvorki { Foy, 5Fog, 4Fogya, 4 Lok Fyp 12} koje
ukljucéuju Fibonaccijeve i Lucasove brojeve. Ostale generalizacije na dvoparametarske
familije D(4)-trojki mogu se pronac¢i u [33]. Buduéi da je Dujella [22] dokazao da ne
postoji D(1)-8estorka i da postoji samo kona¢no mnogo D(1)-petorki, ti rezultati direktno
impliciraju da ne postoji D(4)-osmorka i da postoji samo kona¢no mnogo D(4)-sedmorki.
Ove rezultate bitno je popravio Filipin [30, 31] koji je dokazao da ne postoji D(4)-Sestorka

i da postoji samo kona¢no mnogo D(4)-petorki.

Neka je {a,b,c} D(n?)-trojka, tj. trojka za koju postoje nenegativni cijeli brojevi r, s, t
tako da vrijedi
ab+n*=r1% bc+n® =5’ ac+n®=1t. (1.1)

Kako bismo prosirili ovu trojku do ¢etvorke, potrebno je rijesiti sustav jednadzbi
ar+n?>=0, bx+n’>=0, cx+n*=0, (1.2)

gdje smo s L] oznacili kvadrat, i tu oznaku ¢emo nadalje upotrebljavati za kvadrat racional-

nog broja. Medusobnim mnozenjem svih jednadzbi sustava (1.2), prirodno mu pridruzimo
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elipticku krivulju

E:y* = (azx + n®)(bx + n?)(cx + n?). (1.3)
Za krivulju F kazemo da je inducirana, odnosno generirana D(n?)-trojkom {a, b, c}. Jasno
je da svako rjesenje sustava (1.2) inducira cjelobrojnu toc¢ku na eliptickoj krivulji £, a uz
odredene uvjete povezane s rangom i torzijskom grupom (za D(1)-slucaj vidi Propoziciju
2.1) vrijedi i obrat ove tvrdnje. Dakle, kako bismo rijesili problem prosirenja D(n?)-trojke

do cetvorke (koji je ekvivalentan problemu prosirenja racionalne Diofantove trojke do

¢etvorke) od velike koristi nam je utvrditi torzijsku grupu i rang od (1.3).

Na FE postoje 3 racionalne tocke reda 2:

2 2 2
() ()
a b c

te takoder ocite racionalne tocke

4 t
(0, n ), S (abc’ n e

Nije ocito, ali je lako provjeriti da je S € 2E(Q). Naime, S = 2R, gdje je

Y

' <n2r5—l—rt—l—st—l—n2 n3(r+s)(r+t)(s+t)>

abe abe

Transformacija koordinata

— x — y
I PR PR
abc’ y abc’

primijenjena na krivulju E vodi na elipticku krivulju
E':y* = (v + n*be)(z + n®ac)(z + nab). (1.4)

Kao $to smo definirali E’, tako uz pomo¢ navedene transformacije i tocaka A, B,C, P, R, S
na E mozemo definirati i analogne tocke A’, B',C’, P', R, S" na E’ koje ¢emo nadalje

promatrati:
A = (—n2bc, O) , B' = (—n2ac, 0) , O = (—n2ab, O) , (1.5)
P = (0, n?’abc), S = <n4, n?’rst>,
R = (n’(rs+rt+ st +n?), n®(r+s)(r +)(s +1)). (1.6)

Spomenimo i da se, zapisom E’ u dugom Weierstrassovom obliku, dobivaju koeficijenti

a; =0, ay = n?(ab+ ac+bc), az =0, ay = nabc(a +b+c) iag = nabc. Njihovim
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uvrstavanjem u formulu za diskriminantu
D = 9bybybg — babg — 8bj — 272
uz
b2 = 4@2, b4 = 2&4, b6 = 4a6, bg = 4@2@6 — ai, (17)

dobiva se
D = 288aya4as — 16a3(4azas — a3) — 64a3 — 432a2,

sto daljnjim raspisivanjem daje konac¢nu formulu
D = 16n"?a*b*c*(a — b)*(b — ¢)*(a — ¢)*.

Iz definicije Diofantove trojke znamo da a, b, ¢ moraju svi biti medusobno razliciti i razlic¢iti
od nule, iz ¢ega slijedi da diskriminanta induciranih eliptickih krivulja nikad nije nula,

odnosno takve krivulje nisu singularne.

1.2 Torzijska grupa i rang od E

Znamo da je a # b # ¢ # a, pa stoga bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
dajea < b < ec Osima < b < ¢ pretpostavit ¢emo nadalje u ovom poglavlju da su
a, b, c pozitivni cijeli brojevi. Idué¢a dva rezultata bave se pitanjem torzijske grupe krivulja

dobivenih na ovaj nacin.
Lema 1.5. A', B ¢ 2F'(Q).

Dokaz. Ako je A’ € 2E'(Q) tada Propozicija 1.3 povladi da je ¢(a — b) kvadrat. Medutim,
vrijedi ¢(a — b) < 0, pa to nije moguce. Slicno, B’ ¢ 2E'(Q). O

Teorem 1.6. E'(Q)yops =~ Z/27 X Z)2kZ uz k = 1,2,3 ili 4.

Dokaz. Prema Mazurovom teoremu [47] koji karakterizira sve moguce torzijske grupe
eliptickih krivulja nad Q, i zbog Cinjenice da E’ ima tri tocke reda 2, jedine moguénosti
za E'(Q)iors sUZ/27 X 7./2K7 uz k = 1,2,3, 4. O

Napomena 1.1. U odredenim slucajevima (n = 1,n = 2, vidi Lemu 1.10) dokazat ¢emo i
da je C" ¢ 2E'(Q) sto reducira moguénosti za E'(Q)srs na Z/27Z X Z /27 ili /27 x 7./ 6Z.

Sljededi rezultati donose uvjete pod kojima je rang ovakvih krivulja pozitivan.
Teorem 1.7. Ako je ged(n,t) =1, onda je rank(E(Q)) > 1.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je tocka S’ na E'(Q) beskonaénog reda. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je S’ kona¢nog reda. Tada i S’ + A" mora biti kona¢nog reda pa po Lutz-

Nagellovom teoremu koordinate od S” + A’ moraju biti cijeli brojevi. Prva koordinata od

10
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S+ A je

2
(n?) —n* + ben?.

Ako je ovaj broj cijeli, onda je i

o128 ,a*be + n*ab + n*ac + n*
n —=n

t2 bc + n?
o [ 5 nPab+ n2ac+n* —n%a?
=n"|a +
be +n?
b 2 2
_ 2 a2+n2a +ac+n®—a
bc 4 n?

takoder cijeli broj, pa iz toga i ¢injenice da je ged(n, t) = 1 slijedi da je ab+ac+n?—a? >
be +n?, ali to povladi (b — a)(c — a) < 0, Sto je kontradikcija. O

Teorem 1.8. Ako su ispunjena oba uvjeta:

1) 3n® 4 4n°(ab + ac + be) + 6n*abe(a + b+ ¢) + 12n*(abe)?
— (abe)?*(a® + b* + ¢* — 2ab — 2ac — 2bc) # 0

2) r# \“/ab(c —a)(c—0b)

onda je rank(E(Q)) > 1.

Dokaz. Uvjerimo se da su uvjeti navedeni u teoremu zapravo uvjeti uz koje je tocka S’ na
E’(Q) beskonaé¢nog reda. Ako je S’ konacnog reda, tada ¢injenica S’ = 2R’ i Teorem 1.6
povlace da je S” reda 3 ili 4. S’ ¢e biti reda 3 ako i samo ako z(25") = x(—S5") = z(5’) te
y(25") = y(—=95’), a reda 4 ako i samo ako C" = 25" §to je ekvivalentno s z(25") = z(C") i
y(25") = y(C") = 0. Naime, tocke reda 2 su A’, B’ i (', a iz Leme 1.5 slijedi da A’ # 25"
i B #2585

Slucaj 35" = 0:
Iz formule za zbrajanje tocaka na eliptickoj krivulji u (dugoj) Weierstrassovoj formi slijedi:

2(25") = N + a1\ — ay — 22(9"),
pri cemu je
ap = ag = O,
az = n*(ab + ac + be),

as = n*abc(a + b+ c),

\ 3x(5")% 4 2a,2(S") + as — ary(S’)  3n® 4 2n®(ab+ ac + be) + nabe(a+ b+ c)
B 2y(S") + arz(S") + as B 2rst

11
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Mozemo pretpostaviti rst # 0, jer je inace 25" = 0. UvrStavanjem svega, uvjet z(S’) =

x(25") implicira:

3n* 4+ n*(ab + ac + be)

90" +4nb(ab + ac + be)® + (nabe(a + b + ¢))® + 12n°(ab + ac + be)
B Ar2s2t2
6nSabc(a + b + ¢) + 4n'abe(ab + ac + be)(a + b + ¢)
_|_
4r252t2

odakle dobijemo

4 ((abc)2 +n2abc(a + b+ c) +n*(ab+ ac + be) + nG) (3n* 4 ab + ac + be)
= 9n® + 12n°%(ab + ac + be) + n* <6abc(a +b+c)+4(ab+ ac+ bc)2>
+ 4n2abe(ab 4 ac + be)(a + b + ¢) + (abe(a + b+ ¢))?

a to je ekvivalentno s

3n® 4+ 4n°(ab + ac + be) + 6n*abe(a + b+ ¢) + 12n*(abe)?
— (abe)?*(a® + b* + ¢ — 2ab — 2ac — 2bc) = 0

Slucaj 45" = 0:

Koristedi iste formule kao u prethodnom slucaju, uvjet z(C’) = (2S5’) implicira:

2n* 4+ n*(be + ac)

_ 9n% 4 4n®(ab + ac + be)? + (nabe(a + b + ¢))? + 12n®(ab + ac + be)
B 4r2s2t2
6nSabc(a + b + ¢) + 4ntabe(ab + ac + be)(a + b + )
+
4r2s2t?

iz Cega slijedi
n® + 4nfab + 4n'a®b? + 2ntabe(a+ b — ¢) + 4n2a®*cla + b — ¢) + (abc(c —a — b)) = 0 &
(nQ(n2 + 2ab) — abc(c — a — b))2 =0&
n*(n® + 2ab) = abc(c —a — b) &
(n? +ab)* = ab (c(c — a — b) + ab) &

T = C/ab(c(c— a—>b)+ab) = \%Lb(c— a)(c—10).

O

Napomena 1.2. Tako ih nije jednostavno pronaci, ipak postoje primjeri eliptickih krivulja

12
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dobivenih iz D(n?)-trojki za koje uvjeti prethodnog teorema nisu ispunjeni, tako da ne
vrijedi da je S’ beskonacnog reda za sve elipticke krivulje E’ dobivene na ovaj nacin.

Naime,

{12095416657746677901366513, 60215181337533842190513,
468880296070263877341488}

je D(769323827663466408638916%)-trojka koja inducira elipticku krivulju za koju je 35’ =
0. Za nju smo uspjeli dobiti da je donja ograda za rang jednaka dva, a torzijska grupa je

7./27. x 7./67.. Sliéno,

{3871249317729019929807383, 101862056999203416732147408,
217448139952121636379025175}

je D(52208405404435206419201940%)-trojka koja inducira krivulju za koju je 45’ = 0. Ov-
dje je torzijska grupa Z/27 x Z/8Z, a za rang smo programom mwrank|[7] dobili ograde
0 < rang < 2. Tako smo velik broj izracuna u ovoj disertaciji dobili programskim paketom
PARI/GP [59], napomenimo da za posljednja dva primjera nismo mogli izra¢unati torzij-
sku grupu zbog nedovoljne preciznosti racunanja. Stoga je u ovim slucajevima koristen

programski paket Sage [63] koji je uspjesno odradio tu zadacu.

Napomena 1.3. Pozitivni rang mozemo dobiti promatranjem i drugih racionalnih toc¢aka
na E’, no za S’ imamo najmanji broj slucajeva te zgodne formule. Primjerice, da bi
P’ bila beskonacnog reda, ona ne smije biti ni reda 3, ni reda 4, ni reda 6, niti reda 8.

Spomenimo da jednostavnije formule u ovom sluc¢aju dobijemo za uvjet 3P" = 0 jer iz
2

X(2P) = X(—P) = X(P) te X(2P) = ”Z(a b+ ¢)? — n2(ab+ ac + be) imamo

¢ = (Va+ Vb

I ovdje smo pronasli primjer krivulje za koju ta jednakost vrijedi, to je krivulja dobivena
iz D(466882678248651357%)-trojke

{87079110228523204, 4450194713526565444,
5782294299084825600}.

Ta krivulja ima torzijsku grupu Z/27Z x Z/6Z, a za rang smo dobili ograde 1 < rang < 4.
Spomenimo i da je i u posljednjem primjeru iz Napomene 1.2 tocka P’ takoder konac¢nog

reda.

Napomena 1.4. Ako dopustimo mijesane predznake, onda nije toliko tesko pronadéi pri-

mjere krivulja u kojima je rang jednak nuli. Pronasli smo D(n?)-trojke koje induciraju

13
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elipticke krivulje za koje je rang nula, a torzijska grupa Z/27Z x Z/67Z : D(144)-trojke
{-1,63,80) i {—80,—63,1} te D(784)-trojke {—15,48,49} i {—49,48,15}. U svim
navedenim sluc¢ajevima je tocka S” reda 3. Postoji takoder i D(144)-trojka {—9,7,16}
iz. koje dobivamo elipticku krivulju ranga nula i torzijske grupe Z/27Z x Z/8Z. U svim

spomenutim primjerima rang je odreden koriStenjem programa mwrank|[7].

1.3 Torzijska grupa u D(4) i D(1)-slucajevima
Neka je {a,b,c} D(4)-trojka. Tada postoje nenegativni cijeli brojevi r, s, t takvi da je
ab+4=r1r% ac+4=s% bc+4 =1t (1.8)
Na isti nacin kao u prethodnom poglavlju (vidi formulu (1.4)), dolazimo do krivulje E":
E':y* = (x + 4bc)(x + 4ac)(z + 4ab). (1.9)

Teorem 1.6 daje nam moguce oblike torzijskih grupa ovih krivulja. Medutim, pokazalo
se da se u D(4)-slucaju mogu dobiti i ja¢i rezultati nego u opcenitom, D(n?)-slucaju.
Dodatna motivacija za proucavanje torzijskih grupa eliptickih krivulja dobivenih iz D(4)-
trojki je nedostatak pronaden u dokazu od [19, Lemma 1] koji se bavi torzijskim grupama
eliptickih krivulja dobivenih iz D(1)-trojki. Naime, ako je {a’,V’,¢'} D(1)-trojka, onda
je {2d’,20',2¢'} D(4)-trojka. Stoga, dokaz Leme 1.10 u ovom radu ujedno predstavlja i

ispravan dokaz od [19, Lemma 1].

Iz definicija (1.5) i (1.6) dobivamo uvrstavanjem n? = 4 da na E’ postoje tri racionalne
tocke reda 2:
A" = (—4bc, 0), B' = (—4ac, 0), C" = (—4ab, 0),

te dodatne racionalne tocke
P"= (0, 8abc), R = (4rs+4rt + 4st + 16, 8(r + s)(r +t)(s+t)), S = (16, 8rst),

pri ¢emu vrijedi S’ = 2R’.

U ovom odjeljku prvo ¢emo promotriti jedan specijalni sluc¢aj nakon c¢ega bez sma-
njenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su a, b, ¢ pozitivni cijeli brojevi takvi da je
a < b < c¢. Bududéi da {—a,—b,—c} inducira istu krivulju kao i {a,b,c}, problem se
moze pojaviti u slu¢aju mijesanih predznaka. Lako se vidi da je jedina takva moguca
D(4)-trojka {—1, 3,4} (kao i njoj ekvivalentna {—4, —3,1}). Elipticka krivulja pridruzena
toj D(4)-trojci ima rang 0 i torzijsku grupu izomorfnu s Z /27 x 7./47. U tom specijalnom
slucaju je B € 2F’(Q), odnosno preciznije B' = 2P’ pa je tocka P’ reda 4. Primijetimo
da je u tom slucaju tocka R’ takoder reda 4, buduéi da je R = P'+ A’, i stoga 2R’ = 2P'.

14
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Dakle, odsad nadalje mozemo pretpostaviti da su a, b, ¢ pozitivni cijeli brojevi takvi
daa<b<ec.

Lema 1.9. Ako je {a,b,c} D(4)-trojka, tada c =a+b+2r ilic>ab+a+b+ 1> ab.

Dokaz. Prema [20, Lemma 3], postoji cijeli broj
e=4(a+ b+ c) + 2(abc — rst) (1.10)

i nenegativni cijeli brojevi z,y, z takvi da

ae+16 = 2% (1.11)
be +16 = 97, (1.12)
ce+16 = 2° (1.13)

ic=a+b+ Z + ;(abe +ray). 1z (1.13), slijedi da e > 0 (slu¢aj e = —1 implicira ¢ < 16,
ali jedine takve D(4)-trojke {1,5,12} i {3,4,15} ne zadovoljavaju (1.11) i (1.12)). Za
e = 0 dobivamo ¢ = a + b+ 2r, dok za e > 1 imamo ¢ > 1abe +a+b+ E. Promatranjem
kongruencija modulo 8, lako moZemo dokazati da su u svakoj D(4)-trojci {a, b, c} najvise
dva od cijelih brojeva a,b,c neparna (u suprotnom barem jedan od r%, s? i t? ne daje
ostatak 1 pri dijeljenju s 8), sto povlaci da je abc — rst paran. Na temelju toga i (1.10)
zaklju¢ujemo da e = 0 (mod 4). Slijedi e > 4 i kona¢no ¢ > ab+a+b+ 1. O

Napomena 1.5. Filipin (vidi [32, Lemma 4]) je promatranjem moguéih vrijednosti od ¢

dokazao da jeilic=a+b+2rili c > Zabe. Lemu 1.9 mozemo u tom kontekstu smatrati

kao malo unaprijedenje tog rezultata.

Napomena 1.6. Lema 1.9 povlaci ¢ > a+b+2r. Doista, nejednakost ab+a+b+1 > a+b+2r
je ekvivalentna s (r — 3)(r + 1) > 0, a to je zadovoljeno za sve D(4)-trojke s pozitivnim

elementima.

Napomena 1.7. Lema 1.9 je ostra u smislu da nejednakost ¢ > ab ne moze biti zamijenjena
s ¢ > (1 4 e)ab za bilo koji fiksni ¢ > 0. Zaista, za cijeli broj k& > 3, ako postavimo
a=Fk —4,b=k +2k—3, c =k*+ 2k% — 3k* — 4k, tada je {a,b,c} D(4)-trojka i

. c
limy oo — =1

ab
U iducoj lemi pokazat ¢emo da E’ ne moze imati tocku reda 4. Slijedimo strategiju iz
dokaza analognog rezultata za D(1)-trojke [19, Lemma 1]. Valja napomenuti da smo u
tom dokazu primijetili ozbiljni nedostatak. Naime, [19, formula (7)] bi trebala glasiti
(8% — 1)% = b(4cB? — a®b — 2a(1 + B?)), umjesto (32 — 1)? = b(4c — a*b — 2a(1 + 3?)),

pa argumenti koji slijede nakon toga nisu to¢ni u slucaju 5 # 1. Ovdje ¢emo dokazati
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opéenitiji rezultat, ali ¢emo istodobno (uzevsi da su a,b, ¢ parni) ispraviti i navedeni

nedostatak koji smo pronasli u dokazu od [19, Lemma 1].

Lema 1.10. A", B, C" ¢ 2E'(Q).

Dokaz. 1z Leme 1.5 ve¢ znamo da vrijedi A’ ¢ 2E'(Q), te B’ ¢ 2E'(Q). Ako C" € 2E'(Q),

tada je iz Propozicije 1.3

alc—b) = X2 (1.14)
blc—a) = Y? (1.15)

za neke cijele brojeve X i Y.

Ako je {a,b,c} D(4)-trojka gdje a <b<c¢,tadac=a+b+2rilic>ab+a+b+1
prema Lemi 1.9.

Pretpostavimo prvo da je c =a + b+ 2r . Iz (1.14) i (1.15), dobivamo da je a = kz?,
c—b=~Fky b=12% c—a = lu? gdje su k,l,z,y,z,u prirodni brojevi. Imamo ¢ =

kx? 4+ lu? = ky? + 122, a iz ¢ = a + b + 2r dobivamo
2r = k(y* — %) = l(u® — 2°). (1.16)
Kvadriranjem (1.16), dobivamo
4r% =16 + dab = 16 + 4klz?2* = k*(y* — 2°)* = I*(u® — 2%)?,

iz Cega slijedi da je k € {1,2,4} te [ € {1,2,4}. S obzirom da kl nije potpun kvadrat
(inace bi bilo (2r)% = 16 4 (2z2vkl)?, a to povlaci 2r = 5), mozemo uzeti bez smanjenja
opéenitosti k =1, [ =2ilik=2,1=4. Zak =1, = 2, imamo 4r? = 16 + 8z%22, §to
implicira r? = 4 + 22222, iz fega zaklju¢ujemo da je r paran i da je zz paran. Dakle,
r? =4 (mod 8) i 7 =2 (mod 4). Ali iz 2r = 2(u? — 2?) zakljucujemo da je u? — 22 = 2
(mod 4), a to je nemoguce. Ako je k = 2, [ = 4, tada je 4r* = 16 + 322222, Sto povladi
r? = 4 + 82222, pa opet dobivamo 7> = 4 (mod 8) i r = 2 (mod 4). Medutim, iz
2r = 2(y? — 2?%) zaklju¢ujemo y? — 2% = 2 (mod 4), a to je nemoguce.

Pretpostavimo sada ¢ > ab+a + b+ 1 > ab.

Zapisimo uvjete (1.14) i (1.15) u obliku

ac—ab = s* —r* = (s — )%, (1.17)
bc—ab = t* —r* = (t — B)?, (1.18)

gdje 0 < v <5, 0< B <t Iz toga imamo

r? = 2sy — % =2t — B2 (1.19)

16
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Iz (1.19) dobivamo
4(bc + 4)% = (ab+ 4 + %)%,
iz Cega je
(8% — 4)? = b(4cB? — a*b — 2a(4 + (7). (1.20)

Iz (1.20) zakljucujemo da je ili § = 1ili 8 = 2 ili 82 > Vb + 4.
Ako je =1, tada je
b(4e — a*b — 10a) = 9, (1.21)
sto povlaci b | 9, ali to je moguée samo za b =9 (ne postoje D(4)-trojke s b < 4). To nam
daje a =5, ali (1.21) tada daje ¢ = 69, a {5,9,69} nije D(4)-trojka.
Ako je 8 = 2, tada iz (1.20) dobivamo da je

a’b + 16a
= 1.22

Sada je

1 1
s =ac+4= 1—6(a3b + 16a” + 64) = E(a2r2 +12a* + 64).

ar\? ar + 8\?
Dakle, s? > (4) is?< < 2_ > . Prema tome, moramo promatrati nekoliko slucajeva:

2
1. 52 = (ari— n> , gdje je n neparan. To je ekvivalentno s

2a(rn — 6a) = 64 — n*. (1.23)

Lijeva strana od (1.23) je parna, a desna je neparna sto je kontradikcija.

9 ar +2\% . .. :
2. 8% = ( 1 ) , ili ekvivalentno a(r — 3a) = 15. Slucaj a < 3 zajedno s (1.22)

implicira ¢ < b. Sluc¢aj a = 5 daje trojku {5, 64,105} koja ne zadovoljava ¢ > ab
(c je jednak a + b+ 2r), i a = 15 dovodi do jednadzbe 15b + 4 = 462 koja nema

cjelobrojnih rjesenja.

5 (ar+42
. s =

= , ili ekvivalentno a(2r — 3a) = 12. Zakljucujemo da a mora biti

paran pa dobivamo trojke: {2,16,6} (uz ¢ < b) i {6,16,42} (uz ¢ = a+ b+ 2r), pa

mozemo eliminirati ovaj slucaj.

ar + 6\?
4, s? = < * ) je ekvivalentno s 3a(r — a) = 7, $to je o¢ito nemoguce.

4

Prema tome, moZemo pretpostaviti da je 82 > v/b + 4, Sto povladi

3 > max{vb,2} (1.24)
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Vrijedi
ab=1t*— (t — B)* — 4, (1.25)

a funkcija f(z) = t* — (t — 2)? je rastuéa za 0 < x < t. Znamo da je 0 < vb < < t, pa

stoga imamo

ab=1>—(t — )? —4 > 2tvb— Vb — 4 > 2VbevVb — Vb — 4,

$to povlaci ab > Vbev/b, zbog Vb(v/evb — 1) > 4 (buduéi da b > 41 ¢ > 12, §to
slijedi iz Cinjenice da su {3,4,15} i {1,5,12} D(4)-trojke s najmanjim vrijednostima b i ¢
respektivno). Ovo nadalje daje

¢ < a*Vb. (1.26)

Koristit ¢emo (1.10) kako bismo definirali cijeli broj d_ kao

e abc — rst
d_:7: b _—
1 a+0+c+ 5

Slijedi d_ # 0 (zbog ¢ # a + b+ 2r) i {a,b,c,d_} je D(4)-Cetvorka. Posebice,

2bc — arst
ad,+4:a2+ab+ac+%+4

1
= 1 (4@2 + 4ab + 4ac + 2abe — 2arst + 16)

— le ((ab + 4)(ac + 4) — 2arst + a®(be + 4))
_ (”;“t>2, (1.27)

Povrh toga,

1
c=a+b+d + 5(abd_ +/(ab+ 4)(ad_ + 4)(bd_ + 4)) > abd_ (1.28)
(vidi dokaz Leme 1.9). Usporedujuci ovo s (1.26), dobivamo
a

d_ < 7 (1.29)

Dakle, imamo d_ < a < b iz ¢ega slijedi da je b najveci element u D(4)-trojci {a,b,d_}.
Prema tome, iz Napomene 1.6, b > a + d_ + 2+/ad_ + 4, ili ekvivalentno

d_<a+b—2r (1.30)

Naime,

b>a+d_+2\/ad_-+4 &
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(b—a—d_)*>4ad_+16 &
(b+a—d_)* > 4ab+ 16 <
b+a—d_ > 2r.

Definirajmo takoder

d=a+b+d_ + ;(abd_ —/(ab+ 4)(ad_ + 4)(bd_ + 4)).

Zbog (1.30) imamo

1 1
o = (a+b+d_ + 5abd_)2 — 1(ab +4)(ad_ +4)(bd_ + 4)

= (a+b+d. )*—4ab— 4ad_ — 4bd_ — 16
= (a+b—d_)?*—4r’=(a+b+2r—d_)(a+b—2r—d_) > 0.

1 1
Iz toga slijedi ¢ > 0, odnosno a + b+ d_ + §abd_ > 5\/(ab +4)(ad_ +4)(bd_ +4), iz

cega zakljucujemo
1
c<2a+b+d_+ §abd,) < 4b+ abd_ < 2abd_ (1.31)

(ovdje koristimo nejednakost ad_ > 4 koja slijedi iz ¢injenice da je {a,d_} D(4)-par).
—at
7% Tada je p > 0, te prema (1.27), imamo ad_ + 4 = p?. Kako bismo

rs+ at

Oznacimo p =

procijenili veli¢inu p, takoder definirajmo p’ = . Vrijedi

1
pp = 1(a2bc + dac + 4ab + 16 — a®bc — 4a®) = a(b+ ¢ — a) + 4,

S

o

:a(b+c—a)+4 2a(c+b) c+b e Vb

rs+at < 2at = be - NG * NG (1.32)
2
2(ac+4) s
p>———>t =
2rs r
Nadalje, imamo
Ve 3_7‘\/5—3\/5_ de — 4b 4c 2,/c

= < <
vb T rvb rVb(ry/e+svb)  2rsb " abv/b
(jer je av/be < rs, zbog rs > at > av/be), i iz toga

Ve o 2ye

>\/5 ab\/E'

(1.33)
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2
Nejednakost (1.26) implicira ¢ < %, a to je ekvivalentno s

v i
Ve abvb
sto pak daje
Ve Wb
> = — —. 1.34
P> (1.34)
Usporedujuéi obje ograde za p, dobivamo
Vel Vb
- < —=. 1.35
b= < 2 139
Definirajmo sada cijeli broj a kao
2d_B=p+a.

Pretpostavimo da je o = 0. Tada (1.27) povlaci d_(48%d_ — a) = 4, iz Cega d_ € {1,2,4}.

Analiziramo tri slucaja:

1. d_ =1, sto povlaci 28 = p. Uz ovu pretpostavku, (1.18) daje

p?
r?+ T= tp, (1.36)

dok ¢ zadovoljava nejednakosti

ab<ab+a+b+1<c<ab+2a+2b+2 <ab+4b < 2ab (1.37)

b 1
(vidi Lemu 1.9 1 (1.31) s d_ = 1). Koristeéi (1.32), (1.37) i nejednakost <1
c a

koja je ekvivalentna s ¢ > ab, dobivamo da je lijeva strana od (1.36)

A+ 2bc + b? a 1 1 a
b+4+ —m— b+4+—-+14+ -+ — b+ — +6.
<ab+4+ Tbe < ab+ +4—I— +2+4a<a+4+6

S druge strane, iz (1.33) i (1.37) dobivamo da je desna strana od (1.36)

Ve 2\/E> 2¢
> Vbe | —= — =c——>ab+a+b+1—4=ab+a+b—-3.
<\/5 abv/b ab

Usporedujuéi ove dvije ograde za (1.36), dobivamo
3
b + ZCL < 9,
ali to je u kontradikciji s b > 12 (b je najvedi element u D(4)-trojci {d_,a,b}).
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Na slican nacin rjesavamo i preostala dva slucaja.
2. d_ = 2, sto implicira 43 = p, a to vodi do

b 3

-+ -a<8

2 e =®

sto je u kontradikeiji s b > 16 (D(4)-trojka oblika {2, a,b} s najmanjom vrijednosti

bje {2,6,16}).
3. d_ =4 je ekvivalentno s 84 = p, sto dovodi do

b + 5 <8
116" "
ali jedina D(4)-trojka oblika {4,a,b} s b < 35 je {4,8,24}, koja ne zadovoljava

(1.29), pa i u ovom slucaju dobivamo kontradikciju.

Dakle, mozemo pretpostaviti da je a # 0. Ocijenit ¢emo 2d_tS i usporediti s ¢. Prvo

¢emo dokazati
, a’b
B <= (1.38)
Naime, buduéi da je 5 < t, te da slucaj f =t — 1 daje b(c — a) = 1, $to je nemoguce,
zakljuéujemo da je t > B+ 2. To povlacdi t8 > B2 + 23, te ab — t3 > 25 — 4 > 0 zbog
(1.24) i (1.25). Dakle, dobivamo ¢ < ab, a ovo o¢ito povlaci (1.38).

Stoga,
d_a?b

0<d B < <a. (1.39)

Iz 2t3 = r? + 3% > ab + 4, dobivamo 2d_t3 > abd_ + 4d_. S druge strane, koristenjem
(1.38) i (1.39) imamo

d_a?b

2d_tB =d_(r* + ?) = d_(ab + 4 + B*) < abd_ + 4d_ + < abd_ +4d_ +a.

Usporedujuéi ove dvije ograde, slijedi
abd_ +4d_ < 2d_tp < abd_ +4d_ + a. (1.40)
Usporedbom (1.40) s (1.28) i (1.31), zakljucujemo da je
2d_tB — ¢| < 4b. (1.41)
Usporedujuéi ogradu (1.35) za p s trivijalnom ogradom za «, a to je |a| > 1, dobivamo

Ve _ Vel Vb
|2d_6—\/l_) —|p+a—\/5‘21—\/2.
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Nadalje, primijetimo da je ad_ > 26. Naime, jedini D(4)-parovi takvi da ad_ < 26 su

(1,5}, {1,12}, {1,21}, {26}, {3,4}, {3,7}.
Iz prva tri para, uvazavajudi (1.28) i (1.29), nalazimo trojke
{5,12,96}, {12, 21,320}, {12, 96, 1365}, {21, 32, 780}, {21, 320, 7392}

koje ne zadovoljavaju (1.14) ni (1.15). Iz posljednja tri para ne mozemo dobiti D(4)-trojku
zbog (1.29).

Konac¢no, dobivamo

pdtﬁ—qzﬂmimﬁ4$§+¢j%—cﬁ34ziﬁ—z§-—kég—%
::th_ﬂ—-V@

- (5502209
Y S Ry

>www_—h—izw¢ﬁt—1—é)>%

sto je u kontradikeiji s (1.41). O
Teorem 1.11. E'(Q)sprs ~ Z/27 X Z)27Z ili 7./27 X 7./ 6.

Dokaz. 1z Teorema 1.6 znamo da su jedine moguénosti za E'(Q)iwrs Z/27 X 7)2KkZ s
k =1,2,3,4. No, Lema 1.10 pokazuje da slucajevi k£ = 2,4 nisu mogudi za elipticku

krivulju induciranu s D(4)-trojkom s pozitivnim elementima. [

Korolar 1.12. Neka je {a,b,c} D(1)-trojka. Tada je torzijska grupa elipticke krivulje
W2 = (az + 1)(be + 1)(cx + 1) ili Z/2Z x L)2Z ili T)2Z x Z,/6L.

Napomena 1.8. Primijetimo da analogon Teorema 1.11 i Korolara 1.12 ne vrijedi za

opéenite D(n?)-trojke i pripadne inducirane elipticke krivulje

y? = (ax + n?)(bx + n?)(cx + n?).
Primjerice, za D(9)-trojku {8,54,104} torzijska grupa inducirane elipticke krivulje je
Z7/27 x ZJAZ. Takoder, postoje primjeri s torzijskom grupom Z/27Z x 7 /87, npr. za

D(52208405404435206419201940%)-trojku

{3871249317729019929807383, 101862056999203416732147408,
217448139952121636379025175}
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(postoje puno jednostavniji primjeri s mijeSanim predznacima, vidi npr. [23]).

Spomenimo takoder da ne znamo za nijedan primjer D(1) ili D(4)-trojke koja inducira
elipticku krivulju s torzijskom grupom Z /27 x 7Z,/67Z. Doista, poznato je da se ova torzijska
grupa ne moze pojaviti za odredene familije D(1)-trojki (vidi [16, 18, 19, 54]). Opet,
postoje primjeri takvih krivulja za opéenite D(n?)-trojke. Primjerice, D(294%)-trojka
{32,539, 1215} inducira elipticku krivulju s torzijskom grupom 7Z/27 x Z/6Z.
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POGLAVLJE 2

Familije Diofantovih trojki i
inducirane elipticke krivulje

2.1 Uvod

Dok smo u prethodnom poglavlju proucavali opéenite D(n?)-trojke i pridruZene elip-

ticke krivulje (s naglaskom na n = 2), u ovom ¢emo se koncentrirati na Diofantove trojke,

tj. D(1)-trojke. Posebno ¢e nas zanimati problem prosirenja Diofantove trojke do ¢etvorke

za odredene familije Diofantovih trojki te rezultati o Mordell-Weilovoj grupi induciranih

eliptickih krivulja.
Neka je {a, b, c} Diofantova trojka, tj.

ab+1=1% ac+1=5* be+1=1t* rsteN.

Veé smo na nekoliko mjesta vidjeli da proSirenje trojke {a, b, ¢} do ¢etvorke iziskuje nala-

zenje rjeSenja sustava jednadzbi
ar+1=010, bxr+1=01, cx+1="01.
Sustavu (2.1) pridruzimo elipticku krivulju
E:y? = (ax + 1)(bx + 1)(cx + 1).
E ima 3 ocite racionalne tocke reda 2:

= (). 5= (o). o= (L)
a b c

te dvije dodatne racionalne tocke:

P=(01), S:( ! ”t).

abe’ abe

(2.1)

Tocke P i S su u velikom broju slucajeva nezavisne i beskonacnog reda, sto nam odmah
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daje da je rank E(Q) > 2 u takvim slucajevima.

Jasno je da svako rjeSenje sustava (2.1) inducira cjelobrojnu tocku na eliptickoj krivu-
lji E. Obrat ove tvrdnje ovisi o Mordell-Weilovoj grupi od E nad Q i iskazan je u sljedecoj
propoziciji:

Propozicija 2.1. ([19, Proposition 1],[67]) X -koordinata tocke T € E(Q) zadovoljava
sustav (2.1) ako i samo ako je T — P € 2E(Q).

Jasno je da, ako je P beskona¢nog reda, onda i sustav (2.1) ima beskona¢no mnogo rjesenja,
to su z-koordinate od 3P, 5P, 7TP... U prethodnom poglavlju vidjeli smo da postoji tocka
R takva da je S = 2R. U kontekstu Propozicije 2.1 to odmah daje da su z(P + 5) i
(P — S) rjeSenja od (2.1). Ako definiramo brojeve d_ i d; kao

dy = a+ b+ c+ 2abc + 2rst,

d_=a+ b+ c+ 2abc — 2rst,

moze se pokazati da je z(P+S) = d_ix(P—S) = d,. Inace, ¢uvena slutnja o nepostojanju

Diofantove petorke u jacem obliku iskazuje se upravo preko d_ i d:
Slutnja 2.2. Ako je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka, onda je d =d_ ili d = d, .

Istinitost prethodne slutnje povlaci nepostojanje Diofantove petorke jer uz pretpostavku
a < b < ¢ lako mozemo dobiti dyd_ < ¢?, odnosno d_ < c. Slutnja je zasad provjerena
za neke specificne Diofantove trojke [2, 38, 64], te za odredene parametarske familije
Diofantovih trojki [13, 15]. Dujella i Pethé su u [17] dokazali da se par {1, 3} ne moze

prosiriti do Diofantove petorke.

Dakle, veza izmedu tocaka na eliptickoj krivulji i rjesenja sustava (2.1) ovisi o Mordell-
Weilovoj grupi od F nad Q, odnosno o redovima odredenih tocaka. Stoga, kako bismo
nasli uvjete za prosirenje Diofantovih trojki do cetvorki, u ovom poglavlju promatrat
¢emo rang i torzijsku grupu od elipticke krivulje £ inducirane s odredenim familijama
Diofantovih trojki. Osim sto se elipticke krivulje mogu koristiti za rjesavanje problema
prosirenja Diofantovih trojki u ¢etvorke (isti slucaj je i s prosirivanjem cetvorki u pe-
torke, vidi [19]), spomenimo i da takoder postoji vazna veza izmedu eliptickih krivulja i
Diofantovih m-torki, ali u suprotnom smjeru. Naime, Diofantove trojke su se pokazale
kao koristan alat u konstruiranju familija eliptickih krivulja velikog ranga. Parametarsku
familiju eliptickih krivulja, induciranu s racionalnim Diofantovim trojkama i s torzijskom
grupom Z /27 x Z/AZ te ranga 4 konstruirali su Dujella i Peral [27], i to je trenutni rekord

za ovu torzijsku grupu.
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U uvodu smo definirali za £ > 2 il € N, niz {¢/(k)} kao:

kot VREZT2H 4 (h— JRE D)2 ok
2(k2 — 1) '

Ovdje ¢emo dokazati da su (k — 1)¢(k) + 11 (k + 1)g(k) + 1 potpuni kvadrati, tj.
{k =1,k +1,¢(k)} je Diofantova trojka. Definirajmo za k > 2 il € N nizove {s;(k)} i
{t:(k)} kao:

Sl(k)Q = (k — 1)61(]{) + 1, (23)
ti(k)? = (k+Da(k)+1, (2.4)

Dokazat ¢emo da su s;(k) i t;(k) zadani sa sljede¢im eksplicitnim formulama:

k+VEE- D" (VE+I—vVE—1)

silk) = 2k F 1
(k= VEE= D" (VEF I+ VE—1)
+ T , (2.5)
VR -1 VE+1-VE-1)
(k) = Wk —1
_(k—\/k2—1)l+1(\/k:+1+¢k:—1)' (2.6)
Wk —1

Naime, iz (2.2) i (2.3) slijedi

(k+VE2— 1" + (k—VE2 — 1)1 42

sl(k)2: 2(l€—|—1)

B <(k;+ VE2 =DM (VE+1—=VE—1) 4+ (k—VE2 - 1) (VE+ 1+ Vk — 1))2
B 2vk +1 '

Formula (2.6) se dokaze na isti nac¢in. Uz eksplicitne formule, lako se moze provjeriti da

ovi nizovi zadovoljavaju sljedece rekurzivne relacije:

Sl(/{) = 2k‘8171<1€)—8[,2(k’), (27)
tik) = 2kti1(k) — tio(k). (2.8)

Dakle, s;(k) i t;(k) su prirodni brojevi za sve k > 2 il € N, $to zajedno s (2.3) i (2.4)
implicira da je {k — 1,k + 1, ¢,(k)} Diofantova trojka.

Prodimo sada detaljnije kroz dosadasnje rezultate o eliptickim krivuljama dobivenim
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na ovaj nac¢in. Dujella [16] je bio prvi koji je prouc¢avao parametarsku familiju eliptickih
krivulja induciranih s Diofantovim trojkama {k — 1,k 4+ 1,¢;(k)}. Sve cjelobrojne tocke
na eliptickim krivuljama asociranim s takvim trojkama su nadene za krivulje ranga 1 i
za odredene potfamilije krivulja ranga 2 i 3. Dujella i Pethé [18] promatrali su specijalni
slucaj k = 2, tj. trojke {1,3,¢(2)}, i pronasli su sve cjelobrojne tocke u slucaju kad je ili
rang odgovarajuce krivulje jednak 2, ili [ < 40. Najman [54] je nastavio s proucavanjem
familija krivulja induciranih s {k — 1,k + 1,¢;(k)} i uspjesno pronasao sve cjelobrojne
tocke na familijama induciranima s trojkama {k — 1,k + 1,co(k)} i {k — 1,k + 1, ¢e3(k)}
pod pretpostavkom da je rang pripadne krivulje 2, ili 2 < k£ < 10000. Postoje takoder
rezultati o prosirivosti Diofantovih trojki {k — 1,k + 1,¢(k)}; u [5] i [34] dokazano je da
ako je {k — 1,k + 1,¢(k),d} Diofantova Cetvorka, d mora biti ili ¢;_1(k) ili ¢4 (k).

Ovo poglavlje dalje prosiruje saznanja o familijama krivulja induciranim s trojkama
{k — 1,k + 1,¢(k)}, s naglaskom na njihovu torzijsku grupu i rang. U Korolaru 1.12
dokazali smo da ne postoje racionalne tocke reda 4 na niti jednoj eliptickoj krivulji indu-
ciranoj s Diofantovom trojkom. Drugim rije¢ima, jedine moguce torzijske grupe od E(Q)
suZ/27Z x 7.)27 ili )27 x Z]6Z. Teorem 2.4 eliminira slu¢aj Z/27Z x 7, /6Z koji je u [54,
Lemma 7] ostao otvoren kod ra¢unanja oblika torzijske grupe za krivulje inducirane s
{k —1,k+1,c3(k)}. U Teoremu 2.5 dokazali smo isti rezultat za familiju induciranu s
Diofantovim trojkama {k — 1,k + 1, c4(k)}. Konacno, Teorem 2.6 proSiruje taj rezultat na
polovicu svih familija krivulja induciranih s trojkama {k — 1,k + 1, ¢;(k)}, konkretno na
one u kojima je I = 11ili 2 (mod 4). Pitanje ranga pokriveno je s Teoremom 2.18 u kojem
smo dokazali da je rang svih eliptickih krivulja induciranih s {k — 1,k + 1, ¢;(k)} uz 1 > 2

vedi ili jednak 2.

U potpoglavlju 2.3.1 iskazali smo i dokazali uvjete uz koje je torzijska krivulja gene-
riranih s Diofantovim trojkama oblika {a,b,a + b+ 2r} izomorfna s Z /27 x Z/27.

Kako bismo prosirili Diofantovu trojku {k — 1,k + 1,¢/(k)} do ¢etvorke, moramo rije-

Siti sustav jednadzbi
(k—1Dz+1=0, (k+1z+1=0 ¢glk)z+1=0. (2.9)
Sustavu (2.9) pridruzimo elipti¢ku krivulju

E(k):y* = ((k—1Dx+1)((k+ Dz + 1) (q(k)x +1).
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2.2 Torzijska grupa od Ej(k)

Transformacija koordinata

T Y
= D)k + Da®) ™ = 1)k + Dalk)

T —

primijenjena na krivulju E;(k) dovodi do elipticke krivulje
Ek) v =@+ (k—1)k+ 1)) o+ (k—1)ak) (@ + (k+ 1)c(k)). (2.10)

Ovu krivulju dodatnom jednostavnom transformacijom mozemo svesti na oblik 3% =
z(z + M)(x + N), kojeg smo veé vidjeli u Propoziciji 1.3. Taj oblik nam je izuzetno
koristan zbog iduceg rezultata koji karakterizira torzijske grupe ovakvih eliptickih krivulja,

te uvjete pod kojima se pojedini oblici postizu:

Teorem 2.3. ([58, Main Theorem 1], [44, Proposition 2|) Neka je E elipticka krivulja
oblika
y* = x(x + M)(z + N).

Torzijska podgrupa od E(Q) jedinstveno je odredena na sljedeci nacin:

e Torzijska podgrupa od E(Q) sadrzi /27 x ZJAZ ako su M i N oba kvadrati, ili
—M i N — M oba kvadrati, ili ako su —N ¢ M — N oba kvadrati.

e Torzijska podgrupa od E(Q) je Z/27 x Z/8Z ako postoji cijeli broj d razlicit od
nule takav da je M = d*u* i N = d**, ili M = —d*v* i N = d?(u* —v*), ili
M = d*(u* —v?) i N = —d*v*, gdje je (u,v,w) Pitagorina trojka (tj. u®+v? = w?).

e Torzijska podgrupa od E(Q) je Z/2Z x Z.]6Z ako postoje relativno prosti cijeli brojevi
a, b i pozitivni cijeli broj d takvi da je ¢ ¢ {—2,—1,—3,0,1}, M = d*(a* + 24°b) i
N = d*(b* + 2ab*).

e U svim drugim slucajevima, torzijska podgrupa od E(Q) je Z./27 x 7./27.

Postoje tri racionalne tocke na Ej(k)" reda dva:
A=(1-#,0), B =((1-ka(k), 0), C"=(=(k+ a(k), 0).

Dokazat ¢emo da su ovo jedine racionalne tocke konacnog reda za [ = 3, [ = 4, te za sve [

koji su oblika [ =4m — 2 il = 4m — 3, pri ¢emu je m € N.
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Na pocetku, pogledajmo prvih nekoliko ¢lanova od {¢;(k)}:

a(k) = 4k,

co(k) = 16k — 4k,

cs(k) = 64k° — 48K 4 8k,

ca(k) = 256k — 320k° + 112k — 8k.

Indukcijom po [, koristenjem identiteta

(k+VE2 = 1)25 4 (k — VE2 — 1)2H5 — 2k

2(k? —1)
_ (4% —2) (k+VEZ=1)24 4 (k — VE2 —1)243 — 2k
- 2(k2 — 1)
(k4+ VK2 =12 4 (k — VE2 — 1)1 — 2k
B 2(k2 — 1) + 4k

lako mozemo provjeriti da ¢lanovi od {¢;(k)} zadovoljavaju sljedeéu rekurzivnu relaciju:
crao(k) = (4k* = 2)cip1 (k) — (k) + 4k. (2.11)

Teorem 2.4. E3(k)(Q)iors ~ Z/27 X 7./ 27..

Dokaz. Stavljajuéi | =3 u (2.10) dobiva se elipticka krivulja:

Es(k) :y? = (z+ (k= 1)(k+1)) (v + (k — 1)(64k° — 48" + 8k))
x (24 (k + 1)(64k° — 48K* + 8k)) .

Uz jednostavnu transformaciju « — z — (k—1)(k+1) dobivamo krivulju u Zeljenom obliku
y> =z(x+ M)(z + N):

Es(k)':y? =z (v + (k — 1)(64K° — 48K° + Tk — 1)) ( + (k + 1)(64k° — 48k® + Tk + 1)) .

Bududi da je {k — 1,k + 1, 64k° — 48k 4 8k} Diofantova trojka, iz Korolara 1.12 slijedi da
su jedine moguce torzijske grupe od Es(k)” ili Z/27 x 7Z./27 ili Z/27 x 7./67Z. Dokazat
¢emo da je potonji slucaj nemogué. Pretpostavimo suprotno, tj. da je torzijska grupa
izomorfna s Z/27 x 7 /6Z. Prema Teoremu 2.3, postoje relativno prosti cijeli brojevi a, b

i pozitivni cijeli broj d tako da:
M = d*(a* + 2a°b),

N = d(b* + 2ab?)
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ig¢{-2 -1, —%,0, 1}. Dakle, imamo:

M = (k—1)(64k° — 48K> + Tk — 1) = d*(a* + 24°D), (2.12)
N = (k+1)(64k° — 48k* + Tk + 1) = d*(b" + 2ab®). (2.13)
Uoc¢imo da
N+ M = 128k5 — 96k* + 14k* + 2, (2.14)
N—-M = 128k° — 96k> + 16k. (2.15)

Definirajmo m = ged(M, N). Dokazat éemo da je m = 223%, gdje su a < 4,b < 1 §to ée
implicirati da d? € {1,4, 16}.
Ocito, m | N — M, &to je ekvivalentno s m | 16k(8k* — 6k? 4 1), a to daje

m | 16k(4k* — 1)(2k* — 1). (2.16)
Neka je p bilo koji prosti djeljitelj od m. Iz (2.16), imamo sljede¢e moguénosti:
L.p|k
Zbog (2.13), imamo:
N = 64K° + 64k° — 48k" — 48K® + Tk* + 8k +1=1 (mod p),
sto je u kontradikciji s N =0 (mod p).
2. p |2k —1

Imamo:

14k* =7 (mod p), 96k* =24 (mod p), 128k° =16 (mod p).

Stoga, iz (2.14):
N+M=16-24+7+2=1 (mod p),

Sto proturjeci N + M =0 (mod p).

3. p|16

U ovom slucéaju ocito je p = 2.

4. p|4k* -1
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Promatrat ¢emo jedino slucaj p | 2k — 1 (slucaj p | 2k + 1 je analogan). Imamo:

8k =4 (modp), 8k* =2 (mod p), 48k> =6 (mod p),
48k* =3 (mod p), 64k° =2 (mod p), 64k° =1 (mod p).

Stoga, ponovo iz (2.13):
N=14+2-3-6+02-k)+4+1=1-k* (mod p),
a znamo da je N =0 (mod p), to povlaci 1 — k* =0 (mod p), a to je ekvivalentno s
4k* =4 (mod p). (2.17)

Kombinirajuéi (2.17) s 4k* = 1 (mod p) dobiva se p = 3. Uoc¢imo da je 1 najveca
potencija od 3 sadrZana u m zato $to 3" uz n > 2 ne moze istovremeno dijeliti i 4k* — 1
i 4k? — 4. Dodatno, p = 3 ne moze dijeliti 2k — 1 i 2k + 1 u isto vrijeme, a takoder ne
dijeli ni ostale faktore od (2.16).

Stoga je ocito da je m = 293%, gdje su a < 4,b < 1 pa d?> moze biti jedan od {1,4, 16}.
Pokazat ¢emo prvo da se sluc¢aj d> = 4 ne moZe pojaviti. Naime, u tom sluc¢aju sustav
(2.12) i (2.13) postaje

64k5 — 64K° — 48k* + 48K> + Tk* — 8k + 1 = 4(a* + 24°b),

64kS + 64K° — 48k" — 48K + TK* + 8k + 1 = 4(b* + 2ab?),

pa lijeve strane moraju biti djeljive s 4, a to je mogucée samo ako 7k* +1 = 0 (mod 4),
Sto povlaci 7k* + 1 = 0 (mod 8). Dakle, lijeve strane su djeljive s 8, pa i desne strane
takoder moraju biti djeljive s 8, Sto je jedino moguce kad su i a i b parni. Medutim, a i
b su relativno prosti pa je slu¢aj d?> = 4 nemogué. Za preostala dva slu¢aja uoc¢imo da je

d> =1 (mod 5). Iz toga, nas sustav implicira:
M = (k —1)(64k° — 48k + Tk — 1) = a" + 2a°b  (mod 5),

N = (k +1)(64k° — 48k + Tk + 1) = b* + 2ab® (mod 5).

Sada ¢emo promatrati kongruencije modulo 5 i na temelju toga se uvjeriti da ovaj sustav
nema rjesenja u cijelim brojevima. Kada je K = 0 ili 2 ili 3 (mod 5), lijeve strane ovog
sustava su obje kongruentne ili 1 ili 2 modulo 5. U slucajevima k = 1ili 4 (mod 5), jedna
od njih je kongruentna 0, a druga 3 modulo 5. Medutim, provjerom svih mogucih ostataka
modulo 5 za a i b, lako utvrdimo da se nijedna od ovih kombinacija ne moze pojaviti na

desnim stranama ovog sustava. Dakle, ne postoje cjelobrojna rjesenja. Kontradikcija. [

31



Poglavlje 2. Familije Diofantovih trojki i inducirane elipticke krivulje

amodb | bmodb | M mod5 | N mod?5H
0 1 0

S A AW W W W W N NN NN R == OO
B WIN|P O WO WO WO W N
WO N =N W OO WP RN O W RO O
WIN| OO O W RN O W OO O WO~ ==

Tablica 2.1
Ostaci modulo 5 u slu¢aju d* =1 (mod 5)

Nadalje, dokazat ¢emo isti rezultat za familiju {k — 1,k + 1, c4(k)}.
Teorem 2.5. E4(k)(Q)iors ~ Z/27 X 7. 27..

Dokaz. Kao u prethodnom dokazu, pretpostavimo da je torzijska grupa izomorfna s
Z]27 x 7/6Z. Slicnim zaklju¢ivanjem, dobivamo:

Ey(k)":y* =z (v + (k — 1)(256k7 — 320° + 112k" — 9k — 1))
x (x4 (k + 1)(256k7 — 320k + 112k* — 9k + 1))

VRS

(k —1)(256k7 — 320k° + 112k* — 9k — 1) = d*(a* + 2a°b), (2.18)

M
N = (k+1)(256k" — 320k° 4+ 112k — 9k + 1) = d*(b* + 2ab?). (2.19)

Ovdje ¢emo promatrati kongruencije modulo 3. O¢ito, postoje tri moguca slucaja:
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1.

k=2 (mod 3)

Lijeva strana od (2.18) je kongruentna 2 modulo 3 i lijeva strana od (2.19) je kon-
gruentna 0 modulo 3. Stoga, desna strana od (2.19) mora takoder biti djeljiva s 3. To

povlaci jednu od sljede¢ih mogucénosti:

1. d=0 (mod 3)
Desna strana od (2.18) je djeljiva s 3, kontradikcija.
2. b=0 (mod 3)
Desna strana od (2.18) je kongruentna d?a3(a + 2b) modulo 3, §to dalje daje
d*a*(a + 2b) = d*a* = (da*)* (mod 3). Ovo je nemoguée buduéi da je desna
strana od (2.18) kongruentna 2 modulo 3, a 2 nije kvadratni ostatak modulo 3.
3. a=b (mod 3)
Desna strana od (2.18) je djeljiva s 3, kontradikcija.

k=1 (mod 3)

Lijeva strana od (2.19) je kongruentna 2 modulo 3 i lijeva strana od (2.18) je kon-
gruentna 0 modulo 3. Dakle, desna strana od (2.18) mora takoder biti djeljiva s 3.

Ovaj slucaj je stoga analogan prethodnom, pa i ovdje imamo kontradikciju.

k=0 (mod 3)

Lijeve strane i od (2.18) i od (2.19) su obje kongruentne 1 modulo 3. To implicira
d>=1 (mod 3) i a®(a +2b) = b3(b+ 2a) =1 (mod 3), §to je nemoguce. Naime, ako
je bilo koji od a i b djeljiv s 3, tada je barem jedan od prethodnih izraza djeljiv s
3. Ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju s 3, tada ée faktori (a + 2b) i (b + 2a)
biti djeljivi s 3. Dakle, jedina moguca preostala kombinacija jest da je jedan od a i
b kongruentan 1 modulo 3, a drugi kongruentan 2 modulo 3. No, to ne zadovoljava
zahtjev a3(a + 20) = b*(b+ 2a) = 1 (mod 3).

O

Naredni rezultat je bitno opcenitiji, naime pokriva sve elipticke krivulje inducirane troj-
kama {k — 1,k +1,¢(k)}, gdje I =1 ili 2 (mod 4).
Teorem 2.6. Ey(k)(Q)iors >~ Z/27 X 7./27 za svel =4m — 2 il = 4m — 3 gdje m € N.

Dokaz. S obzirom da znamo egzaktne formule za ¢;(k) i c2(k), kombinirajmo ih s (2.11)
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kako bismo dobili idu¢i niz kongruencija modulo 8:

c1(k)
ca(k)
(k)

(k)
cs(k)
co(k)

Stoga, zakljucujemo da

C4m_2(k’) =
C4m(l€) =

4k (mod 8)
4k (mod 8),
0 (mod 8),
0 (mod 8),
4k (mod 8),
4k (mod 8),

C4m_3(/{?)
Com—1 (k) =

4
0

k  (mod 8),
(mod 8),

za m € N. Iz (2.10) uz transformaciju koordinata x — x — (k — 1)¢;(k) dobivamo iduéu

krivulju:

Ey(k)":y? =z + (k= Dk +1—ak)) (z +2a(k)).

Jednako kao u dokazima prethodna dva teorema, pretpostavit ¢emo suprotno, tj. da je

torzijska grupa izomorfna s Z /27 x 7, /67Z. To nam daje sustav jednadzbi:

M = (k=1)(k+1-c¢(k)) =d*(a*+2d°),

N = 2¢(k) = d*(b* + 2ab*).

Iz (2.23) slijedi da je barem jedan od b, d paran.

1. b je paran i d je neparan

Desna strana od (2.23) je djeljiva sa 16, pa lijeva strana takoder mora biti djeljiva

sa 16, a to povlaci da je k paran (vidi (2.20)). Tada, iz (2.22) slijedi da je a neparan.
Zbrajanjem (2.22) i (2.23), dobivamo

B =1+ 3= k)a(k) = & ((a® +ab+*)* = 3a°?) .

(2.24)

Bududéi da je d neparan, mora vrijediti d*> = 1 (mod 8), $to implicira da je desna strana

od (2.24) kongruentna 1 ili 5 modulo 8. Na lijevoj strani imamo ¢ (k) =0 (mod 8), a

k je paran, pa je lijeva strana kongruentna 3 ili 7 modulo 8, kontradikcija.

2. b je neparan i d je paran
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Iz (2.22) slijedi da je k neparan. To znaci da je lijeva strana od (2.23) djeljiva s
8, ali nije djeljiva sa 16. Ovo je pak u suprotnosti s desnom stranom koja je, ovisno o
d, djeljiva ili s 4 ili sa 16.

3. Oba b1 d su parna

Iz (2.22) slijedi da je k neparan, a iz (2.23) da je k paran S$to je oCito nemogudée

istovremeno.
O

Napomena 2.1. Za druge [, torzijska grupa i dalje moze biti Z /27 x Z/27 ili Z./27. x 7./ 6Z,
iako nismo pronasli niti jedan primjer za potonju. Naime, dokaz koji smo predstavili ne
vrijedi u situaciji kada je { = 0 ili 3 (mod 4), zato jer tada imamo bezuvjetno ¢;(k) =0
(mod 8) pa stoga ne mozemo eliminirati slucajeve 2. i 3. u dokazu kao $to smo ucinili
kada je I =11ili 2 (mod 4) i ¢(k) = 4k (mod 8).

2.3 Rang od Ej(k)

Pored tocaka A’, B', C', takoder postoje dvije dodatne racionalne tocke na Fj(k)"

P'= (0, (K = Da(k)), (2.25)
R = (si(k)ta(k) + k(si(k) + ti(k)) + 1, (si(k) + k) (ta(k) + k) (si(k) + (k). (2.26)
Dokazat ¢emo da su P’ i R’ nezavisne za sve [ > 2, sto zajedno s ¢injenicom da je

Z2)27 x 7./27. ili Z/27 x Z./6Z posljedicno daje da je rang od E;(k)’ nad Q vedi ili jednak

dva za sve [ > 2.
Lema 2.7. P/, P'+ A", P+ B',P' + C" ¢ 2E,(k)'(Q).
Dokaz. Imamo:
z(P") = 0,
o(P'+A) = ak)? - 2ka(k),

)

)
z(P'+B) = 2k+2— (k+1)qk),
2P +C") = —2k+2— (k—1ak).

Ako je P’ € 2E;(k)(Q), tada Propozicija 1.3 implicira da je k*—1 kvadrat, $to je nemoguce.
Sli¢no, ako je P’ + B’ € 2E;(k)'(Q), tada je

2(PP+B)Y+ Kk —1=(k+1)(k+1-q(k) =0,
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a ako je P'+ C" € 2E,(k)'(Q), onda je
e(PP+C)+k—1=(k—1)(k—1—¢(k) =0.

S obzirom da je k > 2 i ¢ (k) > ¢1(k) = 4k, oba izraza su negativna i zato ne mogu biti
kvadrati. Konac¢no, ako je P’ + A" € 2E(k)'(Q), onda je

s(P'+A)+ kK —1=(qk)—k)?—1=0,
sto je takoder nemoguce. O

Pocevsi s dokazom Leme 2.9, odsad nadalje trebat ¢e nam sljedeéi teorem kojeg su
dokazali Mignotte i Petho:

Teorem 2.8. ([50]|, Théoréme) Neka je a cijeli broj takav da A = a* — 4 nije kvadrat

a++va?—4 a—+va®—4

cijelog broja. Definirajmo « = ——— 1 f = 5 , te promatrajmo Lucasove
! l
a JE—
brojeve u, = u,(a) = g . Ako jea > 4 in > 3, onda u, nije ni kvadrat, ni dvostruki,
a J—

ni trostruki, ni Sesterostruki kvadrat cijelog broja, osim za a = 338 i n = 4.
Lema 2.9. R\ R+ A, R+ B R +C" ¢ 2E/(k)(Q) zal > 2.

Dokaz. Imamo:

a(R) = si(k)t(k) + k(si(k) + t(k)) + 1,
o(R+A) = si(k)t(k) —k(si(k) +ti(k)) + 1,
(R +B) = (k) + k) (k) — si(k)) — (k+ De(k),
(R +C) = (si(k) + k) (su(k) — ti(k)) — (k — D)ey(k)

Ako je R' + B’ € 2E,(k)(Q), tada je

v(R+B)+k —1= (k) +k)(k—s(k)) =0,
a ako je R' 4+ C' € 2E,(k)'(Q), tada je

(R 4+ C)+ K —1 = (sy(k) + k)(k — t,(k)) = 0.

Zbog k > 2, s;(k) > s1(k) =2k — 11 t;(k) > t1(k) = 2k + 1, oba izraza su negativna pa

ne mogu biti kvadrati.
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Ako je R’ € 2E;(k)(Q), tada dobivamo iduéi sustav jednadzbi:

(si(k) + k) (k) + k) = O,
ti(k)

(si(k) + (k) (s:(k) + k) = O,
(si(k) +t,(k)(ti(k)+ k) = O.
Definirajmo
d= ng(Sl(k?) + tl(l{?), tl(l{?) + k, Sl(/{?) + k),
tada

d|ti(k)+Ek+si(k)+k— (si(k)+ t,(k)),

odnosno d | 2k. Ako d | k, onda takoder d | s;,(k) i d | t;(k), ali iz (2.3) i (2.4) dobivamo
a(k) = 3(ti(k) — si(k))(tu(k) + si(k)), Sto povladi d | ¢(k). Medutim, d | ¢(k), d | s;(k) i
(2.3) daju d =1, pa je iz toga d € {1,2}. Zapisimo

si(k) + k=de0, (k) +k=dyd, si(k)+t(k)=d0,
pri ¢emu su z,y, z kvadratno slobodni cijeli brojevi, takvi da je ged(z,y, z) = 1. Tada je
xy=0, zz=0, yz =101,

iz, ¢ega dobivamo = = y = z. Zbog ged(x,y, z) = 1 slijedi x =y = z = 1, pa s obzirom na
d € {1,2}, to povlaci

Sl(k) + k= D, tl(k) + k= D, Sl(k) + tl(k}) =0

ili
Sl(l{i) + k= ZD, tl(/{?) + k= 2D, Sl(k’) + tl(/{?) =201
Definirajmo novi niz {a;(k)} kao s;(k) + t;(k) = 2a;41(k). Zbog rekurzivnih relacija (2.7)
i(2.8), slijedi da je
ai(k) = 2ka;_1(k) — aj—2(k), ap(k) =0, a1(k) = 1.

Lako je dokazati da je eksplicitna formula za niz {q,;(k)} dana s

(k+VE2 —1) - (k — VE2 — 1)
2VEk2 -1 '

a(k) = (2.27)

l l

o oo =0 1 _ 1
a;(k) je ocito oblika oy gdje o = B <2k +1/(2k)? — 4) ip= 5 (Zk —/(2k)? — 4).

Zajedno s k > 2, to implicira da niz {a;(k)} zadovoljava uvjete Teorema 2.8, pa stoga
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a;(k) = [O0,20,30 ili 600 implicira [ < 4. Slucajevi [ € {2,3} su provjereni u [54|, pa
zakljucujemo da ako je s;(k)+t,(k) = 20 ili s;(k) +t;(k) = O, tada je [ = 1. U suprotnom,
imamo kontradikciju s R' ¢ 2E,(k) (Q).

Ako je R+ A’ € 2E,(k)(Q), imamo sljededi sustav jednadzbi:

(si(k) = k)(tu(k) = k) = O,
(si(k) + (k) (s:(k) — k) = 0,
(si(k) + t(R)) (k) — k) = O

Koristedi isto zakljucivanje, slijedi da je s;(k) + t;(k) = 20 ili s;(k) + t,;(k) = 0O, Sto je
jedino moguce za | = 1 pa slijedi R’ + A" ¢ 2E;(k)'(Q) za [ > 2. O

Propozicija 2.10. ty(k) — so (k) = ¢/(k) — ¢;—1(k) = 2a9/(k).
Dokaz. 1z (2.5) i (2.6) dobivamo da je to (k) — s9 (k) jednako:
(k+ VE2 — 1)1 (2k — 2Vk2 — 1) + (k — VE? — 1)2F1(—2k — 2Vk%2 — 1)
2vVk? —1

(k+VEk2 =1 — (k- VE2 —1)*
k2 —1 '

Zbog (2.27), to je jednako s 2ag (k). S druge strane, iz (2.2) racunamo ¢;(k) — ¢;—1(k):

(k+ VE2 = 1)+ 4 (k — VB> — 1)+

2(k% — 1)
(VR )P - (- VR D)2
2(k% — 1)
(k+ VE =11 (1= (k — VA& = 1)?)
B 2(k2 — 1)
(k= VE =11 (1= (k+ V& = 1)?)
* 202 — 1)
V=D VEZ = 1) = (= VEE = D)2k + VEE 1)
VE2 -1
VRS2 — (k- VET D)
K2 —1

k _1(k
Propozicija 2.11. ty (k) + k= (k+1) <Cl(k) B af )z;l 1(k) n 1> '
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k —1(k
Dokaz. Racunamo —k + (k + 1) (cl(k:) _al )Z;l 1(k) + 1):

E+1
2]{3 (Cl(/{?>(2]€ — 1) — Cl_l(k) —+ 2/6)

ka2 (VD) (21— (- VR 1)

—k+

Mk — 1)
(k= V1) (2k—1— (k+ VR 1)?)
+ 1
(k- 1)
(e vED) (VET T VET)
Wk —1
(k- \/ﬁ)ml (VE+T+VE—1)
SN/

— ta(k).

]

Napomena 2.2. Oba kvocijenta na desnoj strani jednakosti u Propoziciji 2.11 su cijeli
brojevi. Naime, iz prva dva elementa od {¢;(k)} te iz formule (2.11) slijedi da je ¢ (k)

djeljivo s 2k za sve ki [.

Sljedeca tri identiteta dokazujemo na slican nacin pratec¢i dokaz Propozicije 2.11:

Propozicija 2.12. sy(k) — k= (k- 1) <cl(k‘) n a(k) ;]:l—l(k‘) _ 1) '

k k
Propozicija 2.13. sy (k) — k= (k—1) <cl+1( >2]:_ ak) + ¢ (k) — 1) :
Propozicija 2.14. ty,1 (k) — k = (k + 1) (Cl“(k;; alk) _ k) - 1) .

Iz Propozicija 2.13 i 2.14 dobivamo:

cy1(k) +alk)

torin (k) — sosa (k) = . — 2key(k) — 2, (2.28)
ba(B) 4+ b= — 1+ (k+1) (Cz+1(k)2-l: (1- 21@)@(1@))7 (2.29)
Sgl+1(l{?) +hk=k+1+ (k — 1) (Cl-i-l(k)QZ (1 + 2k)cl(k)) ) (230)

Kako bismo dokazali Lemu 2.17, osim prethodnih propozicija trebat ¢emo jos tri dodatna
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niza, {d;(k)}, {e;(k)} i {fi(k)}, definirana na sljedeéi nacin:

Iz (2.11), slijedi da je

di2(k) =
erra(k) =
Jia(k) =

)

(k

~—

di(k) = lk (k—1)+1, (2.31)
a(k) = Clgf) (k+1)—1, (2.32)
a(k)

k) = l% (k2 = 1). (2.33)
(4k* — 2)dy1 (k) — dy(k) + 4k — 4K, (2.34)
(4k* — 2)ery1 (k) — e(k) + 4k + 4K, (2.35)
(4k* = 2) fipa (k) = filk) +2(k* = 1). (2.36)

Dodatno, kao sto Fibonaccijev niz zadovoljava ¢uveni Cassinijev identitet:

Fn—an+1 -

F? = (=1)", F, je n-ti Fibonaccijev broj;

dokazali smo da takoder postoje Cetiri identiteta koja povezuju po dva uzastopna elementa

od {a(k)}, {di(k)}, {er(k)} i {fi(k)}:

Propozicija 2.15.

A1 (k)? — (4% — 2)dyy 1 (k)dy (k) + dy(k)? + (4k* — 4K) (dyq1 (k) + dy (k) = 4(k — 1),

er(k) +ei(k)? — (4k* + 4k)(ers1 (k) + ei(k)) = 4(k + 1),

)
/{Z)Cl(]{?> + Cl(/{?)2 - 4/6(6[.;,.1( ) + Cl( )) 0

— (2K = 2) (i1 (k) + a(k)) =

Dokaz. Dokazat ¢emo samo prvi identitet indukcijom po [, ostali identiteti dokazuju se

analogno. Imamo

Dakle,

dy (k) = 4k — 3,

do(k) = 16k* — 16k* — 4k + 5.

da(k)® — (4k* — 2)da(k)d1 (k) + di(k)* + (4k* — 4k)(da (k) + dy(k)) = 4(k — 1)?,

sto je i zeljeno. Pretpostavimo

di1(k)? — (4k% — 2)dpq (K)dy (k) + dy(k)? + (4k* — 4k)(dia (k) + dy(k)) = 4(k — 1)
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Iz (2.34) slijedi da je

dio(k)? — (462 = 2)diya (k) diga (B) + diga (k)
+ (4k* — 4k)(diya(k) + dig1 (K))
= ((4R? = 21 (k) — di(R) + 4k — 4K2)" + dia (k) + (4R% — dk)dpsa (k)
+ ((4k* = 2)dpya (k) — di(k) + 4k — 4k?) (4k* — 4k — (4k* = 2)dy41 (k)

= 4(k — 1)
O
Propozicija 2.16.
o(R+ P+ k> — 1= (s(k) + k)t (k) + k) (K* — 1), (2.37)
(R + P') + (k+ )a(k) = 2(k + 1) (t(k) — si(k)) (t(k) + k), (2.38)
(R + P) + (k= Dak) =2k — 1)(t,(k) — si(k))(s:(k) + k). (2.39)

Dokaz. Dokazimo samo prvi identitet, ostala dva se dokazuju na isti nac¢in. Dokazat ¢emo

da je

o(R+ P+ k> —1=(s(k) + k) (t,(k) + k)(k* — 1)

(cr(k) — tu(k) = si(k))’
((si(k) + k) (ta(k) + k) — (k2 = 1))*

odnosno, ekvivalentno
o(R + P+ k> — 1= (s(k) + k)(t,(k) + k) (* — 1)
Iz (2.3) i (2.4) dobivamo iduéi identitet:
(K = 1) ((ak) = k)* = 1) = (su(k)* = k?) (ti(k)* = 7). (2.40)

Nadalje,
(R +P)=N+ayl—ay—a(R) —z(P),

pri cemu je

a]; = az — O,
ag = k* — 1+ 2key(k),
as = a(k)(k* — 1)(2k + a(k)),

ag = ci(k)*(k* — 1)%,
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= (zbog (2.25) i (2.26))

_ (su(k) + B) (i) + k) (su(k) + ta(k)) — (B2 — D)ar(k)
(s1(k) + k)(tu(K) + k) — (k2 = 1) '

UvrStavanjem svega uz zamjenu z(R') = (s;(k) + k) (t,(k) + k) — (k* — 1) dobivamo da je
2(R+P)+ k> —1

((si(k) + k) (ti(k) + k) (su(k) + ti(k)))* — 2¢,(K) (k> — 1)(si(k) + k) (ta(k) + k)

z(R')?
AP0 1~ k(K)o R — ol R’
x(R')?
G 1>(51(’;2;)’j>(“(’“) ) <—2cl(k)(sl(k:) (k) + 4k (R) + 3(si () + k) (i () + F)

L (k) + k) (tak) + k) ((s:(k) + ti(k))? — 2key(k) — (si(k) + k) (ti(k) + k)
21
(k2 — 1)(cy(k)? — 2key(k) + k2 — 1))
(su(k) + k) (t(k) + k)

+

Koristenjem identiteta (2.40) i zamjenom 2kc;(k) = s;(k)? + t;(k)? — 2 dobivamo da je to

jednako

(k* = D)(si(k) + k) (ti(k) + k) ((smk) + k) (ti(k) + k) ((si(k) — k) (ti(k) — k) = 2(k* — 1))
z(R')?2 k2 — 1

—2¢1(k)(si(k) 4+ ti(k)) + 4k (k) + 2(s1(k) + k) (ti(k) + k) + 2s,(k)ti (k) + 2k2>.

Ponovnim koristenjem (2.40) i sredivanjem cijelog izraza dobivamo trazenu tvrdnju. [
Lema 2.17. R+ PR+ P+ AR+ P + B R+ P +C" ¢ 2E/(k)(Q) za l > 2.

Dokaz. R' + P’ € 2E)(k)'(Q) ako i samo ako z(R' + P') +k*—1=0, z(R' + P") + (k +
De(k)=01ixz(R + P')+ (k—1)q(k) = O. No, iz prethodne propozicije znamo da je

o(R+ P+ K — 1= (s;(k) + k) (t,(k) + k) (K> — 1), (2.41)
(R + P+ (k4 1)(k) =2k + 1) (ti(k) — s,(k)) (t(k) + k)O, (2.42)
(R + P')+ (k—1)gk) =2(k — 1)(t;(k) — si(k))(si(k) + k). (2.43)

1. [ je paran

Koristeé¢i Propozicije 2.10 i 2.11, mozemo zapisati (2.42) za parne [ (I = 2i) kao
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Cz(k}) + Cz‘_l(k)
2k

Strategija dokaza ovog slucaja koja se prirodno namece jest pokazati da desna strana
od (2.44) ne moze biti kvadrat niti za jedan prirodni broj i, Sto ¢e implicirati da
R' + P’ ¢ 2E,(k) (Q) za sve parne [. Neka je

g = ged <Cz(k) —ci—1(k), ci(k) — ci(k) —251(@ + 1) ‘

Indukcijom mozemo dokazati da je ged(te; (k) + k, 2k) = 1, a to je ekvivalentno s

ged(g, 2k) = 1. 1z toga slijedi

Cz<k) — Cz‘fl(k) Cz(k) + Cifl(l{»

(k) — 1
9| oF , gl ai(k) ok +1,
sto povlaci
(k (b
g’cgg)(k:—l)—l—l,g‘c 2()(k—1)+1.

Uz d;(k) definiran u (2.31), slijedi da g | d;(k), g | d;—1(k). Nas iduéi korak je utvrditi
da je g = 1. Ako kombiniramo prvi identitet iz Propozicije 2.15 s upravo dokazanim
Cinjenicama g | d;(k) i g | d;_1(k), dobivamo da g | 4(k — 1)?. Formula (2.31) i ¢injenica
da je ged(g,2) = 1 dalje povlace g = 1. Vrativsi se na (2.42) i (2.44), sada mozemo
zakljuciti da je ¢;(k) — s;(k) = O ili t,(k) — s,(k) = 20, ali Propozicija 2.10 i Teorem
2.8 eliminiraju tu moguénost, isto kao u dokazu Leme 2.9. Dakle, R’ + P’ ¢ 2FE;(k)' (Q)

za sve parne [.

. [ je neparan i k je paran

Dokazat ¢emo iz (2.42) i (2.43) da t;(k) + k i si(k) + k oba moraju biti kvadrati.
Kombiniranje tih ¢injenica s (2.41) ¢e tada implicirati i da je k? — 1 kvadrat, §to ocito
nije moguce. Zbog (2.29) i (2.30), formule (2.42) i (2.43) za neparne [ (I = 2i + 1)
mozemo zapisati kao:

P(R+ P) 4 (h + Desr (k) = 20k + 1) (C”l(’“>,j ) ope(h) - 2)

x (k: U 1)(01'*1(%)22 €= Qk)c"(k))) , (2.45)
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2(R + P') + (k — Vg (k) = 2(k — 1) (Ci“(’“)k* k) e (i) — 2)
y (k g ko 1)(ci+1(/<:)2:;— (14 2k)c,~</<:))> - (2.46)

Indukcijom mozemo utvrditi iz definicije od ¢;(k) (vidi (2.2)) da je

(k 4+ 1)(cipa(k) + (1 — 2k)cq(k))
2k

paran. Buduéi da je k takoder paran, slijedi da je t;11(k) + k neparno. O¢ito je da je
tair1(k) +k =2 (mod k + 1), stoga ged(teir1(k) + &, 2(k+ 1)) = 1. Dokazimo sada
da je i ged(toi1(k) + Kk, taip1(k) — s2i41(k)) = 1. Neka je

m = ged (CHl(k)]:_ alk) _ 2kei(k) —2, k—1+

(k+ 1)(cipa(k) + (1 — Qk)cz(k))>
2k )

Tada je ged(m,2k) = 1 zbog m | teir1(k) + k i ged(toir1(k) + k, k) = 1 (potonje
induktivno slijedi iz definicije od ¢;(k)). Nadalje,

m | (k% — 1)e;(k) + 2k,

sto je ekvivalentno s

Sli¢no, dobivamo i
m| (k* - 1)
2k
Koriste¢i definiciju od f;(k) (vidi (2.33)), to povlaci m | fi(k) + 1, m | fiz1(k) + k2.
Propozicija 2.15 dalje daje m | (k* — 1)? $to je, zbog definicije od f;(k) i ¢injenice da

Ci+1 (k) -+ kZ.

m | fi(k), moguée samo za m = 1. Koriste¢i potpuno isto zakljucivanje dobivamo

gcd(52i+1(k) + k, Q(k — 1)) =1

ged(seiv1 (k) + k&, toir1(k) — s2ip1(k)) = 1.

Dakle, za parne k, oba t9;11(k) + k 1 s9;41(k) + k su kvadrati cijelih brojeva. Iz (2.41)

slijedi da k? — 1 mora takoder biti kvadrat cijelog broja, a to je nemoguce.

3. [ ik su neparni
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Oba ta;1(k) + k i sg;11(k) + k su sada parni. Oznacimo

S = {ged (tair1(k) + k, 2(k + 1)),

ged (taip1 (k) + K, toip1 (k) — s2i41(K))

ng (821+1<k + k 2( 1)) )
(s2i+1(

)
ng S2i41 k) + k' t21+1<k) - 821'_5_1(]{3))}.

Temeljem prethodnih opazanja, zaklju¢ujemo da svi elementi od S moraju biti potencije
od 2. Ovisno o k i1, iz (2.20), (2.21), (2.28), (2.29) i (2.30) dobivamo sljedece:

k| toir1(k) — soir1(k) | taiga (k) + K | soipa(k) + K
1 2 4 2
3 2 2 0
5 2 0 6
7 2 6 4
Tablica 2.2
Ostaci modulo 8 za i = 0 ili 2 (mod 4)
k| toir1(k) — soir1(k) | taiga(k) + K | soipa (k) + K
1 6 0 2
3 6 2 4
5 6 4 6
7 6 6 0
Tablica 2.3

Ostaci modulo 8 za ¢ = 1 ili 3 (mod 4)

Iz tablica 2.2 i 2.3 slijedi da je S = {2,4,8}. Buduéi da desne strane i od (2.45) i od
(2.46) moraju biti kvadrati, to povlaci da je ili to;41(k) + k = 20 1 s9;41(k) + k& = 20
ili to;11(k) +k =201 s9i41(k) + k£ = O (ili obratno). Ako vrijedi t9;11(k) + k = 20
i s9i41(k) + k = 20, tada mora biti k& — 1 = [J, zato $to desna strana od (2.41)
mora biti kvadrat, a to nije moguée. S druge strane, ako vrijedi to; 1 (k) + k =20 i
s9i11(k) + k = O (ili obratno), tada mora biti k? — 1 = 200, a to je moguce ako i samo
ako k—1=0k+1=20ili k—1 =20, k+ 1 = 0. Uvrstivsi to natrag u (2.42)
i (2.43) dobivamo da t;(k) — s;(k) = O ili t;(k) — s;(k) = 20 za sve neparne [. Zbog
ti(k) — s1(k) = 2a;(k) (Sto se moze dokazati kao u dokazu Propozicije 2.10) dolazimo
do a;(k) = O ili a;(k) = 20 sto ponovo eliminiramo pozivanjem na Teorem 2.8. Dakle,

R + P ¢ 2E(k)(Q) za sve [ > 2.
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Dalje, imamo

2(R + P+ A) + (k2 — 1) = (k2 — 1)(tu(k) — k) (si(k) — k)OO, (2.47)
2(R + P+ A") + (k+ De(k) = 2(k + 1) (ti(k) — si(k)) (tu(k) — k)T, (2.48)
2(R + P+ A) + (k — De(k) = 2k — 1)(ti(k) — si(k)) (s:(k) — k)T (2.49)

Vrijedi R'+P'+ A’ € 2E)(k)'(Q) ako i samo ako su sve desne strane ovog sustava jednadzbi

kvadrati. Ponovo, imat ¢emo razli¢ite strategije ovisno o parnosti od (.

1. [ je paran

Propozicije 2.10 i 2.12 impliciraju da (2.49) za parne [ (I = 2i) postaje

]{?) + Ci—1 (k))

-1 )0
2k

(2.50)
Prateéi potpuno iste korake kao u dokazu R’ + P’' ¢ 2E;(k) (Q) za parne [, definirajmo

ci(k) +cia(k) 1) |

(R + P+ A') + (k — 1)eai(k) = 2 (ci(k) — cia(k)) (Cz(k> + ol

h = ged <Ci(k> = cim1(k), ci(k) + 2k

tada ) )
C; Ci—1
h|——=k+1)—1, h| ——=
R =
Uz ¢;(k) definiran u (2.32), slijedi da h | e;(k) i h | e;_1(k). Propozicija 2.15 povlaci
h | 4(k + 1), a to je nemoguée zbog same definicije od e;(k) i zato jer su svi e;(k)
neparni. Dakle, h = 1 i posljedi¢no t;(k) — s;(k) = O ili t;(k) — s;(k) = 20, a to smo

prethodno ve¢ dokazali da je nemoguce.

(k+1)—1.

2. | je neparan

Iz Propozicija 2.13 i 2.14, jednadzba (2.47) za neparne [ (I = 2i + 1) postaje:

2R+ P+ A)+ (W —1) = (C”lw +a ;k%)ci(k) - 2k>

) <CH1(/€) + (1 +2k)ci(k) — 2]‘7) 0.

2k

Neka je

neee 2k ’ 2%k |
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Iz definicije od ¢;/(k) jednostavno slijedi da

(k) 4+ (1 +2k)c;(k)
2k '

2% | Ci+1(k) + (1 - 2k)cl-(k)

Ci+1
2k
% , 2k |

Dakle, zaklju¢ujemo da su n i 2k relativno prosti. Nadalje, n | ¢;y1(k) + ¢;i(k) — 2k 1
n | 2¢;(k), a buduéi da je n neparan slijedi da n | ¢;(k). Stovise, imamo n | ¢;1(k) — 2k.
Zbog n | ¢;(k) i Propozicije 2.15 slijedi da n | ¢;11(k)(civ1(k) — 4k), pa zakljucujemo da

n | 4k%, a to je nemoguce za n > 1 zato jer su n i 2k relativno prosti. Dakle,

q ciy1(k) + (1 —2k)ci(k) — 2k cipa(k) + (14 2k)cs(k) — 2k )
8¢ ( 2%k ’ 2%k ) o

pa zato oba ova broja moraju biti kvadrati cijelih brojeva. Ponovo iz Propozicija 2.13
i 2.14, jednadzbe (2.48) i (2.49) postaju:

.CE(R/ + P/ + A,) + (k’ + 1)Cgi+1(k) = 2(t2i+1 (k) — 82i+1(k’))

civ1(k) + (1 = 2k)c;(k) — 2k
X < ok ) L,

LL’(R/ + P/ + A/) + (k’ - 1)021'4_1(]{3) == 2(t2i+1 (1{7) — 821‘4_1(1{3))

X ( o ) L.

Zaklju¢ujemo da za neparne [ vrijedi ¢;(k) — s;(k) = 20, $to implicira a;(k) = O, a to
je nemoguce za [ > 2 prema Teoremu 2.8. Iz toga slijedi da R’ + P’ + A" ¢ 2E,(k) (Q)

za sve [ > 2.

Konacno, imamo

o(R+ P + B) + (K> = 1) = (k* = 1)(t;(k) + k)(k — s,(k)), (2.51)
(R 4+ P 4+ B') 4 (k+ 1)e(k) =2(k + 1) (ti(k) + si(k)) (L (k) + k)O, (2.52)

(F)
r(R'+ P'+ B') + (k — Da(k) = 2(k = 1)(ti(k) + si(k)) (k — s1(k))0. (2.53)

2(R+ P +C)+ (K —1) = (K> = 1)(si(k) + k) (k — t,(k))O, (2.54)
(R + P +C') + (k+ k) =2k + 1) (t(k) + s1(k)) (i (k) — k), (2.55)
(R + P +C')+ (k—1)c(k) =2(k — 1)(t;(k) + si(k)) (si(k) + k)O. (2.56)

Desne strane od (2.51) i (2.54) su negativne pa ne mogu biti kvadrati, iz cega slijedi

R +P + B ¢ 2E/(k)(Q)i R + P + C" ¢ 2E,(k)'(Q). O
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Teorem 2.18. Rang od Ei(k) nad Q je veci ili jednak dva za sve | > 2.

Dokaz. Dokazat ¢emo da P’ i R’ generiraju podgrupu ranga 2 u E;(k)' (Q)/Ei(k) (Q)iors
za sve [ > 2. Pretpostavimo suprotno, tada aP’ + bR’ € E;(k)'(Q)srs implicira da a i
b ne mogu oba biti nula. Znamo da je Ej (k) (Q)irs ili Z/27 x Z/27 ili Z./27 x 7.]6Z.
Promotrimo prvo slucaj Z/27Z x Z/2Z, tada je Ei(k) (Q)rs = {A’, B',C’",O}. Neka je
aP'+ bR =T € El(k)(Q)ors- Ako a i b nisu istovremeno parni, tada imamo jedan od
sljedecih slucajeva: P'+1T" € 2E;(k)(Q), R +T1" € 2E,(k)'(Q), P+ R +T' € 2E;(k)'(Q).
No, niti jedan od tih sluéajeva nije mogu¢ zbog Lema 2.7, 2.9 i 2.17. Dakle, i a i b moraju
biti parni: a = 2a1,b = 2b; i 201 P" + 201 R’ € Ei(k)' (Q)iors- Buduéi da su A, B',C’
reda dva i stoga ne mogu biti oblika 27", te E;(k) (Q)ors = {A’, B',C’, O}, slijedi da je
201 P' 4+ 201 R = O, pa a1 P' + iR’ € Ej(k)'(Q)sors. Dakle, metoda beskonacnog spusta
daje nam a = b = 0, sto je kontradikcija.

Slucaj Z /27 x 7./67 se moze rijeSiti na isti nac¢in kao i prethodni slucaj, zbog ¢injenice
da svaka torzijska tocka 7" zadovoljava 7" = O, A’, B' ili C' (mod 2E;(k)' (Q)). O
Napomena 2.3. U Teoremu 2.18 postavili smo uvjete samo na [, dok je k fiksan i proizvoljan,

odnosno implicitno pretpostavljamo uvjete koje smo naveli u definiciji niza ¢;(k) (vidi
(2.2)), tj. k> 2.

2.3.1 Distribucija ranga

Prethodni teorem daje nam donju ogradu za rang eliptickih krivulja induciranih fami-
lijama Diofantovih trojki {k — 1,k + 1, ¢(k)}, no interesantno je pogledati koje se doista
vrijednosti pojavljuju za neke vrijednosti od k i [. Koristenjem programa mwrank|7]
dobili smo egzaktne vrijednosti za rang za manje vrijednosti od k i [. Zanimljivo je da smo
ovim postupkom uspjeli dobiti i jednu krivulju visokog ranga (6) u slucaju k =4, [ = 5.
Tablice 2.4, 2.5 1 2.6 prikazuju dobivene rezultate. Valja primijetiti da rangovi dviju
krivulja (oznaceni zvjezdicom) nisu egzaktno izracunati. U slucaju [ = 5,k = 28 rang je
ili 2 ili 4, dok je u slucaju l = 9, k = 4 rang jednak 4 ako je Birch-Swinnerton-Dyer slutnja
[65] istinita, jer njena istinitost povlaci istinitost Slutnje o parnosti koja daje ovaj rezultat

o rangu.
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k | rang k | rang k | rang k rang
2 2 10 4 181 2 26 2
3| 2 11 3 19| 2 27 2
41 6 12| 2 20| 2 28 | 2 ili 4%
5 3 13| 2 21 3 29 3
6| 3 14| 2 22| 2 30 2
7T 2 51 3 23| 2
8| 2 16 | 2 24| 2
9| 2 171 3 25| 3
Tablica 2.4
Rangovi u slucaju [ = 5
k | rang k | rang
2| 4 2 3
3| 3 3 3
41 3 4| 4%
5 2 5 2
6| 2 6 2
T 2 T 2
8| 2 8 2
Tablica 2.5 Tablica 2.6
Rangovi u slucaju l =7 Rangovi u slu¢aju !l =9

2.4 Torzijska grupa krivulja induciranih trojkama

{a,b,a+b+2r}

Poglavlje ¢emo zakljuciti nekim rezultatima o torzijskoj grupi eliptickih krivulja gene-
riranih familjama Diofantovih trojki oblika {a,b,a+b+2r}. Jos je Euleru (a moguée ve¢ i
Diofantu) bilo poznato da se svaki Diofantov par {a, b} moze jednostavnom konstrukcijom
prosiriti do Diofantove trojke: ¢ = a+b+2r, pri ¢emu je ab+1 = r?. Lako moZemo provije-
riti da tocke P i R ovdje nisu nezavisne, buduéi da vrijedi 2P = —2R. Ponovo nas zanima
torzijska grupa elipti¢kih krivulja dobivenih od Diofantovih trojki {a,b,a + b+ 2r}. Iz
Korolara 1.12 veé znamo da su jedine moguce torzijske grupe Z /27 x 7./ 27, ili Z./27. x 7.] 6 Z.

Veé uobicajenim postupkom iz Diofantove trojke {a,b,a + b+ 2r} dobivamo krivulju
C:y*= (ax+1)(bx+1)((a+b+2r):c+1).

Koristenjem zamjene varijabli:

Y .y r
ab(a+b+27‘)’x ab(a + b+ 2r)

Yy —
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tu krivulju transformiramo u:
C iyt = (93+b(a—|—b+27’))<$~l—a(a+b~|—2r))(x+ab).

Uvjete za postojanje torzijske grupe Z/27Z x 7 /67 poznajemo iz Teorema 2.3; moraju

postojati cijeli broj d te relativno prosti cijeli brojevi e i f takvi da je

ala+2r) = d*(e* +2e*f), (2.57)
b(b+2r) = d*(f*+ 2ef?). (2.58)

Teorem 2.19. Ako je barem jedan od brojeva a,b neparan, onda je C(Q)yoprs >~ Z/27 X
7.)27.

Dokaz. C(Q)ors >~ 7./27 x Z./6Z ako i samo ako sustav (2.57) i (2.58) ima cjelobrojnih
rjesenja. Kako bi ovaj sustav imao rjesenja, uoc¢imo prvo da d mora biti paran. U suprot-
nom je d> =1 (mod 4); uvjerimo se da to nije moguce. Kako su e i f relativno prosti, ne
mogu oba biti parna. Ako su oba neparna, tada su desne strane kongruentne 3 modulo 4,
a ako je jedan od njih neparan a drugi paran, tada desne strane daju ostatak 1, odnosno
0 pri dijeljenju s 4. Medutim, lijeve strane ne mogu davati te ostatke pri dijeljenju s 4.
Ako su i a i b neparni, onda je r paran, iz ¢ega slijedi da su lijeve strane obje kongruentne
1 modulo 4. Ako je pak jedan od a, b paran, a drugi neparan, tada ovaj Sto je paran mora
biti djeljiv s 4 (inace > = 3 (mod 4)), pa dobivamo da jedna lijeva strana daje ostatak
0, a druga 3 modulo 4, sto se ne poklapa s onime Sto imamo na desnoj strani. Iz upravo
dokazane parnosti od d odmah slijedi da i lijeve strane jednadzbi moraju biti parne, a to
je moguce ako i samo ako su i a i b parni. Dakle, ¢im jedan od njih nije paran, sustav
(2.57) i (2.58) nema cjelobrojnih rjeSenja i jedina moguca torzijska grupa je Z /27 x Z /2.
Uocimo takoder da navedeni sustav ima rjesenja samo ako vrijedi 4|d. Kad bi d bio djeljiv
samo s 2, a ne i s 4, tada bi barem jedna od desnih strana jednadzbi davala ostatak 4 pri
dijeljenju s 8. No, to nije moguce jer ako 4|a ili 4|b onda je lijeva strana djeljiva s 8, a ako
jea=2 (mod 4) ili b =2 (mod 4), zbog neparnosti od r opet dobivamo djeljivost lijeve

strane s 8. 0

Dodajmo u obje jednadzbe i s lijeve i s desne strane r? kako bismo slijeva dobili pot-
pun kvadrat:
(a+71)* =r*+ d*(e* + 26 f),

(b+7)? =r2 + d*(f* + 2ef?).

Uz zamjene
m=e*+2%f, n=f'+ 2ef? (2.59)
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sustav prelazi u:
r? +md* = (a+71)?,

r? +nd* = (b+r)?

tj. dobili smo sustav jednadzbi poznat pod imenom Eulerove sukladne forme (FEuler’s
concordant forms). Njihova cjelobrojna rjesenja je Ono u svom ¢lanku [58] sveo na

proucavanje eliptickih krivulja oblika
Eg(m,n) : y* = x(z +m)(z +n)
i rezultate iz tog clanka smo ve¢ iskoristili u ovom radu, npr. za dokazivanje da odredeni

oblici torzijskih grupa nisu moguéi. U iducoj lemi ¢emo ih dodatno iskoristiti.

Lema 2.20. Nuzni uvjet da bi vrijedilo C(Q)ors =~ 727X 7./67 jest da je je rang elipticke

krivulje y* = z(z + m)(z + n) veéi od nule.

Dokaz. 1z [58, Main Corollary 1] dobivamo jedinstveno cjelobrojno rjesenje Eulerovih
sukladnih formi koje dolazi od torzijskih tocaka od E(Q)(m,n) gdje je m = e*+2e3f, n =
4+ 2ef3, a koje onda daje i torzijsku grupu Z/2Z x Z/67Z od C(Q). To rjesenje je:

at+r=ele+f),
b+r=fle+f).

Lako se vidi da ovo nije moguce. Teorem 2.19 eliminira d = 1, a vidimo i da mora biti
a = €% b= f? Sto je nemoguée zbog ab + 1 = r%. Stoga torzijske tocke od E(Q)(m,n)
ne daju cjelobrojna rjesenja Eulerovih formi, pa ako ih ima, rjesenja jedino mogu do¢i od
pozitivnog ranga. O

Napomena 2.4. Nismo pronagli niti jednu krivulju oblika y? = z(z +m)(z + n) takvu da

je rang veci od nule i da m i n zadovoljavaju sustav jednadzbi
r? +md® = (a+71)?,

r?+nd* = (b+r)?

uz dodatni uvjet ab + 1 = r?, tako da je slutnja da je C'(Q)sors == Z/27 x 7./ 27Z.
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POGLAVLJE 3

Elipticke krivulje s ciklickom
1zogenijom stupnja n

3.1 Uvod

U ovom dijelu disertacije promatrat ¢emo elipticke krivulje s ciklickom izogenijom

odredenog stupnja, pa poc¢nimo s definicijom izogenije.

Definicija 3.1. Izogenija izmedu dvije elipticke krivulje je kona¢ni morfizam ¢ : E — E’
koji preslikava O € E u O € E'.

Propozicija 3.1. [61, Theorem 4.8, Chapter III] Svaka izogenija je homomorfizam
grupa.
Definicija 3.2. Ciklicka izogenija stupnja n ili n-izogenija je izogenija Cija je jezgra

ciklicka grupa reda n.

Definicija 3.3. Ako ¢ : E — E’ ciklicka izogenija stupnja n # 0, tada postoji jedinstvena
izogenija ¢ : E' — E takva da je ¢¢b = [n], gdje je [n] oznaka za mnozenje-s-n izogeniju.

[zogeniju 1 nazivamo dualnom izogenijom.

Definicija 3.4. Za elipticke krivulje £ i E' kazemo da su izogene ako postoji izogenija iz

E u E’ (odnosno, ekvivalentno, iz E' u E).
Slijedi primjer jedne izogenije koju ¢emo cesto upotrebljavati u ovom poglavlju:

Primjer 3.1. Elipticka krivulja £ nad Q s jednadzbom
v =23+ ar® + bz, a,beZ,
2-izogena je eliptickoj krivulji £’ nad Q s jednadzbom

y2 — $3 _|_a/x2 ‘l‘b/x,
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gdje su a’ = —2a i b’ = a® — 4b. Izogenija ¢ : £ — E' je definirana kao:

(@/2@/(1‘2—@

x?’ x?

> ,za P = (z,y) ¢ {O,(0,0)}
o’ , inace.
Analogno se definira ¢ : £/ — E:

@ , inace.

2 _

Vrijedi (¢ 0 ¢)(P) =2P zasve P € Ei(¢po)(P')=2P zasve P € F'.

Iduce sto zelimo jest definirati modularne krivulje. Za to nam prvo treba definicija

modularne grupe:

Definicija 3.5. Modularna grupa SLy(Z) je

b
SLy(Z) :{[a d] CabedeZ, ad—bc:l}.

c

Modularnu grupu generiraju matrice

ol L)

a grupovha operacija je mnozenje matrica.

Definicija 3.6. Neka je N prirodan broj. Tada je glavna kongruencijska podgrupa nivoa

a b |1 0
) d]:[() 1] (modN)}.

Definicija 3.7. Podgrupa I' od SLy(Z) je kongruencijska podgrupa ako je I'(NV) < T za

N definirana kao

T(N) = { [a Z] € SLy(Z) :

C

neki N € N. Neka je N najmanji takav; u tom slucaju kazemo da je I' kongruencijska

podgrupa nivoa N.

Sljedece kongruencijske podgrupe su nam posebno zanimljive:

To(N) = { [a Z] € SLy(Z) : Z Z] - [S j (mod N)},

C
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a b |1 *
. d]:{o 1] (modN)}.

[(N) <Ti(N) <To(IN) < SLy(Z).

%9

(gdje ,,*” oznacava ,nije specificirano”) i

Ty (N) = { [a Z] € SLy(Z) :

C

[zmedu ovih podgrupa vrijede odnosi:

Takoder, vazna nam je i kongruencijska podgrupa koju definiramo prateéi [42]

Fl(M,N):{{a Z]ESLQ(Z):a—lzczo (mod N), b=d—1=0 (modM)},

gdje je N > 11 M je pozitivni djeljitelj od N.

Definicija 3.8. Gornja poluravnina je
H={re€C:Im(r) > 0}.

Konac¢no, spremni smo definirati modularnu krivulju:

Definicija 3.9. Za kongruencijsku podgrupu I" od SLy(Z) definiramo modularnu krivulju

kao kvocijentni prostor orbita od I', odnosno
YI)=T\H=A{T,:7e€H}
Modularne krivulje za ['o(N), I';(N) i ['(/V) oznac¢avamo s
Yo(N) = To(N)\H, Yi(N) = Ty (N)\H, Y (N) = T(N)\H.

Vazno je istaknuti da skupovi Y(N), Yo(N) i Y1(IV) nisu kompaktni (u kvocijentnoj
topologiji), a s kompaktnima je puno lakse raditi. Stoga ih kompaktificiramo doda-
vanjem konacnog broja tocaka koje nazivamo kaspovi (cusps). Formalno, definiramo
H* =HU{oo} UQ i X(I') = I'\'H* za neku kongruencijsku grupu I'. Dakle, X (I') je
unija od H i konacnog skupa klasa elemenata od Q U {oco} (kaspova), pa mozemo pisati
Yo(N) = Xo(N)\{kaspovi} i Y1(N) = X;(N)\{kaspovi}.

Vaznost modularnih krivulja Yo (N), Y1(N) i Yy (M, N) je u interpretaciji njihovih prostora
parametara (moduli space). Naime, ako je K polje algebarskih brojeva, algebarska interpre-
tacija od Y1(N) jest da je to modularna krivulja ¢ije K-racionalne tocke klasificiraju klase
izomorfizama parova (E, P), gdje je E elipticka krivulja definirana nad K, a P je tocka na

E(K) reda N. Sli¢no, Y1(M, N) je modularna krivulja ¢ije racionalne tocke klasificiraju
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klase izomorfizama trojki (E, P, R), gdje je E elipticka krivulja definirana nad K, a P
i R su tocke na E(K) koje generiraju grupu izomorfnu s Z/MZ x Z/NZ. Uoc¢imo da je
Yi(1, N) = Yi(N). Algebarska interpretacija od Yo(/N) jest da je to modularna krivulja
¢ije K-racionalne tocke klasificiraju parove (E, f), gdje je E elipticka krivulja definirana
nad K, a f je ciklicka izogenija stupnja N definirana nad K iz E u neku drugu elipticku

krivulju E’. Sve navedene ¢injenice i pojmovi mogu se u [8] naéi detaljnije obradeni.

Definicija 3.10. Neka je F elipticka krivulja nad poljem algebarskih brojeva K. Zakret
(twist) elipticke krivulje E nad K je elipticka krivulja £’ nad K koja je K-izomorfna s
E. Krivulju E’ nazivamo kvadratni zakret ako je izomorfna s E nad nekim kvadratnim

poljem. Ako je F zadana kao
y? = 2® + asr? + asx + ag,

te je d € K\K? d # 0, tada kvadratni zakret od E oznacavamo s E@ i definiramo s
jednadzbom
y? = 23 + dasz? + dPayr + dPag.

Nas cilj je izbrojati koliko ima eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n nad
raznim kvarticnim poljima. Pri tome je bitno istaknuti da kad brojimo elipticke krivulje
nad K s ciklickom izogenijom stupnja n, brojimo do na K-izomorfizam, jer ako E(K) ima
n-izogeniju, tada i svaki kvadratni zakret od E takoder ima n-izogeniju. Oznac¢imo dakle s
#Yo(n)(K) broj eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n, do na K-izomorfizam.
Svi moguéi stupnjevi n-izogenija eliptickih krivulja nad @, zajedno s brojem klasa Q-
izomorfizama koje imaju n-izogeniju istog stupnja odredeni su u radovima Mazura [47] i
Kenkua [39, 40, 41]. Mi ¢emo svoj cilj, brojanje eliptickih krivulja s n-izogenijom nad
odredenim kvarti¢nim poljima, ostvariti tako Sto ¢emo promatrati modularne krivulje
Xo(n) genusa 1. U [29] i [60, str.103] pobrojani su svi n-ovi za koje je Xo(n) genusa 1,

oznacimo taj skup sa S:
S ={11,14,15,17,19, 20, 21, 24, 27, 32, 36, 49} .

Razlog zbog kojeg razmatramo samo n-ove za koje je Xo(n) genusa 1 jest sto je to jedini
zanimljiv slu¢aj. Naime, ako je Xy(n) genusa 0, onda je uz ¢injenice da Xy(n) ima
barem jedan racionalni kasp i da je broj kaspova konacan, #Yy(n)(K) = oo nad bilo
kojim poljem. S druge strane, ako je Xy(n) krivulja genusa > 2, tada postoji samo
kona¢no mnogo krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n nad bilo kojim poljem K. To
je izravna posljedica Faltingsovog teorema [28] jer Xo(n)(K') ima samo konacno mnogo
tocaka (Faltings je inace, izmedu ostalog i za taj rezultat, 1986. dobio Fieldsovu medalju).

Kad je genus jednak 1 imn € S, #Yy(n)(K) moze biti i konacan i beskonacan, a nas
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zanimaju polja K nad kojima postoji pozitivan, ali konacan broj eliptickih krivulja s
ciklickom izogenijom stupnja n, te vrijedi #Yy(n)(K) > #Yo(n)(Q). Da bi to vrijedilo,

primijetimo da idué¢i uvjeti moraju biti ispunjeni:
« rank(Xy(n)(K)) =0.

® #XO(n)(K)tors > #XO(n)(Q)tors-

Zasven € S, #Y5(n)(Q) je konacan (a u nekim sluc¢ajevima i nula). Naime, krivulje
Xo(n) imaju rang 0 nad Q, sto se moze provjeriti npr. u Cremoninim tablicama [7], pa
je stoga #Y5(n)(Q) konacan za sve n-ove. Krivulja Yy(n)(Q) ima (vidi [47]) jednu tocku
za n = 19,27, dvije tocke za n = 14,17, tri tocke za n = 11, Cetiri tocke za n = 15,21,
odnosno nema tocaka za ostale slucajeve genusa 1.

Najman je [55] pokazao da, ako je K prostog stupnja (nad Q), tada u svima, osim u
kona¢no mnogo eksplicitno navedenih slucajeva, vrijedi da je ili #Yy(n)(Q) = #Yo(n)(K)
ili #Yy(n)(K) = oo. Isto je pokazano i za modularne krivulje Y;(n) genusa 1. S druge
strane, u [56] je isti autor dokazao da postoji beskona¢no mnogo kvarti¢nih polja K
takvih da #Y1(n)(Q) # #Y1(n)(K) < co. U ovoj disertaciji dokazat ¢emo slican rezultat
za krivulje Yy(n), gdje je n takav da postoji kvadratno polje K takvo da #Yy(n)(Q) #
#Yo(n)(K) < oo. Strategija koju ¢emo koristiti je prosirenje takvih kvadratnih polja u
kvarti¢na za odgovarajuce n-ove, osim za n = 27 za kojeg ne postoje tocke reda 2 (u tom
slu¢aju nalazimo seksticno polje). Sve takve n-ove, K-ove i odgovarajuce vrijednosti od

#Yy(n)(K) nalazimo u iduéem teoremu:

Teorem 3.2. ([55, Theorem 3|) Jedini parovi (n, K), gdje je n € S i K je polje prostog
stupnja takvo da vrijedi #Yo(n)(Q) < #Yo(n)(K) < oo su navedeni u tablici ispod. Polja

algebarskih brojeva K = Q(«) zadana su preko minimalnih polinoma f od «.

n f #Yo(n) (K)
11 | 2° — 133922 — 1080432 8
14 2+ 7 8
14 22 +3 14
15 22 -5 12
15 2+ 1 12
19 | 23 — 120962 — 544752 4
20 2 +1 6
21 2 +3 12
27 ? + 3 3
27 % — 314928 4
49 2+ 7 2

Mi ¢emo dokazati da postoji beskonacno mnogo kvarti¢nih polja L, takvih da za n-ove

iz Teorema 3.2 za koje je pripadno polje algebarskih brojeva K kvadratno (to su svi osim
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11119, te n = 27 za kojeg nalazimo seksti¢no polje) vrijedi #Yo(n)(Q) < #Yo(n)(L) < oo,
te ¢emo ih eksplicitno odrediti. Ta kvarti¢na polja bit ¢e bikvadratna polja dobivena
prosirivanjem kvadratnih polja K iz spomenutog teorema, tako da i dalje postoji samo
konac¢no mnogo eliptickih krivulja nad L s ciklickom izogenijom stupnja n. Lako se vidi
da to postizemo ako i samo ako odgovaraju¢a modularna krivulja Xy(n) i dalje ima rang
0 nad dobivenim bikvadratnim poljem. Nasa strategija je pronaci beskonac¢nu familiju
prostih brojeva p, takvih da za sva kvartiéna polja Q(v/dy, \/p), gdje su K = Q(v/d;) polja

iz Teorema 3.2, vrijedi
rank(Xo(n \/71 D))

U tom slucaju pronasli smo beskona¢no mnogo kvarti¢nih polja nad kojima postoji konacan
broj eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n. Rang ¢emo racunati koristeci

poznatu ¢injenicu [61]
rank(E(L)) = rank(FE(K)) + rank(E@Y(K)),

gdje je E@ kvadratni zakret elipticke krivulje E za d, K je polje algebarskih brojeva, L
je njegovo kvadratno progirenje (L = K(v/d)) i E je elipticka krivulja definirana nad K.

Naime, ako ovo primijenimo na nas slucaj, dobivamo:

rank(Xo(n)(Q(y/d1, y/p))) = rank(Xo(n)(Q)) + rank(X§™ (n)(@))
+rank(X{” (n)(Q)) + rank(X"” (n)(Q)),  (3.1)

pa je samo potrebno pronadi takve p za koje je
rank(Xg” (n)(Q)) = rank(X"" (n)(Q)) = 0.

To ¢emo uciniti metodom spusta s 2-izogenijama objasnjenom u idu¢em odjeljku.

3.2 Spust pomocu 2-izogenija

Racunanje ranga elipticke krivulje opéenito je vrlo zahtjevan postupak, i nema garancije
da ¢e uspjesno zavrsiti. U slucaju da krivulja ima tocku reda 2, onda je racunanje obi¢no
lakSe nego u opéem slucaju i ¢esto se provodi metodom spusta pomocu 2-izogenija koju
¢emo ovdje predstaviti, te koristiti za dokaze rezultata iz ovog poglavlja. Referiramo se

a [6], [24] i [37], a formalniji pristup s vise dokaza moze se pronadi u [61].

Neka je E elipticka krivulja nad Q (moZemo specijalizirati na Q, jer ¢emo spust
raditi nad Q) koja ima tocku reda 2. Bez smanjenja opéenitosti (uz eventualnu promjenu
koordinata) mozemo pretpostaviti da je tocka reda 2 upravo tocka (0, 0), te da je E zadana
jednadzbom

E:y* =2+ ax® + b
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Nije tesko krivulju iz opéenitog oblika transformirati u ovaj oblik. Naime, ako je polazna
krivulja bila zadana u dugom Weierstrassovom obliku, prvo pronademo z, korijen kubnog
polinoma 3 + byx? + 8byx + 16bg, te napravimo zamjenu a = 3xg + ba, b = (a + by)xo + 8by
(prisjetimo se, ba, by i bg definirani su u (1.7)). U Primjeru 3.1 pokazali smo da E ima
2-izogenu krivulju E’, te smo definirali preslikavanja ¢ : E — E’'iv : E' — E. Definirajmo
ovdje jo$ i preslikavanje o : E(Q) — Q*/Q*? kao

1-Q*2 | za P(z,y) =0,
a(P)=4b-Q*? , za P(x,y) = (0,0),
r-Q? | za P(z,y) ¢ {(0,0), O}.

Analogno definiramo i preslikavanje 8 : E'(Q) — Q*/Q*2. Ocito je da je Ker(¢) =
{(0,0), O} i Ker(y) = {(0,0), O}, a moze se pokazati i da vrijedi Im(¢)=Ker(3) te
Im(¢)=Ker(«). Definiciju 3.2 u kojoj uvodimo pojam stupnja izogenije sada vidimo i
na primjeru - preslikavanja ¢ i ¢ su 2-izogenije jer im jezgre imaju po 2 elementa. Ta

preslikavanja smo definirali jer su izravno povezana s rangom:

_ tm(a)] - [1m(8)|
4 )

2" (3.2)
gdje je r = rank(F(Q)). Izogene krivulje imaju isti rang pa je i r = rank(E'(Q)),
ali torzijske grupe ne moraju biti jednake. Ono sto je sigurno zadovoljeno za njih jest
‘E<Q>tors’ = 2i’E,(Q)tors‘> uz i € {_1707 1}

Kako bismo izrac¢unali rang koristenjem formule (3.2), moramo dobiti opis od Im(«).
Neka je T oznaka za klasu od x u Q*/Q*?, te neka je (z,y) € E(Q). Za x = 0 mora biti i
y=0ia(r,y) = b. Za ostale z, moZe se pokazati (vidi npr. [6]) da se jednadzba elipticke

krivulje F jednostavno transformira u jednadzbu
N? = by M* + aM?e* + bye? (3.3)

koju nazivamo torzor, u kojoj su nepoznanice M, N,e € Z, 0 # M # e # 0, te vrijedi
bibs = b, pri cemu su i by, by € Z. Takoder, uz tako definirane M,e i N, vrijedi

by M?

e2

a(z,y) = Q7 =10

Sada je jasno da se Im(a) sastoji od 1, 5, te od svih by gdje je je by djeljitelj broja b za
kojeg jednadzba (3.3) uz bibs = b ima rjeSenja M,e, N € Z, 0 # M # e # 0. Primije-
timo da (3.3) za by = 11 by = b uvijek ima o¢ita rjesenja (M, e, N) = (1,0, 1), odnosno
(M,e,N) = (0,1,1). Analogno opisujemo i Im(/3).
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Za primjenu ovog postupka vazno je istaknuti da smijemo pretpostaviti da je ged(M, e) = 1,
te da bez smanjenja opcenitosti mozemo promatrati samo one djeljitelje b; od b koji su
kvadratno slobodni. Algoritam je sljede¢i: za svaku faktorizaciju b = biby, gdje je by
kvadratno slobodan cijeli broj, napisemo odgovarajuéi torzor i pokusamo odrediti ima li ta
jednadzba netrivijalnih cjelobrojnih rjesenja. Nemamo garancije da sa sigurnoséu mozemo

to utvrditi, jer za ovakve jednadzbe ne mora vrijediti lokalno-globalni princip Hassea i
biM? biMN

?

Minkowskog. Svako pronadeno rjesenje (M, e, N) inducira to¢ku na kri-

2 3
vulji F, pri ¢emu su oba razlomka do kraja skra¢ena. Ako s rq oznaéirilo brojefaktorizacija
za koje pripadna jednadzba (3.3) ima rjesenja, te analogno definiramo 75 za krivulju E’,
onda postoje nenegativni cijeli brojevi ey i es takvi da je r; = 2, ry = 2°% i vrijedi (vidi
(3.2))

rank(E(Q)) = e; +e3 — 2. (3.4)

Navedimo i da klase b;Q*?, takve da je (3.3) svuda lokalno rjesiva (ukljucujuéi i u oo)
nazivamo ¢-Selmerovom grupom koja odgovara 2-izogeniji ¢ i oznacavamo je sa Sy (E).
Na isti nacin definiramo -Selmerovu grupu Si(E’) koja odgovara 2-izogeniji ¢. Bududi

da ove grupe daju gornju ogradu za rang,

rank(E(Q)) = logy([Im(e)| - [Im(B)]) — 2 < log,(|Sy (E)] - [S6(E")]) — 2, (3.5)

dobivamo formulu analognu formuli (3.4) za dokazivanje da je rang odredene elipticke

krivulje jednak nuli.

3.3 Slucajevin = 14in = 15

Teorem 3.3. Neka je p prost broj koji zadovoljava p = 3 (mod 8) i (%) = —1. Tada je
rank( X" (14)(Q)) = rank(X§ ™ (14)(Q)) = 0.

Dokaz. 1z [56, Theorem 3] i ¢injenice da su krivulje X((14) i X;(14) izogene, izravno
slijedi tvrdnja teorema (naime, izogene krivulje imaju isti rang). Izogenost krivulja X,(14)
i X;(14) slijedi iz ¢injenice da uvijek uvijek postoji kona¢ni morfizam X;(n) — Xo(n).
Uglavnom je X;(n) veéeg genusa od Xy(n), ali u sluéaju n = 14 imamo da su obje krivulje
genusa 1, pa taj morfizam mora biti izogenija eliptickih krivulja nad Q.

O

Korolar 3.4. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvih da za K = Q(v/—7,/p)
vrijedi rank(Xo(14)(K)) = 0.

Dokaz. Uz koristenje formule (3.1), ovo je izravna posljedica Kineskog teorema o osta-
cima i Dirichletovog teorema o aritmetickom nizu, primijenjenima na proste brojeve koji

zadovoljavaju uvjete iz Teorema 3.3. O]
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Teorem 3.5. Neka je p prost broj koji zadovoljava p = 5 (mod 8), p = 2 (mod 3) ¢

(g) = —1. Tada je rank(Xép)(lf))(Q)) = rank(Xéfp)(w)(@)) = 0.

Dokaz. 1z [66] dobivamo da je eksplicitni model od X((15) zadan jednadzbom
y' +ay +y =2+ 2% — 102 — 10. (3.6)

Kako bismo dokazali teorem, koristit ¢emo metodu spusta s 2-izogenijama. Dakle, moramo
transformirati (3.6) iz Weierstrassovog oblika u oblik y? = z® + ax? + bx, prikladan za
primjenu ove metode. Racunamo by = af+4ay = 5,0y = ajaz+2a4 = —191ibg = a§—|—4a6 =
—39, pa je g korijen od 2 4522 — 1522 — 624 = 0. Lako se provjeri da xy = 12 zadovoljava
posljednju jednadzbu. Dakle, a = 3z + by = 41, b = (a + by)xo + 8bs = 400. Konacno,
dobivamo sljedece krivulje (oznacimo E(n) umjesto Xon)(15)(@) is E'(n) krivulju koja je
2-izogena s F(n)):

E(p):y* = 2*+ 41px® + 400p*z,
E'p):y* = 2°—82pa? + 8lp?x,
E(—p):y* = 2°—41pa® + 400p°z,
E'(-p):y* = 2°+82p2®+ 81p°z.

Ideja dokaza je pronadi veli¢inu pridruzene ¥-Selmerove grupe za krivulje E(p) i E(—p),
odnosno veli¢inu ¢-Selmerove grupe za krivulje E'(p) i E'(—p), iz ¢ega ¢emo posljedicno iz-
racunati i rang. Naime, ukoliko dobijemo da je umnozak redova odgovarajuce 1-Selmerove
i ¢-Selmerove grupe jednak 4, tada izravno iz formule (3.5) slijedi i da je trazeni rang

jednak nuli.

1. E(p): y* = 2® + 41px? + 400p?x

Pogledat ¢emo rjeSivost kvartike (torzora) N2 = by M* + 41pM?e? + bye uz biby =
400p?, uzevsi u obzir ged(M, e) = 1 i pretpostavljajuéi bez smanjenja opéenitosti da
je by kvadratno slobodan. Dakle, b, € {+1, +2, +5, +10, +p, +2p, +5p, +10p}.
Jedna ocita vrijednost za koju postoji rjesenje je by = 1, ali i za by = —p takoder
postoji rjesenje; u ovom slucaju je naime (M, e, N) = (5,1,0). Provjerit ¢emo sada

ostale moguce vrijednosti od b;.
11, by = —1
Torzor postaje N2 = —M* 4 41pM32e? — 400p?e*. Redukcijom modulo 3 i

uocavanjem da je p = 2 (mod 3), dobivamo N? = —M* + M?e? — ¢t = 2
(mod 3), a to nije kvadratni ostatak modulo 3. Dakle, —1 ¢ S,,(E(p)).
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1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

b1 - 2
Promatramo jednadzbu
N2 = 2M* + 41pM2e? + 200p%et. (3.7)

Kad je e paran i M neparan, desna strana od (3.7) je kongruentna 2 modulo
4, a to je u kontradikciji s lijevom stranom. Ako su oba M i e neparni, onda
N2 =2+ p=7 (mod 8), a to nije moguce. Preostaje nam samo slucaj kada
je M paran i e neparan. Tada je N takoder paran, pa mozemo uzeti M =
2t, N = 2N’ i transformirati (3.7) u N2 = 8t* + 41pt2e? + 50p2e?. Redukcijom
modulo 4 dobivamo N = pt? + 2p? = 2,3 (mod 4), ali to je nemoguce, pa
2 ¢ Su(Ep)).

b1 =2p

Torzor je
N? = p(2M* + 41 M?e* + 200e%). (3.8)

Kada je e paran i M neparan, desna strana od (3.8) je kongruentna 2 modulo 4.
Kad bi oba M i e bili neparni, desna strana je kongruentna 3p modulo 4, odnosno
3 modulo 4, a to nije kvadratni ostatak modulo 4. Ako je M paran i e neparan,
mozemo uzeti M = 2t, pa je tada N2 = p(32t* + 164t%e% + 200e*). Uzevsi
N = 2N’ i dijeljenjem obje strane s 4, dobivamo N = p(8t* + 41t%e? + 50e?),
Sto daje N = p(2 +t?) = 2,6,7 (mod 8), a to je nemoguce, $to povladi
% ¢ Su(E(p)).

b1 = —5

U ovom sludaju torzor je N? = —5M* + 41pM3?e? — 80p?e*. Ovdje ¢emo
promatrati kongruencije modulo 5 zato jer je desna strana kongruentna pM?2e?
modulo 5. Bududi da je lijeva strana kvadrat, te (%’) = —1, jedine moguce op-

cije su ili 5| M 1ili 5|e. U oba slucaja dobivamo kao posljedicu i 5| N, pa je lijeva
strana djeljiva ne samo s 5, ve¢ i s 25, te mora biti i desna. Ako 5|e, onda zbog
djeljivosti desne strane s 25 slijedi 5|M*, odnosno 5| M, a to je nemoguce jer je
ged(M, e)=1. Analogno dokazujemo i za slucaj 5|M. Dakle, —5 ¢ Sy, (E(p)).

b1:5

Torzor postaje N? = 5M* + 41pM?e? + 80p?e*. ZakljuCujuéi na isti na na-

¢in kao u slucaju by = —5 i uzimajuéi u obzir da 5 nije kvadratni ostatak
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modulo 25, dobivamo 5 ¢ Sy (E(p)).

Torzor je
N% = 10M* + 41pM?e? + 40p*e*. (3.9)

U ovom slucaju promatrat ¢emo parnost od M i e. Kada je e paran, a
M neparan, N? je kongruentan 2 modulo 4, a ako su oba neparna, onda
N2 = p+2 = 3 (mod 4). Preostaje nam samo analizirati slucaj kad je M
paran i e neparan; pretpostavimo da je M = 2t. Jednadzba (3.9) postaje
N2% = 160t* + 164pt2e? 4 40p?et. Uzimajuéi N = 2N’ i dijeljenjem obje strane s
4, dobivamo N"? = 40t + 41pt2e? + 10p2e?, sto pak daje N = p(t*> +2p) = 2,3
(mod 4), a to je nemoguce. Stoga, 10 ¢ Sy, (E(p)).

Promatramo jednadzbu N? = p(10M* + 41M?e? + 40e?). Zakljucivanjem na
isti nacin kao u slu¢aju b; = 10, dobivamo N? = 2p = 2 (mod 4) za paran e i
neparan M, odnosno N? = 3p = 3 (mod 4) za oba e i M neparna. Uzimajuéi
neparan e, M = 2t te N = 2N’ dobivamo N = p(2 + %) = 2,3 (mod 4), sto
implicira 10p ¢ Sy (E(p)).

Sy(E(p)) je grupa, iz ¢ega slijedi p, —2p, —2, bp, —dp, —10p, —10 ¢ Sy (E(p)).
Naime, ako je primjerice bp € Sy (E(p)), onda bismo zbog —p € Sy (E(p)) imali
—p-5p = =5 € Sy(E(p)), a to smo ve¢ pokazali da ne vrijedi. Slijedi dakle
#54(E(p)) = 2.

. E'(p) : y? = 23 — 82pa? 4+ 81p*x

Promatranjem torzora N? = by M* — 82pM?e? + bye* uz biby, = 81p?, jednostavno
dobivamo da by = 11 by = p daju rjeSenja (1,0,1) i (1,1,0). Negativne vrijednosti za
b1 nisu moguce jer je u tom slucaju desna strana torzora negativna pa ne moze biti
kvadrat. Preostaje jos samo jedan slucaj, by = 3 (eliminacija tog slu¢aja automatski
povlaci i eliminaciju slucaja by = 3p zato jer je Sy(E’'(p)) grupa). Reduciranjem
torzora N? = 3M* — 82pM?e? + 27p?e* modulo p, dobivamo N? = 3M* (mod p).
Zbog p =2 (mod 3) i p=1 (mod 4), iz zakona kvadratnog reciprociteta slijedi da
(%) = —1, Sto implicira p|M i p|N. Stavljanjem M = pt i N = pk jednakost postaje
k? = 3p*t* — 82pt2e? 4 27e?, §to jos jednom redukcijom modulo p daje k? = 27e*
(mod p). M i e su relativno prosti pa e ne moze biti djeljiv s p, a 3 nije kvadratni

ostatak modulo p. Dakle 3 ¢ Ss(E'(p)) i3p & Ss(E'(p)), Sto povlaci #5S,(E'(p)) = 2
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i rank(X”(15)(Q)) = 0.

. E(=p) : y* = 2 — 41pz* + 400p*x

Torzor je N? = by M* — 41pM32e* + boe* uz biby = 400p®. Moguée vrijednosti
od by su {1,2,5,p,2p,5p, 10p, 10} (za negativne vrijednosti desna strana je nega-
tivna). Osim by = 1, by = p je takoder element od Sy (E(—p)), zato jer je u tom
slucaju (M,e, N) = (5,1,0) rjesenje. Pokazimo da ostale vrijednosti od b; ne vode

do rjesenja.

3.1. by =2

Torzor je N? = 2M* — 41pM?3e? + 200p?e*. Kada je e paran i M neparan,
onda N? =2 (mod 4), a kad su oba M i e neparna, N>=2 —p=5 (mod 8).
Ako je e neparan, M = 2t i N = 2N’ dobivamo N"? = 2p? — pt? = 2,5,6
(mod 8), sto povlaci 2 ¢ Sy, (E(—p)).

Torzor je N? = p(5M* — 41M?e* + 80e?). Redukcijom modulo 5 dobivamo
N2 = 4pM?e* (mod 5), $to povlaci da je ili 5|M ili 5|e. Naime, zbog (g) =-1
slijedi da je (%p) = —1. U oba slucaja dobivamo da je lijeva strana torzora
djeljiva s 25, pa mora biti i desna, a to je moguce samo ako su oba M i e djeljivi

s 5. Kontradikcija, 5p ¢ Sy, (E(—p)).
3.3. by =10

Torzor je N? = 10M* — 41pM?e* + 40p*e*. Redukcija modulo 4 i modulo
8 jednostavno eliminira slucajeve kad je e paran i M neparan, te kad su
oba M i e neparna. Ako je e neparan, M = 2t i N = 2N’ , onda N”? =
40t* —41pt?e? +10p*e* = 2p* —pt? = 2,5,6 (mod 8), iz Cega je 10 & Sy(E(—p)).

Vrijedi 2p, 5, 10p ¢ Sy(E(—p)), stoga #S5y(E(—p)) = 2.
. E'(=p):y? = 23 + 82pa? + 81p*x
Ispitat ¢emo kvartiku N? = by M* + 82pM?2e? + bye* uz biby = 81p%. Vrijednost

od b; moze biti jedan od elemenata iz {+1, +3, £+p, £3p},azab; =11ib; = —p
postoje rjesenja (M,e, N) = (1,0,1) i (M,e, N) = (1,1,0).

Torzor je N? = 3M* +82pM?2e? + 27p*e*. Kombiniranjem redukcije modulo p i
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¢injenice (%) = —1 (do koje smo dosli prilikom proucavanja ¢-Selmerove grupe
od E'(p)), dobivamo p|M i p|N. Medutim, redukcijom torzora modulo p jos
jednom, to povlaci (§) = 1, sto je kontradikcija. Stoga, 3 ¢ S,(E'(—p)).

p
4.2. by = —1
Jednadzba koju promatramo N? = —M* + 82pM?2e? — 81p?et. Kada je e
paran i M neparan, N> = —M* = 7 (mod 8), $to nije moguce. Sli¢no, kad
je M paran i e neparan dobivamo N? = —p?c! = 7 (mod 8). Kad su oba

neparna, mozemo uzeti M? = 8a+1,p = 8b+5 i e? = 8c+ 1, pa torzor postaje
N? = —64a® + 9216abc + 1152ab + 5760ac + 704a — 69632b%c? — 17408b%c —
1088 — 87040bc? — 20608bc — 1216b — 27200c? — 6080c — 336. Promatranjem
kongruencija modulo 64 imamo N? = 48 (mod 64), a to je nemoguce, stoga
—1 & S4(E'(—p))-

4.3. by =3p

U ovom zavrinom slucaju, torzor je N? = p(3M* + 82M?e? + 27¢*). Slu-
¢ajevi kad je M paran i e neparan (i obratno) daju N? = 7 (mod 8). Ako
su oba M i e neparni, tada uvrStavanje M? = 8a + 1,e¢? = 8b + 1 daje
N2 = p (8 +64(3a® + 2ab+ a + 3b* + b)) = 40 (mod 64), $to je nemogude, pa
3 ¢ So(E'(—p)).

Ostale moguce vrijednosti od by (—3p, p, —3) takoder nisu u Sy(E'(—p)) zato jer
je Ss(E'(—p)) grupa, stoga #5,(E'(—p)) = 2. S obzirom da je i #Sy(E(—p)) = 2,
zakljucujemo da je rank(Xé_p)(15)(Q)) = 0.

]

Da je iduci korolar posljedica Teorema 3.5 dokazujemo jednako kao sto smo dokazali da

je Korolar 3.4 posljedica Teorema 3.3:

Korolar 3.6. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvih da za K = Q(i,/p)
vrijedi rank(Xo(15)(K)) = 0.

Dobili smo i jedan rezultat o modularnim krivuljama X;(n). Naime, sljedeci korolar je

izravna posljedica Teorema 3.5 i ¢injenica da su X(15) i X1(15) izogene:

Korolar 3.7. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvih da za K = Q(i,./p)
vrijedi rank (X (15)(K)) = 0.
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3.4 Slucajevin =20, n =21in =49

U dokazima nekih od narednih teorema trebat ¢e nam pojam kompleksnog mnozenja

i ¢injenice povezane s krivuljama koje ga imaju.

Definicija 3.11. Prsten endomorfizama elipticke krivulje F, oznaka End(FE), sastoji se

od svih izogenija s E na samu sebe.

Definicija 3.12. Elipticka krivulja ima kompleksno mnozenje ako joj je prsten endomor-

fizama veéi od prstena cijelih brojeva Z.

Promatrajuci nad poljem karakteristike 0, prsten endomorfizama elipticke krivulje
moze biti ili Z (tada se sastoji od svih mnozZenje-s-n izogenija [n]) ili red u kvadratnom
imaginarnom polju K (tada E ima kompleksno mnozenje). Ono sto je za nas bitno jest
da ako elipticka krivulja ima kompleksno mnozenje, onda je izogena svom kvadratnom
zakretu nad Q, sto posljedi¢no daje da krivulje imaju isti rang. Naime, ako krivulja
ima kompleksno mnoZenje, to znadi je da je izogena (nad algebarskim zatvorenjem od Q)
sama sa sobom kroz neku ciklicku izogeniju (vidi npr. [61, Chapter 2]). Medutim, ova
tvrdnja vrijedi samo nad poljem algebarskih brojeva koje sadrzi K, odnosno dobivamo
da je krivulja izogena svojem zakretu nad Q, i to to¢no kvadratnom zakretu s d, gdje
je d diskriminanta prstena s kojim krivulja ima kompleksno mnozenje. Poznato je (vidi
npr. [62, A §3]) da postoji 13 klasa Q-izomorfizama, tj. j-invarijanti eliptickih krivulja
definiranih nad Q s kompleksnim mnozenjem. Tablica 3.1 daje predstavnika elipticke
krivulje nad Q za svaku od klasa, odnosno elipticku krivulju s kompleksnim mnozenjem.
U tablici D oznacava diskriminantu kvadratnog polja Q(v/D) u kojem se nalazi prsten

endomorfizama, a f konduktor.

D | f | j-invarijanta | Kratka Weierstrassova forma
-3 |1 0 y? =23+ 16
-3 |2 2303 y? = 23 — 15z + 22
313 -3 - 1603 y? = 2% — 480z + 4048
4 |1 123 v =34z
-4 |2 66° y? =23 — 11z + 14
-7 1 —15° y? = 23 — 2835z — 71442
-T2 2553 y? = x° — 5952 + 5586
-8 |1 20° y? = x® — 43207 + 96768
-11 | 1 -2t y? = x® — 9504z + 365904
-19 | 1 —963 y? = 23 — 608z + 5776
-43 |1 —960° y* = 23 — 13760x + 621264
-67 | 1 —5280° y? = 2% — 1179202 + 15585808
-163 | 1 —640320° | y* = 2° — 34790720z + 78984748304
Tablica 3.1

Klase izomorfizama eliptickih krivulja definiranih nad @ s kompleksnim mnozenjem
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Za praktiécnu primjenu potrebno je dakle izracunati j-invarijantu zadane krivulje i
provjeriti postoji li u Tablici 3.1 krivulja s istom vrijednos¢u j-invarijante. Zgodno je i
upotrijebiti funkciju HasComplexMultiplication() iz programskog paketa Magma [3]. Napo-
menimo da isti paket ima jos jednu izrazito korisnu funkciju koja odmah daje informaciju

jesu li dvije krivulje izogene, Islsogenous().
Teorem 3.8. Neka je p prost broj koji zadovoljava p =3 (mod 4) i (g) = —1. Tada je
rank (X" (20)(Q)) = rank(X$ ™ (20)(Q)) = 0.

Dokaz. Eksplicitni model od X(20) je y* = (z + 1)(a® + 4) (vidi [66]), iz ¢ega lako

dobijemo krivulje koje treba analizirati:

E(p):y* = 2°—2pa* + 5p’u, (3.10)
E'(p):y* = 2°+pa® - pr, (3.11)
E(—-p):y* = 2°+ 2pa® + 5p’x, (3.12)
E'(-p):y* = 2°—p2*—p’z. (3.13)

Dobivene krivulje jednostavnim transformacijama sveli smo u oblik s jednostavnijim koefi-
cijentima. Krivulju E(p) smo u ovom obliku dobili zamjenom z — x — 1 nad eksplicitnim

modelom. Nadalje, iz takvog E(p) dobijemo E’(p) koji originalno glasi
E'(p) : y* = 2° + 4pa* — 16p°z, (3.14)
ali ako na bilo koju krivulju oblika
y? = 2° + ax’® + bx

primijenimo jednostavnu supstituciju x — zu?, y + yu?® dobivamo izomorfnu krivulju u
kojoj koeficijente transformiramo kao a — au?, b — bu*. Kako u ovom sluéaju imamo u = 2,
obi¢nim dijeljenjem a i b iz (3.14) s 4, odnosno 16, dobivamo (3.11). Istu transformaciju

ucinimo i nad krivuljom E’(—p).

1. E(p): y* = 2° — 2pa® + 5p’x

Torzor je u ovom slucaju N? = by M* — 8pM?e? + bye* gdje biby = 5p?. O¢ito
jeda 1,5 € S,(E(p)) te da negativne vrijednosti od b; impliciraju negativne vrijed-
nosti desne strane torzora. Promatranjem ostataka pri dijeljenju s potencijama od
2 (sli¢no kao u slucajevima 1.2. i 3.3. u dokazu Teorema 3.5) i uzimanjem u obzir
pretpostavke p = 3 (mod 4), lako slijedi da p ¢ Sy, (E(p)). Kako je Sy (E(p)) grupa,
5p ¢ Sy(E(p)) takoder, stoga #S,(E(p)) = 2.
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2. E'(p): y? = 2 + pa® — p*x

Torzor je N? = byM* + 16pM?2e? + byet, biby = —p?. Za by = —11i b, = 1 tor-
zor ima cjelobrojnih rjesenja, a za ostale vrijednosti od b; nema. Naime, slucaj

b1 = p je eliminiran redukcijom modulo 5 zato sto (g) = —1, a by = —p eliminiramo

¢injenicom da je S,(E'(p)) grupa, stoga #S5,(E'(p)) =2 1 rank(X”(20)(Q)) = 0.

3. E(—p):y* =23+ 2px® + 5p’x

Torzor je N? = byM* + 8pM?e* + byet, biby = 5p?, pa 1,5 € Sy(E(—p)). Za
negativne vrijednosti od b; desna strana je negativna pa ne moze biti kvadrat, a

slucaj by = p eliminiramo redukcijom po modulu potencije od 2. Sy (E(—p)) je

grupa, stoga #S,(E(—p)) = 2.

4. E'(-p) : y? = 2 — px® — p’x

Ovaj slucaj se rijesi na isti nacin kao i (3.11), pa ¢emo ga preskociti. Slijedi da je
rank(X$ ™ (20)(Q)) = 0, te je tvrdnja dokazana.

Iz Teorema 3.8 lako dokazemo iduéi korolar:

Korolar 3.9. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvih da za K = Q(i,./p)
vrijedi rank(Xy(20)(K)) = 0.

Teorem 3.10. Neka je p prost broj koji zadovoljava p = 1 (mod 3), p = 3 (mod 4), te
(2) =1. Tada je rank(X§”(21)(Q)) = rank(X§~*"(21)(Q)) = 0.

Dokaz. Da bismo transformirali eksplicitni model od Xo(21), y* + 2y = 23 — 4z — 1
(kojeg pronademo u [66]), u oblik u kojem je (0,0) toc¢ka reda 2, potrebno je pronadi
cjelobrojni korijen polinoma 2® + 22 — 642 — 64. Za razliku od ostalih dokaza teorema iz
ovog poglavlja u kojima smo prilikom transformacije dobivali polinome sa samo jednim
cjelobrojnim korijenom, ovaj polinom ima tri razlicita cjelobrojna korijena, pa smo odabrali

xo = 8. Iz toga dobivamo krivulje:

2 = 2% 4 25pa® + 144p*x,

2 = 23— Thpx? + 1296p°x,

Y
cy? = 2% — 50pa? + 49p°x,
Y
v = 23+ 150pa? + 441p°x.

1. E(p): y? = 2® + 25px? + 144p3x
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Kvartika koju ovdje promatramo je
N? = by M* + 25pM2e? + byet.

Vidimo da su moguée vrijednosti od by iz skupa {£1, +2, +3, +6, £+p, +2p, £3p, +6p}.
Ocito, by = 1 daje cjelobrojno rjesenje, ali i vrijednost b; = —p takoder daje cjelo-

brojno rjesenje: (M, e, N) = (4,1,0). Preostale slucajeve eliminiramo kako slijedi.

1.1. by =2

Torzor je N? = 2M* + 25pM2e? + 72p2e*. Bududi da je diskriminanta poli-

noma na desnoj strani potpun kvadrat, isti mozemo faktorizirati kao
N? = (M? + 8pe*)(2M? + 9pe?). (3.15)

Ako s a oznacimo najvedi zajednicki djeljitelj faktora na desnoj strani od (3.15),
onda se mnozenjem prvog faktora s 2 i oduzimanjem drugog faktora lako vidi
da je a € {1,7} (prisjetimo se, M i e moraju biti relativno prosti pa a ne dijeli

e, jer bi onda dijelio i M). Dakle, moguéa su dva sustava jednadzbi:

M?* +8pe* = [,
2M? +9pe? = [,

odnosno

M?* +8pe* = 70,
2M? + 9pe* = 70.

Uocimo da se redukcijom po modulu 3 oba sustava svode na isti, a uz p = 1
(mod 3) taj sustav lako eliminiramo. Naime, ako 3 t M, onda bi u drugoj
jednadzbi 2 morao biti kvadratni ostatak po modulu 3, $to ocito nije istina. Ako
pak 3|M, onda 3t e, pa u prvoj jednadzbi dobivamo da 2 mora biti kvadratni
ostatak modulo 3, sto takoder nije moguce. Zakljucujemo 2 ¢ Sy (E(p)), a zbog
grupoidnosti i ¢injenice —p € Sy (E(p)), onda i —2p ¢ Sy (E(p)).

Torzor je N? = 3M* + 25pM32e? + 48p2e*. Ovaj slucaj eliminirat ¢emo kori-
stenjem p = 3 (mod 4) i promatranjem kongruencija po modulu potencije od
2. Ako su M i e oba neparni, tada je N2 = 3+p =2 (mod 4), $to je nemoguce.

Ako je e paran, a M mneparan, onda je N> = 3 (mod 4), takoder nemoguce.
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1.3.

1.4.

1.5.

Preostaje slucaj kad je M paran, a e neparan. Ako oznac¢imo M = 2t, tada i
N mora biti paran pa uzmemo N = 2 i dobivamo [ = 12t + 25pt?e? + 12p%e?.
Ako je t neparan, onda je [ = p = 3 (mod 4), pa preostaje jos gledati slucaj
kad je ¢t paran. Oznac¢imo t = 2t', | = 2I' (I takoder mora biti paran) i ko-
nacno dobivamo 2 = 48t + 25pt"e? 4 3p®e*, odnosno I = 3(¢? +1) (mod 4),
Sto daje I = 2,3 (mod 4), a nijedan od ta dva slucaja nije mogu¢. Dakle,
3¢ Sy(E(p)), a posljediéno i —3p ¢ Sy (E(p)).

by =6

Torzor je N? = 6M* + 25pM?2e? + 24p2e?, pa ga faktoriziramo kao
N? = (3M? + 8pe?)(2M? + 3pe?). (3.16)

Slicno kao u slucaju 1.1, ustanovimo da je najveéi zajednicki djeljitelj faktora
na desnoj strani ili 1, ili p, ili 7, ili 7p. Dobivamo sustave jednadzbi oblika
3M? + 8pe* = a,
2M? + 3pe* = a0,
gdje smo s a oznadili ged(3M? + 8pe?, 2M? + 3pe?). Sva ova Cetiri sustava
redukcijom po modulu 3 svode se na isti i uz p =1 (mod 3) lako eliminiraju.
Ako 3|M, onda 3 1 e, pa u prvoj jednadzbi dobivamo da 2 mora biti kvadratni

ostatak pri dijeljenju s 3. Ako pak 3+ M, onda istu stvar zaklju¢ujemo u drugoj
jednadzbi. Dakle, 6 ¢ Sy, (E(p)), a iz toga i —6p ¢ Sy, (E(p)).

bh=p
Torzor je N? = pM* + 25pM?e? + 144pe*. Ovaj slucaj eliminiramo proma-

tranjem kongruencija modulo potencije od 2, na identi¢ni nacin kao i slucaj 1.2.
Dobivamo p ¢ Sy (E(p)), a zbog grupoidnosti i —1 ¢ Sy, (E(p)).

by =2p
Torzor je N? = 2pM* + 25pM32e? + 72pe?, i faktoriziramo ga kao
N? = p(2M? + 9¢*)(M? + 8¢?). (3.17)

Faktori na desnoj strani od (3.17) imaju najvedi zajednicki djeljitelj 1 ili 7, pa

dobivamo sustave jednadzbi

2M? +9¢* = apd,
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1.6.

M? +8¢* = a0,
odnosno

2M? +9¢* = o,
M? +8¢* = apO,

gdje je a € {1,7}. Svi ovi sustavi se redukcijom modulo 3, uz p =1 (mod 3),
svode na isti. Taj sustav lako eliminiramo promatranjem slucajeva 3 t M (prva
jednadzba), odnosno 3|M, 31 e (druga jednadzba). Dakle, 2p ¢ S,,(E(p)), pa

jei—2¢ Sy(E(p)).
b1 = 3p

Torzor je N? = 3pM* + 25pM?2e? + 48pe. Ova jednadzba ekvivalentna je
jednadzbi
(6M? + 25¢%)? — 49e* = 12p[], (3.18)

u kojoj ¢emo promatrati ostatke pri dijeljenju sa 7. Iz pretpostavke (7;) =1

zakljucujemo da je desna strana od (3.18) ili djeljiva sa 7 ili daje kvadratni
neostatak pri dijeljenju sa 7. Medutim, na lijevoj strani redukcija modulo 7

ostavlja samo potpun kvadrat (6M? + 25¢%)?, pa mora vrijediti
7 6M? + 25¢°. (3.19)
Zapisimo torzor kao
N? = p(M? 4+ 3e*)(3M?* + 16¢€?).

Najveéi zajednicki djeljitelj faktora na desnoj strani moze biti ili 1 ili 7. Iz
(3.19) zakljucujemo da 7|M? + 3e* i 7|3M? + 16€2, pa je onda nuzno ged(M? +
3e?, 3M? + 16¢e*) = 7. Iz toga dobivamo sustave jednadzbi

M?* +3e? = TpO,
3M? +16e* = 70,

odnosno

M?* +3e? = 70,
3M? +16e* = Tpld.

Uz pretpostavku p = 3 (mod 4) oba sustava eliminiramo redukcijom modulo
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potencije od 2. Ako je M paran, iz prve jednadzbe prvog sustava dobivamo da 3
mora biti kvadratni ostatak modulo 4, Sto je nemogucée. Ako je M neparan, onda
je lijeva strana druge jednadzbe kongruentna 3 modulo 8, sto je kontradikcija
s desnom stranom. Pogledajmo sada drugi sustav. Ako je M neparan, onda
iz druge jednadzbe drugog sustava dobivamo da 3 mora biti kvadratni ostatak
modulo 4, sto je nemogucée. Ako je M paran, onda e mora biti neparan. U
slucaju kad je M djeljiv s 4, onda je lijeva strana prve jednadzbe kongruentna
3 modulo 8, sto je kontradikcija s desnom stranom. Ako je pak M djeljiv s 2,
ali ne i s 4, onda lijeva strana druge jednadzbe daje ostatak 12 pri dijeljenju

sa 16, a desna strana ne moze dati taj ostatak. Prema tome, 3p ¢ Sy (E(p)),
te =3 ¢ Sy(E(p)).

Torzor je N? = 6pM* + 25pM32e? + 24pe?, i faktoriziramo ga kao
N? = p(3M? + 8e*)(2M? + 3¢?).

Ovaj slucaj eliminiramo na isti na¢in kao i sluc¢aj 1.5., pa ne¢emo ponavljati

dokaz. Dobiva se 6p ¢ Sy (E(p)), odnosno —6 ¢ Sy (E(p)).

Analizom slucajeva 1.1. - 1.7. eliminirali smo sve preostale moguce vrijednosti od

by. Dakle, #S,(E(p)) = 2.

2. E'(p): y* = 23 — 50pa? + 49p*x

Samo su Cetiri moguée vrijednosti od b; u ovom slucaju: {1,7,p,7p}. Za by =11
b; = p postoje rjesenja (1,0,1) i (1,1,0), dok su slucajevi by = 7 i by = 7p elimini-
rani redukcijom modulo 7 zbog (%’) = 1. Zakljucujemo da je #5,(E'(p)) = 2, te
posljedi¢no rank (X" (21)(Q)) = 0.

3. E(=3p) : y? = 2® — THpx? + 1296p*x

Osim b; = 1, vrijednost b; = 3p takoder daje cjelobrojno rjesenje (M, e, N) = (4,1,0)
odgovarajuceg torzora. Negativne vrijednosti od b; odmah eliminiramo, pa nam pre-
ostaju slucajevi kad je by € {2,3,6,p,2p,6p}. Vrijednosti by = 2 i by = 2p vode na
kontradikciju promatranjem ostataka modulo 3, pri ¢emu nam za potonju vrijednost
dodatno treba i pretpostavka p =1 (mod 3). Slucaj b; = 3 eliminiramo redukcijom
modulo potencije od 2. Buduéi da je Sy(E(—3p)) grupa, preostali slucajevi takoder
ne daju cjelobrojna rjesenja torzora. Dakle, #S,(E(—3p)) = 2.

4. E'(=3p) : y* = 2® + 150pa? + 441p*z
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Vrijednosti by = 1 i by = —3p daju cjelobrojna rjesenja pripadnog torzora, po-
tonja (M,e, N) = (1,1,0). Kada je by = —1ili b = —7, dobivamo kontradikciju
po modulu 3 za sve vrijednosti od p. Za by = —p i by = —7p dodatno koristimo
uvjet p = 1 (mod 3). Vrijednost b; = —3 je eliminirana redukcijom modulo 32, a
vrijednosti by = —21 i by = —21p redukcijom modulo 7 i koristenjem pretpostavke
(%’) = 1. Svi ostali sluc¢ajevi eliminirani su ¢injenicom da je S,(E’(—3p)) grupa, Sto
povlaci #5,(E'(—3p)) = 2 i konacno rank(X{ " (21)(Q)) = 0.

Kao i u ostalim slucajevima, Teorem 3.10 takoder implicira iduci korolar:
Korolar 3.11. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvih da za K = Q(v/=3, /D),
rank(X,(21)(K)) = 0.

Teorem 3.12. Neka je p prost broj koji zadovoljava p =1 (mod 4), te (’7’) = —1. Tada
je rank (X" (49)(Q)) = rank(X{ ™ (49)(Q)) = 0.

Dokaz. Eksplicitni model [66] od X((49) je y* + zy = 2® — 22 — 22 — 1. Transformacijom

u oblik pogodan za koriStenje spusta s 2-izogenijama, dobivamo krivulje

vt = 2%+ 21pa® + 112p°%x,
' = 2 —42px® — Tp’x,

cy? = 2% — 147pa? + 5488p*u,
P = 23 +294pa? — 343p°x.

Na ovom mjestu ¢emo iskoristiti dosad navedeno o eliptickim krivuljama koje imaju
kompleksno mnozenje, kako bismo si olaksali ra¢un. Naime, izracunom j-invarijante (koja
je -3375) i usporedbom s vrijednostima j-invarijante krivulja iz Tablice 3.1 uo¢avamo da
E(p) ima kompleksno mnoZenje s prstenom cijelih brojeva od Q(v/=7). Iz toga slijedi da

su krivulje F(p) i E(—T7p) izogene, pa ¢emo provesti racun ranga samo za prvu od njih.

1. E(p):y? = 2% + 21pa? + 112p%x

Pridruzeni torzor ima ocita cjelobrojna rjesenja za by = 11 by = 7. Vrijednosti

7
vrijednost by = 2 koristenjem p =1 (mod 4). Negativne vrijednosti od b; daju desnu

by = pib; = 2p mogu se lako eliminirati koristenjem pretpostavke (£> =—1,a

stranu torzora negativnu, a sve ostale vrijednosti eliminirane su zbog grupoidnosti

od Sy(E(p)). Dakle, #Sy(E(p)) = 2.

2. E'(p):y* = 2> — 42px® — Tp’x
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Postoje cjelobrojna rjesenja pridruzenog torzora za vrijednosti by = 11i by = 7, dok
slucaj by = p ne daje cjelobrojna rjesenja zbog (%) = —1. Nadalje, slucaj by = —p
takoder nije mogu¢ zbog p = 1 (mod 4). Zakljucujemo da je #Ss(E'(p)) = 2, te
rank (X (49)(Q)) = 0.

Zbog rank(X(()p) (49)(Q)) = 0 i ¢injenice da su E(p) i E(—T7p) izogene, vrijedi takoder i
rank(X$ ™ (49)(Q)) = 0. 0

Korolar 3.13. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva p takvih da je za K = Q(v/—7,/p),
rank(Xo(49)(K)) = 0.

Sumirajmo rezultate Korolara 3.4, 3.6, 3.9, 3.11 i 3.13. Pronasli smo beskonacno
mnogo kvarti¢nih polja takvih da je rang odgovaraju¢e modularne krivulje nad tim poljem
jednak nuli, $to nam uz ¢injenicu da je torzijska grupa veca nego torzijska grupa nad Q
posljedi¢no daje da postoji kona¢no mnogo eliptickih krivulja s n-izogenijom. Medutim,
kako bismo pronasli tocan broj takvih eliptickih krivulja, prisjetimo se da se u Teoremu 3.2
samo broje tocke na Yy(n)(K), dok mi u disertaciji brojimo elipticke krivulje s ciklickim
izogenijama stupnja n. Svaka tocka na Yy(n)(K') odgovara paru (E, f), tako da treba
pripaziti da smo u svim navedenim n-ovima doista dobili nove krivulje (a ne samo izogenije
ve¢ postojecih krivulja). To ¢emo uciniti rac¢unanjem j-invarijante svake od dobivenih

krivulja uz pomo¢ programskog paketa Magma [3]. Slijedi primjer koda za n = 49:

C:=SmallModularCurve(49);
El:=ChangeRing(C,QuadraticField(-7));//radimo nad poljem Q(Sqrt(-7))
TorsionSubgroup(El) ;

g,m:=TorsionSubgroup(El);

p:=m(g.1);

q:=m(g.2);

jInvariant(q,49);

jInvariant (p,49);

jInvariant (p+q,49);

Primjer ra¢unanja j-invarijanti eliptickih krivulja dobivenih od X, (49)

Tablice 3.2 i 3.3 prikazuju dobivene rezultate, s time da Tablica 3.2 zapravo predstavlja

dopunu tablice iz Teorema 3.2.
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n | #Yo(n)(Q) K #Yo(n)(K) | #kaspova | #krivulja s n-izogenijom nad K
14 2 Q=7 8 4 6
15 1 Q) 12 1 12
20 0 Q(q7) 6 6 2
21 1 Q(v=3) 12 1 7
49 0 Q(v—7) 2 2 2
Tablica 3.2

Broj razlicitih eliptickih krivulja s n-izogenijom nad K

Primijetimo da u sluc¢ajevima n = 15 i n = 49 sve racionalne tocke iz Yy(n)(K) daju

razlic¢ite elipticke krivulje, dok u ostalim sluc¢ajevima imamo i medusobno izogenih krivulja.

U svim slucajevima je broj tocaka nad K ve¢i nego nad Q.

n K j-invarijante
—10529 + 16471/—7 56437681 + 1875341y/—7
14 | Q(v/=7) —3375, 16581375, 7
8 32768
25 349938025 121945 46969655 —1971 + 86643/
e ) 27 8 ’ 32 7 32768 4 ’
1
—47709 + 153637 19928133 + 136701817 —62613 + 1982614
256 ’ 8 ’ 2
20 | Q(¥) {1728, 287496}
3375 140625 189613868625 1159088625
21 V=3 4 —122 - — —
ul ) {0’5 000, 88000, 2’ 8 128 © 2097152 }
1306315496294666865 + 91150487202993075+/—7
49 | Q(v—T1)
1125899906842624
Tablica 3.3

j-invarijante eliptickih krivulja dobivenih iz Xo(n)(K)ors

Napomena 3.1. Postoji jedan slucaj iz [55, Theorem 3] koji nije obraden u ovoj disertaciji,

a to je n = 27. Naime, metoda spusta s 2-izogenijama koju ovdje koristimo ne moze se

primijeniti u tom slucaju zato jer se eksplicitni model od Xy(27) ne moze transformirati
u oblik u kojem je (0,0) tocka reda 2. Dodatno, kod n = 27 sve 3 tocke na Yy(Q(v/—3))
odgovaraju j-invarijanti -12288000. Dakle, nema vise krivulja s 27-izogenijom nad Q(1/—3)

nego $to ima nad QQ, pa nam i s te strane slucaj n = 27 nije interesantan. Medutim, u ¢lanku

[49, Theorem 17] obraden je i taj slucaj te je dokazano da postoji beskona¢no mnogo
seksti¢nih polja takvih da je #Y5(n)(Q) # #Yo(n)(K) < oco. To se dobije koristenjem

¢injenice da je X(27) elipticka krivulja s j-invarijantom 0, te dokazom opéenitog rezultata

o rangovima takvih eliptickih krivulja nad kubi¢nim prosirenjima polja koja sadrze (3,
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gdje je (3 primitivni treéi korijen jedinice.

Napomena 3.2. Za n = 36, u [55] se dobije da su sve Q(y/—3)-racionalne tocke kaspovi,
pa se zato taj slucaj ne pojavljuje u Teoremu 3.2. Medutim, metodama koristenim u ovom
poglavlju dobijemo rezultate o zakretima elipticke modularne krivulje Xo(36) : y? = 2% +1

s j-invarijantom 0, koji su zanimljivi sami po sebi:

Teorem 3.14. Neka je p prost broj koji zadovoljava p = 2 (mod 3) ¢ p = 1 (mod 4).
Tada je rank(X " (36)(Q)) = rank(X{ " (36)(Q)) = 0.

Dokaz. Krenuvsi od eksplicitnog modela [66] od X((36), y* = 23+1, zamjenom x — z—1

dobivamo krivulje pogodne za primjenu metode spusta s 2-izogenijama:

y* = 2°—3pa® + 3,
y* = 1+ 6p2® — 3p’z,

cy? = 2+ 9pa? + 27p
v = x® — 18pa? — 27Tp .

Uocavanjem da E(p) i E(—3p) imaju j-invarijantu 0, iz toga i Tablice 3.1 zakljucujemo da,
imaju kompleksno mnozenje s prstenom cijelih brojeva od Q(1/—3). Posljedi¢no dobivamo
da su te dvije krivulje izogene, odnosno imaju isti rang. Stoga ¢emo kod ra¢unanja ranga

promatrati samo prvu od ove dvije krivulje, E(p).

1. E(p):y* = 2% — 3pa? + 3px

by = 11iby = 3 su elementi od Sy(E(p)), a lako dokazemo da preostale vrijed-
nosti od by nisu. Da bismo eliminirali slucaj by = p, joS ¢e nam trebati pretpostavka

p =2 (mod 3). Torzor je
N? = pM* — 3pM?e* + 3pe?,

pa ako 31 M, onda je N> =p =2 (mod 3), $to nije moguée. Ako pak 3|M, onda i
3| N, pa je lijeva strana torzora djeljiva s 9. To povlaci da mora i desna strana biti
djeljiva s 9, a to je mogucée samo ako 3|e, sto je nemoguce jer su M i e relativno prosti.
Sy(E(p)) je grupa pa ni za by = 3p pridruzeni torzor ne moze imati cjelobrojnih

rjesenja, Sto implicira #S,(E(p)) = 2.
2. E'(p) : 2 + 6pz* — 3p*x
Mogucée vrijednosti od by su {1, +3, +p, £3p}. Dokazat éemo da nam samo b; = 1

i by = —3 daju cjelobrojna rjesenja pridruzene kvartike. Naime, za b; € {—1,p}

dobivamo kontradikciju promatranjem djeljivosti s 319 (kao i u prethodnom slucaju
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za by = p), pri ¢emu nam za eliminaciju by = p jos dodatno treba i p =2 (mod 3).
Nadalje, b = —p nije moguce zbog ¢injenice p = 1 (mod 4). Naime, u tom slucaju
torzor je

N? = —pM* + 6pM?e* + 3pe?,

pa ako je e paran, dobivamo da je lijeva strana kongruentna 3 modulo 4, Sto nije
moguce. Istu kongruenciju na lijevoj strani dobivamo i ako je e neparan i M
paran. Preostaje slucaj kad su oba M i e neparna. Tada je, zbog ¢injenice da
cetvrta potencija neparnog broja moze dati samo ostatak 1 pri dijeljenju sa 16,
N% =2p(3M?%e* + 1) =8 (mod 16), Sto je nemoguce i slijedi —p ¢ S4(E'(p)).

S obzirom da je Ss(E'(p)) grupa, i preostale moguénosti za by su eliminirane. Stoga,
#S5(E'(p)) = 2 i rank(X¢” (36)(Q)) = 0.

Zbog izogenosti krivulja E(p) i E(—3p) dobivamo da je i rank(XéfSp)(Bfi)(Q)) =0. O
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Sazetak

U ovom radu dokazano je da torzijska grupa elipti¢kih krivulja induciranih D(4)-
trojkama moze biti ili Z/27Z x Z/27 ili Z./27 x Z/6Z. Time je ujedno (kao specijalni
slu¢aj) dobiveno i da torzijska grupa eliptickih krivulja induciranih Diofantovim
trojkama moze biti jedna od navedenih. Promatrane su i familije eliptickih krivulja
generiranih Diofantovim trojkama oblika {k — 1,k + 1, ¢;(k)} te su odredeni torzijska
grupa i rang (a time i Mordell-Weilova grupa) koje mogu imati takve krivulje za
veliki broj vrijednosti od k i . Kona¢no, promatranjem modularnih krivulja Xy(n)
prebrojano je koliko ima eliptickih krivulja s ciklickom izogenijom stupnja n nad

raznim kvarticnim poljima.
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Summary

In this work it is proved that the torsion group of elliptic curves induced by D(4)-
triples can be either Z/27 x 7,/27 or 7./27 x 7Z/6Z. Therefore, as a special case it is
proved that the torsion group of elliptic curves induced by Diophantine triples can be
one of these two, as well. Families of elliptic curves induced by Diophantine triples
of the form {k — 1,k + 1,¢/(k)} are examined and the possible form of the torsion
group and rank (i.e. Mordell-Weil group) of these curves is determined for the large
number of values of k£ and [. Finally, by studying modular curves Xy(n) the number

of elliptic curves with cyclic isogeny of degree n over various quartic fields is found.
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