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Poglavlje 1

Uvod

Teorija oblika je dobro poznata grana topologije koja nam pruza opcenitiji
pogled na topoloske prostore (krace prostore) nego homotopska teorija i po-
maze nam posebno u klasifikaciji prostora s logim lokalnim svojstvima gdje
su alati homotopske teorije obi¢no nemocni.

Njezinim utemeljiteljem smatra se poznati poljski matematicar Karol
Borsuk. Kao pocetak teorije oblika uzima se 1968. godina kada je Bor-
suk objavio rad [3], a iste godine je na medunarodnoj konferenciji u Herceg
Novom predstavio originalne ideje iz rada [4] gdje je zapravo po prvi put i
koristio termin oblik (kompaktnog metrickog prostora). Ubrzo je oblik gen-
eraliziran za sve prostore, te su ti rezultati objedinjeni 1975. godine u knjizi
Theory of shape [5].

Snazan doprinos teoriji oblika dugujemo jednom od najvec¢ih hrvatskih
matematicara Sibi Mardesicu. Uz brojne njegove radove posebno je bitno is-
taknuti knjigu Shape theory [23] koju je objavio s americkim matemati¢arem
Jack Segalom 1982. godine. U njoj je obraden sistematic¢an pristup (abstrak-
tnoj) teoriji oblika tj. kategoriji oblika Sh(c p) (za proizvoljni par kategorija
(C,D) gdje je C proizvoljna kategorija, a D puna i proreflektivna potkate-
gorija od C) i to preko inverznih sustava, te je taj jednostavniji i operabilniji
nacin bio temelj i neizostavna referenca mnogobrojnih radova sve do danas, a

ta] pristup biti ¢e koristen i u ovom radu. Za nas ¢e najinteresantniji slucajevi
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biti kategorija topoloskog oblika Sh := Sh(gropHpoy (HTop je homotopska
kategorija, H Pol je puna potkategorija od H7op restringirana na poliedre),
te analogno punktirani slucaj tj. kategorija punktiranog topoloskog oblika
Shg = Sh(HTopg,HPolo)-

Teorija oblika svoje poopcenje ima u relativno mladoj teoriji gruboga
oblika (vidi [I7]). Ona je, kao i teorija oblika u [23], razvijena kategorijski
opcenito, ali su najkonkretnije primjene u topologiji, a i mi ¢emo u ovom radu
najvise koristiti kategorije topoloskog te punktiranog topoloskog gruboga ob-
lika Sh* := SthTOP,HPOl) 1 ShG = Shigrops.irPoly)-

Vazne algebarske invarijante kategorija Shy i Sh{, koje se pridruzuju
objektima (tj. punktiranim prostorima) su grupe oblika i gruboga oblika,
redom. Nedavno je grupa oblika topologizirana u [26], pokazano je da je
na taj nacin osnazena strukturom topoloske grupe, te da je dobivena nova
invarijanta oblika, prirodnog naziva topoloska grupa oblika, koja uspijeva ra-
zlikovati i neke prostore koje ’klasi¢na’ grupa oblika ne moze. Analognim
topologizirati grupe gruboga oblika i proucavati dobivenu obogac¢enu struk-
turu. Motivacija medu ostalim lezi u ¢injenici da grupe gruboga oblika sadrze
odgovarajuce grupe oblike kao svoje podgrupe, a samim time opcenito nude
i vige informacija o prostoru.

Za pocetak, u Poglavlju [2| naziva Pregled elementarnih pojmova utvrdu-
jemo temeljnu matematicku podlogu nuznu za pracenje ostatka disertacije i
formalizaciju samog sadrzaja. Spomenuto poglavlje podijeljeno je na 4 manje
cjeline, a u njima redom, medu obradenim pojmovima, posebice isticemo poj-
move kategorije i funktora, potom homotopske kategorije i homotopske grupe,
poliedra, te topoloske grupe. Osnovne reference koristene u ovom pregledu
su [1], [2], [9], [21], [24] i [31].

Nadalje, u Poglavlju [3| naziva Topologije na skupovima pro- i pro*- mor-
fizama prvo definiramo kategorije inv-C i inv*-C, gdje je C proizvoljna kate-
gorija, te topologiziramo skupove morfizama izmedu fiksnih objekata u tim

kategorijama (tj. izmedu inverznih sustava u C), i to na dva razli¢ita nacina
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za svaku od tih kategorija, pojednostavljeno receno koristec¢i relacije pio-
homotopije i k-homotopije (Definicija i Teorem . Prethodne topol-
ogizacije ne zadovoljavaju opéenito ni najslabiji aksiom separacije (Primjeri
i[3.16). Zatim se upoznajemo s kategorijama pro-C i pro*-C kao kvoci-
jentnim kategorijama (Teorem kategorija inv-C i tnv*-C redom, s obzirom
na kongruencije definirane u Definiciji da bi smo pomocu prethodno
uvedenih topologija na prirodan nac¢in topologizirali skupove morfizama u
tim pro- i pro*- kategorijama. Preciznije, u oba slucaja uvodimo po dvije
topologije, koje u pro- slucaju oznacavamo sa 7;,q i Z.qrq, & u pro*- slucaju
sa Tina i Tpa-

Pokazujemo da sve cetiri spomenute topologije imaju baze ¢iji su ele-
menti otvoreno-zatvoreni skupovi (Korolar , te da ih smijemo zamisljati
kao relativne topologije Cantorove kocke pa su naravno i potpuno regularne
(Korolar , a za pridruzene prostore vrijedi da imaju malu induktivnu
dimenziju 0 (Korolar i da su potpuno nepovezani (Korolar . Vri-
jedi da su Tegra, 7%, finije od Tipa, Ty, redom (Propozicija [3.42), a raznim

protuprimjerima pokazujemo da su spomenute topologije u odgovarajucim

parovima opéenito razlicite (Primjeri|3.45} [3.49|i[3.55)). Takoder, dokazujemo

da se odabirom inverznog niza u kodomeni topologije u parovima poklapaju
(Korolar [3.44)), te da ih tada mozemo metrizirati konkretnim potpunim ul-

trametrikama (3.5)) 1 (3.6)), redom (Propozicija 3.41)).
Na kraju Poglavlja [3] pokazujemo da topologije 7;,,q4 1 7.}, za razliku od

7

Teara 1 1., nisu osjetljive (u smislu topoloske ekvivalencije) na izomorfne
transformacije inverznih sustava u domeni i kodomeni (Korolar i Primjer
3.55)), pa su nam zbog toga (i jos nekih kasnije jasnih razloga) topologije Z;,q

. % . ee s : *
i 7., zanimljivije nego Z.4rq 1 7,

» .4 U nastavku disertacije.

U Poglavlju[d]se prvo detaljno upoznajemo s pojmovima inverznog limesa
i ekspanzije, s posebnim naglaskom na pojam inverznog limesa u kategoriji
Top i pojam H Pol-ekspanzije (ili analogno punktirani slucaj), kao i naj-
vaznijim tvrdnjama koje ih u tim specijalnim slucajevima karakteriziraju i

medusobno povezuju. Zatim, koriste¢i ove pojmove i neke dodatne ¢injenice
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upoznajemo Citatelja s teorijom oblika i ve¢ spomenutim kategorijama (ab-
straktnog) oblika Sh(c p), te posebno kategorijama topoloskog i punktiranog
topologkog oblika Sh i Shg.

Kategorija Sh za objekte ima topoloske prostore, a morfizmi izmedu
neka dva prostora su klase jedne dobro uskladene (8to se komporzicije tice)
relacije ekvivalencije (Deﬁnicija na skupu pro- morfizama izmedu H Pol-
ekspanzija tih prostora. Jos se kaze i da je kategorija pro-H Pol realizira-
juca kategorija za Sh. Kategorizacija po obliku topologkih prostora (tj. po
izomorfizmu u Sh) slabija je nego kategorizacija po homotopskom tipu (a
onda i po homeomorfizmu). Analogno vrijedi i u punktiranom slucaju.

Dobro poznate invarijante punktiranog topoloskog oblika koje se za neku
dimenziju £ € N mogu pridruziti svakom punktiranom prostoru su k-dimenzionalne
pro-grupe (4.6), te k-dimenzionalne grupe oblika kao inverzni limesi
odgovarajuc¢ih pro-grupa. Bitno je napomenuti da je k-dimenzionalna grupa
oblika nekog punktiranog prostora (X, zg) u prirodnoj bijektivnoj vezi sa
skupom pro- morfizama izmedu punktirane k-dimenzionalne sfere i neke
H Poly-ekspanzije od (X, ), pa je preko netom spomenute bijekcije mozemo
topologizirati pomocu topologije 7,4, 1 to neovisno o izboru H Poly-ekspanzije.

U posljednjoj podcjelini Poglavlja [4] upoznajemo se s ve¢ spomenutim
topoloskim grupama oblika, gdje se topologija kojom su topologizirane u [26]
poklapa sa 7;,4. Navest ¢emo njihova osnovna svojstva, poopciti neke veé
poznate primjere, te pruziti eksplicitnu metriku za topoloske grupe oblika
kompaktnih metrickih prostora.

U Poglavlju 5] posljednjem poglavlju ove disertacije, prvo éemo reci nesto
o teoriji gruboga oblika, te opisati kategoriju topoloskog gruboga oblika Sh*,
koja za objekte ima topoloske prostore kao i kategorija topoloskog oblika,
ali morfizmi izmedu dva prostora su sada klase jedne relacije ekvivalencije
na skupu pro*- morfizama (Definicija izmedu H Pol-ekspanzija tih pros-
tora (kategorija pro*-H Pol je realiziraju¢a kategorija kategorije topoloskog
gruboga oblika). Analogno vrijedi i za punktirani slucaj Shf (napomenimo

da ¢emo takoder po potrebi promatrati i bipunktirani slu¢aj). Bitno je is-
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taknuti da postoji vjeran funktor koji povezuje kategoriju oblika i gruboga
oblika, a buduc¢i da obje kategorije imaju iste objekte onda kategoriju ob-
lika mozemo smatrati potkategorijom kategorije gruboga oblika. Takoder,
postoje primjeri parova prostora koji imaju razlicite oblike, a isti grubi ob-
lik (izomorfni u kategoriji topoloskog gruboga oblika), $to sugerira vaznost
teorije gruboga oblika (Primjer .

Zatim uvodimo vaznu algebarsku invarijantu gruboga oblika, a to je k-
dimenzionalna grupa gruboga oblika ([5.4)) nekog punktiranog prostora (X, xg),
koja se oznacava sa 75 (X, o). Ona, kako smo ve¢ spominjali, kao svoju pod-
grupu sadrzi grupu oblika, te stoga sadrzi i vise informacija o prostoru. In-
teresantan je primjer prostora koji ima trivijalnu jednodimenzionalnu grupu
oblika, ali neprebrojivu jednodimenzionalnu grupu gruboga oblika (Primjer
53)

Ostale vazne ¢injenice, pojmovi i rezultati o teoriji gruboga oblika i gru-
pama gruboga oblika, koji se koriste u ovom posljednjem poglavlju, mogu se
pronaéi u [10], [I1], [12], [13], [14], [15], [17] i [18§].

Naposljetku, u podcjelini ¢emo proucavati topologiziranu 75 (X, zo),
gdje ¢e topologizacija biti s obzirom na 7, i na postojanje prirodne bi-
jektivne korespondencije izmedu 7} (X, xg) i skupa pro*- morfizama izmedu
punktirane k-dimenzionalne sfere i neke H Poly-ekspanzije od (X, ) (sli¢cno
kao i kod grupa oblika). Provjeriti éemo da je topologizirana 7} (X, x¢) uistinu
topoloska grupa (Teorem , prirodno ¢emo je nazvati k-dimenzionalna
topoloska grupa gruboga oblika od (X, ) i oznaciti sa #; (X, zo), te kon-
strukcijom pripadnog funktora (Propozicija pokazati da je nova invar-
ijjanta gruboga oblika. Njezina topoloska svojstva se nasljeduju od 7.*,, pa
¢e primjerice odmah izac¢i potpuna regularnost.

Povezat ¢emo slucaj oblika i gruboga oblika tako da ¢emo pokazati da
ﬁzt(’p (X, zo) sadrzi odgovarajuéu topolosku grupu oblika kao svoju zatvorenu
podgrupu (Teorem . Takoder, promatrat ¢emo odnos 73 (X, x) s
topologkom grupom gruboga oblika nekog retrakta od X (Teorem . Po-

tom, pokazati ¢emo da je kvocijentna grupa topoloske grupe gruboga oblika
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po proizvoljnoj normalnoj podgrupi, opskrbljena kvocijentnom topologijom,
takoder topoloska grupa (Teorem . Ispitat ¢cemo u kojim slucajevima
je izbor bazne tocke nebitan za topolosku grupu gruboga oblika (Teorem
, sto ¢e primjerice uvijek vrijediti za kontinuume (Korolar . Medu
dokazanim tvrdnjama posebno isticemo teorem o neprekidnosti topoloskih
grupa gruboga oblika, kao poopc¢enje njegove tek nedavno pokazane alge-
barske varijante (Teorem [5.39).

Na samom kraju dobivene rezultate koristimo za konstrukciju zanimljivih
primjera, medu kojima je i primjer prostora koji nije stabilan, a ima diskretnu,
netrivijalnu topolosku grupu gruboga oblika (Primjer , a i pruzamo jed-
nostavan kriterij kojim za produkt ¢lanova odredene familije kompaktnih
poliedara mozemo jednostavno utvrditi da nema homotopski tip nijednog
poliedra (Propozicija [5.46).

Napomenimo jo§ da su neki od rezultata u podcjelini ve¢ publicirani
u [16], a topoloske grupe gruboga oblika proucava, neovisno o autoru ove

disertacije, i grupa Iranskih matematicara u nedavno objavljenom radu [27].



Poglavlje 2
Pregled elementarnih pojmova

Ovo poglavlje podijeljeno je u cetiri manje cjeline. U prvoj cjelini re¢i cemo
nesto o teoriji kategorije koju ¢emo koristiti u formalizaciji sadrzaja ove dis-
ertacije. Potom ¢emo u cjelini Topolosk: prostori i homotopija dati podsjetnik
na nama bitne pojmove iz podruc¢ja samog naziva te cjeline, s posebnim na-
glaskom na pojam homotopske grupe. Iza toga slijedi upoznavanje s pojmom
poliedra, kao kljuénog u konstrukciji i razumijevanju teorije topoloskog oblika
i gruboga oblika. U posljednjoj cjelini ovog poglavlja izlozit ¢emo najbitnije

o topoloskoj grupi opcenito.

2.1 Kategorije

Zapocinjemo pregled elementarnih pojmova s najosnovnijim ¢injenicama vezan-
ima za kategoriju i funktor, pojmove koji su neizostavni u sistematskom
pristupu gotovo svakoj matematickoj teoriji, a tako ¢e biti i u ovom radu.

Detaljnije o pojmovima koji slijede moze se pronaéi u [1] i [21].

Definicija 2.1 Kategorija C je uredena cetvorka C = (O, M, id, o) koja se

sastoji od:

(1) klase O tije elemente nazivamo objektima u C,



Poglavlje 2. Pregled elementarnih pojmova

(2) klase M koja se sastoji od skupova C(A, B) pridruZenih svakom paru
(A, B) objekata u C, ¢ije elemente nazivamo morfizmima u C (krace
morfizmima) s domenom A i kodomenom B (proizvoljni f € C(A, B)

cemo najeeste oznacavati sa f : A — B),

(3) klase id koja se sastoji od morfizama 14 € C(A, A), pridruzenih svakom

A € O, koje nazivamo tdentickim morfizmima,

(4) komponiranja o koje proizvoljnom paru morfizama f : A — B, g :
B — C, za svaku uredenu trojku (A, B,C) objekata u C, pridruzuje
jedinstveni morfizam go f : A — C (kojeg zovemo kompozicija od f

i9),
tako da vrijede sljedeci uvjeti:

(a) za proizvoljne morfizme f : A — B, g: B — C i h: C — D wvrijedi
ho(go f)=(hog)o f (asocijativnost komponiranja),

(b) za svaki morfizam f: A — B vrijedi lgo f=f i fols=Ff,

(c¢) skupovi morfizama su u parovima disjunktni tj. C(A, B)YNC(A', B") # @
povlaci A=A 1 B=B.

Napomena 2.2 Za kategoriju C = (O, M, id, o) é¢emo klasu O najéesée oz-
nacavati sa Ob(C), a klasu M sa Mor(C).

Primijetimo da je kompozicija g o f definirana samo za parove morfizama
(f,9) za koje se kodomena od f podudara sa domenom od g. Takoder,
uoc¢imo da po uvjetu (b) identicki morfizmi za proizvoljni objekt A u C djeluju
neutralno u kompoziciji, a lako se moze dokazati i da su morfizmi s takvim
svojstvom jedinstveni, za svaki A € Ob(C). Morfizam f : A — B nazivamo
izomorfizmom ako postoji morfizam g : B — A tako da vrijedi go f =141
fog = 1g. Tada morfizam g nazivamo inverz od f. Ako inverz od f postoji
on je jedinstven pa ga jo§ oznac¢avamo sa f~'. Za objekte A i B kazemo da

su izomorfni ako postoji barem jedan izomorfizam f : A — B.
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Primjer 2.3 Kategorija Set je kategorija kojoj je klasa objekata klasa svih
skupova, skup morfizama izmedu proizvoljnih objekata tj. skupova A i B
je skup svih funkcija izmedu tih skupova, identicki morfizmi su identicke
funkcije, a komponiranje morfizama je definirano kao komponiranje funkcija.

LIzomorfizmi u Set su bijekcije.

Primjer 2.4 Konkretna kategorija je svaka kategorija koja za objekte ima
skupove s nekom dodatnom strukturom, a za morfizme funkcije koje cuvaju tu
strukturu (identicki morfizmi i kompozicija su kao i u Set). Osnovni prim-
jeri konkretnih kategorija su Grp (Ab) koje za objekte imaju sve (Abelove)
grupe, a za morfizme homomorfizme, te Top (topoloska kategorija) koja
za objekte ima sve topoloske prostore, a morfizmi su neprekidne funkcije.
LIzomorfizmi u Grp (Ab) su ’klasi¢ni’ algebarski izomorfizmi, a izomorfizmi u

Top su homeomorfizmi.

Definicija 2.5 Za kategoriju C' kaZemo da je potkategorija od kategorije

C, u oznaci C' C C, ako vrijede sljedeéi uvjeti:
(a) Ob(C") € Ob(C),
(b) C'(A,B) CC(A, B), za svaki par objekata (A, B) u (',

(c) identicki morfizam na A u C' je identicki morfizam na A u C, za svaki
objekt A u C',

(d) komponiranje u C' je restrikcija komponiranja u C na morfizme u C'.

Ako za potkategoriju C’ od C vrijedi dodatno da je C'(A, B) = C(A, B), za
svaki par objekata (A, B) u C’, onda takvu potkategoriju nazivamo punom
potkategorijom. Konstrukcija pune potkategorije od neke kategorije je jed-
nostavna, dovoljno ju je opisati samo specificiranjem potklase objekata od
polazne kategorije. Primjerice Ab je puna potkategorija od Grp, a sa Met
obi¢no oznacavamo punu potkategoriju od T'op kojoj su objekti svi metriz-

abilni prostori.
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Definicija 2.6 Neka su C i D kategorije. Funktor F sa C u D je pravilo
koje svakom objektu A iz C pridruzuje objekt F(A) iz D, i svakom morfizmu
f A — B uC pridruzuje morfizam F(f) : F(A) — F(B) u D tako da

vriedi sljedece:

(1) F ¢éuwva kompoziciju, tj. F(go f) = F(g) o F(f), kad god je go f

definirano,
(2) F' ¢uva identicke morfizme, tj. F(14) = 1pay, 2a svaki objekt A u C.

Napomena 2.7 Funktor F' sa C uD ¢emo oznacavati sa F : C — D. Funk-
tor je zapravo dobro uskladena familija funkcija, jedna sa Ob(C) u Ob(D), te
po jedna sa C(A, B) uw D(F(A), F(B)), za svaki par objekata (A, B) u C.

Funktor F' nazivamo vjernim ako je za svaki par objekata (A, B) u C funkcija
F:C(A,B) — D(F(A), F(B))

injektivna, a punim ako je za svaki (A, B) prethodna funkcija surjektivna.
Identicki funktor id; : C — C fiksira objekte i morfizme. Za C' C C funk-
tor ulaganja [ : (' — C definiran je takoder na prirodan nacin, ulaganjem
objekata i morfizama. Ponekad ¢emo koristiti i zaboravljivi funktor (npr.
sa T'op u Set ili sa Grp u Set) definiran tako da objekt s bogatijom strukturom
shvaca kao taj isti objekt samo sa siromasnijom strukturom. Svi funktori ¢u-
vaju izomorfizme, tj. ako je f izomorfizam u C onda je F'(f) izomorfizam u
D.
Akosu F': C — D i G : D — &£ funktori onda kompoziciju dobro defini-
ramo kao funktor Go F' : C — &£ koji objektu A pridruzi G(F(A)) i morfizmu
f:+A— Bopridruzi G(F(f)) : G(F(A)) — G(F(B)). Funktor F' : C — D
nazivamo (kategorijskim) izomorfizmom ako postoji funktor G : D — C
takav da je Go F' = ides i F o G = idp, funktor G tada nazivamo inver-
zom od F i (zbog jedinstvenosti) oznacavamo sa F'~1, a kategorije smatramo
izomorfnima ako postoji izomorfizam medu njima.

Na kraju ovog odjeljka uvodimo jos pojam kongruencije i kvocijentne kat-

egorije. Kongruencija na kategoriji C je klasa kojoj su elementi relacije
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ekvivalencije ~ (4 5) na C(A, B), za svaki par objekata (A, B) u C (pojednos-
tavljeno ¢emo sve relacije oznacavati s istim znakom ~ i skra¢eno govoriti o
kongruenciji ~, jer ¢e iz elemenata koji su u relaciji biti jasno koju od relacija
iz klase koristimo), tako da vrijedi sljedeéi uvjet: ako je f ~ f'ig ~ ¢’ iako
kompozicija g o f postoji onda je go f ~ ¢’ o f’, za sve morfizme f, f',g,¢ u

C.

Teorem 2.8 Neka je ~ kongruencija na kategoriji C =(0O, M, id, o) i neka
[f] oznatava klasu ekvivalencije od f € C(A,B) obzirom na ~. Tada je
C/. = (O,M'id o) kategorija, gdje je sa M' oznacena klasa svih kvo-
cijentnih skupova C/ (A, B) = C(A,B)/~, za sve A,B € O, id" je klasa
kojoj su elementi [14], za sve A € O, a komponiranje o' je definirano kao
[g] 9" [f] :=[go f] , ¢im kompozicija go f postoji, za sve f,g € M. Kategoriju

C/~ nazivamo kvocijentnom kategorijom (kategorije C obzirom na ~ ).

Dokaz. Dokaz se provodi direktnom provjerom aksioma definicije kategorije

koristeci definiciju kongruencije i svojstva kategorije C. m

2.2 Topoloski prostori i homotopija

Slijedi podsjetnik na neke od osnovnih pojmova i ¢injenica iz opc¢e topologije
te teorije homotopije koji ¢e biti koristeni u ovom radu, a kao referencu
uglavnom koristimo [§], [9] i [24]. Za topoloski prostor (ili krace prostor)
(X,7) (gdje je X skup, a 7 topologija na X) ¢emo pisati samo X kad god
nam je topologija na X jasna iz konteksta ili nam njezino eksplicitno isticanje

nije potrebno.

Definicija 2.9 Neka je dan prostor (X, 7T). Za podfamiliju B C T kaZemo
da je baza topologije T ako se svaki otvoreni skup U € T moze prikazati

kao unija neke familije ¢lanova iz B.

Lema 2.10 Neka su B i B’ baze topologija T i T', redom, na skupu X. Tada
je T" O T (T je finija od T ) ako i samo ako za svaki v € X i za svaki
B € B koji sadrzi x, postoji B' € B' takav da je x € B' C B.

11
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Definicija 2.11 Za familiju B podskupova skupa X kaZemo da udovoljava
svojstvo (B1) na X ako B pokriva X, te kazemo da B zadovoljava svojstvo
(B2) na X ako za svaki By, By € B i za svaki x € By N By postoji By € B
takav da je x € By C By N Bs.

Lema 2.12 Ako familija B podskupova skupa X udovoljava svojstvima (B1)
i (B2) na X onda postoji jedinstvena topologija na X kojoj je B baza. Tu
jedinstvenu topologiju temo oznacavati sa T (B), a njezini elementi su svi oni

podskupovi od X koji su unije familije clanova iz B.

Definicija 2.13 Separacija prostora X je par U,V disjunktnih, nepraznih
1 otvorenih podskupova od X ¢ija unija je X. Za prostor X kaZemo da je

povezan ako ne postoji separacija od X .

Za dane tocke x i y prostora X, put u X od x do y je neprekidno preslikavanje
a: I =10,1 — X takvo da je a(0) = = i (1) = y (za topologiju na

jedini¢nom intervalu I uzimamo onu induciranu euklidskom metrikom).

Definicija 2.14 Za prostor X kazemo da je povezan putovima ako za

svaki par tocaka od X postoji put medu njima.

Ako je prostor putovima povezan onda je i povezan, ali obrat ne vrijedi.
Takoder vrijedi da je produkt (putovima) povezanih prostora (putovima)
povezan. Nadalje, komponente povezanosti prostora X su klase ek-
vivalencije na X po sljedetoj relaciji: x,y € X su ekvivalentne ako pos-
toji povezan potprostor koji ih sadrzi. Slicno, komponente povezanosti

putovima prostora X su klase po relaciji postojanja puta medu tockama.

Definicija 2.15 Za prostor X kaZemo da je lokalno povezan (putovima)
u tocki x ako za svaku otvorenu okolinu U od x postoji (putovima) povezana
otvorena okolina V' od x sadrzana wU. Prostor je lokalno (putovima) povezan

ako je lokalno (putovima) povezan u svakoj svojoj tocki.

Definicija 2.16 Za prostor X kaZemo da je kompaktan ako svaki otvoren:

pokrivac A od X dopusta konaéni podpokrivac.

12
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Neprekidna slika kompaktnog prostora je kompaktna, a kompaktnost se takoder
¢uva i na zatvorenom potprostoru te na produktu.

Za prostor X kazemo da je T-prostor ako je svaki jednoclani skup zatvoren
u X. Nadalje, prostor X nazivamo potpuno regularnim (ili jos i T3%—)
prostorom ako je Ti-prostor i ako za svaku tocku zy € X i za svaki zatvoren
skup A C X koji ne sadrzi zg postoji neprekidna funkcija f : X — [0, 1] takva
da je f(A) = {0} i f(zo) = 1. Vrijedi da je potprostor potpuno regularnog
prostora potpuno regularan te da je produkt potpuno regularnih prostora
potpuno regularan. Potpuna regularnost implicira da je prostor regularan (a
onda naravno i Hausdorffov), ali je slabija od normalnosti. Svojstva prostora
nabrojana u prethodnoj recenici su neka od takozvanih aksioma separacije,
a jo§ cemo se podsjetiti na najslabije takvo svojstvo tj. najslabiji aksiom sep-
aracije, To-aksiom. Dakle, za prostor kazemo da je Ty-prostor ako za svake
dvije razlicite tocke tog prostora barem jedna od tih toc¢aka ima okolinu koja

ne sadrzi onu drugu tocku.

Definicija 2.17 Neka su X @Y prostori i neka je p : X — Y surjekcija.
Tada p nazivamo kvocijentnim preslikavanjem ako vrijedi: podskup U C

Y je otvoren u'Y ako i samo ako je p~*(U) otvoren u X.

Dakle p je kvocijentno preslikavanje ako je neprekidna surjekcija i ako sve
otvorene skupove koji su jednaki inverzu nekog podskupa od Y preslikava u
otvorene skupove. Lako je pokazati da ako uzmemo proizvoljni prostor X,
skup A i surjektivnu funkciju p : X — A te ako opskrbimo A sa topologijom
T koja se sastoji od onih podskupova U od A za koje je p~*(U) otvoren u X
da je tada topologija 7 jedinstvena topologija na A u odnosu na koju je p
kvocijentno preslikavanje. U tom sluc¢aju topologiju 7 nazivamo kvocijent-

nom topologijom s obzirom na p.

Definicija 2.18 Neka je X prostor i neka je ~ relacyja ekvivalencije na
X te X/ kvocijentni skup od X s obzirom na ~. Tada X/. opskrbljen
kvocijentnom topologijom s obzirom na kanonsku surjekciju p : X — X/

nazivamo kvocijentnim prostorom od X (s obzirom na ~ ).
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Propozicija 2.19 Neka je X skup, neka suT i T’ topologije na X takve da
je T' finija od T i neka je ~ relacija ekvivalencije na X te X/. kvocijentni
skup od X s obzirom na ~. Tada je kvocijentna topologija na X/~ s obzirom
na kanonsku surjekciju p : (X,7") — X/~ finija nego kvocijentna topologija

s obzirom na kanonsku surjekciju p : (X, 7T) — X/..

Dokaz. Neka je U element kvocijentne topologije na X/. s obzirom na
p: (X, T) — X/.. Tada je po definiciji kvocijentne topologije p~1(U) € 7.
Budué¢i da je 7’ finija od 7 to je p~*(U) € 7', a to onda opet po definiciji
kvocijentne topologije implicira da je U element kvocijentne topologije na
X/.sobzitomnap: (X, 7')— X/.. =

Ako su dani prostori X 1Y, tada prostor disjunktne unije skupova X i Y’
opskrbljene topologijom koja se sastoji od svih unija otvorenih skupova iz X
i Y oznacavamo sa X[[Y i nazivamo disjunktnom unijom prostora X i
Y. Analogno definiramo disjunktnu uniju proizvoljne familije prostora.

Kategoriju Top smo ve¢ spominjali, kao i punu potkategoriju Met C Top
svih metrizabilnih prostora. Sa C'pt ¢emo oznacavati punu potkategoriju od

Top kojoj su objekti svi kompaktni Hausdorffovi prostori. Nadalje,

e Topy (punktirana topoloska kategorija) oznacava kategoriju ko-
joj su objekti svi punktirani prostori (X, zy) (uredeni parovi koji se
sastoje od prostora X i istaknute bazne tocke zo € X), a morfizmi
f (X, z0) — (Y, y0) su sve neprekidne funkcije f : X — Y takve da je
f(xo) = o,

e Topyy (bipunktirana topoloska kategorija) oznacava kategoriju ko-
joj su objekti svi bipunktirani prostori (X, zg, x;) (uredene trojke koje
se sastoje od prostora X i istaknutih tocaka g, z; € X), a morfizmi

f (X, z0,21) — (Y, y0,y1) su sve neprekidne funkcije f : X — Y takve
da je f<$0) = Yo, f(‘rl) =Y,

e Top® (kategorija topoloskih parova) oznacava kategoriju kojoj su

objekti svi parovi prostora (X, A) (uredeni parovi koji se sastoje od
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prostora X i potprostora A C X), a morfizmi f : (X, A) — (Y, B) su
sve neprekidne funkcije f: X — Y takve da je f(A) C B.

Komporzicije i identitete u prethodnim kategorijama su prirodne, a pot-
puno analogno se definiraju i kategorije Setg, Setoy i Set?. Sada uvodimo
relaciju homotopije na skupovima morfizama u odgovaraju¢im kategorijama

Top, Topy, Topgo 1 Top?.

e Za morfizme (neprekidne funkcije) f,g : X — Y u Top kazemo da su
homotopni ako postoji neprekidna funkcija H : X x [ — Y takva da
je H(x,0) = f(x) i H(z,1) = g(x), za svaki x € X.

e Za morfizme f, g : (X, z9) — (Y, 40) u Topy kazemo da su homotopni
ako postoji neprekidna funkcija H : X x [ — Y takva da je H(z,0) =
f(z), H(x,1) = g(x) 1 H(xo,t) = yo, za svaki z € X,t € .

e Za morfizme f, g : (X, x9,21) — (Y, 40,y1) u Topgy kazemo da su ho-
motopni ako postoji neprekidna funkcija H : (X x I) — Y takva da
je H(x,0) = f(x), H(z,1) = g(x), H(xo,t) = yo 1 H(x1,t) = y1, za
svaki r € X,t € I.

e Za morfizme f,g: (X, A) — (Y, B) u Top? kazemo da su homotopni
ako postoji neprekidna funkcija H : X x [ — Y takva da je H(z,0) =
f(x), H(x,1) = g(z) i H(a,t) € B, zasvakiz € X,a € At € I.

Teorem 2.20 Prethodne relacije su kongruencije na odgovarajucim kategori-
jama Top, Topg, Topyy © Top®. Pripadne kvocijentne kategorije redom oz-
nacavamo sa HTop, HT opy, HT opgy i HT op? te nazivamo redom homotop-
skom kategorijom, punktiranom homotopskom kategorijom, bipunk-

tiranom homotopskom kategorijom i« homotopskom kategorijom parova.

Dokaz. Dokaz da je relacija homotopije kongruencija na T'op mozemo pron-
aci u poglavlju 15 u [§], a analogno se dokaze i da je relacija homotopije

kongruencija na preostalim kategorijama. m
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Klase ekvivalencije morfizama u prethodnim (homotopskim) kategori-

jama po relaciji homotopije nazivamo homotopskim klasama (oznacavati
¢emo ih sa predstavnikom u uglatim zagradama), a za izomorfne objekte
kazemo da imaju isti homotopski tip. Za prostor kazemo da je kontrak-
tibilan ako je identiteta na prostoru homotopna konstantnom preslikavanju
(analogno definiramo kontraktibilnost punktiranog prostora i para prostora),
a to je ekvivalentno ¢injenici da prostor (punktirani prostor, par prostora)
ima trivijalni homotopski tip tj. homotopski tip jednotoc¢kovnog prostora
u odgovarajucoj kategoriji. Ako je morfizam [f] u HTop izomorfizam onda
f nazivamo homotopskom ekvivalencijom.
Homotopski funktor H : Top — HTop definiran je prirodno kao H(X) =
X, H(f) = [f], a analogno se definiraju punktirani homotopski funktor
Hy : Topg — HTopy, bipunktirani homotopski funktor Hyy : Topgy —
HTopgy i homotopski funktor parova H? : Top? — HTop?.

Na kraju nam je jos bitno definirati homotopsku grupu, a prvo ¢e nam
trebati definicija klina. Ako su zadani punktirani prostori (X, zo) i (Y, vo)
tada klin tih prostora, u oznaci (X, xo)\/ (Y, yo), oznacava punktirani pros-
tor ((X][Y)/~,*) gdje je ~ relacija ekvivalencije na X][Y koja identificira
bazne tocke xq i 19, a * je tocka dobivena upravo prethodno spomenutom
identifikacijom. Ako su zadani morfizmi f : (X, z9) — (Z,20), g : (Y, %) —
(Z, z9) u Topy tada postoji jedinstveni morfizam h : (X, z9)\V (Y, yo) — (Z, 20)
takav da je h|(x.z,) = f, hl(vyo) = g (u prethodnim restrikcijama (X, o) i
(Y, y0) promatramo kao prirodna smjestenja u klin) i oznacavamo ga sa f\/g.
Neka je k € Ny i S* jedini¢na k-sfera, potprostor od R¥*! koji se sastoji od
svih toc¢aka koje su na udaljenosti 1 od ishodista (euklidska metrika, euklid-
ska topologija) i neka je sy € S* proizvoljna. Sa (X, 7q) ozna¢imo skup
HTopo((S*, 50), (X, 20)) gdje je (X, ) proizvoljni punktirani prostor.
Sada, za k € N i [f], [g] € mx(X, x¢) definiramo zbroj [f]+ [g] kao element od

7, (X, o) reprezentiran sljede¢im morfizmom u Topy

(5*,50) < (S*, 50)V(S*, 50) 57 (X, a),
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gdje je ¢ kompozicija kanonskog kvocijentnog preslikavanja sa (S*,s¢) u
punktirani kvocijentni prostor (S*/E, E) (identifikacija ekvatora £ od S*

sa tockom, uz uvjet da je sy € E)1i prirodnog punktiranog homeomorfizma
sa (S*/E,E) u (5% s0)\(S*, s0), dakle

L1+ [g] = [(fVg) o c] = (S*, 50) — (X, o).

Operacija je dobro definirana, tj. ne ovisi o izboru reprezentanata od [f] i

[9].

U 4. poglavlju u [9] se moze pronaéi detaljnije o prethodnoj definiciji op-

eracije zbrajanja, kao i ¢injenici da 7, (X, x9),k € N na ekvivalentan nacin

mozemo promatrati kao HTop?((I*,01%), (X, o)), gdje je I* k-dimenzionalna

jedini¢na kocka tj. I* = ﬁ], OI* (rub od I*) je skup svih tocaka od
i=1

I* kojima je barem jedna koordinata 0 ili 1, a zbrajanje dvaju elemenata

[f],[g] € m(X, o) je tada definirano kao

gdje je

h(s1, 89, ..., k) =

{ f(2s1, 89, ..., 8), 81 € [0,1/2] }
9( '

251 — 17327 "'7$k>731 S [1/2? 1}

Neka je [0] homotopska klasa konstantne funkcije o : (S*, s¢) — (X, ),
dakle o(s) = x¢,Vs € S*. Tada, za svaki [f] € (X, zo) postoji jedinstveni
[f] € (X, z0) takav da je

A+ ] =T+ = el

Eksplicitna formula za f u ekvivalentnom pristupu preko HTop?((I*,0I%), (X, x))

je dana sa

f(Sl,SQ, ...,Sk) = f(l — 81782, ...,Sk).

Takoder, za svaki [f] € (X, xo) vrijedi

Slijedi nekoliko vaznih ¢injenica.
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e Za svaki k € N skup (X, zg) uz prethodno definiranu operaciju zbra-
janja 4 ima strukturu grupe i tu grupu nazivamo k-dimenzionalna

homotopska grupa punktiranog prostora (X, zg).
e Neutralni element u grupi m4(X, z¢) je [0], a inverz od [f] je [ﬂ
e Grupa m(X, zo) je Abelova, za svaki k > 2.

e Ako postoji put izmedu tocaka zg,z; € X onda on (odnosno nje-
gova homotopska klasa) inducira izomorfizam izmedu grupa (X, z¢)
i mp(X, 1), Vk € N. Stoga, kada je prostor putovima povezan homo-
topske grupe ne ovise o baznoj tocki pa je dovoljno pisati m(X). Kada
je prostor putovima povezan i vrijedi dodatno da je m(X) trivijalna t;j.

m1(X) = {[o]} tada kazemo da je X jednostavno povezan.

e Postoji dobro definiran funktor m, : HTopy — Grp koji svakom punk-
tiranom prostoru (X, xq) pridruzi grupu (X, zg) i svakom morfizmu
[h] + (X,20) — (Y,y) u HTopy pridruzi homomorfizam m([h]) :
(X, 20) = (Y y0), me([R])([f]) = [ho f].

e Ako postoji homotopska ekvivalencija f : X — Y onda su grupe
(X, 20) 1 (Y, f(20)) izomorfne za svaki xg € X, k € N.

e Za produkt [ [, X, proizvoljne familije putovima povezanih prostora X,

vrijedi da su grupe 7 (][, Xa) 1 [[,7%(Xa) izomorfne, za svaki k € N.

e Skup 7y(X, xp) (primijetimo da je zbrajanje definirano samo za k > 1)
zovemo (O-dimenzionalna homotopska grupa punktiranog pros-
tora (X, zo) iako nema strukturu grupe. Taj skup je zapravo skup

komponenata povezanosti putovima prostora X.

Primjer 2.21 7(S*, sg) je izomorfna Z, aditivnoj grupi cijelih brojeva, za
svaki k € N i sg € S* (dovoljno je pisati samo m,(S*) jer je S* povezana

putovima,).
Primjer 2.22 7;(S*) je trivijalna za svaki k > 2,i < k.
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Primjer 2.23 Svaki konveksni podskup od R™ je jednostavno povezan, za

svaki n € N.

2.3 Poliedri

U ovom odjeljku ¢emo se upoznati sa poliedrima i njihovim najbitnijim
topologkim svojstvima te uvesti homotopsku kategoriju poliedara $to nam je
od neizmjerne vaznosti u izgradnji teorije oblika i gruboga oblika topologkih
prostora. Postoje razli¢iti pristupi definiciji poliedra, a mi ¢emo uglavnom

koristiti pristup iz [31], kojeg éemo nadopuniti s nekim rezultatima iz [23].

Definicija 2.24 (Abstrakini) simplicijalni kompleks K sa skupom
vrhova V je skup konacnih nepraznih podskupova od V', koje nazivamo sim-

pleksima (u K ), tako da su ispunjena sljedeta dva uvjeta:
(a) svaki jednotockovni podskup od V' je simpleks,
(b) svaki neprazni podskup simpleksa je simpleks.

Napomena 2.25 Ako nema potrebe za referiranjem na skup vrhova V' pricat
cemo samo o simplicijalnom kompleksu K bez eksplicitnog isticanja skupa

vrhova, koji se lako moze i rekonstruirati iz skupa K.

Simpleks s koji sadrzi to¢no k + 1 vrhova se naziva k-simpleks odnosno
kazemo da je dimenzija od s jednaka k. Ako za simplekse s, s’ vrijedi s’ C s
onda ¢’ nazivamo stranicom od s, a elemente od s (koje mozemo identifici-
rati sa O-stranicama od s) nazivamo vrhovima od s.

Punktirani simplicijalni kompleks (K, vg) je uredeni par koji se sastoji
od simplicijalnog kompleksa K i istaknutog vrha vy od K. Analogno se

definira bipunktirani simplicijalni kompleks (K, vy, vy).

Definicija 2.26 Tijelo |K| simplicijalnog kompleksa K sa skupom vrhova
V' je skup suvih funkcija 0 -V — I za koje vrijedi

(a) {veV:0w)+#0} je simpleks u K,
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(b) Coerbl) = 1.

Vrijednost funkcije 6 u tocki v nazivamo v-ta baricentricka koordinata od 6.

Ako je s simpleks u K onda tijelom tog simpleksa, u oznaci |s|, zovemo skup
|s| ={0 € |K|:07'(0,1] C s}.

Ako je s k-simpleks (u K) onda postoji prirodna bijektivna koresponden-
cija skupa |s| sa skupom Ay = {r = (21,...,7841) € RFL 0 < 2y < 1,
>..x; = 1} (standardni k-simpleks). Stoga, na |s| mozemo definirati
topologiju tako da ta bijektivna veza postane homeomorfizam (A, C R¥!
uz standardnu euklidsku topologiju). Vrlo lako se pokaze da familija svih
tako topologiziranih tijela simpleksa u K dopusta topologiziranje od | K| na
nacin da je skup U C |K| otvoren ako je U N |s| otvoren u |s|, za svaki sim-
pleks s u K (u literaturi je ovakva topologija poznata pod nazivom slaba
topologija s obzirom na neku mnozinu topologkih prostora i ona se definira
na uniji svih tih topologkih prostora, u nasem konkretnom slu¢aju na |K| s
obzirom na {|s| : s € K'}). Odsada sa |K | ¢emo oznacavati ne samo skup ve¢
i prethodno definirani (topoloski) prostor.

Napokon uvodimo definiciju poliedra.

Definicija 2.27 Prostor P nazivamo poliedar ako postoji simplicijalni kom-
pleks K i homeomorfizam f : |K| — P, a uredeni par (K, f) tada nazivamo

triangulacijom prostora P.
Prirodno uvodimo i sljedete pojmove:

e punktirani poliedar (P,py) je punktirani prostor koji je izomorfan

(|K1,v0) u Topg gdje je (K, vg) punktirani simplicijalni kompleks,

e bipunktirani poliedar (P, po, p1) je bipunktirani prostor koji je izomor-
fan (| K|, vo,v1) u Topeo gdje je (K,vp,v1) bipunktirani simplicijalni
kompleks.
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Triangulacija punktiranog poliedra i bipunktiranog poliedra moze se takoder
definirati analogno definiciji triangulacije poliedra, dakle kao uredeni par
odgovarajuceg izomorfnog objekta i odgovarajuceg izomorfizma.

Neka od najbitnijih topoloskih svojstava poliedara su:

e normalnost (Cak perfektna normalnost, tj. svaka dva disjunktna zatvorena

skupa se mogu separirati realnom neprekidnom funkcijom),
e parakompaktnost,
e povezanost je ekvivalentna povezanosti putovima,

e metrizabilnost je ekvivalentna lokalnoj kompaktnosti (za svaku tocku
p € P postoji kompaktna okolina) koja je ekvivalentna lokalnoj kon-
acnosti (za svaku triangulaciju (K, f) poliedra P vrijedi da je svaki vrh

od K sadrzan u kona¢no mnogo simpleksa u K),

e lokalna kontraktibilnost (za svaku tocku p € P i njezinu otvorenu
okolinu U postoji otvorena okolina V' od x takva da je V C U i da
je V kontraktibilna u U, tj. ulaganje ¢ : V < U je nulhomotopno), a

onda ocito i lokalna povezanost putovima i lokalna povezanost.

Dokazi ovih svojstava mogu se pronaéi u [31].

Neprekidnu funkciju r : X — A, gdje je A potprostor od X, nazivamo
retrakcijom ako je r oi = 14, gdje je i : A — X ulaganje i tada kazemo
da je A retrakt od X. Za prostor Y kazemo da je apsolutni okolinski
retrakt za kategoriju metrizabilnih prostora ako vrijedi sljedece: kad
god uzmemo proizvoljni metrizabilni prostor X te zatvoren potprostor Y’ od
X takav da je Y homeomorfan Y tada postoji otvorena okolina U od Y 'u X
takva da je Y’ retrakt od U (jos se kratko kaze da je Y okolinski retrakt od
X). Punu potkategoriju kategorije T'op kojoj su objekti svi apsolutni okolin-
ski retrakti za kategoriju metrizabilnih prostora oznacavamo sa AN R(Met)
ili krace ANR.
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Teorem 2.28 Svaki poliedar ima homotopski tip nekog objekta kategorije
ANR.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Teorema 1.3.10. i 1.3.11., Appendix 1, u
23]. m
Analogno je u [23] dokazano i da svaki (bi)punktirani poliedar ima homotop-

ski tip nekog (bi)punktiranog prostora iz kategorije AN Ry (AN Ryp).
Teorem 2.29 Svaki lokalno konacéni poliedar je objekt kategorije AN R.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Teorema 1.3.9. i 1.3.11., Appendix 1, u
[23]. m

Dakle poliedri su "lijepi" (s posebnim naglaskom na lokalna svojstva)
prostori koji se mogu shvacati kao prostori sastavljeni od simpleksa razli¢itih
dimenzija (duzina, trokut, tetraedar itd.), mogu se relativno lako klasificirati
pomocu klasi¢nih alata homotopske teorije npr. pomo¢u homotopskih grupa,
a iz prethodnog teorema slijedi da za svako zatvoreno smjestenje lokalno kon-
acnog poliedra u metricki prostor mora postojati okolina oko poliedra koja se
moze retraktirati na sami poliedar. Od posebne vaznosti su nam kompaktni
poliedri za koje se lako dokaze da su sastavljeni od kona¢no mnogo simpleksa
(vidi Korolar 1.1.1., Appendix 1, u [23]), svakog od njih mozemo zamisljati
kao zatvoren potprostor nekog metrickog prostora i tada po prethodnom teo-
remu te zbog kompaktnosti postoji n € N takav da je kompaktni poliedar
retrakt svoje %—okoline.
Napomenimo i da postoji opcenitija klasa prostora koji imaju sva lijepa svo-
jstva kao i poliedri. To su CW-kompleksi (detaljno o njima se moze pronaéi
u [20]), ali vrijedi da svaki C'W-kompleks ima homotopski tip nekog poliedra
(dokaz u [22]), sto ¢e za nasa kasnija razmatranja (uz ¢injenicu da prethodna
tvrdnja vrijedi i u punktiranom i bipunktiranom slu¢aju) znaciti da ée nam
poliedri biti dovoljni.
Na kraju ovog poglavlja jos definirajmo kategorije H Pol, H Poly i H Polyy kao
pune potkategorije od HTop, HTopy i HT opgg, redom, dobivene redom re-

strikcijom objekata na poliedre, punktirane poliedre i bipunktirane poliedre.
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2.4 Topoloske grupe

Definicija 2.30 Neka je G skup, - binarna operacija na G koja zadovoljava
aksiome grupe te neka je T topologija na G. Tada uredenu trojku (G,-,7T)

nazivamo topoloskom grupom ako vrijedi da su funkcije
(a) G xG— G, (z,y) = = -y (grupovna operacija) i
(b) G — G,z — 27! (operacija invertiranja)
neprekidne, gdje na G x G uzimamo odgovarajucu produktnu topologiju.

Napomena 2.31 Pisat ¢emo kratko topoloska grupa G umjesto (G,-,T)

kada je jasno o kojoj grupovnoj operaciji - i o kojoj topologiji T je rijec.

Dakle, topoloska grupa je zapravo topologizirana grupa takva da grupovna
operacija i operacija invertiranja budu "dobro uskladene" s tom topologijom
u smislu neprekidnosti. Svaka grupa moze trivijalno postati topoloska grupa
ako je opskrbimo diskretnom topologijom, medutim zanimljivo je ako grupu
mozemo pretvoriti u topolosku grupu tako da je opskrbimo netrivijalnom

topologijom koja bi dodatno udovoljavala barem Hausdorffovu svojstvu.

Primjer 2.32 R" uz zbrajanje © euklidsku topologiju je lokalno kompaktna
Abelova topoloska grupa.

Primjer 2.33 Neka je T skup svih kompleksnih brojeva z takvih da je |z| =
1. Tada je T uz mnoZenje kompleksnih brojeva 1 relativnu topologiju nasljedenu

od standardne topologije na C kompaktna Abelova grupa.

Primjer 2.34 Neka je G skup svih invertibilnih realnih matrica dimenzije
n X n. Tada je G uz mnoZenje matrica i relativnu topologiju nasljedenu od

euklidske topologije na R™ topoloska grupa.

Homomorfizmom izmedu topoloskih grupa GG i H nazivamo svaki neprekidni

grupovni homomorfizam f : G — H. Sa TopGrp ¢emo oznacavati konkretnu
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kategoriju kojoj su objekti sve topoloske grupe, a morfizmi su prethodno
definirani homomorfizmi. U toj kategoriji su izomorfizmi oni homomorfizmi
koji su ujedno i grupovni izomorfizmi i homeomorfizmi. Napomenimo da
neprekidni grupovni izomorfizam izmedu topologkih grupa ne mora nuzno biti
i izomorfizam, primjerice id : R® — R", gdje promatramo R" uz zbrajanje,

te u domeni opskrbljeno diskretnom, a u kodomeni euklidskom topologijom.

Propozicija 2.35 Svaka podgrupa topoloske grupe G opskrbljena relativnom

topologijom je i sama topoloska grupa.

Dokaz. Trivijalno. m

Zbog prethodne propozicije cemo pod pojmom podgrupe neke topoloske
grupe podrazumijevati dobivenu ne samo grupovnu ve¢ i topologku struk-
turu.

Detaljnije o topoloskim grupama se moze pronaéi u [2].
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Poglavlje 3

Topologije na skupovima pro- i

pro*- morfizama

Glavni cilj ovog poglavlja je definirati razlicite (netrivijalne) topologije na
skupovima morfizama u kategorijama pro-C i pro*-C, za proizvoljnu kate-
goriju C, te najprikladnije od njih odabrati za kasnije primjene u teoriji
oblika i gruboga oblika. U prvoj cjelini poglavlja upoznat ¢emo se sa po-
jmovima inverznog sustava, te morfizma i *-morfizma izmedu inverznih sus-
tava, pomoc¢u kojih ¢emo opisati vazne kategorije inv-C i inv*-C. U dru-
goj cjelini ¢emo topologizirati skupove morfizama izmedu fiksnih objekata u
prethodno spomenutim kategorijama, i to na dva nacina. Potom ¢emo, u
dvije cjeline koje slijede, opisati jo§ dvije kategorije pro-C i pro*-C, a onda i
skupove morfizama izmedu fiksnih objekata u tim kategorijama topologizirati
takoder na dva nacina, $to ¢e biti direktno povezano sa topologizacijama iz
netom spomenute druge cjeline. Naposljetku, te topologije na takozvanim
skupovima pro- i pro*- morfizama ¢emo detaljno prouciti u podcjelinama
Osnovna svojstva i medusoban odnos i Hom-bifunktor, a ova posljednja ¢e

nam posebno biti vazna i za ve¢ spomenute kasnije primjene.



Poglavlje 3. Topologije na skupovima pro- i pro*- morfizama

3.1 Kategorije inv-C i inv*-C

Preduredenim skupom nazivamo uredeni par (A, <) koji se sastoji od
skupa A i binarne relacije < na skupu A za koju vrijedi da je refleksivna i
tranzitivna.

Preduredeni skup (A, <) nazivamo:
e uredenim skupom ako je < antisimetricna;

e usmjerenim skupom ako za svaki A;, Ao € A postoji A € A takav da
je A <A1 <A

e kofinitnim skupom ako je za svaki A € A skup {N € A : X < A}
(kojeg nazivamo skup prethodnika od \) konac¢an.

Za binarne relacije iz prethodnih definicija ¢emo uvijek birati oznaku < pa
¢emo ¢esto kratko umjesto (A, <) pisati A i govoriti o preduredenom (odnosno
uredenom, usmjerenom ili kofinitnom) skupu A. Takoder, ¢esto ¢emo za
proizvoljne A\, X' € A takve da je A < )\ pisati ' > .

Primjer 3.1 (a) Skup O(xg) svih okolina neke totke xy iz proizvoljnog
topoloskog prostora je usmjeren i ureden obzirom na relaciju definiranu
sa: U <V ako je U DV, za proizvoljne U,V € O(xg).

(b) Skup A svih pokrivaca nekog topoloskog prostora je usmjeren obzirom
na relaciju definiranu sa: Uy < Us ako Us profinguje Uy, za proizvoline

U, Uy € A.

(c) Skup N sa standardnom relacijom < je ureden, usmjeren i kofinitan.

Definicija 3.2 Neka je C proizvoljna kategorija. Inverzni sustav (X, pay, )
u kategoriji C je uredena trojka koja se sastoji od usmjerenog skupa A kojega
nazivamo tndeksnim, objekata X, u C, X € A, koje nazivamo Elanovima
sustava, i za svaki par indeksa A\, N € A, takvih da je X < X, morfizama

o Xy — Xy u C, koje nazivamo veznim, tako da vrijedi:
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(a) par = 1x,, za svaki \ € A,

(b) Dan © Paar = Do, 26 svaki A, )\/, N e A< A<\
o (X,,pav,\) emo oznacavati sa X.

e Ako je A = N (uz standardni uredaj) onda X nazivamo inverznim

nizom.

e Ako je A jednotockovan skup onda X nazivamo rudimentarnim sus-

tavom i oznac¢avamo sa (X).

Sada ¢emo definirati pojam morfizma i x-morfizma izmedu dva inverzna
sustava X 1 Y = (Y}, gy, M) u proizvoljnoj kategoriji C (obi¢no éemo kad
god je jasna kategorija na koju se referiramo i u nastavku rada sa X i 'Y
uvijek oznacavati inverzne sustave (X, pav, A) 1 (Y, ¢uw, M), redom, u odgo-
varajutoj kategoriji, a Z ¢e oznacavati inverzni sustav (Z,,r,,., V), takoder

u odgovarajuéoj kategoriji).

Definicija 3.3 Morfizam (f, f,) : X — Y je uredeni par koji se sastoji
od indeksne funkcije f : M — A i@ morfizama f, : Xy, — Y, uC, za svaki
w € M, tako da je zadovoljen sljedeci uvjet: za svaki p < p' u M postoji
AeEN, X> f(w), f(i) takav da vrijedi

Jub = Qup FwPsrs

odnosno da sljedeci dijagram komutira

X
/ N\
Xf(u) Xy -
fu l l fu’
Y,u — YIL/

Definicija 3.4 x-morfizam (f, f[j) : X — Y je uredeni par koji se sastoji

od indeksne funkcije f : M — A i od niza morfizama f @ Xy — Y, u
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C,n e N, za svaki p € M, tako da je zadovoljen sljedeti uvjet: za svaki
w<p uM postoji A € A, X\ > f(u), f(i') i postoji n € N, tako da za svaki
n' > n vrijedi

fﬁlpf(u)A = quu’fﬁ’/pf(#’)/\f

odnosno da sljedeci dijagram komutira

X
/ AN
X Xpuy -
el Ly
Y# — YN'

Napomena 3.5 Morfizme izmedu proizvoljnog rudimentarnog inverznog sus-
tava (X) i inverznog sustava 'Y temo oznacavati kratko sa (f,), a *-morfizme
izmedu (X) i 'Y kratko sa (f!) jer je izbor odgovarajute indeksne funkcije u

tom slucaju jedinstven.

Kompozicijom morfizama (f, f,) : X — Y i(g,9,) : Y — Z, u oznaci

(9,9,) o (f, fu), nazivamo dobro definirani morfizam (h, h,) : X — Z gdje je

h=1fogy,
hy, :guofg(u)a Vv e N.

Slicno, kompozicijom *-morfizama (f, f71) : X — Y i(g,97): Y — Z, u
oznaci (g, gy) o (f, f}!), nazivamo dobro definirani *-morfizam (h, ;) : X —

Z gdje je

h=foy,
hy =g, 0 [y, YV € Nyn €N

Komponiranje morfizama i x-morfizama izmedu inverznih sustava definirano
na prethodan nacin je asocijativno, a lako se provjeri i da morfizam (14, 1x,) :
X — X te sx-morfizam (14,1%, = 1x,) : X — X, za svaki inverzni sustav
X, gdje je 15 : A — A identicka funkcija, djeluju neutralno u odgovarajuéem

komponiranju.
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Stoga, ako uzmemo proizvoljnu kategoriju C mozemo definirati sljedece

dvije kategorije:

e kategorija inv-C kojoj su objekti svi inverzni sustavi u C, a skup mor-
fizama inv-C(X,7Y) izmedu proizvoljna dva inverzna sustava X i Y

tvore svi prethodno definirani morfizmi (f, f,.),

e kategorija inv*-C kojoj su objekti svi inverzni sustavi u C, a skup mor-
fizama inv*-C(X,Y) izmedu proizvoljna dva inverzna sustava X i Y

tvore svi prethodno definirani *-morfizmi (f, f}),

dok su identicki morfizmi i komponiranje u inv-C, inv*-C, redom, takoder

prethodno opisani.

3.2 Topologije na skupovima inv- i 1nv*- mor-
fizama

Za konstrukciju topologija na skupovima morfizama izmedu dva fiksna ob-
jekta u kategorijama inv-C i inv*-C (ili krace na skupovima inv- i inv*-
morfizama) prvo ¢emo definirati po dvije relacije na spomenutim skupovima,
redom. Ove relacije (uz sitne promjene) su prvi put definirane u [32] i [33].
Za pocetak, za proizvoljni indeks « iz preduredenog skupa A uvedimo oznaku
la| za
card{a’ € A:d' < a}.

Sada fiksirajmo dva proizvoljna inverzna sustava X i Y u C, tj. dva objekta

u tnv-C odnosno inv*-C.

Napomena 3.6 U nastavku temo bez dodatnog isticanja wvijek smatrati da
su skupovi inv-C(X,Y), inv*-C(X,Y) neprazni, jer su u protivnom sva raz-

matrangja trivijalna.

Definicija 3.7 Neka su (f, f.), (f', f.) € mv-C(X,Y), (f, f1),(f, f') €
inv*-C(X,Y), uo € M i kardinalni broj k proizvoljni.
Za (f, fu) i (f', f.,) kazemo da su
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e jip-ekvivalentni, u oznaci (f, f.) ~u, (f', f,), ako postoji A € A, X >
f(o), f'(po) takav da je

TuoPf(uo)r = f;:opf’(uo)kf

odnosno da sljedeci dijagram komutira

X\
/ \
X (o) X f(uo)
W T
Yuo

e r-ekvivalentni, u oznaci (f, f.) ~ (f', f.), ako je (f, fu) ~u (f', f})
za svaki p' € M takav da je |i/| < k.

Nadalje, za (f, f}) i (f', f)') kaZemo da su

e ip-ekvivalentni, u oxnaci (f, f}) ~u, (f', '), ako postoji A € A,
A > f(uo), f'(10) i m € N tako da je za svakin' >n

FroPruo)x = Jho Pt (uo)rs

odnosno da sljedect dijagram komutira

X\
/ \
X (o) X§/(u0) ;
Yoo

e r-ekvivalentni, u oznaci (f, f) ~. (f's 1), ako je (f, f}}) ~w (', fT')
za svaki i € M takav da je |p'| < k.

Sljedete dvije tvrdnje se bez dokaza mogu pronaéi u [32] i [33], a mi éemo ih

ovdje i dokazati zbog boljeg razumijevanja u nastavku.
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Lema 3.8 Relacije pg-ekvivalentnosti i k-ekvivalentnosti na skupovima inv-
C(X,Y) iinv*-C(X,Y) su relacije ekvivalencije, za svaki g € M i za svaki

kardinalni broj k.

Dokaz. Neka su g € M i kardinalni broj x proizvoljni. Direktno iz Defini-
cije oc¢ito je da je po-ekvivalentnost refleksivna i simetri¢na relacija na
inv-C(X,Y) ina inv*-C(X,Y), a onda, opet po istoj definiciji, je o¢ito i
na svakom od tih skupova k-ekvivalentnost takoder refleksivna i simetri¢na
relacija. Preostaje pokazati tranzitivnost svake od cCetiriju relacija i time
je dokaz gotov. Prvo, neka su (f, f.), (f', f,), (f", f) € inv-C(X,Y) takvi
da je (f, fu) ~uo (f5 f1) 1 (f'5 1) ~ue (f75 f})- Dakle, postoje A, A2 € A,
A2 f(po), ['(ko), A2 = f'(10), [ (110) takvi da je fupruoins = froPs uoyn 1
JhoPr'o)he = froPs(uo)re- Sada, po usmjerenosti skupa A odaberlmo A€EA
takav da je A, Ao < A i uocimo, koriste¢i prethodne ¢injenice i svojstvo (b)

iz Definicije da vrijede sljedece jednakosti

JuoP (o = JuoP (o) Paix
= [hoPF (o) M PAA
= JrioP s (o)A
= fLOPfI(MO)AZPAQA
= [hoP " (o) A2 PAs
//L,opf”(#O)A’
dakle (f, f.) ~u, (f", f}), odnosno pg-ekvivalentnost je tranzitivna relacija
na inv-C(X,Y). Sada, neka su (f, f), (f', f;"), (f", ") € inv*-C(X,Y)
takvi da e (F, £1) ~ (5 F7) 5 (FLf2) ~po (7, f27). Stoga postoje
A, A € A A > f(o), f/( 0), A2 > f'(po), f"(po) 1 n1,ne € N tako da
za sve n' > my Vrljedl I "D f (o) f%’pf/(#o),\l, a za sve n" > ng vri-
jedi fu0 Df(uo)ra = fuO pfu (o)r2- Opet, po usmjerenosti skupa A odaberimo
A € A takav da je A\, Ag < A, potom odaberimo n € N takav da je n > nq, na,

i uo¢imo, koriste¢i analogiju iz prvog dijela dokaza, da za svaki n’ > n vrijedi
fuopf (ko)A fuo Do) rs
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tj. (f, 1) ~u (f"f") pa je po-ekvivalentnost tranzitivna relacija i na
skupu inv*-C(X,Y). Tranzitivnost relacija k-ekvivalentnosti na skupovima
inv-C(X,Y) iinv*-C(X,Y) slijedi iz definicije i prethodno pokazane tranz-

itivnosti pg-ekvivalentnosti na svakom od spomenutih skupova. =

Lema 3.9 Neka su dani (f, f.), (f', f,) € mv-C(X,Y), (f, f}), (f', f') €
inv*-C(X,Y), po, g € M i kardinalni brojevi k, k' takvi da je po < g i

k < K.
(i) Ako je (£, £,) ~p, (' £2) onda je (£ £,) ~pa (F's £1)-
(ii) Ako je (f, f,) ~w (f £2) onda je (f, f,) ~n (f', £1).
(iii) Ako je (f. [2) ~u (f's £27) onda je (f. f2) ~p (f £20).
(iv) Ako je (f, f2) ~w (f', f7) onda je (f, ) ~x (', 7).
Dokaz.

(i) Neka je (f, fu) ~u (', f2). Tada postoji X € A, X' > f(uh), /(1)
takav da je fpsqu)n = fluPrun- Nadalje, po Definiciji [3.3) za od-
abir (f, fu) 1 po < pgy postoji A1 € A, Ay > f(uo), f(pg) takav da je
JuoPfuoynm = Quopy [y Pr(up)ra - Analogno, za (f', f1) 1 po < g postoji
Ay € Ay Ay = f'(po), f' (1) takav da je floppruoine = Quopy Sy Pr i) re-
Sada, po usmjerenosti skupa A odaberimo A > M, \;, A\y. Koristeéi

prethodne ¢injenice i svojstvo (b) iz Definicije imamo da vrijede

sljedece jednakosti

JuoPruo)r = JuoPf(uo) M Prix
= Quory Sy P () MaPAuN
= Qyuop Jup P () PA>
= GQuou J 1y P () N DA A
= qﬂouﬁfégpf’(ué))\zp/\zk
= [P (10)2Pr2x

= oD f (o)
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dakle (f, fu) ~pu, (f', f}.)-
(ii) Trivijalno.

) Nekjo (157) g, (7). Tl postl X € &, > 1),/ 0
i ng € N tako da zvaki n > ng vrijedi f} DN = f IDF X - Za-
tim, po Definiciji za odabir (f, ) i po < pg postoje >\1 € A,
A1 > f(po), f(ip) ini € N tako da za svaki 7 > ny vrijedi fli prouoyn, =
quo%fz)pf(%),\l. Analogno, za (f', fi') 1 1o < iy postoje g € A, A
f'(1o), f'(pp) 1 m2 € N tako da za svaki n > ny vrijedi f'ppr (o), =

v

Qo fﬁpf/(%)h. Potom, po usmjerenosti skupa A odaberimo A >
0

N, A1, A2 1 odaberimo ng € N, ng > ng,ni,ne te koriste¢i prethodne

¢injenice, a sliéno kao u dokazu tvrdnje (i) ove leme, imamo da za svaki

n > ng vrijede sljedece jednakosti

FioPstuor = o DF(uo)mPrin
= quo%f%pf pb) M PAA
= Quop D b PF () N PN
qﬂONgf/L I P ()N PN
= quouﬁfuapf’(ué)/\zp&)\
0P f () A2PAaX

= fllzpf’(uo)*'
Stoga je (f, f11) ~uo (', £1)-
(iv) Trivijalno.

Sada, za proizvoljne (f, f.) € inv-C(X,Y), (f, f!) € inv*-C(X,Y), po €

M i kardinalni broj x definiramo skupove V(f 2 ,§f o/ “), VH(({ T ,f(f’fﬁ ) na
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sljedeci nacin:

VIR = {(f', 1) € inv-C(X,Y) : (', £1) ~po (£ £}
ff“- {(F', 1) € ino-C(X,Y) : (', f) ~n (f, Fu)}
v(”") = (1) € ino™C(X, ) (f S~ (£ D))
I = Ly € i C(XLY) s (£~ (FFD)Y

Napomena 3.10 Buduci da su jig-ekvivalentnost i k-ekvivalentnost relacije
ekvivalencije na inv-C(X,Y) i inv*-C(X,Y) (Lema[3.8) tada su prethodni
skupovi zapravo klase ekvivalencije od (f, f,.) odnosno od (f, f}}) s obzirom
na odgovarajuce relacije Stoga, primijetimo da (f, f.) € Vuff” Ve
(f, 1) € Vﬂ’fﬁ),\&(ﬁ , te da relacije (f', f),) € Vuff“ (f', fL) € V,@(f’f"), (f', i) €
V,g’f“), (f, fL”) € V(f f“ povlace redom jednakosti me Ju) V(f’f“), V(f Ju)
V,.;(f’f“), V,f{ Fit) V(f Ji) , Vi R/ V(ff ) , za svaki (f', f’) € mv-C(X,Y),
(f', 1) € inv*-C(X,Y).
Slijedi vazna tvrdnja.
Teorem 3.11 (i) Familije

VXY = V0 (f, £) € inv-C(X, YY), g € M}

ind

Vird = {VII 2 (£, 1,) € invC(X, Y), 1 € {lpo] - o € MY}
zadovoljavaju svojstva (B1) i (B2) (iz Definicije[2.11) na inv-C(X,Y).
(i1) Familije
ind

YY) {V(ff“ (L fE) € vt -C(X,Y), o € M}

Vcéigy : {Vv(ffH : (fa f;?) € inv*—C(X, Y)?"i S {‘MO‘ Do € M}}

zadovoljavaju svojstva (B1) i (B2) na inv*-C(X,Y).
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Napomena 3.12 Familije Vl(X ) chidy) Vo (XY) Vcéfg’y) koje se zapravo
pridruzuju paru inverznih sustava (X,Y) (u kategoriji C) éemo kratko oz-
nacavati Ving, Veard, Vipg 1 Vegras Tedom, onda kada je jasno iz konteksta o

kojemu paru inverznih sustava je rijec.

Dokaz.

(i) Nekaje (f, fu) € inv-C(X,Y). Uzmimo proizvoljni py € M. Znamo da

je (f, fu) € Vi (Fofu) V(f fu) ¢ Vind, stoga Ving zadovoljava (B1) na inv-

C(X,Y).

iz, ( f, fu) € ydn) § yide) ¢ V.arqa lako mozemo zakljuciti da i Veq,q
zadovoljava (B1) na inv-C(X,Y). Sada pokazimo da V;,q zadovoljava
(B2) na inv-C(X,Y). Neka su Vi, V5 € Vg takvida je Vi N Vy # 0 i
neka je (f, f,) € V1 N'V; proizvoljan element iz presjeka. Buduéi da su
V1, Va € Ving tada postoje (f', f,,), (f", f/]) € inv-C(X,Y) i g, pig € M
takvi da je V; = V (7" Fi) iV, = V(f” fﬁ) Po Napomeni |3.10| (f, f.) €
v = vy n vf" D povati V; = Vi v, = VR Sada
po usterenostl skupa M odaberimo py € M takav da je po > py, 1o -
Neka je V3 = V(f’f“). Uocimo da je (f, f,) € V5 te da je V3 € Vipg.
Potom, koristeé¢i tvrdnju (i) Leme imamo da je V3 C V; i V3 C V5,
stoga je (f, fu) € Vs C VinNVa. Dakle, Vina zadovoljava (B2) na inv-
C(X,Y). Preostaje jos pokazati da V.q.q takoder zadovoljava (B2) na
inv-C(X,7Y), a dokaz ¢e biti dosta slican kao za V;,4. Neka su Vp, V5 €
Veara takvida je ViNV, # O inekaje (f, f,) € ViNV; proizvoljan element
iz presjeka. Tada postoje (f', f}), (f", f) € inv-C(X,Y) i ug, ug € M
takvi da za k' = |pg|, k" = |ug| vrijedi V; = Vﬁ(,f,’f, Vo = V,J,w 5o,
Slicno kao i prije, Napomena [3.10[i (f, f,) € ViNnV, =V, (7" Ji) ﬂVH,],m 2
povlace V; = Vﬁ(,f’f”) iy = Vé,],c’f”). Sada, neka je V3 = V,.;(f’f“ gdje je
r = max{r', k"}. Uocimo da je k € {|uo| : o € M} pa je Vi € Vegra, a
jasno je i (f, f,) € V5. Po tvrdnji (ii) Leme imamo da je V3 C V)
iVs C Vo, pa (f,fu) € Vs CViNVsitime je dokaz ove prve tvrdnje

gotov.

Sli¢no, odabirom kardinalnog broja x takvog da je k = ||,

35



Poglavlje 3. Topologije na skupovima pro- i pro*- morfizama

(ii) Dokaz je potpuno analogan dokazu prve tvrdnje koriste¢i pritom takoder
Napomenu te pozivajuti se na tvrdnje (iii) i (iv) Leme 3.9

|

Koristeci prethodni teorem i Lemu mozemo topologizirati svaki od
skupova inv-C(X,Y) i inv*-C(X,Y) dvjema topologijama i to onima ko-
jima ¢e baze biti odgovaraju¢e familije iz prethodnog teorema, a jasno je
zbog proizvoljnosti odabira inverznih sustava X , Y u C na samom pocetku
poglavlja da su konstrukcije iz ovog poglavlja primjenjive na skupovima mor-
fizama izmedu bilo kojih fiksnih objekata u kategorijama inv-C i inv*-C, re-
dom, za svaku kategoriju C. Dakle, koriste¢i oznaku iz Leme [2.12], dobivamo

sljedece prostore:
o (inv-C(X,Y), T Vina))s
o (inU-C(X, Y), T(Vcard))7

o (inv*-C(X,Y), T(V: )i

ind

o (inv*-C(X,Y), T(V:.)),

card

i to za svaki par inverznih sustava (X, Y) u proizvoljnoj kategoriji C.

Slijedi nekoliko najbitnijih topologkih svojstava prethodno opisanih topologija.
Prvo ¢emo pokazati da su bazni elementi svih prethodno opisanih topologija
otvoreno-zatvoreni skupovi u odgovarajuc¢im prostorima, a onda nesto vise

re¢i i o meduodnosu samih topologija.

Propozicija 3.13 Neka su X ,'Y proizvolyni inverzni sustavi u proizvoljnoj

kategoriji C.

(i) Elementi familija Ving @ Veara pridruzenih paru (X,Y) su otvoreno-
zatvoreni skupovi u prostorima (inv-C(X,Y), 7 (Vina)) i
(inv-C(X,Y),T (Veara)), redom.

(i1) Elementi familija V},

“a & Vg pridruzenih paru (X,Y) su otvoreno-

zatvoreni skupovi u prostorima (inv*-C(X,Y), T (V: ) i

ind
(inv*-C(X,Y),T(V:,,), redom.

card
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Dokaz.

(i) Prvo neka je V' € Vg4 proizvoljan. Ocito je V otvoren skup u (inv-
C(X,Y), T (Vina)) (Lema [2.12)). Zatim, znamo da postoji (f,f,) €
inv-C(X,Y) ipy € M takav da je V = V,L(({’f“’). Buduéi da je po-
ekvivalentnost relacija ekvivalencije na inv-C(X,Y) (Lema [3.8) to su
skupovi V' i Vu(({,’f‘/‘) disjunktni, za svaki (f', f,) € inv-C(X,Y) takav
da (f, fu) »#u (f', f)). Stoga, imamo da je V' = inv-C(X, Y) \ U gdje
je

v U i,
(f" £l €inv-C(X,Y): (f,fu) o (L)
Buduéi da je U otvoren kao unija baznih elemenata (Lema tojeV
zatvoren skup u (inv-C(X,Y),7 (Ving)). Dakle, V' je otvoreno-zatvoren
skup u prostoru (inv-C(X,Y),7 (Vina)). Dokaz da su elementi familije
V.ara otvoreno-zatvoreni skupovi u prostoru (inv-C(X,Y), 7 Veara))
je potpuno analogan prvom dijelu dokaza, samo umjesto V;,q biramo
Veard, umjesto proizvoljnog indeksa pg € M biramo proizvoljni kardi-
nalni broj x € {|ug| : py € M} te koristimo ¢injenicu da je k-ekvivalentnost

(isto kao i po-ekvivalentnost) relacija ekvivalencije na inv-C(X,Y)

(Lema [3.8)).

(ii) Analogno dokazu tvrdnje (i) ove propozicije, koriste¢i odgovarajuce ¢in-

jenice iz Leme |3.8

Propozicija 3.14 Neka su X ,'Y proizvolyni tnverzni sustavi u proizvoljnoj
kategoriji C i neka su dani prostori (inv-C(X,Y), T Vina)) i (inv-C(X,Y), T Veard)),
te (inv*-C(X,Y),T(V:,) @ (inv*-C(X,Y), T (V%)) Vrijedi:

(1) T (Veara) 2 T (Ving) 0dnosno T (Veara) je finija od T (Ving);

(1)) T (Vi) 2T (Vi) odnosno T (VE..) je finija od T (V5,,)-

card 3 card ind

Dokaz.
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(i) Neka je (f, f.) € inv-C(X,Y) ineka je V € V;,,q takav da je (f, f.) €
V. Tada postoji (f', f,) € inv-C(X,Y) ipuy € M takav da je V =
V,l(({/’fﬁ). Po Napomeni oCito je V = Vu(of’f“). Neka je kardi-
nalni broj s jednak |ug|. Definirajmo V' = vV Jasno je da je
(f, fu) € V"1 V" € Veyra. Po Definiciji 3.7 ocito je da u nagem slucaju
r-ekvivalentnost povlaci pg-ekvivalentnost. Stoga, po definiciji skupova
Vi V', trivijalno slijedi V' C V, a onda po Lemi imamo da je
T (Veard) 2 T Vina)-

(ii) Potpuno analogno dokazu prve tvrdnje ove propozicije.

|

Ovo poglavlje zavrsit ¢cemo jednostavnim primjerima koji pokazuju da
prethodno definirane topologije na skupovima inv- i tnv*- morfizama opcen-
ito ne zadovoljavaju jake aksiome separacije, Stovise niti najslabiji od njih.
Primjer 3.15 Neka je C = Set, te neka su X = (X;,pir,A) i1 Y = (Y),)
inverzni sustavi u C, gdje je A = {1,2} wz prirodni uredaj nasljeden iz N,
X; ={0,1}, X5 = {0}, p12 : Xo — Xi je inkluzija i Y,, = {0,1} (formalno
smo za jednoclant indeksni skup od rudimentarnog sustava Y odabrali neki
konkretni skup {10} radi kasnijih oznaka). Neka su (f),(f"): X — Y zadani
tako da je f : X1 — Y, identiteta i f': X1 — Y, nul-konstanta. Trivijalno
je provjeriti da su (f), (f') € inv-C(X,Y) i (f) # (f'). Nadalje, iz o¢igledne
jednakosti

fpi2 = f,p12

slijedi da je (f) ~u, (f'). Takoder ocito je i (f) ~1 (f') za kardinalni broj
1. Stoga, po definiciji familija Ving © Veara pridruzenih paru (X,Y) i po
Napomeni slijedi da svaki element tih familija koji sadrzi (f) mora
sadrzavati i (f"), © obratno. Kako su te familije baze topologija T (Ving) i
T (Veara), redom, slijedi da (inv-C(X,Y), T (Vipa)) i (inv-C(X,Y), 7 Veara))

nisu Ty-prostori, tj. ne zadovoljavaju Ty-aksiom.
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Primjer 3.16 Neka je Y = (Y,,,) rudimentarni inverzni sustav u Set defini-
ran kao u prethodnom primjeru. Neka su (f"),(f™):Y — Y zadani tako
da je f':Y,, — Y,, nul-konstanta, f"* :Y,, — Y,, je identiteta, te su i f™ i
™ identitete na'Y,,, za svakin > 2. Ocito su (f"),(f™) € inv*-C(Y,Y) i
(") # (™). No, s druge strane jasno je da (f") ~y (f7), te (F7) ~r (™)
za kardinalni broj 1. Prema tome, potpuno analogno prethodnom primgjeru, a
pritom koristeti odgovarajuée ¢injenice za inv* -slucag, zakljuéujemo da (inv*-

C(Y,Y), T(V:,) i (inv*-C(Y,Y), T (V%) nisu To-prostori.

ind card

3.3 Kategorije pro-C i pro*-C

Kategorije inv-C i inv*-C nisu same po sebi klju¢ne ni posebno zanimljive
za nage kasnije potrebe, tj. za teoriju oblika i gruboga oblika, ve¢ ¢emo
morati prijeci na odredene kvocijentne kategorije tih kategorija s obzirom na
kongruencije koje ¢emo uskoro definirati. Sli¢no vrijedi i za topologije koje
smo uveli na skupovima morfizama u inv- i inv*- kategorijama u prethod-
nom poglavlju, za koje smo ¢ak pokazali da ne ispunjavaju ni najslabije ak-
siome separacije. No, te topologije koristit ¢emo za prirodno topologiziranje
skupova morfizama u netom spomenutim kvocijentnim kategorijama, i to vec

u sljedecem poglavlju.

Definicija 3.17 Neka su X ¢ Y inverzni sustavi u nekoj kategoriji C 1

neka su (f, f,).(f. 1)) € imv-C(X,Y), (f,f2), (/L f") € in*C(X.Y)
proizvoljni.

(i) Za (f, f.) i (f', f,) kazemo da su ekvivalentni, u oznaci (f,f.) ~
(f', f.), ako za svaki p € M postoji X € A, X > f(u), f'(1) takav da je

fubsox = Fupsors
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odnosno da sljedeci dijagram komutira

X
e N
Xfw Xpr(uy
. e
fu Il
Y,

(i) Za (f, f1) i (f', f) kazemo da su ekvivalentni, u oznaci (f, f]}) ~
(f's fi), ako za svaki p € M postoji A € A, A > f(u), f'(n) in € N

tako da je za svakin' >n

S prgor = f;n Dfr(u)rs

odnosno da sljedeci dijagram komutira

X
/ AN
Xi(p) Xy
N <
Yu

Propozicija 3.18 Klasa kojoj su elementi relacije ekvivalentnosti ~ iz (i)
Definicige po svim skupovima inv-C(X,Y), za sve parove inverznih sus-

tava (X,Y) u proizvoljnoj kategoriji C, je kongruencija na kategoriji inv-C.
Dokaz. Vidi [23]. =

Propozicija 3.19 Klasa kojoj su elementi relacije ekvivalentnosti ~ iz (ii)
Definicije po svim skupovima inv*-C(X,Y), za sve parove inverznih
sustava (X ,'Y) u proizvoljnoj kategoriji C, je kongruencija na kategoriji inv*-

C.

Dokaz. Direktno iz Lema 3.20 1 3.21. u [I7]. =
Po prethodnim propozicijama i Teoremu za proizvoljnu kategoriju C

dobivamo sljedece dvije kvocijentne kategorije:
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e pro-C :=inv-C/.,
o pro*-C :=inv*-C/..

Morfizme [(f, f,)] € pro-C(X,Y) i [(f.f2)] € pro~-C(X,Y), (koje temo
ponekad kratko zvati pro- i pro*- morfizmi, redom) za neke inverzne sustave

X, Y uC, éemo jos oznacavati sa f i f*, redom.

Napomena 3.20 Buduci da smo definirali vise relacija ekvivalencije na svakom
od skupova inv-C(X,Y) teinv*-C(X,Y) ovdje samo napominjemo da ¢e se
klasitna oznaka klase ekvivalencije od (f, f,.) te (f, f}) preko uglatih zagrada,

dakle [(f, fu)] odnosno [(f, )], uvijek koristiti samo s obzirom na relacije ~

iz Definicije [3.17

Propozicija 3.21 Neka je (X) rudimentarni inverzni sustav i 'Y proizvoljni

inverzni sustav u proizvoljnoj kategoriji C. Tada:

(i) za svake (f,.),(f,) € inv-C((X),Y) vrijedi (f.) ~ (f}) ako i samo ako
je, za svaki p € M, f, = f,;

(ii) za svake (f}}), (f') € inv*-C((X),Y) wvrijedi (f}) ~ (') ako i samo

ako je, za svaki € M, I = f', za gotovo svakin € N.

Dokaz. Oba slucaja proizlaze direktno iz Definicije [ ]
Primijetimo da po prethodnoj propoziciji svaki pro-morfizam izmedu rudi-
mentarnog inverznog sustava (X) i inverznog sustava Y ima jedinstvenog
predstavnika u inv-C((X), Y).

Nadalje, postoji funktor

J i pro-C — pro*-C (3.1)
definiran na sljedeci nacin:
e J(X)=X,VX € Ob(proC),

L4 i(f) = .f* = [(fvf;})]v gd.]e .]ef = [(f>fu)] € pro—C(X,Y), f;} = Juw
Yue M,n e N.
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Za morfizam f* = J(f) se jos kaze da je induciran morfizmom f. Vrijedi da
je funktor J vjeran (Propozicija 3.24 u [I7]), ali nije pun (Napomena 3.25 u
7).

Ovo poglavlje ¢emo zavrsiti s bitnim teoremom, poznatim pod nazivom

"Mardegsicev trik", koji ¢e nam u nekim kasnijim razmatranjima zatrebati.

Teorem 3.22 Za svaki X = (X, pav, A) € Ob(pro-C) postoji njemu izomor-
fan' Y = (Y, quw, M) u kategoriji pro-C takav da je M kofinitan i ureden te
card(M) < card(A). Stovise, svaki ¢lan i vezni morfizam od Y je ¢lan i

vezni morfizam od X .
Dokaz. Vidi Teorem 1.1.2 u [23]. =

Napomena 3.23 Analogna tvrdnja prethodnog teorema vrijedi i u pro*- slucaju,

direktnom primjenom funktora J i ¢injenice da funktori cuvaju izomorfizme.

3.4 Topologije na skupovima pro-i pro*-morfizama

Za svaki par inverznih sustava (X,Y) u nekoj kategoriji C promatramo

sljedece dvije kanonske surjekcije p i g¢:

o p:inv-C(X,Y) — pro-C(X,Y), p((f, fu)) = [(f, [,

o q:inv'-C(X,Y) — pro’-C(X, Y), q((f, ;1)) = [(f, £))],

dakle s obzirom na odgovarajuce relacije ekvivalentnosti ~ iz Definicije |3.17]
Primijetimo da zbog Napomene smatramo da su skupovi pro-C(X,Y),
pro*-C(X,Y) neprazni.

Prema Definiciji i koriste¢i prethodno konstruirane topologije na
skupovima inv- i inv*- morfizama dobivamo po dvije topologije na pro-
C(X,Y) i to:

(1) kvocijentnu topologiju s obzirom na p i 7(V,,,;) na inv-C(X,Y), koju

¢emo oznacavati sa 7j,g 1
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(2) kvocijentnu topologiju s obzirom na p i 7(V,, ;) na inv-C(X,Y), u

oznaci T.urd,
te po dvije topologije na pro*-C(X,Y):

(1) kvocijentnu topologiju s obzirom na ¢ i 7(V; ) na inv*-C(X,Y), koju

¢emo oznacavati sa 7.7, i

(2) kvocijentnu topologiju s obzirom na ¢ i 7(V._ ) na inv*-C(X,Y), u

3 *
oznaci 7% ..

U sljedecoj propoziciji ¢emo vidjeti kako mozemo, s obzirom na prirodu
konstrukcije kvocijentne topologije, lako opisati bazu prethodno dobivenih
topologija na pro-C(X,Y) ipro*-C(X,Y). Naime, bazne elemente ¢emo sm-
jeti zamisljati kao bazne elemente odgovarajucih topologija na inv-C(X,Y)
odnosno inv*-C(X,Y), samo u termima klasa odgovaraju¢ih relacija ekviva-
lentnosti ~ iz Definicije [3.17, Prvo uvedimo za proizvoljne f = [(f, f.)] €
pro-C(X,Y), f* = [(f, f})] € pro*-C(X,Y), po € M i kardinalni broj «

skupove Bf | Bf  BI" i Bf" na sljede¢i nagin:

Bl ={g=1(g,9.)] € pro-C(X, Y) : (9,9) ~uo (f, f)}
B! :={g=1[(9,9u)) € pro-C(X,Y): (g,9) ~x (f, fu)},
B, = {g" = (g9,90)] € pro™C(X, Y) : (9,9}) ~po (f: 1)}
BI' = {g" =[(g,90)] € pro"C(X.Y) : (9.9)) ~« (f, £}

Napomena 3.24 Dobra definiranost prethodnih skupova, odnosno meovis-
nost skupova o izboru predstavnika od f i g, odnosno f* i g*, slijedi di-
rektno iz ocite ¢injenice da ekvivalentnost implicira i po-ekvivalentnost © k-
ekvivalentnost na skupovima inv-C(X,Y) odnosno inv*-C(X,Y), i to za

svaki pg € M 1 kardinalni broj k.

Napomena 3.25 Slicno kao uw Napomeni navedimo da uvijek vrijedi
f € BY Bf if* e Bf BI te da relacije g € B , g € Bf, g* € B

no? po? Ho? Ho ?
. £ . : : _ pf — Bf B — Bf
g° € Bl povlace redom jednakosti B = B] ., B? = Bl, Bi = Bj,
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B9 = B, za svaki f,g € pro-C(X,Y), f*,g* € pro*-C(X,Y), o € M i

kardinalny broj k.
Propozicija 3.26 (i) Familije

5 = (B 1 € proC(X. V)€ 1)

ind

BXY) . _ {B,{ 1 f €proC(X,Y), k€ {|po| : o € M}}

card

su baze topologija Ting @ Tearg na pro-C(X,Y), redom.
(i1) Familije

Bid ™) = {Bl : f* € pro’-C(X, Y), o € M}

ind

B = (B £ € pro C(X, Y), € {Jpol : o € M}}

card

su baze topologija T.%, i 1., na pro*-C(X,Y), redom.

T a

(X,Y) (X,Y) *(X)Y) . 5#%(X,Y)
ind ) Bcard ) Bind Bcard

redom, i to onda kada je par (X,Y) jasan

Napomena 3.27 Familije B cemo krate oz-

*

nacavatt Bing, Beard, By © Blgra »

1z konteksta.

Dokaz.

(i) Pokazimo prvo da je B;,q baza topologije 7,4 na pro-C(X,Y). Po
Definiciji treba pokazati da je B;n,q C T;n4, te da se svaki otvoreni
skup U € 7,4 moze prikazati kao unija neke familije ¢lanova iz B;,4.
Neka je B € B;,q. Tada postoji f € pro-C(X,Y) i po € M takvi da je
B = Bf , te (f,f.) € inv-C(X,Y) takav da je f = [(f, f,)]. Uo¢imo
da je

p {(B) = V. (3.2)
Naime, p~!(B) C Vlf{’f“) slijedi iz ¢injenice da x € p~'(B) povladi x €
p‘l(Bl{O) pa postoji g = [(g, 9,)] € pro-C(X,Y) takav da je (g, 9,) ~p0
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(f. fu) 1= € p~({g}), stoga je z = (¢',g,) € inv-C(X,Y) gdje je
(9. 9,) ~ (9, 9y), a to po Napomeni znadi da je (9', g,,) ~puo (95 9p)s
pa iz (g, 9,) ~u (f, fu) 1 po tranzitivnosti p-ekvivalentnosti (Lema
slijedi da je (¢, g,,) ~puo (f; fu), dakle x € V,f({’f“). S druge strane,
p~U(B) 2 VY proizlazi iz toga sto z € VI povlaci z = (9,9.) €
inu-C(X, ) gdie e (9,9,) ~u (f, 1), & onda ofito za g = [(9, 9,)]
vrijedi z € p~'({g}) te g € B] = B, pajex € p'(B). Prema
tome, bududi da je V,EJ 1) o¢ito otvoren u T (V;,4), po Definiciji m
relacija povlaci B € 7,4, stoga je Bi,a C Tq- Sada neka je
odabran proizvoljni otvoreni skup U € 7,4 i proizvoljan pro-morfizam
f =1[(f, f.)] € U. Prema Definiciji [2.1§] slijedi da je p~*(U) otvoren u
T(V, ,). Stoga je

ind

pH(U) = [ JVa, (3.3)

acA
gdje je A neki indeksni skup, a V,, € V4, za svaki a € A. Neka je
(f', f) € p ' ({f}) proizvoljan. Nadalje, iz slijedi da postoji o/ €
A takav da je (f', f},) € Vo pa postoje (g,9,) € inv-C(X,Y), o € M
takvi da je V = V,fg’g“), dakle (f', f,) € V,fog’g”) = V,fgu’f*/‘)(posljednja
jednakost slijedi po Napomeni . Zatim, kako je ocito (f, fL) ~
(f.£,) onda je i (f', f2) ~u (f,f,), Pa je po prethodnom (f, f1) €
V) 1z proizvoljnosti od (£, 1) € p~({f }) slijedi p~* ({f }) V"),

a jasno je od prije da je

V;Eéf’fu) — VO/ g UVO‘ — p*l(U) (34)
a€A
Sada definirajmo B := B/{o' Ocito je f € B te B € B;,q. Zatim, kako
je p surjekcija tada 1) povlaci B = p(Vu(({ o/ “)). Stoga, iz 1) imamo
B CU.

Zbog proizvoljnosti od f mozemo, koriste¢i prethodnu konstrukciju, za
svaki f' € U pronat¢i B' € By,q takav da je f' € B'i B’ C U. Sada

U jasno mozemo prikazati kao uniju svih takvih B’ po svim f' € U.
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Zaklju¢ujemo da je B;,q baza topologije 7,4 na pro-C(X,Y). Dokaz
da je B.-q baza topologije 7..-q na pro-C(X,Y) slijedi na isti naéin,

koristeci odgovarajuce ¢injenice analogne onima iz prvog dijela dokaza.

(ii) Analogno tvrdnji (i) ove propozicije, koriste¢i odgovarajuée pomoéne

tvrdnje i surjekciju q.

3.4.1 Osnovna svojstva i medusoban odnos

Za pocetak proucavanja osnovnih svojstava topologija na skupovima pro-
i pro*- morfizama konstruiranih u prethodnom poglavlju slijedi propozicija

koja je analogon Propozicije u ¢nv- odnosno inv*- slucaju.

Propozicija 3.28 Neka su X ,'Y proizvolyni inverzni sustavi u proizvoljnoj

kategoriji C.

(i) Elementi familija Bing @ Beara pridruzenih paru (X,Y) su otvoreno-
zatvoreni skupovi u prostorima (pro-C(X,Y), Tinag) i
(pro-C(X,Y), Zeara), redom.

(ii) Elementi familija B, i B, pridruzenih paru (X,Y) su otvoreno-
zatvoreni skupovi u prostorima (pro*-C(X,Y),T},) i

(pro*-C(X,Y),7r,,), redom.

card
Dokaz.

(i) Neka je B € B,,q proizvoljan. Pokazimo da je B otvoreno-zatvoren skup
u prostoru (pro-C(X,Y), Ting). Buduéi da je B;,4 baza topologije 7;,q
(Propozicija [3.26)) to je B jasno otvoren u 7;,4. Nadalje, postoje f =
[(f, fu)] € pro-C(X,Y) i g € M takvi da je B = BJ , a primjenom
relacije (3.2)) o¢ito imamo

p_1<pTO—C(X, Y)\B) = inU—C(X, Y)\Vlfof’fu)
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pa buduéi da je inv-C(X, Y)\V,f({’f“) otvoren u (inv-C(X,Y), T(V,,4)

P - . o e
(jer je Vi otvoreno-zatvoren, Propozicija |3.13|) to je po definiciji
topologije 7;,4 onda i pro-C(X, Y)\ B otvoren, tj. B je zatvoren u (pro-
C(X,Y),7T;nq). Dokaz da su elementi familije B.,,q otvoreno-zatvoreni

u (pro-C(X,Y), Z.ara) moze se provesti na isti nac¢in.
(ii) Analogno dokazu tvrdnje (i) ove propozicije.

Iz prethodne propozicije i Propozicije [3.26] imamo sljedecu tvrdnju.

Korolar 3.29 Topologije Ting, Teara; 7,y @ 1.4 tmaju baze kojima su svi el-

ementi otvoreno-zatvoreni skupovi.

Propozicija 3.30 Neka su X ,'Y proizvolyni tnverzni sustavi u proizvoljnoj
kategoriji C. Prostori (pro-C(X,Y), Tina), (pro-C(X,Y), Teara), (pro*-C(X,Y),7,)
i (pro*-C(X,Y),7%,.,) suTi-prostori.

» “card

Dokaz. Neka je f = [(f, f,)] proizvoljna tocka prostora 2 := (pro-C(X,Y), Tina).
Odaberimo neki g = [(g,9,)] € Q\{f} (ako je moguce, u protivnome je {f }
trivijalno zatvoren u ). Po Propoziciji[3.18 to znaci da je (f, f.) = (g, ) $to

po definiciji odgovarajuce relacije ekvivalentnosti ~ (Deﬁnicija povlaci

da postoji pg € M takav da za svaki A € A, A > f(uo), g(po) vrijedi

JuoP#(uo)x 7 GuoPa(o)r-

No, to je drugim rije¢ima negacija relacije po-ekvivalentnosti na inv-C(X,Y)
(Definicija [3.7), tj. (f, fu) %u (9, 9,)- Sada o€ito imamo

g€ B, CO\{f}

iznamo da je Bgo element baze topologije B;,q od 7;,4. Stoga, iz proizvoljnosti
odabira g € Q\ {f } slijedi da je Q\ {f } otvoren, odnosno {f } je zatvoren u
Q, dakle (pro-C(X,Y), Zina) je Ti-prostor. Dokaz da je (pro-C(X,Y), Zeara)

Ti-prostor slijedi potpuno isto kao i za (pro-C(X,Y), Z;n4), samo za otvorenu
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okolinu oko g odaberemo BY, gdje je k = |po| (ocito (f, fu) »u, (g,9,) povlaci
(F+ £2) 10l (9,90))- Za (proC(X, ), T i (pro*-C(X, Y), To ) dokaz se
takoder provodi analogno pa ¢emo samo proc¢i najosnovnije korake. Naime,
krenemo od proizvoljnog f* = [(f, f)] € pro*-C(X,Y), ako je moguce od-
aberemo g = [(g,9;,)] € pro*-C(X, Y) \ {f"}, i uotimo da (f, f}}) < (9, 9;)
povlaci postojanje po € M takvog da za svaki A € A, A > f(uo), g(po) 1 za
svaki n € N postoji n’ € N,n’ > n takav da je

fﬁ;pf(uo)A 7 gsépg(uo)/\a
8to je upravo negacija pip-ekvivalentnosti na inv*-C(X, Y). Dakle (f, f}}) =,
(9,9:), a onda jasno i (f, f!) =« (9,9), za K = |po|- Stoga su Bﬂ; i BY
otvorene okoline oko g* u 7;*,, 7% .. redom, te sadrzane u pro*-C(X,Y) \
{f}, 1 time je dokaz gotov. ®

Slijedi nekoliko ¢injenica iz opce topologije i teorije dimenzija topoloskih

prostora koje ¢emo iskoristiti za 'nase’ topologije.

Definicija 3.31 Mala induktivna dimenzija nekog prostora X, u oznaci
ind X, se definira induktivno na sljede¢i nacin (vise o tome u [28]). Za
prostor X wvrijedi da je ind X = —1 ako © samo ako je X prazan. Nadalje,
ako je n menegativan cijeli broj tada ind X < n znaci da za svaku tocku
x € X 1 za svaku otvorenu okolinu G od x postoji otvorena okolina U od x
takva da je U C G iind Fr(U) < n — 1, gdje je Fr(U) rub od U (buduéi
da je skup U otvoren tada je Fr(U) razlika zatvaraca skupa U i samog skupa
U). Potom, definiramo ind X = n ako vrijedi da je ind X < n, ali ne vrijedi
da je ind X < n — 1, za neki nenegativan cijeli broj n. Naposljetku, ako ne
postoji nenegativan cijeli broj n takav da je ind X < n onda definiramo ind
X = 0.

Propozicija 3.32 Za prostor X wvrijedi sljedece: ind X = 0 ako i samo ako

je X meprazan i ima bazu koja se sastoji od otvoreno-zatvorenih skupova.

Dokaz. Dokaz Propozicije 4.1.1 u [28]. =
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Korolar 3.33 Neka su X ,Y proizvoljni inverzni sustavi u proizvolynoj kat-
egorifi C. Svaki od prostora (pro-C(X,Y), Tina), (pro-C(X,Y), Teara), (pro*-
C(X,Y), 7, i(pro*C(X,Y), Tk ) ima malu induktivnu dimenziju 0.

) “ind » “card

Dokaz. Tvrdnja u sva Cetiri slucaja slijedi direktnom primjenom Korolara

i Propozicije|3.32l =

Definicija 3.34 Za prostor X kaZemo da je potpuno nepovezan ako ne
sadrzi povezane skupove koji imaju vise od jedne tocke, tj. ako su mu sve

komponente povezanosti jednotockovni skupouvi.

Takoder (po napomenama nakon Propozicije 4.1.1 u [28]) vrijedi da je svaki

Ti-prostor X za kojeg je ind X = 0 potpuno nepovezan. Prema tome, iz
Propozicije i Korolara odmah proizlazi sljede¢i korolar.

Korolar 3.35 Neka su X 'Y proizvoljni inverzni sustavi u proizvoljnoj kate-
goriji C. Tada su (pro-C(X,Y), Tina), (pro-C(X,Y), Teara), (pro*-C(X,Y), Tr,)

» “ind

i (pro*-C(X,Y), T ) potpuno nepovezani prostori.

» “card

Definicija 3.36 Neka je A proizvoljni indeksni skup. Neka je skup D =

{0,1} opskrbljen diskretnom topologijom. Tada skup Deard(4) . — HD opskr-
acA
bljen produktnom topologijom nazivamo Cantorovom kockom dimenzije

card(A).

Propozicija 3.37 Neka je X Ti-prostor takav da je ind X = 0. Tada postoji
indeksni skup A takav da X moZemo smjestiti u Cantorovu kocku dimenzije

card(A).

Dokaz. Vidi Propozicija 4.1.3 u [2§]. =
Dakle, svaki od prostora (pro-C(X,Y), ZTina), (pro-C(X,Y), Teara), (pro*-
C(X,Y),7;,) i (pro*-C(X,Y),7},,) smijemo zamisljati kao potprostore

Cantorove kocke neke dimenzije. Nadalje, buduc¢i da se potpuna regularnost

cuva kod produkta i potprostora to imamo odmah jo§ jedan korolar.
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Korolar 3.38 Neka su X ,'Y proizvoljni inverzni sustavi u proizvoljnoj kate-
goriji C. Tada su (pro-C(X,Y), Tina), (pro-C(X,Y), Teara), (pro*-C(X,Y), T,

) “ind

i (pro*-C(X,Y), 7 ;) potpuno reqularni prostori.

» “ecard

Stoga, imamo bitno poboljsanje u smislu aksioma separacije u odnosu na
konstrukciju polaznih topologija na skupovima inv- i inv*- morfizama. Slijedi

jednostavan i lako dokaziv dovoljni uvjet za diskretnost nasih prostora.

Propozicija 3.39 Neka su X ,Y proizvolyni inverzni sustavi u proizvoljnoj
kategoriji C takvi da indeksni skup od Y ima maksimum. Tada su (pro-
C(X, Y), Ta), (pro-C(X, Y), Toura), (pro*C(X, Y), ) i (pro”C(X, Y). T )
diskretni prostori.

Dokaz. PokaZimo samo pro*- slucaj, a pro- slucaj slijedi analogno. Neka

je pro*-C(X,Y) neprazan i f* = [(f, f)] € pro*-C(X,Y) proizvoljan te

Lmaks € M maksimum od M. Promotrimo B;{maks 1 uotimo da je to otvoren

skup u T*

ind*

Nadalje, buduct da je Blf " zapravo {
* <g7g2) N;u"maks (f7 fZL’L)
a po pretpostavci vrijedi da je g < fhmaks, 2@ Svaki g € M, tada po tvrdnji

(i11) Leme imamo da za svaki g* = [(g,g%)] € Bf wrijedi (g, 97) ~u,
(f, 1), za svaki g € M, drugim rije¢ima (g, g,) ~ (f, f}), odnosno g* = f~.
Prema tome je Bl{;mks ={f"}, stoga je (pro*-C(X,Y),T},) diskretan pros-
tor. Nadalje, neka je opet pro*-C(X,Y) neprazan i f* = [(f, f})] € pro*-
C(X,Y) proizvoljan te pimaxs € M maksimum od M. Definirajmo k =
|\ftmaks|- Buduéi da je k € {|po| : o € M} to je BE otvoren w T, ,. Nadalje,
primijetimo da za svaki jig € M 2bog f10 < fimaks jasno mora vrijediti i |po| <
9" =(9.9)] € pro"C(X,Y): } "

(9,97) ~x (f, f11)
slitno kao i prije uz pomo¢ turdnje (iv) Leme 1 definicije k-ekvivalentnosti

zakljucujemo da je BY = {f*}, stoga je i (pro*-C(X,Y), Tz ) diskretan

» “card

|\tmaks|- Stoga, buduéi da je BI" = {

prostor i time je dokaz gotov. m

Sada ¢emo uz dodatnu pretpostavku da inverzni sustav u kodomeni, dakle

Y, ima kofinitan indeksni skup ($to bi moglo biti interesantno zbog Teorema

20

g =1[(g9,9;)] € pro*C(X,Y):
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3.22)) pokazati da su (pro-C(X,Y), Teara) 1 (pro*-C(X,Y), 7%, ,) metrizabilni
i to navodenjem eksplicitne metrike, stovise, ultrametrike. Ultrametrike koje
¢emo koristiti dio su radova [32] i [33].

Neka su X i Y inverzni sustavi u proizvoljnoj kategoriji C takvi da je indeksni
skup od Y, dakle skup M, kofinitan (jos se kaze i da je Y kofinitan inverzni

sustav). Definiramo funkcije

d:pro-C(X,Y) x pro-C(X,Y) — R, (3.5)
d(f = (£, f), 9 = (9.9.)]) = { inf {755 : (f, ff) ;:éig,gm, m € N} }
d* :pro*-C(X,Y) x pro*-C(X,Y) — R, (3.6)
=1 1) g = (9. g0)]) = { inf { L= : (f, ff) i’;:éigagﬁ), m € N} } |

Funkcije d i d* su dobro definirane, tj. neovisne o izboru predstavnika pro-
odnosno pro*- morfizama u inv-C odnosno inv*-C. Nadalje, vrijedi da su d i
d* potpune ultrametrike na pro-C(X,Y), pro*-C(X,7Y), redom (Teorem 1 u
[32] i Teorem 1 u [33]). Sa (pro-C(X,Y),d) i (pro*-C(X,Y),d*) oznac¢imo
odgovarajuée potpune (ultra)metricke prostore, koje ¢emo promatrati i kao
topoloske prostore, te sa K4(f,¢) i Kg(f*, &) ozna¢imo kugle oko f i f*

radijusa € > 0 u tim prostorima redom.

Napomena 3.40 Ako M dodatno ima maksimum onda za svakimg > | max(M)]
otito vrijedi da je (f,£,) ~mo (0:04) & (F1£:) ~ (9:90) i (i £2) ~omy
(9793) A (f7 f;}) ~ (gagZ) stoga j@ Kd(.f?,,%) = {f}; Kd*(f*>mLO) = {f*}7
te se onda lako pokaze da su (pro-C(X,Y),d) i (pro*-C(X,Y),d*) diskretni

prostort.

Propozicija 3.41 Neka su X ,'Y proizvolyni inverzni sustavi u proizvoljnoj
kategorigi C takvi da je Y kofinitan. Tada je (pro-C(X,Y),Zeura) = (pro-
C(X,Y),d)i(pro*C(X,Y), 7%, ) = (pro*C(X,Y),d").

» “card
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Dokaz. Pokazimo samo pro*- slucaj, dok pro- slucaj slijedi potpuno sli¢no.
Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da M nema maksimum jer su inace
oba prostora diskretna (Propozicijai Napomena. Odaberimo f* =
[(f, [i)] € pro*-C(X,Y) i neka je Ky-(f",¢),e > 0 proizvoljan bazni element
u (pro*-C(X, Y) d*) oko f*. Ocito postoji mgy € N takav da je mio < ¢ paje
freKa(f* ;o L) C Kg(f*,€). Neka je mj) € {|uo] : o € M} C N takav da
je mgy > myg (koji postoji jer M nema maksimum). Uoc¢imo da za Bfnto, koji

je jasno dobro definiran bazni element oko f* u 7.5,

vrijedi
1

/
0

Bl = Ku(f*, —) (3.7)
gdje posljednja jednakost ocito slijedi iz definicija tih skupova i Tvrdnje (iv)
Leme Stoga, zbog K4 (f*, m%)) C Kug(f", mLO), iz prethodnih relacija
imamo B:;é C Kg4+(f*, ¢), dakle topologija 7.%,, je finija od topologije gener-
irane metrikom d* (Lema[2.10). Uo¢imo da relacija (3.7)) vrijedi za svaki mg €
{lpol : o € M} C N | pa koristeé¢i analogiju s prvim dijelom dokaza i jos jed-
nostavnije slijedi obratna inkluzija tj. da je topologija generirana metrikom

d* finija od 7 _,. Stoga je (pro*-C(X,Y), 7. ,) = (pro*-C(X,Y),d*). m

card* » “card

Sada ¢emo prouciti meduodnos topologija Tipnq i Teara, te 7,1 7 q- Prvo

opcenita usporedba kao analogon Propozicije [3.14

Korolar 3.42 Neka su X ,'Y proizvoljni inverzni sustavi u proizvoljnoj kat-
egorifi C i neka su dani prostori (pro-C(X,Y), Tina) i (pro-C(X,Y), Teara),
te (pro*-C(X,Y), T}, i (pro*-C(X,Y), 7%, ,) Vrijedi:

(2) ,];ard 2 /];nd odnosno ,];ard j@ ﬁmja od an;

(ZZ) card md odnosno /];ard ]6 _ﬁTLZj(I od T;;

ind*

Dokaz. Oba slucaja su direktna posljedica odgovarajuc¢ih tvrdnji Propozicije

[3.14]i Propozicije 2.19] =
Slijedi jednostavan dovoljan uvjet kada su nase topologije u pro- odnosno

pro*- slucaju iste.
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Propozicija 3.43 Neka su X ,'Y proizvolyni inverzni sustavi u proizvoljnoj
kategoriji C. Ako je za svaki k € {|u|:p€ M} skup {/ € M : |i/| < K}
ogranicen odozgo u M tada je (pro-C(X,Y), Tina) = (pro-C(X,Y), Teara) ¢
(pro*-C(X,Y),T*,) = (pro*C(X,Y), 7% ).

y 4ind » “card

Dokaz. Dokazat c¢emo samo pro*- slucaj, pro- slucaj slijedi potpuno analogno.
Zbog tvrdnje (ii) Korolara [3.42) za pokazati da je (pro*-C(X,Y),7;,) =
(pro*-C(X,Y), 7., dovoljno je pokazati 7%, O 7 , odnosno da je 7.*,
finija od 7.}, ;. Odaberimo neki f* = [(f, f})] € pro*-C(X,Y) i neka je
B € B, proizvoljan i takav da je f* € B. Tada postoje g* € pro*-C(X,Y)
i k€ {|uo| : o € M} takvi da je B = BY". Napomena [3.25)i ¢injenica da je
f* € B = B9 povlace da je Bf = B9 tj. B = Bf . Sada neka je o € M
neka gornja granica skupa {y' € M : || < k} koja postoji po pretpostavci.
Definiramo B’ := BIJ:O € B: ;- Uoc¢imo prvo da je f* € B’ (Napomena .

Nadalje, lako je provjeriti da vrijedi
Bl C BI'. (3.8)

Naime, neka je h* = [(h, k)] € Bf proizvoljan. Dakle (h,h7) ~u, (f, f1).
Potom neka je odabran neki py € M takav da je |ui| < k. Kako je py <
o tada tvrdnja (iii) Leme povlaci (h, h};) ~u (f, fi). 1z proizvoljnosti
o € M takvog da je |pg| < k imamo da je (h, h;) ~, (f, f1), stoga je h™ €
B pa , tj. B’ C B uistinu vrijedi. Prema tome, iz svega prethodnog
imamo da je f* € B’ C B. Bududi da su B}, i B}, redom baze topologija

1,417, to po Lemi zakljucujemo 7.5, O 1.:

card in card*

Korolar 3.44 Neka su X ,Y proizvoljni inverzni sustavi u proizvoljnoj kat-
egorigi C takvi da je 'Y inverzni niz. Tada vrijedi:

(i) (pro-C(X,Y), Tina) = (pro-C(X,Y), Teara) = (pro-C(X,Y),d),

(ii) (pro*-C(X,Y), T, = (pro*-C(X,Y),7:.,) = (pro*-C(X,Y),d").

» “ind » “card

Dokaz. Buduci da je M = N uz standardni uredaj ocito je da je M kofinitan

te da je skup {m’ € M : |m/| < my} ograni¢en odozgo sa mg (ili bilo kojim

53



Poglavlje 3. Topologije na skupovima pro- i pro*- morfizama

ve¢im prirodnim brojem) u M, za svaki my € N. Stoga obje tvrdnje slijede
direktno iz Propozicija i |

Opcenito ne vrijedi da su nase pridruzene topologije na odgovarajucim
skupovima pro- te pro*- morfizama iste, odnosno Z;nq # Zearas Zig 7 Toira-
Prvo ¢emo pruziti protuprimjer kada inverzni sustav u kodomeni nije kofini-
tan, a u sljedecem odjeljku cemo pokazati da niti kofinitnost nije dovoljna za

jednakost.

Primjer 3.45 Neka je dana kategorija Set i neka su dani inverzni sustavi
X 1Y u toj kategorigi opisani na sljedeci nacin: X je rudimentarni inverzni
sustav kojem je jedini element skup prirodnih brojeva N, tj. X = (N), a
Y = (Yo, Gume» Z), gdje je Z. skup cijelih brojeva uz prirodni uredaj <, te

N, m <0
Ym: )
N m>1

Gmm+1 :Ym—i-l :NﬁYm:N,

Gmma1(y) = 2y, za svaki m <0,

gmm+1 - Ym+1 = Nm+1 - Ym = Nma
Qmerl(ylv o5 Yms merl) = (yh ---,ym); za svaki m > 1.

Jasno da je Y dobro definiran inverzni sustav (prirodno podrazumijevamo
da je Gmm tdentiteta, za svaki m € Z, te Gumm' = Qmms1Gmaims2---Qm/—1m’s 20
svaki m,m’ € Z, m < m'). Neka je sada dan niz funkcija s = (s, : N —
N). Lako se pokaze da tom nizu mozemo na sljedeti nacin pridruziti dobro
definirani inv- morfizam (f.,) : X — Y gdje je

fm ' N—=Y, =N, f.(z)=2""s(z), za svakim < 0 (3.9)

fm :N—=Y, =N" f.(x)=(s1(x),...,sm(z)), 2za svaki m > 1.

To pridruzivanje je takoder injektivno, a ako dodatno svakom takvom mor-

fizmu (fr) pridruzimo pro- morfizam f = [(fn)] : X — Y, po komentaru iza
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Propozicije sligedi da je © kompozicija tih pridruZivanja injektivna. Sada
promotrimo prostore (pro-Set(X,Y), Tina) @ (pro-Set(X,Y), Teara). Neka
je odabran neki niz funkcija s = (s, : N — N) i njemu pridruzen pro-
morfizam f = [(fm) : X — Y kao u (3.9). Uzmimo proizvoljnu otvorenu
okolinu U € T;,q oko f. Buduéi da je B;,q baza topologije T;,q to postoji
B € B4 takav da je f € B C U, a zbog B € B;,q postoji my € Z takav da
je B = B};O (B je dovoljno opisati samo pomotu my zbog Napomene .
Sa ko oznacimo apsolutnu vrijednost od mg. Sada neka je dan niz funkcija
s = (s}, : N = N) takav da je s, = s,, za svaki prirodni broj n' < kg, i
Sho 7 Snos 20 neking > ko. Neka je f' =[(f},)] : X — Y pridruzen s' kao u
. Primijetimo prvo da je f # f'. Nadalje, buduéi da je o¢ito fn, = Fono
to je (fm) ~mo (f1), stoga je f' € B C U. Dakle, pokazali smo da u svakoj
okolini oko f w prostoru (pro-Set(X,Y), Tinq) postoji tocka razlicita od f,
drugim rijecima (pro-Set(X,Y), Tina) nije diskretan prostor. Sada primije-
timo da za svakim € Z vrijedi |m| = Ro. Kako je oc¢ito relacija (fm) ~xo (9m)
ekvivalentna (fn) ~ (9m), 2za svake (fn), (gm) € tnv-Set(X,Y), tada za
svaki f € pro-Set(X,Y) vrijedi B}{O = {f}. Stoga, buduéi da je Beurq baza
topologije Togrq, @ BK{O pripada Begrq imamo da je {f} € Toura, 2a svaki f €
pro-Set(X,Y), pa je (pro-Set(X,Y), Teura) diskretan prostor. Dakle Tyq #
Teara. Vrijedii Ty # T

ar

g napro*-Set(X,Y) sto éemo lako pokazati poslije

shjedece tvrdnje.

Slijedi propozicija, koja ¢e nam viSe puta kasnije biti korisna, a povezuje

pro- i pro*- slucaj u smislu nasih topologizacija.

Propozicija 3.46 Neka su X 'Y proizvolyni tnverzni sustavi u proizvoljnoj
kategoriji C. Funktor J : pro-C —pro*-C inducira smjestenja sa zatvorenom
slikom prostora (pro-C(X,Y), Tina) u (pro*-C(X,Y),7},) i prostora (pro-
C(X, YY), Toupa) u (pr0"C(X, Y), T ).

» “card

Napomena 3.47 Pod pojmom smjestenja sa zatvorenom slikom pros-

tora X wu prostor Y smatramo injektivnu neprekidnu funkcija : X — Y
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koja uz restringiranu kodomenu na sliku ima neprekidni inverz te ¢ija je slika

zatvoren skup u'Y .

Dokaz. Dokazat ¢cemo samo drugi slucaj, a prvom slucaju je dokaz slican.
Dakle, po definiciji funktora J : pro-C —pro*-C (3.1)) trebamo pokazati da je

funkcija

J:(pro-C(X,Y), Zeara) — (pro*-C(X,Y), 7.4,

» “card

i =11 =57 =11, 1], gdje [,/ = fu zasvaki p € M in €N,

smjestenje sa zatvorenom slikom prostora (pro-C(X,Y), Zuma) u (pro*-C(X,Y) , 7.,
Budu¢i da je J vjeran funktor to je funkcija j injektivna. Sada, neka je
f = [(f.f.)] € pro-C(X,Y) proizvoljan i V proizvoljan otvoren skup u
kodomeni koji sadrzi j(f) = f*. Buduéi da je B, , baza topologije 7 ., to

card a
postoji B € B}, takav da je f* € B C V. Nadalje, zbog B € B, postoji
to € M takav da za kardinalni broj x = || vrijedi B = Bf" (Napomena
3.25). Definiramo B’ := Bf € Beyyq. Jasno je B’ otvoren skup u domeni oko

f. Uocimo sada da vrijedi sljedeca relacija
j(BI) ¢ B (3.10)

Naime h = [(h,h,)] € Bf maci (h,h,) ~n (f. f.), pa za (h,RB}2), (f, f}) €
inv*-C(X,Y) takve da je hj, = h,, fi = fizasvakipy € Min € N
jasno vrijedi (h,h,) ~. (f, f}) (za svaki ¢/ € M takav da [p/| < K od-
aberemo A po (h,h,) ~, (f,f.) te n bilo koji prirodni broj), stoga je
j(h) € Bf". Dakle iz relacije oc¢ito da je j(B') C V i time je
neprekidnost funkcije j pokazana. Promotrimo sada inverznu funkciju j ! :
J((pro-C(X,Y), Zeara)) — (pro-C(X,Y),7earq) funkcije j uz restringiranu
kodomenu na svoju sliku. Neka je odabran neki f* € j((pro-C(X,Y)) i
promotrimo proizvoljni otvoren skup U oko f = j~1(f*). Buduéi da je B.urq
baza topologije 7.q.q to postoji B € By, tj. postoji g € M takav da za
kardinalni broj x = || imamo da je B = BY te da vrijedi f € B= B C U.

Tada, sli¢no kao i kod relacije (3.10) mozemo provjeriti da je
I B NG ((pro-C(X, Y) , Tara))) € B, (3.11)
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(zbog jednostavnosti za reprezentante induciranih pro*- morfizama odaber-

emo one koji imaju konstantne nizove na svakoj koordinati p i iskoristimo za

svaku koordinatu p bilo koji ¢lan tog niza da opiSemo reprezentant odgovara-

juéeg pro- morfizma iz praslike). Neka je V := B Nj((pro-C(X,Y), Teara))-

Jasno je f* € V te V otvoren u relativnoj topologiji na j((pro-C(X,Y), Zcard))
kao potprostoru od (pro*-C(X,Y), 7. ,), a po relaciji imamoij (V) C
U. Stoga, je j~! neprekidna pa po svemu prethodnom imamo da je j sm-
jestenje. Sada, pokazimo da je j((pro-C(X,Y)) zatvoren ili ekvivalentno da
je K = pro*-C(X,Y) \ j((pro-C(X,Y)) otvoren u (pro*-C(X,Y), 7. .).
Ako je K prazan skup tada je trivijalno otvoren. Ako je K neprazan od-
aberimo neki f* = [(f, fi!)] € K. To znaci da postoji jip € M takav da za
svaki A > f(uo) € A i za svaki ng € N postoje ny,ny € N, ny,ny > no,
takvi da je filpruon # fi2Pfuo)r- Drugim rijecima, lako se vidi da za
tako odabran g € M i za svaki h* = [(h,h}})] € j((pro-C(X,Y)) vrijedi

(s 1) »#uo (hy hiy). Stoga, za k = |po| otito vrijedi
frevicKk. (3.12)

Nadalje, buduéi da je jasno VI™ € T

card?

relacije (3.12)) slijedi da je K otvoren u (pro*-C(X,Y),7%,,). =

to iz proizvoljnosti od f* € K te

Napomena 3.48 Primijetimo da je smjestenje j 1z prethodnog dokaza takoder
i zatvoreno preslikavanje tj. slika svakog zatvorenog skupa je zatvoreni skup
(opéenito je takvo i svako smjeStenje sa zatvorenom slikom). Naime, ako
odaberemo bilo koji zatvoren skup A u (pro-C(X,Y),7ura) tada je j(A)
zatvoren u j((pro-C(X,Y)) (jer je j uz restringiranu kodomenu na sliku
homeomorfizam), a kako je j((pro-C(X,Y)) zatvoren u cijelom prostoru

(pro*-C(X,Y), 7, ) tada je i j(A) takoder zatvoren u cijelom prostoru.

» “eard

Primjer 3.49 Neka su dani inverzni sustavi X 1 'Y wu kategoriji Set kao u
Primjeru[3.48, PokaZimo prvo da je (pro*-Set(X,Y), T}, ,) diskretan pros-
tor, na potpuno analogan nacin kao i za (pro-Set(X,Y), Teara). Naime,

buduéi da je relacija (fI') ~w, (gI) ocito ekvivalentna (f1:) ~ (g%), za
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svake (f1), (gr) € inv*-Set(X,Y), to za svaki f* € pro*-Set(X,Y) wvri-

jedi Bx{; = {f"}. Medutim, buduéi da je B, baza topologije T}, ., a Bx{;
pripada B}, to je {f*} € T}, , za svaki f* € pro*-Set(X,Y), pa je (pro*-

Set(X,Y), 1%, wistinu diskretan prostor. Nadalje, koristeti Propoziciju
znamo da (pro-Set(X,Y), Tina) mozemo smatrati (zatvorenim) potpros-
torom od (pro*-Set(X,Y), 7. ,). Stoga, buduéi da po Primjeru 2namo

da (pro-Set(X,Y), Tina) nije diskretan prostor to ni (pro*-Set(X,Y),7,)
ne moze biti diskretan. Dakle, T, # T , na pro*-Set(X,Y).

Na kraju ove podcjeline ukratko rezimirajmo najbitnije rezultate. Dakle
neka su Zjng i Teara te 7%, 1 17, Cetiri topologije pridruzene skupovima

pro- te pro*- morfizama izmedu proizvoljnih inverznih sustava X , Y u nekoj

kategoriji C. Vrijedi:

e sve Cetiri topologije imaju baze ¢iji su elementi otvoreno-zatvoreni skupovi;

e sva Cetiri prostora imaju malu induktivnu dimenziju 0 i potpuno su

nepovezani;

e sve Cetiri topologije smijemo zamisljati kao relativne topologije Can-
torove kocke;
. Zard 2 ana 7::”(1 2 Z;d;

e opcenito je Teard # Tind, Lo 7 Tinas

e ako M ima maksimum sve Cetiri topologije su diskretne;

e ako je Y kofinitan onda su Z¢y.q 1 7%, (ultra)metrizabilne;
e ako je Y inverzni niz onda je Zcora = Tind, 1oty = Zinas

o (pro-C(X,Y),Tina)i(pro-C(X,Y), Zeara) smijemo zamisljati kao zatvorene

potprostore od (pro*-C(X,Y),7*,) i (pro*-C(X,Y), 7

) “ind card)’ redom.
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3.4.2 Hom-bifunktor

U ovom poglavlju ¢emo opisati jedan vazan pojam teorije kategorija, a to
¢e biti pojam bifunktora Hom, te ¢emo njega koristiti za formalni pristup
rjeSavanju problema ’osjetljivosti’ nasih topologija na skupovima pro- i pro*-
morfizama u smislu mijenjanja inverznih sustava u domeni i kodomeni do na
izomorfizam. Slijedi nekoliko kratkih definicija i ¢injenica (vidi [1] i [21]) koje

¢e nam trebati.

Definicija 3.50 Neka je C =(O, M, id, o) proizvoljna kategorija. Dualna
kategorija kategorije C je kategorija

CP = (O, M, id, o),

gdje je CP(A, B) = C(B, A), za svaki par (A, B) objekata u C?, te g o f =
fog, za svaku trojku (A, B,C) objekata uw C? i svaki f € CP(A,B),g €
C?(B,C).

Lako se provjeri da C°? zadovoljava uvjete da bude kategorija. Uoc¢imo da
kategorija i njezina dualna kategorija imaju iste objekte, a i morfizme, samo

$to je smjer morfizama medu objektima suprotan.

Definicija 3.51 Neka suC =(0, M, id, o) iC'=(0', M’ id', o") dvije proizvoljne
kategorije. Produktnom kategorijom kategorija C i C', u oznaci C x C',
nazivamo kategoriju kojoj su objekti svi uredeni parovi (A, A’) takvi da je
A€ 0O, A € O, zatim morfizmi medu proizvoljnim objektima (A, A’) i
(B, B') su svi parovi (f, f') takvi da je f € C(A,B), f' € C'(A", B'), iden-
titeta na (A, A') je uredeni par (ida,id'y,), za svaki objekt (A, A’) u C x C',
a za svaku trojku ((A, A"), (B, B),(C,C")) objekata u C x C' kompozicija
proizvoljnih morfizama (f, f') : (A, A’) — (B, B') i(9,9') : (B,B") — (C,C")
je definirana kao morfizam (go f,g' o' f'): (A, A") — (C,C").

Jasno je da je C x C' uistinu kategorija. Nadalje, svaki funktor kojemu je
domena produktna kategorija jo§ ¢emo zvati i bifunktor. Slijedi definicija

bifunktora hom, a potom i bifunktora Hom spomenutog na pocetku ovog

odjeljka.
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Propozicija 3.52 Neka je C proizvoljna kategorija. Pravilo hom : C?xC —

Set koje svakom objektu (A, B) kategorije C°P? xC pridruZzuje skup hom(A, B) :=

C(A, B) te koje svakom morfizmu (f,g) : (A, B) — (A', B") kategorije C? xC

pridruzuje funkciju hom(f, g) : C(A, B) — C(A’, B') definiranu kao hom(f, g)(u)

gowuo f je dobro definirani bifunktor.

Dokaz. Vidi Poglavlje 2 u [21I]. =

Nadalje, ako u kategoriji C nad svakim skupom C(A, B) uspostavimo
strukturu objekta neke fiksirane konkretne kategorije D, a svaka funkcija
hom(f, g) ¢uva strukturu u toj konkretnoj kategoriji, tada se lako vidi da
hom prirodno odreduje dobro definiran bifunktor : C?xC — D, kojeg ¢emo

oznacavati oznakom Hom ili Homc p.

Propozicija 3.53 Neka je C proizvolyna kategorija.

(i) PridruZivanje koje svakom paru objekata (X,Y) u pro-C pridjeli pros-
tor (pro-C(X,Y), Tina) generira bifunktor Hom o op)-

(11) PridruZivanje koje svakom paru objekata (X,Y) upro*-C pridjeli pros-
tor (pro*-C(X,Y), 7 ,) generira bifunktor Hom ¢ Top)-

Dokaz. Pokazat ¢emo samo tvrdnju (ii), a tvrdnja (i) je analogna. Prema
definiciji opcenitog bifunktora Hom u tekstu prije ove propozicije, da bi
pokazali da je Homyrorc rop) : (pro*-C)* xpro*-C — Top uistinu bifunktor

dovoljno je pokazati da je funkcija

Homprowcrop)(f 75 97) : (pro™-C(X,Y), Ting) — (pro*-C(X",Y'), T;74),
(3.13)
Hom(pro*-C,Top)(f*> g*)(’U,*) = g* ou’ Of*

neprekidna, za svaku Getvorku inverznih sustava (X,Y, X’ Y’) u C te za
sve morfizme f*: X' — X, g*: Y — Y’ u pro*-C. Dakle, neka su inverzni
sustavi X, Y, X' = (X}, ph\\, N) 1 Y = (Y, q,,, M') te morfizmi f* =
[(f, fA)] 1 g = [(9,9,)] iz prethodne recenice proizvoljno odabrani. Funkciju
Hompro-crop)(f*, g°) iz (3.13) oznac¢imo kracom oznakom Hom(f",g*).
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Neka je u* = [(u,u};)] € pro*-C(X,Y) proizvoljan i neka je U proizvoljna

okolina oko

Hom(f*,g")(u") =g ou”of” (3.14)
= (g, g)] o [(w, wp)l o [(f, £3)]
= (g, g1 o [(fu, upy fiy)]

[(fug, gpugu Fitgeu)]
u (pro*-C(X',Y’"),7;,). Uvedimo oznake h = fug, Ry = gty faig(ey) 22
svaki 1 € M’, te neka je h* := [(h, h}})] = Hom(f", g*)(u*). Po Propoziciji
postoji py € M’ takav da je
Bz:{m:wwmemﬁcmﬁvy}gu (3.15)
(ks k)~ (i)

Sada neka je g = g(pp). Uocimo da je BY = {
" (F k) ~po (4, ug)

i

bazni element oko u* u (pro*-C(X,Y), 7, (Propozicija [3.26). Stoga, za

) “ind

pokazati neprekidnost funkcije Hom(f*, g*) dovoljno je pokazati da je
Hom(f*,g")(BL) C U. (3.16)

Neka je v* = [(v,v}})] € B proizvoljan. Bududi da je (v,v]) ~y, (u,u}) to
postoji Ag € A, Ao > u(po), v(1o) 1 no € N tako da za svaki n’ > ng vrijedi
UZop”(Ho)Ao = uzop“(ﬂo)Ao (3'17)
Neka je h' = fug te b)) = 9V Foa(uy)» 22 sVaki p € M’, te neka je ™ :=
[(R', h)]. Po koracima iz (3.14)) lako je vidjeti da je h™ = Hom(f", g*)(v*).
Sada pokazimo da je (B',h/}) ~, (h, 7). Po Definiciji 3.4 za odabir (f, f})
i u(po) < Ao postoje Nj € A’y N| > f(u(uo)), f(Xo) i n1 € N tako da za svaki
n' > ny vrijedi
Filuo)P(utuony, = Putnopo S3oP 000y (3.18)
Analogno, za (/. f3) i v(o) < Ao postoje N € A, Xy > [(v(jua)). J(No) i

no € N tako da za svaki n’ > no vrijedi
ff(uo)f?}(v(uo))xz = Po(po)ro ffop}(xo)xg- (3.19)
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Potom, po usmjerenosti skupa A’ odaberimo \j € A’ takav da Aj > A, AS.
Naposljetku odaberimo ny € N, ny > ng,ni,ny i uoc¢imo koristeéi (3.17)),
(3.18), (3.19) te svojstva veznih morfizama u inverznom sustavu X' da za

svaki n’ > ng vrijede sljedece jednakosti

m' 1 N n' /
Pt PNy = ity V() Folatun)) P (ola(up) N

/ ,,,L/

o n’vn / /

= Gy VoS v(10) P £ (w(110)) My Pry 2y
ol n' 1 /
= Gt Vo Po(o)ro Fro P (o) PALN,
_ . n n n' !
= Gt WnoPumo) o TP (o) 3 PAN,

_ . n', n n' 1 /
= G, WuoPulpo) o f)\opf()\o)/\’lp)\’l)\g

! n/

_n,n ’ /

= Juy Uao (o) Pf (u(o)) My PA X
_ . n n' ’

N g%ug%)f ulg(up)) P 1 (ulg(ah))) N

’

_gn!
= P Dt ua(u))

Stoga je (I',Rh}) ~u (h,h}), pa je K™ = Hom(f*, g*)(v*) € BZE) Iz
proizvoljnosti od v* imamo da je Hom(f", g*)(B:jO) - B/’Z, pa onda iz (3.15
jasno i (3.16) vrijedi i time je dokaz gotov. =

Koristet¢i prethodnu propoziciju i ¢injenicu da funktori ’¢uvaju’ izomor-

fizme imamo sljede¢i vazan korolar.

Korolar 3.54 Neka je C proizvoljna kategorija i neka su dani inverzni sus-
tavi X, X', YiY uC.

(1) Ako su redom X 1 X' te Y i Y’ izomorfni u pro-C tada su prostori
(pro-C(X,Y), Tina) i (pro-C(X',Y"), Ting) homeomorfni.

(i1) Ako su redom X 1 X' te Y 1 Y’ izomorfni u pro* -C tada su prostori
(pro*-C(X,Y),T},) i (pro*-C(X',Y"),T},) homeomorfni.

ind » “ind
Slijedi primjer koji pokazuje da prethodni korolar ne vrijedi za topologije

/]::ard i ,];*

ard*

Primjer 3.55 Neka je X = (X, [Pun+1), N) inverzni niz u kategoriji HcPol
(puna potkategorija kategorije H Pol kojoj su elementi kompaktni poliedri)
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gdje je X, = {x1,....,xn}, @ ppns1 @ Xnp1 — X, neprekidna funkcija zadana
80 Pans1(Tpe1) = o1 @ ppns1(x;) = m;, za svake i,n € N7 < n. Neka je
Y = (Y, [quel, M) kofinitni inverzni sustav izomorfan sa X u pro-HcPol
dobiven po eksplicitnoj konstrukciji iz dokaza "Mardesicevog trika" odnosno
Teorema (ukratko M je skup svih konacnih podskupova od N wuz bi-
narnu relaciju < definiranu kao p < p' < p C g/, zatim Y, = Xmaxp,
za svaki p € M, te quu = Pmaxpumaxy, 20 svake p < p' € M). Prema
Propoziciji (3.41 i ¢injenict da su X 1 Y kofinitni imamo da se prostori
(pro-C(X,X), Teara) i (pro-C(X,Y), Teara) mogu metrizirati ultrametrikom
d, a prostori (pro*-C(X,X), 7%, ) it (pro*-C(X,Y), 1

y *
s Leard o) ultrametrikom d*.

No, prema Primjeru 3 u [32] i Primjeru 1 u [33] imamo da prostori (pro-
C(X,X),Teara) @ (pro-C(X,Y),Teara) nisu homeomorfni, kao ni prostori
(pro*-C(X,X),7r.,) i (pro*-C(X,Y), T%,.)-

card card
Napomena 3.56 Primijetimo da prethodni primjer te Korolar(3.54) dokazuju
da topologije Ting @ Teara te 1.\, 1 1%, ne moraju biti iste niti onda kada pret-

postavimo da inverzni sustav u kodomeni ima kofinitan ($tovise prebrojivi)

indeksni skup, sto smo najavili pokazati v prethodnom odjeljku.

Zbog svih ovih navedenih ¢injenica topologije 7;,q4 1 7,7, ¢e nam kasnije u

direktnim primjenama biti vaznije nego Zeorq 1 7,5,
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Poglavlje 4
Topoloske grupe oblika

U prvoj podcjelini ovog poglavlja Inverzni limesi i ekspanzije dajemo pregled
kljuénih pojmova i ¢injenica u razumijevanju teorije (abstraktnog) oblika, s
kojom se, kao i njezinim specijalnim slucajem teorijom topoloskog oblika
(koju mozemo najkrate receno smatrati poopéenjem homotopske teorije),
upoznajemo u drugoj podcjelini Teorija oblika. Ove dvije podcjeline su veci-
nom pisane koristeéi [23], gdje se moze pronaéi i mnogo vise o spomenutim
temama. Naposljetku, u podcjelini Topoloske grupe oblika temo definirati
pojam grupe oblika, kao vazne algebarske invarijante oblika, te potom vidjeti
kako se ona moze osnaziti korisnom strukturom topoloske grupe, prirodnog
naziva topoloska grupa oblika, $to je uradeno nedavno u ¢lanku [26]. Pruzit
¢emo najbitnije ¢injenice o topologkoj grupi oblika koriste¢i upravo [26], kao
i neke dodatne rezultate koristeci [16], te Poglavlje

4.1 Inverzni limesi i ekspanzije

Definicija 4.1 Neka je C proizvoljna kategorija i X inverzni sustav u C.
Inverzni limes inverznog sustava X (u C) je morfizam p : (X) — X wu
pro-C sa sljedetim univerzalnim svojstvom: za svaki morfizam g : (V) — X
u pro-C postoji jedinstveni morfizam [(g)] : (Y) — (X) u pro-C takav da
vrijedi p o [(g)] = g
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Napomena 4.2 Odsada ¢emo, zbog jednostavnosti, kod oznake rudimenta-

rnih sustava izostavljati zagrade, tj. pisat é¢emo X umgesto (X).

Univerzalno svojstvo iz prethodne definicije mozemo preko komutitativnog

dijagrama zapisati na sljede¢i nacin:

Ell
y ~9 x
\g lp .

X

Primijetimo da svaki morfizam [(g)] : ¥ — X u pro-C mozemo zamisljati kao
morfizam ¢g : Y — X u C, a i obratno (kategorija C i puna potkategorija
kategorije pro-C restringirana na rudimentarne sustave su ocito prirodno
izomorfne). Nadalje, vrijedi da je inverzni limes jedinstven do na izomor-
fizam, preciznije akosu p: X — X i p': X’ — X inverzni limesi inverznog
sustava X onda postoji jedinstveni izomorfizam g : X’ — X u C (dobiven
po univerzalnom svojstvu inverznog limesa p) takav da vrijedi po[(g)] = p'.
Ponekad ¢emo kod inverznog limesa p : X — X isticati samo objekt X te
¢emo njega (zbog jedinstvenosti do na izomorfizam) zvati inverznim limesom
od X i pisati X =limX.

Ako svaki inverzni sustav u C ima limes kazemo da kategorija dopusta limese.

Neke od kategorija koje dopustaju limese, a za nas su bitne, su kategorije Set,
Grp, Ab i Top.

Napomena 4.3 U kategoriji C koja dopusta limese inverzni limes moZemo
promatrati kao funktor lim : pro-C — C &ije djelovanje na objektima je
jasno (samo zbog vise moguénosti do na izomorfizam fiksiramo neko), dok za
proizvolyni morfizam f : X — Y definiramo limf := f gdje je f : limX —
imY jedinstveni morfizam u C takav da je f op = go[(f)], a p: limX — X

0 q:1imY — Y su inverzni limesi od X 1Y, redom.
Slijede neki vazni primjeri.

Primjer 4.4 Neka je X rudimentarni sustav (X) wu proizvoljnoj kategoriji
C. Tada je [(1x)] : X — X inverzni limes od X.
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Primjer 4.5 Neka je (Y, : a € A) familija skupova, a X = HYa. Oz-

acA
nacimo sa A skup svih konacnih podskupova od A wureden inkluzijom. Po-

tom, za svaki A € A neka je X, = HYa, te pn : X — X, projekcija.
aEX
Takoder, za svaki X < X € A neka je pyy : Xy — X, projekcija. Tada je

[(pa)] + X — (X, pan, A) inverzni limes od (X, panv, A). Analogna tvrdnja
vrijedi ako je (Y, : o € A) familija topoloskih prostora ili grupa, a inverzni

limes promatran u Top odnosno Grp.

Primjer 4.6 Neka je (X1, z1) = (S', s0) (punktirana 1-sfera odnosno kruznica),

te (X, x,) punktirani prostori definirani induktivno kao

(Xony zn) = (Xn-1, £En—l)\/(sla 50);

za svaki prirodni broj n > 2 (klinovi od n punktiranih kruznica). Neka je
DPrnt1 © Xni1 — X, definirana restrikcijama na sljedeti nacin: ppni1|x, =
1x,: Pant1lxni\x, = consty, , za svaki n € N. Tada je inverzni limes od

(X, Pans1, N) w Top homeomorfan prostoru

HzU{(m,g)EW:<x—%>2+y2=%}gR2. (4.1)

neN

Prostor H je poznat u literaturi pod nazivom Havajska nausnica.

Prije nego uvedemo pojam ekspanzije slijedi pregled bitnih ¢injenica za in-
verzne limese u kategoriji Top. Za svaki inverzni sustav X = (X, pax, A) u
Top (aiu Grp) poznato je da njegov inverzni limes X u Top (Grp) mozemo
promatrati kao sljedeéi potprostor (podgrupu) od [] Xj:
AEA
X = {x € [1X) :pawv(zy) =a), AN, AN € A} , (4.2)
AEA

gdje =, oznacava A\-koordinatu od z. Iz ovoga direktno mozemo vidjeti da
je inverzni limes inverznog sustava potpuno regularnih topologkih prostora
takoder potpuno regularan (analogno vrijedi i za bilo koji slabiji aksiom sep-
aracije) te da je inverzni limes inverznog niza metrizabilnih prostora metriz-

abilan (metrizabilnost se ¢uva na prebrojivom produktu i potprostoru), sto
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inace ne vrijedi za proizvoljan inverzni sustav metrizabilnih prostora (Primjer

i ¢injenica da se metrizabilnost ne ¢uva na proizvoljnom produktu).

Teorem 4.7 Neka je (Xy,pav,A) inverzni sustav v Cpt takav da su X,
neprazni prostori, za svaki X € A. Tada je X = @(XA,pAA/,A) neprazan

kompaktan Hausdorffov prostor.

Dokaz. Vidi Teorem [.5.3.u [23]. m
Jedna od direktnih posljedica ovog teorema je da i kategorija Cpt dopusta
limese te da je inverzni limes inverznog niza nepraznih kompaktnih metrickih

prostora takoder neprazni kompaktni metricki prostor.

Teorem 4.8 Inverzni limes inverznog niza kontinuuma je kontinuum.
Dokaz. Vidi Teorem 2.4. u [25]. m

Napomena 4.9 Kontinuum je neprazni kompaktni povezani metricki prostor.

Teorem 4.10 Svaki kompaktni Hausdorffov prostor X je inverzni limes nekog
inverznog sustava kompaktnih poliedara. Ako je dodatno X metricki prostor

onda je inverzni limes nekog inverznog niza kompaktnih poliedara.

Dokaz. Vidi Teorem .5.7. 1 Korolar 1.5.4 u [23]. =

Sada ¢emo se upoznati sa pojmom ekspanzije opcenito.

Definicija 4.11 Neka je C proizvoljna kategorija i D njezina potkategorija.
Za X € Ob(C), D-ekspanzijom od X nazivamo morfizam p : X — X u
pro-C, gdje je X inverzni sustav u D, tako da vrijedi sljedece univerzalno
svojstvo: za svaki inverzni sustav'Y u D i za svaki morfizam h : X —'Y
u pro-C, postoji jedinstveni morfizam f : X — Y w pro-D takav da je
h=fop.
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U nekim situacijama ¢emo samo X nazivati D-ekspanzijom od X. Preko ko-
mutitativnog dijagrama zahtjev univerzalnog svojstva iz prethodne definicije

mozemo zapisati kao

X
x/h lp.
Y «—- X

3y
Napomena 4.12 Ako postoji D-ekspanzija p: X — X od X takva da je X

wnverznt niz onda kazemo da X dopusta nizovnu D-ekspanziju.

Akosup: X — X, p: X — X' dvije D-ekspanzije od X tada postoji
jedinstveni izomorfizam % : X — X' u pro-D (dobiven po univerzalnom
svojstvu D-ekspanzije p) takav da je 1o p = p’. Izomorfizam ¢ jo§ nazivamo
kanonskim izomorfizmom, a za p = p’ lako se vidi da je ¢ = 1x. Nadalje,
ako je p : X — X neka D-ekspanzija objekta X, a 42 : X — X' proizvoljni
izomorfizam u pro-D, onda je 10 p : X — X' takoder D-ekspanzija od X.

Primjer 4.13 Neka je X € Ob(D), gdje je D puna potkategorija od C. Tada
je pro-morfizam [(1x)] : X — X D-ekspanzija od X.

Primjer 4.14 Neka je 7})% puna potkategorija od Top kojoj su objekti svi
potpuno reqularni prostori. Uocimo da je Cpt puna potkategorija od T 1. Sa
BX € Ob(Cpt) oznacimo Stone-Cehovu kompaktifikaciju potpuno reqularnog
prostora X (vidi Poglavlje 38 u [2])]). Buduéi da svaka neprekidna funkcija h :
X—-Y, Xe Ob(’]})%), Y € Ob(Cpt), ima jedinstveno neprekidno prosirenje
na X D X (Teorem 38.4. u [2])]), tada se lako pokaZe da je Cpt-ekspanzija
od X jednaka morfizmu [(p)] : X — X wu pro—’]’%, gdje jep : X — pBX

inkluzija.

Kazemo da je potkategorija D kategorije C gusta (ili pro-reflektivna) u C
ako za svaki objekt X u C postoji njegova D-ekspanzija. Uocimo da je po
prethodnom primjeru Cpt gusta u 7 1.

Neformalno, D-ekspanziju objekta kategorije C mozemo zamisljati kao

"aproksimaciju" tog objekta inverznim sustavom u potkategoriji D, za cije
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objekte obi¢no podrazumijevamo da imaju neka lijepa svojstva. Za nas ¢e na-
jvazniji slucaj biti kada je C homotopska kategorija, a "lijepa" potkategorija
koju ¢emo koristiti za aproksimaciju ¢e biti homotopska kategorija poliedara,
tako da ¢emo se sada pozabaviti najvaznijim ¢injenicama koje se ticu takoz-
vane poliedarske ekspanzije, njezine egzistencije i eksplicitne konstrukcije u

specijalnim slu¢ajevima. Za pocetak definirajmo (poliedarsku) rezolventu.

Definicija 4.15 Rezolventom topoloskog prostora X nazivamo morfizam
p=1[py)] : X = X = (Xo,pav,A) u pro-Top koji udovoljuje sljedetim

svojstvima:

(R1) Neka je P € ANR, V otvoreni pokriva¢ od P i h : X — P neprekidna
funkcija. Tada postoji A € A i neprekidna funkcija f : X\ — P takva
da su h i f opy V-bliske.

(R2) Neka je P € ANR iV otvoreni pokriva¢ od P. Tada postoji otvoreni
pokrivac V' od P sa sljedetim svojstvom: za svaki X € A i za svake
dvije neprekidne funkcije f,f' : Xy — P takve da su f opy i [ opy
V'-bliske postoji X' > X takav da su fopyy i f' o pyv V-bliske.

Ako je dodatno X, poliedar, za svaki X\ € A, onda p : X — X nazivamo

poliedarskom rezolventom prostora X.

Napomena 4.16 Ako su X i Y prostori, a U pokriva¢ od Y, onda za
neprekidne funkcije f,g: X — Y kaZemo da sulU-bliske ako za svaki vz € X
postoji U € U takav da je f(x),g(z) € U.

Teorem 4.17 Neka je p : X — X morfizam u pro-Cpt. Tada je p rezol-

venta od X ako i samo ako je p inverzni limes od X .
Dokaz. Vidi Teorem 7.6.1. u 23]. =

Teorem 4.18 Svaki topoloski prostor X dopusta svoju poliedarsku rezolventu
p: X —X.
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Dokaz. Vidi Teorem 7.6.7. u [23]. =
Lako se vidi da homotopski funktor H : T'op — HTop prirodno inducira
funktor H : pro-Top — pro-HTop na sljedet¢i nacin:

H(X = (Xx, pav, N)) = (H(X)), H(pax), A) = (X, [pan], A),

H(f = [(f, f)]) = [(F, H()] = [ [Fu)]-

Analogno, funktori Hy i Hyy induciraju redom funktore Hy : pro-Topy — pro-
HTopy i Hyg : pro-T'opgg — pro-HTopy. Sljedeci vrlo bitni teorem povezuje

poliedarsku rezolventu i H Pol-ekspanziju (poliedarsku eskpanziju).

Teorem 4.19 Ako je p : X — X poliedarska rezolventa prostora X, onda
je H(p) : X — H(X) HPol-ekspanzija od X .

Dokaz. Vidi Teorem 7.6.2. u 23]. =
Korolar 4.20 Kategorija H Pol je gusta uw HT op.

Dokaz. Direktno iz Teorema i419 =

Napomena 4.21 Takoder vrijedi © da su kategorije H Poly 1 H Polyy guste u
HTopy i@ HTopoy, redom. Naime, postoje pojmovi (poliedarske) rezolvente
(bi)punktiranog prostora, analogni Definiciji te odgovarajuce verzije

Teorema i u oba slucaja (vise o tome u poglavljima 1.6.4. i 1.6.5.
u [23)] te poglaviju 2 w [18]).

Navodimo sljedecu tvrdnju jer ¢e nam ista kasnije biti potrebna.

Teorem 4.22 Neka je p: X — (X, pax, A) poliedarska rezolventa prostora
X, te xg,x1 € X. Tada vrigede sljedece tvrdnje:

(i) ako jexy = pxr(xo), za svaki X € A, ondajep: (X, x9) — (X, z)), P, A)
poliedarska rezolventa punktiranog prostora (X, xo), a Hy(p) je HPoly-

ekspanzija od (X, xo);
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(i1) ako jexx = px(xo), =) = pa(z1), za svaki A € A, ondajep: (X, xo,21) —
(X, zx, 23), pan, A) poliedarska rezolventa bipunktiranog prostora (X, xo, x1),

a Hoo(p) je HPoly-ekspanzija od (X, xg,x1).

Dokaz. Dokazi obje tvrdnje slijede direktno iz Leme 2.3. u [I8] te Napomene
421l m
Ovaj odjeljak zavrsavamo s jos dvije korisne tvrdnje, koje vrijede i u punk-

tiranom i bipunktiranom sluc¢aju.

Teorem 4.23 Neka je X inverzni sustav kompaktnih poliedara i p: X — X
njegov inverzni limes. Tada je H(p): X — H(X) H Pol-ekspanzija od X .

Dokaz. Slijedi direktno iz Teorema id.19 m

Teorem 4.24 Neka je X kompaktni Hausdorffov prostor. Tada postoji H Pol-
ekspanzija p : X — X od X takva da je X wnverzni sustav kompaktnih
poliedara. Stovise, ako je X dodatno metricki onda postoji H Pol-ekspanzija
p: X — X od X takva da je X inverzni niz kompaktnih poliedara, dakle X

dopusta nizovnu H Pol-ekspanziju.
Dokaz. Slijedi direktno iz Teorema id23 m

Napomena 4.25 Ako sa HcPol oznacimo punu potkategoriju kategorije H Pol
restringiranu na kompaktne poliedre tada su H Pol-eskpanzije iz prethodnog

teorema takoder v HcPol-ekspanzije, a kategorija HcPol je gusta w HCpt.

4.2 'Teorija oblika

Definicija 4.26 Neka je C proizvoljna kategorija, a D C C gusta i puna
potkategorija. Neka sup: X — X, p' : X — X' D-eskpanzije od X € Ob(C)
iq:Y —Y,q:Y — Y D-eskpanzije od Y € Ob(C). Za morfizme

f: X —=Yif : X" =Y kazemo da su pro-D ekvivalentni, u oznaci
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f ~ f', ako sljedeéi dijagram komutira u pro-D

X 4 x'
i Lf (4.3)
Y L Y

gdjesui: X — X', 5 :Y — Y kanonski izomorfizmi medu D-ekspanzijama

1stog objekta.

Napomena 4.27 Relacija ~ pro-D ekvivalencije je relacija ekvivalencije
na klasi svih morfizama u pro-D izmedu inverznih sustava u D koji su D-

ekspanzije objekata u C, a klasu ekvivalencije morfizma f oznacavamo oz-

nakom (f).

Napomena 4.28 Relacija ~ je dobro uskladena s kompozicijom u smislu da
ako sujosr:Z — Z,r : Z — Z' D-eskpanzije od Z € Ob(C), ag:Y — Z
ig Y — Z' morfizmi takvi da je g ~ ¢’ onda je i gof ~ g o f’.

Napomena 4.29 Uz pretpostavke prethodne definicije vrijedi da za svaki
morfizam f : X — Y postoji jedinstveni f' : X' — Y’ takav da je f ~ f'.
Takoder, ako su f1,f,: X — Y takvi da je f{ ~ f, onda je f1 = f5.

Neka je dan par (C, D), gdje je D puna i gusta potkategorija od C. Defini-
ramo kategoriju (abstraktnog) oblika (pridruzenu paru (C, D)), u oznaci

Sh(cpy, na sljede¢i nacin:
e objekti su svi objekti u C,

e morfizmi F': X — Y su klase pro-D ekvivalencije (f) morfizama f :
X —Y,gdjesup: X — X, q:Y — Y neke D-ekspanzije od X iV,

redom,

e kompozicija morfizama F' = (f) : X - Y iG =(g) : Y — Z je
definirana kao G o F' := (gf) (zbog Napomene uvijek mozemo
pronaci reprezentante f i g tako da se kodomena prvog podudara s
domenom drugog, a zbog Napomene je definicija kompozicije neo-

visna o izboru uskladenih D-ekspanzija),
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e identicki morfizam 1x : X — X je (1x : X — X)), gdjejep: X — X
neka D-ekspanzija od X.

Uocimo da je Shep)(X,Y) uistinu skup jer zbog Napomene postoji
bijekcija

o:pro-D(X,Y) — Shen(X,Y), o(f) = (f). (4.4)
Nadalje, re¢i ¢emo da su objekti X,Y € Ob(C) = Ob(Sh(c,p)) istoga oblika
ako su izomorfni u Sh p). Ocigledno je F' = (f) : X — Y izomorfizam u
Sh(c,py ako i samo ako je f : X — Y izomorfizam u pro-D, tj. X iY su
istoga oblika ako i samo ako su im D-ekspanzije X i Y izomorfne u pro-D.
Vaznost kategorije Shcpy odnosno teorije (abstraktnog) oblika moze se pre-
poznati u sljedecoj funktorijalnoj vezi izmedu C i Sh py. Nekasu p: X —
X, q:Y — Y neke D-ekspanzije od X i Y, redom. Tada, za svaki mor-
fizam f: X — Y u C postoji jedinstveni morfizam f : X — Y u pro-D (po

univerzalnom svojstvu ekspanzije p) takav da sljedeéi dijagram komutira u

pro-C
x Uy
lp lq - (4.5)
x L v

Nadalje, lako je pokazati da odabirom nekih drugih dviju D-ekspanzija p’ :
X - X', q:Y - Y od XiY, redom, te jedinstvenog morfizma f' :
X' — Y’ za kojeg odgovaraju¢i analogni dijagram iz komutira, da je
onda f ~ f'.

Stoga, koristeci prethodne oznake i ¢injenice, funktor oblika S p) : C —

Sh(c,py mozemo dobro definirati kao
o Semy(X) =X,
e Seo)(f) = (f)-

Dakle, ako su X i Y izomorfni u C onda su i istoga oblika, pa nam Sh(c p)
moze biti od koristi u razlikovanju objekata iz C, i to eventualno onih koji

nisu u D. Naime, ocito funktor oblika S p) inducira izomorfizam izmedu
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D i pune potkategorije od Shp) suzene na objekte iz D, pa buduéi da
Sh(c,p) fiksira objekte, smijemo kategoriju D smatrati punom potkategorijom
kategorije Sh(c p). Drugim rije¢ima, objekti iz D su izomorfni u D ako i samo
ako su istoga oblika.

Za nas Ce najvazniji specijalni slucaj teorije oblika biti teorija topoloskog
oblika, preciznije slucaj kada je par (C, D) jednak (HTop, H Pol) ili odgovara-
jucem punktiranom te bipunktiranom sluc¢aju, §to ima smisla zbog Korolara
mi Napornene Pripadne kategorije oblika Sh(grop, trpotys Sh(trTope,H Polo)
i Sh(HTopeo,HPolyy) €emo redom oznacavati sa Sh, Shg i Shg, te nazivati
kategorijom topoloskog oblika i kategorijom punktiranog (odnosno
bipunktiranog) topoloskog oblika. Takoder, odgovarajuce funktore ob-
lika, S(gr7op, H Pot)s S(HTopo,HPolo) 1 S(HTopoo,H Polgy) ¢€mo redom kratko oznaca-
vati sa S, Sy 1 Spp, te prirodno nazivati funktorom topoloskog oblika i
funktorom punktiranog (odnosno bipunktiranog) topoloskog oblika.

Na kraju ovog odjeljka jo§ pruzimo osnovni motivirajué¢i primjer koji

ukazuje na znacajnost i zanimljivost teorije (topoloskog) oblika.

Primjer 4.30 Sa W oznaéimo potprostor od R? jednak beskonaéno izloml-
jenoj crti dobivenoj spajanjem redom tocaka (0,1), (0,0), (1,0), Ay, By, As,
Bs,... gdje je A, = (%%1, 1), B, = (%, %), za svaki n € N. Prostor W nije
lokalno povezan, pa mne moze biti poliedar. Nadalje prostor W i kruinica S*
nemaju isti homotopski tip, jer se moze pokazati da je m (W) trivijalna, a
71 (SY) = Z, drugim rije¢ima nisu izomorfne w HTop. No, prema Primjeru
I1.5.4. u [23] i Primjeru imamo da je rudimentarni sustav (S') H Pol-
ekspanzija i od W i od S, dakle W i S* imaju isti oblik. Prostor W je
1ace u literaturi poznat pod nazivom Varsavska kruzZnica, a cesto se moZze

pronaci i njegova homeomorfna inacica

{(fv,sin G)) 0<z< %}U{(U,y) 1<y <13 e,

uR?, gdje je C luk od (0,0) do (i, O) u R? disjunktan s prva dva skupa osim

u kragngim tockama.
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Napomena 4.31 Prostori koji dopustaju rudimentarni sustav za svoju poliedarsku
ekspanziju se jos nazivaju stabilni prostori. Analogno se mogu definirati i
stabilni punktirani prostori, a po Teoremu I1.9.1 u [23] vrijedi da su "stabil-
nost" © "punktirana stabilnost” ekvivalentne, preciznije, vrijedi da je prostor
X stabilan ako i samo ako je za proizvoljni xo € X punktirani prostor (X, xg)
stabilan. Ocito su poliedri i CW -kompleksi (jer imaju homotopski tip nekog
poliedra) stabilni prostori, a po prethodnom primgjeru je i Varsavska kruznica

(koja nije poliedar) takoder stabilan prostor.

4.3 Topoloske grupe oblika

Neka je k € N i (X, zg) proizvoljni punktirani prostor, te p : (X, z9) —
(X, z0) = ((Xx,2)),panv, A) neka njegova fiksirana H Poly-ekspanzija (koja
postoji po Napomeni . Definiramo k-dimenzionalnu homotopsku
pro-grupu punktiranog prostora (X, zg) (s obzirom na p), u oznaci pro-

(X, z9), kao sljedeéi inverzni sustav u Grp (Stovise Ab za k > 2)

pro-mi(X, o) = (7 (X, ), 7k (Pan) , A) - (4.6)

Ako uzmemo neku drugu H Polg-ekspanziju p' : (X, z9) — (X' z)) =

(X4, 2y), Phv, A) od (X, o) tada kanonski izomorfizam ¢ = [(,4))] : (X, 2g) —

(X', z{) inducira izomorfizam [(i, 74(iy))] izmedu (7 (Xx, 22), 7k (Pax), A)

i(me (X5, 2Y),m (P), A), stoga homotopska pro-grupa do na izomorfizam

ne ovisi o izboru ekspanzije. Nadalje, za fiksni odabir H Poly-ekspanzija

p: (X, m) — (X, ®0), ¢: (Y,90) — (Y, Yo) = ((Ya, Yu), g, M) od nekih
punktiranih prostora (X, z¢), (Y, o), redom, svaki morfizam F' : (X, zy) —

(Y, yo) u Shg ima jedinstvenog predstavnika f = [(f, f.)] upro-H Poly((X, o), (Y, y,)),

pa po funktorijalnosti od m; slijedi da F' inducira dobro definirani morfizam

pro-m(F) = [(f, m(fu))] - pro-mi(X, o) — pro-me(Y,y0) — (4.7)

u pro-Grp (stovise pro-Ab za k > 2).
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Teorem 4.32 Neka je k € N. Pridruzivanja iz ({{.6) i odreduju funktor
pro-my : Shog — pro-Grp.
Stovise, za k > 2 kodomena funktora je pro-Ab C pro-Grp.

Dokaz. Teorem /7.3.6. u [23]. m

Potom, definiramo funktor 7, kao

7 Sho — Grp (ili Ab za k > 2), (4.8)

7, = lim o pro-my,
p—

(vidi Korolar I7.3.2. u [23]), te za svaki (X,xq) € Ob(Shg) = Ob(Topy)
pridruzenu grupu (Abelovu grupu za k > 2) 74 (X, 2) nazivamo k-dimenzionalnom
grupom oblika punktiranog prostora (X, zq) (a 7 ¢emo zvati funktorom
k-dimenzionalnih grupa oblika). Jasno je da su homotopske pro-grupe i

grupe oblika invarijante u Shy, a samim time i invarijante u HTopg i Topyg.

Primjer 4.33 Neka je (P,po) punktirani poliedar (ili prostor koji ima ho-
motopski tip nekog punktiranog poliedra). Tada, primjenom Primjera 7
[4.4 imamo da je

7x(P,po) = (P, po),

za svaki k € N.

Put oblika u prostoru X od xy do x; je svaki morfizam Q : (/,0,1) —
(X, xo, x1) u kategoriji Shoo, a za prostor X kazemo da je povezan putovima
oblika ako za svake dvije tocke xg,x; € X postoji put oblika u X od zy do
x1. Povezanost putovima oblika je topoloska, stovise homotopska invarijanta,
a bitno je naglasiti da povezanost putovima implicira povezanost putovima
oblika.

Poznato je da put oblika u X od zy do x; inducira izomorfizam izmedu
7(X, x0) 1 (X, 21), stoga grupe oblika onih prostora koji su povezani
putovima (oblika) ne ovise (do na izomorfizam) o izboru bazne tocke. Prema

tome ¢emo Cesto u takvim slucajevima za grupu oblika od X pisati samo
7 (X).
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Primjer 4.34 Varsavska kruznica W ima oblik kruinice S* (vidi Primjer
4.30), a analogno se pokaZe i da ti prostori imaju isti punktirani oblik, za
neki 1zbor baznih tocaka. Uocimo i da su oba prostora povezana putovima.
Stoga, vrijedi

(W) = 7, (S1) = mp(SY),

gdje druga jednakost slijedi iz Primjera [4.33 Dakle, 71(W) = Z, dok je
7(W) trivijalna za sve k > 2.

Ekvivalentan pristup definiciji k-dimenzionalne grupe oblika (vidi poglavlje
3 u [10]), a koji nam medu ostalim daje i vise uvida u samu grupovnu op-

eraciju, je sljedec¢i. Neka je (S*

, So) punktirana k-dimenzionalna sfera i neka
je

[(Lsi,0))] 1 (5%, 50) = (8", 50)
uvijek fiksirana H Poly-ekspanzija od (S*, s¢) (Primjer i ¢injenica da je
(S*, s9) punktirani poliedar). Tada, za proizvoljni punktirani prostor (X, z),

grupa 7, (X, 7o) je skup
Sho((S*, s0), (X, 20)) (4.9)
uz operaciju zbrajanja
A+ B = (a) +(b) = (a+ b) = ([(a)] + [(bA)]) = ([(ax + b)),  (410)

gdje je p = [(py)] : (X,20) — (X, 20) = (X, 22),p2n, A) neka H Poly-
ekspanzija od (X, zg), potom a,b : (S* s9) — (X, =) su predstavnici u
pro-H Poly((S*, s0), (X, xy)) od A i B, redom, te naposljetku, zbrajanje
ay + by u posljednjoj zagradi je zapravo zbrajanje u homotopskoj grupi
7k(Xy, zx). Nadalje, neutralni element u 7, (X, z0) je {[(04)]), a inverz od
([(an)]) je ([(@x)]), gdje je oy neutralni element u 7, (X, z)), a @, inverz od
ay u (X, 2y), za svaki A € A. Sto se tice funktora 7 : Shg — Grp, on je u
ovom pristupu definiran na nac¢in da svakom morfizmu F : (X, z) — (Y, o)

u Shy pridruzi homomorfizam
TR (F) : 7e (X, 20) — (Y, 00),
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7K(F)(A) = F o A.
Stoga, zbog (4.9) i koristeci specijalni sluc¢aj bijekcije (4.4]), dakle

Op pro—HPolo((Sk, S0), (X, @g)) — Sho((Sk, s0), (X, x9)), (4.11)

mozemo na dva nacina prirodno topologizirati 7, (X, xg) 1 to tako da na
domeni bijekcije uzmemo neku od topologija 7,4 ili Zerq (vidi podcjelinu
te zahtijevamo da o, bude homeomorfizam. Nadalje, prema Korolaru
imamo da je prethodno opisana topologizacija skupa (X, zg) preko
topologije 7;,4 neovisna do na homeomorfizam o izboru H Poly-ekspanzije
od (X, z), stovise, koristec¢i dokaz Propozicije [3.53] 1 dijagram (4.3) moze se
pokazati potpuna jedinstvenost konstrukcije, a ne samo do na homeomor-
fizam (u relaciji odaberemo kanonske izomorfizme). Uzimajuéi sve
ovo u obzir, zajedno i sa Primjerom [3.55 odabiremo topologiju 7;,, kao
pogodniju u topologizaciji grupe oblika. Na topologki ekvivalentan nacin je
topologizirana grupa oblika i u [26] (slu¢aj kompaktnog metrickog prostora
je komentiran i u [I6], a lako se i opéenitiji slucaj vidi), gdje je dobivena

struktura oznacena oznakom
1P (X, 20).- (4.12)

U nastavku ¢emo pruziti najvaznije i najzanimljivije ¢injenice o (4.12)) pozi-
vajuéi se uglavnom na upravo spomenuti ¢lanak [26], dok ée referenca za neke
dodatne ili unaprijedene rezultate biti podcjelina [3.4] te ¢lanak [16].

Teorem 4.35 Neka je (X, xq) proizvolini punktirani prostor. Tada je 7" (X, x)
topoloska grupa, za svaki k € N.

Dokaz. Vidi Teorem 3.1. u [26]. =
Odsada ¢emo 7, (X, ) prirodno nazivati k-dimenzionalnom topoloskom

grupom oblika punktiranog prostora (X, zy).

Napomena 4.36 Sljedece tvrdnje vrijede za svaki punktirani prostor (X, zo)

1 za svaki k € N:
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(i) T (X, o) je potpuno regularna topoloska grupa ( Teorem i Korolar

F39):

(i1) ﬁ,iOp (X, z0) je potpuno nepovezan prostor koji ima malu induktivnu di-

menziju 0 (Korolari i[3.33);

(iii) ako je F : (X,xz0) — (Y,y0) proizvoljan morfizam u Shy onda je
funkcija 7,77 (F) : 717 (X, 20) — 7,77 (Y, 90), TP (F)(A) = FoA neprekidna
(tvrdnja (ii) Napomene 3.2. u [26]);

(iv) ako je (Y,yo) punktirani prostor takav da su (X, xo) i (Y, yo) izomorfni
u Shy (jos se kaze da su istog punktiranog oblika) onda su topoloske
grupe 7, (X, z0) 1 7,7 (Y, yo) izomorfne (tvrdnja (iii) Napomene 3.2. u

[206]).

Korolar 4.37 Za svaki k € N, pravilo #”" : Shy — TopGrp koje svakom
punktiranom prostoru (X, o) pridruzi 7,7 (X, x0), a svakom morfizmu F :
(X, w0) — (Y,90) u Sho pridruzi neprekidni homomorfizam #,” (F) : 7, (X, z¢) —

1P (Y, y0) definiran kao %P (F)(A) = F o A, je dobro definirani funktor.

Funktor ﬁ,i"p ¢emo zvati funktorom k-dimenzionalnih topoloskih grupa
oblika. Primijetimo da kompozicijom funktora 7, i zaboravljivog funktora

: TopGrp — Grp dobivamo 7.

Propozicija 4.38 Neka je X stabilan prostor i k € N. Tada je 7,” (X, x)

diskretna, za svaki ro € X.

Dokaz. Odabirom proizvoljne rudimentarne H Poly-ekspanzije od (X, )
(vidi Napomenu [4.31)) tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije [3.39, =

Korolar 4.39 Neka je (P,po) punktirani poliedar (ili prostor koji ima ho-
motopski tip nekog punktiranog poliedra) i k € N. Tada je ﬁ,?p (P, po) jednaka
grupi (P, po) opskrbljenoj diskretnom topologijom.

Dokaz. Dokaz ide primjenom prethodne propozicije i Primjera [
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Propozicija 4.40 Neka je (X, xo) punktirani prostor koji dopusta nizovnu
~ top

H Poly-ekspanziju i neka je k € N. Tada je 7, (X, x0) (ultra)metrizabilna

topoloska grupa.
Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Korolara |

Napomena 4.41 Po Teoremul{.24] odmah izlazi da je topoloska grupa oblika

svakog kompaktnog metrickog prostora (ultra)metrizabilna.

Ako punktirani prostor (X, ) dopusta nizovnu H Poly-ekspanziju i ako je
odabrana neka takva njegova H Poly-ekspanzija p : (X, z9) — ((Xi, 2;), pii+1, N),
tada (potpuna) ultrametrika d na ;" (X, zo) (po relaciji i specijalnom
slucaju ultrametrike d iz (3.5))) moze eksplicitno biti zadana kao:

d: 7y (X wo) X 7 (X, 20) — Ry (4.13)
d({[(a)]) ([B)])) = { nf {5 :fmi;::v m € N} } |

Napomena 4.42 Topoloska grupa oblika metrizirana metrikom iz relacije

4.15) je u radu [16] oznaéena oznakom #(X, xo). Takoder, ako je Sho, puna
potkategorija kategorije Shy restringirana na sve punktirane prostore koji dop-
uStagu nizovnu H Poly-ekspanziju, a TopGrpy, puna potkategorija kategorije
TopGrp restringirana na sve topoloske grupe koje dopustaju metrizaciju pot-

P

unom metrikom, onda se specijalni slutaj funktora 77 wz odgovarajuéu
p ) pecy ] k g ]

restrikciju domene i kodomene moZe prikladno oznaciti sa 7 : Shg, —
TopGrpyy, (vidi Korolar 3.4. u [16]).

Propozicija 4.43 Neka je X prostorixg, xy dvije tocke u X koje su povezane
putom oblika te k € N. Tada su 7, (X, x0) i 7 P(X, 1) izomorfne topoloske

grupe.

Dokaz. Neka je Q: (1,0,1) — (X, zg, z1) put oblika od xy do z; u X. Neka
je p i (X, 3o, 31) — (X, ®o, ®1) = ((Xi, 22, 7)), paxn, A) proizvoljna H Poloo-
ekspanzija od (X, xg, z1) i neka [(wy)] : (1,0,1) — (X, o, 1) reprezentira )
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u pro-H Polyy((1,0,1), (X, @0, z1)) ((1,0,1) je poliedar pa, po Primjerufd.13]
mozemo kao njegovu H Polg-eskpanziju uzeti [(1(;0,1))] : (£,0,1) — (£,0,1)).

Neka je dana funkcija
iq : TP (X, mo) — TP(X, 1), (4.14)

ia (A= ([(a)]) = ([l (@x))])

gdje za H Poly-ekspanzije od (X, ), (X, x1) biramo slike od p po funktoru :
pro-H Polyy — pro-H Pol, prirodno induciranom od zaboravljivog funktora :
H Polyy — H Poly koji zaboravlja tocke na drugoj, odnosno prvoj koordinati,
redom (lako se provjeri da su to uistinu ekspanzije, a redom ¢emo ih prirodno
oznacavati sa py : (X,z0) — (X,2o), p; : (X,21) — (X, 1)), a iy, :
(X, 2x) — (X, 2)) je izomorfizam homotopskih grupa induciran sa wy.

Poznato je da je ig izomorfizam grupa, a da mu je inverz zadan sa
.—1 . ~top ~ top
iq TR (X, x) — 7 (X, 20),

ig' (B = {[(b])]) = ([(ie, (02))]) -
Stoga, dovoljno je pokazati da su iqg i iy neprekidne funkcije. Po relaciji
, za pokazati da je funkcija iq neprekidna dovoljno je pokazati neprekid-
nost funkcije 0;11 0in 00y, koju cemo oznaciti sa h i koja je eksplicitno zadana

na sljedeci nacin:
h’ : (pTO—HPOlo((Sk, 80)7 (X7 mO))a an) - (pTO_HPOZO((Skv 80)7 (X7 ml))y ,];nd)7

h([(ax)]) = [(iw, (ax)] -

Neka je [(ay)] € pro-HPoly((S*, s0), (X, xo)) i neka je odabran proizvoljni
otvoren skup V' u kodomeni takav da je h([(a))]) € V. Bududi da je Bjng

(preciznije ngj:SO)ﬁ(X,m)

Binq takav da je h([(ay)]) € B C V. Zatim, zbog B € B;,q postoji Ay € A

takav da vrijedi B = B’;(E[(‘“)D (Napomena [3.25)). Sada odaberimo B/[\(;k)] €

55;’80)’()(@0)). Jasno je B/[\((?A)] otvoren skup u domeni oko

) baza topologije 7;,; u kodomeni, to postoji B €

Bina (preciznije B

[(a))], a lako se dokaze i da vrijedi sljedeca relacija

h(Bg\(OaA)}) g BI;([(CL/\)D (415)

0 .
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Naime [(b))] € B/[\(:A)] znati by, = ay,, pa bududi da je iy, izomorfizam, to je

Gy (Drg) = fwy, (ax,), @ to onda povlaci da je h([(by)]) € B/}\L(g[(a*)]). Po relaciji

4.15)) ocito je h(BL(;“)]) C V i time je pokazana neprekidnost funkcije h, a

onda i funkcije ig. Dokaz za neprekidnost funkcije ig* se provodi analogno.

Korolar 4.44 Neka je k € N proizvoljan. Ako je prostor X povezan putovima
(oblika), onda njegova k-dimenzionalna topoloska grupa oblika ne ovisi do na

izomorfizam o izboru bazne tocke.

Napomena 4.45 Neovisnost o baznoj tocki iz prethodnog korolara je samo
za kontinuume povezane putovima oblika dokazana u Teoremu 3.5. u [26)],
gdje je dokaz trivijalan zbog ¢injenice da takvi prostori imaju isti punktirani

oblik u svakoj svojoj tocki (Teorem 11.8.9. u [25])

Sliécno kao i kod grupe oblika topolosku grupu oblika putovima (oblika)
povezanog prostora X ¢emo oznacavati samo sa ﬁ,ioz’ (X) bez isticanja bazne
tocke.

Neka je za svaki k € N qdiscr . HTopy — TopGrp funktor koji djeluje
analogno kao i 7, samo $to svaku pridruzenu grupu dodatno opskrbi diskret-

nom topologijom.

Teorem 4.46 Neka je (X, xg) punktirani prostorip : (X, x9) — ((Xx, zx), Dan, A)
neka H Poly-ekspanzija od (X, x) te k € N. Tada je topoloska grupa 7, (X, o)
izomorfna sa

Lim (7" (X, 2 ), 7 (pax), A)

u TopGrp.

Dokaz. Vidi Teorem 3.7. u [26]. =

Uz oznake prethodnog teorema, vrijedi da je 7?,?’) (X, zp) izomorfna i sa
lim (77 (X, 22), 77 (So (pax ), A),

§to se moze pronaci u dokazu prethodnog teorema.
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Korolar 4.47 Neka je (X, xo) = lim((X;, x;), piiv1, N) uTopg, gdje su (X;, ;)
punktirani kompaktni poliedri, za svaki i € N, te neka je k € N. Tada je

717 (X, w0) izomorfna sa

lEn<7TI(€hSCT<Xi7 wi)v ngscr(HO (pii+1))7 N)
u TopGrp.
Dokaz. Vidi Korolar 3.8. u [26]. =

Teorem 4.48 Neka je (X, xg) punktirani prostorip : (X, zo) — ((Xx, x), Dan, A)
neka H Poly-ekspanzija od (X,x0) te k € N. Ako je 7P (X, x) diskretna
onda postoji Ao € A takav da je ﬁ,iOp (X, x0) izomorfna nekoj podgrupi od

ﬁltcop(Xon x/\())'

Dokaz. Vidi Teorem 4.4. u [26]. m
Slijedi primjer prostora koji nema diskretnu 1-dimenzionalnu topolosku

grupu oblika (po Primjeru 4.5. u [26]).

Primjer 4.49 Promotrimo Havajsku nausnicu H (vidi ). Poznato je
da je klin od n-kruznica, za svaki n € N, kompaktni poliedar. Sada, po
Primjeru[{.6 i Teoremu[{.17 te Teoremu[{.29 zakljucujemo da za svaki hy €
H postoji H Polg-ekspanzija p : (H, hy) — (X, x0) = (Xn, Z0n), Pans1, N) od
(H, ho) takva da je (X,,x,) punktirani klin od n-kruznica, za svaki n € N.
Buduéi da su prostori H 1 X,,, za svaki n € N, povezani putovima dovoljno
je za njihove 1-dimenzionalne topoloske grupe oblika pisati samo 7P (H) i
T(X,). Znamo da je 7P (H) neprebrojiva (vidi [7] i [30]), dok je 7 (X,,)
prebrojiva, za svakin € N, jer je po Korolaru 7P(X,) jednaka m (X,)
uz diskretnu topologiju, a m1(X,) je izomorfna slobodnoj grupi nad konatno
mnogo generatora, dakle prebrojiva (vidi Teorem 71.1. i Poglavlje 69 u [24]).
Stoga, 71 (H) ne moze biti izomorfna nijednoj podgrupi od ©1%(X,,), za svaki

n €N, pa Teorem povlaci da 71 (H) nije diskretna.

Sada dajemo vrlo vazan primjer (kao generalizaciju konstrukcije iz Prim-

jera 4.7. u [20]) u kojem detaljno opisujemo klasu parova prostora takvih da
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za neku fiksnu dimenziju prostori u paru imaju iste grupe oblike, a razlicite

topologke grupe oblika.

Primjer 4.50 Odaberimo k € N. Neka je (Y, : n € N) familija povezanih
kompaktnih poliedara (a onda i putovima povezanih) takva da gotovo svi
¢lanovi te familije imaju netrivijalnu k-dimenzionalnu homotopsku grupu (od-
abir baznih totaka nije potreban jer su svi clanovi familije putovima povezani).

Neka je X = [ Y, i X, = [1Y:, za svakin € N. Po Primjeru|4.5 imamo da

neN i=1
je p=[(pn)] : X = (Xu, Punt1, N) inverzni limes od X u Top, a specijalno

i u Cpt, gdje sup, : X — X,, Pans1 : Xni1 — X, projekcije, za svaki
n € N. Uo¢imo da su X i X,, kompaktni prostori (kompaktnost se tuva na
produktu), a X, je dodatno i poliedar (Teorem 5.2. u [20]), za svaki n € N.
Prema tome je p: X — (Xp, Puns1, N) @ poliedarska rezolventa od X (Teo-
rem , pa po Teoremu odabirom xy € X, te x, = p,(xo), 2a svaki
n € N, imamo da je p = [(pn)] : (X, 20) — ((Xn,Zn) , Pun+1, N) poliedarska
rezolventa od (X, o), a Ho(p) = [([pa])] : (X,20) — ((Xn, %), [Prn+1],N)
je H Poly-ekspanzija od (X, xo). Nadalje, buduéi da su prostori X i X, za
svaki n € N, povezani putovima (povezanost putovima se tuva na produktu)
to mozemo za k-dimenzionalne homotopske grupe tih prostora u proizvolynim

baznim tockama pisati samo mp(X) i m(X,) (a takoder i 71(X), 7,7 (X),

Fe(Xa), TP (X)), te wmijedi me(X) = [T e (Va), m(X0) = [T me (Y5) (vidi
neN =1
Poglavlje Topoloski prostori i homotopija). Takoder, lako se pokaze da je

homomorfizam
n+1 n
1 ([Pansa]) = T (Xnsr) = ﬁ m(¥) = m (X,) = [[m (1)

zapravo odgovarajuéa projekcija, za svaki n € N, (takoder neovisno o izboru

baznih totaka uw domeni i kodomeni, tj. o xg). Stoga, po definiciji k-dimenzionalne
n
grupe oblika, slijedi da je (X)) jednaka lim <H7rk (Y) ) Prnt1y, N) u Grp,
= \i=1
gdje je homomorfizam pnyi1, zadan kao projekcija, za svaki n € N. Sada,

jos jednom primjenom Primjera na familiju (7 (Y,) : n € N) proizlazi
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da je [ m (V) =lim (Hwk (Y;) ,pnn+1#,N) u Grp. Dakle

neN — \i=1

(X)) = [T 7 (Ya).

neN

Uocimo takoder da je 7, (X) = mp(X). Nadalje, vrijedi da homotopska grupa
(svake dimenzije) proizvolinog kompaktnog poliedra ima prebrojivo mnogo el-
emenata (Vjezba 11.30. u [29]), pa 7x(X,) = m(X,) ima prebrojivo mnogo
elemenata, za svaki n € N. No, buduci da beskonatno mnogo prostora u
familiji (Y, : n € N) ima netrivijalnu k-dimenzionalnu homotopsku grupu,
to ocito 7(X) ima neprebrojivo mnogo elemenata. Sada zakljucujemo da
717 (X) ne moze biti izomorfna nijednoj podgrupi od 7, (X,), za svakin € N,
pa Teorem povlaci da ﬁZOp (X) nije diskretna. S druge strane, neka

je dan povezani (a onda i putovima povezani) CW -kompleks P takav da

je P jednak Eilenberg-Maclaneovom prostoru K ( [ (Yy), k:) (Eilenberg-
neN
Maclaneov prostor K(G,i), gdje je G grupa, a i € N, je prostor kojemu je

i-ta homotopska grupa jednaka G, dok su sve druge trivijalne; za proizvoljnu
grupu G i prozvoljni i € N, gdje dodatno moramo zahtijevati da je G Abelova
za i > 2, postoji povezani CW kompleks W takav da je W = K(G,i) i
takav CW kompleks je jedinstven do na homotopski tip; detaljnije o prethod-
nim ¢cinjenicama se moze pronaéi u Poglavlju 4.2 w [9]). Dakle, vrijedi

mk(P) = [[ 7 (Yy), a prema Primjeru|4.35 takoder je i
neN

neN
Nadalje, po Korolaru vrigedi da je 7%,';(”’ (P) diskretna. Zakljutujemo da
su X i P prostori koji imaju iste k-dimenzionalne grupe oblika (¢ak i iste
k-dimenzionalne homotopske grupe), a razlicite k-dimenzionalne topoloske

grupe oblike. U Primjeru 4.7. u [26] promatran je samo specijalan slutaj

kada je Y, = S*, za svakin € N.

Ovo poglavlje zavrsavamo jos jednom zanimljivom tvrdnjom.
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Teorem 4.51 Neka je Xy potprostor prostora X, r : X — Xy retrakcija i
7 Xo — X ulaganje. Tada j inducira smjestenje prostora ﬁZDp(XO,mO) u

ﬁ,iOp(X, xg), za svaki g € Xo.
Dokaz. Vidi Teorem 4.2. u [26]. m

Napomena 4.52 Smjestenje iz prethodnog teorema je definirano kao ju =
7P (So(Ho (o)), gdje je jo : (Xo,20) < (X, x0) punktirano ulaganje. Vrijedi
otito i da je ju homomorfizam, pa zbog prethodne tvrdnje (uotimo injek-
tivnost od jy ) topolosku grupu 7, (Xo, xo) smijemo zamisljati kao podgrupu

od 7,7 (X, x0).
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Poglavlje 5
Topoloske grupe gruboga oblika

U prvoj podcjelini ovog poglavlja upoznajemo se s kategorijom abstraktnoga
gruboga oblika, s posebnim naglaskom na njezine specijalne slucajeve, kate-
goriju topoloskog gruboga oblika i kategoriju topoloskog punktiranog gruboga
oblika. Potom, u podcjelini ¢emo definirati grupe gruboga oblika, alge-
barske invarijante teorije topoloskog (punktiranog) gruboga oblika, te dati
uvid u najvaznije poznate rezultate vezane uz njih. Naposljetku, u podc-
jelini Topoloske grupe gruboga oblika temo topologizirati grupe gruboga ob-
(vidi i detaljno proucavati dobivenu

strukturu, te na samom kraju pruziti zanimljive primjere.

lika na prirodan nacin koristeci 7,

5.1 Kategorija gruboga oblika

Teorija gruboga oblika je poopcenje teorije oblika. Vidjeli smo na koji nacin
je kategorija pro-D kljucna za kategoriju (abstraktnoga) oblika Shc p) (inace
se za taj odnos jos kaze da je pro-D realizirajuca kategorija za Sh py). Kon-
strukcija kategorije (abstraktnoga) gruboga oblika je analogna konstrukciji
kategorije (abstraktnoga) oblika, samo §to je njezina realizirajuca kategorija
pro*-D. Prvo ¢e nam trebati odgovarajuca generalizacija pojma pro-D ekvi-

valencije.
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Definicija 5.1 Neka je C proizvoljna kategorija, a D C C gusta i puna potkat-
egorija. Neka sup: X — X, p' : X — X' D-eskpanzije od X € Ob(C) i
q:Y - Y, qd :Y — Y D-eskpanzije od Y € Ob(C). Za morfizme
f* X =Y if": X' —Y katemo da su pro*-D ekvivalentni, u oznaci

f* ~ f"™, ako sljedeti dijagram komutira u pro*-D

x 9 x
! L (5.1)
y 9y

gdjesui: X — X', 5 :Y — Y kanonski izomorfizmi medu D-ekspanzijama
istog objekta, a J : pro-C — pro*-C funktor definiran u .

Za relaciju pro*-D ekvivalencije vrijedi analogoni Napomena [4.27] [4.28)]1[4.29),

pa temo sada odgovarajuca svojstva navesti u skratenoj formi, podrazumi-

jevajuci pretpostavke prethodne definicije. Dakle, vrijedi sljedece:

e relacija pro*-D ekvivalencije je relacija ekvivalencije (na odgovarajucoj
klasi morfizama u pro*-D), a klasu ekvivalencije morfizma f* oznacavamo

oznakom (f™*);

e akosug*: Y — Zig*:Y — Z' morfizmi takvi da je g* ~ ¢’* onda

jeigtof* ~ g*of"™ (dobra uskladenost sa kompozicijom);

e za svaki morfizam f* : X — Y postoji jedinstveni f”* : X' — Y’
takav da je f* ~ f'*;

e akosu f1,f5: X — Y takvida je f7 ~ f3 onda je f] = f5.

Sada, za par (C, D), gdje je D puna i gusta potkategorija od C, definiramo
kategoriju (abstraktnoga) gruboga oblika (pridruzenu paru (C,D)), u

oznaci S h’("c py> DA sljedeci nacin:

e objekti su svi objekti u C,
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e morfizmi F* : X — Y su klase pro*-D ekvivalencije (f*) morfizama
f7: X —>Y, gdjesup: X - X, q:Y — Y neke D-ekspanzije od
X 1Y, redom,

e komporzicija morfizama F* = (f*) : X - Y iG*=(g*): Y — Z je
definirana kao G* o F* := (g*f™) (podrazumijevamo reprezentante f*
i g* takve da je kodomena prvog uskladena s domenom drugog, a to je
moguce i kompozicija ima smisla zbog prethodno nabrojenih svojstava

pro*-D ekvivalencije),

e identicki morfizam 1% : X — X je (1% : X — X)), gdjejep: X — X
neka D-ekspanzija od X.

Vrijedi da je Shi. p (X,Y) skup zbog sljedete funkcije:
0" 1 pro-D(X,Y) — Shie p)(X,Y), (5.2)

o (f*) =),

za koju se, koristec¢i svojstva pro*-D ekvivalencije, lako pokaze da je uistinu
dobro definirana te da je bijekcija (slicno kao i kod kategorije oblika).

Za objekte X,Y € Ob(C) = Ob(Shi; p)) reti cemo da su istoga gruboga
oblika ako postoji izomorfizam F*: X — Y u S hfc,D)v a ™ je izomorfizam
usS hEkC,D) ako i samo ako mu je reprezentant izomorfizam u pro*-D. Drugim
rije¢ima X 1Y su istoga gruboga oblika ako i samo ako su im D-ekspanzije
izomorfne u pro*-D.

Veza izmedu kategorija oblika i gruboga oblika je sljedeca. Prvo, prisjetimo
se da je funktor J : pro-C — pro*-C (vidi (3.1))) vjeran funktor koji fiksira
objekte, te zbog njega kategoriju pro-C smijemo smatrati potkategorijom od
pro*-C. S druge strane, funktor J inducira dobro definirani funktor J¢ p) :

She,py — Shie py na sljedeti nacin:
L J(QD) (X) = X, za svaki X € Ob(Sh(cp)),

o Jen)((f)) = (J(f)), za svaki morfizam oblika (f) : X — Y,
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za kojeg se takoder lako vidi da je vjeran i da fiksira objekte. Stoga, Sh(c p)
smijemo smatrati potkategorijom od S hE‘C’D) , drugim rije¢ima teorija gruboga
oblika je poopcenje teorije oblika, i to s obzirom na poopcenje izmedu real-
izirajucih kategorija tih teorija.

Naposljetku definiramo funktor gruboga oblika S*

(¢,D)

: C — Shig p) kao
sljede¢u kompoziciju:

S(c,p) Jie,p)

S* :C = Sh(ap) — Sh?c’p). (53)

o)’

Funktor gruboga oblika S 5, (za razliku od funktora oblika S(cp)) ne in-
ducira izomorfizam izmedu D i pune potkategorije od S h?cp) suzene na ob-
jekte iz D (vidi Primjer 7.4. u [17]), ali vrijedi da su objekti iz D izomorfni
u D ako i samo ako su istoga gruboga oblika (Tvrdnja 3. u [I7]), a jasno
je onda da su obje prethodne klasifikacije objekata iz D ekvivalentne i sa
klasifikacijom po obliku.

I u teoriji gruboga oblika najvazniji specijalni slucaj je kad za par (C, D)
odaberemo (HTop, HPol) ili odgovarajuéi punktirani te bipunktirani slucayj.
Pripadne kategorije gruboga oblika S Wt op, Pol)» S hz(HTopo, H Polg) 1 S h?HTopoo, H Poloo)
¢emo redom oznacavati sa Sh*, Sh{ i Shg,, te nazivati kategorijom topoloskog
(punktiranog odnosno bipunktiranog topoloskog) gruboga oblika, a
pripadne funktore gruboga oblika ¢emo redom kratko oznacavati sa S*, Sj i
Sgo, Uz prirodno pridruzena imena.

Jasno je da ako objekti imaju isti oblik, da onda imaju i isti grubi oblik,
ali ono $to teoriju gruboga oblika ¢ini vaznom i zanimljivom je postojanje
primjera gdje objekti imaju isti grubi oblik, a razli¢iti oblik. S jednim takvim

primjerom ¢emo zavrsiti ovo poglavlje.

Primjer 5.2 Neka su X = (X, i1, N) ¢ Y = (Y, ¢uny1, N) inverzni
nizovi u Cpt opisani na sljedeci nacin: za svaki n € N ¢lanovi X,, 1Y,
prethodno spomenutih inverznih nizova su jednaki torusu T (torus je kom-
paktni poliedar jednak produktu dvije krunice, dakle S* x S1), a vezni mor-

fizmi prnat, Quasr 2 T — T su proizvoljne neprekidne funkcije takve da su im
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homotopske klase opisane redom sljedecim cjelobrojnim matricama

-1 0 1 0
0 22n 7 on _22n ¢

§to ima smisla jer T' moZemo promatrati kao (topolosku) Abelovu grupu T x T
(vidi Primjer , ¢igi je skup automorfizama izomorfan sa skupom svih
cjelobrojnih 2 x 2 matrica (vidi IV.1.2. u [6]), a svaka homotopska klasa
: T — T djeluje kao homomorfizam (vidi komentar prije Primjera 7.2. u
[17]). Tada (neprazni) prostori imX i imY imaju isti (topoloski) grubi
oblik, a razliciti (topoloski) oblik (po primjeru 7.2. u [17], uoé¢imo da su H Pol-
ekspanzije od imX i limY jednake H(X ), H(Y), redom).

5.2 Grupe gruboga oblika
Neka je (X, o) punktirani prostor i k € N. Skup
Shi((S*, 50), (X, 20)) (5.4)
zajedno sa binarnom operacijom
A"+ B* = (a”) + (b") = (a” + b") = ([(a})] + [(63)]) = ([(aX + bX)]) , (5.5)

gdje je p=[(pa)] : (X, 20) — (X, x0) = ((Xa, za), Par, A) H Poly-ekspanzija
od (X, 79),a a*, b : (S¥,s9) — (X, z) supredstavnici u pro*-H Poly((S*, s0), (X, Zo))
od A* i B*, redom (H Poly-ekspanzija od (S*,sq) je identiteta), nazivamo
k-dimenzionalna grupa gruboga oblika punktiranog prostora (X, z) i
oznacavamo sa 75 (X, o). Operacija je uistinu dobro definirana i neo-

visna o izboru H Poly-ekspanzije od (X, zg) te o izboru predstavnika od a*, b*
u inv*-H Poly((S*, s0), (X, ).

Teorem 5.3 Za svaki punktirani prostor (X, zo) i k € N, 75(X, zo) je grupa.
Stovige, za k > 2, 75 (X, x2q) je Abelova grupa.
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Dokaz. Vidi Teorem 1. u [10]. m

Iz prethodnog dokaza, te koristeci oznake i pretpostavke prije teorema, moze
se vidjeti da je neutralni element u 7} (X, x¢) jednak ([(o})]), a inverz od
(@) je {[(aD)]), gdje je 0% neutralni element u 7,(Xy,z,), a a} inverz od
a u (X, ), zasvaki A € Ain €N,

Nadalje, u [10] je definiran i funktor 7} : Sh§ — Grp, kojeg nazivamo funk-
torom k-dimenzionalnih grupa gruboga oblika, a koji svakom punktira-
nom prostoru (X, xg) pridruzi 7; (X, x) te svakom morfizmu F* : (X, z9) —

(Y, o) u Sh{ pridruzi homomorfizam
TR (F*)(A") = F* o A™.

Dakle, k-dimenzionalne grupe gruboga oblika su algebarske invarijante teorije
gruboga oblika. Sljedec¢i teorem ih povezuje s grupama oblika, za koje ¢emo
vidjeti da ih smijemo smatrati podgrupama grupa gruboga oblika, sto je bilo
i za ocekivati s obzirom na prethodne konstrukcije koje su u ve¢ini analogne
onima u teoriji oblika. Prije iskaza teorema samo uvodimo oznaku J kao

skracenu oznaku funktora Jigrop,,# Polo)-

Teorem 5.4 Za svaki punktirani prostor (X,zq) i k € N vrijedi da je j =
Jip(xm0)  TR(X,x0) — T5(X, 20) injektivni homomorfizam (jo3 se kaZze da
je j algebarsko smjestenje). Stovise, za svaki morfizam F : (X, xq) — (Y, 90)

u Shq sljedeci dijagram komutira v Grp

A(X,20) > #H(X, x0)
() | | Laz((ry)
(Vo) <= 7(Yim0)
Dokaz. Vidi Teorem 2. u [10]. m
Homotopske grupe i grupe oblika se za fiksnu dimenziju poklapaju na klasi
punktiranih prostora koji imaju homotopski tip nekog poliedra (vidi Primjer

4.33), ali na toj klasi su te grupe opcenito razli¢ite od grupa gruboga oblika.
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Primjer 5.5 Neka je (P, poy) punktirani poliedar (ili prostor koji ima homo-
topski tip mekog punktiranog poliedra) i k € N. Neka je G,, = mx(P,po), za

it = (I )/ (@)

dakle kvocijentna grupa produkta [, . G po direktnoj sumi @, . Grn (vidi

svaki n € N. Tada je

Primger 1. w [10], a za vise o pojmovima direktna suma i kvocijentna grupa
vidi [19]).

Dakle, ako je primjerice (P,po) punktirani kompaktni poliedar kojem je za
neku dimenziju homotopska grupa netrivijalna, tada je za tu dimenziju nje-
gova grupa oblika prava podgrupa grupe gruboga oblika.

Sljede¢i primjer prostora (a koji nema (grubi) oblik poliedra) posebno
ukazuje na vaznost grupa gruboga oblika u odnosu na grupe oblika (po Prim-
jeru 2. u [10]).

Primjer 5.6 Neka je X = (X, piiv1, N) inverzni niz u Top, takav da je za
svaki i € N prostor X; = {z € C : |z| = 1} (kruznica S'), a neprekidna
funkeija piip1 + Xipw — Xi zadana sa piyi(2) = 2*. Neka je p = [(pi)] :
D — X inverzni limes od X u Top. Uotimo da je D kontinuum (Teorem
[4-8). a vrijedi i da D nema (grubi) oblik poliedra (vidi Primjer I11.3.1. u
[23]). Nadalje, neka je odabrana totka dy € D i neka je x; = p;(dy), za svaki
i € N. Po Teoremimal{.17 i[{.29 imamo da je (X, zo) = (X;, 1), [piit1], N)
H Poly-ekspanzija od (D, dy). Poznato je da je 71 (D, dy) trivijalna grupa. No,
73 (D, dy) ima neprebrojivo mnogo elemenata. Prvo, buduéi da je 1 (S') = Z
to svaki niz o = (ag) u Z smijemo smatrati nizom homotopskih klasa u
m1(SY) 4 obratno, a lako se pokaZe i da tada w1 ([pin)) smijemo promatrati kao
homomorfizam : Z — 7 zadan kao mnoZenje sa 2"*, za svaki i < n € N.
Sada, vrijedi da svaki (o) u Z odreduje morfizam (al') : (S, s9) — (X, zo)

uw tnv*-HTopy na sljedeci nacin:

2", i< n
al = { } ) (5.6)
0, 1>n
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Ocito je za morfizme (a}), (a") zadane prethodnom relacijom preko nizova

m

(o), (a}) redom, relacija (al) ~ (a*) ekvivalentna sa oy = «, za gotovo

sve k € N. Stoga, ako na skupu svih cjelobrojnih nizova definiramo relaciju
ekvivalencije ~ koja izjednacava nizove koji su na gotovo svim koordinatama

isti, tada je sljedeta funkcija
f:ZN) . — #5(D,dy), (5.7)

f([(a)]) = ([(a)])
(s obzirom na @ ) dobro definirana i injektivna (prisjetimo se i bijekcije
o*, vidi i ) Dakle, buduéi da je ZVN/. ocito neprebrojiv, to je

73 (D, dy) neprebrojiva. Uoc¢imo i da f nije surjektivna. Naime, neka je za

22 n>2
bl —
0, n=1

it neka su za svaki i € N, i > 2, cigeli brojevi b, n € N, definirant rekurzivno

vl n>i
b = .
‘ 0, n<i-—1

Direktnom provjerom po Definiciji[3.4]izlazi da je (bY) € inv*-HTopo((S*, s0), (X, o)),

tj. (((07)]) € 71(D, do), ali {[(b})]) & f(Z"/~), jer bi postojanje [(cw)] € Z/~
takvog da je f([(ax)]) = ([(bM)]) povlacilo postojanje n’ € N takvog da za svaki

svakin € N

na sljedeci nacin

n > n' vrijedi

2n—1an _ 2n—2

(gotova svuda "podudaranje" na svakoj pa tako i ma prvoj koordinati), $to
je moguce samo ako je o, = 271, za svaki n > n', a to je kontradikcija s
¢ingenicom da je (o) cjelobrojni niz. Prostor D je u literaturi poznat kao
dijadski solenoid, a optenitije, solenoidom X, gdje je (k;) niz brojeva
u N\ {1}, nazivamo kontinuum dobiven kao im(X;, piiy1,N) u Top, gdje
je za svaki i € N prostor X; = {z € C : |z| = 1}, a neprekidna funkcija
piiv1 : Xis1 — X; zadana sa py41(2) = 2. Napomenimo da nijedan solenoid

nema (grubi) oblik poliedra.
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Definicija 5.7 Put gruboga oblika u prostoru X od xy do x1 je svaki
morfizam Q* : (1,0,1) — (X, xg, z1) u kategoriji Shy, a za prostor X kazemo
da je povezan putovima gruboga oblika ako za svake dvije tocke xg,x1 €

X postoji put gruboga oblika v X od xy do x1.

Teorem 5.8 Povezanost putovima gruboga oblika je homotopska, a jasno

onda 1 topoloska invarijanta.
Dokaz. Vidi Teorem 3.8. u [18]. =

Teorem 5.9 Razmotrimo sljedeca topoloska svojstva:

(a) povezanost putovima;

(b) povezanost putovima oblika;

(¢) povezanost putovima gruboga oblika;

(d) povezanost.

Tada (a) = (b) = (¢) = (d). Takoder, vrijedi da su prethodne implikacije

striktne.

Dokaz. Vidi Teorem 3.3. u [18] i [34]. =
Primjer prostora koji je povezan putovima gruboga oblika, a nije povezan

putovima oblika je solenoid (vidi Primjer 3.4. u [1§]).

Teorem 5.10 Kompaktni metrizabilni prostor X je povezan ako i samo ako

je povezan putovima gruboga oblika.
Dokaz. Vidi Teorem 3.5. u [18]. =

Teorem 5.11 Neka je X prostor koji je povezan putovima gruboga oblika 1
k € N. Tada, za svake dvije tocke xo,x1 € X vrijedi da su grupe 7; (X, xo) i

75 (X, x1) izomorfne.

Dokaz. Vidi Korolar 1. u [13]. =
Stoga, grupe gruboga oblika onih prostora koji su povezani putovima gruboga
oblika éemo oznacavati samo sa 7;(X). Iz prethodna 2 teorema direktno

slijedi i sljedeci korolar.
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Korolar 5.12 Neka je k € N. Tada k-dimenzionalna grupa gruboga oblika

kontinuuma ne ovisi (do na izomorfizam) o izboru bazne tocke.

Prije nego krenemo na sljedece poglavlje napomenimo da su grupe gruboga
oblika eksplicitno izracunate za veliku klasu kompaktnih metrickih prostora

(ukljucujuéi i solenoide), a zanimljiva formula se moze pronaéi u [14].

5.3 Topoloske grupe gruboga oblika

U ovom odjeljku ¢emo topologizirati grupe gruboga oblika i pokazati da se
tako moze dobiti bogatija struktura topoloske grupe, za koju ¢emo vidjeti i
da ¢e postati nova invarijanta u kategoriji Sh{,, a neke konstrukcije i rezultati
¢e, kako ¢emo vidjeti u nastavku, biti analogni onima kod topoloskih grupa
oblika.

Odaberimo k£ € N i proizvoljni punktirani prostor (X, zg), te neka je p :
(X,20) — (X, 20) = (X, 22),pan, A) neka H Poly-ekspanzija od (X, o).

Koristeci ¢injenicu da vrijedi sljedeta jednakost skupova
(X, 20) = Shg((S*, 50), (X, z0))

(vidi (5.4))) mozemo definirati sljedeéu bijekciju, kao specijalni slucaj bijekcije
62
oy pro*-HPoly((S*, s0), (X, @) — #4(X, 20), (5.8)

a;(a*) = (a").

Sada, slicno kao kod grupa oblika, uzimajuéi topologije 7., ili 7.} , na
pro*-H Poly((S*, s0), (X, ®)) (vidi podcjelinu mozemo na dva nacina
prirodno topologizirati 7 (X, z9) na nacin da zahtijevamo da o, bude home-
omorfizam. Nadalje, ako u relaciji odaberemo slike kanonskih izomor-
fizama medu razli¢itim H Poly-ekspanzijama od (X, xg) po funktoru J, tada
koristec¢i dokaz Propozicije i dijagram imamo da je za prethodno
opisane topologizacije skupa 7 (X, x¢) bolji izbor topologija 7, jer onda

takva konstrukcija ne ovisi o izboru H Poly-ekspanzije od (X, xzg). Stoga,
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koristit éemo 7', a s obzirom na nju topologizirani skup (odnosno grupu)

75 (X, xp) oznacavat ¢emo oznakom
TP (X, x0). (5.9)

Napomena 5.13 Koristeci neovisnost topologije na ﬁzmp (X, x0) 0o HPoly-
ekspanziji od (X, x¢), relaciju (5.8), te tordnju (ii) Propozicije [3.26 zakljutu-

jemo da je sljedeca familija

W = {vvfo“‘“*”>  [(a?)] € pro*-H Polo((S*, 50), (X, 20)), Ao € A} ,

p
gdje je

(o)

Ao =

([(B3)]) € 7" (X, wo) + [(B3)] € pro*-H Polo((S¥, s0), (X, 20)) @
Ing € N takav da Vn' > ng vrijedi by, = al, 7

baza topologije na 7 P(X,x0), za svaku HPoly-eskpanziju p : (X, xz9) —
(X, o) = (Xa,2r), o, A) od (X, z0). Takoder, vrijedi da je ([(a})]) €
(l(ap)]) . (lapn) o A(l@)) ot m (l(am])
Wi, , te da je Wy = Wy , za svaki ([(aY")]) € Wy (po
Napomeni . Prethodno spomenute ¢injenice i oznake cemo koristiti u

nastavku.

Teorem 5.14 Neka je (X, x0) proizvoljni punktirani prostor. Tada je 7 (X, ¢)

topoloska grupa, za svaki k € N.

Dokaz. Odaberimo proizvoljni £ € N. Po Definiciji [2.30, za pokazati da

je ﬁ,:toP (X, z9) topologka grupa potrebno je pokazati neprekidnost grupovne

operacije (tj. operacije zbrajanja)
[l (X, wg) X 7 (X, wg) — 71 P(X, m0), f(A*, BY) = A* + B,
i operacije invertiranja
g (X, w0) — AP (X, o), g(AT) = (A7)

Prvo neka je odabrana neka H Poly-ekspanzija p : (X, z¢) — (X, x) =

((Xx,z2),pan, A) od (X, ). Zatim, neka je odabran proizvoljni element
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(A*, B*) € #;1P(X, z0) x 7 (X, 20). Tada postoje (Jedmstvem) [(aM)], [(bY)] €
pro*-H Poly((S*, s0), (X, ®g)) takvi da je A* = {[(a})]), B* = ([(1})]). Po-
tom, odaberimo proizvoljni otvoreni skup V' oko f(A*, B*) = ([(a} + b})])
(vidi (5.5)) u 7' (X, x0). Koriste¢i Napomenu [5.13] “ s obzirom na p imamo
da postoji A\g € A takav da je

f(A*, By € Wi

cv. (5.10)
Sada promotrimo skup U = I/V<[(aA ) W/\<O[(bm> € 7 P(X, 20) x 7 P (X, 20).
Po Napomenllmamo da je U otvoren u prostoru 7, (X, z) x 7y (X, 20),
te da je (A%, B*) € U. Neka je (C*,D*) € U. Tada postoje [(c})], [(d})] €
pro*-H Poly((S*, s0), (X, ®g)) takvi da je C* = ([(¢})]), D* = ([(d})]), te
postoje ni,ne € N takvi da za svaki n’ > ny, n” > ny vrijede jednakosti

"

n/ _ n/ nl/ _ n/l . .o .
cy, =ay,, dy, = by . Stoga, za svaki n”" > max{ny,ny} vrijedi

1

Nz n' _ n "
C)\o + d)\o - a’/\o + b)\o

a to onda povlaci f(C*, D*) € Wfo[(a%b’i)])

(C*,D*) € U i (5.10) slijedi

. Prema tome, iz proizvoljnosti od

fU)cv

i time je neprekidnost grupovne operacije pokazana. Sada, neka je dan neki
A" = {[(a)]) € 7P(X, xo) i neka je V' neki otvoren skup oko g(A™) =
{[(a@f)]) (vidi podcjelinu u 7 (X, 20). Slicno kao i u prvom dijelu
dokaza, koriste¢i Napomenu - s obzu"om na p imamo da postoji \j € A
takav da je o

g(A™) € Wf,o[(“/*”m cv. (5.11)

Nadalje, neka je U' = Wfé[(a* )]>. Ocito je U’ otvoren skup oko A™ u prostoru
71'P(X,x0). Sada, za proizvoljni B = ([(b7)]) € U’ imamo da postoji
no € N takav da za svaki n’ > ng vrijedi jednakost b’/(z' = a’/\’g, a to onda

povlaéi i da za svaki n’ > ng vrijedi

0y =,
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dakle g(B™) € WQ(‘IXL)D. Naposljetku, iz proizvoljnosti od B* € U’ i (5.11

imamo da je

g(U") C V',

sto povlaci neprekidnost operacije invertiranja, i time je dokaz gotov. m
Zbog prethodnog teorema odsada ¢emo 7#; (X, x() prirodno nazivati k-
dimenzionalnom topoloskom grupom gruboga oblika punktiranog

prostora (X, zg). Pokazimo i da postoji odgovarajuéi prirodni funktor.

Propozicija 5.15 Za svaki k € N, pravilo 7' : Shi — TopGrp koje
svakom punktiranom prostoru (X, zo) pridruzi 7y (X, x0), a svakom mor-
fizmu F* 2 (X, 20) — (Y, y0) u Sh pridruzi funkciju 7 P (F*) : 7 (X, z9) —
T P(Y, y0) definiranu kao 7 P (F*)(A*) = F* o A*, je dobro definirani funk-

tor.

Dokaz. Neka je £ € N. Ako uzmemo u obzir ¢injenice o funktoru 7} :
Shi — Grp, onda nam je za pokazati prethodnu tvrdnju dovoljno pokazati
da je funkcija ;' (F*) neprekidna za svaki morfizam F* : (X, 20) — (Y,%0)
u Sh§. Dakle, neka je F* : (X, x9) — (Y,yo) proizvoljan morfizam u Shj,
A* proizvoljan element u 7 (X, z0) i neka su p : (X, x0) — (X, x) =
(X220, ps ) § 05 (Vi0) = (¥, 95) = (V) s M) mcke H Poly
ekspanzije od (X, 7¢) i (Y, 40), redom. Neka su [(a})] € pro*-H Poly((S*, s0), (X, z0))
{(F, 1)) € prom-HPolo((X, o), (Y, 9y) takvi da jo 4* = ([(a})]) § F* =
([(f, f])- Neka je V proizvoljni otvoren skup oko TP (F*)(AY) = FroA* =

<[( ga?(u))]> u 71P(Y, yo). Tada, koriste¢i Napomenu [5.13 s obzirom na q

zakljucujemo da postoji g € M takav da je

(4% e widEel) ¢y (5.12)
Sada, neka je \g = f (o) inekaje U = W/S(E(GK)D (jasno s obzirom na p). O¢ito

je U otvoren skup oko A* u prostoru ﬁzt‘m (X, z0). Nadalje, ako uzmemo
proizvoljni B* = ([(b})]) € U slijedi da postoji np € N takav da za svaki

.o o . / / v . .
n' > ng vrijedi jednakost by = a} , a to onda povlaci i da za svaki n' > ng
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vrijedi
n' 1n’ _ n’an’
po” f(ro) — Jpo™ f(po)?

stoga 71 P (F*)(B*) € Wlfo[(f“af(“)”). Prema tome, iz proizvoljnosti od B*

e Ui (5.12)) slijedi
() U) SV

i time je dokaz gotov. m

Dakle, topoloska grupa gruboga oblika je uistinu invarijanta teorije (punk-
tiranog topoloskog) gruboga oblika. Funktor ﬁzwp : Shi — TopGrp temo
zvati funktorom k-dimenzionalnih topoloskih grupa gruboga oblika.
Analogno kao i kod #;”, mozemo uociti da je kompozicija funktora 7, i

zaboravljivog funktora : TopGrp — Grp jednaka funktoru 7;.

5.3.1 Osnovna svojstva i odnos s topoloskim grupama
oblika

Za pocetak navedimo nekoliko tvrdnji o svojstvima topoloskih grupa gruboga
oblika koja su direktno povezana s njihovom topologizacijom (vidi bijekciju
(5.8)) te rezultatima o topologiji 7, , iz podcjeline a analogna onima za
topologke grupe oblika.

Teorem 5.16 Neka je dan proizvoljni punktirani prostor (X, zo) i k € N.

Tada vrigedi sljedece:
(i) 7P (X, x0) je potpuno regularna topoloska grupa;
(ii) 7'P(X,x0) je potpuno nepovezan prostor;
(iii) 7' P(X,x0) je prostor koji ima malu induktivnu dimenziju 0.

Dokaz. Tvrdnja (i) slijedi iz Korolara i Teorema [5.14] (i) slijedi iz
Korolara [3.35], a (7i7) slijedi iz Korolara n

Teorem 5.17 Neka je X stabilan prostor i k € N. Tada je 7, (X, zo)

diskretna, za svaki ro € X.
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Dokaz. Neka je o € X. Koristeci pretpostavku o stabilnosti prostora X i
Napomenu odaberemo proizvoljnu rudimentarnu H Poly-ekspanziju od

(X, xg), pa tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije [3.39, =

Teorem 5.18 Neka je (X, xg) punktirani prostor koji dopusta nizovnu H Poly-

ekspanziju i neka je k € N. Tada je 7P (X, x0) (ultra)metrizabilna topoloska

grupa.

Dokaz. Dokaz tvrdnje slijedi iz Korolara i Teorema ]
Buduéi da po Teoremu vrijedi da svaki punktirani kompaktni metricki

prostor dopusta nizovnu H Poly-ekspanziju, to odmah imamo sljedeci korolar.

Korolar 5.19 Topoloska grupa gruboga oblika svakog kompaktnog metrickog

prostora i svake dimenzije je (ultra)metrizabilna.

Konkretno, ako za punktirani prostor (X, zy) koji dopusta nizovnu H Poly-
ekspanziju odaberemo neku njegovu takvu H Poly-ekspanziju p : (X, zg) —
((X;, i), pii1, N), tada je jedna potpuna ultrametrika d* na 7 (X, z9) (po

specijalnom sluc¢aju ultrametrike d* iz (3.6))) eksplicitno zadana kao:
d* = 7P (X, mo) X 7 P (X, ) — RS, (5.13)

- #:HnoeNtakav da Vn' > ny
in ) )
) = a” =b", meN

d” ({[(a)]) , ([(67

1, inace

Napomena 5.20 Sli¢cno kao i kod topoloskih grupa oblika, topoloska grupa
gruboga oblika metrizirana metrikom iz relacije je u radu [16] oznacena
oznakom 34X, o). Takoder, u tom radu je i bag preko spomenute metrike
dokazano da je 7;%(X,xq) topoloska grupa (Teorem 3.2.), te je uveden funk-
tor #3d : S ho, — TopGrpy,, gdje je Shg, puna potkategorija kategorije
Sh§ restringirana na sve punktirane prostore koji dopustaju nizovnu H Poly-
ekspanziju (Propozicija 4.1.), a koji je zapravo samo specijalni slucaj funktora

~ ki ., . .. .
7. uz odgovarajuéu restrikciju domene i kodomene.
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Sada slijedi jedan nuzan uvjet da topoloska grupa gruboga oblika bude diskretna,
koji je, kao i sami dokaz koji éemo pruziti, analogon Teoremu [4.48]

Teorem 5.21 Neka je (X, zo) punktirani prostor i p = [(px)] : (X, z0) —
(X, xo) = (Xx,z2),prn, A) neka HPoly-ekspanzija od (X, x¢) te k € N.
Ako je 71 P(X, 1) diskretna onda postoji Ny € A takav da je 7y (X, x0)

izomorfna nekoj podgrupi od 7, (X, Ta,)-

Dokaz. Nekaje 7' ” (X, x) diskretna. Tada je {O*} otvoren skup u 7 (X, xo),
gdje je O* = ([(0})]) neutralni element u 7 (X, ) (vidi podcjelinu .
Stoga, po Napomeni m (s obzirom na p) postoji \g € A takav da je
Wf{)[(o?)]} = {O*}. Sada neka je

pAo# _Wztop(sg(p%)) e p(X l‘o) I:top(XAmx)\o)‘

Uocimo da jep Mo, neprekidni homomorfizam. Pokazimo da je Pio,, injektivan.
Neka je A* = ([(a})]) € kerpy,, . Dakle, vrijedi

T (S5 (Pr0)) (A7) = S5 (pag) © A" = ([(05,)]) - (5.14)

Iz sljedeceg ocito komutitativnog dijagrama

[(Pxg)]
(X’ xU) Q (Xkovx)\o)
pl ll(X/\O

ool

u pro-HTopg i po definiciji funktora Sg (vidi (5.3))) slijedi da je

S520) = ([ (1xsg.00) = Ltngienn) )] ) (5.15)

Trg)

(X, SL’())

Stoga, vrijedi

p,\o

[(WXAO ww)] > o ([(ax)]) (5.16)

"=
= ([ (1 a0 | o @)
([(@x)])-
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Sada, relacije i povlace da je ([(a},)]) = ([(0%,)]), odnosno

[(a%,)] = [(0%,)], pa je (a%,) ~ (0}), a to znati da postoji ng € N takav da

za svaki n’ > ng vrijedi

ay, = 0y,
No, to zapravo znaci da je A* € Wfo[(ox)b = {O*}, drugim rijecima A* = O*.

Dakle, jezgra homomorfizma Pio,, je trivijalna, pa je Pro,, uistinu injekti-
van. Nadalje, buduci da je X, stabilan prostor, to je po Teoremu
ﬁ;t‘)p (X, Tao), 0dnosno kodomena od Pio,, diskretna. Prema tome, Pro,, Uz
restrikciju kodomene na sliku je homeomorfizam (a jasno i izomorfizam), i

time je dokaz gotov. m

Teorem 5.22 Neka je X, potprostor prostora X, r : X — Xy retrakcija
i j : Xo — X wulaganje te k € N. Tada j inducira smjeStenje prostora
7P (Xo, o) u T P (X, 10), koje je ujedno i injektivni homomorfizam grupa,

za svaki o € X.

Dokaz. Neka je xy € X,. Zatim, neka su ry : (X, x9) — (Xo,20) 1 Jo :
(Xo,x0) — (X, x0) neprekidne punktirane funkcije inducirane sa r i j, redom
(uo¢imo da se xy uistinu "¢uva" kod obje punktirane funkcije jer je r|x,

identiteta, a j ulaganje). Neka su 1 1 jj definirani na sljedeci nacin:

ry =7 (S5 (Ho(ro))) = 7' (X, wo) — 7" (Xo, w0),
I3 =7 (S5 (Ho(jo))) = 7 (Xo, w0) — 7 (X, 30),
i neka je G = Im(j}). Ocito su r}|c i jj neprekidni homomorfizmi. Ako

pokazemo da su r;;|g 1 j3, medusobni inverzi tada ¢e dokaz biti gotov. Neka

je A* € 71P(Xy, m0). Tada vrijede sljedece jednakosti

(riyla 0 ju)(A") = (1} 0 ju)(A%) = (S5(Ho(ro)) © Sg (Ho (jo))) 0 A*  (5.17)
= (S5(Ho(ro 0 jo))) 0 A" = 1{x 4 0 A" = A%,

u kojima smo koristili funktorijalna svojstva navedenih funktora i ¢injenicu

da je 79 o jo identiteta na (Xo,xo) u Topy (jer je r retrakcija pa je r o j
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identiteta na X u Top). Uocimo i da je jj, injektivna zbog (5.17). Sada,
neka je B* € G. Tada postoji jedinstveni B € % (Xo, ) takav da je
B* = j3(Bg). Stoga vrijedi

(Gorsle)(BY) = (g orila) G (B)) = (o) (BE)) = i3 (By) = B,
(5.18)
gdje smo u trecoj jednakosti koristili (5.17)). Relacije (5.17)) i (5.18) povlace

da su r|e i jj uistinu medusobni inverzi. =

Korolar 5.23 Neka je X, retrakt prostora X te k € N. Tada 7' (Xo, 7o)

smigemo smatrati podgrupom od ﬁzt"p (X, x0), za svaki xo € X.

Gotovi svi rezultati vezani za topoloske grupe oblika su poopceni i na
topologke grupe gruboga oblika, a kako ¢emo u idu¢oj tvrdnji vidjeti i one
same su povezane pojacavanjem veC poznate algebarske veze. Prisjetimo se

da smo sa J skrac¢eno oznacili funktor J(grop,, i poiy)-

Teorem 5.24 Neka je (X, xo) proizvoljni punktirani prostor te k € N. Tada
jej = J|frZOP(X z0) - TP(X, 0) — 75 P (X, 20) injektivni homomorfizam grupa

Sk . _t it
i smjestenge sa zatvorenom slikom prostora 7, " (X, xo) u prostor i, P (X, zo).

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz Teoremal5.4] te kombinacijom prve tvrdnje
Propozicije (za domenu (S*, s9) i kodomenu proizvoljnu fiksiranu H Pol,-
ekspanziju od (X, z¢)) i nacina topologizacije od 717 (X, o) i 71 "(X, o)
preko odgovarajucih bijekcija u i (5.8)), redom (u oba slucaja takoder
s obzirom na istu spomenutu H Poly-ekspanziju od (X, z)). m
Dakle, topolosku grupu oblika smijemo smatrati podgrupom, stovise zatvorenom
podgrupom topoloske grupe gruboga oblika (za neku fiksiranu dimenziju).
Pojmovi normalne podgrupe i kvocijentne grupe su opcée poznati. S
obzirom na podgrupe topoloske grupe gruboga oblika koje se prirodno po-
javljuju po Korolaru[5.23]i Teoremu [5.24] zanimljivo je promatrati kvocijentne
grupe topologke grupe gruboga oblika po tim ili nekim drugim podgrupama

(naravno uz dodatnu pretpostavku da su te podgrupe normalne) i ispitati
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kada je dobivena struktura, prirodno opskrbljena kvocijentnom topologijom,
takoder topoloska grupa. Prvo uvedimo neke pomocéne oznake. Neka je
(G,+) grupa, te neka je H neki podskup od G. Tada, za svaki M C G
definiramo skup

MH={m+h:meMheH}.

Takoder, za svaki a € G ¢emo {a}H oznacavati kratko sa aH.

Napomena 5.25 lako se sa + obicno oznacava grupovna operacija u gru-
pama koje su Abelove ovdje to ne mora biti slutaj, a koristimo tu oznaku jer
cemo se u nastavku vratiti na grupe oblika i gruboga oblika gdje se grupovna
operacija obicno tako wvijek oznacava, neovisno o komutativnosti koja kod

dimenzije 1 ne mora biti ispunjena.

Nadalje, za topologku grupu G i neku njezinu normalnu podgrupu N sa G/N
¢emo oznacavati kvocijentnu grupu grupe G po N opskrbljenu kvocijentnom

topologijom s obzirom na kanonsku surjekciju
q:G— G/N, q(a) =aN. (5.19)

Lema 5.26 Neka je G topoloska grupa @ N normalna podgrupa od G. Tada
je kanonska surjekcija otvoreno preslikavanje.

Dokaz. Neka je U otvoren u G. Pokazimo da je ¢(U) otvoren u G/N.

Buduci da je ¢ kvocijentno preslikavanje dovoljno je pokazati da je skup
¢ (q(U)) =UN (5.20)

otvoren u G. No, to slijedi direktno iz Propozicije 1.4.1. u [2]. =
Sada se vracamo na topoloske grupe gruboga oblika i pokazujemo zanimljivu

tvrdnju.

Teorem 5.27 Neka je (X, xo) proizvoljni punktirani prostor, k € N te N
proizvolina normalna podgrupa od 7, (X, xo). Tada je 75 (X, z0)/N topoloska

grupa.

105



Poglavlje 5. Topoloske grupe gruboga oblika

Napomena 5.28 Prilikom odabira proizvoljnog elementa 6 grupe 7 % (X, x0)/N
odmah ¢emo odabrati neki A* € 7y P(X, xy) takav da je = A*N i pisati
samo A*N.

Dokaz. Budud¢i da je 7y (X, x0)/N dobro definirana grupa, to je po Defini-
ciji [2.30] dovoljno pokazati neprekidnost grupovne operacije

[ ml (X, @) /N x & (X, x0) /N — 7t P (X, 20) /N,
f(A*N,B*N) = A*N + B*N = (A" + B*)N,
i operacije invertiranja
g7 (X, x0) /N — 7P (X, 20) /N,
g(A'N) = (A"N) ™' = (A1)~
Sa ¢ oznacimo specijalni slucaj kanonske surjekcije (5.19), dakle
q: 7" (X, w0) — 7y (X, w0) /N, g(A") = A"N.

Sada, neka je odabrana neka H Poly-ekspanzija p : (X, x9) — (X, xo) =
((Xx,za), pan, A) od (X, zg), te neka je odabran proizvoljni element (A* N, B*N) €
TP (X, 20) /N x 7 P(X, 19)/N. Tada postoje (jedinstveni) [(a})], [(b})] €

pro*-H Poly((S*, s9), (X, xg)) takvi da je A* = ([(a})]), B* = {[(b})]). Po-
tom, odaberimo proizvoljni otvoreni skup V oko f(A*N, B*N) = (A*+B*)N

u 71'P(X,20)/N. Buduéi da je q neprekidna (kvocijentno preslikavanje), to

je ¢ (V) otvoren u 7P (X, xo) i sadrzi A* + B*. Sada, po Napomeni m

s obzirom na p postoji A\g € A takav da je

(4 + B e w0 ¢y, (5.21)
Sada promotrimo skup

Po Napomeni|5.13|i Lemi slijedi da je U otvoren u prostoru 7 (X, zo) /N x
71'P(X,20) /N, te da je (A*N, B*N) € U. Pokazimo da je f(U) C V. Neka
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je (C*N,D*N) € U. To madi daje C* € WAy, pr e w0y (50
se lako vidi koristeéi [5.20]), tj. postoje A™ € W/\g(am), B™* € W/\<O[(bm>, N,

N3 € N takvi da vrijede jednakosti

C* — A/* + Nik ,
D* = B" + Nj.
Promotrimo jednakost
C*+D"=A"+N{ +B"+Nj. (5.22)

Budu¢i da je N normalna podgrupa od 7 (X, ), to postoji Ni € N takav
da je

Ny + B" =B"+ Nj. (5.23)
Neka je N* = Nj + Nj. Uoc¢imo da je N* € N. Stoga, koristeéi (5.22) i
(5.23) dobivamo sljedec¢e jednakosti

C*+D*=A"+N; +B"+N; (5.24)
= A"+ B" + N; + N;
— A/* _|_ Bl* _|_ N*.

Po prvom dijelu dokaza Teorema [5.14|1 ¢injenici da je A™ € Wfo[(aK)D, B €
Wfo[(b;bm slijedi da je
a4 B e Wil
Iz prethodne relacije i relacije (5.24) zaklju¢ujemo da je
c* + D* € W)\((J[(aﬁerf)})N _ qil <q (W/\<O[(a§+b§)]>)> ’
a onda je
. « .| T - [(a}+b3)] [(a%+b%)]

¢(C*+ D) =(C"+D )Neq(q 1(Q(W/\<O N >))) :CJ(W)\(O o >>,

(5.25)
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gdje posljednja jednakost vrijedi jer je ¢ surjekcija (iako nam to neée biti
kljuéno, dovoljno ¢e nam biti §to na tom mjestu uvijek vrijedi relacija C).
Sada, buduc¢i da je

f(C*N,D*N) = (C*+ D*)N

to po relacijama ((5.21)) i (5.25) slijedi da je

f(C*N, D*N) €q (W/\<O[(a§+b§)]>) cV.

Prema tome, iz prethodne relacije i iz proizvoljnosti (C*N, D*N) € U slijedi
f(u)cv.

Time je neprekidnost grupovne operacije f pokazana. Na slican nac¢in ¢emo
pokazati i neprekidnost funkcije g. Prvo, neka je dan neki A*N € ﬁzmp (X, z0)/N,
neka je A* predstavljen sa [(a})] € pro*-H Poly((S*, s0), (X, o)) i neka je V'
neki otvoren skup oko g(A*) = (A*)7'N u 7, (X, 20)/N. Podsjetimo se
da je (A*)™t = ([(a})]) (vidi podcjelinu . Sli¢no kao i u prvom dijelu
dokaza, koriste¢i Napomenu [5.13| s obzirom na p zakljucujemo da postoji
Ao € A takav da je

(A") e Wf{f@w C g (V). (5.26)

Nadalje, neka je U = ¢ (Wfo[(axm). Iz Napomene |5.13| i Leme [5.26| slijedi

da je U otvoren skup oko A*N u prostoru 7y (X, xo)/N. Pokazimo da je
g(U) C V i time ¢e neprekidnost od ¢ biti pokazana. Odaberimo proizvoljni

B*N € U. Slitno kao u prvom dijelu dokaza, to zna¢i da postoje A™ €
w5 Nx e N takvi da e

B* = A" + N},

a onda je
(B*) ™= (Ny) ™+ (A") 7 (5.27)

Iz normalnosti podgrupe N slijedi da postoji N* € N takav da je
(Nl*)fl 4 (A/*)—l — (A/*)—l + N*.
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Sada, koristeci prethodnu relaciju i relaciju (5.27)) dobivamo sljedeéu relaciju

(B*) = (N7) 7+ (A7 (5.28)
— (A/*)—l ‘I‘N*
Po drugom dijelu dokaza Teorema [5.14]i ¢injenici da je A™ € I/V/\<O[(a§,)]> slijedi

da je B
(A/*)—l c W)?(E(G‘A)D‘

Prema tome, iz prethodne relacije i relacije ([5.28|) zakljucujemo da je
£\ — [(a})] - [(a})]
e (o ()
pa je

q((B") ) =(B")"'Neq (q‘l (q (WQW))) =q (Wﬁ(am)
(5.29)

Sada iz jednakosti

g(B*N) = (B")"'N
te iz relacija i slijedi da je
s ea (™) <.
a onda iz proizvoljnosti elementa B*N € U slijedi
gU)cVv
i time je dokaz gotov. m

Napomena 5.29 Prethodni teorem se moZe na analogan nacin dokazati u

odgovarajucoj formi i za slucaj topoloskih grupa oblika.

Stoga, koriste¢i prethodni teorem i prethodnu napomenu, te Korolar i
Teorem imamo sljedece korolare.

Korolar 5.30 Neka je Xy retrakt prostora X, xo € Xg te k € N.
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(i) Ako je podgrupa 7, (Xo, o) od 71 (X, z0) normalna, onda je

7 (X, o) /7, (Xo, x0) topoloska grupa.

~ xtop

(ii) Ako je podgrupa 7" (Xo, x0) od 71 (X, z0) normalna, onda je

ﬁ-;t"p(X, SE())/'ﬁ'Ztop(XOa xg) topoloska grupa.

Napomena 5.31 Preciznije bi bilo da smo umgesto 7, (Xo, 7o), 7y % (Xo, 70)
redom pisali jy (7,77 (Xo,20)) i i3 (7 7 (Xo, o)) (vidi Napomenu i Teo-
rem|5.29), ali smo to izostavili smatrajuéi izomorfne objekte istima. Analogno

¢emo u sljedetem korolaru identificirati 77" (X, mo) i j (7P (X, 29)).

Korolar 5.32 Neka je (X, zg) proizvoljni punktirani prostor te k € N. Ako
je podgrupa 7, (X, z) od 7 P (X, z0) normalna, onda je #; (X, z0) /7, (X, o)

topoloska grupa.

Uocimo da se za k > 2 pretpostavka da odgovarajuce podgrupe u prethodna
dva korolara budu normalne ne treba navoditi jer su tada sve spomenute
grupe Abelove, a poznato je da je svaka podgrupa Abelove grupe ujedno i
normalna. Nadalje, op¢enito normalnost podgrupe ne mora uvijek biti zado-
voljena. Primjerice, grupa oblika klina od dvije kruznice je slobodna grupa
s dva generatora (vidi Primjer [£.49), a grupa oblika kruznice (kao retrakta
klina od dvije kruznice), koja je jednaka slobodnoj grupi s jednim genera-
torom, nije ocito njezina normalna podgrupa. Sli¢cno mozemo konstruirati

protuprimjere i u ostalim slucajevima.

5.3.2 Ovisnost o promjeni bazne tocke

U Definiciji[5.7uveli smo pojmove puta gruboga oblika te povezanosti putovima
gruboga oblika, a u Teoremu vidjeli da grupe gruboga oblika prostora
povezanih putovima gruboga oblika ne ovise (do na izomorfizam) o izboru
bazne tocke. Takvu neovisnost Zelimo sada pokazati i za topoloske grupe

gruboga oblika.
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Teorem 5.33 Neka je X prostor i xg,x1 dvige tocke v X koje su povezane
putom gruboga oblika te k € N. Tada su 77y (X, x0) i 75 P (X, 1) izomorfne

topoloske grupe.

Dokaz. Neka je Q* : ([,0,1) — (X, z9,21) put gruboga oblika od x
do z; u X. Odaberimo proizvoljnu H Polg-ekspanziju p : (X, zg,z1) —
(X, zo, 1) = (X, 2, 7)), pan, A) od (X, 29, 21) 1 neka [(W})] : (1,0,1) —
(X, @g, 1) reprezentira Q* u pro*-H Poly((1,0,1), (X, g, 1)) (za poliedar
(1,0, 1) odabiremo bipunktiranu "identitetu" kao H Polgy-eskpanziju). Neka
je dana funkcija

ige : 7l (X, wp) — 7 P (X, 1), (5.30)

g+ (A" = ([(a))]) = ([ (dug (a}))]) »
gdje za H Poly-ekspanzije od (X, ) i (X, z1) biramo slike od p po funk-
toru : pro-HPolyy — pro-H Poly prirodno induciranom od zaboravljivog
funktora : H Polyy — H Poly koji zaboravlja tocke na drugoj, odnosno pr-
voj koordinati, redom (analogno kao u dokazu Propozicije , a iy
T(Xa, 2x) — m(Xh, 2)) je izomorfizam homotopskih grupa induciran sa
wy, za svaki A € A, n € N. Po Teoremu 1. u [I3] vrijedi da je funkcija @5
uistinu dobro definirana, da je izomorfizam grupa, te da joj je inverz zadan

sa

ZS;’} : ﬁZtOp<X, 331) — ﬂ';tOp(X, .1'0),

ige (B™ = ([ = ([((ug) " (BR))]) -
Prema tome, dovoljno je pokazati da su iq- i ig: neprekidne funkcije i time je
dokaz gotov. Neka je A* = ([(a})]) proizvoljni element iz 7; (X, x) i neka
je 'V proizvoljni otvoreni skup oko iq- (A*) = ([(iug(a}))]) u TP (X, 2).
Po Napomeni (s obzirom na prethodno spomenutu H Poly-ekspanziju
od (X, 1)) postoji A\g € A takav da je
ig- (A%) € Wfo[(i“g(ax ey (5.31)
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Sada promotrimo skup U = Wﬁwm) € #1'P(X, 19) (ovaj put po Napomeni
s obzirom na H Poly-ekspanziju od (X, zg)). O¢ito je U otvoren u pros-
toru 7, (X, 1) i A* € U. Neka je B* = ([(b})]) proizvoljan element iz U.
Tada postoji ng € N takav da za svaki n’ > ng vrijedi jednakost bﬁ; = af\‘;, a
buduc¢i da je i,y injektivan, za svaki A € A, n € N, to prethodna jednakost
povlaci da za svaki n’ > ng vrijedi

. ! . /
Zw"/{‘(’) ( 7)\10) = Zw;‘(,) (a’g\/o ) :

Stoga je iq+ (B*) € Wﬁo{(%g(%))b, pa iz proizvoljnosti od B* € U i (5.31
slijedi

i time je neprekidnost od ig- pokazana. Potpuno analogno se moze pokazati
i neprekidnost od ig.. ®

Iz prethodnog teorema i Teorema [5.9 slijedi korolar.

Korolar 5.34 Neka je k € N proizvoljan. Ako je prostor X povezan putovima
((gruboga) oblika), onda njegova k-dimenzionalna topoloska grupa gruboga

oblika ne ovisi o izboru bazne tocke do na izomorfizam.

Nadalje, buduci da su kontinuumi uvijek povezani putovima gruboga oblika
(vidi Teorem [5.10)) istaknut ¢emo jo$ jedan korolar.

Korolar 5.35 Za svaki k € N vrijedi da k-dimenzionalna topoloska grupa

gruboga oblika kontinuuma ne ovisi (do na izomorfizam) o izboru bazne tocke.

I naposljetku jos jedna standardna konvencija. Topoloske grupe gruboga
oblika putovima ((gruboga) oblika) povezanog prostora X oznacavati ¢emo

. xt .. . g
samo sa 7, 7 (X) bez isticanja bazne tocke.
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5.3.3 Teorem o neprekidnosti topoloskih grupa gruboga
oblika

Sada ¢emo pokazati jo§ jedan ekvivalentan pristup topologiji na topoloskoj
grupi gruboga oblika, a koji ¢e biti generalizacija rezultata poznatih i za

topolosgke grupe oblika.

Napomena 5.36 Samo za potrebe sljedeceg teorema, a zbog jednostavnosti

*top

oznaka, pod funktorom 7, " temo zapravo podrazumijevati njegovu kompozi-

ciju sa zaboravljivim funktorom : TopGrp — Top.

Teorem 5.37 Neka je (X, xq) punktirani prostor i p = [(px)] : (X, z0) —
(X, xg) = (Xx,z2),prn, A) neka HPoly-ekspanzija od (X, xo) te k € N.
Tada je = (717 (S5p))] - 77P(X, 20) — (K (Xn, 22), 7S5 (0ax ), A)
inverzni limes od (7" (Xx, 22), 71 P (Sg (pax)), A) u Top.

Dokaz. Uvedimo oznaku #;'?(X, zo) := (7} OP(X,\,I,\) T (S5 (pav)), A).
Neka je Y proizvoljni prostor i f = [(f))] : 7P (X, o) proizvoljan
morfizam u pro-Top. Po Definiciji inverznog hmesa dovoljno je pokazati
da postoji jedinstvena neprekidna funkcija f : Y — V*mp (X, zo) takva da
sljedeci dijagram

y &)

T P(X, o)
NS 15 (5.32)
TP (X, x)
komutira u pro-Top (u nastavku éemo umjesto [(f)] pisati samo f, stovise
pod morfizmom f u Top ili Set zapravo ¢emo podrazumijevati odgovarajuci
morfizam u pro-Top odnosno pro-Set). Buduéi da je f morfizam u pro-Top,
to je
fr =7 P (Sg(pax)) © v

za svaki A < X € A. Stoga, vrijedi

Iay) = Sg(pax) o fa(y), (5.33)
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zasvakiy € Y, A < X € A. Sada, zasvaki A € Aiy € Y,saax(y) = [(@i(y))
)

]
ozna¢imo jedinstvenog predstavnika od f,(y) u pro*-H Poly((S*, s0), (X, x,)) (uo¢imo
da je fa(y) € 7'P(Xy,xy)). Pokazimo da je, za svaki y € Y, a(y) =

[(a%(y))] € pro*-HPolo((S*, s0), (X, 20)), gdje je
ay(y) =ay(y), zasvaki A € Ain e N. (5.34)

Prvo, lako se vidi da je definicija od a(y) neovisna o izboru predstavnika od
ax(y) u inv*-H Poly((S*, s0), (X, 1)), za svaki A € A (i dalje bi na svakoj
koordinati A gotovo svi ¢lanovi niza a}(y) bili isti). Sada, neka je y € Y
proizvoljan, i neka je A < X € A. Po definiciji od Sj lako se vidi da je
Sg(pax) predstavljen sa [(pYy, = pav)] € pro*-HPolo((Xy,zx), (X, 22))-
Stoga, po relaciji i definiciji kompozicije u Sh{ i pro*-H Poly slijedi

([(@x ) = {paxvax )]) ,

sto povlaci

odnosno
@x(y)) ~ (pawvax (y))-
To znaci da postoji ng € N takav da za svaki n’ > ng vrijedi
ay (y) = pawai (y)
tj. po (5.34]) za svaki n’ > ng je

al (y) = pawval (y),

pa je uistinu a(y) = [(a}(y))] € pro*-H Poly((S*, s0), (X, xp)). Sada defini-
rajmo
f:Yy— ﬁth’p(X, o),

fy) = (a(y)) .

Po prethodnom dijelu dokaza zakljucujemo da je funkcija f dobro definirana.

Sada pokazimo da je po f = f (komutacija dijagrama (5.32))) u pro-Set, a
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kasnije kad pokazemo neprekidnost od f onda ¢e jasno vrijeditii po f = f
u pro-Top. Neka je y € Y i \g € A. Dovoljno je pokazati da je

Sg(p)\o) o f(y) = f)\o (y) (535)

No, S§ (p,\o) Je predstavljen sa [(1()@ ang) = 1(XA075’3/\0)>} € pro*-H Poly((X, o), (X, Txy))
(vidi (5.15))), pa - 5.35|) proizlazi iz sljede¢ih jednakosti

Sora) 0 F) = (| (1) | ) © L)) (5.36)

= ([ (12, ) ] ez}
_< ay, (y >
B2 (@ )
= fr ().

Pokazimo sada jedinstvenost od f (u smislu komutacije dijagrama (5 u
pro-Set). Neka je odabran neki morfizam f':Y — 71 P(X, ) u Set takav
da je po f' = f u pro-Set. Tada je

So(pra) © f(y) = S5 (Pars) © f'(¥), (5.37)

za svaki A\g € A iy € Y. Stoga, ako je za neki y € Y morfizam f'(y)
predstavljen sa [(a¥*(y))] € pro*-H Poly((S*,s0), (X, xo)), onda (5.37) (uz
koristenje postupka u (5.36))) povlaci da je za svaki \g € A

([(a, )]) = ([(aks ())]) -

sto je ekvivalentno sa
(a3, (¥)) ~ (aX; (v))-
Prema tome, za svaki A\g € A postoji ng € N takav da za svaki n’ > n vrijedi

/

ay (y) = a (y),

pa je onda jasno f(y) = f'(y), a iz proizvoljnosti od y € Y slijedi da je f = f,
tj. f je jedinstvena. Preostaje pokazati neprekidnost funkcije f. Neka je
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odabran yo € Y ineka je V proizvoljni otvoreni skup oko f(yo) = ([(a%(vo))])
w (X, o). Po Napomeni [5.13] postoji do € A takav da je

Flyo) € Wf{(% wl) . 5.38)
Definirajmo U = f—l(Wg(aK(yo))D)

jednakosti

. Ocito je yg € U. Nadalje, iz sljedecih

U={yeY :3ng €N takav da ¥n' > ng vrijedi a}, (y) = a}, (vo)}
{y €Y : 3ng € N takav da Va' > ng vrijedi @y’ (y) = a7 (o)}
= {yeY: (@,@) ~ (@, ()}
={y €Y : @x(y) = @ (10)}
={yeY: fyy) = o)}
= o {hre(m0) 1),

te iz Cinjenica da je f\, po pretpostavci neprekidna, a {f),(yo)} otvoren skup
P ( Xy, Tag) ((Xag, o) je stabilan prostor pa je 7 (X, , T, ) diskretan
prostor), mozemo zakljuciti da je U otvoren u Y. Naposljetku, po relaciji

(5.38) jasno je da je f(U) C V i time je dokaz gotov. m

Korolar 5.38 Neka je (X, xg) punktirani prostor i p = [(py)] : (X, z9) —
(X, x0) = (Xx,z2),prn, A) neka HPoly-ekspanzija od (X, xy) te k € N.
Tada je B = (71 (S3pa))] : 70 (X, 0) — (F17 (X, 20), F1(S5 (pase)), A)
inverzni limes od (717 (Xyx, y), 71 P (St (pan)), A) u TopGrp.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno iz prethodnog teorema i Teorema 2.1. u [15],
Teorema te ¢injenice da je f konstruiran u dokazu prethodnog teorema

jedinstven i u smislu komutacije dijagrama (5.32)) u pro-Set. =

Teorem 5.39 Neka je (X, x¢) = ((Xa,x2), par, ) tnverzni sustav u Topg
kojemu su svi ¢lanovi kompaktni poliedri te k € N. Ako uvedemo oznaku
TR (X, @o) = (73 (X, 2a), 7 P (S5 (Ho(pax))), A) tada je

P (@(X,wo)) — lim ("7 (X, @) (5.39)
gdje je prui inverzni limes promatran u Topg, a drugt u TopGrp.
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Dokaz. Po verziji Teorema za punktirani slu¢aj imamo da je H,(X, zg)
H Poly-ekspanzija od m(X , Tg). Stoga, dokaz slijedi direktnom primjenom
prethodnog korolara. m

Prethodni teorem zovemo teorem o neprekidnosti topoloskih grupa

gruboga oblika, zbog "komutacije" 7;'” i lim u relaciji (5.39).

5.3.4 Primjeri

U ovom posljednjem odjeljku pruzit ¢emo neke interesantne primjere i vid-
jeti kako nam neke od tvrdnji pokazanih u prethodnom poglavlju mogu biti

korisne u konstrukciji zanimljivih zakljucaka.

Primjer 5.40 Neka je k € N. Ako je (P,po) punktirani poliedar (ili pros-
tor koji ima homotopski tip nekog punktiranog poliedra), onda je, koristeci
Primjer i Teorem 7 P(P,po) jednaka grupi

(Hﬁk(Pv po)) / (EBM(P, po)) (5.40)

neN neN

opskrbljenoj diskretnom topologijom. S obzirom na prethodnu formulu, te
cingenicu da je 77,2017 (P, po) takoder diskretna, postavlja se prirodno pitanje je
li diskretna topologija na #; (P, po) dobivena kao kvocijentna topologija s

obzirom na kanonsku surjekeiju p : [] 7 (P,po) — [1 77 (P,po)/~, gdje je
neN neN
~ relacija ekvivalencije koja generira kvocijentnu grupu . Primijetimo

da vrijeds
(al,a2,a3,.“) mz(aa,aé,ag,.“)

ako postoji ng € N takav da za svakin' > ng vrijedi
Apr = a,.

Odgovor na prethodno pitanje je negativan, stovise [] %17 (P,po)/~ je in-
neN
diskretan prostor. To ¢emo dokazati tako da uzmemo proizvolyni neprazni

otvoreni skup U C T[] #P(P,po)/~ i pokazemo da je U = ] %P (P, po)/~-
neN neN
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Pretpostavimo protivno, tj. neka postoji

[(by, by, bs, . .. (mep (P, po)/ > \U. (5.41)

neN

Neka je [(a1,az,a3,...)] € U. Tada je po definiciji kvocijentne topologije
p Y (U) otvoren skup u [] %, P(P,po), te sadrZi (ay,as,as,...). Stoga, po

neN
definiciji produktne topologije postoji ng € N takav da je

(a1,a2,0a5,...) € {ar} x - x {an,} x [[ 7P (Popo) Sp ' (V). (5.42)
n>no

Skup {ar} x - x {an, } x I #P(P,po) oznacimo sa B. Uotimo da je

n>no

(1,2, ... Gnyy bpg+1s brgr2y - - ) ~ (b1, b2, b3,...), (5.43)
te da koristeci mozemo pokazati da je
(a1,a9, ..., Gy, brgs1, bpgs2,--.) € B C p H(U). (5.44)
Prema tome, iz 1 mozemo zakljuciti da je
[(by,b2,b3,...)] CU,
a to je kontradikcija sa .

Slijedi vazan primjer prostora koji nije stabilan, a ipak ima diskretnu
netrivijalnu topolosku grupu gruboga oblika (dimenzije 1) i to u svakoj svojoj
tocki.

Primjer 5.41 Neka je dan proizvoljni niz brojeva (k;) u N\ {1} te njemu
pridruzen solenoid X, (vidi Primjer @), dakle X, = @(Xi,piHl,N) u
Top, gdje je za svaki i € N prostor X; = {z € C . |z| = 1}, a neprekidna
funkeija piiv1 © Xipw — Xi zadana sa pyi1(2) = 2%. Znamo da ¥,y nema ob-
lik poliedra, tj. da nije stabilan prostor. Poznato je da i je Wl(E(ki), do) trivi-
Jalna grupa, za svaki dy € Xy,), pa je onda topoloska grupa oblika iop (X k), do)
trivijalna. Nadalje, buduci da je Y,y kontinuum, to po Korolaru Shjedz
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da 1-dimenzionalna topoloska grupa gruboga oblika od X,y ne ovisi o izboru
bazne tocke, pa temo za nju pisati samo 71 P (L) Znamo da 7 (Sky), a
onda i 71" (S ) ima neprebrojivo mnogo elemenata (vidi [1])]). Dokazimo
da je 71" (S(,) diskretna. Kombinacijom Teorema i zakljuéu-
jemo da je (X, zo) = (X, x:), [pii+1], N) HPoly-ekspanzija od punktiranog
(proizvoljnom baznom tockom) Yk, 2a neke v; € X;, 1 € N (x; nam nije
bitno eksplicitno znati jer je X; povezan putovima). Slitno kao u Primjeru
buduéi da svaki niz (o) u Z smijemo smatrati nizom homotopskih klasa
u 1 (Sh) i obratno, te buduéi da za svakii < n € N mi([pin]) smijemo proma-
trati kao homomorfizam : 7. — 7 zadan kao identiteta ako je i = n, te kao
mnoZenje sa k;---k,_1 inace, to svaki morfizam (a) : (S*, s0) — (X, x0) u
inv*-HTopy smijemo promatrati kao familiju cijelih brojeva (al : i,n € N) i

to takvu da je zadovoljena sljedeta relacija:

za svaki i; < io € N postoji ng € N takav da za svaki n' > ng vrijedi
(5.45)
aZ’ — /fil.....kirl.ag’j

i obratno. Sada neka su A* = ([(al")]) @ B* = ([(b[")]) dvije razli¢ite tocke

u 7P (Skn), gdie su (al), (b7) € inv*-HTopy ((SY,s0), (X, xo)). Buduéi

da metrika d* (vidi ) generira topologiju na 71" (L), 2a pokazati

da je 7'"(Z,)) diskretna dovoljno je pokazati da je d*(A*, B*) = 1. Pret-

postavimo protivno, preciznije da je d*(A*, B*) < 1 (jer je po definiciji udal-

jenost po d* wvijek manga ili jednaka 1). No po definiciji od d* to takoder

znaci i da d*(A*, B*) < % Stoga, postoji ng € N takav da za svaki n’ > ng
vrigeds

at’ = by (5.46)

Sada, neka je m > 2 proizvoljan prirodan broj. Po (za (al'), (bF) i

1 < m) slijedi da postoje ni,ny € N takvi da za svaki n” > ny, " > ngy

vrigeds
aV' = ky-kpog-a (5.47)
b717“”/ _ kl ..... km_l b:br://
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Sada odaberimo m = max{ng,ni,n2} @ uotimo da relacije (5.46) i (5.47)

povlace da za svaki n’ > m vrijedi

tj. za svakin' > m vrijedi
=0. (5.48)

Iz proizvoljnosti od m € N, m > 2, relacija (zajedno sa ) povlaci
da [(al)] = [(b})]. Stoga, A* = B*, a to je kontradikcija sa pretpostavkom da

su A* 1 B* razlicite.

Napomena 5.42 Uocimo da je u dokazu diskretnosti od 7;'" (Xky)) kljucna
¢ingenica bila da je mnoZenje cijelih brojeva s nekom konstantom iz N\ {1}
injektivno, tj. da je za svaki i € N mi([pir1]) monomorfizam. Stoga se
po analogiji prethodnog primjera moZe pokazati sljedece: ako je k € N 1
ako je (X, xo) punktirani prostor koji dopusta nizovnu H Poly-ekspanziju p :
(X, z0) — ((Xi, 2:), piir1, N) takvu da je m([piir1]) monomorfizam, za svaki
i € N, tada je 7' (X,x0) diskretna. Takoder, uz pretpostavke prethodne
turdnje, mozemo koristeci Teorem dodatno zakljuciti da onda postoji
Mo € A takav da je 7P (X, x0) izomorfna nekoj podgrupi od 71 P (X g, T, )-
Primjerice, 71 (S,)) smijemo zamisljati kao podgrupu od 7' (S) (napomenimo
da po Primjeru[5.40 vrijedi da je

s - (1z) /(o) (5.49)

neN neN

uz diskretnu topologiju).

Primjer 5.43 U prethodnoj napomeni dali smo eksplicitnu formulu za 77" (S .
Nadalje, znamo da je 7P (SY) = Z uz diskretnu topologiju (Korolar
Buduéi da je 77" (S") Abelova to po Korolaru[5.39 slijedi da je 7' (S*) /7 tOp(Sl)
topoloska grupa, uz identifikaciju 7 (S) i j (7\7(SY)) (vidi Napomenu-)
Topologija na 7P (SY) /7t (SY) je diskretna, kao kvocijentna topologija diskretne
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topologije, pa nam u smislu topologije spomenuta topoloska grupa nije to-

liko interesantna, ali ovaj primjer koristimo da eksplicitno opisemo njez-

inu algebarsku strukturu. Prvo, po prirodi homomorfizma j = J| Ftor(s1) -
~ top

TP(SY) — 7P(SY), otito slijedi da su elementi podgrupe j (%17(SY)) od
7P (S = <H Z) / (@Z) zapravo sve klase cjelobrojnih nizova oblika

neN neN

(m,m,m,...,),

za svaki m € Z (podsjetimo se da su elementi klase svi nizovi koji se pokla-
paju na gotovo svim koordinatama). Stoga, grupu ;P (SY) /7P (S) smijemo
zamisljati kao skup klasa svih cjelobrojnih nizova po sljedecoj relaciji ekviva-
lencije:

(a1, ag,as,...) ~ (a},ay, a3, . ..)

ako postoji ng € N i mg € Z takav da za svakin' > ngy vrijedi
Apy — al, = my,

uz zbroj dviju klasa definiran kao klasa niza dobivenog kao zbroj neka dva

predstavnika (tih dviju klasa) po koordinatama.

Primjer 5.44 Neka je dana Havajska nausnica H (vidi ) U Primjeru
smo vidjeli da 7" (H) nije diskretna. Stoga, koristeti Teorem za-

kljucujemo da 77" (H) nije diskretna (ne trebamo isticati baznu tocku hy € H
jer je Havajska nausnica povezana putovima pa mozemo primijeniti Korolar
5.34)), a po Korolaru vrijedi i da je 7P (H) ultrametrizabilna. Takoder,
postoji neprebrojiva, diskretna podgrupa od 7*P(H) (koja je onda dodatno
i zatvorena po Korolaru 1.4.18. w [3]). Naime, kruznica S' (a takoder i
proizvoljni klin od konaéno mnogo kruinica) je retrakt od H, pa zakljucak iz

prethodne recenice slijedi po Korolarui cinjenici da je 7'P(SY) diskretna
i neprebrojiva (vidi (5.49)).

Primjer 5.45 Neka je k € N i (Y, : n € N) familija povezanih kompak-

tnih poliedara takva da gotovo svi ¢lanovi te familije tmaju netrivijalnu k-

dimenzionalnu homotopsku grupu. Neka je X = [[Y,. Po Primjeru|4.50
neN
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znamo da ﬁZOP (X) nije diskretna, a ocito je X putovima povezani kompak-
tni metricks prostor. Stoga, po Teoremu 1 Korolaru slyedi da
je ﬁ;tap (X) ultrametrizabilna i da nije diskretna. Analogno prethodnim za-
klju¢cima, ako definiramo X kao produkt ¢lanova neke potfamilije od (Y, :
n € N) onda imamo da je 7P (Xo) ultrametrizabilna (a ako dodatno vrijedi
da ta potfamilija 1ma beskonaéno mnogo elemenata, te da gotovo suvi ¢lanovi
te potfamilije imaju netrivijalnu k-dimenzionalnu homotopsku grupu onda ni
71 (Xo) mi 71y P (Xo) nisu diskretne). Uotimo da je Xy retrakt od X. Sada,
ako pretpostavimo dodatno da je k-dimenzionalna homotopska grupa svakog
¢lana familije (Y, : n € N) Abelova (inace za k > 2 ovo wvijek vrijedi), onda
po Korolarima z' (lako se provjeri da su 7, " (X) i 71 P(X) wistinu
Abelove) vriedi da su sljedete (dobro definirane) kvocijentne grupe ujedno i

topoloske grupe:

Vtop( )/ top(XO)
v*to ( )/ *top(XO)
V*“’p( )/ (X)

(za koristene oznake u prethodnim relacijama vidi Napomenu .

Koriste¢i konstrukcije iz Primjera i formulirajmo i pokazimo

sljedecu tvrdnju.

Propozicija 5.46 Neka je (Y, : o« € A) familija povezanih kompaktnih
poliedara. Ako postoji k € N takav da za beskonacéno mnogo o/ € A vrijedi da

7, (Yor) nige trivijalna, onda [] Y, nema homotopski tip nijednog poliedra.
acA

Dokaz. Neka je dan k € N takav da za beskona¢no mnogo o’ € A vrijedi da
7, (Yer) nije trivijalna. Tada postoji prebrojivi beskona¢ni podskup M C A
takav da svaki ¢lan familije (Y, : @ € M) ima netrivijalnu k-dimenzionalnu
homotopsku grupu. Po Primjerima i slijedi da za dimenziju k ni

topoloska grupa oblika ni topoloska grupa gruboga oblika od [] Y, nisu
acM
diskretne (dovoljno je M identificirati sa N). Neka je y, € Y, proizvoljna
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tocka, za svaki « € A\ M. Tada je [] Yox J[ {va} ocito retrakt od
aeM ac A\M

[1Ya. Uocimo da su [[Yai ] Yax ]I {ya} homeomorfni. Stoga,
acA aEM aeM acA\M

retrakt od [] Y, nema diskretnu topologsku grupu (gruboga) oblika, pa iz

acA

Napomene [4.52| (iz Korolara [5.23]) zaklju¢ujemo da [] Y, nema diskretnu
acA

topolosku grupu (gruboga) oblika. Dakle, po Propoziciji [4.38] (ili po Teoremu

5.17)) slijedi da [] Y, nema homotopski tip nijednog poliedra. m

a€cA
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Sazetak

Teorija (topoloskog) oblika (vidi [23]) je dobro poznata grana topologije koja
pruza opéenitiji pogled na topologke prostore (krace prostore) nego homo-
topska teorija, a svoje poopcenje ima u teoriji (topologkog) gruboga oblika
(vidi [I7]). Vazne invarijante tih teorija, koje se pridruzuju (punktiranim)
prostorima su grupe oblika i gruboga oblika, redom. Nedavno je grupa oblika
topologizirana u [26], te je dobivena topoloska grupa, a na slican na¢in éemo
obogatiti i strukturu grupe gruboga oblika.

U prvom dijelu rada proucavamo razli¢ite (netrivijalne) topologije na
skupovima morfizama u kategorijama inv-C, inv*-C, gdje je C proizvoljna
kategorija. Potom, pomoc¢u prethodno spomenutih topologija, na priro-
dan nacin topologiziramo skupove morfizama u kategorijama pro-C, pro*-C
izmedu dvaju fiksnih objekata (tj. inverznih sustava u C), preciznije, u oba

slucaja uvodimo po dvije topologije, koje u pro- slucaju oznatavamo sa 7;,q

*

. . . .
i Teard, a u pro*- slucajusa 7,7, i 77 ..

wm
Pokazujemo da sve cCetiri spomenute topologije imaju baze ¢iji su ele-

menti otvoreno-zatvoreni skupovi, te da ih smijemo zamisljati kao relativne

topologije Cantorove kocke, a za pridruzene prostore vrijedi da imaju malu

*

induktivnu dimenziju 0 i da su potpuno nepovezani. Vrijedi da su Zcq,q, 77,4

finije od T4, 7)., redom, a protuprimjerima pokazujemo da su spomenute
topologije u odgovaraju¢im parovima opcenito razlicite. Takoder, dokazu-
jemo da se odabirom inverznog niza u kodomeni topologije u parovima pok-
lapaju, te da ih mozemo metrizirati konkretnim potpunim ultrametrikama.

Prethodne topologije su nam bitne jer je k-dimenzionalna grupa oblika i
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gruboga oblika nekog punktiranog prostora (X, zy) u prirodnoj bijektivnoj
vezi redom sa skupom pro- odnosno pro*- morfizama izmedu punktirane k-
dimenzionalne sfere i neke H Poly-ekspanzije od (X, 7). Nadalje, buduéi da

pokazujemo da topologije 7;,4 1 7.*

a0 zarazliku od Tegrq 1 7, ;. nisu osjetljive

ard)’
na izomorfne transformacije kodomene, to preko netom spomenutih bijek-

tivnih korespondencija mozemo koristeci topologije Z;,q 1 7,

» ; topologizirati

grupe oblika i gruboga oblika, redom, neovisno o izboru H Poly-ekspanzije.

U drugom dijelu radu prvo ¢emo se upoznati s ve¢ spomenutim topoloskim
grupama oblika, gdje se topologija kojom su topologizirane u [26] poklapa
sa 7;,q. Navest ¢emo njihova osnovna svojstva, poopciti neke ve¢ poznate
primjere, te pruziti eksplicitnu metriku za topoloske grupe oblika kompaktnih
metrickih prostora.

U posljednjem poglavlju ¢emo proucavati topologiziranu grupu gruboga
oblika nekog punktiranog prostora (X, xg) i neke dimenzije k. Pokazat ¢emo
da je ona uistinu topologka grupa, prirodno ¢emo je nazvati k-dimenzionalna
topoloska grupa gruboga oblika od (X, () i oznaciti sa ﬁZmp (X, xo), te kon-
strukcijom pripadnog funktora pokazati da je nova invarijanta gruboga ob-
lika. Njezina topoloska svojstva bit ¢e naslijedena od 7.*,, pa ¢e primjerice
odmah iza¢i potpuna regularnost.

Povezat ¢emo slucaj oblika i gruboga oblika tako da ¢emo pokazati da
7P (X, 1) sadrzi odgovarajuéu topolosku grupu oblika kao svoju zatvorenu
podgrupu. Takoder, promatrat ¢emo odnos ﬁzt"p (X, z9) s topoloskom grupom
gruboga oblika nekog retrakta od X, a i vidjeti ¢emo u kojim slucajevima
je izbor bazne tocke nebitan. Medu dokazanim tvrdnjama posebno isticemo
teorem o neprekidnosti topoloskih grupa gruboga oblika, kao poopcenje nje-
gove nedavno pokazane algebarske varijante. Naposljetku, primjenjujemo
dobivene rezultate za konstrukciju zanimljivih primjera, medu kojima je i

primjer prostora koji nije stabilan, a ima diskretnu, netrivijalnu topolosku

grupu gruboga oblika.

Kljucne rijeci: inverzni sustav, pro-kategorija, pro*-kategorija, ekspanzija,

oblik, grubi oblik, grupa (gruboga) oblika, topoloska grupa (gruboga) oblika
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Shape theory (see [23]) is the well known branch of topology which provides
more generalised view on topological spaces (shortly spaces) than homotopic
theory and it has its own generalisation in the coarse shape theory (see [17]).
Important invariants of these theories, which are associated to (pointed)
spaces, are shape and coarse shape groups, respectively. Recently, shape
group has been topologized in [26], where topological group has been obtained
and on similar way we will enrich structure of coarse shape group.

In the first part we study different (nontrivial) topologies on the sets of
morphisms in categories inv-C, inv*-C, where C is any category. Then, by
using previously mentioned topologies, we topologize in most natural way
sets of morphisms in categories pro-C, pro*-C between two fixed objects (i.e.
inverse systems in C), more precise, in both cases we introduce two topologies,
which we denote by 7;,4 and 7.,,q in pro- case and by 7., and 7% . in pro*-
case.

We show that all four mentioned topologies have bases which are con-
sisted of clopen sets and that we may consider them as relative topologies of
Cantor cube, and also that associated spaces have small inductive dimension
0 and are completely disconnected. It holds that 7.4, 7., are finer than

Tind, 14, respectively, and by using some counterexamples it is shown that
those topologies generally differ in pairs. Also, we prove that for any inverse
sequence in codomain the topologies match in pairs and that in that case we
can metrizise them with explicit complete ultrametrics.

Aforementioned topologies are important for us because k-dimensional
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shape and coarse shape group of some pointed space (X, xg) is in natural
bijective correspondence with set of pro- and pro*- morphisms, respectively,
between pointed k-dimensional sphere and H Polg-expansion of (X, ). Fur-

*

ther, since we prove that topologies 7;,4 and 7., are not sensitive on isomor-

*

phic transformations of codomain, unlike 7., and 7.} ,, we can, by using

just mentioned bijective correspondences and topologies 7;,4 and 7.* ,, topol-
ogise shape and coarse shape groups, respectively, independently of choice of
H Poly-expansion.

In the second part we consider mentioned topological shape groups, where
their topology in [26] coincides with 7;,4. Their main properties are listed,
some of known examples are generalised, and also explicit metric for topo-
logical shape groups of compact metric spaces is provided.

In the last chapter topologised coarse shape group of some pointed space
(X, z) and some dimension k is studied. We show that it is truly topological
group, which we naturally call k-dimensional topological coarse shape group
of (X,70) and denote by #;'”(X,xy). By constructing associated functor
it is shown that it becomes new coarse shape invariant. Their topological

properties are inherited from 7.* ., so for example it immediately follows that

ind>

#'P(X, x9) is completely regular.
We relate shape and coarse shape case by proving that ﬁzt(’p (X, o) con-
tains appropriate topological shape group as its closed subgroup. Also,
we consider relation of 7, (X, z) with topological coarse shape group of
some retract of X, and we see in which cases specifying basepoint is ir-
relevant. Among proven facts we highlight continuity of topological coarse
shape groups theorem, as generalisation of its recently shown algebraic vari-
ant. Finally, our results are applied for constructing interesting examples,

among which the example of the space which is not stable, but has discrete,

nontrivial topological coarse shape group is most interesting.

Keywords: inverse system, pro-category, pro*-category, expansion, shape,

coarse shape, (coarse) shape group, topological (coarse) shape group
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