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Predgovor

Ova doktorska disertacija je nastala kao rezultat cetverogodisnjeg istrazivackog rada s
doc.dr.sc. Zvonkom Iljazovicem. Tema je usko vezana za temu njegove disertacije , Rekur-
zivnost lancastih i cirkularno-lancastih skupova“ te rezultate o izracunljivosti kompaktnih
mnogostrukosti koji su dokazani u [9]. Glavni cilj ovog rada jest prosiriti te rezultate i na
neke nekompaktne mnogostrukosti. Preciznije, glavni predmet proucavanja ovog rada jest
prvenstveno pojam izracunljivosti za nekompaktne 1-mnogostrukosti.

Za razumijevanje teksta potrebno je imati barem osnovno predznanje o izracunljivim
funkcijama i skupovima iz klasi¢ne teorije izracunljivosti te poznavanje osnovnih pojmova
teorije metrickih prostora i opée topologije.

Dijelovi ovog rada, posebice poglavlja 7 i 8 su zajednicki prezentirani na medunarod-
noj konferenciji Computability and Complexity in Analysis 2013 u Nancyju, Francuskoj i
objavljeni u zborniku radova te konferencije pod naslovom , Topological rays and lines as
co-c.e. sets“ [3]. Nadalje, dijelovi ovog rada su objavljeni 2014. u éasopisu Logical Methods

in Computer Science u ¢lanku pod naslovom ,, Computability of 1-manifolds* [4].

Konrad Burnik,
u Zagrebu, listopad 2015.
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Poglavlje 1
Uvod i motivacija

Za kompaktan skup S C R" kazemo da je izracunljivo kompaktan ili izracunljiv ako je
S prazan ili ako je S neprazan skup koji se moze efektivno, po volji dobro, aproksimi-
rati kona¢nim skupom racionalnih toc¢aka. Kompaktan skup S C R” je poluizracunljivo
kompaktan ili poluizracunljiv ako mozemo efektivno izlistati sve racionalne otvorene sku-
pove koji prekrivaju S. Svaki kompaktan izracunljiv skup je poluizra¢unljivo kompaktan.
S druge strane, postoje poluizracunljivo kompaktni skupovi koji nisu izracunljivi. Stoga
implikacija

S poluizracunljivo kompaktan = S izrac¢unljivo kompaktan (1.0.1)

ne vrijedi opcenito. Medutim, postavlja se pitanje da li postoje uvjeti pod kojima ta
implikacija vrijedi. Motivacija za to pitanje dolazi od ¢injenice da su poluizracunljivo
kompaktni podskupovi od R™ tocno oni korekurzivno prebrojivo zatvoreni skupovi koji
su kompaktni.

Za zatvoren podskup od R" kazemo da je korekurzivno prebrojivo zatvoren ili kore-
kurzivno prebrojiv ako se njegov komplement moze efektivno prekriti otvorenim kuglama.
Nadalje, korekurzivno prebrojivo zatvoreni skupovi su toc¢no oni skupovi oblika f~!({0})
gdje je f : R® — R izracunljiva funkcija. Stoga pitanje pod kojim uvjetima vrijedi implika-
cija (1.0.1) je usko povezano s pitanjem pod kojim uvjetima je skup nultoc¢aka izracunljive
funkcije f : R™ — R izracunljiv.

Poznato je da postoji izracunljiva funkcija f : R — R koja ima nultocke i pritom
one sve leze u [0, 1] ali niti jedna od njih nije izrac¢unljiva [15]. To znaci da je f~1({0})
neprazan poluizracunljivo kompaktan skup koji ne sadrzi niti jednu izracunljivu tocku.

Posebno, f~1({0}) nije izracunljiv, naime, svaki neprazan izracunljiv podskup od R" sadrzi
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PocrLAvLJE 1. UvVOD I MOTIVACIJA

izracunljive tocke. Ovo dakle pokazuje da postoje poluizracunljivo kompaktni skupovi koji
su daleko od toga da budu izracunljivi.

Medutim, pokazuje se da uz dodatne pretpostavke implikacija (1.0.1) vrijedi. Posebno,
u [12] dokazano je da (1.0.1) vrijedi u sluéaju kada je S C R™ topoloska sfera (skup koji je
homeomorfan jedini¢noj sferi S™ C R"™ za neki m) ili S koji je homeomorfan sa zatvorenom
jedinicnom kuglom B™ C R" za neki m (odnosno S je m-celija) preko homeomorfizma
f : B™ — S takvog da je f(S™') poluizracunljivo kompaktan skup. Prema [7] ovi
rezultati vrijede ne samo u R™ ve¢ i u svakom izracunljivom metrickom prostoru koji je
lokalno izrac¢unljiv. Ostali rezultati vezani za implikaciju (1.0.1) mogu se pronadi u [2],
[5], [10] i [11].

Rezultati za topoloske sfere te Celije s poluizracunljivo kompaktnim rubnim sferama
su poopéeni u [9] gdje je dokazano da implikacija (1.0.1) vrijedi u svakom izra¢unljivom
metrickom prostoru ako je S kompaktna mnogostrukost s izracunljivim rubom. Ako je S

poluizracunljivo kompaktna mnogostrukost tada vrijedi
0S izracunljivo kompaktan = S izracunljivo kompaktan (1.0.2)

U izracunljivom metrickom prostoru koji ima svojstvo efektivnog pokrivanja i u kojem su
zatvorene kugle kompaktne je pojam poluizracunljivo kompaktnog skupa ekvivalentan s
pojmom kompaktnog korekurzivno prebrojivo zatvorenog skupa. Stoga u takvom izra-
cunljivom metrickom prostoru ako je S kompaktna mnogostrukost s rubom i ako je S
korekurzivno prebrojivo zatvoren vrijedi (1.0.4).

U ovom radu promatramo slucaj kada je S 1-mnogostrukost, ne nuzno kompaktna i
istrazujemo sto se moze reéi u vidu implikacije (1.0.2). Najprije moramo definirati odgo-
varajucu generalizaciju pojma poluizracunljivo kompaktnog skupa. Ideja je da ta genera-
lizacija ukljucuje i skupove S koji nisu kompaktni ali su takvi da je S N B kompaktan
skup za svaku zatvorenu kuglu B. Kazemo da je S poluizracunljivo kompaktan na zatvo-
renim kuglama ako je S N B poluizrac¢unljivo kompaktan uniformno za svaku zatvorenu
racionalnu kuglu B u ambijentnom prostoru. Uvodenjem tog pojma dolazimo do nove

implikacije:

0S izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama

— S izrac¢unljivo kompaktan na zatvorenim kuglama (1.0.3)
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Glavni rezultat je sljedeci: ako je S 1-mnogostrukost u izracunljivom metrickom prostoru
i ako je S poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama i S ima kona¢no mnogo
komponenata povezanosti tada implikacija (1.0.3) vrijedi. Nadalje, pokazat ¢emo da im-
plikacija (1.0.3) ne vrijedi opéenito (bez pretpostavke da je broj komponenata povezanosti
konacan).

U izracunljivom metrickom prostoru koji ima svojstvo efektivnog pokrivanja i u ko-
jem su zatvorene kugle kompaktne su pojmovi izracunljive kompaktnosti na zatvorenim
kuglama i korekurzivno prebrojive zatvorenosti ekvivalentni. Stoga mozemo nesto reéi i o

implikaciji
0S izracunljivo zatvoren = S izracunljivo zatvoren (1.0.4)

Nadalje, u takvom izracunljivom metrickom prostoru imat ¢emo da ako je S 1-mnogostru-
kost koja je korekurzivno prebrojivo zatvorena i koja ima kona¢no mnogo komponenata
povezanosti tada implikacija (1.0.4) vrijedi.

Glavni korak u dokazu glavnih rezultata je dokazati sljedece: ako je S zatvoren skup
homeomorfan s [0, 00) pri ¢emu je homeomorfizam takav da preslikava 0 u izracunljiva
tocku, ili je S zatvoren skup homeomorfan s R, tada je S izracunljiv ako je poluizracunljivo
kompaktan na zatvorenim kuglama. Cak Stovise, dokazat ¢emo sljedeée: ako je S zatvoren
skup i S U F poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama pri ¢emu je F' zatvoren
skup disjunktan sa S, tada je S izracunljivo prebrojivo zatvoren skup sto znaci da mozemo
efektivno izlistati sve otvorene racionalne kugle koje sijeku .S. Ovo ¢e biti klju¢an rezultat
koji ¢e lako povlaciti glavni rezultat za 1-mnogostrukosti.

Kako bi ovo sve dokazali koristit ¢emo pojam lanca i sluziti se tehnikama iz [5].

Ovdje ¢emo napomenuti da poluizracunljivo kompaktna 1-mnogostrukost s konacno
mnogo komponenata povezanosti ne mora biti izracunljiva ako njezin rub nije izracunljiv.
Primjer toga vidimo ve¢ u slucaju kompaktnih 1-mnogostrukosti: u svakom R™ postoji du-
Zina koja je poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama ali koja nije izracunljiva
[12] (barem jedna krajnja tocka te duZine nije izracunljiva). No, ovaj primjer ne znaci da je
izracunljivost ruba nuzna za izracunljivost cijele mnogostrukosti. Prema [12] postoji izra-
¢unljiv luk u R? s neizra¢unljivim krajnjim toc¢kama, stoga izrac¢unljivost 1-mnogostrukosti
s rubom ne povlaci izracunljivost njezinog ruba.

Nadalje, sto se tic¢e izracunljivosti mnogostrukosti, mozemo primijetiti da izracunlji-

vost ne znaci da se mnogostrukost moze parametrizirati nekom izracunljivom funkcijom.
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Naime, prema [12] postoji izracunljiv luk S u R? s izracunljivim krajnjim tockama ali
takav da ne postoji izracunljiva bijekcija f : [0,1] — S.

Spomenimo jos da uniformna verzija rezultata za 1-mnogostrukosti (teorema 10.5) ne
vrijedi opéenito. Naime, prema primjeru 7 u [5], postoji niz (.S;) topoloskih kruZnica u R?
pri ¢emu je svaka S; sadrzana u [0, 1] x [0, 1] i takav da je (S;) uniformno poluizracunljivo

kompaktan, ali nije uniformno izracunljiv.



Poglavlje 2
Izracunljive funkcije

Neka je s N oznacen skup prirodnih brojeva u kojeg ukljucujemo i nulu, odnosno
N=1{0,1,2,...}.

Zan € N, n>1s N" oznacavamo skup svih uredenih n-torki elemenata iz N. Nadalje,
za m € N skup {0,1,...,m} oznacavamo s N,,, a skup svih uredenih n-torki iz N,,
oznacavamo s N7 .

U klasicnoj teoriji izracunljivosti (vidi [17]) prvenstveno promatramo izrac¢unljivost
podskupova od N”. Intuitivno, ako je S C N" takav da za njega postoji funkcija koja
nekim algoritmom u kona¢no mnogo koraka utvrduje da li za zadani k € N vrijedi k € S
ili k& ¢ S tada kazemo da je S izracunljiv skup. No, pojam funkcije ¢ije vrijednosti se mogu
izracunati algoritmom nije precizan, stoga se radije sluzimo preciznim pojmom parcijalno

rekurzivne funkcije S — N.

2.1 Parcijalno rekurzivne funkcije

Dokazi za vec¢inu tvrdnji navedenih u nastavku ovog poglavlja kao i pregled klasi¢ne
teorije izracunljivosti mogu se naéi u [6] i [17]. Ovdje navodimo neke ve¢ poznate pojmove
i ¢injenice iz teorije klasi¢ne izracunljivosti koje ¢emo trebati da dokazemo glavne rezultate
u ovome radu.

Promatramo funkcije f : S — N gdje je S C N¥, k € N, k > 1. Ako je S = N¥ tada
kazemo da je funkcija totalna.
Definiramo nul-funkciju Z : N — N sa Z(i) = 0 za svaki i € N. Funkciju sljedbe-

nika Sc: N — N definiramo sa Sc(i) =i + 1 za svaki i € N.
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PoGLAVLJE 2. IZRACUNLJIVE FUNKCIJE

Za k € N, k > 1 definiramo i-tu projekciju P} : N* — Ns PF(xy,..., 1) = 2; za
sve r1,...,x; € NF,

Funkcije Z,Sci PFzak € N, k> 1,4 € {0,...,k} zovemo inicijalne funkcije. Neka
su Sy,...,S, podskupovi od N¥, ¢;: S; = N, i € {1,...,n}i f:T — N gdje je T C N
Neka je S C N¥ takav da vrijedi

S={zxesSn---nNS,:(g1(x),...,gn(x)) €T}

Za funkciju h : S — N kazemo da je dobivena kompozicijom funkcija f,¢,..., g, ako

vrijedi
h(l’) = f(gl(x)v s ,gn(l‘)),

za svaki x € S i piSemo

h(x) = f(g1(2), -, gn(2))

pri ¢emu oznaka ,~“ znaci da je izraz na lijevoj strani definiran za one x za koje je definiran

izraz na desnoj strani. Neka je f : N¥ — Nte g : N**2 — N. Neka je h : N**1 — N funkcija,

definirana induktivno s

h0, ) = [ (@),
h(i +1,2) = g(h(i,x),i,x),

za svaki i € N i svaki 2 € NF. Za funkciju h tada kaZemo da je dobivena primitivnom

rekurzijom od f i g. Neka je g : N¥*! — N. Definiramo skup
T:{xGNk:HiENg(x,z’):O}

te funkciju f: T — N's
f(z) =min{i € N: g(x,i) =0}, Vo € T.

Za x € T, broj min{i € N: g(x,i) = 0} oznac¢avamo s ui [g(x,7) = 0], dakle
f(z) = pilg(z,i) = 0].

Za funkciju f kazemo da je dobivena primjenom p-operatora na funkciju g. Pojmovi
primitivne rekurzije i p-operatora mogu se analogno definirati i za funkcije koje nisu to-

talne. Klasa parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa funkcija koja sadrzi

6



PoOGLAVLJE 2. IZRACUNLJIVE FUNKCILJE

inicijalne funkcije i zatvorena je na kompoziciju, primitivnu rekurziju i p-operator. Par-
cijalno rekurzivne funkcije koje su totalne zovemo rekurzivne funkcije. Takoder ¢emo
ih ponekad zvati i izradunljive funkcije. Nadalje, funkcija f : N* — N* je rekurzivna

ako postoje rekurzivne funkcije fi,..., fr : N* — N takve da vrijedi

flz) = (fi(z),..., fe(z)), VreN™

Za skup S C N*, k > 1 kaZemo da je rekurzivan ako je njegova karakteristi¢na funkcija
xs : N¥ — N rekurzivna.
U sljede¢em primjeru navodimo neke funkcije koje ¢emo koristiti u ovom a i kasnijim

poglavljima. Dokaz da se radi o rekurzivnim funkcijama moze se pronadi u [17].

Primjer 2.1. Neka je ¢ € N. Funkcija C' : N* — N definirana s C'(z) = ¢ za svaki x € N¥,
je rekurzivna. Lako se provjeri da je funkcija Plus : N> — N definirana s Plus(z,y) = z+y
za sve x,y € N rekurzivna. Za x,y € N neka -y oznacava broj definiran s
) r—y, akojex >y,
r—y =
0 inace.

Funkciju (z,y) — z-y nazivamo modificirano oduzimanje. Za nju se lako pokaze da
je rekurzivna. Za sve x,y € N vrijedi |z — y| = (z=y) + (y=2x).

Stoga je (x,y) — |xr — y| rekurzivna funkcija. Funkcije (z,y) — min{z,y} i (z,y) —

max {z,y} su rekurzivne sto slijedi iz min{z,y} = z=(z+y), max {z,y} =z + (y==x).

Funkcije sg,sg : N — N definirane s

su rekurzivne. O

Sljedeéa propozicija ¢e nam biti korisna za definiranje odredenih rekurzivnih funkcija (vidi

propoziciju 1.2 (ii) i pripadni dokaz u [6]).
Propozicija 2.2. Neka sua, 3 : N¥ — N te f : N¥*! = N rekurzivne funkcije. Definiramo
funkcije g, ' - N¥ —+ N s

B() B(z)
g(l’) = Z f(i,l’); g/(l‘) = H f(ivx)v Vz € N*

i=a(x) i=a(x)
pri cemu uzimamo g(x) = 0 i ¢'(x) = 1 ako je a(x) > [(x). Tada su g i g rekurzivne

funkcije. O
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Sljede¢u propoziciju (propozicija 2.18 (i) iz [6]) ¢emo koristiti kasnije u dokazu da

izracunljiv euklidski prostor ima svojstvo efektivnog pokrivanja.

Propozicija 2.3. Ako su f : N*** — N i ¢ : N¥ — N rekurzivne funkcije, tada su
funkcije i, : N¥F — N,
xr) = min Z2,T); () = max z,x), VxeNF
¥(z) 2€40,....0(z)}" f(z2) Vi) 2€{0,....p(x)}" fG2)

rekurzivne funkcije. ]

Koristenjem propozicije 2.2 dolazimo do jos primjera rekurzivnih funkcija koje ¢emo

takoder koristiti kasnije.

Primjer 2.4. Funkcija (z,y) — [7] za sve z,y € N, (pri ¢emu uzimamo |7] = z) je

T

rekurzivna. To slijedi iz |T] = 35, Sg(iy=x) za sve z,y € N. Funkcija ost : N? - N

definirana s ost(z,y) = z=(y - ng) za sve z,y € N, je rekurzivna. ]

U ovom, a i kasnijim poglavljima koristit ¢emo sljedece oznake (preuzete iz [6]): neka
suo:N? - Ninp:N — N neke fiksirane rekurzivne funkcije sa svojstvom da je svaki
neprazan konacan niz u N jednak (o(4,0),...,0(7,1m(7))) za neki j. Nije tesko pokazati
da takve rekurzivne funkcije postoje. Primjer konstrukcije takve funkcije se moze naci u

6]. Koristit ¢emo jos i sljedeée oznake iz [6]: (j); umjesto o(j,4) i j umjesto n(j). Dakle,

{(G)or---»(4)7) : 5 € N}

je skup svih nepraznih konac¢nih nizova u N. Ako je j € N, onda za konacan niz ((j)o, - . - , (J);

kazemo da je pridruzen broju j. Za j € N skup {(])Z 0<i < j} ¢emo oznacavati s [j].

Nadalje, neka su 7, 75 : N — N neke fiksirane rekurzivne funkcije takve da vrijedi
{(r1(7), 72(7)) : i € N} = N

Koristimo oznake (i), umjesto 71(¢) te (i), umjesto (7).

2.2 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Za S C NF kazemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S = () ili ako postoji rekurzivna
funkcija f : N — N¥ takva da je f(N) = S.
Sljedeca tvrdnja je poznato svojstvo rekurzivno prebrojivih skupova koju é¢emo kasnije

koristiti na vise mjesta u ovom radu, no ovdje ju takoder navodimo bez dokaza.
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Propozicija 2.5. Neka je n,k € N, n,k > 1. Neka su Sy,...,S, C N¥ rekurzivno
prebrojivi skupovi. Tada su S1U---US,, S1N---NS, 151 X ---x .S, rekurzivno prebrojivi
skupoui. [

U ovom, i narednim poglavljima cesto ¢emo koristiti sljedece tehnike rada s rekurzivno
prebrojivim skupovima.
Imamo najprije jednu poznatu i korisnu karakterizaciju rekurzivno prebrojivih skupova

(vidi propoziciju 1 i dokaz u [6]).

Propozicija 2.6. Neka je S C N. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne.
(1) S je rekurzivno prebrojiv.
(2) S je domena neke parcijalno rekurzivne funkcije.
(3) Postoji rekurzivan skup T C N? takav da je

S={ieN:3jeN(i,j) e T}.

]

U sljedecoj propoziciji navodimo tvrdnje koje ¢emo koristiti pri dokazivanju glavnih

rezultata ovoga rada (vidi propoziciju 2 i dokaz u [6]).
Propozicija 2.7. Neka je T' C NF™ rekurzivno prebrojiv. Tada vrijedi:
(1) Skup {:U eN: 3y e Nk (2,y) € T} je rekurzivno prebrojiv.

(2) Ako su Sy C NF § .Sy C N rekurzivno prebrojivi takvi da za svaki x € S, postoji
y € Sy takav da (z,y) € T onda postoji parcijalno rekurzivna funkcija f : S; — N™
takva da je f(S1) C Sy te (z, f(x)) € T za svaki x € S;.

(3) Ako je S C N rekurzivno prebrojiv skup te f : N¥ — N" rekurzivna funkcija onda
je skup f71(S) = {x eNF: f(x) € S} rekurzivno prebrojiv.



PoGLAVLJE 2. IZRACUNLJIVE FUNKCIJE

2.3 Rekurzivne

i rekurzivno omedene funkcije N* — P(N")

U ovom odjeljku dajemo pregled osnovnih ¢injenica o r.r.o. funkcijama opisanih u [6]. Na-
vedene cinjenice ¢emo koristiti kasnije pri dokazivanju rekurzivne prebrojivosti odredenih
podskupova od N™.

Ako je X neki skup, tada s P(X) oznacavamo skup svih podskupova od X. Za funkciju

® : N¥ — P(N") kazemo da je rekurzivna ako je funkcija ® : N¥** — N definirana s

CI)(I7y) = X<I>(x)(y)7 Vo € Nk7 Vy e N"

rekurzivna. Ovdje ys : N* — N oznacava karakteristicnu funkciju od S C N". Ako su

d:NF — P(N")ip:NF = N funkcije takve da je

onda kazemo da je ® omedena s ¢. Za funkciju ® : N¥ — P(N") kazemo da je rekur-
zivno omedena ako postoji rekurzivna funkcija ¢ : N¥ — N takva da je ® omedena s
@. Za funkciju ® : N* — P(N") kazemo da je r.r.o. ako je ® rekurzivna i rekurzivno
omedena.

U sljedecoj propoziciji (vidi Propoziciju 2.18 i pripadni dokaz u [6]) navodimo neke

osnovne tvrdnje o r.r.o. funkcijama koje ¢emo koristiti u poglavlju 4.

Propozicija 2.8. Vrijede sljedece tvrdnje:

1. Ako je f : NF — N" rekurzivna funkcija, onda je funkcija ® : N¥ — P(N"), &(z) =
{f(x)}, z e N* rro.

2. Ako je f : N* — NF rekurzivna funkcija i ® : N¥ — P(N") r.r.o., onda je ® o f :
N¢ — P(N") r.r.o.

3. Ako su ®, ¥ : N* — P(N") r.r.0. funkcije, onda su x +— ®(x) UV (z), 2 — ®(z)N
U(z), v ®(z) \ ¥(z), v € N* r.ro. funkcije.

4. Ako je ® : N¥ — P(N") r.r.o. funkcija, onda je skup {x eNF: P(x) = @} rekurzi-

van.
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5. Ako su ®, ¥ : N¥ — P(N") r.r.0. funkcije, onda su skupovi
{zeN: @) =W(2)} i {zeN: Q) C V()
rekurzivni.

O

Sljede¢a proporzicija nije navedena u [6], no mi ¢emo ju trebati kasnije, stoga ju iska-

zujemo i dokazujemo na ovom mjestu.

Propozicija 2.9. Neka su k,¢,m,n € N takvi da vrijedi k,¢,m,n > 1. Ako su funkcije
P : Nk — P(N") 4 U : N — P(N™) r.r.o. tada je funkcija A : NF+E — P(Nvtm),

Az, y) = ®(x) x U(y), VreNF vye N
T.T.0.

Dokaz. Funkcije ® i U su r.r.0. pa stoga postoje rekurzivne funkcije ® i ¥ takve da vrijedi
D(z,w) = o (W) 1 U(y,2) = xuw)(z) zasvakiz € N*, y e N, w e N"i z € N™.

Neka su v € N¥, y € NY, w € N* i z € N™. Tada imamo
Y

(w,2) € A(z,y) <= we P(x)Nze VU(y)

— @z, w)=1) A (T(y,2) = 1)

— B(z,w) V(y,z) = 1.
Dakle, za svaki x € N¥, y € N, w € N*, 2z € N™ vrijedi
(w, 2) € A(z,y) = ®(z,w) V(y,2) = 1. (2.3.1)
Definiramo funkciju A : Nk++mtn 3 N g
Az, y,w,2) = ®(z,w) - V(y,z), Ve N* y e N, we N, ze N™,

Funkcija A je rekurzivna kao produkt rekurzivnih funkcija ® i ¥ komponiranih s odgo-
varajué¢im projekcijama. Nadalje, prema (2.3.1) imamo A(z, y, w, 2) = Xa(ay) (W, 2) za sve
r € NF y e N we N, z € N pa je stoga A rekurzivna.

Dokazimo da je A rekurzivno omedena. Iz rekurzivne omedenosti od ® i ¥ imamo da

postoje rekurzivne funkcije ¢ : N¥ — N i1 : N® = N takve da vrijedi
®(z) € N 1 ¥(y) € N, (2.3.2)
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za sve x € N¥ i y € N’. Definirajmo funkciju A : N¥*¢ = N s
Az, y) = ¢(z) +9(y), VoeN yeN.

Neka su z € N¥, ¢y € N, w € N*, z € N”. Tada imamo Ng(m) C Ng(z) i Nw(x

N2 1wy - No sada imamo sljedeci niz zakljucaka:

(w,2) € AMz,y) <= we P(z)Nze VY(y)
= (w,2) € Ngey 1) X Ny o)

n+m
= (w,2) € NgT )

Stoga je A(z,y) C N;Lz;’z) iz Cega slijedi da je A rekurzivno omedena. Dakle, A je r.r.o. [

Imamo sljede¢u propoziciju (vidi primjer 2.12 iz [6]). Dokaz dajemo kao demonstraciju

direktnog dokaza da je neka funkcija r.r.o.

Propozicija 2.10. Neka su o, 3 : N* — N 4 f : N**1 = N* rekurzivne funkcije. Neka je
® : N* — P(N*) zadana s

(@) = {f(21)  ale) <i < f(x)}, Voe N
Tada je ® r.r.o. funkcija.

Dokaz. Definiramo najprije pomoénu funkciju & : N**#*1 — N g
k
K(x,y,1) Z]P’“ f(z,i) = Pfy|, VzeN", VyeN VieN.

Definirajmo sada funkciju ® : N*** — N s

B(z)
P(z,y) = sg ( > Sg(ﬁ(x,y,i))) , VzeN", vyeN
i=a(z)
Dokazimo tvrdnju
O(z,y) = Xow(y), VreN", Vye N (2.3.3)

Neka je x € N* i y € N*. Imamo dva slucaja: y € ®(x) ili y ¢ ®(x). U prvom slucaju,
y € ®(z) imamo y = f(z,4) za neki ¢ € N takav da je a(z) < i < f(z). No tada je
k(x,y,i) = 0, pa je 5g(k(z,y,7)) = 1. Sada je Zz o) S9(K(,y,1)) > 0 pa stoga imamo
D(z,y) = 1.
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U drugom slucaju, y € ®(x,y) povlaci y # f(x,1) za svaki a(z) < i < [(z). Stoga
je k(x,y,i) > 0 odnosno Sg(k(z,y,i)) = 0 za svaki a(z) < i < fB(z). No tada je
Zf:(z)(x) 59(k(z,y,1)) = 0 Sto povlaci ®(z,y) = 0. Zakljuéujemo da vrijedi 2.3.3 odnosno
® je rekurzivna funkcija.

DokaZimo da je ® rekurzivno omedena. U tu svrhu definiramo funkcije m : N**! — N
igp:N*" =+ Ns

m(z,i) = max PFf(x,i); é(z)= max m(z,j), VoeN" VieN.

1<j<k 7/ 0<5<B(x)

Dokazimo da vrijedi

d(z) € {0,...,p(x)}*, VreN" (2.3.4)

Neka je x € N¥ i neka je y € ®(z). Tada je y = f(z,7) za neki i € N takav da vrijedi
a(r) <i < f(x). No, tada je

y:(ylw'-ayk) = (Pff(xvl)7vplj;€f(l”z))

Sto zajedno s PFf(z,i) < m(x,i) povladi y; € {0,...,m(x,4)} za svaki j € {1,...,k}.
Sada ovo, zajedno s m(x,i) < ¢(z) povladi y € {0,...,¢(x)}*. Ovime smo dokazali da
vrijedi (2.3.4) odnosno ® je rekurzivno omedena. Sada tvrdnje (2.3.3) i (2.3.4) zajedno

povlace da je ® r.r.o. O]

Jedna vazna primjena upravo dokazane propozicije jest dokaz da je funkcija i +—
[i] r.r.o. Tu funkciju éemo vrlo Cesto koristiti u kasnijim poglavljima. Imamo sljedeéu

propoziciju.
Propozicija 2.11. Funkcija ® : N — P(N) definirana s ®(i) = [i], Vi € N je r.r.o.
Dokaz. Definiramo funkciju f : N> =+ N s
f(i,7) = (2);, Vi,jeN.
Neka su «, 5 : N — N zadane redom s
a(i)=0, pBG)=1, VieN
Sada imamo
(i) = {(1); 10 < j <7} = {F(i.4) : ali) < j < B}
pa je prema propoziciji 2.10 funkcija ® r.r.o. L]
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Definicija r.r.o. funkcije po slucajevima nije navedena u [6], no koristit ¢emo je kasnije,

stoga je navodimo ovdje. Dokaz slijedi direktno iz definicije r.r.o. funkcije.

Propozicija 2.12. Neka su ®1,P, : N* — P(N™) r.r.o. funkcije. Neka je S C N"
rekurzivan skup. Tada je funkcija ® : N — P(N™) zadana s

(I)l(fl'), r €S
O(x) =
(I)Q(x)> z Q S
za svaki x € N™ r.r.o. funkcija. O

U nekim dokazima bit ¢e potrebno napraviti presjek vrijednosti neke r.r.o. funkcije
zadanim rekurzivnim skupom. Stoga imamo sljede¢u propoziciju, dokaz slijedi direktno

iz definicije r.r.o. funkcije.

Propozicija 2.13. Neka je & : N* — P(N™) r.r.o. funkcija. Neka je T C N™ rekurzivan
skup. Tada je W : N — P(N™) definirana s

U(x)=d(x)NT, VreN"
r.r.o. funkcija. [
Koristit ¢emo i sljedeéu propoziciju (vidi propoziciju 2.19 i njezin dokaz u [6]).

Propozicija 2.14. Neka su ® : N¥ — P(N") i U : N*** — P(N™) r.r.0. funkcije. Neka
je A : NF — P(N™) definirana s

Ax) = U U(z,x),

z€P(x)

za svaki x € N¥. Tada je A r.r.o. funkcija. O

Sljedeca lema (lema 2.5 iz [6]) je vrlo korisna tehnika za dokazivanje rekurzivne pre-
brojivosti nekog podskupa od N™ i mi ¢emo ju stoga koristiti u kasnijim poglavljima.

Ovdje navodimo samo njen iskaz (za dokaz vidi [6]).

Lema 2.15. Neka je ® : N* — P(N") r.r.o. funkcija te neka je T C N" rekurzivno

prebrojiv skup. Tada je skup
S:{xENk:(I)(a:)QT}
rekurzivno prebrojiv. O
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2.4 Izracunljive funkcije N* — Z
Sa Z oznacavamo skup cijelih brojeva, odnosno
Z={...,-2,-1,0,1,2,...} = -NUN.

U ovom odjeljku Zelimo navesti jedno poopéenje rekurzivnih funkcija N¥ — N na izracun-
ljive funkcije N¥ — Z. To je dakle, samo jedan dodatni korak prema definiciji izra¢unljivih
funkcija N¥ — R. Napomenimo da je taj prijelaz napravljen nesto direktnije u [6].

Za funkciju f : N¥ — Z kazemo da je izradunljiva ako postoje rekurzivne funkcije

a,b: N¥ — N takve da je
f(z) = (-1)*@a(z), Vze Nk

Sljedecu propoziciju ¢emo koristiti ve¢ u idué¢em odjeljku.

Propozicija 2.16. Neka je f : N¥ — Z izracunljiva funkcija. Tada je skup
S:{xENk:f(a:)>O}

rekurzivan.

Dokaz. Funkcija f je izrac¢unljiva, pa neka su a,b : N¥ — N rekurzivne funkcije takve
da vrijedi f(z) = (—1)"@a(z) za sve x € N*. Definiramo funkciju g : N¥ — N's g(x) =
sg(a(x)) - sg(ost(b(z),2)) za sve x € N¥ gdje je ost funkcija iz primjera 2.4. Uoéimo
Im g = {0,1}. Funkcija g je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija i vrijedi
f(x) > 0 ako i samo ako g(x) = 1. Zaklju¢ujemo da je funkcija g karakteristicna funkcija

od S, pa je stoga S rekurzivan. n

2.5 Izracunljive funkcije N* — Q

Skup racionalnih brojeva oznacavamo s QQ, odnosno

@:{?:mEZ,nEN\{O}}‘

Kao $to smo ve¢ spomenuli u prethodnom odjeljku, cilj nam je do¢i do definicije izrac¢un-
ljive funkcije N* — R. Kako bi to napravili, najprije trebamo dati definiciju izracunljive

funkcije N¥ — Q.
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Za funkciju f : N* — Q kazemo da je izradunljiva ako postoje izra¢unljive funkcije
a:NF -7 ib:NF - N, b(x) # 0 za svaki z € N*| takve da je
a() k
= —— N*.
f(z) o) Va €
Primjer 2.17. Funkcija r : N — Q definirana s

(i), +1

W, + 1 Vi € N

r(i) =

je izrac¢unljiva i vrijedi Im r = Q N (0, +00). O

Za funkciju f : N¥ — Q" kaZemo da je izra¢unljiva, ako postoje izracunljive funkcije

fiooo oy fn s NF = Q takve da vrijedi

f(@) = (fil2),.... fu(z)), Yo € NV,

Primjer 2.18. Neka je n € N. Funkcija ¢ : N — Q" zadana s

q(i) = <(_1)(i)o (1)1 “’(_1)(1)3713(2.)3”—21>  VieN

(i) + 17 (1)3n—1

je izracunljiva funkcija i vrijedi Im ¢ = Q™. ]
Dokaz sljedeée propozicije moZe se naéi u [6], ovdje dajemo samo njezin iskaz.

Propozicija 2.19. Neka su o, : N¥ — N te f : N¥t! — Q izracunljive funkcije. Neka
su funkcije g,g', h,h' : N¥ — Q definirane s

B() B(z)
g(x) = Z f(i,:(]), g,(x) = H f(i,l’),

i=a(x) i=a(z)

h(z) = min f(i,z), h(r)= max f(i,x),

0<i<a(z) 0<i<a(z)
za svaki x € N*, pri demu je g(x) =0 i ¢'(z) = 1 ako je a(z) > B(x). Tada su g, g, h, b’

izracunljive funkcije. ]

Propozicija 2.20. Neka je f : N¥ — Q izracunljiva funkcija. Tada je skup
S:{xENk:f($)>O}

rekurzivan.

Dokaz. Funkcija f je izrac¢unljiva, pa postoje izrac¢unljive funkcije a : N¥ — Zib: N¥ = N
takve da je f(z) = % za svaki x € N*. Zbog b(z) > 0 za svaki z € N¥ vrijedi f(z) > 0

ako i samo ako a(z) > 0, pa prema propoziciji 2.16 slijedi da je S rekurzivan. O]
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Propozicija 2.21. Neka je f : N* — Q izracunljiva funkcija. Tada je skup
S:{xGNk:f(m):O}

rekurzivan. 0

2.6 Izracunljive funkcije N* — R

Skup realnih brojeva oznacavamo s R. Za realan broj x kazemo da je izracunljiv (vidi

[16]) ako postoji izracunljiva funkcija f : N — Q takva da vrijedi
lz — f(k)| <27% VEkeN.

Za funkciju f : N* — R kaZemo da je izracunljiva (vidi [18]) ako postoji izracunljiva

funkcija F' : N*+1 — Q takva da je
|F(x) — F(z,1)| < 27!, Vo eNF VvlieN.

Za funkciju F' kazemo da je izracunljiva aproksimacija od f. Pojam izracunljive funk-
cije N¥ — R koristi se prije svega u definiciji izrac¢unljivog metri¢kog prostora (vidi iduce
poglavlje).

Neka osnovna svojstva izra¢unljivih funkcija N¥ — R navedena su u sljede¢oj propo-

ziciji koju ovdje navodimo bez dokaza. Dokaz se moze pronaéi u [6] ili [18].

Propozicija 2.22. Neka su f,g: N¥ = R dzracunljive funkcije. Tada vrijedi:

1. Funkcija f + g : N¥ = R je izracunljiva.
2. Funkcija —f : N¥ — R je izracunljiva.

3. Ako je funkcija h : N™ — N¥ rekurzivna funkcija tada je f o h : N™ — R takoder

izracunljiva funkcija.
O

Bit ¢e nam korisna i sljedeéa propozicija (propozicija 1.5 (ii) u [6]). Dokaz navodimo

kao demonstraciju tehnika s izra¢unljivim funkcijama N*¥ — R.
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Propozicija 2.23. Neka su o : N¥ — N te f : N¥' — R dzracunljive funkcije. Neka su
funkcije g, g - N¥ — R definirane s

. . / _ . .
g(x) = o nax fl,z), ¢(z)= o nin fi,x)

Tada su funkcije g i g' izracunljive.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za funkciju g, za ¢’ je analogno.

Neka je F : N¥2 — Q izracunljiva aproksimacija za f. Definiramo funkciju G :

N 5 Qs

G(z,n) = max F(i,z,n), VxcNF ¥necN.

0<i<a(x)

Prema propoziciji 2.19 funkcija G je izracunljiva.

Neka je € > 0. Pretpostavimo da su aq, ..., a,, A1,..., A, € R takvi da vrijedi
|(li—Ai|<€, \V/’LE{]_,,TL}

Ozna¢imo s M = max{A,...,A,} i m = max{ay,...,a,}. Tada vrijedi |[M —m| < e.
Naime, za svakii € {1,...,n} iz |a;, — A;| < € imamo a; < A;+¢. Specijalno, jer je m = a;
zaneki j € {1,...,n} imamom < A;+¢, no zbog A; < M jem < M +e¢. S druge strane,
iz A; <a;+ezasvakii e {1,...,n} 1 A; = M za neki j imamo M < a; + ¢. Sada zbog

a; <m je M < m+ e. Zakljuéujemo |M —m| < e. Iz ovog se sada pokaze
lg(z) — G(z,n)| < 27", VneN.
Najprije, imamo |f(i,x) — F'(i,z,n)| < 27". Sada je

(@) = Glz,n)| = | max f(i,z) - max F(,z,n) <2

za svaki x € N¥ i svaki n € N. Stoga je funkcija g izracunljiva. Sli¢no se tvrdnja pokazuje

za funkciju ¢'. O

Imamo sljedeéu korisnu propoziciju (propozicija 1.6 iz [6]) koju ¢emo takoder cesto
koristiti za dokazivanje rekurzivne prebrojivosti odredenih skupova, preciznije, koristit
¢emo ju u situacijama u kojima éemo imati S C NF takav da postoji neka izrac¢unljiva

funkcija f : N*¥ — R za koju vrijedi S = {z € N*: f(x) > 0}.
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Propozicija 2.24. Neka je f : N¥ — R izracunljiva funkcija. Tada je skup
[z eNF: f(z) > 0}
rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je F': NF*1 — Q izracunljiva aproksimacija od f. Definiramo skup 7" s
T ={(x,i) € N*': F(x,i) > 27}

Tvrdimo da je T rekurzivan. Definiramo funkciju b : N¥*1 — Q s h(z,i) = F(x,i) — 27"

Prema propoziciji 2.22 funkcija h je izracunljiva funkcija. Prema definiciji od h vrijedi
Vo € N, Vie N [F(z,i) > 27 <= h(z,i) > 0|

iz ¢ega prema propoziciji 2.20 slijedi da je skup 7" rekurzivan. Tvrdimo da je
Vo e N* [f(r) >0 <= Fi N (z,i) €T].

Naime, neka je z € N* takav da vrijedi f(z) > 0. Tvrdimo da postoji i € N takav da
vrijedi F(x,i) > 27%. Najprije iz f(z) > 0 slijedi da postoji i € N takav da

flz)>2-27%

No sada iz F(z,i) > f(z) — 27" imamo F(z,i) > 27"
Obratno, pretpostavimo da je x € N¥ takav da postoji i € N takav da vrijedi F(x,7) >

27" Tada iz ovog, te | f(z) — F(z,i)| < 27" imamo
f(z) > F(x,i) —27" > 0.
Prema propoziciji 2.7 sada slijedi da je {x e Nt : f(x) > O} rekurzivno prebrojiv. O

U radu s izra¢unljivim funkcijama N*¥ — R, u nejednakostima ¢e nam ponekad biti

potrebno pre¢i na funkcije N¥ — N. Jedan takav prijelaz dan je sljede¢om propozicijom.

Propozicija 2.25. Neka je f : N¥ — R izracunljiva funkcija. Tada postoji rekurzivna

funkcija g : N* = N takva da vrijedi

f(z) < g(x), VzeNF
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Dokaz. Funkcija f je izracunljiva pa stoga postoji izracunljiva funkcija F : N¥1 — Q
takva da |f(x) — F(z,i)] < 27 za svaki i € N i sve # € N*. Nadalje, zbog izracunljivosti

od F postoje rekurzivne funkcije a, b, ¢ : N*¥! — N takve da je

vz € N*, Vi e N.

Iz obrnute nejednakosti trokuta imamo
|f(z) = Fz, )| 2 ||f(@)| = |[F(z,9)]], Vo €N VieN
Dakle,

a(x,1)

@) 52

<27 VreNF VieN.

Sada je |f(z)| < Zgz)) +27% <a(x,i)+1zasvexr € N¥ i €N pajei f(z) <a(z,i)+1

za svaki z € N* i sve i € N. Definiramo g : N* — N s g(z) = a(x,0) + 1 za svaki z € N*.

Prema konstrukciji vrijedi f(z) < g(z) za svaki x € N¥ pa je stoga g traZena funkcija. [
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Poglavlje 3

Izracunljivi metricki prostori

3.1 Osnovne definicije i pojmovi

Neka je (X, d) metricki prostor. Za x € X ir > 0 s B(z,r) oznacavamo otvorenu kuglu
sa sredistem u  radijusa 7, a s B(z,r) odgovarajuéu zatvorenu kuglu, tj. B(x,r) =
{ye X :d(z,y) <r}iB(zx,r) = {ye X :d(z,y) <r}. S A oznaavamo zatvorenje od
AC X u (X,d). Spomenimo da za sve z € X ir > 0 vrijedi B(z, ) C B(x,r) no skupovi
B(x,r) i B(x,r) opéenito ne moraju biti jednaki.

Izracunljiv metricki prostor (vidi [18]) je uredena trojka (X, d,«) gdje je (X, d)

metricki prostor i a: N — X je niz u (X, d) takav da vrijedi:

(1) Niz a je gust u X, odnosno a(N) = X;
(2) funkcija N> = R, (4, 7) — d(a;, a;) je izracunljiva.

Za o : N — X za koji vrijede svojstva (1) i (2) kazemo da je efektivan separirajuéi niz
u (X, d). Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Kazemo da je a € X izrac¢unljiva
tocka u (X, d, a) ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je d(a, apy)) < 27
za svaki k € N (vidi [18]).

Za niz (z;) u X kazemo da je izracunljiv (vidi [18]) ako postoji rekurzivna funkcija
f:N? = N takva da je d(z;, apip) < 27F, za sve i,k € N.

Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je Y C X. Za izra¢unljiv metricki
prostor (Y,d', §) kazemo da je izracunljiv metricki potprostor (vidi [8]) od (X, d, a)
ako je d' 1Y x Y — R restrikcija od d : X x X — R i § je izrac¢unljiv niz u (X, d, «).

21



POGLAVLJE 3. IZRACUNLJIVI METRICKI PROSTORI

Propozicija 3.1. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je (Y,d', ) izra-
cunljiv metricki potprostor od (X,d,a). Neka je (y;) izracunljiv niz u (Y,d', B). Tada je
(y;) tzracunljiv niz u (X, d, «).

Dokaz. Niz (y,) je izracunljiv niz u (Y,d', 8) pa stoga postoji rekurzivna funkcija F' :
N? — N takva da vrijedi d'(yn, Brmr)) < 277 za sve n,k € N. Nadalje, j je izracun-

ljiv niz u (X, d,a) pa stoga postoji rekurzivna funkcija G : N*> — N takva da vrijedi

d(B(n),a(G(n,k))) < 27%71 za sve n, k € N. Sada imamo

d(yn, a(G(F(n, k), k) < dyn, 5(F(n, k))) + d(B(F (n, k), a(G(F(n, k), k)))
< d'(yn, B(F(n, k) + 2751 <27k
za sve n, k € N pa je stoga (y,) izracunljiv niz u (X, d, «). O

Pojmovi koje navodimo u ostatku ovog odjeljka su preuzeti iz [1], [6] i [18].
Neka je ¢ : N — Q neka fiksirana rekurzivna surjekcija takva da je Im ¢ = QN {0, +00).

Za svaki i € N definiramo pripadne racionalne kugle s

~

Ii = B(a(i>17 Q(z>2)7 Il = E(Oz<l>1,q<z>2) (311)
Definiramo funkcije A\: N — X i p: N — Q sa
)\(Z) = ), i p(l) = (i), Vi € N.

Funkcije A i p su ocito rekurzivne, gledajuc¢i na njih kao na nizove A je rekurzivan kao
rekurzivan podniz rekurzivnog niza «, a p je rekurzivan kao rekurzivan podniz rekurzivnog
niza ¢. Sredista i radijuse racionalnih kugala sada mozemo pisati kra¢e pomocu nizova A

1 p pa Imamo
I, = B\, p;), I; = B(\i, pi), Vi eN. (3.1.2)

Uocimo da je I, C fz te da skupovi I i fz ne moraju biti jednaki.

Za j € N definiramo

Ji=U
i€[j

] i€l]

Za l € N oznacavamo s H, konacan niz skupova

J(@)O, ey J(E)E’
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a s UH, oznacavamo uniju ovih skupova, tj. UH, = J, U - U Jyp,. Za p € N, oz-

natavamo Hy~" = (Jwyos---»Jw,)- Za p,q € N takve da je p < ¢ oznacavamo HE= =
(Jwy,s-- - Jw,)- Pripadnu uniju oznacavamo s U Hfgq odnosno U’Hfgq = Joy,U---UJgy,.
Neka je (X, d, o) izracunljiv metricki prostor i S C X. Tada kazemo da #H, pokriva S

ako vrijedi S C U%H,. Analogno, za H2~ kazemo da pokriva S ako vrijedi S C JHE=.

Neka je A = (Ay,. .., A,) konac¢an niz nepraznih podskupova od X te neka je ¢ > 0.

Za A kazemo da je e-konacan niz ako je diam A; < € za svaki i € {0,...,n}.

Kazemo da metricki prostor (X, d) ima kompaktne zatvorene kugle ako je B (x,7)

kompaktan skup za sve z € X, r > 0.

Za zatvoren podskup S od (X, d) kazemo da je rekurzivno prebrojivo zatvoren ili
samo rekurzivno prebrojiv u (X, d, a) ako je {i € N: SN I; # (1} rekurzivno prebrojiv
podskup od N. Za zatvoren podskup S kazemo da je korekurzivno prebrojivo zatvo-
ren ili samo korekurzivno prebrojiv u (X, d, a) ako je S = X ili ako postoji rekurzivna
funkcija f: N — N takva da je X \ S = U;en If().- Kazemo da je S izracunljivo zatvo-
ren odnosno izrac¢unljiv skup u (X, d, a) ako je S rekurzivno prebrojivo i korekurzivno

prebrojivo zatvoren u (X, d, a).

Za otvoren skup S C X kazemo da je rekurzivno prebrojivo otvoren u (X, d, «)
ako je X \ S korekurzivno prebrojivo zatvoren u (X, d, «). Analogno, S je korekurzivno
prebrojivo otvoren u (X, d, «) ako je X \ S rekurzivno prebrojivo zatvoren u (X, d, «).
S je izracunljivo otvoren u (X,d,«) ako i samo ako je on rekurzivno prebrojivo i
korekurzivno prebrojivo otvoren u (X, d, ) (vidi [1], [18]). Mi ¢emo se u ovom radu baviti

iskljucivo izrac¢unljivoséu zatvorenih skupova u nekom izracunljivom metrickom prostoru

(X,d, ).

Primjer 3.2. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i S = (). Tada je S korekur-
zivno prebrojivo zatvoren skup u (X, d, «).

Naime, neka je x € X. Niz (a;) je gust u X pa stoga postoji ¢ € N takav da je
x € B(\;,pi) tj. © € I; za neki i € N. Dakle, X C U;cy ;. Obratno, ako je z € Ujen I
tada je x € I; za neki ¢ € N, pa zbog I; C X slijedi x € X. Dakle, X = U;cy ;. Funkcija
f : N — N definirana s f(i) = ¢ za svaki ¢ € N je o¢ito rekurzivna, te prema upravo

dokazanom vrijedi X \ S = Uen L) pa je stoga S korekurzivno prebrojivo zatvoren u

(X,d, ). O
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3.2 Izracunljiv euklidski prostor
U sljedecoj propoziciji dajemo glavni primjer izracunljivog metrickog prostora kojeg ¢emo
koristiti u ovom i kasnijim poglavljima.
Propozicija 3.3. Neka je d euklidska metrika na R™. Neka je o : N — Q" niz definiran
na isti nacin kao niz q iz primjera 2.18. Tada je (R™, d, «) izracunljiv metricki prostor.
Dokaz. Znamo da je (R™,d) metricki prostor, te je niz « gust niz (racionalnih n-torki) u
R™. Preostaje pokazati da je funkcija ¢ : N2 — R definirana sa

g(Z,]) = d(Oé%Oéj), VZ,.] € N7

izracunljiva. Neka je r : N — @ izrac¢unljiva funkcija takva da vrijedi Im r = QN [0, +00).

Definiramo funkciju f : N — R sa

f(i) =+/ri, Vi e N.
Neka je ¢ : N> — N funkcija definirana s

-2 - 2
. 1 (+1)
k) = | ogr <7 < o |

Vi, k € N.
Za funkciju F : N> — Q definiranu sa

(G k)
2k

F(i k) = Vi k €N,

vrijedi |f(i) — F(i, k)| < 27% za sve i,k € N, pa je stoga f izracunljiva funkcija. Neka je

v : N2 — N funkcija definirana s
(i) = pmlrm = d*(es, 05)], Vi, j € N.

Sada je g(i,7) = f(v(4,4)) = d(ay,a;) za sve i,j € N, pa je stoga g izrac¢unljiva prema
propoziciji 2.22 (3). Dakle, (R", d, «) je izrac¢unljiv metricki prostor. ]

Izra¢unljiv metricki prostor (R",d,«) iz propozicije 3.3 zovemo izracunljiv euklidski
prostor (vidi [1], [6], [18]). Pregled nekih zanimljivih ¢injenica o izrac¢unljivom euklidskom
prostoru moze se pronaci u [1], [6] i [18]. Taj prostor je posebno zanimljiv u ovome radu
jer se klasi¢na izracunljivost podskupova od N™ moze promatrati kao specijalan slucaj
izracunljivo zatvorenih podskupova u odgovarajuc¢em izracunljivom euklidskom prostoru,

sto ¢emo iskoristiti za konstrukciju jednog kontraprimjera za nase rezultate iz poglavlja 10.
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Preciznije, u izra¢unljivom euklidskom prostoru vrijedi sljede¢a tvrdnja. Dokaz se moze
provesti koristec¢i tehnike iz [6] no mi ¢emo ovdje napraviti drugaciji dokaz, koristeéi samo

tehnike koje smo dosad naveli u ovome radu.
Propozicija 3.4. Neka je S C N" za nekin € N, n > 1. Tada vrijedi:

(i) S je rekurzivno prebrojiv u izracunljivom euklidskom prostoru (R, d,«) ako i samo

ako je S rekurzivno prebrojiv kao podskup od N™.

(ii) S je korekurzivno prebrojiv u izracunljivom euklidskom prostoru (R™, d, ) ako i samo

ako je S korekurzivno prebrojiv kao podskup od N™.

(iii) S je izracunljiv u izracunljivom euklidskom prostoru (R",d,«) ako i samo ako je S

rekurzivan u N™.

Dokaz. Dokazimo (i). Ako je S = () tada tvrdnja vrijedi. Ako je S neprazan rekurzivno
prebrojiv u N" tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N” takva da vrijedi f(N) = S.
No, iz S C N” slijedi S C R™. Neka je I; definiran kao u (3.1.1) za svaki ¢ € N. Tvrdimo
najprije da u (R", d, «) vrijedi

Ako je I; N S # ) tada zbog z € S C N" i f(N) = S slijedi da postoji 7 € N takav da je

f() € L.
Obratno, neka je j € N takav da f(j) € [;. Tada zbog f(N) = S takoder imamo
f(j) € S. Dakle, f(j) € SNI; pa je stoga SNI; # (. Ovime smo dokazali tvrdnju (3.2.1).

Definirajmo skup

T={ieN:35eN f(j) € I}
Tada prema upravo dokazanoj tvrdnji (3.2.1) imamo

T={ieN:LNnS # 0} (3.2.2)
Nadalje, tvrdimo da je T rekurzivno prebrojiv. Najprije neka je

U={(i,j) e N*: f(j) € L;}.
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Skup U je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.24. Naime, definirajmo funkciju A :

N2 - Rs
h(i,J) = quy, — d(f(5), aay,), Vi, j €N

Tada je prema propoziciji 2.22 h izracunljiva funkcija. Nadalje, vrijedi
Vi,jeN f(j)el;, < h(i,j)>0

pa je skup U jednak skupu
{(i,5) € N* : h(d, j) > 0}

koji je prema propoziciji 2.24 rekurzivno prebrojiv. Skup T je sada jednak
T'={ieN:3jeN(i,j) e U}.

pa je stoga i T rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.7 svojstvu (1). Sada zbog rekur-
zivne prebrojivosti od T" imamo prema (3.2.2) da je S rekurzivno prebrojiv.

Obratno, pretpostavimo da je S C N" rekurzivno prebrojiv u (R”, d, «). Tada je skup
T iz (3.2.2) rekurzivno prebrojiv iz ¢ega slijedi da postoji rekurzivna funkcija g : N — N
sa svojstvom g(N) = T'. Neka je funkcija ¢ : N — Q definirana na isti nacin kao i funkcija

r iz primjera 2.17. Tvrdimo da vrijedi
Ve eN' [z€8 <= FeEN (ayuy =) A (qgay. < 1)] - (3.2.3)

Neka je x € N" i pretpostavimo da je z € S. Tada zbog x € N* i N* C Q" imamo
r € Q". Funkcija « je surjekcija, pa stoga postoji j € N takav da je «(j) = z. Neka je
r € QN (0,00) takav da je r < 1. Znamo da vrijedi Im ¢ = Q N (0, co) pa stoga postoji
k € N takav da je (k) = r. Neka je £ € N takav da je (¢); = j i ({)2 = k. Zbog ¢injenice
da za svaki r > 0 imamo = € B(xz,r) slijedi da je x € B(a,,q((f)2)) odnosno z € I.
Sada zbog x € I, i x € S imamo I, NS # ) pa je stoga £ € T . Iz g(N) = T slijedi da
postoji i € N takav da je g(i) = £. Prema konstrukciji je sada agu)y, = @ 1 gy, < 1.

Obratno, neka je x € N™ i neka je 7 € N takav da je (a(uy, = ) A (qua), < 1). Zbog
g(N) =T imamo g(i) € T odnosno I,; NS # (). Neka je y € I,;y N S. Tada je y € Iy i
y € S.8ada y € Iy, povladi d(z,y) < 1. Iz z,y € N*id(z,y) < 1 imamo x = y. Ukupno,
r=yiy € S povlaci x € S. Zaklju¢ujemo da vrijedi (3.2.3). Definiramo skup

V ={(z,i) e N"" a({g(i)1) = = Aq({g(i))2) < 1}
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Definiramo skupove
Vi ={(z,i) € N""" s a({g(i)1) = 2 };

Vo = {(z,49) € N""' 2 q({g(0))2) < 1}.

Definiramo skup
E = {(x,i) € N"*': a(i) = z}.

Skup E je rekurzivan. Naime, funkcija definirana s e : N*"*! — N

3n—3

e(x,i) =3g( Z_% sg(|(=1) % (4) 11 — 2((4)j42 + 1)| - 0st((4);, 2)

-0st((2) 41, (4)j42 + 1)), Vo € N, Vi € N

je rekurzivna i vrijedi xg(z,i) = e(x,i) za sve x € N"*1 4§ € N. Definiramo funkciju

vy : Nl Nt g
o(a,8) = (@ {g())), Vo €N, i€ N.

Tada je v; izrac¢unljiva kao kompozicija izracunljivih funkcija i — g¢(7), 7 — (j)1 i odgo-

varajucih projekcija. Nadalje, vrijedi
(z,i) € Vi <= vi(2,i) € E <= (1,i) € v;*(E)

Stoga je skup V) rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.7 (3). Definiramo funkeciju vy :

Nt - Q@ sa
U?(xai) =1- Q(<g(l)>2)7 Vz € Nnv Vi € N.

Tada je vy izracunljiva kao zbroj izracunljivih funkcija (z,7) — 11 (z,i) — —q({(g(7))2).

Imamo
Vee N VieN [(x,i) € Vy < wvy(x,i) > 0].

Stoga je skup V5 rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.20. Sada, jer je V = Vi NV,

slijedi da je V' rekurzivno prebrojiv. Nadalje, imamo
S={reN':JieN(zi)eV}
Stoga je prema propoziciji 2.7 skup S rekurzivno prebrojiv.
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Dokazimo (ii). Neka je S C N" korekurzivno prebrojiv u N". Najprije tvrdimo da
vrijedi

R"\ S =(R"\N")U(N"\S). (3.2.4)

Neka je x € R*\ S. Tada je x € R" i x ¢ S. Imamo dva slucaja. U prvom slucaju je
r ¢ N". Tada zajedno s x € R” imamo x € R™ \ N". U drugom slucaju je x € N, tada
zajedno s x ¢ S imamo x € N\ S. Ukupno, imamo x € (R™\ N*) U (N"\ 5).

Obratno, neka je z € (R* \ N*)U (N*\ §). Tada je z € (R \N") ili z € (N"\ 5). Iz
ovog sada slijedi z € R" i x ¢ S, odnosno x € R™\ S. Dakle, vrijedi (3.2.4).

Dokazimo najprije da je N™ korekurzivno prebrojiv u (R”, d, o). Neka je z € R™ \ N™.
Tada je

d(z,N") > 0. (3.2.5)

U protivnom bi bilo d(xz, N™) = 0 $to zbog zatvorenosti od N” u R™ povlaé¢i x € N" §to je

kontradikcija. Uoc¢imo nadalje, da prema definiciji udaljenosti tocke od skupa vrijedi

d(z,N") < d(z,y), Vye&N" (3.2.6)
Oznac¢imo A = d(x,N"). Odaberimo j € N takav da je

d(aj,x) < A/4. (3.2.7)
Odaberimo r € Q, r > 0 takav da je

A4 <r<\2. (3.2.8)

Sada je d(z,a;) < 4 < r odnosno z € B(a;,1) C B(aj,7). Neka je i € N takav da je
Ai=a;ip;=r Tadajex € IA] Tvrdimo da za svaki y € I, vrijedi y ¢ N™. Pretpostavimo
suprotno, neka je y € I; takav da je y € N. Tada tvrdnje (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8) zajedno

sy € I; te nejednakosti trokuta povlace
A <d(z,y) <d(z,o;) +d(aj,y) < A\/4+ /2

sto je kontradikcija. Stoga za svaki y € I; vrijedi y € N” pa je I, NN" = 0.
Obratno, jasno je da x € Li,NN" =0 povla¢i x € R"\ N". Zaklju¢ujemo da vrijedi

RPA\N'=  |J I (3.2.9)

{ieN:INNn=0}
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Oznac¢imo O = (0,...,0) € R™. Dokazimo sada sljede¢u tvrdnju:
LNN'"=0 < IMeN (dO,N)+p < M)A N, NI =0). (3.2.10)

Neka je i € N takav da vrijedi I; " N" = . Tada za svaki M € N vrijedi I; " N7, = 0.
Posebno, za M € N takav da je d(O, \;) + p; < M vrijedi I,NN?, = ().
Obratno, neka je M € N takav da je

(d(O,\) + pi < M)A (NY, N T = ). (3.2.11)

Neka je y € N proizvoljan. U slucaju y € N}, imamo zajedno s N7, N I, =0 da vrijedi
y &1

Neka jey € N*"\N},. Tadajey = (y1,...,yn) pricemusuy; € Nzasvakii € {1,...,n}
te postoji i € {1,...,n} takav da vrijedi y; > M. No tada mora biti d(O,y) > M jer
u protivnom bismo imali y? + --- + 32 < M?, $to zajedno sa ¢injenicom da je y; € N i

y; > M povladi y? + -+ - +y2 < M? < y? sto je kontradikcija. Dakle, vrijedi

d(O,y) > M. (3.2.12)
Sada iz prvog dijela (3.2.11) i (3.2.12) imamo

d(y, Ai) = d(y, O) = d(O, \i) > M —d(O, X)) > pi.
odnosno y ¢ I;. Ovime smo dokazali da vrijedi (3.2.10). Dokazimo

LNNy =0 < min d(y,\;) > p;. (3.2.13)

yeNy,
Neka je I; N N7, = 0, te neka je y € N%,. Tada zbog N N, = 0 slijedi d(y, \;) > pi-
Dakle, d(y, \i) > p; za svaki y € Nj, pa je stoga i mingenn d(y, Ai) > p;. Obratno, neka je
mingene d(y, A;) > pi. Tada za svaki y € N, imamo d(y, A;) > mingenn d(y, Ai) > p; pa
je stoga I; N N?, = (). Zaklju¢ujemo da vrijedi (3.2.13). Definiramo funkciju F : N> — R

Sa

Neka je ig € N takav da vrijedi o, = O. Takav ¢y postoji jer je a surjekcija. Sada je

funkcija N — R, i — d(o,, aqy,) prema 2.22 svojstvu (3) izracunljiva kao kompozicija
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funkcija N — N2 i — (ig, (i)1) i N> = R, (4,7) — d(a;, «;). Primjenom propozicije 2.22

svojstava (1) i (2) imamo da je F' izracunljiva. Skup
A={(i,M)eN*: F(i, M) >0}
je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.24. Definiramo funkciju G : N* — R sa

G(i, M) = min d(y, \;) — p;, Vi, M € N.

yENTI\L/[
Dokazimo da je funkcija G izracunljiva kao funkcija N> — R. Najprije, prema [6] postoji

rekurzivna funkcija ¢ : N> — N takva da vrijedi

Ny C{((@)o,.--,(i)7) i €{0,...,{(n, M)}}. (3.2.14)
Definiramo sada funkciju » : N> — N sa

h(j, M) = pifa; = (0st((j)o, M +1),...,08t((j)n_1, M +1))], Vj,M € N. (3.2.15)
Sada imamo

G(i,M)= min d(angmy,au,) —pis Vi, M €N.

0<5<¢(n, M)
Prema propozicijama 2.22, 2.23 i izracunljivosti funkcije N> — R, (i, ) — d(, o)), Vi, j €

N je funkcija G izracunljiva. Stoga je skup
B ={(i,M) e N*: G(i, M) > 0}

rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.24. Prema (3.2.10) i (3.2.13) imamo sljedeéu

tvrdnju
LINN"=) «— IMeN (i,M)e ANB. (3.2.16)

Skup AN B je rekurzivno prebrojiv, pa je stoga i skup {i e N: IM € N (i, M) € AN B}

rekurzivno prebrojiv. Sada iz (3.2.16) zaklju¢ujemo da je skup
T={ieN:NN" =0} (3.2.17)

rekurzivno prebrojiv. Sada iz (3.2.9) zakljucujemo da je N korekurzivno prebrojiv u R”™.

Nadalje, iz (3.2.4) i (3.2.9) imamo

R"\S=JLUN"\S9). (3.2.18)

i€T
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Dokazimo da je S korekurzivno prebrojiv u (R", d, «).
Neka je 7 € N*\ S, te neka je y € B(J, %) Tada je d(j,y) < % S druge strane zbog
jeN"1j &S imamo

d(j,z)>1, VzelS. (3.2.19)

Tvrdimo y & S za svaki y € B(j, 3). Pretpostavimo suprotno, neka je y € B(j, 3) takav
da je y € S. Tada zbog (3.2.19) imamo 1 < d(j,y) < 1/2 sto je kontradikcija. Iz ovog
zaklju¢ujemo da vrijedi B(j, %) CR™\ S za svaki j € N\ § iz Cega slijedi

U B(@,35) CR"\S. (3.2.20)
JENT\S
Definiramo
v=UL W= U B(1). (3.2.21)
ieT jENm\S

Za svaki j € N*\ S imamo j € B(j, 1), pa je stoga

N"\SCW. (3.2.22)
No, sada (3.2.20) povlaci

R"\ S =(R"\S)UWw. (3.2.23)
Nadalje, (3.2.22) povlaci

W= (N"\S)uWw. (3.2.24)
Sada iz (3.2.18) dobivamo

(R"\S)UW =V U (N"\S)UW. (3.2.25)
Odnosno iz (3.2.23), (3.2.24) i (3.2.25) imamo

R"\ S =V UW. (3.2.26)

Neka je t : N — N rekurzivna funkcija takva da vrijedi ¢(N) = T'. Neka je ¢/ : N — N"
rekurzivna funkcija takva da vrijedi ¢(N) = N\ S. Tada prema (3.2.26) vrijedi

1€N €N

R™\ S = (U ]t(i)> U (U B(t'(i), ;)) : (3.2.27)
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Definiramo redom skupove

U' = {(i:J) €N*: N = () A pi = 5
U={ieN:3jeN(i,j) U’}

Skup U’ je rekurzivno prebrojiv kao presjek rekurzivno prebrojivih skupova {(i,j) €

N2 : X\ =t(j)} i{(i,j) € N*: p; = 1}. Sada, iz rekurzivne prebrojivosti od U’ prema

propoziciji 2.7 (1) slijedi rekurzivna prebrojivost skupa U. Neka je u : N — N rekurzivna
funkcija takva da vrijedi u(N) = U. Sada (3.2.27) mozemo izraziti preko funkcija ¢ i w,

odnosno imamo:
ieN ieN

Definiramo sada funkciju h: N — N's

t((i)1), (i) paran.
u(()1), (i)2 neparan.

za svaki ¢ € N. Funkcija h je rekurzivna te vrijedi
R*\ S = | I
ieN
pa je stoga S korekurzivno prebrojiv u R"™.

Dokazimo sada obratan smjer, pretpostavimo da je S C N" korekurzivno prebrojiv u
(R™, d, ). Tada postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da vrijedi
R™"\ S = U L. (3.2.29)
ieN

Tvrdimo da vrijedi
Vo eN' [z €N\ S = JieNuzel). (3.2.30)

Naime, neka je z € N i pretpostavimo da je x € N*\ S. Tada je z € R™\ S stoga prema
(3.2.29) vrijedi x € Ujen If(;) odnosno postoji ¢ € N takav da je x € L.

Obratno, neka je z € N" i pretpostavimo da postoji 7 € N takav da je x € I;). Sada
(3.2.29) povlaci x € R"\ S. Ukupno, z € R"\ S'i z € N” povlace z € N*\ S. Ovime smo
dokazali (3.2.30).
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Definiramo sada funkciju F' : N*™! — R sa
F(ZL‘, Z) = qf(i))y — d(ZL’, (I(f(i))l), Ve e N*, Vi € N.

Za F' se pokaze da je izracunljiva na analogan nacin kao i ranije u dokazu obratnog smjera

tvrdnje (ii). Tvrdimo sada
Vo e N', VieN [z € Iy <= Flz, f(i)) > 0]. (3.2.31)

Neka su o € N" i € N takvi da je v € Iy;. Tada je d(z, opyy,) < @se)),- Prema
definiciji od F' imamo F(x,7) > 0.

Obratno, neka su € N* i 4 € N takvi da vrijedi F(x, f(i)) > 0. Tada je q(ruy, —
d(x, opay,) > 0 iz cega slijedi d(z, opyy,) < Quryy. odnosno x € Iy, Ovime smo
dokazali tvrdnju (3.2.31).

Tvrdnje (3.2.30) i (3.2.31) sada povlace

VeeN' [z e N'\ S <= JieN F(z, f(i)) > 0]. (3.2.32)
Definiramo skup
W = {(z,i) e N"*': F(x, f(i)) > 0}.

Najprije uo¢imo da je prema propoziciji 2.22 funkcija F' izrac¢unljiva funkcija. Stoga je
skup W rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.24. Nadalje, prema definiciji skupa W

Imamo

VeeN' VieN [(x,i) e W < F(x, f(i)) > 0]
pa je stoga tvrdnja (3.2.32) ekvivalentna sa

Ve e N" [z e N"\ S < FieN (z,i) € W]. (3.2.33)
Konacno, skup

{r eN":Ji e N (z,i) e W}

je prema 3.2.33 jednak N" \ S| a prema propoziciji 2.7 on je rekurzivno prebrojiv.
Tvrdnju (iii) sada lako dokazujemo iz veé dokazanih tvrdnji (i) i (ii). Naime, ako je

S izracunljiv u (R™, d, o) tada je on rekurzivno i korekurzivno prebrojiv u (R", d, ). No,
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prema upravo dokazanim tvrdnjama (i) i (ii) vrijedi da je S rekurzivno prebrojiv i kore-
kurzivno prebrojiv kao podskup od N”. Stoga je S rekurzivan skup u N". Vrijedi takoder
i obratno, tj. ako je S rekurzivan u N” tada je on rekurzivno prebrojiv i korekurzivno
prebrojiv u N” i prema tvrdnjama (i) i (ii) on je rekurzivno i korekurzivno prebrojiv a

time i izracunljiv u (R", d, «). O

Jos jedna tvrdnja koju ¢emo koristiti prilikom konstrukcije kontraprimjera u poglavlju

10 je sljedeca.

Propozicija 3.5. Neka je S CR", n > 1 korekurzivno prebrojiv u izracunljivom euklid-
skom prostoru (R",d, «). Tada je S xR korekurzivno prebrojiv u izracunljivom euklidskom

prostoru (R"1 d', 3).

Dokaz. U slu¢aju S = ) tvrdnja trivijalno slijedi. Pretpostavimo S # (). Oznacimo T' =
R™\ S. Imamo

R = (SUT) xR = (S xR)U (T x R).
Stoga je
R™1\ (S x R) = (R™\ S) x R. (3.2.34)

Skup S je korekurzivno prebrojiv u (R", d, ), pa neka je f : N — N rekurzivna funkcija
takva da vrijedi
R™"\ S = | L. (3.2.35)
ieN
Neka je ' € R"™!\ (S x R). Tada prema (3.2.34) slijedi 2/ € (R"\ S) x R. Sada iz
'€ (R"\ S) x R1i(3.2.35) imamo 2’ € (Ujen L5(:)) X R odnosno 2’ € U;en(Zf) x R).
Obratno, neka je 2’ € Ujen(Lfi) X R). Tada je 2" € (Usen L5s)) X R pa je prema (3.2.35)
' € (R"\ S) x R odnosno prema (3.2.34) vrijedi 2/ € R"™!\ (S x R). ZakljuCujemo da
vrijedi
R™N\ (S xR) = | J(I;4) x R). (3.2.36)
ieN
Neka je i € N te neka je ' € Iy x R, ' = (21,...,%541). Neka je v = (z1,...,2,).
Neka je ¢ : N — Q funkcija iz primjera 2.18 (za n = 1). Neka je 7 € N takav da je

[Tnt1 = ¢* < Piuy — d(, Apy)?. Sada imamo
d'(«, (Ar@ %))2 = d(, /\f(z‘))2 + [ Tpg1 — Qj|2 < P?@(i)-
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Sada iz ovoga, zbog d'((Afu),q;),@") > 01 pruy > 0 slijedi d'((Ariy, q5),2") < pray- No,
tada je 2" € B((Afa), 45), Prs)), odnosno 2" € Ujen B((Afa), 45)s Pri))-

Obratno, neka je
v’ = (2, 2ps1) € | B((Aray, ) Prci))-
jJEN
Tada je (2, 2n4+1) € B((Asa), 65), preiy) za neki j € N. Sada zbog B((Asi), 4;), pr)) € R™
imamo 2’ € R"*. Nadalje, zbog d'(2/, (As(i),4;)) < pr@y, imamo d(z, Ays)) < pr@) te zbog
2’ € R™ je x,11 € R. Stoga je ' € I x R. Zaklju¢ujemo da vrijedi
Iiiy x R=J B((A\ray 4), priy), Vi€ N. (3.2.37)
jEN
Tvrdnje (3.2.36) i (3.2.37) nam daju
RN\ (S xR) = {J U B(Osay 4 pr) = U B((Ariy, @) 2563y
i€N jEN (4,j)EN2

= U BIO sty i) Prtin)) (3.2.38)

ieN
Definiramo funkciju A: N — N sa
h(i) = p2[B((2)1) = Ariys @) A P = Pran)s VieN.
Tada iz (3.2.38) i definicije od h slijedi
R\ (S x R) = | L

€N

Stoga je S x R korekurzivno prebrojiv u (R, d', 3). ]
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Poglavlje 4
Formalna svojstva i lanci

U ovom poglavlju navodimo formalna svojstva podskupova izracunljivih metrickih pros-
tora koja mozemo efektivno testirati. Vecina pojmova navedenih u ovom poglavlju su vec¢
poznati pojmovi iz [6] koji se u ovom poglavlju dograduju do originalnih pojmova koji
su nuzni za dokaz glavnih rezultata ovog rada, te se takoder neke ve¢ postojecée tehnike
nadograduju i prilagodavaju tim originalnim pojmovima. Navedene pojmove i tehnike
koristimo u poglavljima 7 i 8.

Neka je (X, d, @) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka su xg, ..., z, € Xirg,...,r, € RT.

Za parove (xg,79), - - ., (Tn,T,) definiramo formalni dijametar s

D = maxd(xz;, z;) + ngaxrk.
Z?]

Uocimo da vrijedi diam (B(xg,ro) U+ U B(xy,,r,)) < D. Za j € N definiramo formalni

dijametar od 7, u oznaci D(j) kao formalni dijametar niza

(AG)os PG)o)s - - -+ (A= PG)-)-

J J
Definiramo funkciju fdiam : N — R s fdiam(j) = D(j) za svaki j € N. Uo¢imo da vrijedi

diam J; < fdiam(j). Za ¢ € N promotrimo #, i definiramo

fmesh(¢) = max fdiam((¢);).

0<i<e
Funkcije fdiam i fmesh su izracunljive $to formalno iskazujemo u sljede¢im lemama. Dokaz

obiju tvrdnji dobije se direktnom primjenom propozicije 2.23 (vidi takoder [6]).
Lema 4.1. Funkcija fdiam : N — R je izracunljiva. 0

Lema 4.2. Funkcija fmesh : N — R je izracunljiva. [
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4.1 Formalna sadrzanost

Neka je (X,d) metricki prostor. Neka su xg,yo € X, ro,50 € (0,+00). Kazemo da je
uredeni par (yo, so) formalno sadrzan u (xg,ry) ako je
d(zo, o) + so < To.
Ako je (yo, S0) formalno sadrzan u (zg,79), onda je B(yo, o) C B(zo,70).
Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Za racionalne kugle I; = B(\;, p;) i
I, = B(\j, p;) kazemo da je I; formalno sadrzana u I; ako vrijedi d(\;, \;) + p; < pj.
Ako je I; formalno sadrzana u I;, to skraceno pisemo I; Cp I;. Za racionalni skup J; i

racionalnu kuglu I; kazemo da je J; formalno sadrzan u I; ako vrijedi I, Cp I; za svaki
q € [i].

Za racionalnu kuglu I,, = B(\,, p,) kazemo da je formalno sadrzana u B(a, m) ako
vrijedi d(\,,a) + p, < m. Pisemo I, Cr B(a,m). Za racionalni skup J, kazemo da je
formalno sadrzan u B(a,m) ako vrijedi I, Cr B(a,m) za svakin € [j]. Za H5=? kazemo
da je formalno sadrzan u B(a,m) ako je Jy), Cr B(a,m) za svakii € N, p <i <q.

Ovdje treba naglasiti da se kod svih navedenih definicija formalne sadrzanosti radi

zapravo o relacijama izmedu brojeva, a ne skupova.

Propozicija 4.3. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Tada vrijedi:
(1) Skup Q1 = {(i,7) € N*: I, Cr I;} je rekurzivno prebrojiv.
(2) Skup Q2 = {(i,7) € N*: J; Cp I;} je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Koristeé¢i definiciju formalne sadrzanosti dokazujemo redom navedene tvrdnje.

Dokazimo (1). Definiramo funkciju f: N?> - R s

Sada je Q; = {(i,7) € N? : f(i,j) > 0} a prema propoziciji 2.24 on je rekurzivno prebrojiv.
Dokazimo (2). Neka je @ skup iz (1). Definiramo funkciju A : N2 — P(N?) sa

AGi, j) =[] x {j}, Vi,jeN
Funkcija A je r.r.o. prema propozicijama 2.11, 2.8 (1) i 2.9. Sada imamo
(i,j) € Q2 <= J; Cp I;
<~ [, Cp I;, Vg€

— A(i,j) € Q1.
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Stoga je prema lemi 2.15 skup )5 rekurzivno prebrojiv. n

Propozicija 4.4. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je a € X izracun-

ljiva tocka. Tada vrijeds
(1) Skup {(n,m) € N*: I,, Cp B(a,m)} je rekurzivno prebrojiv.
(2) Skup {(n,m) € N?: J, Cr B(a,m)} je rekurzivno prebrojiv.
(3) Skup {(m, ,p) € N> : H)=P Cp B(a,m)} je rekurzivno prebrojiv.
(4) Skup {(m,€,p,q) € N*: ’Hfgq Cr B(a,m)} je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Definiramo najprije funkciju A : N> — P(N?) s
A(n,m) = [n] x {m}, Vn,m €N.

Funkcija A je r.r.o. funkcija ponovo prema propozicijama 2.11, 2.8 (1) i 2.9. Dokazimo
(1). Oznac¢imo zadani skup sa S. Tvrdimo da je skup S rekurzivno prebrojiv. Tocka a je
izracunljiva pa postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da vrijedi d(a, app)) < 27 za
svaki k& € N. Prema definiciji formalne sadrzanosti za svaki n € N vrijedi I,, Cr B(a,m)

ako i samo ako je d(a, A\,) + p, < m. Tvrdimo da vrijedi
I, Cp B(CL, m) <~ dky e N d(ozf(ko), )\n) + 2_k0 + pn < M.

Neka sun, m € N. Pretpostavimo najprije da postoji kg € N takav da vrijedi d(ca (), An)+
27k 4 p, < m. Iz ovog i nejednakosti trokuta sada imamo

d(a, \n) + pn < d(a, apg)) + d(Qp(io)s An) + Pn

< 2—k0 + d(Oéf(kO), )\n) + P <M

pa je stoga I, Cp B(a,m). Pretpostavimo sada da je I, Cr B(a,m) za neke n,m € N.
Tada je prema definiciji formalne sadrzanosti d(a, A,) + p, < m, pa stavimo D = (m —
d(a, \y)—pn)/2. Odaberimo kq € N takav da vrijedi 275 < D. Sada iz ovog te nejednakosti
trokuta dobijemo

d(/\n7 af(ko)) + 2_k0 + Pn S d()‘na (Z) + d<a7 CVf(lco)) + 2_k0 + Pn

<m—p,—2D4+2-27" 4 p <m

pa je stoga ko € N trazeni broj.
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Definiramo funkciju g : N® — R sa
g(n,m, ko) =m — d(afk07 An) —27F —p o ¥n,m, kg € N.
Funkcija ¢ je rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija. Definiramo sada
Ty = {(n,m, ko) € N*: g(n,m, ky) > 0}.
Prema propoziciji 2.24 skup T} je rekurzivno prebrojiv. Sada imamo
(n,m) € S <= Fky €N (n,m, ko) € Ty

pa je prema propoziciji 2.7 skup S rekurzivno prebrojiv.

Dokazimo (2). Oznac¢imo zadani skup s 7. Imamo za sve m,n € N
Jo Cr Bla,m) <= Yl € [n] I, Cr B(a,m) < [n] x {m} C S

Skup T je jednak skupu {(m,n) € N? : A(m,n) C S}, pa je stoga prema lemi 2.15 on
rekurzivno prebrojiv.
Dokazimo (3). Oznac¢imo zadani skup s U. Ozna¢imo s T skup iz (2). Definiramo

funkciju ¥ : N3 — P(N?) sa
W(m, £, p) = {((€)i,m) : 0 <i < p}

za sve m, £, p € N. Funkcija W je r.r.o. sto dobivamo primjenom propozicije 2.14. Imamo
’H?Sp Crp B(a,m) <= Vie{0,...,p}, Ju, Cr Bla,m).

Skup U je jednak skupu {(m,¢,p) € N3 : ¥(m,¢,p) C T} pa je prema lemi 2.15 on
rekurzivno prebrojiv.

Dokazimo tvrdnju (4). Oznac¢imo zadani skup s V. Ozna¢imo s T" skup iz (2). Defini-

ramo funkciju ¥’ : N* — P(N?) sa

W'(m, €,p,q) = {((€);;m) :p<i<q}, ¥Ym,l,p,qgeN
Prema propoziciji 2.14 funkcija ¥’ je r.r.o. Imamo

H;qu Crp B(a,m) < Vie{p,...,q}, Ju, Cr B(a,m).

Skup V je jednak skupu {(m,£,p,q) € N*: W' (m, ¢, p,q) C T} pa je prema lemi 2.15 on

rekurzivno prebrojiv. [
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Lema 4.5. Neka je m € N i neka je x € I,,,. Tada postoji € > 0 sa sljedecim svojstvom:

ako je j € N takav da je x € J; i fdiam(j) < ¢, tada je J; Cp Ipy,.
Dokaz. Imamo da je d(\,, ) < pn, 1 stoga postoji r > 0 takav da vrijedi
AdMp, ) + 17 < pp.

Neka je € = §. Pretpostavimo da je j € N takav da vrijedi z € J; i fdiam(j) < . Neka je

i € [j]. Tada je p; < fdiam(j) < e i d(z, \;) < diam(J;) < fdiam(j) < €. Sada imamo
AdMm, X)) + pi < dA, ) +d(x, N) + pi < d(Am, @) + 26 = d(An, ) +7 < pi-

Stoga je d(Apm, \i) + pi < pm 1 1; Cp I, Dakle, vrijedi J; Cp I,,. O

4.2 Formalna disjunktnost

Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Neka su i, j € N. Za I; i I; kazemo da su
formalno disjunktni ako vrijedi d(\;, \;) > p; + p;. Za I; i J; kazemo da su formalno
disjunktni ako su I; i [; formalno disjunktni za svaki k£ € [j]. Neka su 71,72 € N. Za
J;, 1 Jj, kazemo da su formalno disjunktni ako su I; i I;; formalno disjunktni za svaki
i € [j1] isvaki i’ € [jo]. Neka je £ € N. Konacan niz H¢ = (Jig),, - - -, Jir),) je formalni

lanac ako za sve i, j € {0, . ,f} vrijedi
li —j| >1 = Ju), i J, su formalno disjunktni.

Neka su p, ¢ € Ntakvidajep < q. Za J; i HE=? = (Jwy,s - - - Jw,) kazemo da su formalno

pr e

disjunktni ako vrijedi da su J; i J; formalno disjunktni za svaki k& € {(¢),,...,({),}.
Analogno, za [; i Hfgq kazemo da su formalno disjunktni ako su /; i J, formalno

disjunktni za svaki k € {(£),,..., ()4}

Propozicija 4.6. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Tada vrijedi:
(1) Skup {(i,7) € N?: I; i I; su formalno disjunkini} je rekurzivno prebrojiv.
(2) Skup {(i,7) € N*: I, i J; su formalno disjunktni } je rekurzivno prebrojiv.
(3) Skup {(i,7) € N*: J; i J; su formalno disjunktni} je rekurzivno prebrojiv.
(4) Skup {¢ € N : H, je formalni lanac} je rekurzivno prebrojiv.
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(5) Skup {(j, 0, p,q) € N*: J; i HY=? su formalno disjunktni} je rekurzivno prebrojiv.
(6) Skup {(j,0,p,q) € N*: I; i HV=9 su formalno disjunktni} je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Dokazimo (1). Oznac¢imo zadani skup sa S. Definiramo funkciju f : N> — R sa
F(i,5) = (X, Ag) = pi — pj, Vi j €N,
Imamo da su I; = B(\;, p;) 1 I; = B(\j, p;) formalno disjunktni ako i samo ako vrijedi
d(Xi, Aj) > pi+ pj

pa je stoga S = {(i,7) € N?: f(i,5) > 0}, a prema propoziciji 2.24 on je rekurzivno pre-
brojiv.
Dokazimo (2). Oznac¢imo zadani skup sa Z. Neka je S skup iz (1). Definiramo funkciju

A N2 = P(N?)
Ai,j) = {i} x [j], ¥i,j €N,

Funkcija A je r.r.o. prema propozicijama 2.11, 2.8 (1) i 2.9. Imamo Z = {(i,j) € N? :
A(i,j) € S} pa je prema lemi 2.15 on rekurzivno prebrojiv.
Dokazimo (3). Oznac¢imo zadani skup s 7. Oznac¢imo sa S skup definiran u (1). Prema

definiciji, skupovi J; i J; su formalno disjunktni ako i samo ako
I, i I, su formalno disjunktni za svaki a € [i] i svaki b € [j].

Definiramo funkciju A : N* — P(N?) sa
A(i ) = [i] x [j], Vi,jeN.

Funkcija A je r.r.o. prema propozicijama 2.11 i 2.9. Nadalje, skup
{G,5) e N2 A, j) € S}

je jednak T', pa je stoga on rekurzivno prebrojiv prema lemi 2.15.
Dokazimo (4). Oznac¢imo zadani skup s U. Ozna¢imo s T skup iz (3). Definiramo
funkciju A : N — P(N?) sa
A = {0, (0);) :i,5 € {0,..., T}, [i—j| > 1}, VL EN.
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Definiramo funkciju f : N® — N2 sa

f(iv.jv £) = ((ﬁ)“ (@J)? Vi,j,f € N.

Funkcija f je rekurzivna jer se njezine komponentne funkcije mogu zapisati kao kompo-
zicija rekurzivnih funkcija (i,¢) — (€); i projekcija P$, P3 i P3. Naime, lako se provjeri
da vrijedi f(i,,€) = ((P§(i,5,€)) ps(ije)» (P5 (i, 5, €)) ps(ijey) 72 sve 4, j, £ € N. Definiramo
sada funkciju ¥ : N3 — P(N?) sa

W(i, 7, €) = {((0), (0);)}, Vi, j, L €N.

Tada je ¥ r.r.o. prema propoziciji 2.8 (1). Definiramo ¢ : N — P(N) s
O()=N;, VleN.

Tada primjenom propozicije 2.10 slijedi da je ® r.r.o. Definirajmo sada @' : N — P(N?) s
d'(0) ={(i,j) e N*:4,5€{0,...,0}}, VLEN.

Tada vrijedi ®'(¢) = ®(¢) x ®(¢) za svaki £ € N pa je prema propoziciji 2.9 ¢’ r.r.o. Sada
definirajmo skup

V={(,5) e N*:|i —j| > 1}.

Za skup V se lako vidi da je rekurzivan. Konac¢no, definirajmo funkciju A’ : N — P(N?)

sa
N)=d' )NV, VleN.
Tada je A’ r.r.o. prema propoziciji 2.13. Sada primjenom propozicije 2.14 najprije imamo

(i,7)eN (£) (i,5)eN ()
stoga je A r.r.o. funkcija. Sada je skup U = {¢ € N : A(¢) C T} rekurzivno prebrojiv prema
lemi 2.15.
Dokazimo (5). Oznac¢imo zadani skup s V. Neka je T" skup iz (3). Definiramo funkciju
A N* — P(N?),

A, p, g, ) ={((0)s,4) i €{p,...,a}}, Vip,geN
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Funkcija A je r.r.o. §to dobivamo primjenom propozicije 2.14. ITmamo V' = {(j,p, ¢, () €
N*: A(j,p,q,f) C T} pa je prema lemi 2.15 on rekurzivno prebrojiv.

Dokazimo (6). Oznac¢imo zadani skup s W. Neka je Z skup iz (2). Definiramo funkciju
AN — P(N?),

A, p,a,0) ={((0)i,5) i €{p,...,q}}, Vj,p,q €N,

Funkcija A je r.r.o. $to dobivamo primjenom propozicije 2.14. Imamo W = {(4,p,q,{) €

N*: A(j,p,q,f) C Z} pa je prema lemi 2.15 on rekurzivno prebrojiv.

Propozicija 4.7. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je a € X izracun-

liva tocka u (X, d, o). Tada vrijedi
(1) Skup {¢ € N:a € I;} je rekurzivno prebrojiv.
(2) Skup {€ eN:ac€ J(g)o} je rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Dokazimo (1). Oznacimo
S={{eN:acl}.

Tvrdimo da je S rekurzivno prebrojiv. Najprije, jer je a rekurzivna tocka, postoji rekur-

zivna funkcija f : N — N takva da vrijedi

d(a,o ) <27, Vk € N (4.2.1)
Tvrdimo,

a €l < Fky € Nd(\, apg)) +277 < py.

Neka je ko € N takav da vrijedi d(\e, appy)) + 277 < pp. Tada zbog (4.2.1) prema

nejednakosti trokuta imamo
d(a, Ae) < d(a, ap(ry)) + d(@g), Ae) < 275 + d(@gng), Ae) < pr.

Stoga je a € I,. Obratno, pretpostavimo sada da je a € [,. Tada je d(a,\¢) < p¢ pa
definiramo D := %W. Neka je ko € N takav da je 27% < D. Zbog (4.2.1) imamo
d(@f(rg), @) < 270, Sada je

d()\g, Ckf(ko)) + 2_k0 S d()\g, CL) + d(a, Oéf(ko)) + Q_ko

<pr—2D+2-27% < p,.
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Definirajmo sada funkciju ¢ : N> — R sa
9l ko) = po — d(Ne, ap(igy) — 277

za sve , ky € N. Funkcija g je izracunljiva kao zbroj izrac¢unljivih funkcija (¢, ko) — py,
(ko) — —d(Ne, apg)) 1 (J ko) — —27%. Pritom je funkcija (£, ko) — —d(Ae, apry))

izracunljiva kao posljedica propozicije 2.22 svojstva (3). Definiramo
Ty = {(£, ko) € N*: g(¢, k) > 0}.

Prema propoziciji 2.24 je T rekurzivno prebrojiv. Sada imamo
eSS < JkgeN ({ky) €T}

pa je prema propoziciji 2.7 skup S rekurzivno prebrojiv.

Dokazimo (2). Neka je S skup iz (1). Oznacimo
T={leN:ac Jy,}.
Tvrdimo da je skup 7" rekurzivno prebrojiv. Definiramo funkciju A : N — P(N) s
A(l) =[], WVleN.

Funkcija A je r.r.o. prema propoziciji 2.11. Skup S; = {¢ € N: A(¢) C S} je rekurzivno
prebrojiv prema lemi 2.15. pa neka je g : N — N rekurzivna funkcija takva da vrijedi

g(N) = S;. Oznacimo skup
Q= {(i,j) e N*: [i]  [j]}.

Definiramo funkcije A : N> — P(N)i B : N*> = P(N) s A(i,7) = [i] i B(4,7) = [j] za svaki
(i,7) € N2. Funkcije A i B su r.r.o. prema propozicijama 2.11 i 2.8 (2). Skup Q je jednak
skupu

{(i,5) e N*: A3, j) € B(i,j)}
pa je prema propoziciji 2.8 on rekurzivan. Definiramo funkciju G : N — N s
G(0) =~ pkl(g(k), (0)o) € Q], VLEN.

Sada se lako vidi da je dom G =T pa je stoga T' rekurzivno prebrojiv. ]
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4.3 Efektivni pokrivaci

U daljnjem tekstu oznaka (A, j, A\) znaci da vrijedi
AC T ivViejl (LNAZ£DAp < N).

Uoc¢imo da (A, 7,A) i A < X povladi (A, 7, \).

Lema 4.8. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka su A, B kompaktni, ne-

prazni, disjunktni podskupovi od X . Tada vrijedi
(a) Za svakie > 0 postoji j € N takav da (A, j,€).

(b) Za svaki e > 0 postoji A > 0 takav da je A < e i ako su j,j e N1 A CA B ' CB

takvi da vrijeds
(A, ) i (B, 2)
tada su J; © Jy formalno disjunktni.

Dokaz. Dokazimo (a). Definiramo familijud = {B(«;,r) : i € N,r € QF,r < ¢}. Familija
U je otvoren pokrivac¢ od X jer je niz (a;) gust u X. Skup A je kompaktan pa stoga postoje
Up,...,U, € U pri ¢emu je U; = B(w,,m1),...,U, = Bley,,r) i A C Uy U---UU,.
Mozemo pretpostaviti da je U;NA # () za svaki j € {1,...,n}. Odaberemo ji,...,j, € N

takve da vrijedi

(Oéik,T'k) = ()\jk,pjk), A5 € {1, Ce ,77,}.

Neka je j € N takav da je [j] = {j1,...,Jn}- To je trazeni j. Dokazimo sada (b). Skupovi
A i B su kompaktni, neprazni i disjunktni, pa je stoga d(A, B) > 0. Definiramo

. fe d(A B)
)\—m1n{2, 1 }

Neka su j,j’ € N, A’ C Ai B’ C B takvi da vrijedi (A, j,\) i (B’,j’, \). Neka su sada

i€ljlid €[] Tvrdimo da vrijedi
d(Ni, i) > pi + pir.

Najprije, zbog (A, j, \) imamo p; < A\ i [; N A" # 0. Zbog I; N A" # () postoji a € AN I
takav da je d(a,\;) < p;. Analogno, zbog (B’,j', \) imamo Iy N B # 0 i py < A. Zbog
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I; N B’ # () postoji neki b € BN I’ takav da je d(b, \y) < pi. Prema definiciji udaljenosti

skupova imamo d(a,b) > d(A, B) > 4). Sada imamo sljedeéi niz nejednakosti:
4\ S d(a, b) S d(CL, >\z’> + d<)\i’7 b)
< d(a, )\z) + d()\l, )\z’) + d()\i/, b)

< pi+ pr +d(Ni, Ar).

Iz p; < A1 py < Aimamo p; + py < 2\ odnosno 4\ — p; — py > 2\ > p; + pir iz Cega slijedi
d(Ai, Av) > AN — pi — pir > pi + pi

¢ime smo dokazali tvrdnju. O]

Lema 4.9. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka su Ay, ..., A, kompaktni
neprazni podskupovi od X . Neka je ¢ > 0. Tada postoje brojevi ji, ..., J, takvi da vrijeds
A C Uy, Ay € Jj,, te takvi da za sve p,q € {1,...,n} vrijed

AyNAy=0 = J, iJ;, suformalno disjunktni.

Brojeve 71, ..., J, moZemo tako odabrati da postoji A > 0 takav da vrijedi A < ¢ i
(A, 1, A) A A (An, Gins A).-

Dokaz. Oznac¢imo s C' skup
C={(p,q)e{l,....n} x{1,....,n}: A,Nn A, =0}.

Za svaki (p,q) € C vrijedi A, N A; = 0 pa prema lemi 4.8 postoji Ay, > 0 takav da je
Ap,g) < € te takav da (A, J, Ap.g)) 1 (Ag, J's Ap,q)) Povlace da su J; i J; formalno disjun-
ktni. Uzmimo \ = min{)\(p,q) :(p,q) € C’}. Prema lemi 4.8 slijedi da postoje ji,...,Jn
takvi da vrijedi (Ay, j1, A) A -+ A (Ap, Jn, A) ¢ime smo dokazali trazenu tvrdnju. O

Lema 4.10. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je A C X kompaktan
neprazan te r > 0 i j € N takvi da vrijedi (A, j,r). Tada je fdiam(j) < 4r + diam A.

Dokaz. Za J; gledamo pripadni niz parova (A, £()0); - - - » ()‘(j);7 p(j);_). Neka su 4,4,i" €
[7] takvi da je fdiam(j) =d(\;, \¢) + 2psn. Vrijedi B(\;, p;) N A # (. Za taj i vrijedi da
postoji a € A takav da d(\;,a) < p;. Takoder, za i’ postoji b takav da d(\y,b) < py. Sada
po nejednakosti trokuta vrijedi d(\;, Air) < d(N;, a)+d(a, b)+d(b, \;) < pi+py+diam A <

2r + diam A. Zakljucak: fdiam(j) < 4r + diam A. O
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4.4 Izbor formalnih lanaca

Imamo sljede¢u tvrdnju (vidi [6]). Dokaz navodimo kako bi demonstrirali tehnike iz po-

glavlja 2.

Lema 4.11. Postoji rekurzivna funkcija € : N — N takva da je
Jewy = JHi, VI eN.

Dokaz. Neka je W : N — P(N) funkcija definirana s
V() =bl vieN

Tada je W r.r.o. funkcija prema propoziciji 2.11. Neka je A : N — P(N) funkcija definirana,
s
Al = | w((1);), VieN.
0<i<l
Dokazimo da je A r.r.o. Najprije definiramo funkciju f : N> — Ns f(I,2) = (). za sve
[, z € N. Funkcija f je rekurzivna prema definiciji jer je jednaka funkciji o iz poglavlja 2.

Definiramo funkciju ¥’ : N> — P(N) s
U'(l,2) =V(f(,z)), VI,ze€N.

Prema propoziciji 2.8 (2) ¥’ je r.r.o. Sada iz propozicije 2.14 slijedi da je A r.r.o. funkcija.
Za svaki [ € N je skup A(l) neprazan jer je svaki od W(j) neprazan. Stoga postoji j € N
takav da je W(j) = A(l). Prema propoziciji 2.8(5) postoji rekurzivna funkcija { : N — N
takva da je A(l) = ¥(£(1)). Imamo

= U s=Un-U (U )y

JET(EW)) JeA() o<i<i \jev(( 0<i<l

pa je Jeqy = UH;. O

4.5 Formalni lanac koji prekriva luk

Lema 4.12. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je f :[0,7] — X nepre-
kidna injekcija pri cemu je r > 0. Neka je € > 0. Tada postoji ng € N, ng > 1, takav da

za svakin > ng postoje brojevi jo, ..., jn_1 € N takvi da vrijedi
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1. (f([%r, %r]),ji,@ za svakii € {0,...,n —1};

2. Skupovi J;, i J;, su formalno disjunktni za sve i,i' € {0,...,n — 1} takve da vrijedi

i — i > 1;
3. fdiam(yj;) < € za svakii € {0,...,n —1}.

Dokaz. Zbog kompaktnosti od [0, 7] je f uniformno neprekidna. Neka je ¢ > 0. Za taj €
postoji § > 0 takav da za svaki x, 2" € [0,7] vrijedi |z — 2’| <0 = d(f(z), f(2)) < .
Odaberimo ny € N takav da vrijedi nio < 9. Odaberimo sada proizvoljan n > ng. Za
svaki i € {0,...,n} definiramo z; = % Sada je |zj41 — 2] = £ < = < § za svaki

n no

i €{0,...,n—1}. Oznacimo

s )

za svaki i € {0,...,n — 1}. Zbog uniformne neprekidnosti je

diam A; = sup{d(f(z), f(2") : z,2" € [x;,x;i1])} < =, Vi€ {0,...,n—1}.

(SN

Nije tesko zakljuciti da za sve i,i’ € {0,...,n—1} takve da je [i—i'| > 1 vrijedi A;NA; = 0.

Naime, kada bi za neke i,7" € {0,...,n — 1} takve da je |[i — | > 1 vrijedilo A; N Ay # 0

tada bi postojao neki y € A; N Ay. Za taj y bi zbog y € A; postojao x € [x;, x;41] takav
da je f(z) =y, a zbog y € Ay bi postojao x’ € [z, xy441] takav da je f(2') = y. No, zbog
li — | > 1je [z, xip1] N[z, xi1] = 0 pa je x # 2', $to nam ukupno daje kontradikciju s
injektivnoséu od f.

Prema lemi 4.9 postoje brojevi jg, ..., jn_1 € N takvi da vrijedi
A €5,
te takvi da za sve p,q € {0,...,n — 1} vrijedi

A,NA; =0 = J,iJ,suformalno disjunktni,

te postoji A > 0 takav da vrijedi A < £ i (A1, 51, A\) A+ A (An, jn, A). Zakljucujemo da za

svaki i € {0,...,n — 1} prema lemi 4.10 vrijedi

fdiam(j;) < 4\ + diamA4; < e.
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Poglavlje 5
Svojstvo efektivnog pokrivanja

Za izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, a) kazemo da ima svojstvo efektivnog pokrivanja

(vidi [1]) ako je skup
{(w,5) eN*: 1, € J;}

rekurzivno prebrojiv. Svojstvo efektivnog pokrivanja je vrlo vazno, no opc¢enito dokazati
da neki izracunljiv metricki prostor ima to svojstvo nije jednostavno, ali je vazno jer se
glavni rezultati ovog rada ne bi mogli primijeniti upravo u slucaju kada ambijentni prostor
ima to svojstvo. Izracunljiv euklidski prostor (R",d, a) je jedan vazan primjer koji ima
svojstvo efektivnog pokrivanja.

U ovom poglavlju ¢emo stoga najprije detaljno raspisati dokaz dovoljnog uvjeta za svoj-
stvo efektivnog pokrivanja opisanog u [6] (Teorem 3.1), te zatim pomocu njega raspisati
dokaz iz [6] (Primjer 3.2) da izrac¢unljiv euklidski prostor (R", d, o) ima svojstvo efektivnog
pokrivanja. U nastavku navodimo neke posljedice koje svojstvo efektivnog pokrivanja za-
jedno s uvjetom da su zatvorene kugle kompaktne ima na korekurzivno prebrojive nizove

skupova u izracunljivom metrickom prostoru.

5.1 Dovoljan uvjet za svojstvo efektivnog pokrivanja

Sljede¢a argumentacija je izvorno opisana u poglavlju 3 u [6] u odjeljku 3.2.

Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je

A= {(2, i') € N? . ureden par (\;, p;) je formalno sadrzan u ()\i/,pi/)}.
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Skup A je jednak skupu ) iz propozicije 4.3, a prema istoj propoziciji on je i rekurzivno
prebrojiv. Neka je

B={(i,j) € N*: (i,i') € Azameki i’ € [j]}. (5.1.1)
Za i,7 € N imamo (i,7) € B ako i samo ako postoji k& € N takav da je 0 < k <
7, (i,(§)x) € A. Stavimo C' = {(i, 4, k) : (i, (4)r) € A}. Definiramo funkciju f : N® — N2
s f(i,j,k) = (i,(j)x). Vrijedi f~1(A) = C. Skup D = {(i,5,k) : 0 <k < j} je rekur-
zivan i vrijedi 0 < k < j, (i,(j)x) € A ako i samo ako (i,7,k) € C N D. Dakle,
B ={(i,j) e N*: 3k € N (i,7,k) € C N D} pa je stoga B rekurzivno prebrojiv. Vrijedi

(i,j) e B=1,C J;, Vi,j €N, (5.1.2)

Lema 5.1. Neka je (X,d) metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene kugle. Neka je
U otvoren skup te x € X, r > 0 takvi da je B(m, r) C U. Tada postoji v’ > r takav da je
B(z,r")CU.

Dokaz. Dokaz ide svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo da takav r’ ne postoji.
Tada za svaki n € N postoji x,, € E(az,r +27™) takav da x, € U. Za svaki n € N je
T, € B(z,r+1). Jer je B(x,r+1) kompaktan skup slijedi da postoji podniz (z,,) od (z,,)
koji konvergira nekom a € X. Tada d(z, x,,) — d(z,a) pa iz d(x,,,x) < r+ 27" za svaki
i € Nslijedi d(x,a) < r. ZakljuCujemo da je a € E(:p,r) tj. a € U. No, zbog konvergencije
(x,,) prema a € U slijedi da postoji ¢ € N takav da je z,,, € U. Kontradikcija. ]
Lema 5.2. Neka je (X,d) metricki prostor, ag,...,a, € X, ro,...,1, € (0,+00). Neka
je K kompaktan skup u (X,d) takav da K C B(ag,7m9) U -+ U B(an, ). Tada postoji
A > 0 takav da je za svaki x € K wureden par (x,\) formalno sadrzan u (a;,r;) za neki

i€{0,...,n}.

Dokaz. Dokaz ide svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo da takav A ne postoji, tj.

da vrijedi

(VA >0)(Ir € K)
(x, A) nije formalno sadrzan niti u jednom (a;,r;), ¢ € {0,...,n}.
Iz ovog slijedi tvrdnja

(Vn € N)(3z,, € K)

(n,27") nije formalno sadrzan niti u jednom (a;,1;), i € {0,...,n}.
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Niz (x,) se nalazi u kompaktnom skupu K pa postoji konvergentan podniz (x,,) koji
konvergira nekom & € K. Familija {B(ao, o), .., B(a,,r,)} pokriva K pa slijedi da je

T € B(aj,r;) zaneki i € {0,...,n}. Za svaki k € N vrijedi
d(a;, wn) + 27" < d(a;, &) + d(T,20,) + 27

No, zbog d(a;, ) < r; i limg_e0 d(Z, 2y, ) + 27 = 0 slijedi d(a;, x,, ) + 27 < r; za neki
k € N tj. ureden par (x,,,27 ™) je formalno sadrzan u (a;, ;). Kontradikcija. O

Lema 5.3. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene

kugle te takav da postoji r.r.o. funkcija ® : N> — P(N) sa sljedeéim svojstvom:

LC U Ijip;<27% Vjed(,k), Vi,k €N, (5.1.3)

 jea(ik)
Tada postoji r.1.0. funkcija ¥ : N> — P(N) koja takoder zadovoljava svojstvo (5.1.3) te
takva da vrijedi sljedece: ako je U otvoren skup u (X, d) te i € N takav da je I, CU, onda
postoji ko € N takav da je Ujcw(ir I; €U za svaki k > ko.

Dokaz. Definiramo funkciju A : N> — R sa

za svaki i,7 € N. Tvrdimo najprije da iz A(4,5) > 0 slijedi I; N I; = (). Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji neka tocka z € X takva da vrijedi x € N I;. 1z x € I, slijedi
d(z, \;) < p;. S druge strane, zbog x € I; slijedi d(x, \;) < p;.

Sada je d(\i, \j) < d(z,\;) + d(z, ;) < pi + p;, Sto je kontradikeija s A(i,j) > 0.
Dakle, iz A(i,j) > 0 slijedi N I; = (. Primjenom propozicija 2.24 i 2.22 lako se dobije
da su skupovi

Ti =A{@.5,k) € N7 A(i, j) > 0};
Ty ={(i,,k) € N : A(i, j) < 27%}
rekurzivno prebrojivi. Stoga postoje rekurzivne funkcije f,g : N — N? takve da vrijedi
f(N) =Ty i g(N) =Ty. Uocimo da je Ty U T, = N3. Definiramo funkciju G : N* — N sa
G(i,j, k) = pn [(i, j, k) = f(n) V (i, 4, k) = g(n)].
Bududi da je G rekurzivna, slijedi da je funkcija C' : N3 — N definirana s
0, akoje (i,7,k) = f(G(i, ], k))

,ako je (6,5, k) = g(G(i, 5, k) A (i, 5, k) # f(G (i, 5, k)

C(i, j, k) =
1
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rekurzivna. Neka je ¥ : N> — P(N) definirana s
Wi k) = (j € B(ik) : Clijik) =1},

Ocito je W(i, k) C ®(i, k) za sve i,k € N pa je ¥ rekurzivno omedena. Nadalje, funkcija
(i, k,7) = Xwiir) () = Xo@r (j) - C(i, 4, k) je rekurzivna pa je ¥ r.r.o. Neka su i,k € N.
Vrijedi I; N I; = 0 za svaki j € ®(i, k) \ ¥(i, k) pa je stoga

Za svaki j € (i, k) vrijedi da je A(i,j) < 27% tj. d(\i, Nj) — pi — p; < 27%. Sada je
d(Ni, Nj) < pi +2-27% tj. za svaki x € I; po nejednakosti trokuta imamo

d(N\i,7) <d(i, \j) +d(Nj, ) < (pi+2-27%) +d(Nj, ) < pi +3-27F.

Iz ovog dobivamo da vrijedi Ujeqx) I; € B(Ai, pi + 3 - 27%) za sve i,k € N. Neka je U
otvoren skup u X takav da vrijedi I; C U. Dakle, B(\;, p;) C U. Prema lemi 5.1 postoji
r > p; takav da je B(\;,r) C U. No, tada postoji ky € N takav da je p; +3-27% < r
za svaki k > kg, pa je stoga B()\i,pi +3.27F) C B()\i,r) C U za svaki k > kq. Iz ovog

zakljucujemo da vrijedi Ujcy(p [; € U za svaki k > ko Sto je i trebalo pokazati. O

Lema 5.4. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle te takav da postoji r.r.o. funkcija ® : N> — P(N) sa svojstvom (5.1.3). Neka je B
skup definiran s (5.1.1). Neka je V iz leme 5.3. Tada je I. C J, ako i samo ako postoji
k € N takav da je (j,v) € B za svaki j € V(i, k).

Dokaz. Pretpostavimo da je I, C J, zaneke i,v € N. Iz leme 5.1 slijedi da postoji ' > p;,
te otvoren skup U = B(\;,7’) 1 kompaktan skup K = E’()\i, r’) takvi da je

I,CUCKC J,

Neka je ko € N takav da je Ujcyqr I[j © U za svaki k > ko. Prema lemi 5.2 postoji A > 0
takav da je za svaki © € K uredeni par (z, A) formalno sadrzan u (A, p,) za neki w € [v].
Neka je k € N takav da je k > ko i 27% < A. Tada imamo Ujewir) Ij © U pa je stoga
\j € K za svaki j € U(i, k). Neka je j € ¥(i, k). Sada zbog p; < 27% < X slijedi da je
ureden par (A;, p;) formalno sadrzan u (A, pw) za neki w € [v]. Dakle, (j,v) € B.
Obratno, neka su i,v, k € N takvi da je (j,v) € B za svaki j € U(i, k). Iz implikacije
(5.1.2) imamo da je I; C J, za svaki j € (i, k). Sada zbog I, C (UJG\I, ik) ]) C J, slijedi
I, C J,. O
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Teorem 5.5. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle te takav da postoji r.r.o. funkcija ® : N* — P(N) sa svojstvom (5.1.3). Tada (X, d, «)

ima svojstvo efektivnog pokrivanja.

Dokaz. Neka je U iz leme 5.3. Neka je A : N* — P(N?) definirana s
A(i ko) ={(j,v) : 7 € U(i,k)}.

Iz propozicije 2.14 slijedi da je A r.r.o. funkcija. Neka je B skup definiran s (5.1.1). Stavimo
C ={(i,v,k): A(i,k,v) C B}.

Iz leme 2.15 slijedi da je C' rekurzivno prebrojiv. Sada iz leme 5.4 imamo da je I, C J,
ako i samo ako postoji k € N takav da je (i,v, k) € C. Konac¢no, iz propozicije 2.7 slijedi
da je

{G,v) eN*: T, C J,}
rekurzivno prebrojiv skup. Dakle, (X, d, o) ima svojstvo efektivnog pokrivanja. O]

Korolar 5.6. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle, a € X rekurzivna tocka, (z;) rekurzivan niz u X te F : N*> — N rekurzivna funkcija

takva da je

Bla,M)<C |J B(z;,27%), VM,keN

0<j<F(Mk)

Tada (X, d, ) ima svojstvo efektivnog pokrivanja.

Dokaz. Bududéi je a rekurzivna slijedi da postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da

vrijedi d(a, ap;y) < 27" za svaki i € N. Sada trazimo funkciju g : N — N takvu da vrijedi

I, C Bla,g(i)), Vi € N.
Neka je « € I;. Tada je d(x, \;) < pi. Imamo

d(z,a) < d(z, \i) +d(Ni, @) < p;+d(Ni, ag)) + 27"

Na funkeiju @ — p; + d(Ni, ap(iy) + 27" primijenimo propoziciju 2.25 ¢ime dobivamo rekur-

zivnu funkciju g : N — N takvu da je
pi +d(Ni, appy) + 270 < g(i), Vi €N,
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pa je z € B(a, g(i)). Dakle, vrijedi I; C B(a, g(i)) za svaki i € N. Niz (z;) je rekurzivan

pa stoga postoji rekurzivna funkcija h : N> — N takva da je
B(x;, 27(”1)) C B(an(jr), 271{), Vs, k € N.

Naime, zbog rekurzivnosti od (z;) postoji funkcija g : N* — N takva da vrijedi d(z;, ag(jx)) <
27% za sve j,k € N. Definiramo funkciju h : N2 — N s h(j,k) = g(j,k + 1). Vrijedi
d(zj, cangim) < 27D za sve j k € N. Neka je © € B(x;,2”* D). Sada po nejednakosti

trokuta imamo
d(z, angip) < d(@, ;) + d(z), apgp) < 2-27FD =27+
pa je stoga © € B(ayjk),27%). Dakle, h je trazena funkcija. No, tada je

I, C B(a, g(i)) C U Blangr,27"), Vi, k € N.

0<j<F(g(i),k+1)

Definiramo funkciju m : N> =+ N s

m(j, k) = wil(i), = h(j, k) A quy, = 27", Vi, k € N.
Sada definiramo ® : N> — P(N) s

O(i k) = {m(j,k): 0<j < F(g(i),k+1)}, Vi,k € N.

Funkcija @ je r.r.o. sto slijedi direktno iz propozicije 2.14. Nadalje, ® zadovoljava svojstvo

(5.1.3), pa prema teoremu 5.5 (X, d, &) ima svojstvo efektivnog pokrivanja. ]

Primjer 5.7. Dokazimo da izra¢unljiv euklidski prostor (R", d, o) ima svojstvo efektivnog
pokrivanja (vidi primjer 3.2 u [6], ideja za dokaz je slicna onoj iz dokaza leme 2.1 iz [6]).
Uoc¢imo da je « izrac¢unljiv kao niz N — R™ u (R", d, o). Nadalje, tocka O = (0,...,0) je
izracunljiva tocka u (R", d, a). Stoga, prema korolaru 5.6 dovoljno je dokazati da postoji

rekurzivna funkcija F': N*> — N takva da vrijedi

B(O.M)C |J B(a,27%), VM,keN. (5.1.4)

0<i<F(M,k)

Neka su M, k € N i neka je kg € N takav da je /n-27% < 1. Najprije uo¢imo da vrijedi

B(O, M) C [~ M, M]". (5.1.5)
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Naime, ako je (x1,...,z,) € B(O, M) tada je 3+ - -+ 22 < M?. No, tada mora vrijediti
max{|zi|,...,|z,]} < M jer u protivnhom bi |z;| > M povlacilo z? > M? za neki i €
{1,...,n}ibilobi z3+---+22 > M? sto je kontradikcija. Sada iz max{|z|,..., |z,|} < M
imamo |z;| < M za svaki i € {1,...,n}, odnosno (z1,...,x,) € [-M, M|" iz Cega sada
slijedi (5.1.5).

Neka je x = (x1,...,2,) € [-M, M]". Tada je |z1],...,|x,] < M. Nadalje, postoje
ly,..., 0, € Z takvi da je ijko <z < ;,f%,}o za svaki j € {1,...,n}. No tada imamo

Q,f%ko—xj’ < 27(k+ko) za svaki j € {1,...,n}. Nadalje, zbog x; € [-M,M] i M €

N dovoljno je uzeti ¢; € Z takve da vrijedi ijko € [—=M, M] odnosno ¢; € {2k .
M, ... 25k 0,

Rac¢unamo sada udaljenost

n 1/2
d(w, (g, 7t)) = (Z(l“z - gxﬁmf) < \/n - 27 (FFko),

=1

Odnosno, sada zbog /n - 27% < 1 imamo

£ 2 -k
d(’x7(2k-§}k0""72k+ko)) <2 .

Stoga je x € B((Q,fjko e Q,ffk() ),27%). Dakle, imamo

[_Mv M]n g U B((le-l}ko [ le-IT—Lko )7 2_k) (516)

Le{—2ktko.M,...,2k k0. M}

Neka je v : N — N funkcija definirana sa

v(ay, by, c1y ey lny b, cn) = pi [ai = ((—1)‘31 e ARRRE (—1)0"#” :

‘v’al,bl,cl,...,an,bn,cn € N
Definiramo F : N> — N s

F(M,k) = max v(ay, by, 1y oy an, by, cn), VM, k€ N.

0<ai,b1,c1 rn:an,bnycnSM'2k+kO

Pokazimo najprije da je F' rekurzivna funkcija. Najprije iz [6] slijedi da postoji funkcija

¢ : N2 = N takva da vrijedi

N7 C {((d)os ..., (d);) i € {0,...,C(n, M)}}, VM,n € N, (5.1.7)
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Imamo

F(M,k) = max Y((ost((5)o, M-2FR0 1), . ost((§)sn_r, M-28 R0 1)),

0<j<¢(3n,M-2k+k0)

VM, k € N.

Sada iz ovog i propozicije 2.3 slijedi da je F' rekurzivna funkcija. Dokazimo da vrijedi

U B((5%,- - g2),27"yC U Bla,27%), VM, ke N.

2;e{—2ktko.M,... 2k tko. M} 0<i<F(M,k)

(5.1.8)

Neka je 2 € B((3i%,-- -+ o85),27"%) pri ¢emu su (; € {=2FFo . M. 2FFho . M} za

i€ {l,...,n}. Nekasua;, b;,c; € Ntakvidaje (—1)% b;ﬁl = fojko zasvakij € {1,...,n}.
Pritom brojeve a;, b;, ¢; mozemo odabrati tako da vrijedi a;, b;, ¢; € {0,..., M -2~ (k+ko)},
Neka je i € N takav da je v(ay,bi,c1, ..., 0n,bp,c,) = i. Imamo x € B(ay,27F), te
0 <4< F(M,Fk) iz ¢ega zakljucujemo = € Up<i<pap) B, 27%) odnosno vrijedi (5.1.8).

Konacno, iz (5.1.5), (5.1.6) i (5.1.8) slijedi (5.1.4). Stoga prema korolaru 5.6 slijedi da

izracunljiv euklidski prostor (R", d, ) ima svojstvo efektivnog pokrivanja. O]

5.2 Korekurzivno prebrojivi nizovi skupova

Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je (7},) niz zatvorenih podskupova
od X. Za niz (T),,) kazemo da je korekurzivno prebrojiv ako postoji rekurzivna funkcija
f:N? = N takva da je
X \ T, = U ]f(i,n)7 Vn € N. (521)
ieN
Lema 5.8. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je S C X korekurzivno

prebrojiv. Neka je (T,,) korekurzivno prebrojiv niz zatvorenih podskupova od X. Tada je

(SN T,)nen korekurzivno prebrojiv niz zatvorenih podskupova od X .

Dokaz. Skup S je korekurzivno prebrojiv pa stoga postoji rekurzivna funkcija g : N — N

takva da vrijedi

X\ S = Ly

i€N
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Niz (T,,) je korekurzivno prebrojiv pa stoga postoji rekurzivna funkcija f : N> — N takva
da vrijedi

X\Tnz U]f(ivn)7 vn € N.

i€N

Nadalje, vrijedi X \ (SNT,) = (X \ S)U(X\T,) = (Uien Lg()) U (Uien Lf(in)) za svaki
n € N. Trazimo rekurzivnu funkciju h : N> — N takvu da vrijedi

(U L) U (U Irem) = U Inmy, ¥ €N

ieN ieN i€N

Definiramo

g({i)1), (i) paran.
f({(i)1,n), (i)2 neparan.

za svaki i,n € N. O

Lema 5.9. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor koji ima svojstvo efektivnog
pokrivanja i kompaktne zatvorene kugle. Neka je (S,,) korekurzivno prebrojiv niz zatvorenih
skupova i h : N — N rekurzivna funkcija takva da je S, C Ijy) za svakin € N. Tada je

skup {(j,n) € N?: S, C J;} rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je f: N? — N rekurzivna funkcija takva da je X \ S, = U,en Ji(iny> Jpin) C
Jpit1,n) za svaki n € N. Da takva funkcija postoji argumentiramo na sljedeci nacin.
Najprije, zbog korekurzivne prebrojivosti niza (S,,) postoji rekurzivna funkcija g : N> — N
takva da je X \ S, = Uien Jy(in) za sve i,n € N. Neka su @ : N* — P(N) i U : N* — P(N)
funkcije definirane s ®(i,n, k) = [k] i U(i,n, k) = {g(0,n),...,g(i,n)} za sve i,n,k € N.

Funkcije ® i ¥ su r.r.o. prema propoziciji 2.10. Prema tvrdnji 5 propozicije 2.8 je skup
S ={(i,nk) € N*: @i, n, k) = W(i,n, k)}

rekurzivan, pa je stoga xs : N> — {0, 1}, karakteristi¢na funkcija od S rekurzivna. Defini-
ramo [ : N?* — N's f(i,n) = pkxs(i, n, k) = 1]. Dokazimo najprije da je J¢in) € Jr(it1.n)
za sve i,n € N. Neka je x € Jyin. Tada je © € Uneprany) Im ti- © € Iyn) za neki
j€{0,...,i}. No, {0,...,1} €{0,...,i+ 1} povlacdida je x € Iy, za j € {0,...,i+ 1}
pa je iz skupa Upef(it1,n)] Im 0dnosno & € Jy iy 1,,). Dokazimo sada da je
X\ S, = Jsim, Vi,neN.
ieN
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Imamo redom niz jednakosti

X\ Sn = U Lgn = U U L= Jsim)-

ieN ieN je{g(0,n),....g(i,n)} ieN
Dakle, f je trazena funkcija.

Neka su sada j,n € N takvi da je S, C J;. Vrijedi S,, C fh(n) pa zbog fh(n) \ S, C
X\ Sy, = Uien J#(i,n) imamo da U;ey J ¢ n) sadrzi fh(n)\Sn. No tada J;U(U;en Jf(in)) sadrzi
fh(n). Zbog kompaktnosti od fh(n) postoje it iy, ..., 4, € N takvi da J; U (UL, Jf(i?7n))
sadrzi fh(n) . Neka je ng = max {if, ..., % }. Zbog Jrin) C Jyiit1,n) za sve i,n € N slijedi

da ULy Jranm) € Jimom) P2 je
Ingy € J3 U (U Jrrm) € 51U Tpnom)-
j=1

Obratno, neka je sada ny € N takav da je fh(n) C J; U Jfmgm)- Zbog S, C fh(n) slijedi
Sn C JjUJrmeny- 12 Jpany © X\ Sp za sve i,n € N slijedi da je S, C J;. Ovime smo
dokazali da za svaki j,n € N vrijedi S,, C J; ako i samo ako postoji ny € N takav da je
Inny © J5 U Tpmom)-

Zbog svojstva efektivnog pokrivanja je skup T = {(i,j) eN2: ], C Jj} rekurzivno
prebrojiv, pa neka je G : N — N? rekurzivna funkcija takva da vrijedi G(N) = T. Neka

je ¢ : N> = N rekurzivna funkcija takva da je
Jgo(i,j) - Jl U Jj, VZ,_] € N

Postojanje takve funkcije ¢ pokazujemo na slican nacin kao i postojanje funkcije f. Naime,
neka su @, ¥ : N> — P(N) funkcije definirane s ®(i,5,k) = [k] i ¥(i,5,k) = [i] U [j].
Funkcija @ je r.r.o. prema propoziciji 2.10, funkcija ¥ je r.r.o. prema propoziciji 2.8 (3).

Sada je prema tvrdnji (5) propozicije 2.8 skup
S ={(i,5,k) € N’ : (i, j, k) = W(i, j, k)}

rekurzivan, pa je yg : N3 — {0, 1}, karakteristi¢na funkcija od S rekurzivna. Definiramo
p: N? = Ns ¢(i, j) = pk[xs(i, j, k) = 1]. Sada je

meliu[j] meli] melj]
Dakle, ¢ je trazena funkcija.
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Dokazali smo S, C J; ako i samo ako postoji ng € N takav da je fh(n) c J; U
Jf(nom)- Ovo je ekvivalentno tome da postoji ng € N takav da je fh(n) C Jyu(,f(nom))-
Izrazimo li to pomocu skupa T, to je ekvivalentno s time da postoji ng € N takav da je

(h(n),o(4, f(ng,n))) € T. Neka je ¢ : N3 — N? funkcija definirana s

¢(j,n, k) = (h(n),(j, f(k,n))), Vj,n, k € N.

Tada je prema svojstvu (3) propozicije 2.7 skup ¢~(T') rekurzivno prebrojiv, a vrijedi da

je
(h(n), ¢(j, f(no,n))) € T

ekvivalentno s (j,n,ng) € ¢~1(T). Skup
{(j,n) € N?:3ng € N (j,n,ng) € gb_l(T)}

je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.7, i to prema svojstvu (1), pa je stoga i skup
{Gn) eN?: 8, )

rekurzivno prebrojiv sto je i trebalo pokazati. O

Korolar 5.10. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor sa svojstvom efektivnog po-
krivanja i koji ima kompaktne zatvorene kugle. Neka je S korekurzivno prebrojiv kompaktan

podskup od (X, d,«). Tada je skup
{j S N : S Q J]}
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Definiramo niz (S,,) sa S, = S za svaki n € N. Neka je iy € N takav da je S C I;;.
Definiramo h : N — Ns h(n) = iy za svaki n € N. Vrijedi S,, C I, za svaki n € N.
Prema lemi 5.9 skup 7' = {(j,n) € N*: S, C J;} je rekurzivno prebrojiv. Skup U =
{j eN:3n e N (5,n) € T} je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 2.7, svojstvu (1).
Prema definiciji niza (S,) je S, =S zasvakin € NypajeU={jeN:Ine NS C J;},
a uvjet S C J; ne ovisi o n, iz ¢ega konacno imamo da je U = {j € N: S C J;}. Iz ovoga

zaklju¢ujemo da je skup {j € N: .S C J;} rekurzivno prebrojiv. O
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Propozicija 5.11. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor koji ima svojstvo efek-
tivnog pokrivanja i kompaktne zatvorene kugle. Neka je S korekurzivno prebrojiv skup u

(X,d, ) koji je kompaktan. Tada je skup
Q= {l e N:H; pokriva S}
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je £ : N — N funkcija iz leme 4.11. Tada prema definiciji pokrivaca i
funkcije ¢ vrijedi da familija H; pokriva S ako i samo ako S C Jg;. Neka je ' =
{j e N: S C J;}. Skup ' je rekurzivno prebrojiv prema korolaru 5.10. No, tada je skup
Q={leN:{(l) €} prema propoziciji 2.7 (3) rekurzivno prebrojiv. O
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Poglavlje 6

Izracunljiva kompaktnost na

zatvorenim kuglama

Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Za S C X kazemo da je poluizracunljivo

kompaktan (vidi [9]) ako je S kompaktan i skup
{jeN:SCJ;}

je rekurzivno prebrojiv. Za S kazemo da je izracunljivo kompaktan ako je S poluizra-
cunljivo kompaktan i rekurzivno prebrojivo zatvoren.

Glavni cilj ovog poglavlja je definirati poopéenje ovih pojmova na nekompaktne sku-
pove.

Neka je (X, d, ) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka je S C X. Kazemo da je S izra-

c¢unljivo kompaktan na zatvorenim kuglama ako vrijedi sljedece:

(1) SN B(z,r) je kompaktan skup za svaki z € X i r > 0;
(2) skup {(i,7) € N>: I, S C J;} je rekurzivno prebrojiv;

(3) S je rekurzivno prebrojivo zatvoren.

Ako za S vrijede samo svojstva (1) i (2) tada kazemo da je S poluizrac¢unljivo kom-
paktan na zatvorenim kuglama. Stoga, S je izracunljivo kompaktan na zatvorenim
kuglama ako i samo ako je S poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama i S je

rekurzivno prebrojivo zatvoren.
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Propozicija 6.1. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je S poluizracun-
ljivo kompaktan skup u tom prostoru. Tada je S poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim

kuglama.

Dokaz. Zelimo pokazati da je skup {(i,5) € N? : I.NnSC J;} rekurzivno prebrojiv.
Pretpostavimo da su i, j € N takvi da vrijedi I; N S C Jj. Neka je x € S\ J;. Tada
x ¢ IAZ i postoji neki k, € N takav da je z € [, i takav da su [; i I}, formalno disjunktni.
Skup S\ J; je zatvoren, stoga i kompaktan jer je S kompaktan pa to povlaci da postoji
neNix,...,z, €S\ J; takvi da vrijedi S\ J; C I, U~ Uy, . Vrijedi

SC LUl U---Ul, .
Stoga, postoji [ € N takav da vrijedi
S CJ;UJ;, I;iJ;suformalno disjunktni. (6.0.1)

S druge strane, pretpostavimo da (6.0.1) vrijedi za neke 7, j,1 € N. Tada je LNnJ, =0
i stoga ;NS C J;. Stoga imamo sljedeci zakljucak: INS C J; ako i samo ako postoji
[ € N takav da vrijedi (6.0.1).

Funkcija N*> — P(N), (5,1) — [j] U[l] je r.r.o. pa stoga postoji izracunljiva funkcija
¢ : N = N takva da vrijedi [j] U [I] = [¢(4,1)] za sve j,I € N. Stoga je J; U J; = Jyi)
za sve j, k € N te koristeéi ¢injenicu da je S poluizracunljivo kompaktan zakljucujemo da
je skup {(j,1) € N? : § C J; U J;} rekurzivno prebrojiv. Ovo implicira da je skup svih
(i, 7,1) € N? takvih da vrijedi (6.0.1) rekurzivno prebrojiv (propozicija 4.6) i zaklju¢ujemo
da je skup {(,7) € N*: I, S C J;} rekurzivno prebrojiv. O

Uoc¢imo da su poluizracunljivo kompaktni skupovi to¢no oni poluizracunljivo kom-
paktni skupovi na zatvorenim kuglama koji su kompaktni. Naime, ako je S kompaktan
skup, tada je S C fio za neki 19 € N, pa stoga ako je S poluizracunljivo kompaktan na
zatvorenim kuglama tada je skup {j € N : IAiO NS C J;} rekurzivno prebrojiv. No, ovaj
skup je ocito jednak skupu {j e N: S C J;}.

Sljedece dvije propozicije pokazuju da su poluizracunljivo kompaktni skupovi na za-

tvorenim kuglama ujedno i korekruzivno prebrojivo zatvoreni.

Propozicija 6.2. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je S poluizracun-

ljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. Tada je skup
Q={ieN:L,nS =0}
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rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Mozemo pretpostaviti da je S # (). Neka je
I'={(i,j) eN*:I,nS C J;}.

Pretpostavimo da je i € Q. Tada je I; 1S = @ §to povladi I; # X pa stoga postoji
J € N takav da su I; i J; formalno disjunktni. Ocito je I,nSC Jj, stoga je (i,7) € I.

Obratno, uzmimo j € N takav da su [; i J; formalno disjunktni i (¢, j) € I". Tada je
1N J;j = 0. No, sada imamo ;NS C J; 1 to moze biti samo ako je I,NS =0. Stoga je
1€ Q.

Imamo sljede¢i zakljucak:
i €Q <= postoji j € N takav da je (i,j) € I' i ; i J; su formalno disjunktni.

Sada iz ¢injenice da je I' rekurzivno prebrojiv te propozicije 4.6 zaklju¢ujemo da je skup

Q) rekurzivno prebrojiv. O

Propozicija 6.3. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je S poluizracun-

ljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. Tada je S korekurzivno prebrojivo zatvoren.

Dokaz. Nekajex € X\S. Jer je S zatvoren, imamo B(x,r) C X\S zanekir > 0. Uzmimo
racionalnu tocku a € X i pozitivan racionalan broj A takav da je A < § i x € B(a,A).
Tada je B(a, A)NS = (. Imamo sljedeéi zakljucak: za svaku tocku x € X\ S postojii € N
takav dajez € ;i ;NS = 0.
Neka je Q = {i e N: I, N S = 0}. Sada iz prethodno dokazane ¢injenice slijedi da je
xX\S=U1.
i€
No, skup € je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 6.2 sto znaci da je S korekurzivno

prebrojivo zatvoren. O]

Opcenito, obrat prethodne propozicije ne vrijedi. Naime, korekurzivno prebrojiv skup
ne mora biti poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama cak i ako je kompaktan.
Stovise, ¢ak niti jedno¢lan korekurzivno prebrojivo zatvoren skup ne mora biti poluizra-
cunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. No, ako je jednoclan skup poluizracunljivo

kompaktan tada tocka koju on sadrzi mora biti izracunljiva.
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Propozicija 6.4. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor i x € X takav da je {x}

poluizracunljivo kompaktan skup. Tada je x izracunljiva tocka.

Dokaz. Skup {z} je poluizracunljivo kompaktan pa stoga za svaki k € N postoji j € N

takav da vrijedi
{z} C J; i fdiam(j) < 27%. (6.0.2)

Nadalje, skup svih (k,j) € N? takvih da vrijedi (6.0.2) je rekurzivno prebrojiv pa stoga
postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da vrijedi (6.0.2) za svaki k € N i svaki
J = ¢(k). Prema definiciji od J; imamo J; = I(j,U- - Ul 11y, = B(A)o, L))~ Stoga

je d(x, Np(k))) < 27F za svaki k € N, iz Cega zakljucujemo da je z izracunljiva tocka. [
Cak stoviSe, imamo sljedeéu tvrdnju.

Propozicija 6.5. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je x € X. Tada je
skup {x} izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama ako i samo ako je x izracunljiva

tocka.

Dokaz. Neka je v € X takav da je {x} izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama.
Tada je {x} poluizrac¢unljivo kompaktan na zatvorenim kuglama te prema propoziciji 6.4
je x izracunljiva tocka.

Obratno, neka je x izracunljiva tocka. Skup {z} je konacan pa je stoga i kompaktan.
Neka je i € N takav da vrijedi {x} N I; # 0. Iz {x} N I; # 0 slijedi z € I;. No, z € I; je

ekvivalentno s d(z, \;) < p;. Dakle, imamo

VieN {2}nL#0 <= z €I, < d(z,\) < pi. (6.0.3)
Definiramo funkciju f : N — R sa

f@@) =pi —d(z,N;), VieN.

Funkcija f je izracunljiva prema pretpostavci da je x izracunljiva te propoziciji 2.22.
Naime, ako je x izracunljiva tada je i +— d(x, ;) izracunljiva funkcija N — R. Sada iz
2.22 imamo da je f izracunljiva. Stoga je prema propoziciji 2.24 skup {i € N: f(i) > 0}
rekurzivno prebrojiv. Sada tvrdnja (6.0.3) povladi da je skup {i € N : {z} N I; # 0}

rekurzivno prebrojiv.
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Neka je j € N takav da je {z} C J;. Tada zbog J; = U;e};) i postoji i € N takav da
jex € I; i1 € [j]. S druge strane, neka je j € N takav da postoji ¢ € N takav da vrijedi
v € I;iid € [j]. Tada Jj = Uy Ii povlaci z € Jj.

Nadalje, skup svih (i, j) € N? takvih da vrijedi x € I, i i € [j] je rekurzivno prebrojiv
pa je stoga i skup {j € N : {z} C J;} rekurzivno prebrojiv, odnosno dobili smo da je
{z} poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. Zakljucujemo da je skup {z}

izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. O]

U izracunljivim metrickim prostorima koji imaju svojstvo efektivnog pokrivanja i u
kojima su zatvorene kugle kompaktne pojam izrac¢unljive kompaktnosti na zatvorenim

kuglama je ekvivalentan pojmu koizrac¢unljivo prebrojive zatvorenosti.

Propozicija 6.6. Neka je (X, d, a) izracunljiv metricki prostor. Pretpostavimo da (X, d, o)
ima svojstvo efektivnog pokrivanja i kompaktne zatvorene kugle. Neka je S C X zatvoren
skup. Tada je S korekurzivno prebrojivo zatvoren ako i samo ako je S poluizracunljivo

kompaktan na zatvorenim kuglama.

Dokaz. Promotrimo najprije slucaj S # X. Pretpostavimo da je S korekurzivno prebrojiv.
Tada postoji funkcija f : N — N takva da je Jyx) € Jyu41) za svaki k& € N i vrijedi
XA\S=U Jrw.
keN
Neka su 4,j € N i pretpostavimo da je I; NS C J;. Slijedi da je skup I, \ J; sadrzan u
X\ S. Skup I, \ J; je kompaktan pa stoga postoji k € N takav da je I, \Jj C Jp i vrijedi

I, C J: U Jpn. 6.0.4
J f(k)

S druge strane, ako vrijedi (6.0.4) za neke 4, j, k € N, tada je ;NS C Jj jer je SN Jpuy = 0.
Stoga je I,nS C J; ako i samo ako postoji k& € N takav da vrijedi (6.0.4). Skup svih
(i,4,k) € N3 takvih da vrijedi (6.0.4) je rekurzivno prebrojiv jer (X,d, ) ima svojstvo
efektivnog pokrivanja te moZzemo pronadi izracunljivu funkciju ¢ : N> — N takvu da
vrijedi J; U Jrgy = Jy(jk) za svaki j,k € N. Stoga je skup svih (i,5) € N? takvih da
e ;NS C J; rekurzivno prebrojiv sto znaci da je S poluizracunljivo kompaktan na
zatvorenim kuglama.

U slucaju S = X imamo da je S korekurzivno prebrojiv prema definiciji. Skup
{(i,j)) e N> I,nS C J;}
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je jednak skupu {(i,j) e N2 : I; C J;} koji je prema pretpostavci da X ima svojstvo efek-
tivnog pokrivanja rekurzivno prebrojiv. Zaklju¢ujemo da je S poluizrac¢unljivo kompaktan

u (X, d, «). Obrat sada slijedi iz propozicije 6.3. ]

Izravna posljedica prethodne propozicije jest da u izracunljivom metrickom prostoru
koji ima svojstvo efektivnog pokrivanja i u kojem su zatvorene kugle kompaktne, izra-
cunljivo zatvoreni skupovi su ekvivalentni skupovima koji su izracunljivo kompaktni na

zatvorenim kuglama.

Korolar 6.7. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor koji ima svojstvo efektivnog
pokrivanja i koji ima kompakine zatvorene kugle. Neka je S C X zatvoren skup. Tada
je S izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama ako i samo ako je S izracunljivo

zatvoren. O]
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Poglavlje 7
Izracunljivost topoloske zrake

Za zatvoren skup S u metrickom prostoru (X,d) kazemo da je topoloska zraka ako
je S homeomorfan s [0,00). Ako je f : [0,00) — S homeomorfizam, tada f(0) zovemo
krajnjom tockom.

U ovom poglavlju dokazujemo da svaka poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim
kuglama topoloska zraka s izracunljivom krajnjom tockom mora biti izracunljivo kom-
paktna na zatvorenim kuglama (a time i izracunljiva). Posljedica ovog teorema jest da
svaka korekurzivno prebrojiva topoloska zraka koja ima izracunljivu krajnju tocku u me-
trickom prostoru koji ima kompaktne zatvorene kugle i svojstvo efektivnog pokrivanja

mora biti izracunljiva.

7.1 Jednostrana neogranicenost topoloske zrake

Najprije dokazujemo da topoloska zraka mora biti ,,jednostrano neogranic¢ena“ u sljede¢em
smislu: ako je f :[0,00) — S homeomorfizam tada f(t) konvergira u beskonacnost kada

t konvergira u beskonacnost. U iskazu sljede¢e leme dajemo precizan opis ovog svojstva.

Lema 7.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je S C X zatvoren skup takav da je SNB
kompaktan skup za svaku zatvorenu kuglu B w (X,d) i takav da postoji homeomorfizam

f:]0,400) = S. Tada za svaku zatvorenu kuglu B postoji ty € [0,00) takav da
f(t) & B, Vit > t,.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi negacija tvrdnje u iskazu leme, odnosno
(3B)(Vto € 0,00))(3t > 1) (1) € B.
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Iz ovog slijedi da postoji niz (¢,) u [0, +00) takav da vrijedi
(Vn € N)(t, > n) A (f(t,) € B).

Ocito vrijedi 1 f(t,) € SN B za svaki n € N i obzirom da je S N B kompaktan tada
postoji konvergentan podniz si := (f(t,,)) od (f(t.)) koji konvergira u S N B a time i
u S. Obzirom da je f homeomorfizam ( stoga f~': S — [0,00) postoji i neprekidna je)
slijedi da je i niz f~!(sz) takoder jedan konvergentan niz u [0, +o00). Lako se pokaZe da
je svaki podniz od (t,) neogranic¢en. No, tada je specijalno f~!(s;) neogranicen, $to je u

kontradikciji s prethodno iskazanom tvrdnjom da je f~'(sz) konvergentan. O]

Napomenimo da tvrdnja prethodne leme ne vrijedi bez pretpostavke da je SN B kompak-
tan za svaku zatvorenu kuglu B. Na primjer, neka je (R, d) realan pravac s euklidskom

metrikom i S = [0,1). Tada je S homeomorfan s [0, 00), no S je ocito ogranicen.

Propozicija 7.2. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je a € X. Neka je f : [0,00) — X
neprekidna funkcija. Ako je m € N takav da je skup

By = {t € [0,00) : d(a, f(£)) = m}
neprazan, tada postoji ty € [0,00) takav da vrijedi
to = min B,,.

Dokaz. Neka je m € N takav da je B,, neprazan. Definiramo funkciju ¢ : X — R s ¢(x) =
d(a,z) za svaki x € X. Znamo da je ¢ neprekidna s obzirom na d i na euklidsku metriku
u R. Definirajmo sada funkciju ¢ : [0,00) — R s ¢(x) = d(a, f(t)) za svaki t € [0, 00).
Uocimo, ¥ = o f pa je ¢ neprekidna. Uocimo, F' = {t € [0,00) : ¥(t) = m} = 1 ({m}),
a skup {m} je zatvoren u R pa je stoga F' zatvoren i odozdo omeden u R pa stoga sadrzi

najmanji element ¢;. [

7.2 Teorem izracunljivosti za topolosku zraku

Neka je S poluizracunljivo kompaktna topoloska zraka s izracunljivom krajnjom tockom
u izra¢unljivom metrickom prostoru. Zelimo pokazati da je S izra¢unljivo kompaktna na
zatvorenim kuglama. Neka je a racionalna tocka koja je blizu krajnjoj tocki od S. Zelimo

za zadane n, k € N pronaci racionalne otvorene skupove Cy, . .., Cy ¢iji dijametri su manji
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od 27 i takvi da svi zajedno pokrivaju SN B(a,n) te svaki od njih sijece S. Ako uspijemo
pronaci takve skupove, tada ¢e izracunljiva prebrojivost od S lako slijediti. Intuitivno,
mozemo zamisljati da je slika dijela od S koji se nalazi u kugli B (a,n) sve ostrija i ostrija
kako k tezi u beskonacno.

Pitanje jest kako pronadi takve skupove Cy,...,Cy? Neka je f : [0,00) — S home-
omorfizam. Prema lemi 7.1 postoji t, > 0 takav da je f(t) izvan B(a,n) odmah nakon
t = to. Naslici 1 (a) plava krivulja jest f([0,]), a crna kruzmica je rub od B(a,n). Stoga
je SN B(a,n) sadrzan u f([0,to]) $to povladi da postoji 2 *-lanac s racionalnim karikama
Cy, . .., Cy koji prekriva SN B(a,n) i f(0) € Cy. (Slika 1 (b)). Ovi uvjeti se mogu efektivno
testirati prema rezultatima iz poglavlja 4 i stoga mozemo na efektivan nacin pronaci takve
skupove.

Primijetimo da ovdje nismo naveli uvjet da svaka od tih karika sijece S stoga je pitanje
da li navedeni uvjeti mozda povlace taj uvjet? Odgovor je negativan. Na slici 1 (b) vidimo
da tri plave karike ne sijeku S. Stoga je glavno pitanje: koje dodatne uvjete trebamo
zahtijevati na lanac Cy, ..., tako da te dodatne uvjete mozemo efektivno testirati te

da ukupno iz svih navedenih uvjeta slijedi da svaka karika Cy, ..., Cy sijece S7

Slika 1

Krenimo sada od situacije prikazane na slici 2 (a). Skup f([0,t0]) je kompaktan, pa
stoga postoji m € N takav da je f([0,%]) € B(a,m). Na slici 2 (b) zelena kruznica je rub
od B(a,m). Sada prekrijemo S N B(a,m) na isti nadin kao to smo prekrili S N B(a,n)
2 % lancem Cy,...,C, takvim da je f(0) € Cy (Slika 2 (c)). Ponovo, neke karike od
Co, ..., Cynesijeku S (zadnje tri karike na slici 2 (c)). Medutim, za nekip € {0,...,(—1}
moguce je zakljuciti da karike Cy, ..., C, prekrivaju SN B (a,n) te su formalno sadrzane u

B(a,m) (ove uvjete mozemo efektivno testirati). Ovi uvjeti ¢e zajedno povlaciti da svaka

karika Cy, ..., C, sijece S. Na slici 2 (d) lanac Cy, ..., C, je lanac izmedu plavih karika,
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ukljucujudi i plave karike.

Slika 2

Sada je sve spremno da iskazemo i dokazemo glavni teorem ovog poglavlja. Dokazat
¢emo nesto opéenitiju tvrdnju koja ukljucuje dodatan zatvoren skup F' disjunktan s topo-
loskom zrakom. Uloga tog dodatnog skupa bit ¢e jasna u kasnijim poglavljima kada ¢emo
dokazivati rezultate o izrac¢unljivosti za 1-mnogostrukosti. Navedene ideje ovog poglavlja

provodimo u dokazu sljede¢eg teorema.

Teorem 7.3. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je S zatvoren skup u
(X,d) koji je kao potprostor od (X,d) topoloska zraka cija je krajnja tocka izracunljiva.
Pretpostavimo da je F' zatvoren skup u (X,d) koji je disjunktan s S i takav da je S U
F' poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. Tada je S rekurzivno prebrojivo

zatvoren skup.

Dokaz. Neka je f :[0,00) — S homeomorfizam. Neka je a € X racionalna tocka takva
da je d(a, f(0)) < 1. Ozna¢imo sa S, := SN B(a,n) i F, = F N B(a,n) za svaki n € N.
Neka su n,k € N. Prema lemi 7.1 postoji r > 0 takav da f(z) & B(a,n) za svaki
x > r. Skup f([0,r]) je kompaktan pa stoga postoji neki m € N,m > 1 takav da je
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£([0,7]) € B(a,m). Ponovo primjenom leme 7.1 postoji i’ > r takav da f(z) & B(a,m)

za svaki x > 1. Uo¢imo,

Sn € £([0,7]) € Sm € £([0,7]). (7.2.1)
Definiramo

D = max {d(a, f(z)) : z € [0,7]}.

Vrijedi d(a, f(x)) < D za svaki « € [0,7], a zbog inkluzije f([0,7]) C B(a,m) je D < m.

Definirajmo

Prema lemi 4.8 postoji A > 0 takav da, ako su j,7’ € Ni A C f([0,r']), tada
((Fim, s Ay 1 (A, 5", A)) = J; 1 Jj su formalno disjunktni. (7.2.2)

Neka je ¢ = min{u, A}. Neka je u € N takav da (F,,,u, A). Odaberimo ky € N takav da
je 27k < .
Primjenom leme 4.12 na luk f[0, '] za min{e, 2=*+%)1 slijedi da postoji n’ € N, n’ > 1,

te brojevi jo, ..., jw—1 € N takvi da vrijedi

(i) (f([#r, iz,lr]),ji,min{e, 2_(k+k0)}) za svakii € {0,...,n —1};

(ii) Skupovi Jj, i J;, su formalno disjunktni za sve 4,i" € {0,...,n' —1} takve da vrijedi

i —i| > 1;
(iii) fdiam(j;) < min{e, 2=*F+k0)} za svaki i € {0,...,n' — 1}.

Iz (7.2.2) slijedi da su J, i Jj, formalno disjunktni za svaki ¢ € {0,...,n’ — 1}. Neka je
¢ € N takav da je ((€)o,...,(0)7) = (Ji,- -, J—1))-

Tada ¢citav H, pokriva f([0,7']), fmesh(¢) < 2=*+ko) i J i H, su formalno disjunktni.
Takoder, primijetimo da je f(0) € Jiy),. Zbog S, € f([0,7']) slijedi S, € UH,. Sada
imamo da H, poc¢inje u f(0) i zavrsava u f(r'), te vrijedi f([0,7']) € UH,. Zbogr € [0,7]
i svojstva (i), postoji p € {0, ..., } takav da vrijedi f(r) € Jy),, f([0,7]) C U’HSSP te da
svaka karika od H,~" sijece f([0,7]). Stoga vrijedi S, C UH,=".

Tvrdimo da je HSSP formalno sadrzan u B(a,m). To je prema definiciji ekvivalentno

tvrdnji da je svaka karika Jiy),, 0 < i < p tog lanca formalno sadrzana u B(a, m). Neka je
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J(p), karika lanca H,=". Dovoljno je pokazati da je Ijs formalno sadrzan u B(a, m) odnosno
d(Aw,a) + prr < m, za svaki k' € [(€);]. Svaka karika J, za i € {0,...,p} sijece f([0,7])
pa stoga za svaki i € {0,...,p} postoji k" € [(¢);] takav da I» N f([0,7]) # (), odnosno
B(Agr, prr) N f([0,7]) # 0. No sada iz B(Agr, prr) 0 f([0,7]) # O slijedi da postoji neki
b € B(M\gr, per) N f([0,7]). Neka je k' € [(€);]. Najprije uo¢imo da vrijedi fdiam(¢); < p za
svaki i € {0, . ,Z}. Zaista, neka je i € {0, . ,?} tada je

fdiam((¢);) < fmesh(¢) < 2-*+ko) < 9=ko ). (7.2.3)
Sada prema nejednakosti trokuta, i zbog (7.2.3) imamo
d(Mgrya) + prr < d(Mgr, b) +d(b,a) + prr < D + 2fdiam((¢);) < D 4 2pu = m.

Stoga je Hy~" zaista formalno sadrzan u B(a,m).

Tvrdimo sada da mora biti p < £. Pretpostavimo suprotno, da je p > ¢. Tada zbog
pE {O, o ,?} mora biti p = £. Imamo f(1’) € Joo), (jer lanac H, zavrsava u f(r’)). No,
buduéi da prema definiciji od v’ imamo f(r') & B(a,m), slijedi da karika J(0); nije sadrzana
u B(a, m) $to povlaci da Jiy)_ nije niti formalno sadrzana u B(a, m). Kontradikcija. Dakle,
mora biti p < £. Ovime smo pokazali da za zadane n,k € N uvijek moZemo pronaci

{,;m,p,u € N takve da vrijedi
1. H, je formalni lanac;
2. J, i Hy su formalno disjunktni;
3. £(0) € Jwy;
4. S, UF, CUHYP U J,;
5. SpUF, CUHU Jy;
6. Hy~" je formalno sadrzan u B(a,m);
7.p<lim>1,;
8. fmesh(¢) < 27%.
Promotrimo sada skup
T= {(n, k,m,l,p,u) € N®:zan,k,m,{ p,u vrijede svojstva 1 do 8} )
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Tvrdimo da je T rekurzivno prebrojiv kao presjek rekurzivno prebrojivih skupova.
Definiramo redom skupove:

Q1 ={(m,l,u) e N*: S, UF, C|UH, U J};

Qo ={LeN: f(0) € Ju };

Q3 = {¢ € N : H, je formalni lanac};

Q= {(n,f,p,u) € N*: S, UF, C|JH U J,};

Za skupove €);, i = 1,...,8 dokazujemo redom da su rekurzivno prebrojivi. Najprije

uocimo
S,UF, =(SUF)NB(a,n)

Neka je w € N takav da vrijedi ((w), ..., (w)z) = (()o, ..., () u). Tada imamo [w]
[0] U{u} i vrijedi:

i€w] i€[fJu{u}

Definiramo skup

V= {(u,l,w) € N*: (W), ..., (w)z) = ((O)o, .., (O)zu)}.

Skup V je rekurzivan, stoga prema propoziciji 2.7 (2) postoji rekurzivna funkcija ¢ : N

N takva da vrijedi
(u, €, p(u,l)) €V, Vu,leN.

Neka je igp € N takav da vrijedi a = «;,. Neka je 1 : N — N zadana s
Y(n) = pila; = iy Api =nl, ¥YneN.

Konac¢no, neka je ¢ : N — N funkcija iz leme 4.11. Tada imamo

Q= {(n,6,u) €N*: (SUF) N Iy € Je(o(uny }

_>
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Skup S U F' je poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama pa je stoga skup
W ={(i,j) eN*: (SUF)N T, C J;}

rekurzivno prebrojiv. Definiramo funkciju G : N3 — N2 sa
G(n,l,u) = ((n),&(p(u,0))), Vn,luec N3

Sada imamo

(n,l,u) € Q<= (SUF)N Iywm C Jeow)

= (Y(n),&(o(u, 1)) € W
<~ G(n,lu) e W
< (n,l,u) € G'(W).

Stoga je prema propoziciji 2.7 (3) €y rekurzivno prebrojiv. Skup € je rekurzivno pre-
brojiv prema propoziciji 4.7. Prema propoziciji 4.6 (4) skup €23 je rekurzivno prebrojiv.
Dokazimo da je €4 rekurzivno prebrojiv. Neka je w € N takav da vrijedi ((w), ..., (w)g) =

((0)o, ..., (0)p,u). Imamo

UH:="uJ, = U Ji= U Ji = JHe

P€{(0)0,0-()p YU} i€fw]

Definiramo skup
V= {(u,p.w) € N': (), ., (W) = (os-.. (O )}
Skup V je rekurzivan pa stoga postoji funkcija ¢ : N* — N takva da vrijedi
(u, 0, p, 6(u, l,p)) €V, Yu,l,peN.
Prema lemi 4.11 postoji funkcija ( : N — N takva da vrijedi
Jewy = He, VLEN.
Sada imamo
Qi = {(n,£,p,u) € N*: (SUF) N Iyimy C Jetomtn}-
Definiramo funkciju H : N* — N2 sa

H(n, ,p,u) = (¥(n),{(o(u, £,p))), n,l,p,ueN.
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Sada imamo

(n,é,p,u)EQ4 < (SUF)ﬂLp C‘]C #(u,l,p))

= (Y(n),((¢(u,l,p)) € W
<~ H(n,l,p,u) e W

< (n,l,p,u) € HY(W).

Stoga je prema propoziciji 2.7 (3) 24 rekurzivno prebrojiv. Skup €25 je rekurzivno prebrojiv
prema propoziciji 4.4 (3). Skup € je rekurzivan, karakteristicna funkcija mu je xq,(p, ¢) =
sg({=p), pa je time on i rekurzivno prebrojiv. Skup 7 je rekurzivno prebrojiv prema
propozicijama 4.2 i 2.24. Definiramo funkciju A : N> — P(N?) s A(f,u) = [(] x {u}
za svaki ¢,u € N. Funkcija A je r.r.o. prema propozicijama 2.11, 2.8 (1) i 2.9. Nadalje,
skup A = {(i,j) € N? : J; i J; su formalno disjunktni } je rekurzivno prebrojiv prema
propoziciji 4.6 (3). Sada je skup B = {(¢,u) € N* : A({,u) C A} rekurzivno prebrojiv
prema lemi 2.15. Ukupno, lako se pokaze da vrijedi ({,u) € B <= ({,u) € (g stoga

imamo da je Qg rekurzivno prebrojiv. Definirajmo sada redom skupove

Q) = {(n k,m,{,p,u) € N°: (m,{,u) € Ql};
Q) = {(n k,m,l,p,u) €N : (¢ Qg};

Y = {(n, k,m, l,p,u) € N°: € € O3 };

Q) = {(n k,m, ¢, p,u) € N®: (n, 0, p, u) 694},
QL = {(n k,m, ¢, p,u) € N°: (m,¢,p) 695},
Qs = {(n k,m,l,p,u) € N°: (p, ) EQG};

Y = {(n, k,m, l,p,u) € N°: (k, () € Qr};

Oy = {(n k,m, ¢, p,u) € N°: (£,u) GQg},

Primjenom propozicije 2.6 lako dobivamo da je tada €2 rekurzivno prebrojiv za svaki

i€{l1,...,8}. Sada vrijedi

8
T= N9,
k=1
Dakle, T je rekurzivno prebrojiv kao presjek rekurzivno prebrojivih skupova. Nadalje,

pokazali smo da za svaki (n,k) € N? moZemo pronaéi (m,{,p,u) € N* takav da je
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(n,k,m,¢,p,u) € T. Prema propoziciji 2.7 svojstvu (2) postoji rekurzivna funkcija ¢ :
N? — N* takva da je (n,k, p(n, k)) € T za svaki (n, k) € N2, Preciznije, postoje izra¢un-

ljive funkeije 7, £, p, @ : N2 — N takve da vrijedi

(n, k,m(n, k), 0(n, k), p(n, k), a(n, k) € T, Vn,keN.

U nastavku zelimo pokazati da ako imamo brojeve n, k, m, ¢, p,u € N takve da vrijede
svojstva 1 do 8 (Sto svakako vrijedi u slucaju kada je m = m(n, k), £ = (n, k), p = p(n, k)
iu = u(n,k)) da tada slijedi da svaka karika od HSSP sijece S. Najprije, tvrdimo da
postoji t € [0,00) takav da je d(a, f(t)) = m. Pretpostavimo suprotno, da za svaki
t € [0,+o00) je ili d(a, f(t)) > m ili d(a, f(t)) < m. Promotrimo skupove B(a,m) i X \
B(a,m). Definiramo S; = SNB(a,m) = {z € S : d(a,z) <m}iS, = SN(X\B(a,m)) =
{r € S:d(a,x) >m}. Za svaki z € S vrijedi x € S; ili x € S,. Stoga je S = S; U 5,
i 51N Sy = 0. Skup S; je neprazan zbog d(a, f(0)) < 1, a skup Sy je neprazan prema
lemi 7.1. Dakle, skupovi S; i S5 su dva u S otvorena, disjunktna i neprazna skupa koji
pokrivaju S sto znaci da je S nepovezan. Kontradikcija s povezanoséu od S. Dakle, mora

postojati t € [0, 00) takav da je d(a, f(t)) = m.
Iz propozcijie 7.2 slijedi da postoji ¢, takav da vrijedi
to = min{t € [0, 00) : d(a, f(t)) = m}.
Ocito je d(a, f(t)) < m za svaki t € [0,tp). U protivnom, kada bi postojao neki ¢t € [0, to)
takav da je d(a, f(t)) > m tada bi zbog neprekidnosti od f i povezanosti od f([0,?])

imali da postoji neki ¢; € [0,%,) takav da je d(a, f(t1)) = m, ¢ime bi imali kontradikciju

s minimalnoséu od ty. Stoga je f([0,%o]) C S,,. Sada iz svojstva 5 imamo da vrijedi

£([0,t]) € UHe U .

Prema svojstvu 3 je f([0,t0]) N UH, # 0, a prema svojstvu 2 imamo UH, N J, = 0. 1z

¢injenice da je f([0,to]) povezan slijedi

([0, t]) € UHe.

Stoga imamo da je f(t) € J(y),zanekiv € {0, e ,?}. Tvrdimo da je p < v prema svojstvu
6. U protivnom, kada bi bilo p > v tada je Ji;), karika lanca H?Sp , no ona nije formalno
sadrzana u B(a,m) jer je f(to) € Ju, a f(to) € B(a,m)\ B(a, m), §to se protivi svojstvu
6.

78



POGLAVLJE 7. IZRACUNLJIVOST TOPOLOSKE ZRAKE

Dokazimo sada da svaka karika lanca H;~" sije¢e S. Pretpostavimo da jei € {0,...,p}
takav da Ji, NS = 0. O¢ito je i # 0 (jer je f(0) € Ji),), pa stoga mora biti 0 < 7 < v.
Sada su U = Jp, U---UJy, , iV = Jy,.,
koji pokrivaju f([0,t]) i svaki od njih sijece f([0,t0]) (f(0) € Jw,, f(to) € Ju,). Ovo je

U--- U Jy)- dva otvorena disjunktna skupa
(0)7

nemoguce jer je f([0,o]) povezan.

Stoga je Ji), NS # 0 za svakii € {0,...,p} tj. svaka karika od H,~" sije¢e S. Dodatna
¢injenica koju Zelimo provjeriti za lanac Hy=" jest sljedeca: ako je s € [0,00) takav da
je f([0,s]) € B(a,n), tada f(s) lezi u nekoj karici od Hy=". Ali ako je s takav da je
f([0,s]) € B(a,n), tada je f([0,s]) C S, a prema svojstvu 4 zajedno sa ¢injenicom da je
£([0,5]) povezan, imamo da je ([0, s]) € UH,~". Specijalno, f(s) lezi u nekoj karici od
H=P.

Ovime smo pokazali da za svaki n, k € N vrijedi:

0<p(n,k)

1) formalni dijametar svake karike lanca H T k) je manji od 27%;

0<p(n,k)

2) svaka karika lanca H k)

sijece S

3) ako je s € [0,00) takav da vrijedi f([0,s]) C B(a,n), tada f(s) lezi u nekoj karici

0<p(n,k)
od Hg(n7k) .

Uocimo sljedece: ako je ¢ € S |, tada je ¢ = f(s) za neki s € [0,00) te postoji n € N
takav da vrijedi f([0, s]) C B(a,n). Tada ¢ = f(s) lezi u nekoj karici od Hgéﬁg’k) za svaki
ke N.

Neka je sada 7 € N. Pretpostavimo da vrijedi I; NS # (). Neka je ¢ € I; N S. Koristedi

0<p(n,k)

lemu 4.5 zakljucujemo da postoje n,k € N takvi da ¢ pripada nekoj karici od Hi(n 5

koja je formalno sadrzana u I;. Stoga, postoji w € N takav da
w < p(n, k) 1 Jignpy. SF Li- (7.2.4)

S druge strane, ako (7.2.4) vrijedi za neke n,k,w € N, tada I; sijeCe S jer ga sijece
Jim)y- Stoga, 1; NS # 0 ako i samo ako postoje n, k,w € N takvi da vrijedi (7.2.4).
Sada iz propozicije 4.3 (2) slijedi da je skup {i € N: I, NS # 0} rekurzivno prebrojiv,

odnosno skup S je rekurzivno prebrojivo zatvoren. O]

U slucaju kada je F' = () imamo sljedeéi korolar.

79



POGLAVLJE 7. IZRACUNLJIVOST TOPOLOSKE ZRAKE

Korolar 7.4. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je S poluizracunljivo
kompaktan skup na zatvorenim kuglama u (X, d, «). Pretpostavimo da je S topoloska zraka
s izracunljivom krajnjom tockom. Tada je S izracunljivo kompaktna na zatvorenim ku-

glama. [

U specijalnom slucaju kada je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor sa svojstvom efek-

tivnog pokrivanja i koji ima kompaktne zatvorene kugle, imamo sljedeci korolar.

Korolar 7.5. Neka je (X, d, «) izracunljivi metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle i svojstvo efektivnog pokrivanja. Neka je S C X korekurzivno prebrojivo zatvoren
u (X,d,a) te f :[0,400) — S homeomorfizam takav da je f(0) izracunljiva tocka u

(X,d, ). Tada je S izracunljivo zatvoren. O
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Poglavlje 8
Izracunljivost topoloske linije

Nakon sto smo u prethodnom poglavlju utvrdili izracunljivost topoloske zrake koja je
poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama, pitamo se da li slican dokaz vrijedi
i za topolosku liniju.

Za zatvoren skup S u metrickom prostoru (X, d) kazemo da je topoloska linija ako
je S homeomorfan R. U ovom poglavlju bavimo se pitanjem izracunljivosti topoloske
linije koja je poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama. Dokazat ¢emo da svaka
topoloska linija koja je poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama mora biti
izracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama.

Najprije primijetimo da, ako je S topoloska linija i f : R — S homeomorfizam te
ako postoji r € R takav da je f(r) izracunljiva tocka i skupovi f({(—oo,r]) i f([r,o0))
su poluizracunljivo kompaktni na zatvorenim kuglama, tada mozemo primijeniti teorem
7.5 na te skupove i lagano zakljuciti da je S poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim
kuglama kao unija skupova koji su poluizracunljivo kompaktni na zatvorenim kuglama.
Medutim, nije jasno pod kojim uvjetima mozemo naci takav r. Stoga, moramo primijeniti

drugacije metode da dokazemo takvu tvrdnju.

8.1 Obostrana neogranicenost topoloske linije

Sli¢no kao i u sluc¢aju topoloske zrake najprije pokazujemo da topoloska linija mora biti

,obostrano neogranicena“.

Lema 8.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Neka je S podskup od X takav da je SN B

kompaktan skup za svaku zatvorenu kuglu B u (X,d) i takav da postoji homeomorfizam
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f R —= S. Tada za svaku zatvorenu kuglu B postoji to € [0,00) takav da f(t) € B za

svaki t > tg ili t < —ty.

Dokaz. Definiramo skupove S; = f((—00,0]) i So = f([0,+00)). Skupovi S; i Sy su
zatvoreni u S, stoga su za svaku zatvorenu kuglu B u (X, d) skupovi SN B i S; N B
zatvoreni u S a time i u S N B koji je kompaktan. Stoga su Sy N B i So N B kompaktni
skupovi. 57 je homeomorfan [0, +00), homeomorfizam je funkcija hy : [0,+00) — S;
definirana s hy(z) = f(—z), za svaki € [0,+00). Sy je homeomorfan [0, +00), preko
homeomorfizma hy : [0, +00) — Sy definiranog s he(z) = f(x), za svaki x € [0, +00).

Primjenom leme 7.1 na S; i na Sy dobivamo trazenu tvrdnju. O

8.2 Teorem izracunljivosti za topolosku liniju

Teorem 8.2. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je S zatvoren skup u
(X,d) koji je, kao potprostor od (X,d), topoloska linija. Pretpostavimo da je F zatvoren
podskup od (X,d) koji je disjunktan sa S i takav da je S U F poluizracunljivo kompaktan

na zatvorenim kuglama. Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je f: R — S homeomorfizam. Neka je a € X racionalna tocka koja je blizu
£(0) tj. takva da je d(a, f(0)) < 1. Oznadimo sa S, := SN B(a,n) i F, := F N B(a,n)
za svaki n € N. Neka je § > 0 takav da vrijedi f([—6,0]) C B(a, 1). Takav § postoji zbog
neprekidnosti od f. Neka su A, B,C € N i ky € N takvi da f(—0) € 14, f(6) € Ip i

—k —k —k .
f0) € le, pa <235, pp < 2%, po < 2% i

9o~k < min{d(I4, £([0,00))), d(I5, f({—00,0]),d(Ic, F))}. (8.2.1)

Fiksirajmo sada n,k € N. Prema lemi 8.1 postoji r > 0 takav da f(z) & B(a,n)
za svaki z € R takav da vrijedi (z > r Vo < —r). Skup f([—r,7]) je kompaktan (kao
neprekidna slika segmenta [—r, r]), pa postoji m € N takav da vrijedi f([—r,7]) C B(a,m).
Sada, ponovnom primjenom leme 8.1 postoji ' > r takav da vrijedi f(z) & B(a,m) za
svaki x € R takav da vrijedi (x > 7' Vo < —1').

Tvrdimo

Su € F([=1.1]) € S  F(—',1"). (8.2.2)

Dokazimo S, C f([-r,7]). Neka je # € S,. Tada je z € SN B(a,n). Dakle, z = f(t)
za neki t € R. Prema odabiru broja r, vrijedi f(t) € B(a,n) za sve |t| > r. Stoga, zbog
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z € B(a,n), mora biti t € (—r, 7). No, sada je f(t) € f((—r,7)) C f([—r,7]), $to dokazuje
tvrdnju.

Dokazimo f([-r,7]) € Sp. Imamo f([—r,7]) € S. Prema definiciji od m imamo
f([=r,7]) € B(a,m), pa ukupno imamo f([—r,7]) C Sp.

Dokazimo S,, € f([—r',7']). Neka je x € S,,. Tada je z € SNB(a,m). Dakle, = f(t)
za neki t € R. Prema odabiru broja r’, vrijedi f(t) & B(a,m) za sve |t| > r'. Stoga, zbog
x € B(a,m), mora biti t € (—r',r'). No, sada je f(t) € f((—r, 7)) C f([—r,7"]), &o
dokazuje tvrdnju.

Definiramo
D = max{d(a, f(z)) : x € [-r,7]}.

Vrijedi d(a, f(x)) < D za svaki @ € [—r,r|, a zbog inkluzije f([—r,7]) C B(a,m) je
D < m. Definirajmo

m— D

poi=—g

Prema lemi 4.8 postoji A > 0 takav da, ako su j, 7’ € Ni G C f([—r',7']), tada
((Fim,J,\) 1 (G,5',\)) = J; i J; su formalno disjunktni. (8.2.3)
Neka je € > 0 takav da je ¢ < min{p, A, 2= 3} Neka je v € N takav da
(Fpp,u,€). (8.2.4)
Definiramo funkciju ¢ : [0, 2r'] — [—1/,r'] sa
P(z)=t—r', Vt€[0,2r].
Definiramo funkciju g : [0,2r'] — X s
g(t) = (fo)(t), vt € [0, 2]

Primjenom leme 4.12 na g : [0, 2r'] — X slijedi da mozemo pronaéi brojeve n’ € N, n’ > 1,

D' = Zn—’",' i brojeve jg, ..., Jw—1 € N takve da vrijedi
1. {g([tD', (i + 1)D')), jiye) za svakii € {0,...,n" — 1};

2. Skupovi Jj, i J;, su formalno disjunktni za sve ¢,7 € {0,...,n' —1} takve da vrijedi

i — '] > 1;
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3. fdiam(j;) < e za svakii € {0,...,n —1}.

,r,/

Broj n’ mozemo odabrati bas takav da vrijedi D’ < min{"5", £}. Neka je ¢ € N takav da

)
je (0o, .- (0)z) = (Jos---»Jw—1)). Oznacimo sada C; = J;, za svaki i € {0,...,n — 1}
dakle

H@ - (Co,. . ’CZ)

Zbog svojstva 2 slijedi da je H, formalni lanac. Nadalje, zbog svojstva 3 imamo

fmesh(¢) = max fdiam((¢);) < .

0<i<e

Lanac H, ocito prekriva ¢([0,2r']) odnosno f([—r',r']). Stoga je S, C UH,. Prema
(8.2.3) su J, i H, formalno disjunktni. Odaberimo redom brojeve p,q,e € N takve da
vrijedi

1) —r+7r" €pD, (p+1)D'];

2) ¥ € [eD, (e +1)D);

3) r4r'elgD (¢+1)D;
Uocimo da vrijedi f(—r) € J;,, f(0) € J;, i f(r) € J;,. Tvrdimo da vrijedi p < e < ¢ < .
Dokazimo p < e. Imamo

pD' <r'—r <(e+1)D'—2D" <eD'".

Odnosno, nakon dijeljenja s D’ imamo p < e.

Dokazimo e < gq.
eD <r'+r—r<(¢g+1)D'—r<(¢g+1)D' —2D" < ¢D".

Stoga nakon dijeljenja s D’ imamo e < gq.
DokaZimo da vrijedi ¢ < . Najprije imamo

r—r r'—r 3r'+r 3 r
< ! = < — 4 =< 2.
<r+r -+ 5 5 5 ~|—2 T

(q+1)D" < ¢D" +
Dakle, (¢ + 1)D’ < 2r'. Prema definiciji od ¢ vrijedi £ = n’ — 1. Sada imamo
qD' = (¢q+1)D'—D' <2 —D' = (n'—1)D' =(D,
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pa nakon dijeljenja s D’ imamo ¢ < /.

Tvrdimo da su 4 i ’HESZ formalno disjunktni. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
i € N, e <i < /{takav da I i C; nisu formalno disjunktni. Tada postoji j € [(£);] takav da
vrijedi d(Aa, A;) < pa+ pj. Uocimo da prema konstrukeiji od #H, svaka karika lanca HZSZ

sijece f(]0,00)). Stoga postoji y € C; N f([0,00)). Sada je prema nejednakosti trokuta

d([Aa f[oa OO>) < d(f<_5)>y)
<d(f(=9),Aa) +d(Aa, \j) +d(Nj,y)

—ko

2
< 2pa + pj + diam C; < + 2e < 2o

Sto je kontradikcija s (8.2.1). Dakle, 14 i ’H;SZ su formalno disjunktni. Na slican nacin se
pokaze da su Iz i Hy=° formalno disjunktni. Takoder, koristeéi (8.2.4) moze se pokazati

da su I¢ i J, formalno disjunktni.

Iz definicije brojeva p i ¢ mozemo zakljuciti da vrijedi
[—r,r] C | iD=+, (i+1)D" — ']
p<i<q
sto nam daje
f=rl) € U fD" =" i+ 1)D' =o'y = |J g([iD', (i + 1)D)) S UH™.
p<i<q p<i<q

Stoga

S, CJHF.

Tvrdimo da je ¢itav lanac Hfgq formalno sadrzan u B(a,m). To je ekvivalentno tvrdnji
da je svaka karika C;, p < ¢ < ¢ tog lanca formalno sadrzana u B(a,m). Neka je C;
karika lanca #5=?. Dovoljno je pokazati da je I, formalno sadrzan u B(a,m) odnosno
d(Aw,a) + pr < m, za svaki k' € [(£);]. Neka je i takav da vrijedi p < i < ¢. Dokazimo

najprije da vrijedi C; N f([—7r,7]) # 0. Dovoljno je provjeriti da je
[iD" — 7' (i+1)D — |0 [—rr] #0.

Za i = p ovaj presjek sadrzi —r a za i = q on sadrzi r. Ako je p <, tadajep+1 <71
(p+1)D" —r" <iD" — 7' sto povlaci da je —r < iD’ — 1. Na analogan nacin dobivamo

da i < ¢ povlaci (i + 1)D" — r" < r. Stoga, ako je i izmedu p i ¢, tada je segment
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[iD" — ' (i + 1)D" — ¢'] sadrzan u [—r,7]. Neka je k' € [(£);]. Zelimo pokazati da je
I}y formalno sadrzan u B(a,m). Najprije uoc¢imo da vrijedi fdiam(¢); < p za svaki ¢ €

{0, . ,Z}. Zaista, neka je i € {O, . ,?} tada je

fdiam((¢);) < fmesh(¢) < e < p. (8.2.5)
Jer C; sijece f([—r,7]), postoji b € C; takav da je b € f([—r,r]). Tada je

d(A\w,b) < diam(C;) < fdiam((£);) i pr < fdiam((€);).
Sada prema nejednakosti trokuta, i zbog (8.2.5) imamo

d(Aesa) + prr < d(A, b) +d(b, a) + pr < D + 2fdiam((¢);) < D + 21 = m.

Stoga je d(\w,a) + pw < m i I;; odnosno HE=? je zaista formalno sadrzan u B(a,m).

Ovime smo pokazali da za zadane n, k € N uvijek mozemo pronaci brojeve m, ¢, p, q, e, u €

N takve da vrijedi

1. H; je formalni lanac;

2. H, i J, su formalno disjunktni;

3. S, UF, CUHSUJ,;

4. S UF, CUHU Jy;

5. H?Sq je formalno sadrzan u B(a, m);
6. p<e<qg<lim>1;

7. fmesh(¢) < 2~ (k+ko).

8. Ixi HZSZ su formalno disjunktni;

9. Iy i Hy=° su formalno disjunktni.

10. I¢ i J, su formalno disjunktni;

Promotrimo sada skup

Ty :{<n7 k,m,¢,p,q, e,u) e N*:

zan,k,m, 0, p,q,e, u vrijede svojstva 1 do 10}.
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Tvrdimo da je T3 rekurzivno prebrojiv kao presjek rekurzivno prebrojivih skupova. U

svrhu dokazivanja te tvrdnje definiramo redom skupove

0 = {¢ € N: H,; je formalni lanac};

{
{(n,t,p,q,u) € N’ : S, UF, CJHIU .}

l,u) : Hy i Jy, su formalno disjunktni};
{(m,l,u) eN*: S,, UF,, C U’HgU Ju};

{(tpe,qm)eN’:p<e<qg<lim>1}

{(k,0) € N? : fmesh(¢) < 2~ kFko)}.

{(e,0) € N?: I i H=' su formalno disjunktni};
14

0y =
Q3 =
Q=
Qs = {(m, ,p,q) € N* : H¥= je formalno sadrzan u B(a,m)};
Qg =
Q7 =
Qg =
Qo = {(e,0) € N?: Iz i HJ=° su formalno disjunktni};

(
(
(
(
(
(
(
(

Qi ={veN:IsiJ,suformalno disjunktni};

Pritom u slu¢aju p > ¢ smatramo da je UH5~? = 0.

Za skupove , k =1,...,10 dokazujemo redom da su rekurzivno prebrojivi.

Skup € je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 4.6 (4). Skup €y je rekurzivno
prebrojiv prema lemi 4.6 (5). Dokazimo da je €3 rekurzivno prebrojiv. Neka je w € N

takav da vrijedi ((w), ..., (w)z) = ((0)p, ..., )y, u). Imamo

UHFIU I, = U Ji= U Ji=UHo

i€{(Ops(O) g }H{u} i€[w]

Definiramo skup

V ={(u,l,p,qw) €N°: (w),...,(w)g) = ((0)p,-.y(O)g,u)}

pri ¢emu uzimamo ((£),,...,(¢)qu) = (u) ako je p > ¢. Skup V je rekurzivan pa stoga

postoji funkcija ¢ : N* — N takva da vrijedi
(u, €, p,q, ¢(u, l,p,q)) €V, Vu,l,p,q€N.
Neka je ig € N takav da vrijedi a = «;,. Neka je 1) : N — N zadana s

l/J(n) = ILLZ[Oél = Oy, N pi = n]a Vn € N.
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Prema lemi 4.11 postoji funkcija ¢ : N — N takva da vrijedi
Jey = UH@, vl € N.

Sada imamo
Q= {(n,0,p,q,u) € N°: (SUF) N Iymy S Je(otutpan }-

Sada se rekurzivna prebrojivost od €23 dokazuje na isti nac¢in kao u dokazu teorema 7.3.
Tvrdnja da je €4 rekurzivno prebrojiv dokazuje se analogno.
Skup €5 je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji 4.4, tvrdnji (4). Skup Qg je rekur-

zivan, karakteristicna funkcija mu je

Xao (0, p,e,q,m) = sg(e=p)sg(q—e)sg({—q)sg(m),
za sve £,p,e,q,m € N, pa je i time on i rekurzivno prebrojiv. Skup €2; je rekurzivno
prebrojiv prema propozicijama 4.2 i 2.24. Skupovi g i {9 su rekurzivno prebrojivi sto
dobivamo primjenom propozicije 4.6 (6). Konacno, skup €2y je rekurzivno prebrojiv zbog
propozicije 4.6 (2).

Definirajmo sada redom skupove

O = {nk‘mﬂp,q,eu GNB:éeﬂl};
n,k,m,l,p,qeu) €N : K,U)EQQ};
n,0,p,q,u) € g}
m,l,u) € 94}
m,l,p,q) € 95};
l,p,e,q,m) € Qp};
k,l) € Q?};
e l) € Qg} ;
e, l) e Qg} :

n,k,m,l,p,q,eu) € N®:

n,k,m,l,p,q, e u) €N

n,k,m,l,p,q, e u) €N

n,k,m,l,p,q,eu) € N°:

% = { (
2 = { (
= { (
% = { (
% = { (
% = { (
% = { (
Q% = { (e,

)

)

)

)

n,k,m, 0, p,q,eu) € N®:

)

)

)

n,k,m,{,p,q,eu) € N®:
)

(
(
(
(
(
(n,k,m,{,p,q,e,u) € N®:
(
(
(
(

Q'w—{nkmﬁp,q,eu ENB:uEQlo};

Primjenom propozicije 2.6 lako dobivamo da je tada €2, rekurzivno prebrojiv za svaki

i €{1,...,10}. Sada se lako vidi da vrijedi
10
T = () Q.
k=1
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Dakle, T} je rekurzivno prebrojiv kao presjek rekurzivno prebrojivih skupova.
Primijetimo da na ovom popisu nemamo uvjet “svaka karika lanca H} =4 sijede S”. To
je iz razloga Sto taj uvjet ne mozemo efektivno provjeriti.
Skup 77 je rekurzivno prebrojiv pa zaklju¢ujemo da postoji rekurzivna funkcija ¢ :

N? — NS takva da vrijedi
(n,k,o(n, k) €T (8.2.6)

za sve n, k € N. Ovime zaklju¢ujemo prvi dio dokaza.

U nastavku zelimo pokazati da ako imamo brojeve m,/l,p,q,e € N takve da vrijede
svojstva 1 do 10, tada svaka karika od HL= sije¢e S. Pritom mozemo uzeti n > 1. Za

i €{0,...,0} neka je C; = J),, odnosno
Hi = (Co,...,C5).
Prvo dokazujemo sljedece: ako su t,s € R takvi da vrijedi t < 0 < s, tada vrijedi
L. f([t,s]) € B(a,m) povlaci f([t,s]) € UHy;
2. f(t,5]) C B(a,n) povlagi f([t,s]) € UHI=.

Ako je f([t,s]) € B(a,m), tada je f([t, s]) C Sy, i prema svojstvu 4 imamo
F(its) S UM U I,

te su UH, i J, formalno disjunktni prema svojstva 2. Skup f([t, s]) je povezan, pa stoga
mora u cijelosti biti sadrzan u jednom od ovih skupova. No, to ne moze biti J, jer je
f(0) € f([t,s]) i f(0) pripada Io koji je prema svojstvu 10 disjunktan s J,. Stoga je
f([t,s]) € UH,. Na analogan nadin se pokaze da f([t,s]) € B(a,n) povlaéi f([t,s]) C
UMD

Zbog f([—6,6]) € B(a,1) € B(a,m) se f(—0) i f(J) nalaze u nekim karikama Cj i

C'5 respektivno, pri ¢emu su a,6ef0,...,0}.

Primjenom propozicije 7.2 na funkcije hq, hy : [0, 00) — X definirane sa

ha(t) = f(t);
hQ(t) = f(_t)7 vt € [07 OO>

89



PoGLAVLJE 8. IZRACUNLJIVOST TOPOLOSKE LINIJE
zakljucujemo da postoje brojevi

to = min {t € [0,00) : d(a, f(t)) = m};

Sp = min{s € [0,00) : d(a, f(—s)) =m}.

Uoc¢imo da vrijedi g > 01 sg > 0 jer u protivnom bi imali kontradikciju s d(a, f(0)) < 1.
Naime, ako bi imali t, = 0 tada bi imali f(0) & B(a,m), sto je kontradikcija s f(0) €
B(a,1) C B(a,m). Dakle, mora biti ¢, > 0. Sli¢no se pokaze da mora biti sq > 0. Tocke
f(=s0) i f(to) su u nekim karikama C, i Cy, od H, tj. f(—so) € C, i f(to) € Cy. Jasno,

niti C, niti C,, nije formalno sadrzana u B(a, m) jer su f(—so), f(to) € B(a,m)\ B(a,m).
Tvrdimo da vrijedip—1<a<eie<f<q+1.

Dokazimo p < & + 1. Pretpostavimo suprotno, tj. p > a@+ 1. Tada jep > a+ 1 i
a+1 < p < q. Karika Cj je tada disjunktna s karikama C,, . . ., Cy. No vrijedi, f([—0,0]) C
B(a,n) jerjen > 11 f(—0) € C,U---UC,, a prema definiciji od & je f(—J) € Cs, §to je
kontradikcija. Dakle, p < & + 1.

Tvrdimo da je & < e. Pretpostavimo suprotno, da vrijedi & > e. Tada se karika Cj
nalazi medu karikama C., ..., Cyivrijedi f(—4d) € Cs. S druge strane, f(—9) € I4, no ovo

je sada kontradikcija sa svojstvom 8. Dakle, mora biti & < e. Ukupno, imamo da vrijedi

p—1<a<e. (8.2.7)

Dokazimo e < 5 < ¢+ 1. Dokazujemo prvo da vrijedi e < 3. Pretpostavimo suprotno,
tj. da vrijedi e > /3. Tada se karika C'5 nalazi medu karikama Cy, . . ., C. i vrijedi f(0) € Cj.
S druge strane imamo f(J) € I, Sto daje kontradikciju sa svojstvom 9. Zakljucak: e < 3.

Dokazimo 3 < ¢+ 1. Pretpostavimo da vrijedi § > ¢+ 1. Tada je karika Cj3 je disjun-
ktna s karikama C, ..., C; a one pokrivaju S, pa time i f(J) € C; sto je kontradikcija.

Dakle mora biti 5 < ¢ 4+ 1. Ovime smo pokazali da vrijedi

e<f<q+1. (8.2.8)

Tvrdimo sada da je v < pig < w. Dokazimo najprije da je v < p. Pretpostavimo suprotno,
tj. da vrijedi p < v. Tada imamo dva slucaja: p=vip < v.
Promotrimo prvi slucaj, kada je p = v. Znamo da je c¢itav H?Sq sadrzan u B(a,m),

pa je specijalno i C), sadrzan u B(a,m). No, zbog p = v imamo da je i C, sadrzan u
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B(a,m) $to nas vodi na kontradikciju jer je f(—s¢) € C, a prema definiciji od sq je
F(=s0) & Bla,m).

Promotrimo sada drugi slucaj, kada je p < v. No tada je i ¢ < v. U protivnom,
ako bi imali ¢ > v, tada za slucaj ¢ = v dobijemo da zbog pretpostvke da je ’H?Sq
formalno sadrzan u B(a,m) je i C, Citava sadrzana u B(a,m), $to nije jer f(—so) € C,,
a f(—s0) & B(a,m). Ako je ¢ > v, tada zajedno s p < v imamo p < v < ¢. Citav Hfgq
je sadrzan u B(a,m). No zbog p < v < ¢ slijedi da je i C, sadrzan u B(a,m). No, zbog
f(=s0) € Cy i f(—s0) & B(a,m) to je kontradikcija. Stoga, mora biti ¢ < v. Ukupno,
imamo p < ¢ < v. Dakle, ¢ < v odnosno ¢+1 < v, pa imamo zbog 3 < g+ 1 da je takoder

i B <w.No, 5+ v jer uslutaju § = v je
d(f(—s0), f(0)) < diam C, < 270

$to je kontradikcija s (8.2.1). Zakljutujemo da je 3 < v odnosno 5+ 1 < v.

Tvrdimo sada da vrijedi
f([=s0,=0]) N C =1

U suprotnom, postoji y € f([—so, —d]) N C3 i imamo ocjenu

d(Ip, f({=00,0])) < d(f(0), f({—00,0]))
< d(f(6), f([=s0,—0])) < d(f(0),y) < diam C5 < 27"

sto je kontradikcija s (8.2.1). Dakle, mora vrijediti
f([=s0,=0]) N Cz = 0. (8.2.9)
Definiramo skupove U i V' sa

0<i<pB—1 B+1<i<e

Citav lanac H, pokriva f([—so, —d]) te vrijedi (8.2.9), pa je stoga
f([=s0,—0]) CUUV. (8.2.10)
Zhog f(—=d) € Czia <e < fje

f([=s0,=0])NU # 0. (8.2.11)
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Nadalje, zbog f(—s¢) € Cy i < v je
F([=s0,—8)) NV #£ 0. (8.2.12)

Zbog pretpostavke |i —i'| > 1 = C; i Cy su formalno disjunktni, vrijedi da su C; i Cy
disjunktni kad god su 4,7 € {0,..., 0} takvi da vrijedi i < B < i'. Stoga zaklju¢ujemo da

vrijedi
unv =1. (8.2.13)

Dakle iz (8.2.10), (8.2.11), (8.2.12) i (8.2.13) slijedi da f([—s¢, —0]) nije povezan, Sto je
kontradikcija. Zakljucak: v < p.

Dokazimo ¢ < w. Pretpostavimo suprotno, tj. ¢ > w. Dva su slucaja: ¢ =wiqg > w. U
sluc¢aju kada je ¢ = w imamo zbog pretpostavke da je ”Hfgq formalno sadrzan u B(a, m)
da je i C, sadrzan u B(a, m) pa zbog ¢ = w slijedi C,, sadrzan u B(a, m). No tada je
zbog f(ty) € Cy i f(ty) € B(a,m), a prema definiciji od ty vrijedi f(to) € B(a,m).
Kontradikcija.

U slucaju ¢ > w, slijedi da je i p > w. U suprotnom vrijedi p < w. Tada imamo dva
slucajap = wip < w. Ako je p = w, tada zbog pretpostavke da je ”Hfgq formalno sadrzan
u B(a,m) imamo da je i C}, formalno sadrzan u B(a,m). Zajedno s p = w imamo da je i
Cy sadrzan u B(a,m), sto je kontradikcija.

Promotrimo slucaj p < w. Tada zajedno s ¢ > w imamo p < w < ¢. Sada ponovo,
zbog pretpostavke da je ’Hfgq ¢itav sadrzan u B(a, m) imamo zbog p < w < g da je i C,,
sadrzana u B(a,m). Posebno je i f(ty) € C,, C B(a,m), $to je kontradikcija s definicijom
od ty. Ukupno, imamo w < p < ¢. Dakle, w < p odnosno w < p — 1, pa imamo zbog

p—1<adajew < a. Uslucaju kada je w = & imamo
d(f(=9), f(to)) < diam C,, < 27"

sto je kontradikcija. Dakle, vrijedi w < a.
Tvrdimo sada da mora vrijediti f([d,t0]) N Cs = 0. Naime, pretpostavimo suprotno,

tj. f([0,t0]) N Cq # 0. Neka je y € f([d,to]) N Ca. Imamo sada ocjenu

(14, f([0,00))) < d(f(=0), f([0,00)))
< d(f(_(s)vf([(;? tO])) < d(f(—é),y) < diam C& < 2_k0
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sto je kontradikcija s odabirom skupa [4. Dakle, zaista mora vrijediti
f((6,t0]) N Ca = 0.
Definiramo skupove
0<i<a—1 a+1<i<e
Citav lanac H, pokriva f([—so, to]) i vrijedi f([6, to])NCs = 0, pa je stoga f([d,t0]) € UUV.
Zbog f(ty) € Cy iw < & je f([0,t0]) N U # 0. Nadalje, zbog f(9) € Czia < B je
f([0,t0]) NV # 0. Zbog pretpostavke |i —i'| > 1 = C; i Cy su formalno disjunktni

vrijedi da su C; i Cy disjunktni kad god je |i —i'| > 1. Stoga zakljuc¢ujemo da vrijedi
UNV ={. Dakle, f([d,t0]) nije povezan, $to je kontradikcija. Zakljucak: ¢ < w.

Rezimirajmo, dokazali smo da vrijedi
v<p<q<uw.

Iz ovoga sada lako moZemo zakljuciti da svaka karika lanca HY =4 sjjece S. Naime, neka

je 1 € N takav da je p < i < ¢. Tada je v < ¢ < w i pretpostavimo da C; ne sijece S. Tada

su skupovi
U=CyU---UC,1iV=CiyU---UC;

takvi da f([so,t0]) CUUV iUNV =0 te zbog f(—sg) € Cy, f(to) ECuiv<p<qg<uw
oba ta skupa sijeku f([so,to]), Sto je kontradikcija s povezanoséu od f([so,?o]). Dakle,
svaka karika lanca HY= sije¢e S (pod pretpostavkom da je n > 1).

Sada lako mozemo zakljuciti da je S rekurzivno prebrojiv u (X, d, &@). Neka su n, £, p,
q, €, i : N> — N komponentne funkcije od ¢ iz (8.2.6). Ako je c € S, tada je c € f([—t,t])
za neki t > 0. Odaberemo n € N, n > 1 takav da je f([—t,t]) C B(a,n). Tada za svaki

k € N neka karika lanca H?é::)) SAmk) g dri c.

Neka je ¢ € N. Tvrdimo da vrijedi I; NS # () ako i samo ako postoje n, k, w € N takvi

da vrijedi
pn k) <w < q(nk),n > 11 Jigny., SF L (8.2.14)

Neka je I; NS # 0. Neka je ¢ € I; N S. Tada prema lemi 4.5 zakljucujemo da postoje

H?(nvk) S‘j(nvk

(k) ) koja je formalno sadrzana

n,k € N, n > 1 takvi da ¢ pripada nekoj karici od

93



PoGLAVLJE 8. IZRACUNLJIVOST TOPOLOSKE LINIJE

u I;. Stoga postoji w € N takav da

Obratno, ako (8.2.15) vrijedi za neke n,k,w € N, n > 1 tada imamo Jimpy. © Li
sto zajedno s Jg, 1y, NS # 0 povlaci [; NS # (. Stoga, [; NS # 0 ako i samo ako
postoje n, k,w € N takvi da vrijedi (8.2.15). Sada iz propozicije 4.3 (2) slijedi da je skup
{i € N: LnNS # 0} rekurzivno prebrojiv, odnosno skup S je rekurzivno prebrojivo

zatvoren. O
U slucaju da je F' = () imamo sljedec¢i korolar.

Korolar 8.3. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka je S topoloska linija
u tom prostoru koja je poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama. Tada je S

izracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama. O

U slucaju kada je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor sa svojstvom efektivnog pokrivanja

i koji ima kompaktne zatvorene kugle, imamo sljedeé¢i korolar.

Korolar 8.4. Neka je (X, d, «) izracunljivi metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle i svojstvo efektivnog pokrivanja. Neka je S C X korekurzivno prebrojivo zatvoren

skup u (X, d, @) koji je homeomorfan R. Tada je S izrac¢unljivo zatvoren. [
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Poglavlje 9
Dodatni uvjeti na ambijentni prostor

Koriste¢i poopcéenje izracunljivo kompaktnih skupova iz poglavlja 6 pokazuje se da, ako
umjesto korekurzivno prebrojivih skupova gledamo poluizracunljivo kompaktne skupove
na zatvorenim kuglama, mozemo ispustiti svojstvo efektivnog pokrivanja te uvjet da am-

bijentni prostor ima kompaktne zatvorene kugle.

Neka je sada (X, d, o) izracunljiv metricki prostor koji ima svojstvo efektivnog pokri-
vanja te koji ima kompaktne zatvorene kugle. U poglavlju 7 dokazali smo korolar 7.5 koji
tvrdi da je u takvom prostoru svaka korekurzivno prebrojiva topoloska zraka s izracun-
ljivom krajnjom tockom izracunljiva. Takoder smo u poglavlju 8 dokazali korolar 8.4 koji

tvrdi da je u takvom prostoru svaka korekurzivno prebrojiva topoloska linija izracunljiva.

Medutim, postoje jos dva slucaja. Pitamo se $sto mozemo zakljuciti u slucaju kada
izracunljiv metricki prostor ima toc¢no jedno od tih dvaju svojstava. U ovom poglavlju
¢emo pokazati da ako zahtijevamo dodatne uvjete na prostor da su tada zaista oba uvjeta
nuzna, odnosno moraju do¢i u paru kako bi dobili zakljucke kao u korolaru 7.5 odnosno

8.4.

Preciznije, u iskazu tvrdnje korolara 7.5 i 8.4 oba uvjeta na izracunljiv metricki prostor
su nuzni i kao kontraprimjere konstruiramo prostore (X, d, «) koji zadovoljavaju to¢no
jedno od tih svojstava te primjere S C X takve da je S topoloska zraka ili topoloska

linija ali za koje ne vrijedi implikacija

S korekurzivno prebrojivo zatvoren = S izracunljivo zatvoren. (9.0.1)
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9.1 Nuznost svojstva efektivnog pokrivanja
uz kompaktne zatvorene kugle

Neka je f : N — Q izracunljiva funkcija takva da vrijedi f(0) =01 f(i +1) > f(i) za
svaki i € N i takva da vrijedi lim f(7) = b pri ¢emu je b € R neizracunljiv broj. Primjer
konstrukcije takve funkcije moze se naci u [8].

Neka je X = R? « niz iz primjera 2.18 (za n = 2) te metrika d : R? x R? — R

definirana sa

d((z1,22), (y1,92)) = max{|zy — yu, |22 — ya|},  V(21,22), (y1,12) € R%.

Tada je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Naime, d(cy, ;) € Q za svaki i,j € N pa

je stoga funkcija F': N3 — Q zadana s

F(i,j,k) =d(o, o), Vi,j,keN
dobro definirana, te vrijedi da je F' izracunljiva aproksimacija od (4, j) — d(ay, ;).
Primjer 9.1. Neka je Y = [0,00) % [0,b]. Neka je d’ metrika na Y zadana s

d'((z1,22), (Y1, 92)) = max{|xy — y1], |22 — vo|},  V(z1,22), (Y1,92) €Y. (9.1.1)

Neka je ¢; : N — Q izracunljiv niz racionalnih brojeva takav da vrijedi Im ¢; = QN[0, oo).
Nadalje, neka je ¢o : N — Q izracunljiv niz racionalnih brojeva takav da vrijedi Im ¢, =

Q N[0, b]. Konstrukeija takvog niza moze se pronaci u [8].
Neka je f: N — Y niz definiran s
B(i) = (@1 ((i)o), g2(()1)), VieN.

Tada je B gust niz u Y i funkcija N* — R definirana s (i,7) — d(53;, ;) za sve i,j € N,
je izrac¢unljiva. Dakle, (Y, d', ) je izracunljiv metricki prostor kao izrac¢unljivi metricki

potprostor od (X, d, «).

Neka je
S = ({0} x [0,8]) U ([0, 00) x {b}).

Tada je S C Y i vrijedi
Y\ S = (0,00) x [0,b). (9.1.2)
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Dokazimo da vrijedi

Y\S= {J BU((i+1)f(j+1),0), f(j +1)). (9.1.3)

i,jEN
Neka je najprije y = (y1,y2) € Y\ S. Tada zbog (9.1.2) vrijedi y; > 010 < y, < b. Prema
definiciji od f imamo lim; f(j) = b pa je stoga

limif(j) =ib, VieN. (9.1.4)
Neka je 7 € N takav da je

ib <y < (i+1)b. (9.1.5)
Iz (9.1.4) slijedi da postoji j; € N takav da

i+ 1D f(r+1) >y (9.1.6)

Nadalje, iz (9.1.4) i pretpostavke 0 < yo < b slijedi da postoji j» € N takav da je

f(G24+1) > ya. (9.1.7)

Stavimo j = max{ji, j2}. Sada prema definiciji od f imamo f(j) > f(j1) 1 f(5) > f(j=2).
Neka je M definiran sa

M =max{|(i + 1) f(j + 1) — w1, |v2]}-

Imamo dva slucaja. U prvom sluéaju je M = |(i + 1)f(j + 1) — 1|. Tada zbog (9.1.6)
imamo M = (i +1)f(j + 1) — y1, a zbog (9.1.5) imamo M < f(j + 1).

U drugom slucaju je M = |ys|. Tada zbog pretpostavke da je 0 < yo < b imamo
M = yo, a zbog (9.1.7) 1 f(j + 1) > f(jo + 1) imamo M < f(j + 1). U oba slucaja dobili
smo da je M < f(j+ 1), pajestogay € B(((i +1)f(j+1),0), f(j + 1)) iz Cega slijedi

YASE U B+ DI+ 1005+ 1) (0.8
ije

Obratno, neka je y = (y1,42) € Ui jen B(((i +1)f(j + 1),0), f(j + 1)) odnosno y €
B(((i+1)f(j+1),0), f(j+1)) za neke i, j € N. Tada je max{[(i+1)f(j+1) =y, |yo[} <
f(G+1),azbogy € Y imamoy; > 010 < yo < b. No, sada je y; > 0 jer bi u protivnom iz
y1=01imali (i +1)f(j+1) < f(j + 1) Sto je kontradikcija. Nadalje, mora vrijediti yo < b

jer u slucaju yo = b bi imali b < f(j + 1), Sto je ponovo kontradikcija. Stoga zakljucujemo
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da vrijedi y € (0,00) x [0,b), odnosno prema (9.1.2) y € Y \ S. Sada iz ovog i (9.1.8)
zaklju¢ujemo da vrijedi (9.1.3).

Neka je W skup

W ={ieN:35eN (X p) = ((({Go+1)f ()1 +1),0), f((G)r + 1))}

Iz propozicije 2.7 svojstva (1) imamo da je W rekurzivno prebrojiv skup. 1z (9.1.3) slijedi
v\s= L
iew
Stoga je S korekurzivno prebrojiv u (Y, d, ).

Tvrdimo da S nije rekurzivno prebrojiv. Kada bi S bio rekurzivno prebrojiv tada bi
zajedno sa ¢injenicom da je on korekurzivno prebrojiv imali da je on izracunljiv. Medutim,
jer je Y zatvoren u R?, slijedi da je Y potpun. Prema ¢lanku [8] svaki izrac¢unljiv podskup
potpunog izracunljivog metrickog prostora sadrzi gust izracunljiv niz. U tom slucaju, jer
je S zatvoren, u S bi postojao gust izracunljiv niz (¢;). Odnosno (t;) je izracunljiv niz u
R? prema propoziciji 3.1 i takav da vrijedi ¢; € S za svaki i € N. Stoga, jer je t; € R?
imamo t; = (x;,y;) pri Cemu su z;, y; € R izracunljivi brojevi u R za svaki i € N. Sada, iz
t; € S izbog gustoce od (t;) u S postoje t; = (z;,y;) € [0,00) x {b} iz Cega slijedi y; = b
pa iz ovog, te izracunljivosti od y; slijedi i izracunljivost od b Sto je kontradikcija.

Stoga zaklju¢ujemo da je (Y,d, ) izracunljiv metricki prostor koji nema svojstvo
efektivnog pokrivanja ali ima kompaktne zatvorene kugle, te je S topoloska zraka u Y

¢ija je krajnja tocka izrac¢unljiva, a za koju ne vrijedi implikacija (9.0.1). ]

Primjer 9.2. Neka je Y = R x [0,b]. Neka je ¢ : N — Q izracunljiv niz takav da vrijedi
Im ¢ = Q. Neka je 8 : N — Q? definirana sa

Bi) = (q((i)o), f((i)r)), VieN.

Tada je 8 izracunljiv niz u Y takav da je funkcija (7, j) — d'(5;, f;) izracunljiva, pri ¢emu

je d’ definirana s (9.1.1).

Neka je
S =R x {b}.
Tada je S CY i vrijedi
Y\S=Rx|[0,0b). (9.1.9)
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Neka je y € Y\ S. Tada je y = (y1,92) pri Cemusuy; € Ri0 <y, <b. Neka je j € N
takav da vrijedi f(j + 1) > yo. Neka je i € N takav da vrijedi |y; — q(i)| < f(5 + 1).
Tvrdimo da vrijedi y € B((q(7),0), f(j + 1)) odnosno M = max{|y; — q(i)|, |y2|} <
f(j+1). Pretpostavimo najprije da je M = |y; —q(i)|. Tada prema odabiru broja i vrijedi
[y —q()] < f(G+1).

U drugom slucaju je M = |ys|. Tada zbog 0 < yo < b te yo < f(j + 1) vrijedi
lya| < f(j + 1). Stoga, imamo M < f(j + 1), odnosno y € B((q(7),0), f(j + 1)). 1z ovog
zakljucujemo

Y\sc U B(g(i),0), f(j +1)).
i,jEN
Obratno, neka je y = (y1,42) € Uijen B((q(2),0), f(j +1)). Tada je y € B((q(2),0), f(j +
1)) za neke i, j € N. Tada vrijedi M = max{|y; — q(i)|, |y2|} < f(j + 1). Prema definiciji

funkcije f imamo
0< f(j)<b, VjeN. (9.1.10)

Imamo dva slucaja. U prvom slucaju, neka je M = |y; — q(7)]. Tada je |yo| < |y1 —q(i)| <
f(j + 1) iz Cega zajedno s (9.1.10) slijedi |ys| < b. Zajedno s y € Y, slijedi 0 < yy < b.
U drugom slucaju je M = |ys|. Tada je |y1 — q(i)| < |y < f(j +1) < b, Sto ponovo sa
¢injenicom da je y € Y povlaci 0 < y < b. Nadalje, y € Y povlaci y; € R. Ukupno,
imamo y = (y1,y2) € R x [0,b). Zakljuéujemo da vrijedi
Y\S= 'UNB((q(i),O),f(j—{—l)). (9.1.11)
1,7€

Definiramo skup

Z={i"eN:3j €N (A, pr) = ((a({5)0),0), f({j)1 +1))}-

Iz (9.1.11) sada lako zakljucujemo da vrijedi
YAS={ I,
ez
pa je stoga S korekurzivno prebrojiv u (Y, d', 3).
Tvrdimo da S nije rekurzivno prebrojiv u (Y, d’, 5). Kada bi S bio rekurzivno prebrojiv
tada bi bio izracunljiv i postojao bi izracunljiv gust niz (¢;) u S, odnosno (¢;) je izracunljiv

niz u R? prema propoziciji 3.1 i takav da vrijedi ¢; € S za svaki i € N. Stoga, jer je t; € R?
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imamo ¢; = (x;,y;) pri ¢emu su z;,y; € R izracunljivi brojevi u R za svaki i € N. Sada, iz
t; € S slijedi y; = b pa je b izracunljiv broj sto je kontradikcija.

Stoga zaklju¢ujemo da je (Y,d, ) izracunljiv metricki prostor koji nema svojstvo
efektivnog pokrivanja ali ima kompaktne zatvorene kugle, te je S topoloska linija u Y za

koju ne vrijedi implikacija (9.0.1). ]

9.2 NuzZnost kompaktnih zatvorenih kugala
uz svojstvo efektivnog pokrivanja

Neka je S C R te f : S — R neprekidna funkcija. Kazemo da je funkcija f efektivno
uniformno neprekidna ako postoji rekurzivna funkcija 6 : N — N takva da za sve
r,y € Sisvaki k € Niz |z —y| < 2790 dlijedi |f(z) — f(y)] < 27%. Neka su aib
izracunljivi realni brojevi takvi da je a < b. Za funkciju f : [a,b] — R kazemo da je
izracunljiva ako je ona efektivno uniformno neprekidna te sekvencijalno izrac¢unljiva
odnosno (f(z;)) je izracunljiv niz realnih brojeva za svaki izrac¢unljiv niz realnih brojeva
(x;) koji je sadrzan u [a, b].

Neka je X = (C0,1], prostor neprekidnih funkcija na [0,1] s metrikom uniformne
konvergencije

doo(f,9) = sup |f(x) —g(x)], Vf,g € C[0,1].

z€[0,1]

Za i € N definiramo 7 = max{1,7}. Neka je ¢ : N — Q fiksirana izracunljiva surjekcija.

Neka je f; : [0,1] — R definirana sa

1. f; (%) = (j(i)k, Vk € {O, e ,i};

2. f; je linearna na [%, k“}, Vi € {0,...,7—1}.

D

Tada je (f;) gust niz u C[0, 1] i funkcija

(Zh]) = doo(fiafj)v \V/Z,] € N.

je izracunljiva funkcija N? — R. Stoga je X' = (C[0,1],d, (fi)) izracunljiv metricki
prostor. Izracunljive tocke u X’ su upravo izracunljive funkcije [0,1] — R. Nadalje, X’

ima svojstvo efektivnog pokrivanja. Dokaz navedenih tvrdnji se moze pronaéi u ¢lanku [8].
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Uodimo da X nema kompaktne zatvorene kugle jer na primjer B(0; 1) nije sekvencijalno

kompaktna. Kako bi to pokazali, definiramo niz funkcija:
gn(t) =", ¥t €10,1], ¥n € N,

Tada je {g.} € B(0,1) ali (g,) nema konvergentan podniz u B(0,1). Pretpostavimo
suprotno, tj. neka je (g,;) podniz koji konvergira uniformno prema neprekidnoj funkciji
g : [0,1] — R. Tada (gn,) konvergira i po tockama prema g. Neka je ¢t € [0,1]. Tada
imamo lim g,,, (t) = 0 ako je t € [0,1) i lim g, (t) = 1 za t = 1. Dakle (g,,) konvergira po
tockama prema funkciji

0, te€][0,1);

g(t) =

1, t=1;

koja nije neprekidna, sto vodi na kontradikciju s neprekidnoséu od g. Dakle, B (0,1) nije

sekvencijalno kompaktna pa stoga nije niti kompaktna.

Neka je g : [0,1] — R neprekidna funkcija koja je sekvencijalno izracunljiva ali nije
izracunljiva i pritom vrijedi g(x) > 0 za svaki x € [0, 1]. Konstrukcija takve funkcije moze

se pronadi u [13].
Primjer 9.3. Definiramo skup
S={0+tg:teR}

Tada je S € X korekurzivno prebrojiv u X’ ([8]). Pretpostavimo da je S rekurzivno
prebrojiv u X'. Zbog potpunosti od X postoji izracunljiv gust niz u S ([8]). Neka je
s; element tog niza takav da je s; # 0. Tada je s; = 0 + tg odnosno s; = tg za neki
t # 0. Funkcija g # 0 pa postoji € [0,1] takav da je g(z) # 0. Sada imamo t =
si(x)/g(x) odnosno t je kvocijent dva rekurzivna realna broja pa je stoga i on rekurzivan.
Da pokazemo da je ¢ izracunljiva, podijelimo s; s ¢t i analogno zaklju¢imo da je %si
izracunljiva i g = %si pa je stoga i g izracunljiva. No, to je kontradikcija sa svojstvom da
je g sekvencijalno izracunljiva koja nije izracunljiva. Dakle, S je primjer topoloske linije

koja je korekurzivno prebrojiva ali nije izra¢unljiva u X'. O]
Primjer 9.4. Neka je g : [0,1] — R funkcija definirana s
g(x) =g(z)+1, Vz € [0,1].
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Tada je i g neprekidna sekvencijalno izracunljiva funkcija koja nije izrac¢unljiva (jer je
funkcija g takva) te zbog g > 0 vrijedi g(z) > 0 za svaki z € [0, 1].

Definirajmo sada skup
S={0+tg:te0,00)}

Tada je S C X. Uoc¢imo da je f € S ako i samo ako vrijedi f = 0+tg za neki t > 0. Neka

je r : N — Q izracunljiv niz takav da vrijedi Im r = QN [0, 1]. Tada imamo f € S ako i

samo ako
<§E§ ) A (000 20, Vien
odnosno

(f(r;)9(0) = f(0)g(r;)) A (£(0)g(0) = 0), VjeN

Neka je M € N takav da vrijedi |g(z)] < M za svaki x € [0,1]. Neka je ¢ : N — Q

izracunljiv niz takav da vrijedi Im ¢ = Q N (0, 00). Neka je

A={(i,7) € N*: | f1in, (r;)9(0) = fiino (0)g(rj)| > 2M gy,
V fiiye(0)9(0) + g, M < 0} (9.2.1)

Najprije uo¢imo da je skup A rekurzivno prebrojiv, sto nije tesko zakljuciti iz definicije
skupa A te ¢injenice da ako je (r;) izracunljiv niz racionalnih brojeva u [0,1] da je tada i
funkcija N? — Q, (i, ) — fi(r;) izracunljiva. Neka je (i, j) € A. Tada je u prvom slucaju
| fiire (r)9(0) = fiiy (0)g ()| > 2Mqysy, . Tvrdimo da je I;N.S = . Pretpostavimo da postoji
fel;nS. Tada je

f(r;)g(0) = f(0)g(r;) = 0 A f(0)g(0) =0, Vj € N. (9.2.2)
d(f, fiye) < - (9.2.3)
Sada je

|(F@o (r1)9(0) = fiino (0)g(r5)) — (f(r;)g(0) — f(0)g(r;))]
= |(fiiro(r;) = f(r:))9(0) = (fiio (0) — £(0))g(r;)|
< (o () = f(r)g(0)] + [(f1a)o (0) — £(0))g(r;)]
< 2doo (f; frigg) M.
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1z ovog, zbog (9.2.2) i (9.2.3) slijedi

|(frine (13)9(0) = fring (0)g(r5)| < 2Mqpsy, -

Ovo je kontradikcija. Dakle, mora vrijediti ; NS = (. U drugom slucaju, neka je
fiiv(0)g(0) + gy, M < 0. Tvrdimo da mora vrijediti J; N.S = ). Pretpostavimo suprotno,
neka je f € I; NS. Tada je doo(fraye, f) < quiy, 1 f(0)g(0) > 0. Iz prvog uvjeta imamo

| f1iyo (0)g(0) — £(0)g(0)] < quiy, M.

Sada je
0 < £(0)g(0) < fii)(0)g(0) + iy, M < 0.

Sto je kontradikcija. Dakle, mora biti I; NS = (). Neka je sada
B={ieN:3j (i,j) € A}.

Tada je

U L CClo,1]\8S.

i€B

Neka je sada f € C[0,1] \ S. Tada ili postoji 7 € Ni A > 0 takav da vrijedi

|£(r3)g(0) = f(0)g(r;)| > SAM,

ili vrijedi f(0)g(0) < 0. U prvom slué¢aju uzmimo i € N takav da je

doo(f; friy,) < iy, < M.

Sada je

AMqgy, <5Mqp), <5MA < |f(r;)g(0) = f(0)g(r;)]
(r)9(0) = fiin, (0)g(r;) + fiay, (0)g(r;) — f(0)g(r;)|
(rj)g(0) = fu 0(0)9(7“g)|+|f ,(0)g(r;) — f(0)g(ry)|
(r)g(0) = fia, (0)g(ry)| + @, M

(r1)9(0) = o (ri)g(O)| + [ f1iye (r1)9(0) = fiyo (0)g(ry)| + aeiy, M

<29, M + | f1i)o (r3)9(0) = fiino (0)g(r;)]

)g(r;
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odnosno

2M gy, < | fiiyo(13)9(0) = fiiyo(0)g(r)|

pa je (i,7) € A. Promotrimo sada drugi slucaj, kada je f(0)g(0) < 0. Tada postoji A > 0
takav da vrijedi f(0)g(0) + 4AM? < 0. Uzmimo i € N takav da vrijedi dso(fri)o, f) <
qiy, < 2AM?. Sada je

| f1iyo(0)g(0) — f(0)g(0)] < quiy, M.

odnosno

F(0)g(0) = gy, M < fiao(0)g(0) < £(0)g(0) + g, M
Pribrajanjem g, M na sve dobivamo:
F(0)9(0) < fiiyy (0)9(0) + oy, M < f(0)g(0) + 2q(s, M < f(0)g(0) +4AM? <0,
pa zakljucujemo da vrijedi (7, j) € A. U oba slucaja f € I;, gdje je i € B, odnosno
U L =C[0,1]\ S,
i€B

pa je stoga S korekurzivno prebrojiv.

U nastavku tvrdimo da S nije rekurzivno prebrojiv. Kada bi S bio rekurzivno prebrojiv
tada bi zbog potpunosti od C[0, 1] postojao gust izracunljiv niz to¢aka u S. Oznacimo sa
(s;) jedan takav niz. Neka je s; element tog niza razlicit od tocke 0. Tada je s; = tg za
neki ¢t > 0. No, s; je izracunljiva tocka u C[0,1] pa je s; : [0, 1] — R izrac¢unljiva funkcija.
Nadalje, imamo s; = tg. Znamo da je g # 0, pa postoji = € [0, 1] takav da je g(x) # 0.
Sada imamo t = s;(x)/g(x) odnosno t je kvocijent dva rekurzivna realna broja pa je stoga

i on rekurzivan. Da pokazemo da je g izracunljiva, podijelimo s; s t i analogno zakljuc¢imo

da je %si izracunljiva i g = %si pa je stoga i g izracunljiva. No, to je kontradikcija sa
svojstvom da je g sekvencijalno izracunljiva koja nije izracunljiva.

Dakle, S nije rekurzivno prebrojiv pa nije niti izracunljiv. Skup S je stoga primjer
topoloske zrake koja je korekurzivno prebrojiva ali nije rekurzivno prebrojiva u prostoru

X’ koji ima svojstvo efektivnog pokrivanja ali nema kompaktne zatvorene kugle. O
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Izracunljivost 1-mmnogostrukosti

Topoloski prostor X je 1-mnogostrukost ako je on Hausdorffov prostor s prebrojivom
bazom topologije u kojem svaka tocka ima okolinu, ne nuzno otvorenu okolinu, koja je
homeomorfna s [0,00). Rub mnogostrukosti 0.X je skup svih tocaka = € X koje svaki
homeomorfizam takve okoline od x i [0, 00) preslikava u 0. Nadalje, svaka tocka = € X' \0X
ima okolinu u z koja je homeomorfna s R. Ako je 0X # () tada za X kazemo da je 1-
mnogostrukost s rubom, a ako je 0X = () kazemo da je X 1-mnogostrukost bez

ruba.

Ako je X topoloski prostor i Y C X tada za Y kazemo da je 1-mnogostrukost ako je
Y 1-mnogostrukost kao potprostor od X. Opcenito se rub topoloske 1-mnogostrukosti Y
razlikuje od ruba od Y kao potprostora od X. Akosu X i Y topoloski prostorii f : X — Y
homeomorfizam, te ako je X 1-mnogostrukost, tada je i Y takoder 1-mnogostrukost i

vrijedi f(0X) = 0Y.

Na primjer R i jedini¢na kruznica S' u R? su 1-mnogostrukosti bez ruba, dok su [0, co)
i [0,1] 1-mnogostrukosti s rubom, J[0, c0) = {0}, 9]0, 1] = {0,1}. Svaka topoloska linija
je 1I-mnogostrukost bez ruba, a ako je S topoloska zraka s krajnjom tockom a, tada je
S 1-mnogostrukost s rubom i S = {a}. Nadalje, ako je S luk s krajnjim tockama a i b,

tada je S mnogostrukost s rubom i S = {a, b}.
Prema propoziciji 6.5 x je izrac¢unljiva tocka ako i samo ako je {z} izracunljivo kom-
paktan na zatvorenim kuglama, stoga teorem 7.3 povlaci da je topoloska zraka koja je

poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama ujedno i izracunljivo kompaktna na

zatvorenim kuglama ako je njezin rub izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama.
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10.1 Kontraprimjer za broj komponenata povezanosti

Pitanje kojim se bavimo u ovom poglavlju jest sljedece: da li za svaku 1-mmnogostrukost
M koja je poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama w izracunljivom metrickom

prostoru vrijedi implikacija:

OM poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama

= M izracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama. (10.1.1)

Odgovor je negativan, implikacija (10.1.1) ne vrijedi opc¢enito. Kako bi to vidjeli navodimo
sljedeci primjer. Kasnije ¢emo pokazati da (10.1.1) vrijedi u sluéaju da M ima kona¢no

mnogo komponenata povezanosti.

Primjer 10.1. Neka su (R,d,a) i (R? d’,3) izracunljivi euklidski prostori. Neka je S
rekurzivno prebrojiv podskup od N koji nije rekurzivan. Iz ¢injenice da je S rekurzivno
prebrojiv, prema propoziciji 3.4 slijedi da je skup T = N\ S korekurzivno prebrojiv
u (R,d,«). No, tada je je prema propoziciji 3.5 skup 7" x R korekurzivno prebrojiv u
(R% d', 3). Neka je M =T x R. Zbog T C N imamo da je M 1-mnogostrukost. Nadalje,
OM = () pa je stoga OM (trivijalno) poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama.
No, 1-mnogostrukost M je poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama prema
propoziciji 6.6. Tvrdimo da M nije izracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama u
(R% d', 3). Pretpostavimo suprotno, da je M izracunljivo kompaktna na zatvorenim ku-

glama u (R?, d’, 3). Tada je M rekurzivno prebrojiva u (R?, d’, 3), odnosno skup
W={ieN: MnI# 0}

je rekurzivno prebrojiv u N. Najprije dokazimo tvrdnju
nel < JFieN ((n,0)e [ AieWAp <1/2). (10.1.2)

Neka je n € N takav da je n € T. Tada je (n,0) € M. Tada zbog R? = {J;cy I; imamo da
postoji ¢ € N takav da je (n,0) € I; i p; < 1/2. S druge strane, zbog (n,0) € M imamo
e W.

Obratno, neka je n € N takav da postoji ¢ € N takav da vrijedi (n,0) € I;, p; < 1/2
i7 € W. Tada zbog i € W imamo M N I; # (), odnosno postoji m € T takav da je
(m,y) € I; za neki y € R. Pretpostavimo da je m # n. Tada je d((n,0), (m,y)) > 1. Sada
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iz nejednakosti trokuta i ¢injenice p; < % imamo
d((nv O)? (m7 y)) < d((”? 0)7 )‘Z) + d()‘“ (m7 y)) <2-p <1

sto ukupno daje kontradikciju. Dakle, mora vrijediti m = n, iz ¢ega zajedno s m € T
slijedi n € T. Ovime smo dokazali tvrdnju 10.1.2. Sada je skup 7' rekurzivno prebrojiv

prema propoziciji 2.7 (1) jer je skup
{(n,i) eN?: (n,0) € [Ai €W Ap; <1/2}

rekurzivno prebrojiv kao presjek triju rekurzivno prebrojivih skupova. Prema definiciji od
T imamo 7' = N\ S pri ¢emu je S rekurzivno prebrojiv u N, stoga je T korekurzivno
prebrojiv u N. Kako je T rekurzivno prebrojiv imamo da je 1" rekurzivan. No tada je S
rekurzivan sto je kontradikcija s pretpostavkom da je S rekurzivno prebrojiv skup u N

koji nije rekurzivan. Dakle, M nije izracunljiva u (R?, d’, 3), stoga (10.1.1) ne vrijedi. O

10.2 Teorem izracunljivosti za 1-mnogostrukosti

Ako je X 1-mnogostrukost, tada je svaka komponenta povezanosti od X 1-mnogostru-
kost. Nadalje, x € X pripada rubu od X ako i samo ako x pripada rubu neke komponente
povezanosti od X.

Sljededi teorem klasifikacije 1-mnogostrukosti je kljucan kako bi mogli dokazati glavni

rezultat ovog poglavlja. Dokaz se moze naéi na primjer u [14].

Teorem 10.2. Neka je M povezana 1-mnogostrukost. Tada je M homeomorfna s tocno

jedinim od prostora: [0,1], S*, [0, 00), R. O

Ovaj teorem klasifikacije zajedno sa ¢injenicom da je svaka komponenta povezanosti
1-mnogostrukosti takoder 1-mnogostrukost nam omogucuje da pitanje izracunljivosti za
zadanu 1-mnogostrukosti svedemo na pitanje izracunljivosti njezinih komponenata pove-

zanosti. Preciznije, imamo sljedeéi teorem.

Teorem 10.3. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka je M C X poluiz-
racunljivo kompaktan skup na zatvorenim kuglama koji je 1-mnogostrukost. Neka je K

komponenta povezanosti od M.

(1) Ako je K topoloska linija ili topoloska kruznica tada je K rekurzivno prebrojivo

zatvoren.
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(2) Ako je K topoloska zraka s izracunljivom krajnjom tockom ili luk s izracunljivim

krajevima tada je K rekurzivno prebrojivo zatvoren.

Dokaz. Kako je svaka 1-mnogostrukost M lokalno povezan topoloski prostor, to su njezine
komponente povezanosti otvoreni skupovi u M.

Neka je komponenta K topoloska zraka s izracunljivom krajnjom tockom ili topoloska
linija. Tada je skup F' = M\ K zatvoren u M, ali jer je M kao poluizrac¢unljivo kompaktan
na zatvorenim kuglama ujedno i zatvoren skup u (X, d), imamo da je F' zatvoren u (X, d).
Stoga je F' zatvoren, disjunktan s K i F'UK je poluizrac¢unljivo kompaktan na zatvorenim
kuglama. Sada teoremi 7.3 i 8.2 povlace da je K rekurzivno prebrojiv.

Neka je sada K topoloska kruznica ili luk s izracunljivim krajevima. Tada je K kom-
paktan, a jer je disjunktan sa skupom F' = M \ K (koji je iz istog razloga kao i maloprije

zatvoren), postoje brojevi g, ..., i, € N takvi da vrijedi
KCIL,U---UL, CX\F.

Tada imamo

~ ~ -~ ~ ~ ~

K=Kn(L,U---UlL)=(KUF)N(L,U---UL,)=(MNIL)U---U(MNIL,).
Stoga za j € N vrijedi sljedeca ekvivalencija:
KCJ; < MnI,<J;,....M01I, CJ,

Iz ovog, te iz ¢injenice da je M poluizracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama zaklju-
c¢ujemo da je K poluizracunljivo kompaktan skup. Stoga je K kompaktna mnogostrukost
s izracunljivim rubom (ukoliko je on neprazan), te je prema [9] K izracunljivo kompaktan

skup. Posebno, K je rekurzivno prebrojiv. O

Teorem 10.4. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je M 1-mnogostrukost
1 pretpostavimo da su M i OM poluizracunljivo kompaktni na zatvorenim kuglama. Tada

je svaka komponenta od M rekurzivno prebrojivo zatvorena u (X, d, «).

Dokaz. Ako je M 1-mnogostrukost bez ruba tada je svaka komponenta povezanosti od
M topoloska kruznica ili topoloska linija pa je prema teoremu 10.3 tvrdnji (1) svaka
komponenta povezanosti rekurzivno prebrojiva.

U protivnom, prema tvrdnji (2) teorema 10.3, dovoljno je pokazati da je svaka tocka

od OM izracunljiva. Neka je x € OM. Tada z ima okolinu N u M takvu da postoji
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homeomorfizam f : N — [0,00) takav da je f(x) = 0. Iz ovoga je jasno da je z jedina
tocka u N koja pripada rubu od M. Slijedi da je B(x,r) NOM = {z} za neki r > 0 i
zakljucujemo da je I, N OM = {z} za neki i € N. Jer je OM poluizrac¢unljivo kompaktan
skup na zatvorenim kuglama, slijedi da je L,NOM poluizracunljiv kompaktan skup, stoga

je i {z} poluizracunljivo kompaktan, no time je i z izracunljiva tocka u (X, d, «). ]

Obzirom da je unija kona¢no mnogo rekurzivno prebrojivih podskupova u (X, d, «)

rekurzivno prebrojiv skup, imamo sljedeci teorem.

Teorem 10.5. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je M podskup od X
koji je kao potprostor od (X,d) 1-mnogostrukost koja ima konacno mnogo komponenata
povezanosti. Pretpostavimo da su M i OM poluizracunljivo kompaktni na zatvorenim ku-

glama. Tada je M izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama u (X, d, «). [

Teorem 10.6. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle i svojstvo efektivnog pokrivanja. Neka je M 1-mnogostrukost u X koja ima konacno
mmnogo komponenata povezanosti. Pretpostavimo da su M i OM korekurzivno prebrojivi.

Tada je M izracunljivo zatvorena u (X, d, «v). O

Korolar 10.7. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor koji ima kompaktne zatvorene
kugle i svojstvo efektivnog pokrivanja. Neka je M korekurzivno prebrojiva 1-mnogostrukost
bez ruba u (X,d,«) s konacno mnogo komponenata povezanosti. Tada je M izracunljivo

zatvoren skup. [

Napomenimo da dobiveni rezultat za 1-mnogostrukosti ne vrijedi u uniformnoj verziji.
Postoji korekurzivno prebrojiv niz kruznica u izracunljivom euklidskom prostoru koji nije
izracunljiv. Konstrukcija takvog niza moze se naéi u [6].

Takoder, napomenimo da tvrdnje teorema 10.6 i korolara 10.7 ne moraju vrijediti
u opcenitom metrickom prostoru. Mozemo pronaéi primjere prostora (X,d, «) koji ima
kompaktne zatvorene kugle, ali ne i svojstvo efektivnog pokrivanja (i obratno) te mo-
zemo nadéi primjer topoloske zrake i linije za koje navedene tvrdnje ne vrijede. Spomenuti

kontraprimjeri su detaljno opisani u prethodnom poglavlju.
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Sazetak

Glavni problem kojim se bavimo u ovom radu je utvrditi vrijedi li neki analogon implikacije

koja je dokazana u [9] za poluizrac¢unljive kompaktne mnogostrukosti M i koja glasi
OM izracunljivo kompaktan = M izracunljivo kompaktan (%)

takoder i za M koji je 1-mnogostrukost u nekom izrac¢unljivom metrickom prostoru.

U uvodnom poglavlju dajemo pregled dosadasnjih rezultata vezanih za implikaciju
(%). U poglavlju 2 dajemo pregled osnovnih pojmova iz klasi¢ne teorije izracunljivosti
koje koristimo u ostatku rada.

U poglavlju 3 poopéujemo pojam izracunljivosti na metricke prostore. Izracunljiv me-
tricki prostor je glavni ambijent u kojem iskazujemo i dokazujemo glavne rezultate.

Poglavlje 4 je pripremno poglavlje. U njemu uvodimo pojmove formalne izracunljivosti
usko vezane za izrac¢unljive metricke prostore. Svojstvo efektivnog pokrivanja, zajedno sa
svojstvom da izracunljiv metricki prostor ima kompaktne zatvorene kugle pokazuje se
kljuéno ako zelimo dokazati da je korekurzivno prebrojiva zraka s izracunljivom krajnjom
tockom izracunljiva. Dovoljan uvjet da metricki prostor ima svojstvo efektivnog pokrivanja
iskazujemo i dokazujemo u poglavlju 5. Na kraju tog poglavlja raspisujemo i dokaz da R"”
ima svojstvo efektivnog pokrivanja.

Pokazuje se da svojstvo efektivnog pokrivanja nije uvijek nuzno kako bi dokazali impli-
kaciju (). Stoga u poglavlju 6 uvodimo pojmove poluizracunljivo kompaktan na zatvore-
nim kuglama i izracunljivo kompaktan na zatvorenim kuglama. U slucaju kada ambijentni
prostor ima svojstvo efektivnog pokrivanja i kompaktne zatvorene kugle tada je svojstvo
poluizracunljive kompaktnosti na zatvorenim kuglama ekvivalentno sa svojstvom korekur-
zivno prebrojive zatvorenosti skupa. Svojstvo efektivnog pokrivanja i svojstvo da prostor
ima kompaktne zatvorene kugle vrijede uniformno u ¢itavom prostoru i kao takva su

jaka svojstva, no kako bi dobili opcenitije rezultate mi ih zamjenjujemo sa svojstvima
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koje vrijede samo lokalno, na nekim podskupovima prostora, dakle svojstvom izracunljive
kompaktnosti na zatvorenim kuglama.

Stoga rezultate za topolosku zraku te za topolosku liniju iskazujemo i dokazujemo
bez pretpostavke da ambijentni prostor ima svojstvo efektivnog pokrivanja i kompaktne
zatvorene kugle. U poglavlju 7 dajemo dokaz glavnog rezultata za topolosku zraku, a u
poglavlju 8 slican rezultat dokazujemo za topolosku liniju.

U poglavlju 9 prou¢avamo nuznost dodatnih uvjeta na ambijentni prostor kao Sto su
svojstvo efektivnog pokrivanja te kompaktne zatvorene kugle, te dajemo primjere prostora
koji pokazuju da u slucaju da izracunljiv metricki prostor ima samo jedno od ta dva
svojstva da tada zaista mora imati i drugo (i obratno) kako bi dobili rezultate iskazane
korolarima iz poglavlja 7 i 8.

Zajedno s ve¢ poznatim rezultatima o izracunljivosti za lancaste i cirkularno lancaste
kontinuume iz [6], rezultati iz poglavlja za topolosku zraku i liniju doveli su do pitanja
izracunljivosti 1-mnogostrukosti sto je glavna tema ovog rada. U poglavlju 10 proucavamo
1-mnogostrukosti u izracunljivim metrickim prostorima i dokazujemo glavni rezultat ovog
rada: svaka poluizracunljivo kompaktna na zatvorenim kuglama 1-mnogostrukost ¢iji rub
je poluizracunljiv i koja ima konac¢no mnogo komponenata povezanosti je izracunljivo

kompaktna na zatvorenim kuglama.
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Summary

In this paper we investigate whether some analogue of the implication that was proved in

[9] for semi-computable compact manifolds M and which states
OM computably compact = M computably compact (%)

also holds when M is a 1-manifold in some computable metric space.

In the first introductory chapter we give an overview of the known results regarding
the implication ().

In chapter 2 we give an overview of the basic notions from classic computability theory
which we use in subsequent chapters. In chapter 3 we generalize computability to metric
spaces. A computable metric space is the main ambient space in which we state and prove
our main results.

Chapter 4 is preparatory. In this chapter, we introduce the notions of formal compu-
tability properties occuring in computable metric spaces. The effective covering property,
together with the property of compact closed balls is shown to be key if we want to prove
that each co-recursively enumerable topological ray with a computable endpoint is com-
putable. A sufficient condition when a metric space has the effective covering property [6]
is stated and proved in chapter 5. At the end of that chapter, we write out a proof that
R™ has the effective covering property.

It turns out that the effective covering property is not always necessary to prove the
main implication (x). Therefore, in chapter 6 we introduce new notions of semi-computable
compact on closed balls and computable compact on closed balls. In the case when the
ambient space does have the effective covering property and compact closed balls, then
the notion of semi-computable compact on closed balls is equivalent to the notion of co-
recursively enumerable set. The effective covering property and the property of having

compact closed balls are properties that hold uniformly in the whole space, which are
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strong assumptions, so to obtain more general results we had replaced them with a local
property of semi-computable compactness on closed balls.

Therefore, the main results for the topological ray and line we state and prove without
the assumption on the ambient space that it has the effective covering property and
compact closed balls and instead we use the newly introduced notions. In chapter 7 we
give the proof of the main result for the topological ray and in chapter 8 we prove a similar
result for the topological line.

In chapter 9 we study further the necessity of additional conditions on the ambient
space. We give examples of spaces which show that in case the computable metric space
has exactly one of the two additional conditions then the conclusions of chapters 7 i 8 fail
to be true.

Together with the well known results on computability of chainable and circularly
chainable continua given in [6], the results for the topological ray and line have led us
to the main result of this thesis, the computability of 1-manifolds. In the final chapter
10 we study the computability of 1-manifolds in computable metric spaces and prove the
main result of this thesis: every semicomputable compact on closed balls 1-manifold with
computable boundary and finitely many connected components is computable compact

on closed balls.
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