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Uvod

Diofantske jednadzbe, nazvane po starogrckom matematicaru Diofantu iz Aleksan-
drije (3. stoljeée), jedan su od sredisnjih koncepata kako klasicne, tako i moderne teorije
brojeva. Matematicki problemi koji se prikazuju diofantskim jednadzbama sezu daleko
u povijest, te zauzimaju srediSnje mjesto u razrjesavanju vrlo poznatog Arhimedovog
problema stada, prilikom odredivanja Pitagorinih trojki i u mnogim drugim klasi¢nim
matematickim problemima. Danas, u teoriji brojeva vrlo su aktualne moderne metode za
rjeSsavanje diofantskih jednadzbi koje proizlaze iz diofantskih aproksimacija (primjerice,
Bakerova teorija linearnih formi u logaritmima) pomoc¢u kojih je uvijek moguée dobiti
gornje ograde za veli¢inu rjesenja razlicitih diofantskih jednadzbi koje se kasnije reduciraju
nekom od postojeé¢ih metoda za redukciju.

Y. F. Bilui R. F. Tichy u [4] promatraju diofantsku jednadzbu oblika

f(z)=g(y), (1)

gdje su f, g polinomi s racionalnim koeficijentima, te nastoje odrediti ima li navedena
jednadzba konac¢no ili beskonaéno mnogo rjesenja u cijelim brojevima (ili racionalnim
brojevima s ograni¢enim nazivnikom) x,y. Jedan od koraka koji se provodi prilikom
odgovaranja na to pitanje je dekompozicija polinoma f i g.

U radu [2] objavljenom 2007. godine M. Ayad i F. Luca dokazuju da ne postoji neparan
prirodan broj n > 1 te dva pozitivna djelitelja dy, dy broja (n? + 1)/2 takva da vrijedi

d1+d2:n+1

Na taj je nacin dobiven alternativni dokaz tvrdnje da je za prost broj p i razli¢ite kom-

pleksne brojeve a, b primitivna funkcija polinoma
((x = a)(@ — b))~

indekompozabilna nad poljem kompleksnih brojeva. Ovaj rezultat primjenom Bilu - Tic-
hyjevog kriterija iz [4] ima direktne posljedice na konacnost rjesenja izvjesnih diofantskih
jednadzbi.

Problem iz [2] se moze poop¢iti. Ako se linearni polinom n + 1 zamijeni opéenitim

linearnim polinomom dn + €, novi je problem pronadi (ili dokazati da ne postoje) besko-



Uvod

na¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n > 1 te djelitelje d;, ds od (n? + 1)/2 za koje
vrijedi jednakost
d1+d2:5n+5. (2)

Bududi da je broj (n? +1)/2 neparan, a djelitelji dy, dy dijele sumu kvadrata dva relativno
prosta broja, znamo nesto vise o djeliteljima dy, dy, preciznije vrijedi dy,ds = 1 (mod 4).
Stoga, iz (2) proizlaze dvije mogucnosti: ili su koeficijenti d, e neparni brojevi, ili su 4, e

parni brojevi, odnosno, preciznije, vrijedi kongruencija
d=e+2=0,2 (mod4). (3)

U ¢lanku [10] iz 2012. godine, A. Dujella i F. Luca promatraju navedeni problem za neparne
koeficijente 6, e. Postavljaju slutnju da, ako su 6 > 0 i e relativno prosti cijeli brojevi i
(0,e) # (1, 1), tada postoji beskonaéno mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoje
pozitivni djelitelji dy,dy od (n? + 1)/2 takvi da je d; + dy = én + &. U prvom dijelu rada
slutnju dokazuju za slucaj 6 = 1 prikazujuéi problem pellovskom, odnosno pripadnom
Pellovom jednadzbom, kojoj odreduju beskona¢no mnogo rjesenja putem kojih odreduju
i beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju navedena svojstva.
Takoder, u radu je dokazana tvrdnja da ne postoji neparan prirodan broj n sa svojstvom
da postoji par pozitivnih djelitelja dy,dy od (n? + 1)/2 za koje vrijedi d; + dy = dn + 0.
Za opcenite linearne polinome kojima su koeficijenti relativno prosti prirodni brojevi
pristup problemu je ve¢ na samom pocetku dokaza korjenski drugaciji od prethodno
navedenih dokaza. Pellova jednadzba cija se rjesenja koriste u odredivanju beskonac¢no

mnogo neparnih prirodnih brojeva n > 1 koji zadovoljavaju spomenuto svojstvo je oblika
U? —abcV? =1, (4)

gdje se zahtijeva da su a, b, ¢ prosti brojevi koji zadovoljavaju uvjete definirane Legendre-
ovim, odnosno Jacobijevim simbolima odredenima faktorizacijama (Uy — 1)(Ug + 1) =
abcVE, a gdje je (Up, Vo) fundamentalno rjeSenje od (4). Tvrdnja je uvjetno dokazana, a

uvjetovana je valjanostima poznatih slutnji o distribuciji prostih brojeva.

U prva dva poglavlja ovog doktorskog rada se ispituje postoji li beskonac¢no mnogo
neparnih prirodnih brojeva n > 1 za koje postoje djelitelji dy,dy od (n* + 1)/2 za koje
vrijedi jednakost (2), gdje su koeficijenti linearnog polinoma 4, e parni brojevi, odnosno
vrijedi (3). U prvom poglavlju rada dokazujemo da postoji beskona¢no mnogo neparnih
prirodnih brojeva n za koje postoje djelitelji dy,dy od (n? + 1)/2 za koje vrijedi (2) pri
¢emu je odabran fiksni koeficijent § linearnog polinoma én +¢. U prvom slucaju navedenu
tvrdnju dokazujemo za 6 =2, ¢ =0 (mod 4), dok je u drugom slucaju poglavlja § = 4, te

e =2 (mod 4). Bezuvjetno je dokazano da postoji beskonaéno mnogo neparnih prirodnih
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brojeva n koji zadovoljavaju navedeno svojstvo. Koriste¢i identitet
(dg — d1)2 = (dl + d2)2 — 4d1d2,

u mogucénosti smo proucavane probleme prikazati pellovskom jednadzbom te uvjetujuéi
da je njena desna strana potpuni kvadrat, ujedno i osigurati da promatarana pellovska
jednadzba ima beskonac¢no mnogo rjesenja. Rjesavanjem pripadne Pellove jednadzbe do-
bivamo beskonac¢no mnogo rjesenja koja koristimo prilikom odredivanja trazenih neparnih
prirodnih brojeva n i djelitelja di,dy od (n? + 1)/2 koji zadovoljavaju (2). U radu su
detaljno navedeni dokazi za slucajeve 6 = 2 1 § = 4, te je odredeno beskona¢no mnogo
neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju navedeno svojstvo i gdje su djelitelji dy, do
od (n? + 1)/2 relativno prosti brojevi. Dokaz slucaja § = 4 bitno je drugadiji od dokaza
slucaja § = 2 i dokaza iz [10] jer se dokaz razlaze na dva podslucaja u ovisnosti o tome je li
£ =2 (mod 8)ilie =6 (mod 8). Podslué¢aj koji je bitno drugaciji je onaj u kojem je ¢ = 2
(mod 8). U tom podslucaju eksperimentalnim podacima koji su eksplicitno navedeni u
radu utvrden je nzd(di, d2) na osnovu kojega je izgraden dokaz za taj podslucaj. Dakle,
izad =210 =4 uradu dokazano je da mozemo pronaci beskona¢no mnogo neparnih
prirodnih brojeva n i dva djelitelja dy, dy od (n? 4+ 1)/2 za koja vrijedi (2).

U nastavku poglavlja razmatra se slu¢aj u kojem je § =2 (mod 4) te e = 0. Za 6 =2
dokazano je da postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju
navedeno svojstvo i pritom su djelitelji dy,dy broja (n? + 1)/2 nuZno relativno prosti
brojevi, dok je u slucaju kad je § = 2 (mod 4), ¢ > 6, dokazano uz pomo¢ kriterija za
rjesivost pellovskih jednadzbi iz [15], da takvi neparni prirodni brojevi n ne postoje.

Ovaj je dio doktorskog rada u cijelosti uvrsten u ¢lanak [5] koji je prihvaden za objav-
ljivanje u casopisu Miskolc Mathematical Notes.

Za slucaj € = 0 proucavani problem svodi se na pitanje mozemo li svaki prirodni
broj e = 2 (mod 4) prikazati kao zbroj dvaju prirodnih brojeva dy, ds, gdje su svi prosti
faktori od dy,ds oblika 4k + 1, k € N. Ako zahtijevamo da djelitelji d;,ds budu prosti
brojevi, problem podsjeca na jaku (binarnu) formu Goldbachove slutnje. U potpoglavlju
su pokazani rezultati za slucaj 6 = 0 drugih autora, posebice R. Dietmanna i C. Elsholtza
iz [7].

U drugom poglavlju rada je promatran slican, problem gdje su koeficijenti linearnog
polinoma dn+¢ u medusobnoj ovisnosti. Naime, promatraju se jednoparametarske familije
koeficijenata takve da je u jednom slucaju € = § + 2, dok je u drugom slucaju e = § — 2.
U prvom od navedenih sluc¢ajeva dokazujemo da postoji beskonac¢no mnogo neparnih
prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju navedeno svojstvo. U poglavlju je dokazano i
sljede¢e zanimljivo svojstvo. Naime, svaka dva polinoma koja su generirana neparnim
prirodnim brojevima n odredenim susjednim ¢lanovima rekurzivnog niza (U, m > 0),

gdje je U,,, m > 0 niz prvih komponenti rjesenja Pellove jednadzbe iz dokaza teorema,



Uvod

imaju zajednicku nultocku.

U drugom dijelu drugog poglavlja razmatraju se slucajevi u kojima vrijedi ¢ = § — 2.
Radna hipoteza je da postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n te djelitelji
di,dy od (n? +1)/2 za koje vrijedi jednakost dy + dy = dn + § — 2. Problem ovakvog tipa
razlozen je na cetiri podslucaja u ovisnosti o klasi ostataka kojoj pripada parni broj o
pri dijeljenju brojem 8. Odredena je Pellova jednadzba oblika (4) koja se prikazuje kao
(U —1)(U + 1) = 2abcV?. Uvjetovano je da su brojevi a, b, ¢ prosti brojevi nakon ¢ega su
detaljno odredeni uvjeti koje navedena faktorizacija treba zadovoljavati te se naposlijetku
Legendreovim, odnosno Jacobijevim simbolima svi ostali, nepovoljni, uvjeti iskljucuju.
Metoda dokaza pociva na valjanosti Schinzelove hipoteze H o distribuciji prostih brojeva
iz. [22]. Na ovaj nacin smo u moguénosti dobiti beskona¢no mnogo Pellovih jednadzbi
oblika (4), a kao posljedicu toga i beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji
zadovljavaju navedeno svojstvo. U radu su detaljno prikazani slucajevi § = 4,6 (mod 8),
dok su slucajevi § = 0,2 (mod 8) izuzeti iz razmatranja jer na njih nije moguée primjeniti
koristene metode.

U posljednjem poglavlju rada promatra se verzija Subbaraove kongruencije oblika
ne(n) =2 (mod o(n)), (5)

gdje je ¢ Eulerova funkcija, a o funkcija sume djelitelja prirodnog broja n. U radu [11]
A. Dujella i F. Luca promatraju kongruenciju (5) i dokazuju da postoji samo kona¢no
mnogo prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju ovu verziju Subbaraove kongruencije i ¢iji su
prosti faktori elementi konacnog i fiksiranog skupa. U radu se ispituje koji prirodni brojevi
¢iji su prosti faktori elementi skupa {2,5}, odnosno koji su oblika n = 2%5%, «a, 3 > 0,
zadovoljavaju kongruenciju (5). U dokazu glavnog teorema ovog poglavlja problem je

prikazan diofantskom jednadzbom oblika
2+ =501 =c(z —1)(y — 1), ¢=17 (mod 30).

Uz pomo¢ Worleyjevog teorema i Leme iz [9] dobiva se konacno mnogo diofantskih jed-
nadzbi navedenog oblika nakon ¢ega je izracunavanjem svih njihovih rjesenja dokazano da
su jedini prirodni brojevi oblika n = 2%5°, «, 8 > 0 koji zadovoljavaju verziju Subbaraove

kongruencije brojevi n = 1,2,5,8.



PocLAVLJE 1

Fiksni koeficijenti linearnog polinoma
on + ¢

U jednom dijelu doktorskog rada ispitujemo postoji li beskona¢no mnogo neparnih

prirodnih brojeva n za koje vrijedi da postoje djelitelji dy, ds broja (n? + 1)/2 takvi da je
d1 + d2 =don + &,

pri ¢emu je 6 = ¢+ 2 = 0,2 (mod 4). U prvom poglavlju doktorskog rada ispitujemo
postoji li beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n s navedenim svojstvom za fiksne
koeficijente linearnog polinoma dn + e, odnosno, preciznije, ispitujemo postoji li besko-
nac¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n takvih da postoje djelitelji dy, dy od (n*+1)/2
takvi da vrijedi dy +de =dn+eczad=2,0 =4teec=0.

U slucajevima kad su 6 = 2 1 6 = 4 dokazujemo da postoji beskonacno mnogo nepar-
nih prirodnih brojeva n s navedenim svojstvom i navodimo jedan od nacina generiranja
beskona¢no mnogo takvih neparnih prirodnih brojeva n. U slucaju kad je 6 =2, ¢ =0
odredujemo nacin generiranja beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n s trazenim
svojstvom i ujedno odredujemo sve takve neparne prirodne brojeve n, dok u slucaju kad
jed =2 (mod 4), § > 6, =0 dokazujemo da ne postoji nijedan neparan prirodan broj

n koji zadovoljava navedene uvjete.

1.1 Slucaj § =2

U prvom potpoglavlju dokazujemo da postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih
brojeva n takvih da postoje dva djelitelja dy, dy broja (n? +1)/2 za koje vrijedi d; + do =
2n+e, ¢ =0 (mod 4). Koristec¢i poznati identitet (dy —dy)? = (dy +dy)* —4d;ds, problem
trazenja beskonacno mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju navedeno
svojstvo pretvaramo u problem rjesavanja pellovske jednadzbe. Odredivanjem beskonac¢no
mnogo rjesenja pripadne Pellove jednadzbe u moguénosti smo odrediti i beskona¢no mnogo

trazenih neparnih prirodnih brojeva n. U dokazu teorema nisu navedeni apsolutno svi
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neparni prirodni brojevi n koji zadovljavaju istaknuto svojstvo, ve¢ je navedeno beskonacno
mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje vrijedi da su djelitelji dy, dy broja (n? +1)/2

medusobno relativno prosti.

Teorem 1.1 Za svaki cijeli broj ¢ = 0 (mod 4) postoji beskona¢no mnogo neparnih

prirodnih brojeva n za koje postoji par pozitivnih djelitelja d;, ds od # takvih da vrijedi
dl + d2 =2n + €.

Dokaz.
Neka je ¢ = 0 (mod 4). Zelimo naéi neparan prirodan broj n i pozitivne djelitelje
dy,ds od % tako da vrijedi

d1+d2:2n+5.

Stavimo g = nzd(dy, ds) i pisSemo d; = gd},dy = gd,. Bududi je gd|dy = nzv(dy,ds) i

nzd(dy, dy) dijeli ”22“, zakljucujemo da postoji d € N takav da je

_g(n*+1)
didy = g

Iz identiteta

(d2 - d1)2 == (dl + d2)2 - 4d1d2,

dobivamo: »
(dy —dv)* = (2n +¢)* - 4M’
2d
2
1
(s — )7 = 4+ e 2 — 2971

d(dy — dy)? = 4n*d + 4den + e%d — 2n’g — 2g,
d(dy — d1)? = (4d — 2g)n* + 4den + £%d — 2g,
d(4d — 29)(dy — d1)* = (4d — 29)*n® + 4(4d — 2g)den + 4d*e* — 8dg — 2e°dg + 4g°. (1.1)
Stavimo da je X = (4d — 2g)n + 2de, Y = dy — d;. Tako (1.1) postaje:
X? —d(4d — 29)Y? = 8dg + 2e*dg — 4¢*.
Za g = 1 prethodni izraz postaje:
X? —2d(2d —1)Y? = 8d + 2¢*d — 4,

X? —2d(2d — 1)Y? = 2d(4 + £*) — 4. (1.2)

Izraz (1.2) je pellovska jednadzba. O¢ito je da desna strana od (1.2) nikad nije jednaka
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nuli.
Pokusavamo od desne strane od (1.2) napraviti potpuni kvadrat. Za izraz 2d(4+¢?)—4,

ako umjesto d stavimo izraz d = é52 — %z—: + 1, dobivamo:
2 L, 1 2 L, ?
2d(4+¢%) —4:2(85 —28+1> (Ad+e°)—4= (2(5 —2€+4)) :
Dakle, pellovska jednadzba (1.2) postaje:
1 2
X? —2d(2d — 1)Y? = <2(52 e 4)) . (1.3)
Sad, slicno kao u ¢lanku [10] trazimo rjesenja od (1.3) u obliku
L, Loy
X = 5(5 —2e+4)U, Y = 5(5 —2e+4)V.

Jednadzba (1.3) postaje:
U? —2d(2d — 1)V? = 1. (1.4)

Dobivamo Pellovu jednadzbu (1.4) koja ima beskona¢no mnogo (U, V') rjeSenja, a onda
postoji i beskona¢no mnogo (X,Y’) rjeSenja. Kako bi rijesili jednadzbu (1.4) razvijamo

2d(2d — 1) u verizni razlomak.

Dobivamo 4/2d(2d — 1) = [2d — 1;2,4d — 2]. Tako dobivamo:

(U()v%) = (1a0)7

(U, V1) = (4d - 1,2),

(Uy, Vo) = (32d* — 16d + 1,16d — 4),

(Us, V3) = (256d® — 192d? + 36d — 1,128d* — 64d + 6), .. ..
Opéenito,

Up=1, Uy =4d —1, Upyo=2(4d — VU1 — Un,
% = O, ‘/1 = 2, Vm+2 = 2(4d — 1)Vm+1 — Vm, m € No. (15)

Dokazujemo matematickom indukcijom da je U, =1 (mod (4d — 2)), m > 0.
Vrijedi: Up =1=1 (mod (4d —2)), Uy =4d—-1=1 (mod (4d — 2)).
Pretpostavimo da je U,, = U,,_1 =1 (mod (4d — 2)).

Tada za U,,41 vrijedi:
Uni1=24d—1)U,, —Up1=2—1=1 (mod (4d — 2)).

Racunamo pripadne vrijednosti za n. Znamo da je X = (4d — 2)n + 2de i takoder

1

1(e? — 2 + 4)U. Izjednacavanjem ovih izraza i izoliranjem broja n,

znamo da je X =
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dobivamo izraz:
2(e? =2+ 4)U — 2de

Ad — 2

Dokazujemo da je n prirodan broj, odnosno da se brojnik uvijek moze podijeliti

n =

nazivnikom.
Za d = g% — 3¢ + 1 imamo 4d — 2 = 3¢ — 2¢ 4+ 2. Dakle,

1
5(»52 — 264+ 4)U —2de=4d+e—2—2de = —(2d—1)e =0 (mod (4d — 2)),
Sto znaci da su svi brojevi n generirani na navedeni nacin prirodni brojevi.

Na primjer, iz Uy, Us, U3, dobivamo:

n=1(e—3:+6),
dy =1,
d2:€2—2€+5.

n = 1(e* — 6% 4 20e — 33 + 34),
di =e? — 2¢ + 5,
dy = e* — 6 + 192 — 30¢ + 29.

n= %(56 — 10&° + 50e* — 148¢3 + 2812 — 323 + 198),
dy = e* — 63 + 19¢% — 30e + 29,

dy = €% — 10® + 49e* — 1423 + 2622 — 292¢ + 1609.

1.2 Slucaj 6 = 4

Dokaz sljedeceg teorema nesto je drugaciji od dokaza Teorema 1.1. Stavimo li da je
g = nzd(dy, ds) te dy = gd,dy = gd,, bududi je gd|dy = nzv(dy,ds) i nzd(dy,dy) dijeli
(n? +1)/2, opet zakljuéujemo da postoji d € N takav da je

g(n® +1)

didy = ¥

No, broj d kojeg definiramo i koji je izrazen uz pomoc¢ broja € je prirodan broj ako je
£ =6 (mod 8), ali ne i u slucaju ako je ¢ = 2 (mod 8). Iz tog razloga razlikujemo dva
podslucaja: u jednom podslucaju vrijedi € = 6 (mod 8) i u dokazivanju tvrdnje Teorema
1.2 primjenjujemo metode iz clanka [10], a u drugom podslucaju vrijedi e = 2 (mod 8) i

koristimo bitno drugacije metode od onih koje smo koristili u dokazu Teorema 1.1. U tom
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podslucaju na osnovu eksperimentalnih podataka odredujemo brojeve g, d; i ds. Bududi
znamo da je Y = dy — d; jedna od nepoznanica pellovske jednadzbe koju nastojimo rijesiti,
u mogucnosti smo na osnovu odredenih eksperimentalnih podataka odmah odrediti i broj
Y. Poznavanje broja Y omogucuje nam odredivanje i druge nepoznanice, X, pocetne
pellovske jednadzbe. Na taj na¢in dobivamo jedno rjeSenje (X,Y’) pellovske jednadzbe
i pomoc¢u tog rjesenja smo u moguc¢nosti odrediti i jedan neparan prirodan broj n koji
zadovoljava svojstvo Teorema 1.2, odnosno za takav neparan prirodan broj n postoje
djelitelji dy, dy od (n* + 1)/2 za koje vrijedi dy + dy = 4n +¢, € =2 (mod 8). Koristedi
svojstva pellovske jednadzbe kojoj znamo jedno rjesenje, odredujemo beskona¢no mnogo

njenih rjesenja, a na taj nacin i beskona¢no mnogo trazenih prirodnih brojeva n.

Teorem 1.2 Za svaki cijeli broj ¢ takav da vrijedi ¢ = 2 (mod 4) postoji beskona¢no
n24+1
2

mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoji par pozitivnih djelitelja dy, ds od
takvih da je
dl + dg =4n + €.

Dokaz.
Za pocetak promatramo podslucaj u kojem je € = 6 (mod 8). Nastojimo dokazati da
postoji beskonacno mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoje pozitivni djelitelji

dy,dy od ”22“ takvi da vrijedi

d1+d2:4n—{—5.

Kao u dokazu Teorema 1.1, neka je g = nzd(dy, ds), dy = gd}, ds = gd), te

g(n?*+1)

didy =
102 2d

Koriste¢i poznati identitet
(dy — 011)2 = (dy + d2)2 — 4d,ds,

i uvrstavanjem definiranih vrijednosti, dobivamo:

g(n?+1)

(d2 — d1)2 = (471/ + 5)2 —4 5d ,

d(dy — dy)* = (16d — 2g)n* + 8den + £%d — 2g,
d(16d—2g)(dy—dy)* = (16d—29)*n*+8(16d —2g)den+16d°c* — 32dg —2e*dg+4g°>. (1.6)
U sluéaju kad je X = (16d — 2g)n + 4de, Y = dy — dy, izraz (1.6) postaje:

X? —2d(8d — g)Y? = 32dg + 2*dg — 44°. (1.7)
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Uvrstavanjem g = 1 u (1.7), dobivamo:
X2 —2d(8d —1)Y? = 2d(16 + &%) — 4. (1.8)
Izraz (1.8) je pellovska jednadzba. Desna strana od (1.8) je uvijek razlic¢ita od nule.

Nastojimo da desna strana dobivene jednakosti (1.8) bude potpuni kvadrat kako bi na

slican nac¢in kao u Teoremu 1.1 mogli rijesiti dobivenu pellovsku jednadzbu (1.8). Ako

. 12 1.5 vamo:
definiramo da je d = 55¢* — 2¢ + 2, dobivamo

1, 1 5 1 2
2d(16+52)—4:2<3252—85+8) (16 + £2) — 4 — (4(52—2s+16)> .

Dobivamo novu pellovsku jednadzbu:
1 2

X?—2d(8d —1)Y? = (4(52 — 2+ 16)) : (1.9)

Sad, sli¢no kao u ¢lanku [10] trazimo rjeSenja od (1.9) u obliku
L 5 L o
X = 1(6 —2e+16)W, Y = 1(5 —2c+16)Z.
Pellovska jednadzba (1.8) postaje:
W?—2d(8d —1)2* = 1. (1.10)

Dobivena Pellova jednadzba koja je pridruzena pellovskoj jednadzbi (1.9) ima beskona¢no
mnogo (W, Z) rjesenja, Sto implicira da onda postoji i beskonacno mnogo (X,Y) rjesenja.

Kako bi rijesili jednadzbu (1.10) razvijamo 1/2d(8d — 1) u verizni razlomak.

Vrijedi 1/2d(8d — 1) = [4d — 1;1,2,1,8d — 2]. Prvih par rjesenja Pellove jednadZbe
(1.10) je:
(Wo, Zo) = (1,0),
(Wh, Z1) = (16d — 1,4),
(W, 7o) = (5122 — 64d + 1,1284 — 8), .. ..

Opéenito,
Wo=1, Wy=16d—1, Wys=2(16d — 1)W1 — Wi,
ZO = O, Zl = 4, Zm+2 = 2(16d — ]—)Zm—H — Zm, m € No.

Koristeéi matematicku indukciju dokazujemo da je W,,, =1 (mod (16d — 2)), m > 0.
Vrijedi: Wy =1=1 (mod (16d — 2)), W; =16d — 1 =1 (mod (16d — 2)).

10
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Pretpostavljamo da je W,,, = W,,,_1 =1 (mod (16d — 2)). Tada za W,,,; vrijedi:

Wit = 2(16d — D)Wy, — W1 =2—1=1 (mod (16d — 2)).

Sad smo u mogucénosti odrediti neparne prirodne brojeve n. Ranije smo odredili
X = (16d — 2)n + 4de i X = $(? — 2 + 16)W. Izjednacavanjem ovih izraza, dobivamo:

HEe? =2 +16)W — 4de

"= 16d — 2

Dokazujemo da je n prirodan broj, odnosno da se brojnik uvijek moze podijeliti
nazivnikom.
Za d = 35¢* — ge + 2 imamo 8d — 1 = 62 — ¢ + 4. Uocimo da je 5 neparan cijeli broj.
Jednostavnim raspisom dobivamo,

1
(& =25+ 1)W —dde =8d — 1+ % ~4de = (84— 1)(1 — %) =0 (mod (16d — 2)),

sto nam ukazuje da su svi brojevi n generirani na navedeni nacin su prirodni brojevi.

Iz Wy, Wy, W3, dobivamo:
n = 1(e? — 3+ 18),
d1 == 1
dy = €% — 2 + 17.

n=1(e* — 6% + 44¢% — 105¢ + 322),
dy =¢e? —2e+ 17,

dy = e* — 63 + 4322 — 102¢ + 305.

n = 1(% — 10" + 86 — 3882% 4 1529¢% — 3155 + 5778),
dy = e* — 63 + 432 — 102¢ + 305,

dy = €% — 10£° + 85e* — 382¢3 + 148622 — 3052¢ + 5473.

U drugom podslucaju je e = 2 (mod 8). Neka je e = 8k + 2, k € Ny. Stavimo li za

g= i52 + 4 i ujedno g = d;, dobivamo:

1 | | 2
X? — 2d(84 — ¢)Y? = 32d <4€2 + 4) 1 2:%d (452 + 4) 4 <4s2 + 4) ,

d 1
X% —2d(8d — g)Y? = ¢&* <2 — 4> + &%(16d — 8) + 128d — 64,

11
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X2 —2d(8d — g)Y? =

4

2d — 1
et +8e%(2d — 1) + 64(2d — 1),

i uocavamo da ¢e desna strana biti potpuni kvadrat u slucaju kad vrijedi da je 2d — 1

potpuni kvadrat.

Pogledajmo primjere petorki (n,d;,ds, g,d) koje zadovoljavaju uvjete Teorema 1.2

i za koje vrijedi ¢ = 2 (mod 8). U navedenim tablicama istaknuti su oni podaci koje

koristimo u dokazu drugog podslucaja Teorema 1.2, odnosno one petorke za koje vrijedi

g=d; = ng + 4. Motivirani tim primjerima mozemo odrediti i broj ds. € = 2

n dy do g
7 5 25 51
807 625 2605 | 5
1747 85 6905 | 5| 13
79207 | 61405 | 255425 | 5 | 1
141877 | 6905 | 560605 | 5 | 13
e =10
n dy do g d
99 29 377 | 2913
157 145 493 29 | 5
240393 | 36221 | 925361 | 29 | 25
292477 | 278197 | 891721 | 29 | 5

12
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=18
n dy do g d
11 1 61 1 1
43 5 185 ) 5t
463 221 1649 171 5
ATT 61 1865 1 1
1143 85 4505 | 85 | 145
1437 185 5581 1 1
2163 2465 6205 86 | 13
14443 | 1865 55925 5 5t
43211 | 5811 | 167281 | 1 1
60337 | 4505 | 236861 | 17 | 29
220953 | 7565 | 876265 | 85 | 313
259849 | 1037 | 1038377 | 17 | 533
432957 | 55925 | 1675921 | 1 1
568143 | 1525 | 2271065 | 5 | 233
=126
n dq do d
253 | 173 | 865 | 173 | 37
5443 | 173 | 21625 | 173 | 685
13747 | 173 | 54149 | 173 | 1745

13
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=234
n dy do g d
13 1 85 1 1
47 1 221 1 1
109 13 457 1 1
207 5 857 1 5
667 85 2617 1 1
2189 3809 4981 293 37
3547 457 13765 1 1
8793 221 34985 1 5
16839 | 293 | 67097 | 293 | 2113
20269 | 2617 | 78493 1 1
34073 857 135469 1 5
106573 | 13765 | 412561 1 1
607675 | 78493 | 2352241 | 1 1
e =42
n dy do g d
123 89 445 89 17
337 5 1385 5 41
657 445 2225 | 445 | 97
3149 2581 10057 89 17
13473 5785 48149 89 29
40707 | 445 | 162425 | 445 | 5101
147917 | 3205 588505 5 29
487309 | 401657 | 1547621 | 89 17
699485 | 12193 | 2785789 | 89 641

Motivirani navedenim podacima, uzimamo da je broj d u ovom slucaju jednak

1 1 7
d= — 4~ 3, 2 2 =
5125 e”+ —¢ €+

64

64

)
16

41
32

Uvrstavajudi za e = 8k + 2, k € Ny, dobivamo d = 8k* + 4k* 4 1, odnosno zaklju¢ujemo

da je d € N. Takoder, vrijedi:

2d — 1 = 16k* +8k* + 1 = (4k* + 1)%

14
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Uvrstimo li sve dobiveno u (1.7), vrijedi:

X% —2d(8d — g)Y* = (312(52 +16)(e* — 4e + 20))2, (1.11)
Sto jos mozemo zapisati i kao:
X7 —2d(8d — g)Y? = (2(4k” + 1)(16k* + 8k + 5))".
Promotrit ¢emo i jednadzbu

U? —2d(8d — g)V* =1, (1.12)

gdje je (1.12) pridruzena Pellova jednadzba pellovskoj jednadzbi (1.11). U ovom slucaju
ne mozemo opéenito razviti broj /2d(8d — g) u verizni razlomak, stoga se odluc¢ujemo na
nesto drugaciji pristup u kojem ne odredujemo eksplicitno fundamentalno rjesenje Pellove
jednadzbe (1.12).

Neka je (Uy, V) fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe (1.12). Iz (1.12) je jasno i da
vrijedi

U?=1 (mod (16d — 2g)).

Osim §to smo utvrdili da postoji pravilnost za broj g = nzd(dy,dz), g = di = > + 4, iz

navedenih tablica uocavamo da postoji i pravilnost u formiranju broja d,. Naime, vrijedi
dy = di — 16kd,, k € Ny.
Za'Y = dy — d; tako dobivamo
Y =dy —dy = di — 16kd;, — d, = d2 — (16k + 1)d,.
S obzirom da je g = d;, mozemo pisati
Y = ¢* — (16k + 1)g.

U tom slucaju Y postaje

TR

1 2 1 4 3 112
Y:(452+4) —(25—3)<52+4> = f c

_ 8 +28
4 €+ 25

te je

1 2
Y? = (16(52 4 16)(e? — 8 + 28)) .

15
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Uvrstavanjem dobivenog u (1.11), vrijedi:

X? =2d(8d — g) (116(52 +16)(e* — 8¢ + 28))2 + (312(52 +16)(e* — 4e + 20))2 :

[ <(52 +16)(e® — 16 + 140e* — 7683 + 312062 — 8704¢ + 14400))2
B 2048 ‘

¥ - (g2 +16)(5 — 16£° + 140e* — 76823 + 3120e? — 8704¢ + 14400)
B 2048 '
Ispitujemo vrijedi li kongruencija
X =4de  (mod (16d — 2g)) (1.13)
. . - _ X—dde
za ovako definirani X. Znamo da je X = (16d — 2g)n + 4de, odnosno n = T6d-20"
et g3 be? 25
16d —2g = — — — + — — —
6d — 2g 31 + 1 oe + 5
et & 5e? 25\ (et & 13?2 Oe
X —dde = [ == - 4= _ il I (e
e (32 R 56+2)<64 3 16 4+9>’

pa je
et &3 N 132 9¢ Ly
n=-——— — =409
64 8 16 4

Uvrstimo li € = 8k + 2, dobivamo

n = 64k* + 28k* + 7,

iz ¢ega je jasno da je n € N.
Bududi vrijedi kongruencija za ovako definirani X, mozemo definirati odgovarajuce

fundamentalno rjesenje od (1.11)

(€2 +16)(e% — 16 + 140" — 7683 + 3120e? — 8704 + 14400)
2048 ’

(Xo, Yo) = (

1
1—6(52 +16)(e* — 8¢ + 28)).

Na ovaj smo nacin dokazali da postoji barem jedan neparan n € N za svaki e = 8k+2, k €
Ny, koji odgovara uvjetu Teorema 1.2. Preostaje dokazati da postoji beskona¢no mnogo
takvih brojeva n. To ¢emo dokazati tako da dokazemo da postoji beskona¢no mnogo

parova rjesenja (X;,Y;), i € N od (1.11) koji zadovoljavaju kongruenciju (1.13).

16
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Ako je (Xo, Yp) rjeSenje jednadzbe (1.11), onda su i

(X,,Y;) = <X0+ «/2d(8d—g)Y0> (U0+ \/Qd(8d—g)Vo)2i, i=01,2,... (L14)

rjeSenja jednadzbe (1.11). Jednostavnim raspisom dobivamo da vrijedi
X; = Xo (Ugi + (221) 2d(8d — g)UZ" Vg + (ii)(m(sd —g)2UF TV 4+ (2d(8d — g))iV02i> +

- 2i i 2% i % PR
+Yo (4¢U§1 Wod(8d — g) + (3)(2d(8d — )2 UE BV + (5)(2d(8d —)PUZTIVE 4+ (% B 1)(2d(8d —9)'V¢ 1U0) .

Ovako definiranih rjesenja od (1.11) ima beskonaéno mnogo. Ispitujemo vrijedi 1i (1.13)

za X;, 1 € N. Ve¢ znamo da vrijedi
Xo =4de (mod (16d — 2g)).

Vrijedi
X, =U Xy = Xo =4de  (mod (16d — 2g)).
Dakle, postoji beskona¢no mnogo (X;,Y;) rjesenja od (1.11) koji zadovoljavaju kongruen-

ciju (1.13).

Koristedi
Xi — 4de

16 — 2g

dobivamo beskonac¢no mnogo prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju uvjete Teorema 1.2.

Vrlo je lako uociti da su brojevi n neparni. Naime, s obzirom da je d,g = 1 (mod 4)
znamo da vrijedi 16d — 2g = 2 (mod 4). Imamo
(€2 4+ 16)(e® — 16e° + 140e* — 768 + 3120e2 — 8704¢ + 14400)

XO — =
2048

= 2(256k0—128%°+160k* —64k>+52k* —16k+5)(16k*+8k+5) = 10(4k*+5) = 2(4k*+5) =2 (mod 4).

Buduéi (1.12) implicira da je Uy neparan te V; paran broj, iz (1.13) dobivamo da vrijedi
X;—4de = X; = U Xo=Xo=2 (mod 4)

iz ¢ega slijedi da je n neparan prirodan broj.

1.3 Slucaj e =0

U ovom potpoglavlju doktorskog rada promatramo slucaj u kojem je € = 0. Ispitujemo

postoji li beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n takvih da postoje djelitelji

17
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di,dy broja (n? 4+ 1)/2 za koje je dy + do = dn, § = 2 (mod 4). Uocavamo da postoje
dva bitno razli¢ita podslucaja. U sluc¢aju kad je 6 = 2 dokazujemo da postoji beskonacno
mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju navedeno svojstvo i pritom su
djelitelji dy,ds broja (n? + 1)/2 medusobno relativno prosti. U slucaju kad je § = 2
(mod 4), § > 6 dokazujemo da ne postoje neparni prirodni brojevi n koji zadovoljavaju
navedeno svojstvo. U dokazivanju navedenih tvrdnji problem opet svodimo na odredivanje
rjeSenja pellovske jednadzbe nesto drugacijeg tipa od prethodno dobivenih pellovskih
jednadzbi. Novodobiveni tip pellovske jednadzbe zahtijeva primjenu kriterija iz ¢lanka

[15] kojeg koristimo kako bi utvrdili postojanje njenih rjesenja.

Propozicija 1.3 Postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n sa svojstvom

da postoji par pozitivnih djelitelja di, dy od % takvih da je

d1 + d2 = 2n.

n2+1

Pritom za sva rjeSenja vrijedi da je nzd(dy,dz) = 11 didy = ™5

Dokaz.

Zelimo nadi neparan pozitivan broj n i pozitivne djelitelje dy, ds od # tako da vrijedi
d1 + dg = 2n.

Stavimo g = nzd(dy,dy). Tada vrijedi g|(2n), te g|(n* + 1), iz ¢ega zaklju¢ujemo da
g]((2n)? +4) Sto znadi da g|4. Bududi je g najvedi zajednicki djelitelj brojeva dy, dy koji su
neparni, zaklju¢ujemo da je i g neparan broj pa slijedi da je g = 1. Kao i prije, definiramo

dsdidy, = ”22;1 pa iz identiteta:

(do — dy)? = (dy + do)* — 4dydsy,

dobivamo: 2 q
(dy — d)? = (2n)? — 21 ; ).

d(dy — d1)? = 4n*d — 2n* — 2.
Stavljajuci dy — d; = 2y lako dobivamo:
(4d — 2)n* — 4dy* = 2,
(2d — 1)n* — 2dy* = 1. (1.15)

Iskoristit ¢emo sljedeéu lemu, koja predstavlja Criterion 1 iz [15] kako bi provjerili

postoji li rjesenje za (1.15).
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Lema 1.4 (Grelak, Grytczuk) Neka sua > 1, b prirodni brojevi takvi da vrijedi nzd(a, b) =

11 D = ab nije potpun kvadrat. Neka je (ug,vg) fundamentalno rjesenje jednadzbe
u? — Dv? = 1.
Tada jednadzba ax? — by? = 1 ima rjeSenja u prirodnim brojevima ako i samo ako

2a|(up + 1) i 2b|(ug — 1).

Moramo rijesiti pridruzenu Pellovu jednadzbu oblika:

U? —2d(2d — 1)V? = 1. (1.16)
Razvoj broja 1/2d(2d — 1) u verizni razlomak smo ve¢ odredili u Teoremu 1.1 i dobili smo
da vrijedi:

2d(2d — 1) = [2d — 1;2,4d — 2].

Fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe (1.16) je (4d — 1,2). U nasem slucaju, prema

Lemi 1.4, treba vrijediti

2(2d —1)|4d i 4d|(4d - 2),
sto ne vrijedi za d € N. Dakle, za pellovsku jednadzbu (1.15) ne postoje cjelobrojna,
rjesenja (n,y) u slucaju kad je a = 2d — 1 > 1. JoS ostaje provjeriti postoje li rjesenja kad

je a =1 sto je slucaj koji nije ukljucen u Lemu 1.4.

U slucaju kad je a = 2d — 1 = 1 vrijedi d = 1. Vratimo li se u pocetnu pellov-

sku jednadzbu (1.15) i uvrstimo li d = 1, dobivamo Pellovu jednadzbu:
n® — 2% =1, (1.17)
koja ima beskona¢no mnogo rjesenja n = U,,, y = V,,, m € Ny gdje je:
Uo=1, Uy =3, Upyo =6Uy1 — Uy,

%:Oa ‘/1:27 Vm+2:6vm+1_vm7 mGNO

Prvih nekoliko rjesenja jednadzbe (1.17) je:

(U07Vb) = (17())7 (Ula‘/l) = (372)? (U27V2) = (177 12)7 <U37V3> = (9977())7 SR
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Za navedena pocetna rjesenja ispisujemo pripadne trojke (n,d;, ds):
(n,d1,ds) = (3,1,5), (17,5,29), (99,29,169),....

Ovime je dokazano da postoji beskona¢no mnogo neparnih brojeva n sa svojstvom

da postoji par pozitivnih djelitelja d;, ds od ”2;1 takvih da je di + dy = 2n. Bududi da
smo dokazali da u slucaju kad je 6 = 2 i e = 0 mora biti g = 11 d = 1, zaklju¢ujemo
da su u svim rjesenjima brojevi dy i ds relativno prosti i zakljucujemo da uvijek vrijedi

dldg == %
0

Teorem 1.5 Neka je § > 6 prirodan broj takav da vrijedi § = 4k + 2,k € N. Tada ne
postoji neparan prirodan broj n sa svojstvom da postoji par pozitivnih djelitelja dy, ds od
% takvih da je

d1 —f-dg = on.

Dokaz.

Pretpostavimo suprotno, te neka je § najmanji broj oblika 6 = 4k + 2, k € N, za
kojeg postoji neparan prirodan broj n i par pozitivnih djelitelja di,ds od # takvih
da je dy + dy = dn. Neka je g = nzd(dy,ds) > 1. Buduéi vrijedi d; = gd}, dy = gd,,
tada g|(n® + 1) i g|(dn) pa zaklju¢ujemo da g|((én)* + 6%), odnosno g|§? Sto znadi da g
i 0 imaju zajednicki prosti faktor p. Neka je dy = pd/,dy = pd},d = pd”. Tada vrijedi
pd| + pdy = pd'n pa je di +dy = d"n i d},d) su djelitelji od % Ocito je 0" < 0 pa ako
je 8" # 2, onda smo dobili kontradikciju s minimalnoséu od ¢. Dakle, ako je §” # 2, onda
mora biti g = 1.

Ako je §" = 2, onda iz Propozicije 1.3 slijedi da je nzd(d{,dy) =11 d{dy = ”22“. No,
nzv(dy, dy) = pdidy bi trebao dijeliti # Sto je nemogucée zbog p > 1. Dakle, i u ovom

slu¢aju mora biti g = 1.
Koristed¢i identitet
(dy — dy)? = (dy + do)? — 4dydsy,

i uzimanjem g = 1, dobivamo:

2 _ 2 (n* +1)
(do — dp)* = (6n)? — 2T

d(dg - d1)2 = (52n2d — 2712 — 2,
d(dg — d1)2 = ((Szd - 2)71,2 — 2.

U izrazu

((Szd — 2)712 — d(d2 — d1)2 = 2,
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stavljamo dy — d; = 2y (jer su dy, ds neparni pa je njihova razlika sigurno paran broj) pa
dobivamo:
(6%d — 2)n* — 4dy* = 2.

Citav izraz dijelimo s 2:
(2d(2k +1)% — 1)n? — 2dy* = 1.

Definiramo §' = g = 2k 4 1, pa prethodni izraz postaje:

(20”d — 1)n* — 2dy* = 1. (1.18)

Pomoéu Leme 1.4 ¢emo dokazati da pellovska jednadzba (1.18) nema rjesenja.

Da bi mogli primijeniti Lemu 1.4, prvo moramo formirati jednadzbu oblika
22 — Dy? = 1.

U nasem slucaju vrijedi a = 26?d — 1 i vrijedi da je a > 1 (jer je &' > 3) te takoder vrijedi
da D = ab = 2d(2§"*d — 1) nije potpun kvadrat jer je 2d(20"*d — 1) = 2 (mod 4). Zato

trazimo najmanje (netrivijalno) rjesenje jednadzbe:
u? — 2d(26%d — 1)v* = 1. (1.19)

Prvi korak u trazenju fundamentalnog rjesenja jednadzbe (1.19) je razvijanje izraza

\/2d(26?d — 1), 0’ > 3 u verizni razlomak.

Broj 4/2d(26?d — 1) ima razvoj oblika:

2d(26?d — 1) = [ag; a1, as, ..., a1, 2ag].

Brojeve a; ra¢unamo rekurzivno na sljede¢i nacin:

si+a0
a; = ‘
i

2
d— i

J y Sip1 = @ity — S5, tip1 = .
3

ap = [1/2d(20%d — 1)] = 2dd" — 1, so =0, to = 1;
sp=2d6 — 1, t;, =4dd —2d —1, a; = 1;
S = 2d0" — 2d, ty = 2d, ay =20 —2;
s3=2dd" — 2d, t3 =4dd —2d—1, az = 1;

Sq4 = 2d5/ — ]_, t4 = ]_, ayq = 2(2d6/ — ].) = 2@0.
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Dakle, razvoj broja 1/2d(20"2d — 1) u veriZni razlomak je

2d(207d — 1) = [2d6' — 1;1,28 — 2,1,2(2dd" — 1)).

Sad trazimo fundamentalno rjesenje jednadzbe (1.19). Buduéi je duljina perioda [ razvoja
u verizni razlomak jednaka [ = 4, fundamentalno rjesenje jednadzbe (1.19) je dano s

(p3, q3), gdje brojeve p;, q;, ¢ =0,1,2,3 racunamo rekurzivno:
Po = ao, p1 = apar +1, pp = appPr—1 + Pr-2;

Go=1 q=a, q=arqx—1+ qp—2, k=2,3.

Redom dobivamo:
(p()v qO) = (2d6/ - 17 1)7 (pla Ch) = (2d5/7 1)7 (p?v (12) = (45/2d - 2d5/ - 17 25/ - 1)7

(ps, q3) = (46"%d —1,26").

Dobivamo fundamentalno rjeSenje (ps,qz) = (ug,vo) = (48*d — 1,24') i primjenjujemo
Lemu 1.4.

U naSem slucaju je: a = 26?d — 1, b= 2d. 1z Leme 1.4 dobivamo:
(46"d — 2)|46™d, 4d|(46™d — 2).

Vidimo da 4d|(46"d — 2) ako i samo ako 4d|2 $to je nemoguée jer je d € N. Dakle,
jednadzba (1.18) nema rjesenja. Time smo pokazali da ne postoji neparan prirodan broj
n sa svojstvom da postoji par pozitivnih djelitelja d;, dy od # takvih da je dy + dy = 0n,
gdje je 6 =2 (mod 4), § > 6.

1.4 Slucaj § =0

U ovom potpoglavlju prikazujemo poznate rezultate drugih autora za slucaj u kojem
je 0 = 0. Ovaj je slucaj bitno razli¢it od svih do sad promatranih, buduéi da linearni
polinom dn + ¢ postaje konstantni polinom &, Sto znaci da promatrani polinom vise ne
ovisi o broju n.

Promatrajuci ovaj problem pokusavamo odgovoriti na pitanje mozemo li svaki prirodni
broj e = 2 (mod 4) prikazati kao zbroj dvaju prirodnih brojeva di, ds za koje vrijedi da
su svi prosti faktori od dy, ds oblika 4k + 1. Ako se koncentriramo na slucaj u kojem

zahtijevamo da su djelitelji dy, dy prosti brojevi, problem koji promatramo nas podsjeca
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na jaku (binarnu) Goldbachovu slutnju, odnosno slutnju da se svaki paran prirodan broj
n, n > 4, moze prikazati kao zbroj dvaju prostih brojeva. Ova se slutnja smatra jednim
od najintrigantnijih nerijesenih problema u teoriji brojeva ve¢ dugi niz godina, pa rjesenje
ne¢emo traziti u obliku u kojem su d; i dy prosti brojevi.

U iznimno korisnom alatu eksperimentalne matematike naziva Enciklopedija cjelobroj-
nih nizova (On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS), [19]) kod informacija o

nizu numeriranom kao A071636 moze se naci slutnja povezana s nasim problemom.

Slutnja 1.6 Jedini prirodni brojevi oblika n = 4k + 2,k € Ny za koje ne postoji par
prostih brojeva p,q =1 (mod 4) takvih da je p + ¢ = n su brojevi 2,6, 14, 38, 62.

l

Uz jaku (binarnu) Goldbachovu slutnju L. Euler i C. Goldbach u pismima koja su
izmijenjivali formuliraju i slabu (ternarnu) Goldbachovu slutnju, odnosno slutnju da se
svaki neparan prirodan broj n > 5 moze prikazati kao suma triju prostih brojeva. I ovu
su slutnju mnogi matematicari pokusavali dokazati dugi niz godina. 1. M. Vinogradov
je 1937. godine pokazao da slaba Goldbachova slutnja vrijedi za sve prirodne brojeve
n koji su veci od vrlo velike konstante C. ITako je nekoliko puta tijekom 20. stoljeca ta
konstanta smanjivana, njena je vrijednost ostala iznimno velika (M.-Ch. Liu i T. Wang
su 2002. godine odredili da je C' = €*'%). Naposlijetku, peruanski matematicar H. A. Hel-
fgott 2013. godine ostvaruje iznimno znacajan rezultat koriste¢i modernu interpretaciju
poznatih rezultata G. H. Hardyja, J. E. Littlewooda i I. M. Vinogradova te u svom radu

naslova "The Ternary Goldbach Conjecture Is True" dokazuje tu davno formuliranu slutnju.

No, za razliku od slucaja u kojem zahtijevamo da su dy, dy € P te oblika 4k + 1, postoje
vazni rezultati u dokazivanju da se svaki prirodni broj € = 2 (mod 4) moze prikazati kao
zbroj prirodnih brojeva d, dy kojima su svi prosti faktori oblika 4k + 1.

Znacajne su rezultate dobili G. Greaves u svom radu [14] i R. Dietmann i C. Elsholtz
u [7]. Prije predstavljanja glavnih teorema ovog dijela rada, navodimo neke poznate
rezultate o prikazu prirodnih brojeva u obliku sume dva ili ¢etiri kvadrata koji se koriste

u dokazivanju glavnog rezultata ovog potpoglavlja.

Lema 1.7 Ako prosti broj p dijeli sumu dvaju kvadrata relativno prostih cijelih brojeva,
tada je prosti broj p oblika 4k + 1.

Dokaz.
Neka je nzd(a,b) = 1 i neka je p neparan prosti broj takav da p|(a®+ 0?). Tada vrijedi

a* = —b* (mod p), odnosno

aP~l = (=1)P V2= (mod p).
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S obzirom da je nzd(a, b) = 1, brojevi a, b nisu djeljivi brojem p pa prema Malom Ferma-
tovom teoremu vrijedi
a?'=1=1 (mod p)

Sto povladi da je (—1)P~V/2 =1 (mod p) §to za p > 2 daje (—1)?~V/2 = 1. Dakle, broj
(p — 1)/2 je paran broj, odnosno prosti broj p je oblika 4k + 1.

O
Korolar 1.8 Ako je p prosti broj oblika p = 3 (mod 4) i p|n = a® + b?, tada p|a i p|b.

O

Korolar 1.9 Ako je p prosti broj oblika p = 3 (mod 4) za kojeg vrijedi da p|n, tada n ne

mozemo prikazati kao sumu dvaju kvadrata relativno prostih cijelih brojeva.
O

Teorem 1.10 Prirodni broj n = []p;* moguce je prikazati kao sumu dvaju kvadrata

cijelih brojeva ako i samo ako su eksponenti a; parni za svaki p; = 3 (mod 4).
O

Tvrdnja najvaznijeg teorema ovog poglavlja, Teorema 1.14, ima i povijesni znacaj.
L. Euler je u pismu C. Goldbachu 15. travnja 1747. godine napisao: "Teorem ’Bilo koji
broj se moZe prikazati kao suma cetiriju kvadrata’ ovisi o sljedecoj Cinjenici: 'Swvaki se
broj oblika 4m + 2 moZze prikazati kao suma brojeva 4x + 1 i 4y + 1 od kojih nijedan od
navedenih brojeva ne smije imati faktor oblika 4p — 1’". Kasnije je L. Euler doradio svoje
komentare i tvrdio da uvijek mozemo odabrati da navedena dva pribrojnika budu prosti
brojevi. Danas to zapazanje poznajemo kao jaku formu Goldbachove slutnje. Euler je

tada imao u cilju dokazati Teorem o Cetiri kvadrata. Predstavio je problem u obliku
dm+2=a*+ b+ + &

i utvrdio da bi, bez smanjenja opcenitosti, brojevi a, b trebali biti parni, a brojevi ¢, d
neparni. Na taj nacin brojevi a® + ¢? = 4x + 11 b* + d? = 4y + 1 zadovoljavaju Eulerove
uvjete, osim u slucaju kad brojevi a, c ili brojevi b, d imaju zajednicki prosti faktor oblika
4p — 1 sto je pokusavao kroz dokaz iskljuciti.

L. Euler nije uspio dokazati Teorem o cetiri kvadrata. Nakon njega je J. L. Lagrange
proucavao isti problem i 1770. godine dokazuje Teorem o Cetiri kvadrata koriste¢i Eulerov

identitet o c¢etiri kvadrata.

Teorem 1.11 (Teorem o Cetiri kvadrata, Lagrange) Svaki prirodan broj moze se prikazati

u obliku sume kvadrata cetiri cijela broja.
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O

Nekoliko godina kasnije A. M. Legendre je poboljsao Lagrangeov rezultat dokazujuéi da
se svaki prirodni broj n moze prikazati kao suma kvadrata triju cijelih brojeva ako i samo
ako prirodni n nije oblika n = 4%(8b + 7), a,b € N.

Definicija 1.12 Neka su zadane dvije funkcije f,g: R — R. Pisemo f(x) = O(g(x)), za
x — 00, ako postoje konstante C,Cy € R za koje vrijedi

|f(x)| < Cilg(z)], = > Cy.

Teorem 1.13 (Greaves) Neka je n # 0,1,5 (mod 8) i neka je S(n) broj parova (p,q),

p,q € P za koje je
lL<p<yn/2, 1<qg<y/n/2

te vrijedi da se broj n — p? — ¢* moze prikazati kao suma z? + y2. Tada vrijedi

n log logn
s> g (140 ()

gdje je A > 0. Svaki dovoljno veliki broj n zadanog oblika moguce je prikazati kao sumu
2’y + ¢
gdje su p, ¢ neparni prosti brojevi.
O

Konstanta A > 0 je eksplicitno izrazena u dokazu glavnog Teorema 1.13 u [14], no nije
precizirano i sto izraz "dovoljno velik" za broj n znadi.

Koristeci rezultate iz [14], R. Dietmann i C. Elsholtz su dokazali sljedeéi teorem
koji garantira da se svaki dovoljno velik prirodan broj n oblika n = 2 (mod 4) moze
prikazati kao suma dvaju prirodnih brojeva di,ds. Iako nije eksplicitno naznaceno Sto

znaci "dovoljno velik" broj n, ovaj je teorem najvazniji rezultat ovog potpoglavlja.

Teorem 1.14 (Dietmann, Elsholtz) Neka je n dovoljno velik prirodan broj za koji vrijedi
n =2 (mod 4). Tada se broj n moze prikazati kao suma dvaju prirodnih brojeva od kojih

nijedan broj ne sadrzi proste faktore oblika p = 3 (mod 4) u svojoj faktorizaciji.

Dokaz.
Prema Teoremu 1.13 znamo da se svaki dovoljno veliki broj n oblika n = 2 (mod 4) moze
prikazati u obliku
n=z*+y"+p" + ¢,
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gdje su p,q € P, te x,y € N, te uocavamo da je broj takvih reprezentacija najmanje reda
n(logn)~°/2.

Neka je a = p? + 22 te b = ¢*> + y?. Broj prikaza broja a kao sume dvaju relativno
prostih kvadrata, gdje pritom ne razlikujemo prikaze koji se razlikuju samo u poretku
pribrojnika, oznacavamo s ry(a).

Iz [18] mozemo uociti da vrijedi nejednakost ra(a) < 7(a), gdje je 7(a) broj djelitelja

od a. Naime, neka je a = pra(p). Znamo da je

Ako je a(2) = 01li 1, te a(p) = 0 za sve proste brojeve oblika p = 3 (mod 4), onda je
ro(a) = 2171, gdje je t broj prostih faktora od a oblika 4k + 1. U protivnom je ro(a) = 0.
Slijedi 75(a) < 7(a).

U knjizi [21] (Poglavlje 1, Teorem 5.2.) dokazano je da za svaki n > 01k > ko(n)

vrijedi nejednakost

log k
1 log2—————

odnosno

T(k) < k", n >0,

gdje je 7(k) broj djelitelja od k, a oznaka 7(k) < k", n > 0, ekvivalentna je oznaci
T(k) = O(k").

U nasSem slucaju mozemo zakljuciti
ro(a) < 7(a) € a” < n", n>0.

Analogne nejednakosti vrijede i za broj reprezentacija broja b kao sume dvaju kvadrata,
sto oznac¢avamo s 7o(b).

Dakle, postoji barem n'~2" parova brojeva (a,b) takvih dajen =a+bidasuaib
sume kvadrata prostog broja i kvadrata cijelog broja.

Neka je w prosti broj oblika w = 3 (mod 4) te neka w|a = p* + 2?. Prema Korolaru
1.8 i ¢injenici da je p prost broj, jasno je da je p = w i w|z. U tom slu¢aju mozemo
zakljuciti da je najvise O(1 + %) brojeva a djeljivo s w, a za svaki takav broj a postoji
tocno jedan broj b buduéi vrijedi n = a + b. Analogne zakljucke donosimo i u slucaju ako
wlb. O¢ito je w < /n. Sumirajudi po svim takvim brojevima w zakljuc¢ujemo da je broj
parova (a,b) takvih da je n = a + b gdje je jedan od brojeva a,b djeljiv prostim brojem
p =3 (mod 4) jednak najvise O(y/nloglogn) $to je manjeg reda veli¢ine od izraza n'=27,
za 0 < n < 1/4, kojeg smo dobili na pocetku dokaza. Dobili smo kontradikciju za dovoljno

veliki n, Sto dokazuje tvrdnju teorema.

O
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POGLAVLJE 2

Jednoparametarske tamilije

koeficijenata linearnog polinoma
on + ¢

U drugom poglavlju doktorskog rada promatramo slican, ali opcenitiji problem. Ispi-
tujemo postoji li beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoje djelitelji
dy,dy broja (n* +1)/2 za koje vrijedi da su koeficijenti 6, e linearnog polinoma dn + ¢ u
medusobnoj ovisnosti. Naime, promatramo jednoparametarske familije koeficijenata takve
da je u jednom slucaju € = § + 2, a u drugom slucaju e = § — 2.

U slucaju u kojem je ¢ = § + 2 dokazujemo da postoji beskonacno mnogo neparnih
prirodnih brojeva n s trazenim svojstvom, a u dokazu koristimo vrlo slicne metode kao u
dokazima teorema iz prethodnog poglavlja.

U slucaju kad je e = § — 2 metode dokazivanja su bitno razlicite od svih metoda
koje smo primjenjivali u dokazima prethodnih teorema. Problem razlazemo na cetiri
podslucaja koji odgovaraju cCetirima klasama ostataka pri dijeljenju brojem 8 za parne
brojeve ¢ = 6 — 2. U radu detaljno prikazujemo dokaze za slucajeve § = 4,6 (mod 8),
dok ekvivalentan problem za 6 = 0,2 (mod 8) ostaje za buduée promatranje, s obzriom
da prikazane metode u tim sluc¢ajevima ne mogu biti primjenjene. Promatrane probleme

prikazujemo pellovskim i pridruzenim Pellovim jednadzbama oblika
U? —2abcV? =1
koje onda predstavljamo kao
(U —=1)(U + 1) = 2abcV?

i postavljamo uvjet da su brojevi a,b,c prosti brojevi. Navodimo sve moguénosti za
vrijednosti izraza U £ 1 i odredujemo samo one koje ¢e garantirati postojanje beskonac¢no
mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju trazeno svojstvo. Uz pomoé
kvadratnih kongruencija, odnosno Legendreovih i Jacobijevih simbola, dokazujemo da

postoje brojevi koji istovremeno ¢ine faktorizacije koje osiguravaju rjesenja mogucima, te
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faktorizacije koje nam ne osiguravaju rjesenja nemogué¢ima. U radu su prikazani uvjetni
dokazi tvrdnji koji su uvjetovani valjanoséu Schinzelove hipoteze H o distribuciji prostih

brojeva kojom osiguravamo tvrdnju da su brojevi a, b, ¢ prosti brojevi.

2.1 Slucaje =09 +2

U ovom potpoglavlju doktorskog rada promatramo jednoparametarske familije koefici-
jenata linearnog polinoma dn+e¢ za koje vrijedi (4, ¢) = (9,5 +2). Odredujemo beskonac¢no
mnogo neparnih prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju trazeno svojstvo, odnosno za dje-
litelje dy,dy od (n? + 1)/2 vrijedi

U dokazu Teorema 2.1 navodimo beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje

vrijedi da djelitelji dy, ds broja (n? 4+ 1)/2 imaju svojstvo

n?+1
2 )

d1d2 =

pri ¢emu ne vrijedi nuzno da nzd(d;,ds) = d = 1 kao $to je to bio sluéaj u dokazima

teorema iz prethodnog poglavlja.

Teorem 2.1 Za svaki paran prirodni broj § postoji beskonacno mnogo neparnih prirodnih

brojeva n za koje postoji par pozitivnih djeljitelja dy, ds od % takvih da vrijedi
di+dy=0(n+1)+2.

Dokaz.

Neka je 0 paran prirodan broj. Stavimo g = nzd(dy,ds) i pisSemo dy = gd}, dy = gd,.
Buduéi je gdid, = nzv(dyi,ds) i nzd(dy,dsy) dijeli %, zaklju¢ujemo da postoji d € N
takav da je

g(n®+1)

didy = == 7—

Iz poznatog identiteta
(dy — dy)? = (dy + do)? — 4dydsy,
uvrstavanjem relacija koje vrijede u ovom sluc¢aju dobivamo:
n®+1)

(dy — di)? = (6(n+1) +2)? — 29! .

d(dy — dy)? = d(0*(n + 1) + 45(n + 1) + 4) — 2g(n* + 1),
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d(dy — dy)* = (6%d — 2g9)n* + 2d6(8 + 2)n + §°d + 4d6 + 4d — 2g,
d(6%*d — 2g)(dy — dy)* =
= (6%d —29)°n* +2d6(6%d — 29) (6 + 2)n + 6*d* + 46°d* + 4d*6* — 46%dg — 8dSg — 8dg + 44>

Definiramo li X = (6*d — 2g)n + dd(d +2), Y = dy — d; prethodna jednadzba postaje
X? —d(6°d — 29)Y? = 46%dg + 8ddg + 8dg — 44°. (2.1)

U slucaju kad je d = g desna strana jednadzbe (2.1) postaje potpuni kvadrat, odnosno
46%dg + 8ddg + 8dg — 4g* = (2d(6 + 1))? i vrijedi

X% —d(6%d —2d)Y? = (2d(6 + 1))*.

Rjesenja trazimo u obliku X = dX’ pa u tom sluc¢aju cijeli izraz mozemo podijeliti s

d? nakon ¢ega dobivamo
X2 (62 -2)Y? =4(6 + 1) (2.2)

Broj 4 je paran broj pa uo¢avamo da 6> —2 = 2 (mod 4) sigurno nije potpun kvadrat. Ta-
koder, desna strana izraza nikad nije jednaka nuli. Jednadzba (2.2) je pellovska jednadzba.
Da bi dobili Pellovu jednadzbu, trazimo rjeSenja u obliku X' =2(6+1)UiY’' =2(0+1)V.
Dijeljenjem s (2(6 + 1))? jednadZzba (2.2) postaje

U?— (8 -2)V2 =1 (2.3)

sto je Pellova jednadzba pridruzena pellovskoj jednadzbi (2.2) i kao takva jednadzba (2.3)
ima beskonacno mnogo rjesenja (U, V). Takoder, jednadzba (2.2) ima beskona¢no mnogo
rjesenja (X,Y).
Kako bi odredili o kojim se (U, V) rjeSenjima radi, prvi je korak razviti izraz /0% — 2
u verizni razlomak.
Stavimo D = §% — 2. Dobivamo redom:
a=|VD|= |V =2 =56-1, 56=0, to =1,
S1=agtg —So =0 —1, t; = D;)S% =20—3, a1 = L%J =1,
S9=0—2, to =2, ag =0 — 2,
s3=0—2, t3=20—3, ag =1,
sa=0—1, ty =1, ay =26 — 2.
Razvoj u verizni razlomak izraza Vo2 —2 je

V2 —2=1[5-11,0—2,1,26 — 2.
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Duljina razvoja u verizni razlomak broja v/62 — 2 je [ = 4 pa je fundamentalno rjesenje
jednazbe (U1, V1) = (ps,q3) gdje vrijednosti (p;,q;) dobivamo rekurzivno: py = ag =
6—1, pr =apar +1 =10, pp = asp1 +po = 06> =0 —1, p3 = agpy + pr = 6> — 1 te
Go=q =1, @g=asq1+q =06 —1, g3 = azqz + g1 = d. Dakle, fundamentalno rjesenje je
(U, V1) = (6% — 1,4). Sva rjesenja jednadzbe definirana su s

Uy=1, U =06 —1, Upso = 2(6* = 1)Upp1 — Un,

Vo=0, Vi =6, Vinyo =2(6* = 1)Vpuy1 — Upy, m € Ny,
Znamo da je X = 2d(6 + 1)U i X = (6°d — 2d)n + d6(0 + 2) pa izjednacavanjem

navedenih vrijednosti i izrazavanjem broja n dobivamo

2+ 1)U = 5(5+2)

02 —2

Treba dokazati da se radi o broju n koji je prirodan broj, odnosno treba dokazati da
(62 = 2)](2(6 + 1)U — 6(6 + 2)).

Prije toga moramo odrediti ostatak pri dijeljenju U,, brojem 6* — 2. Buduéi znamo
kako su U,,, m € Ny generirani, dokaz provodimo matematickom indukcijom po m.

Znamo Uy =1=1 (mod 6> —2),U; =62 —1=1 (mod § — 2).
Pretpostavimo da je U,,_; = U,, = 1 (mod §* — 2).
Dokazujemo da vrijedi U,,,;1 = 1 (mod 6% — 2).
Znamo

Upsr1 =26 = 1DU,, —Up_1=2—1=1 (mod 6% —2).

Dakle, U,, = 1 (mod 6% — 2),m € Ny. Takoder, §* + 26 = 2§ + 2 (mod 6% — 2) pa je iz
svega zakljucenog jasno da je n = 0 (mod 6% — 2). Dokazali smo da je n neparan prirodan

broj.
Generirajmo prvih nekoliko neparnih prirodnih brojeva n za Uy, Us, Us.
Budu¢i znamo da vrijedi

n?+1
2 )

d1 + d2 =on + 0 + 2, d1d2 = (24)

pomocu Viéteovih formula mozemo odrediti i izraze za dy,dy za svaki neparni prirodni
broj n.

Na pocetku dobivamo kvadratnu jednadzbu oblika

42 — (dy + ds)d + dydy = 0,

n®+1
2

> — (on+6+2)d+ =0. (2.5)
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n?+1
2

Rjesenja kvadratne jednazbe (2.5) su djelitelji dy, ds broja za koje su zadovoljeni
uvjeti (2.4).

Iz (2.5) lako dobivamo:

20n +26 + 4 £ \JA(0n + 0+ 2)2 — 8(n2 + 1)

d172 - 4 . (26)

Za U = U, = 6% — 1 vrijedi

2 1) _
n:2(5+1)(562_1)2 5(5+2):25+1_

Uvrstavajuéi n = 20 + 1 u (2.6), dobivamo:

20(20 4+ 1) +20 +4£45(1+06) 46440 + 4 & (40° + 49)
4 B 4 ’

dip =
iz Cega slijedi
di =1, dy=26%+25+1.
Za U = Uy = 26* — 462 + 1 vrijedi da je

4 2 _
25+ 1)(29 6;15_-;1) 5642 _ 5 4

Uvrstavajuéi dobiveni broj n u (2.6), dobivamo:

26(46% + 402 — 1) + 20 + 4 £ /4(6(40% + 40% — 1) + 0 + 2)% — 8((463 + 462 — 1)2 + 1)

dio =

4

Pojednostavljivanjem prethodnog izraza odredujemo vrijednosti trazenih brojeva dy, ds:

86 + 853 +4+85(6 —1)(6 +1)2

d1,2 = 4 )

odnosno
di =202 +20+1, dy = 46" +46% — 262 — 26 + 1.

Za U = Us = 465 — 126* 4 962 — 1 vrijedi da je

2(6 4 1)(40° — 126* + 952 — 1) — 2
= 20D izt? il Ches >:855+854—853—852+25+L

te analognim postupkom dobivamo:
dy =46 + 463 — 20 — 26 + 1, dy = 865 + 85° — 120% — 126 + 46% + 45 + 1.
Dakle, na navedeni nac¢in mozemo dobiti beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva
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n koji zadovoljavaju zadana svojstva. Tako dobivamo:

n=20+1,
dp =1,
dy = 26% + 26 + 1.

n = 46% +46% -1,
di = 26% 4 26 + 1,
dy = 46% + 453 — 262 — 20 + 1.

n = 80° + 80* — 863 — 862 4 6 + 1,
dy = 46* + 40% — 262 — 26 + 1,
dy = 858 — 125* — 1263 + 46% + 46 + 1.

O

Mozemo primjetiti da je djelitelj dy broja n’4l koji je dobiven pomoc¢u broja U; ujedno
prim] J 2
% koji je dobiven pomocu broja U,. Takoder, djelitelj dy broja #

koji je dobiven pomoc¢u broja U, ujedno i djelitelj d; broja % koji je dobiven pomoc¢u

i djelitelj dy broja

broja Us. Nastojimo opéenito dokazati da dvije kvadratne jednadzbe oblika (2.5) koje
nastaju koriste¢i susjedne brojeve n (generirane susjednim ¢lanovima rekurzivnog niza

U, m > 1) imaju zajedni¢ku nultocku.

Definicija 2.2 Neka su zadana dva polinoma f,g € K|[z| pozitivnhog stupnja, odnosno
neka je zadano:
f(z) =apx' +-- +a; ag#0, [ >0,

g(x) = boa™ + -+ by by £ 0, m >0, (27)

Definiramo rezultantu od f i g, u oznaci Res(f, g), kao determinantu tipa (I+m) x (I4+m)

Qo b()
aiy Qo b1 bo
o Qq . bg bl
: - coby b
Res(f,g) =det |~ 2 = %0 © 7 "1,
a : . a b, : . b
a az bm by
i a bm |

gdje su na praznim mjestima nule.

Tri su osnovna svojstva rezultante:
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 (Cjelobrojni polinom) Res(f, g) je cjelobrojni polinom u koeficijentima od f i g,

o (Zajednicki faktor) Res(f,g) = 0 ako i samo ako f i ¢ imaju zajednicki faktor u
Klz],

 (Eliminacija) Postoje polinomi A, B € K|[x] takvi da je Af + Bg = Res(f,g).

Koeficijenti od A, B su cjelobrojni polinomi u koeficijentima od f i g.

Prvo svojstvo rezultante proizlazi iz njene definicije. Dokaz svojstva zajednickog faktora
rezultante mozemo naci u [12], dok je dokaz treceg svojstva rezultante u [16].

Prema drugom svojstvu rezultante poznato je da ako dva polinoma imaju zajednicku
nultocku, njihova je rezultanta jednaka nuli. Vrijedi i obrat tvrdnje. Pogledajmo je li to
svojstvo opcenito potvrdeno i na kvadratnim polinomima koje smo dobili djelitelje dy, do

n2+1

za brojeve "= generirane clanovima Uy, U, rekurzivnog niza U;, m > 1. Koristimo li Uy

dobivamo n = 2 + 1 pa kvadratna jednadzba
2d*> —2(0n+0+2)d+n*+1=0

postaje

2d° —2(6(26 + 1)+ 6 +2)d+ (26 + 1)* + 1 =0,
2d% — 2(20% + 26 + 2)d + 46% + 46 + 2 = 0. (2.8)
Analogno, za neparan prirodan broj n generiran brojem U, dobivamo:

2d* — 2(46* + 46% 4 2)d + 160° + 326° + 166" — 85° — 8% + 2 = 0. (2.9)

Odredimo rezultantu kvadratnih polinoma (2.8) i (2.9). Znamo da dva promatrana
polinoma imaju jednu nultocku zajednicku. U skladu s tim i rezultanta tih dvaju polinoma

bi trebala biti jednaka nuli. Zaista, vrijedi

2 0 2 0
—2(262 +26 +2) 2 —2(46% + 463 + 2) 2 —o
462 446 +2 —2(20% 426 +2) 1665 + 326° + 166 — 85° — 852 + 2 —2(40% + 463 + 2) '

0 462 446 +2 0 1666 + 325° + 165% — 853 — 862 + 2

Iduc¢om propozicijom dokazujemo da ovo svojstvo vrijedi opéenito.

Propozicija 2.3 Svaka dva polinoma oblika (2.5) generirana susjednim vrijednostima,
broja n, odnosno, susjednim ¢lanovima rekurzivnog niza U;, m > 1, imaju zajednicku
n24+1

nultocku. Dakle, svaka dva susjedna broja oblika "5~ imaju zajednicki djelitelj.

Dokaz.
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Neka su U,,—1, U, dva susjedna c¢lana rekurzije kojima generiramo dvije vrijednosti

za neparan prirodni broj n. Dobivamo dva kvadratna polinoma oblika:

2
o o (52(5“)[@;_1;5(“2) +5+2> . <2(5+ 1)(](52_1;5(“2)) 1o
(2.10)

2
2d* — 2 (52(5 i 1)((5]2’”__25(5 +2) + 8+ 2) d+ (2(5 * 1)((5/;m_—25(5 * 2)> +1=0. (2.11)

Pripadajuca rezultanta je oblika

2 0 2 0
_2 (52<5+1>U:§n_712—5<5+2> i ) L (62(5+1)I;771;6(5+2) +5+2) 9
(2(6+1)U:§y§—_1275(6+2))2 i1 9 (62(5+1)Ug§7_1276(6+2) +6+2> (2(5+1)g}2m_;5(5+2))2 1 g (62(5+1)gf2m_;5(5+2) +5+2)
o <2<6+1>U?:;—6<6+2>)2 o o (2(5+1)z;7,1;5(5+2))2 1

6414 0Y) (U — Upe1)2(0* + (U + Upp1)? — 20%(1 + U Upp1))
(52 ~2)"

Uvjet da rezultanta bude jednaka nuli je

6* — 262 (UpUp—i + 1) + (Upy + Up_1)* = 0. (2.12)

Matematicku indukciju koristimo kako bi dokazali da vrijedi (2.12).
Promatramo prva dva c¢lana rekurzije, Uy, U;. Znamo da je po definiciji Uy = 1.

Uvrstimo li Uy, U; u prethodnu jednakost, dobivamo:
=202+ (2-20%)( - 1)+ 1+ (> —1)2=6"—26* —24+20°+1+6*" - 252 +1=0.
Pretpostavimo da vrijedi
5t =282 + (2 -20°)U,, U, + U2+ U2 =0.
Tvrdnja ¢e i opcenito biti dokazana ako dokazemo da vrijedi
6 —26% + (2 = 20*) Uy Upnyr + U2y + U2 = 0.
Rekurzija je zadana tako da vrijedi

Uns1 = 2(6% = Uy, — Uppy.
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Tako dobivamo:

5 =282 + (2 = 20%)Upn(2(0% — 1)Uy, — Upe1) + (2(0% — 1)Uy, — Uppo1)* + U2 =0,

5t — 26%(20°U,, — 2U,, — Uy 1)Uy — 267 + 4(8* — 1)°U2, —
—4(6% = DUp Uy + U2 |+ 2(26%U,, — 2Up, — Upp_)Upp + U2 = 0.
Jednostavnim operacijama dolazimo do izraza
5 =20+ (2 =26 Up U + U2 + U2 =0,
sto znamo da vrijedi prema pretpostavci indukcije. Na ovaj je nac¢in dokazana tvrdnja
propozicije.
OJ

Primjer 2.4 Kao ilustraciju za slucaj 6 = 2 (mod 4), uzmimo 6 = 10. Dobivamo sljedece

vrijednosti:

n®+1

5 di.da,6.2) = (21,221,1,221,10,12), (4399, 9675601, 221, 43781, 10, 12). ..

(n,

Primjer 2.5 Kao primjer slucaja kad je § =0 (mod 4) uzmimo da je 6 = 8. Dobivamo

sljede¢e vrijednosti:

n?+1
2

(n, ,di,dy, 0,6) = (17,145,1, 145, 8,10), (2303, 2651905, 145, 18289, 8, 10), ...

2.2 Slucaje =48 — 2

U ovom potpoglavlju doktorskog rada promatramo parne koeficijente 9, linearnog
polinoma dn + ¢ takve da za slobodni koeficijent € vrijedi ¢ = § — 2. Nastojimo dokazati
da postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoje djelitelji dy, do
od (n? +1)/2 takvi da je

dy +dy =0n+4d— 2. (2.13)

Problem prikazujemo Pellovom jednadzbom ¢ije je svojstvo beskonacnost njenih rjese-
nja koje onda koristimo za odredivanje neparnih prirodnih brojeva n. Pellova jednadzba

koja se javlja u dokazima propozicija ovog potpoglavlja je

U? — 2abcV? = 1.
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Tu jednadzbu prikazujemo u obliku
(U —=1)(U + 1) = 2abcV?

te uvjetujemo da su a, b, ¢ prosti brojevi sto mozemo uciniti koriste¢i Schinzelovu hipotezu
H o distribuciji prostih brojeva. Odredujemo uvjete koje navedena faktorizacija treba
zadovoljavati, a onda Legendreovim i Jacobijevim simbolima isklju¢ujemo sve ostale uvjete
koji se javljaju. Na taj nac¢in dobivamo beskona¢no mnogo Pellovih jednadzbi sto rezultira
i s beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoje djelitelji dy, ds od
(n? +1)/2 za koje vrijedi (2.13).

Potpoglavlje se sastoji od propozicija u kojima je uvjetno dokazano da za svaki d = 4,6
(mod 8) postoji beskonaéno mnogo neparnih prirodnih brojeva n sa svojstvom (2.13). U
slucaju u kojem je § = 0,2 (mod 8) navedenim metodama ne mozemo dokazati analognu
tvrdnju pa navedeni problemi ostaju otvoreni za buduée promatranje. U potpoglavlju
navodimo i razloge zbog kojih primjenjivane metode za sluc¢aj 6 = 0,2 (mod 8) ne daju

rezultate.

Neka je g = nzd(dy, ds) i broj d € N takav da vrijedi jednakost

B g(n?+1)
didy = g

Vrijede kongruencije g =d =dy = dy =1 (mod 4).
Iz identiteta
(dy — dy)? = (dy + do)? — 4dydsy,

dobivamo
(dy —dy)* = (0n +¢)? — 2g(n;+1),
d(dy — dy)* = d(0on +¢)* — 2g(n® + 1),
d(dy — dy)* = (6°d — 2g)n* + 2dden + £*d — 2g,
d(6%d — 2g)(dy — dy)* = (6°d — 29)*n* + 2dée(6%d — 2g)n + d*6%e* — 20°dg — 2edg + 44>

Prethodna jednakost postaje
X% —d(do® —29)Y? = 2dg(6* + £*) — 4¢°, (2.14)

gdje je X = n(dé? — 2g) + dde te Y = dy — d;.

U opéenitom slucaju, bududi je g = nzd(dy, ds) i vrijedi dy + ds = dn + ¢, zakljucujemo

da g|(dn + €), $to povlaci g|(6?n? — €?). S obzirom da g|(n? 4+ 1) vrijedi i g|6%(n* + 1)
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naposlijetku mozemo zakljuciti da g|(6°n? + 6% — §*n? + £2), odnosno
gl(6* +&%).

Koeficijenti d, e su parni pa vrijedi 62 + &2 = 0 (mod 4), dok je g = 1 (mod 4). Zaklju-
cujemo da opcenito vrijedi g]%. U ovom potpoglavlju je ¢ = § — 2 pa sve do sad

zaklju¢eno mozemo prikazati kao

| 62 — 26 +2
g 9 .
Definirajmo stoga g = 52152 = 52’%‘”2 pa (3.5) postaje
X% —d(ds® —29)Y? = 4g*(2d — 1). (2.15)

Za d = 2k? — 2k + 1, k € N, desna strana od (3.6) je potpun kvadrat. Preciznije,
X% —d(do® —29)Y? = (29(2k — 1))%, k €N.

Pogledajmo sto se dogada s lijevom stranom jednakosti (3.6). Vrijedi:
dé? —2g = (2k* — 2k +1)0% — (6% — 26 + 2) = 2(6k — 1)(0k — 0 + 1) pa (3.6) postaje

X2 —2(2k* — 2k + 1)(0k — 1)(0k — 6 + 1)Y? = (29(2k — 1))% (2.16)
Pripadna Pellova jednadzba od (2.16) je
U? —2(2k* — 2k +1)(0k — 1)(6k —§ + 1)V? = 1. (2.17)

Pellova jednadzba (2.17) ima beskona¢no mnogo rjesenja. Bududéi da razvoj broja

V2(2k2 — 2k + 1)(k — 1)(dk — 6 + 1)

u verizni razlomak nema uvijek jednaku duljinu perioda za svaki k € N, pristup kojeg smo

primjenjivali u nekim od dosadasnjih slucajeva nije mogué.

Neka je (Up, Vp) fundamentalno rjesenje od (2.17), a (X,Y) rjeSenje od (2.16). Rjese-

nja jednadzbe (2.16) moraju zadovoljavati i dodatan uvjet
X =doe =dé(6 —2) (mod 2(6k — 1)(dk — d + 1)), (2.18)
koji je nuzan s obzirom da zahtijevamo da je n prirodan broj. Neka je
a=2k*—-2k+1, b=6k—1, c=06k—0+1.
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U tom slucaju jednadzbu (2.17) mozemo zapisati u obliku

U? —2abcV? = 1. (2.19)
Za (Uy, Vp) fundamentalno rjesenje te jednadzbe vrijedi:

UZ — 1 = 2abeVy,

(Up — 1)Uy + 1) = 2abcVy .

Us je neparan broj, odnosno vrijedi da 4|(Uy — 1)(Up + 1), $to povlaci da 4[2abcVg. Ocito
je da su a, b, ¢ redom neparni brojevi, to jest 2|V i ¢ega zaklju¢ujemo da je V; paran broj.
Stoga, mozemo pisati Vy = 2st, s,t € N.

Uvodenjem novih oznaka prethodna jednadzba postaje:
(Up — 1)(Uy + 1) = Sabes*t>.

Pretpostavimo da su a, b, ¢ prosti brojevi. Na taj nacin je broj faktorizacija jednadzbe
(2.19) najmanji moguéi te ih sve mozemo jednoznacno navesti. Uz tu pretpostavku odre-
dujemo rjesenja jednadzbe (2.19).

Ocito je a, b, c # 2, pa onda u obzir dolaze sljedece faktorizacije:
1) Uy £1 = 2abcs?, UyF1=2%2,
2%) Uy 41 =2%abcs?, Uy F1=2t%
3t) UyE1=2abs? UyF1=22%t?
4%) Uy £ 1 =2acs?, Uy F 1= 2%t
5%) Uy £ 1=2bcs?, Uy F1=2%at?
6%) Up+1=2as* UsF1=2%ct?
7E) Uy £ 1=2bs% UyF1=2%ct?

8) UyE1=2cs? UyF1=2%abt>
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Odredimo uvjete
Uy=-1 (mod (6k—1)), Up=1 (mod (0k — 6+ 1)).

Definiramo
D :=dé* —2g = 2(0k — 1)(0k — 0+ 1).

U tom slucaju lako mozemo dobiti
Xo =292k — 1)Uy = 29(2k — 1) = d6*(2k — 1) =
=2d6(0k =0+ 1)+ dé(6 —2) =dd(d —2) (mod (0k — 0 + 1)),
Xo =292k — 1)Uy = —29(2k — 1) = —dd*(2k — 1) =
—d(20(0k —1) = 6(6 —2)) =dé(6 —2) (mod (0k — 1)).
Iz dobivenih kongruencija zaklju¢ujemo da je

Xo=dd(6—2) (mod (6k — 1)(dk — 6+ 1)),

pa je stoga i
Xo=dé(6 —2) (mod 2(6k —1)(0k — 3+ 1)),

¢ime je dokazano da vrijedi (2.18).
Zbog znacajnih razli¢itosti u dokazima koji se javljaju u ovisnosti o tome kojoj klasi

ostataka modulo 8 paran broj 0 pripada, odlucili smo razloziti problem na cetiri slucaja i

razmatrati svaki takav slucaj posebno.
1. Sluc¢aj d =4 (mod 8)

Neka je 0 = 4 (mod 8), te neka je k = 3 (mod 8). Uz navedene pretpostavke za

brojeve a, b, ¢ vrijede sljedec¢e kongruencije:

a=2k>—-2k+1=5 (mod38),
=0k—1=3 (mod8),
c=0k—95+1=1 (mod 8). (2.20)

Dokazujemo da uvijek mozemo pronadi prirodne brojeve k takve da su samo slucajevi
3%),47),7"),87) iz ranije naznacenih faktorizacija valjani. Promatramo svaku od ranije

navedenih faktorizacija posebno.
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Dobivamo redom

17) Uy + 1 = 2abcs?, Uy —1=2%2.

Vrijedi 2abcs? — 22t? = 2, pa nakon dijeljenja izraza brojem 2 dobivamo abcs? — 2t% = 1
i nakon uvrStavanja poznatih ostataka, dobivamo da bi trebalo vrijediti 7s* — 2t? = 1

(mod 8) sto nije moguée pa zakljucujemo da ovaj slucaj nema rjesenja.

17) Up+1=2%2 Uy—1=2abcs>.

Vrijedi 22t? — 2abes? = 2. Dijeljenjem ovog izraza s 2 dobivamo 2t? — abes? = 1 i nakon
uvrstavanja poznatih ostataka je 2t — 7s? = 1 (mod 8) $to je moguée za slucaj kad je
t? =4 (mod 8),5* =1 (mod 8), tako da ¢emo dodatno razraditi ovaj slucaj.

Da bi izraz 2%? = 2abcs? + 2 imao rjeSenja, moralo bi vrijedi (%) = (%) = (%) =1
No, bududéi zelimo odrediti uvjete koji odreduju da ovaj slucaj nema rjesenja, trebalo bi

vrijediti ili (2) = —11li () = 11l (2) = —1.
Poznavajuéi klase ostataka brojeva a, b, ¢ (mod 8) uo¢avamo da vrijedi (%) = (%) =-—1

pa ni ovaj sluc¢aj nema rjesenja.

27) Uy + 1 = 2%abes?, Uy — 1 = 212
Vrijedi 2abcs® — t* = 1. Uvr§tavanjem poznatih ostataka dobivamo 6s* — ¢ # 1 (mod 8)

jer su kvadratni ostaci mod 8 samo 0, 1,4. Zaklju¢ujemo da ni ovaj sluéaj ne vrijedi.

27) Up+1=2t* Uy—1=2%abcs’.

Dobivamo t* — 2abcs? = 1 §to je kontradikcija s minimalnoséu od (Up, Vj).

37) Up+1=2%ct? Uy— 1= 2abs’.

Vrijedi 2¢t? — abs® = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 2t — 75> =1 (mod 8)
Sto je moguce za slucaj kad vrijedi t* = 4 (mod 8),s* =1 (mod 8) tako da slu¢aj moramo
dodatno razmotriti.

Pocetnu jednakost 2%ct? — 2abs® = 2 mnozimo brojem ¢ i dobivamo (2ct)* = 2abes? 4 2c.
Ako Zelimo da ova jednakost nema rjesenja, trebao bi vrijediti jedan od uvjeta (%) =-1

ili (@> = —1. Jednostavnim raspisom dobivamo da bi trebao vrijediti jedan od uvjeta

5)-OO--0--[@-]
©)-06)--0-[@-]

ili
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47) Up+ 1 = 2acs?, Uy — 1 = 22bt2.
Vrijedi acs? — 20t* = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 5s* — 6t # 1 (mod 8)

jer su kvadratni ostaci mod 8 samo 0, 1,4. Zaklju¢ujemo da ni ovaj slucaj ne vrijedi.

57) Uy + 1 = 2bcs?, Uy — 1 = 2%at?.

Vrijedi 20cs? —2%at? = 2. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 3s*—2t> =1 (mod 8)
Sto vrijedi za st =1 (mod 8) pa ovaj slucaj joS moramo dodatno promotriti.
Jednakost 2bcs? — 2%at? = 2 mmnozimo brojem a i dobivamo (2at)? = 2abcs? — 2a. U

situaciji da ova jednakost nema rjesenja, trebalo bi vrijediti (‘—2“) =—1ili (_72“> = —1.

()
(=)= E)-C)
57) Up+1=2%at? Uy—1=2bcs®

Vrijedi 2at? — bes? = 1. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 2¢% — 3s® # 1 (mod 8).

Zakljucujemo da ovaj slucaj ne vrijedi.

U raspisu dobivamo da bi trebalo vrijediti

=) -GG 6)

ili

67) Up+1=2as? Uy—1=2%ct>.
Vrijedi as? — 2bct? = 1. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 5s* — 6t # 1 (mod 8).

Zaklju¢ujemo da ovaj slucaj nije moguc.

67) Up+ 1 =2%ct?, Uy—1=2as>

Vrijedi 2bct? — as? = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 6t* — 5s* £ 1 (mod 8)
Sto znaci da ovaj slucaj moramo dodatno razmotriti.

MnoZenjem izraza 2bct? — as? = 1 brojem a, dobivamo (as)? = 2abct®> — a. Buduéi ne

zelimo da ovaj izraz ima rjesenja, trebalo bi vrijediti

(—ba> = —1, odnosno (Z) =1
(—a) = —1, odnosno (a) =—1|
c c

77) Up+ 1 =2%act?, Uy—1=2bs%
Vrijedi 2act? — bs? = 1. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 2¢* — 3s* # 1 (mod 8).

Zaklju¢ujemo da ovaj slucaj ne vrijedi.

ili
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8) Up+ 1 =2cs?, Uy—1=2%abt>.

Vrijedi cs® — 2abt? = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo s? — 6t Z 1 (mod 8).
Ovaj slucaj je mogué za s> =1 (mod 8) te t* = 0 (mod 8) pa ga valja dodatno razmotriti.
Jednakost 2 = 2cs? — 22abt? dijelimo brojem 2 i dobivamo 1 = cs? — 2abt?. MnoZeéi
dobivenu jednakost brojem ¢ dobivamo (cs)? = 2abct? 4 ¢. Ukoliko Zelimo da navedena

jednakost nema rjesenja, morao bi vrijediti jedan od uvjeta

@

ili

Od svih istaknutih uvjeta, biramo uvjete

2= 5)-

Sada ¢emo pokazati kako se ovi uvjeti mogu zadovoljiti i to, pretpostavljajuéi neke stan-

dardne slutnje o prostim brojevima, na beskona¢no mnogo nacina.
Neka je broj k takav da vrijedi sljedece:

(i) k=3 (mod 8),

(i) (%=%1) = 1, gdjeje A=4 — 41,

(iii) (%) =1, gdjeje B=1 -1,

(iv) 2k* — 2k + 1 je prost broj,

(v) 0k —1 je prost broj,

(vi) 0k — 0 + 1 je prost broj.

Vidjeli smo ve¢ da uvjet (i) povlaci pretpostavljene ostatke modulo 8 brojeva a, b, ¢

definirane u (2.20), odnosno, kongruencije

a=5 (mod8&), b=3 (mod8), c=1 (mod ).
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Pokazimo jo$ da je uvjet (ii) ekvivalentan s prvim postavljenim uvjetom na Legendre-
ove simbole (a/c) = —1, pa da je uvjet (iii) ekvivalentan s drugim uvjetom (b/c) = 1.

Detaljnije, vrijedi

(a) B (%Z—Qkﬂ> B (25%2 _252k+52> B (25k(6k—5+1) —25k+62> -

c Sk—6+1 ok —0+1 ok —6+1

(=20 + 6%\ [(2(0k -6+ 1) =26+ 2+ 62
S \dk—-6+1) ok —5+1

(02— 6+1\ [ dk—-0+1 _<c)
S\ dk—04+1 ) \&/2-6+1) \A)’

odjeje A=2 —§+1.

2
Nadalje, vrijedi:

<c>_ 0k—0+1\ ([ o6k—1 '\ [0k—0+1+6—-2) §—2 B
b)  \ k-1 S \dk—-6+1) o0k —5+1 S \dk—=6+1)

- (725) - (5ER) - G6)

gdje je B=14/2— 1.
Provjerimo mogu li istovremeno biti zadovoljeni uvjeti (i), (ii) i (iii).
Iz A= B -0+ 1slijedi da je nzd(A, B) = 1. Vrijedi i da je nzd(AB,¢) = 1.

Neka je
A:p‘lllpgngr

rastav broja A na proste faktore. Provjeravamo je li broj A potpuni kvadrat (u slucaju
da je broj A potpun kvadrat, uvjet (%) = —1 nije mogué¢). Neka je § =81+ 4, [ € Ny.
Tada je A = % —6+1=232>+24l+5 =5 (mod 8). Ako je A potpuni kvadrat pri
dijeljenju s 8 imao bi ostatak 0,1, ili 4, a broj A = 5 (mod 8) sto implicira da A nije
potpuni kvadrat. S obzirom da broj A nije potpun kvadrat, onda je neki od eksponenata
a; 1 njegovom rastavu na proste faktore neparan. Bez smanjenja opcenitosti, neka je broj
a; neparan te x; neki kvadratni neostatak modulo p;. Po Kineskom teoremu o ostacima

postoji beskonacno mnogo cijelih brojeva koji zadovoljavaju sustav kongruencija
r=x; (modp), =1 (modp;), i=2,...r,

r=1 (mod B).
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Sad definiramo ks x = 0k — § + 1, odnosno s

z+6—1

k= 5

Bududi je k = 3 (mod 8), i taj uvjet uvrstavamo u kongruencije koje zadovoljava z. Uz

navedene kongruencije vrijedi i
r=0k—0+1=08l+3)—0+1=2+1 (mod &),
pa su rjesenja oblika
r=1x9 (mod 8p...p,BJ).

Na ovaj je nacin jednoznacno odredeno kojim klasama ostataka broj k pripada modulo
pi, @ =1,...r, modulo B i modulo 8, a to je upravo k = 3 (mod 8). Pitamo se mogu li

istovremeno brojevi a, b, ¢ biti prosti. U odgovoru na to pitanje koristimo poznatu slutnju
iz [22].

Slutnja 2.6 (Schinzelova hipoteza H) Neka su fi(x), ..., fs(x) polinomi s cjelobrojnim
koeficijentima kojima su vodedi koeficijenti prirodni brojevi. Ako su zadovoljena sljedeca

dva svojstva
o fi(x) je ireducibilan za sve i = 1,2,... s,

o za svaki p prosti broj postoji prirodan broj n za koji vrijedi

fin)fa(n) .- fo(n) 0 (mod p),

tada postoji beskona¢no mnogo prirodnih brojeva t takvih da su svi

fi(8), fat), - fs(t)
istovremeno prosti brojevi.
O

Propozicija 2.7 Ako Schinzelova hipoteza H vrijedi, tada za sve brojeve 6 = 4 (mod 8)
postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n sa svojstvom da postoje djelitelji
dy,dy od @ za koje je dy + dy = dn + 0 — 2.

Ideja dokaza Propozicije 2.7 ilustrirana je u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.8 Neka je § = 12. Tada je A =12%/2—-12+1 =61, B=12/2—1 = 5. Prema

napisanom, kvadratni neostaci (mod 61) su
r=2,678,10,11,17,18,21,23, 24,26, 28, 29, 30, 31, 32, 33,
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35,37, 38, 40,43, 44,50, 51, 53,54, 55,59  (mod 61).

Za

r=24 (mod61), x=1 (mod5), =25 (mod 96)

vrijedi
r=16921 (mod 29280).

Mozemo pisati x = 29280s + 16921, s € Z. Za brojeve k odredene s x = 6k — d + 1 vrijedi
k= 1411 (mod 2440).

Broj k mozemo zapisati i kao k = 2440u + 1411, u € Z.

Uvrstavajuéi dobiveni izraz za k dobivamo tri polinoma. Prvi je polinom oblika:
fi(u) = 2(2440u + 1411)% — 2(2440u + 1411) + 1 = 11907200u + 13766480 + 3979021.
Drugi polinom je
fo(u) = 12(2440u + 1411) — 1 = 29280u + 16931,
dok je tre¢i polinom oblika
f3(u) = 12(2440u 4 1411) — 11 = 29280u + 16921.

Diskriminanta kvadratnog polinoma f; nije potpun kvadrat sto povlaci da polinom f; nije
ireducibilan, a polinomi f5, f3 su linearni polinomi te su oni po definiciji ireducibilni.

Uz ireducibilnost polinoma koja mora biti ispunjena prema Schinzelovoj hipotezi H, drugi
uvjet Schinzelove hipoteze H jest da za svaki p prosti broj postoji prirodan broj n za koji
p ne dijeli produkt ova tri polinoma. Pokazat ¢emo da je dovoljno uzeti n = 1,2, 3.

Zaista, za n = 1 dobivamo
f1(1) - fo(1) - f5(1) = (13 -2280977) - (11 - 4201) - (47 - 983).
Za n = 2 dobivamo
f1(2) - f2(2) - f5(2) = 79140781 - (13 - 5807) - (7 - 41 - 263).
Za n = 3 dobivamo da vrijedi
f1(3) - f2(3) - f5(3) = (641 -237821) - (17 - 6163) - 104761.

Ako postoji prosti broj p koji dijeli tri produkta fi(n)fs(n)fs(n), n = 1,2,3, tada taj
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prosti broj dijeli i njihov zajednicki djelitelj. Uoc¢avamo da je

nzd(fi(1) - fa(1) - f3(1), f1(2) - f2(2) - f3(2), f1(3) - f2(3) - f3(3)) = 1,

te je na taj nacin pokazano da takav djelitelj p ne postoji.
Buduéi tri navedena ireducibilna polinoma, fi, f2, f3 zadovoljavaju oba uvjeta Schinzelove
hipoteze H, u slucaju da je ona valjana, vrijedi da postoji beskona¢no mnogo prirodnih

brojeva u takvih da su brojevi

fi(w), fa(w), fs(u)

istovremeno prosti brojevi.
Za k < 10° postoje 153 broja k koji zadovoljavaju sve navedene uvjete. Prvih nekoliko

brojeva k koje dobivamo su:

1411, 16051, 240531, 360091, 425971, 626051, 1314131, 1975371, 2241331, 2426771, 2495091 . . .

Uzmemo li najmanji k = 1411, za njega odredujemo pripadnu Pellovu jednadzbu i njena
rjesenja.

Za pocetak odredujemo brojeve
a=2-1411>-2-1411+1 = 3979021, b= 12-1411—1 = 16931, c= 12-1411—11 = 16921.
Odgovarajuca Pellova jednadzba je

U? — 2279895083614942V% = 1.

Fundamentalno rjesenje koje ovom jednadzbom dobivamo vrlo je veliko sto ¢e u konacnici
rezultirati i vrlo velikim brojem n.
Fundamentalno rjeSenje se moze naéi u programskom paketu PARI/GP [20], pomoéu
funkcije quadunit.
Vrijedi
Up =~ 2.58023 - 10592988 ' 1 ~ 1.54982 - 101502980,

Uz fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe u moguénosti smo odrediti i rjesenje pocetne
pellovske jednadzbe (Xo,Yp). Znamo da je Xy = 2¢(2k — 1)Uy. Naposlijetku, iz izraza

Xy —do(0—2)
"= oz —2g

sto je u nasem slucaju

Xo —120d

Tl 2ol 4= 2K — 2k + 1= 3979021,

n
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dobivamo i vrijednost broja
n ~ 1.54982 - 101°029%,

Trazeni djelitelji broja (n? +1)/2 su
di ~ 9.89977 - 10"°°™  dy ~ 1.85979 - 10"°0%%.
2. Slucaj 0 =6 (mod 8)

Neka je § = 6 (mod 8) te neka je k = 2 (mod 8). Za zadane brojeve a,b,c tada vri-

jede sljedece kongruencije:
a=2k*-2k+1=5 (mod38),
b=0dk—1=3 (mod 8),

c=0k—90+1=7 (mod8). (2.21)

Dokazujemo da mozemo pronaci prirodne brojeve k takve da su samo slucajevi
3%),47),77),87) iz ranije navedenih faktorizacija valjani. Promatramo svaku faktori-
zaciju posebno.

Dobivamo redom
17) Uy + 1 = 2abcs?, Uy — 1= 2%2.

Vrijedi (2t)? = 2abcs? — 2. Da bi ova jednakost imala rjeSenja, trebalo bi vrijediti
(5)-(F)-(T)-
a) \b/) \c¢/) 7
odnosno trebalo bi vrijediti
-1\ /2 2
-1~ @)
a a a
sto je kontradikcija s a =5 (mod 8). Dakle, ovaj slu¢aj nema rjesenja.

17) Up+1=2%2 Uy—1=2abcs>.

Vrijedi (2t)? = 2abes® + 2, a da bi ova jednakost imala rjeSenja, trebalo bi vrijediti

(2)-()-(0) -
a/  \b) \¢/ 7
Sto je u kontradikciji s (%) = (%) =—1ljera=5 (mod 8),b =3 (mod 8). Ni ovaj slucaj

nema rjesenja.
27) Uy + 1 = 2%abes?, Uy — 1 = 2%
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Vrijedi 2abcs® — 2 = 1. Uvritavanjem poznatih ostataka dobivamo 2s? — ¢ =1 (mod 8).
Zaklju¢ujemo da ovaj slucaj vrijedi za s*,t* = 1 (mod 8) pa ga moramo jo§ dodatno
razmotriti.

Vrijedi 2abcs? — 1 = 2. Ako zahtijevamo da ova jednakost nema rjeSenja, trebalo bi

(j) — 1, ili (_bl) — 1, ili (j) — 1

Vrijedi (%) = —1 buduéi b = 3 (mod 4). Ovaj slucaj nema rjesenja.

vrijediti

27) Up+1=2t% Uy—1=2%abcs’.

Dobivamo t* — 2abcs? = 1 §to je kontradikcija s minimalnoséu od (Up, Vj).

37) Up+1=2%t? Uy—1=2abs’.

Vrijedi 2ct? — abs* = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 7t? — 6s®> = 1 (mod 8)

Sto je moguée za s?,t> = 1 (mod 8) pa ovaj slu¢aj moramo dodatno razmotriti.

Vrijedi 2 = 2%ct? — 2abs? i ako jednakost mnoZimo brojem ¢, dobivamo (2ct)? = 2c+ 2abes?.
2 2

Da bi ova jednakost imala rjeSenja, mora vrijediti (;) = (?

jeve a, b za koje ova jednakost nece imati rjesenja, onda bi trebalo vrijediti (%) = —1ili

) = 1. Buduéi trazimo bro-

(%‘3) = —1. Jednostavnim raspisom dobivamo da bi trebali vrijediti sljede¢i uvijeti:
() -G @) - -1y
a a) \a a a
() -GG =-G)- ()~
b)  \b)\b) ) T \b)

47) Up+ 1 = 2acs?, Uy — 1 = 22bt2.
Vrijedi acs? — 2bt? = 1. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 3s* — 6t> # 1 (mod 8).

Zaklju¢ujemo da ovaj sluc¢aj nema rjesenja.

ili

5+) UO +1= 2bCS2, UO —1= 22at2.
Vrijedi 2bes® —2%at? = 2. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 5s%—2t? # 1 (mod 8)

pa ovaj slucaj ne vrijedi.
57) Up+1=2%at? Uy—1=2bcs®
Vrijedi 2at? — bes? = 1. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 2¢% — 5s% £ 1 (mod 8).

Zakljucujemo da ovaj slucaj ne vrijedi.

67) Up+ 1 =2as? Uy—1=2%ct>.

Vrijedi as? — 2bct? = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 5s* — 2t = 1 (mod 8)
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Sto znaci da ni ovaj slucaj nema rjesenja.

67) Uy +1=2%ct?, Uy—1=2as>
Vrijedi 2bct? — as®* = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 2t? — 55 = 1 (mod 8)

Sto znaci da ovaj slucéaj nema rjesenja.

77) Up+ 1 =2%act?, Uy—1=2bs%
Vrijedi 2act? — bs? = 1. UvrStavanjem poznatih ostataka dobivamo 6¢* — 3s*> Z 1 (mod 8).

Zakljucujemo da ovaj slucaj takoder ne moze vrijediti.

8%) Up+ 1 =2cs?, Uy—1=2%abt>.

Vrijedi cs? — 2abt? = 1. Uvrstavanjem poznatih ostataka dobivamo 7s? — 6> = 1 (mod 8)
vrijedi za s?,t* = 1 (mod 8) pa ovaj slucaj dodatno razmatramo.

Vrijedi 1 = ¢s? —2abt? i ako jednakost mnozimo brojem ¢, dobivamo (cs)? = ¢+ 2abct?. Da
bi ova jednakost imala rjeSenja, mora vrijediti (g) = (%) = 1. Bududi trazimo brojeve a, b
za koje ova jednakost ne¢e imati rjesenja, onda bi trebalo vrijediti (5) =—1ili (%) =—1.

Dakle, trebalo bi vrijediti
c
() - _1 ’
a

)
()= ()

Navedeni uvjeti garantiraju da i uvjeti koje smo dodatno razmatrali nemaju rjesenja.

ili

I
|
—_

Od istaknutih uvjeta, odaberimo

Znamo da je § =6 (mod 8) Sto mozemo prikazati kao 6 = 8/ + 6, [ € Ny. Dobivamo da

vrijedi
<c)_ Ok —0+1 Y\ (2> =2k+1\ [ 6*—20k\ [(60°—20+2\
a) \2k2—2k+1) \ 0k—6+1 ) \ok—-6+1) \6k—-56+1)

(SR - () - (5)- ()

gdje je A =6?/2 -5+ 1. Uo¢imo da je A =1 (mod 4), gdje A moze biti i sloZen broj.

Promatrajuéi drugi uvjet na Jacobijev simbol, mozemo takoder primjetiti
<c)__ by [ k-1 1\ [ 6-2 o 8l+4 N [(6-2)/4)
v/ \¢) \ok—-06+1)  \ok—06+1)  \ok—0d6+1)  \0k—06+1)
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(%) = (%) = — (%) , za 0 =14 (mod 16), B=3 (mod 4)

—<%>:—(§):—(%>, zad =6 (mod 16), B=1 (mod 4)

gdje je B = (0 — 2)/4, te ni B nije nuzno prost broj.
Neka je broj k takav da vrijede sljedeé¢i uvjeti
(i) k=2 (mod 8),
(i) (i) =1, gdjeje A= —5+1,
(i) (%) =1 gdjeje B=(5-2)/4,
(iv) 2k* — 2k + 1 je prost broj,
(v) 6k —1 je prost broj,
(vi) 0k — d + 1 je prost broj.
Uvjet (i) povlaéi pretpostavljene ostatke modulo 8 brojeva a, b, ¢, odnosno vrijedi
a=5 (mod8), b=3 (mod8), c=7 (mod 8).
Takoder, veé je pokazano da je uvjet (ii) ekvivalentan s prvim postavljenim uvjetom na
Legendreov simbol (¢/a) = 1 te da je uvjet (iii) ekvivalentan s drugim uvjetom (¢/b) = —1.
Preostaje nam provjeriti jesu li istovremeno zadovoljeni uvjeti (i), (ii) i (iii).
Iz A =2BJ + 1 slijedi nzd(A, B) = 1, te je takoder nzd(AB,¢) = 1.

Prema Kineskom teoremu u ostacima postoji beskona¢no mnogo cijelih brojeva x koji

zadovoljavaju sljedeéi sustav kongruencija
r=1 (mod A), =1 (mod B).

Definiramo broj k u obliku © = —(6k — 0 + 1) = 0 — 6k — 1, odnosno

60—z —1

k=—5

S obzirom da je k =2 (mod 8), taj uvjet kombiniramo sa svim do sad navedenim kongru-

encijama. Naime, vrijedi
r=0—-0k—1=6-08k+2)—1=—-0—1 (mod 8&J).
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Kineskim teoremom o ostacima dobivamo da su rjeSenja oblika
r=u1z9 (mod (8ABJ)).

Na ovaj je nacin odredeno jednoznac¢no kojim klasama ostataka broj k£ pripada modulo
A, B i 8, a ovo posljednje je upravo k = 2 (mod 8). Na kraju preostaje odgovoriti na
pitanje jesu li za ovako definirane brojeve k kojih je beskona¢no mnogo, svi brojevi oblika
2k? — 2k +1, 0k — 1, 0k — § + 1 uz sve navedene uvjete istovremeno i prosti brojevi.

Potvrdan odgovor na to pitanje, uz uvjet da vrijedi, daje Schinzelova hipoteza H 2.6.

Propozicija 2.9 Ako Schinzelova hipoteza H vrijedi, tada za sve brojeve 6 = 6 (mod 8)
postoji beskonacno mnogo neparnih prirodnih brojeva n sa svojstvom da postoje djelitelji
dy,dy od % za koje je dy +do = dn+ 6 — 2.

Ideja dokaza ove propozicije bit ¢e prikazana u primjeru koji slijedi.
Primjer 2.10 Neka je 6 = 14. Tada je A = 14?/2—-14+1=85, B = (14 —2)/4 = 3.
Vrijede sljedece kongruencije:

r=1 (mod85), x=1 (mod3), x=-15 (mod 112).
Dakle,
x =8161 (mod 28560).

Takoder, k = —582 (mod 2040), k = 2040u — 582, u € Z. Uvrstavajuci dobiveni izraz
za k dobivamo tri polinoma. Prvi je polinom oblika:

fi(u) = 2(2040u — 582)* — 2(2040u — 582) + 1 = 8323200u* — 4753200u + 678613,
Drugi i treé¢i polinom su redom:

fo(u) = 14(2040u — 582) — 1 = 28560u — 8149,

f3(u) = 14(2040u — 582) — 14 + 1 = 28560u — 8161.

Diskriminanta kvadratnog polinoma f; nije jednaka potpunom kvadratu, sto povlaci da
polinom f; nije ireducibilan, kao $to to nisu ni polinomi fs, f3 koji su linearni polinomi.
Uz prvi uvjet Schinzelove hipoteze H koji je zadovoljen, drugi uvjet te hipoteze je da za
svaki prosti broj p postoji prirodan broj n za koji p ne dijeli produkt ovih triju polinoma.
Dovoljno je uzeti samo prirodne brojeve n = 1,2 kako bi dokazali da i drugi uvjet
Schinzelove hipoteze H vrijedi.

Zaista, za n = 1 dobivamo
fi(1) - fo(1) - f3(1) = (181 -23473) - (20411) - (20399).
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Za n = 2 vrijedi
f1(2) - f2(2) - f5(2) = 24465013 - (13 - 3767) - (173 - 283).
Na ovom primjeru uoc¢avamo da je

nzd(fi(1) - fa(1) - f3(1), f1(2) - f2(2) - f3(2)) = 1,

te mozemo zakljuciti da je i drugi uvjet Schinzelove hipoteze H zadovoljen. Dakle, postoji

beskona¢no mnogo prirodnih brojeva u takvih da su brojevi

Si(w), fa(u), fs(u)

istovremeno prosti brojevi.

Neki od brojeva k koji zadovoljavaju sve navedene uvjete su brojevi
119778,519618, 1101018, 1200978, 1313178, 1531458....

Uocavamo da se radi o relativno velikim brojevima £ za koje bi racunanje rjesenja pocetne
Pellove jednadzbe U? — 2abcV? = 1 iznimno dugo trajalo. Stoga, pokuSavamo naéi
manje brojeve k tako da kongruencije (mod A)i/ili (mod B) zamijenimo neki drugim

kvadratima. U sluéaju u kojem je
r=16 (mod 85), x=1 (mod 3), x=-15 (mod 112),

dobivamo

x=28321 (mod 28560),

odnosno

k=-2022 =18 (mod 2040).

Za te uvjete za brojeve k dobivamo redom:
18,1410, 2346, 2826, 5586, 5826, 6210, 8730, 10770, 11706, . . .

Sto Ce zahtijevati puno manje procesorskog vremena od bilo kojeg broja k kojeg smo dobili
u prethodnom sustavu kongruencija.

Odabiremo najmanji k = 18 i za njega odredujemo Pellovu jednadzbu te njena rjesenja.
Vrijedi

a=2-18-2-184+1=613, b=14-18 =1 =251, c=14-18 — 14+ 1 = 239.
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Odgovarajuca Pellova jednadzba je
U? — 73546514V° = 1.

Vrijedi
Uy ~ 2.91573 - 10591,

odnosno, preciznije
Uy = 291573388084965623066415414222126493136822343845493123412752236765274077
047669911769682451511507081003076621967400385067946380722339816957898527792310
242019306518318827256909550055996787540244985198454803117431608746874726122824
153967234011379557977600800213886457303490508397077246328333679634053574864041
520657503187757886344638828603422833555896881265832379330923158130855807053054
244383288931527023415438326412636349360055549692288183042949659508297035880327
503057266985056117173224849650918405905402874753750161096833033042080558687518
5184399471371271392224638250053135299543013884482595697611693030326937 78858708
23603655598599795616869706267708913373981428063054987582300262258792651199,
te je

Vo ~ 3.39990 - 10%%7

odnosno, preciznije

Vo = 33999054297875128273982811942430255329965787239932065798928 7591779880879
309967012712446699097444187277631381601256181416786620057449703681269597367507
081003560227526431522393329115182701036227498219884797473847790357015709897314
277932290655203257819564009723755430664517338349896914895701883566997903415685
406555613744183305811551677327737415208498848248290426354870483394484713326412
332325509177292810250465316795707516271674119874122325987330043301485370243621
129034741052529669969882404543797108787906213047585398206502595358277973250388
540579916467941702063275101805230853575000119725236410800100656457368048242988
9052506233562264640403952789865377102570891642655346811563774749233720.

Nakon odredivanja fundamentalnog rjesenja Pellove jednadzbe, u moguénosti smo odrediti

i rjeSenje (X, Yy) pocetne pellovske jednadzbe iz jednakosti Xy = 2g(2k — 1)Uy. Koristeéi

X —do(d—2)
"= Aoz —2g

dobivamo i vrijednost broja
n &~ 1.44598 - 10%9°,

ili preciznije,

n = 1445983146164751418797756017454577200956919556819320278972708170459068127
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851469415250804802958431655777147394277311082993782997964561762072626848559107
453045453153075582338938657781577360736516412951379485029520472123143093259433
992986249452156537004054711090887013415599964128931650513915379338394347664611
051952978018602930329394580831790711345068632192320806330321217955451876148687
887846579491728307958007336474342194979354982304351372006159857702551604034030
108178781577525794046148340048145922700117608882306304927700533931536885254575
992863429517000182011418559053839456590452634038860824550298682295527500216134
628363123336518227678197271940422698954720840280527897736973115402959497.

Trazeni djelitelji dy, ds broja # koji zadovoljavaju svojstva Propozicije 2.9 su redom

d; = 7163369535409270074405569309039446033615193855452377627651337762020735488
767278560344322560057018930498157303806183807079039042803649990617418230416511
462255302617738581369063294356169327846818618083670359671541740784283370938182
418099172798838896353688354485031639808932993088335450276619250572807035636518
641337240767164412099665322346876962639689959605460254851644702242911580048328
242158417637050754708180648096755773179809875320405920050215698671463490482168
467924729922876719036845159057472460613424010478537850451525611988492582972867
791491697735637697495634671258302276914876446242550549096246461993066284022467
335818507890288545621353733462012534643245064038519756581928850399485,

te

ds = 2023660067677111059309417867505504136736325860161503152799026304866493305
443180453495092291885798616194956536257854897810588293246106101902615846159708
783117408884044041416377214564772688098338296270122912005361506798321902226113
771938939315739267916041226691793315617859056481195477174453869148694806026891
820870035501967386019942446632272308186832116073288582836964540667408335450158
210160995446655926065739452999269397393778994238559880216618779213705099298593
934603501735543823992703991551498544534103310034180973113735594942952790098109
103229652154026691046236419208249408998942200009780899315508530567539193674186
2329747908203364898949140453432455772831448518863352048561041686791033485.

Napomena za sluc¢aj § =0 (mod 8)
Neka je § = 0 (mod 8). Analognom metodom kao u prethodnim sluc¢ajevima, uz izbor

k =3 (mod 8) za kojeg vrijede kongruencije
a=5 (mod8), b=T7 (mod8), c=1 (mod ),

nismo u moguénosti eliminirati slucaj 57) iz ranije navedenih faktorizacija, odnosno sluéaj
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u kojem vrijedi
Uy + 1 =2%at?, Uy— 1= 2bes>.

Nadalje, iako smo za male vrijednosti ¢ eksperimentalno pronasli sporadi¢na rjesenja, veé
za 0 = 40, nismo nasli nijedno rjeSenje pa u ovom slu¢aju nemamo niti dobro fundiranu

hipotezu o tome sto bi trebalo vrijediti.

Napomena za sluéaj é =2 (mod 8)
Analogna metoda prikazana u prethodnim slucajevima dovodi do kompliciranijih uvjeta

na Legendreove simbole, primjerice

@) ()= ()

pa ne mozemo direktnom primjenom Kineskog teorema o ostacima i Schinzelove hipoteze
H doé¢i do dokaza o egzistenciji beskona¢no mnogo rjesenja kao Sto je to bio slucaj za
0 =4,6 (mod 8).
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POGLAVLJE 3

O verziji Subbaraove kongruencije

3.1 Uvod

U teoriji brojeva osim Wilsonovog teorema koji je vrlo jednostavna karakterizacija pros-
tih brojeva izrazena preko kongruencija, nije poznata slicna, jednostavna karakterizacija
prostih brojeva koja ukljucuje i koncept kongruencije.

Lehmerova kongruencija
n—1=0 (mod ¢(n)), (3.1)

gdje je ¢ Eulerova funkcija, zadovoljena je za svaki prosti broj, iako je jos otvoreno pitanje
postoji li slozeni broj n koji zadovoljava tu kongruenciju. Lehmer je 1932. godine u [17]
dokazao da, ako i postoji slozeni prirodni broj n koji zadovoljava kongruenciju (3.1), tada
je taj broj n neparan, kvadratno slobodan i ima barem sedam razli¢itih prostih faktora.
Lehmerov je rezultat poboljsao F. Schuh 1944. godine kad je pokazao da broj n mora
imati barem 11 razli¢itih prostih faktora.

U teoriji brojeva postoji mnostvo nerijesenih problema o karakterizacijama prirodnih
brojeva n koji zadovoljavaju odredene kongruencije i koji uklju¢uju Eulerovu funkciju ¢ i
funkciju sume djeljitelja o.

Jedan je takav problem predstavio M. V. Subbarao u [23] u kojem se pita koji slozeni

brojevi n zadovoljavaju kongruenciju
no(n) =2 (mod ¢(n)). (3.2)
U tom radu dokazuje da su jedini prirodni sloZeni brojevi koji zadovoljavaju (3.2) brojevi
n=4,6122.
U radu [11] autori A. Dujella i F. Luca promatraju kongruenciju

np(n) =2 (mod o(n))

koja je vrlo slicna Subbaraovoj kongruenciji. Dokazuju da postoji samo kona¢no mnogo
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prirodnih brojeva n koji zadovoljavaju navedenu kongruenciju i ¢iji su prosti faktori
elementi konacnog i fiksiranog skupa. U slucaju kad je taj skup prostih faktora {2,3}
koriste¢i Worleyjev teorem i razvoj kvadratnih iracionalnosti u verizni razlomak, nalaze
sve takve prirodne brojeve n koji zadovoljavaju navedenu kongruenciju.

U posljednjem poglavlju doktorske disertacije promatramo problem sli¢ne prirode. Za-
dana je verzija Subbaraove kongruencije ny(n) =2 (mod o(n)) koja vrijedi za sve proste
brojeve. Ispitujemo koji prirodni brojevi oblika n = 2%5° zadovoljavaju tu kongruenciju
za a, 3 > 0. U prvom dijelu dokaza glavnog teorema poglavlja, prema uzoru na [6],
[11], promatramo potencije prostih brojeva n = 2% i n = 5% s eksponenatima a > 2,
B > 2 i dokazujemo da je jedini broj takvog oblika koji zadovoljava verziju Subbaraove
kongruencije broj n = 23. U nastavku dokaza dokazujemo da ne postoje brojevi oblika,
n = 2°5%, a, € N koji zadovoljavaju zadanu kongruenciju. U glavnom teoremu ovog
poglavlja dokazano je da su jedini prirodni brojevi oblika n = 2°5°%, «,3 € Ny, koji

zadovoljavaju verziju Subbaraove kongruencije brojevi n =1, 2,5, 8.

3.2 Verzija Subbaraove kongruencije za n = 2°5°

Definicija 3.1 Aritmeticka funkcija f je multiplikativna ako je f(1) = 1 te ako vrijedi

f(mn) = f(m)f(n)
za sve m,n € N za koje je nzd(m,n) = 1.

Definicija 3.2 Eulerova funkcija ¢ : N — N je aritmeticka funkcija koja prirodnom broju
n pridruzuje broj svih prirodnih brojeva manjih od n koji su relativno prosti s brojem n.

Definiramo ¢(1) = 1.

Teorem 3.3 Eulerova funkcija ¢ je multiplikativna funkcija.
O

Definicija 3.4 Suma djelitelja prirodnog broja n je aritmeticka funkcija ¢ : N — N

definirana s

o(n)=> _d.

d|n

Teorem 3.5 Funkcija sume djelitelja ¢ je multiplikativna funkcija.

U [11] A. Dujella i F. Luca proucavaju kongruenciju
ne(n) =2  (mod o(n)). (3.3)
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Vrlo je lako uociti da svi prosti brojevi zadovoljavaju promatranu kongruenciju.
Neka je p prost broj. Tada vrijedi ¢(p) = p — 1 te o(p) = p + 1. Uvrstavajuéi dobivene

vrijednosti u (3.3) dobivamo

pp—1)=2=(p+1(p—-2)=0 (mod (p+1)),

sto povlaci da kongruencija (3.3) vrijedi za sve proste brojeve, odnosno

plp—1)=2 (mod (p+1)).

U [6] je pokazano da jedini prirodni brojevi n koji su potencije prostih brojeva s
eksponentima a > 2 i koji zadovoljavaju (3.3) jesu brojevi n = 8,9. Pokazano je takoder

da, ako je n slozen prirodni broj koji zadovoljava (3.3) i ako je

tada n mozemo ograditi koriste¢i broj k. Naime, vrijedi
n < k(loglog k)*.

Promotrimo zadovoljavaju li prirodni brojevi n = {p{*...pi*, a; > 0}, k konacan,
kongruenciju (3.3).

Neka je P = {p1,...pr} konacan skup prostih brojeva i neka je Sp = {pi*...p" :
a; > 0} skup svih prirodnih brojeva ¢iji su prosti faktori elementi iz P. U [11] je dokazan

sljededi teorem:

Teorem 3.6 (Dujella, Luca) Za svaki konacan skup prostih brojeva P postoji samo

konac¢no mnogo prirodnih brojeva n € Sp koji zadovoljavaju kongruenciju (3.3).

Dokaz.
Neka je n = p* p prost broj i a > 2. Definiramo D = o(p®) = £

a+1_1
e U tom

slucaju vrijedi p** = 1 (mod D). Takoder, zbog kongruencije n¢(n) = 2 (mod D) u

ovom slucaju je

p*-p° <1—1> =2 (mod D),
p
P tp—1)=2 (mod D).

Mnozeé¢i brojem p? prethodna kongruencija postaje
p2(“+1)(p —1)=2p*® (mod D).

Od ranije znamo p*™ =1 (mod D) iz ¢ega je lako zakljuciti da vrijedi 2p® = p — 1
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(mod D), odnosno D|(2p® —p+ 1). Broj 2p® — p+ 1 # 0 za svaki prost broj p, $to povlaci
D < 2p® —p+1. U tom slucaju je

P =1< (p-1)(2° —p+1).
Za a > 4, vrijede nejednakosti
pP-1<p™ 1< (p- 120" —p+1),

sto nije moguée za p > 2. Zakljucujemo da je a € {2, 3}.

Za a = 2 analogno dobivamo nejednakost
pPP-1<(p-1)2* —p+1),

PHp+1<20® —p+1,

pa zaklju¢ujemo da (p? + p + 1)|(2p® — p + 1) §to povlaci (p* +p + 1)|(p — 3). To je
moguce jedino u slucaju kad je p = 3. Dobiveni rezultat odgovara rjeSenju n = 3? zadane
kongruencije (3.3).

Ako je a = 3, analognim zaklju¢ivanjem dobivamo da (p* + p* +p+ 1)|(2p* —p + 1).
Vrijedi (p* + p* + p + 1)|(2p® + 3p + 1) $to je moguée u slucaju p> < p* + 2p, odnosno
p < 2. Na ovaj nacin dobivamo jos jedno rjesenje kongruencije (3.3), preciznije vrijedi da
i n = 23 zadovoljava verziju Subbaraove kongruencije.

Promotrimo sad opcéenit slu¢aj. Neka je P = {pi,...px} konacan skup prostih brojeva
uz pretpostavku da vrijedi p; < py < --- < pi. Bez smanjenja opcenitosti mozemo
pretpostaviti da se skup P sastoji od svih prostih brojeva p za koje vrijedi p < pi. Dakle,
pj je j-ti prosti broj. Neka broj n = p?fl . pf € Sp zadovoljava kongruenciju (3.3), gdje
jel <i; <--- <1y, < kiajsupozitivni brojevi za j = 1,...s. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti s > 2.

Neka je

a;j+1 . al— as—
uj =p " j=1,...5, vi=np(n)/2=pi L pk (= 1) (pr, — 1)/2

g

Uoc¢imo da su uj,v € Sp zasve j = 1,...s. Takoder, u; i v su multiplikativno nezavisni jer
je u; potencija samo jednog prostog broja, a v ima najmanje dva prosta faktora, primjerice

Pi, 1 pi,- Neka je j takav da je u; = max{u; : 1 < ¢ < s}. Mozemo pretpostaviti da je

a;j > 3, inae u; < p}, za sve i = 1,...,s pa imamo samo kona¢no mnogo izbora za n.
Vrijedi
204, 2a; 2 2 2k
N N T N

iz cega slijedi u; > vk,
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Buduéi 22=[2(v — 1), slijedi

i

u; — 1
J > 1L1/2

1/4k
e — /l} y
2(1% - 1) !

nzd(u; —1,v—1) > >
gdje koristimo pretpostavku da je a; > 3. Herndndezov i Lucin rezultat iz [13] tvrdi da,

ako je € > 0 fiksiran, postoji samo konacno mnogo parova (u,v) € Sp takvih da je
nzd(u — 1,v — 1) < max{u,v}*,

u, v multiplikativno nezavisni. Uoc¢imo da je u; < v za a; > 3. Bududi ve¢ znamo da
su u; i v multiplikativno nezavisni, navedeni rezultat mozemo primijeniti za ¢ := ik: te
smo u moguénosti odabrati samo kona¢no mnogo brojeva v sto implicira da postoji samo
kona¢no mnogo moguénosti za odabir broja n¢(n), odnosno, specijalno, samo kona¢no

mnogo mogucénosti za odabir broja n sto je trebalo i pokazati.
O

U [11] A. Dujella i F. Luca dokazuju da, ako je skup P = {2,3}, tada su jedini
prirodni brojevi n € Sp koji zadovoljavaju kongruenciju (3.3) brojevi n = 1,2,3,8,9.
U ovom dijelu doktorske disertacije ispitujemo slican problem. Neka je skup P = {2,5}.

Pokusavamo pronaéi sve prirodne brojeve n € Sp koji zadovoljavaju kongruenciju (3.3).

Teorem 3.7 Ako je P = {2,5}, tada su jedini prirodni brojevi n € Sp koji zadovoljavaju
kongruenciju (3.3) brojevin = 1,25, 8.

Dokaz.

Kongruencija (3.3) vrijedi za sve proste brojeve pa tako i za brojeve n = 2,5.

Rezultat u kojem je a = 0 ili b = 0 za n = 225" specijalan je sluéaj prvog dijela dokaza
prethodnog Teorema 3.6 iz [11] o potencijama prostih brojeva p®, p € P, a > 2, odnosno
dokaza iz [6] u kojem je pokazano da jedini prirodni brojevi n koji su potencije prostih
brojeva s eksponentima a > 2 i koji zadovoljavaju (3.3) jesu brojevi n = 8, 9.

Neka je b = 0, odnosno n = 2%, a > 2. Definiramo D := ¢(2%) = 2°*1—1. Jednostavno
zaklju¢ujemo da je 2¢7! = 1 (mod D). Uz navedeno, zbog kongruencije (3.3), takoder
vrijedi

1
2¢ . 2¢ (1—2> =2 (mod D),

22071 =2 (mod D),
2%ath) = 9% (mod D),
(2" — 12" +1) = 15=0 (mod D).

Uocavamo da D|((2¢7! —1)(24T +1) — 15) ako i samo ako D|15, odnosno ako (27 —1)|15.
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Uz pretpostavku da je a > 2, navedeni uvjet je mogu¢ ako i samo ako je a = 3. Prirodni
broj n = 23 zadovoljava verziju Subbaraove kongruencije (3.3).

Neka je a = 0. Tada je n = 5°, b > 2. Kao u prethodnom slucaju za a = 0, definiramo
D :=o(5") = ¥=L. Viijedi 5+ =1 (mod D). Zbog (3.3), zakljuéujemo

520-1 .92 — 9 (mod D), 52041) . 92 = 53 .9 (mod D).

S obzirom da vrijedi 5! = 1 (mod D), lako je uociti da D|246, $to nije moguée za b > 2.
Brojevi oblika n = 5°, b > 2, ne zadovoljavaju kongruenciju (3.3).
U nastavku promatramo opéenit slucaj. Neka je n = 2%5°, gdje su a, b € N. Definiramo:

M =2t —1te N := 5b%_1. Tada je

2°t1 =1 (mod M)

571 =1 (mod N).

Uz sve navedeno, bududi je zadovoljena i kongruencija (3.3)
np(n) =2 (mod o(n)),
u nasem slucaju lako je zakljuciti
2%+l . 5271 =9 (mod MN). (3.4)
Mnozeéi prethodni izraz s 2 - 5 dobivamo
2%at) . 520+ = 500 (mod MN).

Zbog 291 = 1 (mod M), vrijedi i kongruencija 52¢*1) = 500 (mod M). Takoder,
zbog 5**1 = 1 (mod N), zakljuéujemo da je 22(¢*) = 500 (mod N). S obzirom da M
dijeli 2°+! — 1, takoder slijedi da M|(22**) —1). Analogno, N|(5?®+Y) —1). Brojevi M, N
dijele izraz

22atl) 1 520+ 507, (3.5)

Nastojimo dokazati da su brojevi M, N medusobno relativno prosti i ispitujemo parnost,
odnosno neparnost eksponenata a, b.

Neka je D :=nzd(M, N). Vrijedi 2¢7! = 5*"1 =1 (mod D). Iz (3.5) zakljuCujemo da
D|(1+1—501), odnosno D| —499. Bududi je 499 € P, broj D je D = 1 ili D = 499.
Za pocetak, pretpostavimo da je D = 499. U tom slucaju znamo da 499|M, odnosno
499 (22! — 1). Zakljucujemo da 166|(a + 1), pa posebno vrijedi 2|(a + 1). Dakle, a je

neparan broj. Broj M mozemo prikazati kao M = 2°t! — 1 = 2% — 1 za k € N, nakon
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¢ega zakljucujemo da 3|M. Slijedi da 3|(n¢(n) — 2), odnosno 3|(22¢+1. 5201 — 2) §to nije
moguce. Stoga, 499 1 M, odnosno, nzd(M, N) = 1. Dokazano je i da je a + 1 neparan
broj iz ¢ega jasno slijedi da je a paran broj.

Preostaje nam jo$ dokazati da je i broj b paran. Pretpostavimo suprotno, neka je b
neparan broj. U tom slu¢aju mozemo pisati 5°7! — 1 = 5% — 1. Uocdavamo da 24[(5% — 1),
Sto povladi da 6| N |(22¢F1. 521 — 2) §to je nemoguée. Broj b je paran broj. Dakle, brojevi
M, N su neparni brojevi.

Buduéi brojevi M, N dijele (3.5) i dokazano je da su medusobno relativno prosti,
zakljucujemo

MN|(22D) 4 520D _ 501),

Broj 22+ 4 52(+1) _ 501 je paran pa moZemo izraziti u obliku
2MN = (2°F1 — 1) (5! —1).

Definirajmo z := 2% i y := 5**!. Uz navedene oznake prethodni problem moZemo

prikazati kao jednadzbu oblika:
22+ y* =501 =c(z — 1)(y — 1), (3.6)

za neki ¢ € N. Iz (3.6) ¢emo pokusati saznati nesto vise o prirodnom broju c.

Bududi su eksponenti broja n parni brojevi, mozemo primjetiti da vrijede kongruencije
=0 (mod 8), 22 =0 (mod 8), kao i y =5 (mod 8), y?> =1 (mod 8). Uvrstavanjem
dobivenih ostataka u (3.6), dobivamo 4¢ = 4 (mod 8) sto vrijedi za svaki ¢ neparan broj,
odnosno za

c=1 (mod 2). (3.7)

Takoder, mozemo uociti da je x = 2 (mod 3) iz ¢ega slijedi 2> = 1 (mod 3). Za y

vrijede kongruencije y = 2 (mod 3) te y?> = 1 (mod 3). 1z (3.6) slijedi
¢c=2 (mod 3). (3.8)
Mozemo primjetiti i sljedece
r=3 (mod5), 22°=4 (mod5), za a =2 (mod 4),

r=2 (mod5), 2°=4 (mod5), za a=0 (mod 4).

Ocito je y = y*> = 0 (mod 5). Koristenjem jednadzbe (3.6) zaklju¢ujemo da broj ¢ moze

biti element dviju klasa ostataka pri dijeljenju brojem 4. Preciznije,

c=1 (modb), za a=2 (mod4),
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te
c=2 (modb), za a=0 (mod 4). (3.9)

Pokusajmo za broj ¢ poblize utvrditi koja nam od dvije navedene klase ostataka zadovoljava
veé definirane uvjete. Neka je t = 2%- 571 odnosno 5t2 = 22¢.5%~1 Prema (3.4) mozemo

zakljuciti da je 56> = 1 (mod M), $to povlaci (%) = (%) = 1. U tom slucaju je M = 1,4

(mod 5). Bududi je M = 2%t — 1, vrijedi 27 — 1 =1 (mod 5) ili 2¢*! — 1 =4 (mod 5).
Prvu je kongruenciju moguce ostvariti za a = 0 (mod 4), dok druga moguénost vrijedi za
a =3 (mod 4) sto ne uzimamo u obzir buduéi je dokazano da je a paran broj. Zbog ove
¢injenice promatramo samo one brojeve ¢ za koje je ¢ =2 (mod 5).

Temeljem kongruencija (3.7), (3.8) i (3.9) odredujemo sve prirodne brojeve ¢ za koje
vrijedi

¢c=17 (mod 30). (3.10)

'Dijagonalizirajmo” jednadzbu (3.6). Neka je
X =cy—c—2z, (3.11)

Y i=cy—c—2y. (3.12)

Tada vrijedi
(c+2)Y?—(c—2)X?— (—1996c +4008) = —4(c—2)(x* +y* =501 —c(z —1)(y — 1)) = 0.
Ovim smo postupkom dobili pellovsku jednadzbu oblika

(c+2)Y? — (c—2)X? = —1996¢ + 4008. (3.13)

Iz (3.13) je jasno da je % dobra aproksimacija iracionalnog broja ,/%. Zakljuc¢ujemo

{ B c+2| 1996¢ — 4008 < 1996(c — 2) - 1996
Y c—2|  (VeF2Y —Ve—2X)Ve—2Y T /2 —4Yy? Y2

No, racionalna aproksimacija oblika

X c+2

<
Y c—2

1996
y?2

(3.14)

nije dovoljno dobra aproksimacija od \/?_L—g da bi mogli zakljuciti da je % konvergenta

c+2
c—2"

Iz tog razloga koristimo Worleyjev teorem iz [24], odnosno iz [8].

razvoja u verizni razlomak broja

Teorem 3.8 (Worley) Neka je «v iracionalan broj te neka su a, b # 0 relativno prosti cijeli
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brojevi koji zadovoljavaju nejednakost

C
@ =< g

i

gdje je ¢ pozitivan realan broj. Tada je
(CL, b) = (Tpn"ri-l * S$Pm, TGm+1 + SQm)a

za m,r,s € Ny za koje vrijedi uvijet rs < 2c.

Prema Worleyjevom teoremu znamo da postoji konvergenta % oblika

X TPre1 + up

Y rgeg +ug’

gdje je k > —1, u € Z, r je nenegativni cijeli broj, te vrijedi |ru| < 2-1996 = 3992.

Kako bi odredili sva rjesenja, koristimo i lemu iz [9].
Lema 3.9 (Dujella, Jadrijevi¢) Neka je o prirodan broj koji nije potpun kvadrat i neka
je pr/qr k-ta konvergenta razvoja u verizni razlomak broja \/% Neka su (sg)g>—11 (tx)k>-1

. .. . RO . . . vap .
nizovi iz razvoja u verizni razlomak kvadratne iracionalnosti 5 Tada je

a(rqrir +ugr)? — B(rprer +upr)? = (=1 (uPtpsy + 2ruspyes — i) (3.15)
O

Primjenjujuc¢i Lemu 3.9, lako je uociti da je u nasem slucaju
(c+2)Y? — (c — 2)X? = d®(—D)F(uPtypy + 2ruspes — r*tpys), (3.16)

gdje su (sk)p>_1 1 (tr)p>_, nizovi cijelih brojeva koji se pojavljuju u razvoju u verizni

razlomak kvadratne iracionalnosti /2.
Iz tog razloga odredujemo razvoj broja ,/ % u verizni razlomak za ¢ neparan broj.

Dobivamo redom vrijednosti:

80:0, tQ:C—Q, aozl,
c—3
2 )

So=c—4, to=2c—05H, ay =1,

8120—2, t1:4,a1:

8320—1, t3:1, a3:20—2,
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sg=c—1, t4=2c—5, a4 =1,
c—3
2 )

S =c—2, tg=c—2, ag =2,

8526—4, t5:4, [

odnosno

-3 -3
¢ ,1,2¢ — 2,1,02,2], ¢ neparan broj.

c+ 2

= [1:
c—2

T2

Uocavamo da je duljina razvoja [ broja % u verizni razlomak [ = 6 pa promatramo

jednakost (3.16) za k = 0,1,2,3,4,5. Odredujemo brojeve ¢ € N koji zadovoljavaju
kongruenciju (3.10) za svaki takav k.
Za k = 0 jednakost (3.16) postaje:

d?(u?ty + 2rus; — r’ty) = —1996¢ + 4008,

d*(4u® — 4ru + 2cru — 2rc + 5r?) = —1996¢ + 4008.

Provjerimo je li moguée da su ove dvije strane jednakosti identicki jednake. Moguc¢nosti
za broj d u svim promatranim slucajevima, za k =0,1,2,3,4,5, sud =11ili d = 2.

Za d = 1 prethodna jednakost postaje
4u® — dru + 2eru — 2r°c + 5r® = —1996¢ + 4008,
¢ime je odreden sustav jednadzbi

4u? — 4ru + 5r? = 4008,
2ru — 2r2 = —1996.

Ovaj sustav ne rezultira cjelobrojnim rjesenjima.

Za d = 2 dobivamo jednakost
4u® — dru + 2cru — 2ric + 5r? = —499¢ + 1002,

odnosno sustav
4u? — 4ru + 5r? = 1002,

2ru — 2r? = —499,

koji takoder nema cjelobrojna rjesenja.
Opéenito, za sve vrijednosti broja d definiramo broj ¢. U sluc¢aju k& = 0 dobivamo da
je
4008 — 4d*u? + 4d*ru — 5d*r?
T 1996 + 2d%ru — 2d%r?

(3.17)

65



Poglavlje 3. O verziji Subbaraove kongruencije

Nastojimo odrediti prirodni broj ¢ koji zadovoljava kongruenciju (3.10) i koji je definiran
pomocu trojki (d,r,u) za koje vrijedi d € N, d < 64, u € Z, r € N i koje zadovoljavaju
nejednakost d?ru < 3992. S tim ciljem je napisan rac¢unalni program koji u prvom koraku
odreduje sve povoljne trojke (d, r, u) za koje vrijedi uvjet nejednakosti d?ru < 3992. Drugi
dio rac¢unalnog programa uvrstava sve takve trojke (d,r,u) u (3.17) i sve analogne izraze
za odredivanje broja c za svaki k = 0,1, 2, 3,4, 5. Uz navedeno, program ispituje je li svaki
dobiveni broj ¢ prirodan broj te zadovoljava li kongruenciju (3.10). U sluc¢aju potvrdnih

odgovora, program ispisuje povoljne brojeve c.
Koristeéi program za k = 0 ne nalazimo brojeve ¢ koji zadovoljavaju navedene uvjete.

Za slu¢aj kad je k = 1 jednakost (3.16) je oblika:
—d?(uPty + 2rusy — r*t3) = —1996¢ + 4008,

—d*(u*(2¢ — 5) + 2ru(c — 4) — r*) = —1996¢ + 4008.

Za d = 1 vrijedi 5u® + 8ru + r? = 4008, —2u? — 2ru = —1996, dok za d = 2 dobivamo
sustav 5u? + 8ru + r? = 1002, —2u? — 2ru = —499. Oba sustava nemaju cjelobrojna
rjesenja.

Broj ¢ opcenito predstavljamo kao:

.o 5d2u? + 8dPru + d*r? — 4008
N 2d%u? + 2d2ru — 1996

Upotrebom programa saznajemo da je jedini broj ¢ € N koji je odreden na navedeni nacin

i koji zadovoljava kongruenciju (3.10) broj
c=1T.
Za ¢ =77 iz (3.13) odredujemo pellovsku jednadzbu
79Y? — 7T5X° = —149684

kojoj, u nastavku rada, nastojimo odrediti rjeSenja.

Za k =21iwu € Z dobivamo jednakost:
d?(uPts + 2russ — r’ty) = —1996¢ + 4008,

d*(u? + 2ru(c — 1) — r*(2c — 5)) = —1996¢ + 4008.

Za d = 1 odreden je sustav u?—2ru+5r? = 4008, 2ru—2r? = —1996 koji nema cjelobrojna
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rjeSenja. Za slucaj kad je d = 2 sustav u? — 2ru + 5r2 = 1002, 2ru — 2r? = —499 takoder
ne rezultira cjelobrojnim rjesenjima.

Broj ¢ je u ovom slucaju definiran s

d*u? — 2dPru + 5d%r? — 4008

T T 2@ — 2dru — 1996

Brojevi ¢ koje smo odredili opisanim racunalnim programom su
c € {17,227,497,647,857,2537,3107,4937}.

Za svaki navedeni broj ¢ definirana je po jedna pellovska jednadzba oblika (3.13) kojoj u

nastavku rada odredujemo rjesenja.

Za iducu vrijednost broja k, konkretnije za k = 3, vrijedi:
—d?*(uty + 2rusy — r’ts) = —1996¢ + 4008,

—d*(u*(2¢ — 5) + 2ru(c — 1) — 4r%) = —1996¢ + 4008.

Sustavi koje dobivamo za d = 1, d = 2 su redom 5u? + 2ru + 4r? = 4008, —2u? — 2ru =
—1996, odnosno 5u? + 2ru + 4r? = 1002, —2u? — 2ru = —499, respektivno. Kao i u svim

prethodnim slucajevima, ni ovi sustavi nemaju cjelobrojna rjesenja. Trazeni broj c je:

5d%u? + 2d2ru + 4d*r? — 4008
C g
2d2u? + 2d?ru — 1996

Kao i za k = 0, ni u ovom slucaju ne postoje prirodni brojevi ¢ koji zadovoljavaju zadanu
kongruenciju.

Za k = 4 analognim postupkom dobivamo jednakosti
d?(uts + 2russ — rtg) = —1996¢ + 4008,

d*(4u® + 2ru(c — 4) — r*(c — 2)) = —1996¢ + 4008.

Za d = 1 vrijedi 4u®—8ru+2r? = 4008, 2ru—r? = —1996, dok je za d = 2 4u>—8ru+2r? =

1002, 2ru —r? = —499. Oba sustava nemaju cjelobrojna rjeSenja. Opéenito,

4d?u? — 8d%ru + 2d*r? — 4008
C =
d?r? — 2d%ru — 1996

Nijedan prirodan broj ¢ odreden na ovaj nacin ne zadovoljava zadanu kongruenciju.

Naposlijetku, za £ = 5 uvrStavanjem odgovaraju¢ih vrijednosti dobivenih razvojem
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kvadratne iracionalnosti ,/%g, ¢ neparan broj, u verizni razlomak u (3.9), vrijedi:
—d?(u*ty + 2rusy — r’t;) = —1996¢ + 4008,

—d*(u*(c — 2) — 4r%) = —1996¢ + 4008.

Za d = 1 odreden je sustav 4r? + 2u? = 4008, —u? = —1996, dok je za d = 2 odreden
sustav 4r? + 2u? = 1002, —u? = —499. Kao i svi sustavi odredeni na ovaj nacin za
k=0,1,2,3,4, ni ovi sustavi ne rezultiraju cjelobrojnim rjesenjima.

Broj ¢ je u ovom slucaju:
_2d%u® + 4dPr? — 4008

T 2wz~ 199

No, ne postoji takav prirodan broj c.

U sljede¢em dijelu dokaza preostaje nam za svaki dobiveni prirodni broj ¢ odrediti
pellovsku jednadzbu (3.13), izracunati njena rjeSenja, te ispitati postoje li rjeSenja koja
zadovoljavaju kongruencije koje slijede iz oblika brojeva x,y i njihove veze s rjesenjima
X, Y.

Promatramo sljedece pellovske jednadzbe:

19Y? — 15X? = —29924, za c = 17,
79Y? — 75X% = —149684, za ¢ =TT,
229Y% — 225X% = —449084, za ¢ = 227,
499Y? — 495X* = —988004, za ¢ = 497,
649Y?% — 645X7% = —1287404, za c = 647,
859Y % — 855X% = —1706564, za c = 857,
2539Y? — 2535X% = —5059844, za c = 2537,
3109Y? — 3105X% = —6197564, za c = 3107,
4937Y?% — 4935X? = —9850244, za ¢ = 4937.

Opéeniti oblik diofantske jednadzbe drugog stupnja je
az® 4+ bry + cy® +dr + ey + f = 0. (3.18)

Ako vrijedi a = b = ¢ = 0, jednadzbu (3.18) zovemo linearna diofantska jednadzba. Za
a=c=0, b+# 0, jednadzba (3.18) je jednostavna hiperbolicka diofantska jednadzba.
Uz navedene slucajeve, razlikujemo jos tri tipa diofantskih jednadzbi: elipticke diofantske
jednadzbe, gdje vrijedi b*—4ac < 0, parabolicke diofantske jednadzbe za koje je b*>—4ac = 0

te hiperbolicke diofantske jednadzbe koje karakterizira nejednakost b> — 4ac > 0. MozZemo
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primjetiti da sve pellovske jednadzbe koje promatramo u dokazu teorema odgovaraju
hiperbolickom tipu diofantskih jednadzbi.
Ako je zadana jednadzba

ar® +bry +cy’ + f =0, f#0,

te vrijedi b* — 4ac = k?, za neki k € Z, postupak rjesavanja takve diofantske jednadzbe
za pocetak ukljucuje odredivanje svih pozitivnih i negativnih djelitelja u; broja —4af te
generiranje njenih rjesenja

u — (b+k)y uit4daf/u

T 2a » ¥ 2k

ne ukljuc¢ujuéi one djelitelje u; za koje x,y & Z.

Za slucaj kad je f # 01 b* — 4ac # k%, k € Z, ispitujemo je li slobodni koeficijent f
visekratnik od nzd(a, b, ¢). Ako je odgovor negativan, polazna diofantska jednadzba nema
rjeSenja. U suprotnom, cijelu diofantsku jednadzbu mozemo podijeliti brojem nzd(a, b, ¢).
U slucaju da je zadovoljena nejednakost 4f? < b? — 4ac, rjeSenja polazne diofantske
jednadzbe nalaze se medu konvergentama razvoja u verizni razlomak korijena jednadzbe
at® + bt + ¢ = 0. Bududéi je razvoj kvadratne iracionalnosti u verizni razlomak periodican,
a broj b* — 4ac # k?, k € Z, broj rjeSenja diofantske jednadzbe je, ili beskonacan, ili
jednadzba nema rjesenja.

Ako je zadovoljena nejednakost 412 > b? —4ac, postupak odredivanja rjeSenja pellovske
jednadzbe je nesto drugaciji. Definiramo G = nzd(z,y), * = Gu, y = Gv. Pocetna

jednadzba postaje
f

?:

Neka je z = sy — fz. Nakon supstitucije, polazna diofantska jednadzba poprima oblik

au® + buv + cv? + 0.

2
as®+bs +c
—<f)y2 + (2as + b)yz —afz* = 1.
Odredujemo vrijednosti 0 < s < f — 1 za koje je as®> + bs + ¢ =0 (mod f). Vrijednosti
y, z odreduju se razvojem rjesenja jednadzbe
2
as” 4+ bs +c
—(f>t2 + (2as +b)t —af =0
u verizni razlomak. Ako je duljina perioda razvoja u verizni razlomak paran broj, razma-
traju se konvergente do kraja prvog perioda. U slucaju da je duljina perioda neparan broj,
razmatraju se konvergente dva perioda. Nakon toga smo u moguénosti odrediti i broj
x. Ako polazna jednadzba ima rjesenja, tada postoje i rjeSenja navedene kongruencije,

osim ako je nzd(a,b, f) > 1. U ovom slucaju, ako vrijedi nzd(b,c, f) = 1, definiramo
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supstituciju y = sx — fz 1 na analogan nacin dobivamo diofantsku jednadzbu

cs®> +bs+a

7 2+ (2cs + b)rz — cf2* = 1.

Odredujemo 0 < s < f — 1 takve da kongruencija cs® + bs +a =0 (mod f) ima rjeSenja.
Vrijednosti z, z odredujemo razvojem rjesenja kvadratne jednadzbe

s> +bs+a

f

u verizni razlomak. Naposlijetku, u moguénosti smo odrediti i vrijednost y. Ako jednadzbe

t*+ (2cs+b)t—cf =0

2
cs“+bs+a
y=sx— [z, —f:ﬁ + (2¢s +b)wz —cf2? =1
nemaju rjeSenja za nzd(a,b, f) > 11 nzd(b, ¢, f) > 1, tada je nuzno koristiti drugacije
pristupe. Vise o odredivanju rjesenja diofantskih jednadzbi moze se naci na internetskoj
stranici [1] koja je ujedno i kalkulator rjesenja diofantskih jednadzbi drugog stupnja.

Prva pellovska jednadzba koju promatramo je
197 — 15X?% = —29924.
Prema (3.18) vrijedi
(a,b,c,d, e, f) =(—15,0,19,0,0,29924).

Prvi korak u rjesavanju zadane pellovske jednadzbe je odrediti najveci zajednicki djelitelj
svih koeficijenata jednadzbe ne ukljuc¢ujudi i slobodni koeficijent te njime podijeliti polaznu
diofantsku jednadzbu. S obzirom da je nzd(—15,0,19,0,0) = 1, polazna diofantska
jednadzba ostaje nepromijenjena.
Buduéi da vrijedi nejednakost 42 > b? — 4ac, rjesenje trazimo koristeéi supstituciju
x=sy— fz.
Neka je x = sy — fz. Tada je
—Wﬁ—l—@as%—b)yz—aff =1 (3.19)
Dakle, —15s2 + 19 je visekratnik broja 29924, $to vrijedi za s = 5751,9211, 20713, 24173
(mod 29924).

o Neka je s = 5751.
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Uvrstavajuéi s u (3.19), dobivamo
16579y — 172530y 2 + 44886022 = 1. (3.20)
Odredujemo razvoj u verizni razlomak rjesenja jednadzbe

16579t* — 172530t + 448860 = 0.

Rjesenja dobivene jednadzbe su

V1140 + 172530 ; V1140 + 172530

! 33158 P2 33158

Za rjesenje t; dobivamo razvoj u verizni razlomak

V1140 + 172530

=15:4,1,8,1,1,7,1,32,1,7,2
33158 [57 9 787 ’ 777 737 777 }7

gdje je duljina perioda [ = 6.

Konvergente razvoja broja t; u verizni razlomak su

{ 21 26 229 255 484 3643 4127 135707 139834 1114545}
4757447497 937 700 " 7937 26076 ~ 26869 ' 214159 J

V11404172530
33158

duljina perioda razvoja u verizni razlomak [ = 6 paran broj, promatramo konver-

je £ konvergenta razvoja u verizni razlom roj . Bududi j
Nekankoeetaaoa e azlomak broja Buduéi je

gente do kraja prvog perioda. Svaku konvergentu uvrstavamo u jednadzbu (3.20)
i provjeravamo vrijedi li jednakost. U sluc¢aju da medu konvergentama razvoja u
verizni razlomak ne postoji rjesenje jednadzbe, zakljucujemo da polazna pellovska

jednadzba nema rjeSenja.

Ako postoji konvergenta ¥ koja zadovoljava jednadzbu (3.20) oznacimos y = Yy, z =
Zy.

U nasem slucaju vrijedi Yy = 4127, Zy = 793 pa iz jednakosti Xy = 5751Y, —29924 7,

izracunavamo X,. Rjesenja pocetne diofantske jednadzbe su

(Xo, Yo) = (4645, 4127), (—4645, —4127).

Promatramo i drugo rjeSenje ¢y jednadzbe (3.20). Iz konvergenti razvoja broja to
u verizni razlomak analognim postupkom dobivamo Y, = —463, 7, = —89 te iz
Xo = 5751Yy — 299247, mozemo odrediti broj X,. Vrijedi

(Xo,Yo) = (523, —463), (—523,463).
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e Za s = 9211 dobivamo jos neka rjesenja zadane pellovske jednadzbe

(X0, Yo) = (47,13), (—47, —13), (78689, —69917), (— 78689, 69917).

o Za s = 20713 rjeSenja su

(X0, Yo) = (—47,13), (47, —13), (78689, 69917), (—78689, —69917).

o Za s = 24173 dobivamo

(Xo,Yo) = (47,13), (—47, —13), (78689, —69917), (—78689, 69917).

Bududi 4|29924, rjesenja pocetne jednadzbe bit ¢e i dvostruka rjesenja jednadzbe
150 + 19v® + 7481 = 0.
Tako dobivamo i rjesenja:
(Xo, Yo) = (8844, 7858), (—8844, —7858), (—8844, 7858), (8844, —7858), (276, —242),

(=276, 242), (276, 242), (—276, —242).

Beskonac¢no mnogo rjesenja pellovske jednadzbe dobivamo putem jednakosti
Xp1 = PX, +QY,, Y,.1 = RX,+ 5Y,,
gdje vrijednosti P, Q, R, S odredujemo na sljedec¢i nacin. Vrijedi
P=m, Q=-Cn, R=An, S=m+ Bn,
gdje je (m,n) fundamentalno rjesenje jednadzbe
m? + bmn + acn® = 1.

U nasem slucaju vrijedi m? — 285n2? = 1 pa je fundamentalno rjeSenje Pellove jednadzbe
(m,n) = (2431, 144). Tada je

P =2431, Q = —2736, R = —2160, S = 2431,

pa sva ostala rjesenja mozemo odrediti pomoc¢u veé¢ odredenih rjesenja i konstanti P, @), R, S.

72



Poglavlje 3. O verziji Subbaraove kongruencije

Fundamentalna rjesenja prve pellovske jednadzbe su
(Xo, Yp) = (£47,13), (£276,242), (£523,463).

Za fundamentalno rjesenje (Xo,Yy) = (47,13) koristeci vrijednosti P, R, S, @ dobivamo
(X1,Y1) = (78689, —69917). Sva rjesenja pellovske jednadzbe mogu se dobiti iz rekurzivnih

relacija
Xn+1 = 4862 - Xn - Xn—lu Yn+1 = 4862 - Yn - Yn_17 n Z 2.

Pretpostavimo da su X, Y definirani s (3.11) i (3.12). Lako mozemo utvrditi da iz (3.11)

i (3.12) za brojeve XY vrijede sljedeée kongruencije
X=0 (mod4), X=1 (mod3), X =4 (mod5), odnosno X =4 (mod 60),

te X mozemo prikazati kao X = 60x +4, = € Z.
Za'Y vrijedi

Y=2 (mod4), Y=1 (mod3), Y=3 (mod?5),

odnosno vrijedi Y = 58 (mod 60). Uvrstavanjem X = 60z + 4 u polaznu pellovsku
jednadzbu dobivamo
19Y? — 15(60z + 4)* = —29924,

19Y2 — 5400022 — 7200z + 29684 = 0.

Bududi je nzd(—54000, 0,19, —7200,0) = 1, promatranu pellovsku jednadzbu ne mozemo
podijeliti djeliteljem veéim od 1, te je promatramo upravo kako je i zadana. Odredu-
jemo djelitelje brojeva 19, 54000 te provjeravamo postoje li rjeSenja polazne jednadzbe

(mod 19), (mod 9), (mod 16), (mod 25). Buduéi rjesenja tih jednadzbi postoje, postu-

pak rjesavanja pellovske jednadzbe se nastavlja. Nastojimo supstitucijama dobiti oblik
2?+ By’ +Cy+ D =0.
Za ' = —108000x — 7200, iy = —y vrijedi
—a"* + 414000y + 6463584000 = 0.

Odredujemo razvoj u verizni razlomak rjeSenja jednadzbi t2—1026000 = 0 i —t2+4104000 =
0. Definiramo 2’ = sy’ — f2’' i u moguénosti smo zakljuéiti da bi broj —s* + 4104000
trebao biti visekratnik broja 6463584000. Za tako odabrane brojeve s dobivamo pellovsku

jednadzbu oblika
—as®’ +bs+c ,
Y

7 + (2as +b)y'z —af'z? =1
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te nalazimo razvoje u verizne razlomke rjesenja kvadratne jednadzbe

—as®+bs+c
TtQ — (2@S+b)t+cz 1.

Za sve definirane vrijednosti broja s vrijedi da, ili medu konvergentama razvoja u verizni
razlomak ne postoje rjesenja jednadzbe, ili broj Xy odreden pomoéu brojeva Yy, Zy nije

cijeli broj. Zakljucujemo da pocetna jednadzba nema rjesenja.

Zadana je i pellovska jednadzba
79Y? — 75X?% = —149684.

Za ovu pellovsku jednadzbu je vrlo lako odmah utvrditi da je nerjesiva te za nju nije
potrebno ni definirati kojim klasama ostataka pripadaju brojevi X, Y.

Odredujemo nzd(—75,0,79,0,0) = 1 pa zadana pellovska jednadzba ostaje nepro-
mijenjena. Promatramo sve djelitelje brojeva 75,79 i utvrdujemo da polazna pellovska
jednadzba modulo navedeni djelitelji ima rjesenja. Uvodimo supstituciju oblika z = sy—fz.
Zakljuéujemo da bi broj —75s% + 79 trebao biti visekratnik broja 149684, no to nije mo-
gucée. S obzirom da 4]149684, rjesenja polazne jednadzbe bi trebala biti dvostruko veéa
od rjesenja jednadzbe

—752% + 79y* = 37421.

Analognim zakljuc¢ivanjem utvrdujemo da bi broj —75s% + 79 trebao biti viSekratnik broja

37421, no ni to nije moguce Sto znaci da polazna pellovska jednadzba nema rjesenja.

Pellovskoj jednadzbi
229Y?% — 225 X2 = —449084

na veé¢ opisani nac¢in mozemo odrediti funadamentalna rjesenja. Tako dobivamo
(Xo, Yo) = (£283,277), (£404,398), (+63837,63277).
Takoder, vrijedi
P = 5848201, @ = —5899956, R = —5796900, S = 5848201.
Znamo da vrijedi Y = 60y + 58, y € Z. Uvrstavanjem u zadanu jednadzbu dobivamo
229(60y + 58)% — 225X 2 = —449084,

824400y2 — 225X + 1593840y + 1219440 = 0,

74



Poglavlje 3. O verziji Subbaraove kongruencije

sto je diofantska jednadzba koja nema rjesenja. Za detaljniji postupak moze se pogledati
internetska stranica i kalkulator rjesenja diofantskih jednadzbi [1].

Sljedeca pellovska jednadzba cija rjeSenja promatramo je
499Y2 — 495X?% = —988004.
Njena su fundamentalna rjesenja
(Xo, Yo) = (£497,493), (£501,497), (£246508,245518).
Uz sva navedena rjeSenja odredujemo i konstante P, Q), R, S.
P =61380991, @ = —61628496, R = —61134480, S = 61380991.

S obzirom da jednadzba moze imati rjesenja za X = 4 (mod 60), Y = 58 (mod 60),
potrebno je odrediti dodatne uvjete za barem jednu od navedenih varijabli te nakon toga
provjeriti je li dobivena jednadzba rjeSiva.

Znamo da vrijedi Y = cy —c—2y = ¢y — 1) — 2y = —2 (mod (¢ — 2)). U nasem je
slucaju ¢ — 2 =495 = 32.5- 11, §to povlac¢i Y = —2 (mod 3?-5-11), a posebno i Y = —2
(mod 9), Y = —2 (mod 5), Y = —2 (mod 11). U ranijim smo slucajevima odredili
da vrijedi Y = 2 (mod 4). Takoder, mozemo lako dobiti da je Y = c¢(y — 1) — 2y =
497y — 1) — 2y = —2y = 21,28,34,61,69 (mod 71). Za svaki dobiveni ostatak pri
dijeljenju brojem 71 dobivamo po jednu pellovsku jednadzbu koja nije rjesiva.

Za

Y=2 (mod4), Y=7 (mod3?), Y=9 (modl1l), Y =21 (mod 71),
vrijedi Y = 11878 (mod 140580). Dobivamo jednadzbu
9861605463600y* — 495X * + 1666469621520y + 70403343120 = 0

koja nema rjesenja.
Za

Y=2 (mod4), Y=7 (mod3?), Y=9 (mod1l), Y =28 (mod 71),
vrijedi Y = 27718 (mod 140580). Vrijedi
9861605463600y* — 495X % 4 3888803247120y + 383376462480 = 0

koja nije rjesiva.
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Za slucaj kad je
Y=2 (mod4), Y=7 (mod3?), Y=9 (modll), Y =34 (mod 71),

vrijedi Y = 61387 (mod 140580). Definiramo Y = 140580y + 61387, y € Z. Uvrstavajuéi

u polaznu jednadzbu dobivamo
9861605463600y — 495X 2 + 8612524891080y + 1880414508735 = 0.

Ova pellovska jednadzba nema rjesenja.
Za

Y=2 (mod4), Y=7 (mod3?), Y=9 (mod1l), Y =61 (mod 71),
vrijedi Y = 1978 (mod 140580). Vrijedi
9861605463600y> — 495X + 277511105520y + 1953317520 = 0
sto je pellovska jednadzba koja nema rjesenja. Za
Y=2 (mod4), Y=7 (mod3?), Y=9 (mod1l), Y =69 (mod 71),
vrijedi Y = 140578 (mod 140580). Dobivamo jednadzbu
9861605463600y* — 495X ? + 19722930329520y + 9861325855920 = 0

sto je pellovska jednadzba bez rjesenja.
Bududi za sve klase ostataka modulo 71 koje su moguce za varijablu Y pripadne pellovske
jednadzbe nemaju rjesenja, mozemo zakljuciti da ni polazna pellovska jednadzba nije
rjesiva.
Sljedeca pellovska jednadzba je
649Y% — 645X % = —1287404.
Fundamentalna rjesenja su joj
(Xo, Yo) = (£135,127), (£2461,2453), (£84884,84622),

te su odgovarajué¢e konstante

P =135419041, @ = —135838296, R = —135001080, S = 135419041.
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U ovom slu¢aju dovoljno je promatrati Y = 58 (mod 60). Uvrstavanjem Y = 60y + 58 u

pocetni izraz, dobivamo pellovsku jednadzbu oblika
2336400y — 645X 2 + 4517040y + 3470640 = 0

koja nema rjesenja.

Fundamentalna rjesenja iduce pellovske jednadzbe
859Y* — 855X % = —1706564,

Su
(Xo,Yy) = (£107,97), (£4188,4178), (£87511,87307)

te je lako odrediti
P =314710111, @ = —315445416, R = —313976520, S = 314710111.

Buduéi znamo da vrijedi X = 60x + 4, uvrstavanjem u pocetnu pellovsku jednadzbu
dobivamo
859Y % — 855(60x + 4)* = —1706564,

859Y? — 30780002% — 410400z + 1692884 = 0.

Kao i u svim prethodnim slucajevima zaklju¢ujemo da ni ova pellovska jednadzba nije
rjesiva.

Za pellovsku jednadzbu
25392 — 2535 X2 = —5059844

dobivamo
(Xo, Yo) = (£173,167), (£7444,7438), (£431457,431117).

Vrijedi
P = 8164530271, = —8170969176, R = —8158096440, S = 8164530271.

U ovom sluc¢aju nije dovoljno promatrati X, Y i klase ostataka pri dijeljenju brojem 60 jer
tako dobivane jednadzbe imaju rjesenja, ve¢ moramo odrediti dodatne uvjete za Y.
Znamo da vrijedi Y = —2 (mod (¢—2)). U nasem slucajujeY = —2 (mod 2535), odnosno
= —2 (mod 3-5-11%). Zakljucujemo da je Y =1 (mod 3), Y =3 (mod 5), Y = 167
(mod 169) te od ranije znamo Y = 2 (mod 4). Koristeédi Kineski teorem o ostacima
dobivamo da vrijedi Y = 10138 (mod 10140), odnosno mozemo pisati Y = 10140y +10138.
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Uvrstavanjem ovog izraza u polaznu jednadzbu, dobivamo:
2539(10140y + 10138)% — 2535X? = —5059844,

261058964400y — 2535X? + 522014946960y + 260961052560 = 0,

te dobivamo pellovsku jednadzbu koja nema rjesenja.

Pretposljednja pellovska jednadzba koju promatramo je
3109Y* — 3105X% = —6197564.
Njena su fundamentalna rjesenja
(Xo, Yp) = (£625,623), (£2484,2482), (+1939391,1938143).

Dobivamo

P = 14996628361, ) = —15006284916, R = —14986978020, S = 14996628361.
Uvrstavajuéi X = 60z + 4 u zadanu pellovsku jednadzbu, dobivamo

3109Y% — 111780002 — 14904002 + 6147884 = 0.

Jednadzba nema rjesenja.

Posljednja pellovska jednadzba koju promatramo je
4937Y? — 4935X% = —9850244.

Ta jednadzba nema rjesenja.
Buduéi nijedna pellovska jednadzba oblika (3.13) koja je trebala dati brojeve n = 2457
koji zadovoljavaju kongruenciju (3.3) nema rjeSenja, zakljuéujemo da takvi brojevi ne

postoje sto dokazuje tvrdnju teorema.
O

U ovom smo poglavlju doktorskog rada problem odredivanja svih prirodnih brojeva n =
2957 koji zadovoljavaju verziju Subbaraove kongruencije nakon supstitutcija i postupka
"dijagonalizacije" uspjeli prikazati kao problem u kojem ispitujemo rjesivost nekoliko
pellovskih jednadzbi oblika

(c+2)Y? — (c—2)X? = —1996¢ + 4008,
za brojeve ¢ koje smo algoritamski izracunali. U dokazu glavnog teorema ovog poglavlja
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pokazali smo da nijedna dobivena pellovska jednadzba nije rjesiva sto ima za posljedicu
i tvrdnju da ne postoje prirodni brojevi n = 2%5°, a,b € N koji zadovoljavaju verziju
Subbaraove kongruencije. Dakle, jedini prirodni brojevi oblika n = 2°5%, a,b € Ny koji

zadovoljavaju promatranu kongruenciju su brojevi n = 1,2, 5, 8.
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Sazetak

Kljucne rijeci: funkcija sume djelitelja; verizni razlomci; Pellova jednadzba; Legendreov

simbol; Eulerova funkcija; Subbaraova kongruencija

Ayad i Luca su dokazali da ne postoji neparan prirodan broj n > 1 i dva pozitivna
djelitelja dy, dy od (n? + 1)/2 takvi da vrijedi d; + dy = n + 1. Dujella i Luca promatraju
op¢enitiji problem, gdje je linearni polinom n + 1 koji je suma djelitelja d; i dy zamijenjen
proizvoljnim linearnim polinomom dn + €, gdje su koeficijenti d i e cijeli brojevi i § > 0.
Buduéi je broj (n? + 1)/2 neparan te brojevi dy, dy dijele sumu kvadrata dva relativno
prosta broja, za brojeve dy, dy vrijedi dy,dy = 1 (mod 4). Dujella i Luca su se fokusirali

na slucaj u kojem su koeficijenti 9, £ linearnog polinoma neparni brojevi.

U ovom radu promatramo drugi slucaj, odnosno sluc¢aj u kojem su koeficijenti linearnog

polinoma parni brojevi. Preciznije, u jednom slucaju vrijedi
d=0 (mod4) i e=2 (mod4),

a u drugom vrijedi

d=2 (mod4) i e=0 (mod4).

U radu promatramo slucajeve kad je jedan od koeficijenata ¢, ¢ fiksiran, odnosno u
potpunosti rjesavamo slucajeve § = 2, 6 = 4, ¢ = 0. Dokazujemo da za ¢ = 0 (mod 4)
postoji beskonacno mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoji par djelitelja dy, ds
od (n?+1)/2 takvih da vrijedi d; +ds = 2n+ ¢ te dokazujemo i analogan rezultat za slucaj
kad je e =2 (mod 4) i djelitelji dy,ds od (n* 4+ 1)/2 takvi da vrijedi d; + dy =4n+¢e. U
slucaju kad je vodeci koeficijent oblika 6 = 4k 42, k € N, dokazujemo da ne postoji nepa-
ran prirodan broj n sa svojstvom da postoji par pozitivnih djelitelja dy,dy od (n? +1)/2
takvih da je dy + dy = dn. S druge strane, dokazujemo i da postoji beskona¢no mnogo
neparnih prirodnih brojeva n za koje postoji par djelitelja dy,d> od (n? 4+ 1)/2 takvih da
vrijedi dy + dy = 2n.

Nadalje, promatramo i slucaj u kojem jednoparametarske familije koeficijenata nisu

fiksirane, ali su koeficijenti medusobno povezani. Dokazujemo da postoji beskonacno
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mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoji par djelitelja dy,ds od (n? + 1)/2
takvih da vrijedi d; + dy = dn + (§ + 2). Takoder promatramo i jednoparametarsku
familiju koeficijenata za koju vrijedi ¢ = 6 — 2 i za nju dokazujemo analogan rezul-
tat, odnosno da postoji beskona¢no mnogo neparnih prirodnih brojeva n za koje postoji
par djelitelja dy, ds od (n?+1)/2 takvih da vrijedi d; +dy = dn+(5—2), 6 =4,6 (mod 8).

U posljednjem poglavlju rada promatramo verziju Subbaraove kongruencije oblika
ne(n) =2 (mod o(n)),

gdje je ¢ Eulerova, a ¢ funkcija sume djelitelja prirodnog broja n. Dujella i Luca su
promatrali navedenu kongruenciju i dokazali da postoji samo kona¢no mnogo prirodnih
brojeva n koji je zadovoljavaju i ¢iji su prosti faktori elementi konacnog i fiksiranog
skupa. U radu ispitujemo koji prirodni brojevi ¢iji su prosti faktori elementi skupa {2, 5},
odnosno koji su oblika n = 2%5°, «, 8 > 0, zadovoljavaju navedenu verziju Subbaraove

kongruencije. Dokazano je da su jedini takvi prirodni brojevi n brojevi n = 1,2, 5, 8.
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Keywords: sum of divisors; continued fractions; Pell’s equations; Legendre symbol;

Euler’s (Totient) function; Subbarao’s congruence

Ayad and Luca have proved that there does not exist an odd integer n > 1 and two
positive divisors dy, dy of (n?41)/2 such that d; +dy = n+ 1. Dujella and Luca have dealt
with a more general issue, where n 4+ 1 was replaced with an arbitrary linear polynomial
on+e¢, where 6 > 0 and ¢ are given integers. The reason that d; and ds are congruent to 1
modulo 4 comes from the fact that (n*+1)/2 is odd and is a sum of two coprime squares
((n+1)/2)* + ((n — 1)/2)%. Such numbers have the property that all their prime factors
are congruent to 1 modulo 4. Since d; + dy = dn + ¢, then there are two cases: it is either
d=e=1 (mod2),ord=c+2=0 or 2 (mod 4). Dujella and Luca have focused on
the first case.

We deal with the second case, the case where d =e¢+2 =0 or 2 (mod 4). We com-
pletely solve cases when § = 2,0 = 4 and € = 0. We prove that there exist infinitely many
positive odd integers n with the property that there exists a pair of positive divisors dy, do
of (n? +1)/2 such that d; +dy = 2n + ¢ for ¢ = 0 (mod 4) and we prove an analogous
result for e = 2 (mod 4) and divisors dy, dy of (n?+1)/2 such that d; +dy = 4n+e¢. In the
case when 0 > 6 is a positive integer of the form 6 = 4k + 2, k € N we prove that there
does not exist an odd integer n such that there exists a pair of divisors dy, dy of (n*+1)/2
with the property d; +ds = dn. We also prove that there exist infinitely many odd integers
n with the property that there exists a pair of positive divisors dy,dy of (n? + 1)/2 such
that dy + dy = 2n.

The second part of the doctoral thesis deals with the similar problem or, more spe-
cifically, it deals with one-parametric families of coefficients §, €. We prove that there
exist infinitely many odd integers n with the property that there exists a pair of positive
divisors dy, dy of (n? +1)/2 such that

di +dy =0n+(0+2).

We also prove that there exist infinitely many odd integers n with the property that there
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exists a pair of positive divisors dy, ds of (n? + 1)/2 such that
di+dy=n+(0—-2), §=4,6 (mod 8).

The third part of the doctoral thesis deals with the version of Subbarao’s congruence,

or, more precisely, with the congruence of the form
ne(n) =2 (mod o(n)),

where ¢(n) is Euler’s totient function and o(n) is sum of divisors of n. Dujella and Luca
have proved that there exist only finitely many integers n whose prime factors belong to
a fixed finite set and satisfy the congruence. We prove that the only integers of the form

n =2°5% «, B > 0, that satisfy that congruence are integers n = 1,2, 5, 8.
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