Theta liftovi ireducibilnih reprezentacija
metaplekticke grupe

Bakié, Petar

Doctoral thesis / Disertacija
2018

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:147383

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-23

L STE U2
S EN 2

72
< £,
& %
=) - , . ..
N % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
) ey Zagreb
% &
< N
(@) €

L
Ay \
0. MATEMF;“

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:147383
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5719
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5719

SveuciliSte u Zagrebu

PRIRODOSLOVNO - MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Petar Baki¢

Theta liftovi ireducibilnih reprezentacija
metaplekticke grupe

DOKTORSKI RAD

Zagreb, 2018.



University of Zagreb

FACULTY OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Petar Baki¢

Theta lifts of irreducible representations
of the metaplectic group

DOCTORAL THESIS

Zagreb, 2018



SveuciliSte u Zagrebu

PRIRODOSLOVNO - MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Petar Baki¢

Theta liftovi ireducibilnih reprezentacija
metaplekticke grupe

DOKTORSKI RAD

Mentori:
prof.dr.sc. Marcela Hanzer
prof.dr.sc. Neven Grbac

Zagreb, 2018.



University of Zagreb

FACULTY OF SCIENCE
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Petar Baki¢

Theta lifts of irreducible representations
of the metaplectic group

DOCTORAL THESIS

Supervisors:
prof. Marcela Hanzer, PhD
prof. Neven Grbac, PhD

Zagreb, 2018



Zahvala

Od srca zahvaljujem svim kolegama s Matematickog odsjeka uz koje je rad na Fakul-
tetu toliko ugodan, a posebno Ivanu Krijanu — ne mogu zamisliti bolji ured. Takoder
zahvaljujem ¢lanovima seminara za unitarne reprezentacije i automorfne forme, posebno
Sonji Zunar na viernom slusanju seminara i svim savjetima koji su, medu ostalim, pomogli
i u izradi ovog rada.

Konacno, koristim priliku kako bih zahvalio svojoj mentorici, profesorici Marceli Hanzer.
Ovaj rad ne bi bio mogu¢ bez njezinog neiscrpnog strpljenja i bez brojnih razgovora za
koje je uvijek imala vremena. Osim znanja, u njima mi je prenijela i mirno¢u uz koju se

doktorat cak i u najizazovnijim trenucima ¢inio izvedivim.



i



Sazetak

U ovoj disertaciji proucavaju se theta liftovi generickih reprezentacija simplekticke,
odnosno metaplekticke grupe definirane nad lokalnim nearhimedskim poljem F karakte-
ristike 0. U radu odgovaramo na osnovna pitanja vezana uz theta korespondenciju: kada
su promatrani liftovi razli¢iti od nul-reprezentacije, te kako izgledaju ne-nul liftovi.

Za potpuni odgovor na prvo pitanje koristimo Kudlinu filtraciju i rezultat G. Muica o
ireducibilnosti standardnih modula generickih reprezentacija (tzv. Casselman-Shahidijeva
slutnja). Takoder se oslanjamo na rezultate o liftovima temperiranih reprezentacija koje
su u svojem radu ustanovili H. Atobe i W. T. Gan.

Kao odgovor na drugo pitanje dajemo eksplicitni opis svih ne-nul liftova u terminima
Langlandsove klasifikacije. Ovaj dio rada zasniva se na detaljnoj analizi moguéih sub-
kvocijenata tzv. velikih theta liftova. Osim veé¢ spomenutih rezultata, ovdje se koristimo
osnovnim ¢injenicama o ireducibilnosti induciranih reprezentacija opc¢e linearne grupe koje
je dokazao A. Zelevinsky, te Muicevim rezultatima o liftovima reprezentacija diskretne
serije.

Koristeé¢i J.-S. Lijeve rezultate o unitarizabilnosti liftova unitarnih reprezentacija u
stabilnom rangu, dolazimo do vazne posljedice nasih rezultata: opis visih liftova omoguéuje

nam eksplicitnu konstrukciju velikog broja unitarnih reprezentacija.

Kljuéne rijeci: teorija reprezentacija p-adskih grupa; theta korespondencija; theta liftovi;

genericke reprezentacije; metaplekticka grupa.
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Summary

In this thesis we study the theta lifts of generic representations of the symplectic
group and its double cover, the metaplectic group, defined over a local non-archimedean
field F of characteristic 0. We consider the two basic problems regarding the local theta
correspondence: first, determining when the lifts in question are non-zero, and secondly,
explicitly describing those lifts.

To obtain a full answer to the first question, we use Kudla’s filtration and a result
of G. Mui¢ on the irreducibility of standard modules of generic representation (the so-
called Casselman-Shahidi conjecture). We also rely on the results on the lifts of tempered
representations established by H. Atobe and W. T. Gan.

Our answer to the second question includes an explicit description of all the non-zero
lifts in terms of the Langlands classification. This part of our work is based on a detailed
analysis of the possible subquotients of big theta lifts. Apart from the abovementioned
results, we use the basic facts regarding the irreducibility of induced representations of
the general linear group (established by A. Zelevinsky), as well as Muié¢’s results on the
lifts of discrete series representations.

Using the fact that theta correspondence in the stable range preserves unitarity (esta-
blished by J.-S. Li), we arrive at an important consequence of our results: our description

of theta lifts yields a method for constructing a large variety of unitary representations.

Keywords: representation theory of p-adic groups; theta correspondence; theta lifts;

generic representations; metaplectic group.
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Fxtended summary

In this thesis we study the theta lifts of generic representations of the symplectic
group and its double cover, the metaplectic group, defined over a local non-archimedean
field F of characteristic 0. We consider the two basic problems regarding the local theta
correspondence: first, determining when the lifts in question are non-zero, and secondly,

explicitly describing those lifts.

To answer the first question, we fix an irreducible generic representation 7 € Irr(Sp(W,,))
of the symplectic group and a Witt tower V = (V},,) of quadratic spaces which will serve as
the target tower for our lifts. As expressed by the persistence principle, once 7 occurs in the
correspondence at some level, it must also occur at all the higher levels of the Witt tower.
Thus, determining when the lifts are non-zero amounts to finding the first occurrence.
We use the fact that every irreducible generic representation of the symplectic group is
isomorphic to its standard module (this is the so-called Casselman-Shahidi conjecture,

proven by G. Muié in [24]). This enables us to write
T = xy0,07 X - X Yo v*t X

where §; € Irr(GL,,,(F)) are unitary discrete series representations of the general linear
group, Xy is the character attached to the Witt tower V, 0 < s; < --- < s, are positive
real numbers, and 7y € Irr(Sp(W,,,)) is a tempered representation of the symplectic group
of smaller rank (ng = n —2%_ n;). By repeatedly using Kudla’s filtration and the
conservation relation, we reduce the problem of determining the first occurrence of 7 to
the same question about the tempered part, my. As the theta correspondence for tempered
representations has been studied thoroughly by Atobe and Gan in [2], this reduction

provides the complete answer to our first question.

The Langlands classification can be extended to include representations of the me-
taplectic group, which enables a similar approach as in the symplectic case. However,
there are exceptions to the Casselman-Shahidi conjecture, which is why, in this setting, we
restrict our ourselves to the study of the (broad) class of irreducible generic representations

which do possess an irreducible standard module.

The second question requires a considerably more involved approach. Again using
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Extended summary

Kudla’s filtration, we obtain (except in a single special case) the following epimorphism:
Xw o X o X xwo vt x O(mg) — 0(7).

Here we denote by #(m) the (small) theta lift of © to V,,, while O(m) denotes the full
theta lift of my to the orthogonal group of corresponding rank. From here, we proceed with
a detailed analysis of the possible subquotients of ©(m), relying in part on the work of
Muié on the lifts of discrete series representations, e.g. [29]. It shows that the irreducible
subquotient of ©(m) participating in the above epimorphism is none other than its unique

quotient, that is, the small theta lift #(mg). In other words, we get
Xw o X oo X xworv®t x 0(mg) — 0(m).

However, since 6(m) is non-tempered (for high enough ranks), this epimorphism is not
enough to uniquely determine 6(r).

To identify #(m), we carry out a technical computation, using many basic results on
the irreducibility of induced representations established by Zelevinsky, [40]. Starting from
the above epimorphism and using the known properties of (mg) (established in [2]), this
allows us to deduce the appearance of the standard module of 6(r), thereby completing
the answer to our second question.

An interesting consequence of these results is a method for constructing a wide array
of unitary representations. As shown by J. S. Li, [21], theta correspondence preserves
unitarity if the rank of the target group is large enough. On the other hand, the work
of Lapid, Mui¢ and Tadi¢ ([20]) provides a complete description of the generic part of
the unitary dual. Since our results offer an explicit description of the theta lifts, we can
choose any irreducible generic unitary representation (along with an orthogonal group
of sufficiently high rank) and apply these results to get an explicit example of a unitary
representation. This method can be used to construct a large number of examples, giving

a potentially useful insight into the structure of the unitary dual.
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Uvod

Theta korespondencija naziv je za odredenu vezu izmedu ireducibilnih reprezentacija
dviju grupa koje ¢ine tzv. reduktivni dualni par. Motivacija za proucavanje theta kores-
pondencije ima nekoliko razli¢itih izvora: globalna verzija theta korespondencije vazna
je iz perspektive teorije brojeva, jer omogucuje konstrukciju automorfnih reprezentacija.
S druge strane, lokalna theta korespondencija igra vaznu ulogu u teoriji reprezentacija
grupa nad nearhimedskim lokalnim poljima; u tom se kontekstu takoder radi o bitnom
nac¢inu konstrukcije reprezentacija, ali i o alatu s brojnim primjenama unutar teorije.

Definicija lokalne theta korespondencije, koju u ovom radu proucavamo, polazi od
pojma metaplekticke grupe. Radi se o (jedinstvenom) netrivijalnom dvostrukom natkri-
vacu simplekticke grupe: za simplekticki prostor W nad lokalnim nearhimedskim poljem
F mozemo promatrati simplekticku grupu Sp(WV), to jest grupu izometrija prostora W
(sekcija 1.1). Metaplekticku grupu Mp(W) tada mozemo definirati kao njezino centralno

proSirenje grupom py = {x1}, to jest kao jedinstvenu grupu za koju postoji egzaktan niz
1 — pz — Mp(W) — Sp(W) — 1

koji se ne cijepa. Vaznost metaplekticke grupe proizlazi iz ¢injenice da posjeduje posebnu
— tzv. Weilovu — reprezentaciju, koja je, medu ostalim, kljuéna i za definiciju theta
korespondencije. Unutar simplekticke grupe postoje razni parovi podgrupa G i H koje

zadovoljavaju

Copn)(G) =H 1 Cspm)(H) =G

Ovakve parove nazivamo (reduktivnim) dualnim parovima podgrupa. Njihove praslike
G i H po surjekciji Mp(W) — Sp(W) zadovoljavaju analogni uvjet u Mp(W); nadalje,
postoji homomorfizam

j: G x H— Mp(W).

pomoc¢u kojega Weilovu reprezentaciju (originalno definiranu na Mp(W)) povlac¢imo do
reprezentacije grupe G x H. Za svaku ireducibilnu reprezentaciju 7 grupe G mozemo
promotriti maksimalni kvocijent Weilove reprezentacije na kojem G djeluje kao 7; takav
kvocijent izomorfan je s

T®O(m)

za neku reprezentaciju ©(m) grupe H koju zovemo velikim theta liftom reprezentacije .

1



Uvod

Ukoliko je razli¢ita od nule, ova reprezentacija posjeduje jedinstveni ireducibilni kvocijent
koji oznac¢avamo s @(7) i nazivamo malim theta liftom reprezentacije w. Nadalje, pokazuje

se da je pridruzivanje 7 — 6(7) injektivno, stoga govorimo o theta korespondenciji.

Osnovni zadaci vezani uz theta korespondenciju ukljucuju odredivanje kada je reprezen-
tacija ©(m) razli¢ita od nule, te opis (ili, u najboljem slucaju, identifikaciju) reprezentacije
O(m). Glavni rezultati ovog rada sadrze odgovore na ova pitanja u slucéaju kada je re-
prezentacija m genericka. Prije nego sto ih skiciramo detaljnije, dajemo kratak pregled

dosadasnjeg razvoja ovog podrucja i rezultata koji su doveli do naseg istrazivanja.

Sistemati¢no proucavanje theta korespondencije zapoceo je sedamdesetih godina pros-
log stoljeca Roger Howe ([6, 275-285], [17]). Velik broj autora doprinio je istrazivanju
lokalne i globalne theta korespondencije u narednim godinama: medu ostalima, to su
S. Kudla, S. Rallis, J.-L. Waldspurger, I. Piatetski-Shapiro i mnogi drugi. Poseban znacaj
za nase istrazivanje imaju radovi Waldspurgera ([38]) koji iznosi prvi dokaz tzv. Howeove
dualnosti (za nearhimedska lokalna polja s rezidualnom karakteristikom razli¢itom od
2) i Kudle ([19]), ¢iji opis filtracije Jacquetovog modula Weilove reprezentacije koristimo
kao jedan od osnovnih alata u ovom radu. Najvazniji rezultati iz ranije faze istraziva-
nja lokalne theta korespondencije mogu se nac¢i u knjizi C. Moeglin, M.-F. Vigneras i
J.-L. Waldspurgera, [23].

Vazan doprinos istrazivanju theta korespondencije dolazi i iz nasih krugova, radovima
G. Muica, M. Hanzer i [. Mati¢a. Posebno se isticu radovi G. Muic¢a o liftovima reprezen-
tacija diskretne serije ([29] sa G. Savinom, [25], [26]); na klju¢nim mjestima u disertaciji

oslanjamo se na racune i rezultate iz ovih radova.

U posljednjim godinama napravljeno je jos nekoliko vaznih koraka u istrazivanju theta
korespondencije: medu ostalim, u svojem radu [10], W. T. Gan i S. Takeda upotpunili
su dokaz Howeove dualnosti, dok su B. Sun i C.-B. Zhu u [33] dali prvi potpuni dokaz
tzv. relacije ocuvanja. Najnoviji rezultati, uklju¢ujucéi i napredak u razumijevanju lokalne
Langlandsove korespondencije (ponajprije radom J. Arthura, [1]) omoguéili su i motivirali
nove smjerove istrazivanja. Za nas su osobito vazni radovi [9] (G. Savin i W. T. Gan)
te [2], u kojem su H. Atobe i W. T. Gan dali potpuni opis theta liftova temperiranih
reprezentacija u terminima Langlandsovih parametara. Rezultati izneseni u tom radu

polazna su tocka i za nase istrazivanje.

U ovom radu proucavamo theta liftove tzv. generickih reprezentacija (sekcija 1.5.5).
Kao i obi¢no, theta korespondenciju promatramo u tornjevima: nakon sto fiksiramo
simplekticki prostor W, dimenzije n, umjesto jednog kvadratnog prostora V na koji
podizemo reprezentacije pomocu theta korespondencije mozemo promatrati cijeli toranj

prostora V = (V,,), kao sto je objasnjeno u sekcijama 1.3, odnosno 2.2. Dobivamo

2
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uobicajene dualne parove:

GW,) =Sp(W,) i H(V,)=0(V,), kadajem =dimV,, paran broj;
G(W,) =Mp(W,,) i H(V,)=0(V,), kadajem = dimV,, neparan broj.

Theta liftove ireducibilne reprezentacije m grupe G(W,,) oznac¢avamo s O(m, V,,,) i 0(m, Vi),
odnosno ©;() i 6,(m), gdje je
l=n+1-m

(oznake se uvode u sekciji 2.2). Nadalje, uobicajeno je umjesto jednog Wittovog tornja V
promatrati dva koja dolaze u paru, V* i V= (sekcija 2.2.1). Kljucno je pitanje na kojem je
nivou tornja theta lift dane reprezentacije prvi put razli¢it od nule; uvodimo odgovarajuce
oznake

m*(7) := min{m | O(x,V.7) # 0}

te m°Ue(r) = min{m* (7)), m~(m)}.
Konacno, za iskaz nasih rezultata potrebna je Langlandsova klasifikacija ireducibilnih
reprezentacija, prema kojoj se svaka (glatka) ireducibilna reprezentacija 7 simplekticke

grupe moze na jedinstven nacin zapisati kao kvocijent reprezentacije oblika
Vo, X oo X VL0 X Ty

pri ¢emu su 0y, ds, . . . , 6, ireducibilne kvadratno integrabilne (modulo centar) reprezentacije
op¢ih linearnih grupa, s, > s,_1 = --- > s; > 0 pozitivni realni brojevi, a 7 ireducibilna
temperirana reprezentacija (manje) simplekticke grupe. Gornja reprezentacija zove se
standardni modul reprezentacije 7; piSemo m = L(v*0,,...,v*d1;m). Za nas je kljucan
rezultat G. Muica ([24]) prema kojem je standardni modul svake genericke reprezentacije
ireducibilan.

Langlandsova klasifikacija u istoj formi vrijedi i za ortogonalne grupe. Nadalje, moze
se prosiriti tako da ukljucuje i reprezentacije metaplekticke grupe, no u metaplektickom
slu¢aju postoje genericke reprezentacije ciji se standardni modul reducira. Zbog toga
se u ovom radu ograni¢avamo na proucavanje (Siroke) klase generickih reprezentacija
metaplekticke grupe ¢iji je standardni modul ireducibilan.

Iskazimo sada glavne rezultate ovog rada. Najprije dajemo odgovor (teorem 3.1) na

pitanje kada su promatrani theta liftovi razlic¢iti od nule.

Teorem 0.1 Neka je m =~ xy 0,0 X - - - x xy 017! x 7y ireducibilna genericka reprezentacija
grupe G(W,,). Tada vrijedi

mdolje(ﬂ_) _ mdolje(ﬂ_o) +n—ng

pri ¢emu je broj ny definiran s 7y € Irr(G(W,,,)).



Uvod

Uoc¢imo da je ovime doista u potpunosti odredeno koji su liftovi reprezentacije 7
razli¢iti od nule: relacija ocuvanja daje vezu izmedu prvih pojavljivanja na dva Wittova
tornja koja promatramo u paru, a poznato je da su liftovi razli¢iti od nule na svim nivoima
nakon prvog pojavljivanja (2.4).

Preostaje nam odrediti kako izgledaju liftovi koji su razli¢iti od nule. Sljedeca dva

teorema (3.7, odnosno 3.10) daju odgovor na to pitanje u slu¢aju prvih ne-nul liftova.

Teorem 0.2 Neka je 7w ireducibilna genericka reprezentacija simplekticke grupe sa stan-
dardnim modulom yy 9,05 x -+ x xyv* x m. Ako s 0(mg), 6(w) oznacimo prvi lift

reprezentacije my, odnosno 7 na toranj V, onda vrijedi
Xw o X oo X xwo vt x 0(mg) — 0(7).

Osim u slucaju 3.2 iz sekcije 3.2, reprezentacija 0(my) je temperirana, stoga je ovim
epimorfizmom odreden i standardni modul reprezentacije ().

U slucéaju 3.2 je 6(m) Langlandsov kvocijent reprezentacije XWStQV% X (xw,h—1) %
0_1(m}), pri ¢emu je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija za koju vrijedi (xy, h)
7y — mo. Standardni modul reprezentacije 0(m) mozemo is¢itati iz gornjeg epimorfizma

koriste¢i napomenu 3.6.

Teorem 0.3 Neka je 7 genericka reprezentacija metaplekticke grupe koja je izomorfna

vlastitom standardnom modulu,
T X007 X oo X xyo vt X mg.

Neka je 6(m), odnosno 0(m) prvi lift reprezentacije m, odnosno 7y na toranj V.

(i) Neka standardni modul reprezentacije 7 sadrzi xy| - |2, tako da bez smanjenja

1
2
1
2
)

opéenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi 6;v°' = |- |2, i neka se prvi ne-nul lift

reprezentacije m pojavljuje u tornju V na nivou [ = 2. Tada je reprezentacija ©¢(m)

ireducibilna i temperirana, a (m) je Langlandsov kvocijent reprezentacije

Xw OV’ X oo X xwoar®? x Og(m).

(ii) U svim ostalim slucajevima vrijedi
Xworv* X -+ X xwor ™t 3 0(mg) — ().

Osim u slucaju 2.2 sekcije 3.3, reprezentacija 6(m) je temperirana pa je ovime dan i

standardni modul reprezentacije 0(r).

U slucaju 2.2 je 6(m) je Langlandsov kvocijent reprezentacije XWSth% X (xwSa, h—

1) x 0_o(m), pri ¢emu je 7, ireducibilna temperirana reprezentacija za koju vrijedi
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(xvSae, h) x m) — mp. Standardni modul reprezentacije 6(7) mozemo iscCitati iz

gornjeg epimorfizma koriste¢i napomenu 3.6.

Analogni rezultati za liftove na grupe viseg ranga dani su sljede¢im teoremima (4.23 i
4.26).

Teorem 0.4 Neka je w ireducibilna genericka reprezentacija simplekticke grupe sa stan-
dardnim modulom

Xv O,V X - X xyo vt X .

Neka je [ > 1 neparan prirodni broj takav da vrijedi 6_;(7) # 0. Tada vrijedi
Xw O™ X oo X xw ot x 0y (mg) = 0_y(m).

Nadalje, ako je 0_;(mg) = L(xwdpv™ x -+ x xwdv™ x 7), onda je reprezentacija 6_;()

jedinstveno odredena s
0_y(7) = Lixwo,v™, ..., xwoiv™, xwo /™, ... xwo'™; 7).

Teorem 0.5 Neka je 7 ireducibilna genericka reprezentacija metaplekticke grupe. Pret-

postavimo, nadalje, da je standardni modul
Xv O X - X xy0 vt X omg

reprezentacije 7 ireducibilan. Neka je [ = 0 paran prirodni broj takav da vrijedi _;(7) # 0.
Tada vrijedi

Xw o X oo X xw ot x 0y (mg) — 0_y(m).

Nadalje, ako je 6_;(my) = L(xw o™ x -+ x xwor™ x 7), onda je reprezentacija 6_;(m)

jedinstveno odredena s
0_y(m) = Lixwo, v, ..., xwoi ™, xworv™ ..o xwo'™; 7).

U skladu s napomenom 3.2, ovime smo opisali sve ne-nul liftove promatranih reprezen-

tacija.
Za kraj uvoda dajemo pregled sadrzaja po poglavljima.

U prvom poglavlju definiramo objekte s kojima radimo i iznosimo otprije poznate
osnovne ¢injenice o njima. Podsje¢amo na definicije ortogonalne, simplekticke i metaplek-
ticke grupe te na neke kljuéne pojmove vezane uz kvadratne prostore. Navodimo osnovne
pojmove koji se vezu uz teoriju reprezentacija grupa, ukljucujuci i pojam glatkoée i dopus-

tivosti reprezentacija. Nakon Sto iznesemo najbitnije ¢injenice o strukturi promatranih
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grupa (paraboli¢ke podgrupe, Levijeva dekompozicija), ponavljamo definicije i osnovna
svojstva Jacquetovog funktora i funktora parabolicke indukcije. Za kraj prvog poglavlja
radimo kratak pregled nekih klasa reprezentacija s kojima radimo: to su kuspidalne, kva-
dratno integrabilne i temperirane reprezentacije. Posebnu paznju pridajemo generickim
reprezentacijama. Iskazujemo Langlandsovu klasifikaciju ireducibilnih reprezentacija te
podsje¢amo na formule za rac¢unanje (semisimplifikacije) Jacquetovih modula koje ¢emo
koristiti kasnije u radu.

Drugo poglavlje sadrzi najbitnije informacije o theta korespondenciji. Nakon skice
konstrukcije koja do nje dovodi, osnovni rezultati vezani za theta korespondenciju dani su
u teoremima 2.3 (Howeova dualnost) i 2.4. U sekciji 2.2 uvodimo notaciju koju koristimo
u cijelom radu. Slijedi sekcija o Kudlinoj filtraciji koja, osim opisa same filtracije, sadrzi
iskaze najvaznijih korolara i neke njihove modifikacije (korolari 2.9 i 2.10) koje ¢e biti
korisne u kasnijim poglavljima. Kraj poglavlja sadrzi kratak pregled poznatih rezultata o
theta liftovima: najprije, teorem o liftovima kuspidalnih reprezentacija, zatim rezultate o
G. Muica o liftovima reprezentacija diskretne serije i, naposljetku, opis liftova temperiranih
reprezentacija H. Atobea i W. T. Gana. Prije iskaza rezultata podsje¢amo na osnovne
¢injenice o lokalnoj Langlandsovoj korespondenciji koju navedeni autori koriste kako bi
opisali liftove temperiranih reprezentacija.

U tre¢em poglavlju dolazimo do prvih originalnih rezultata; u njemu iznosimo potpuni
opis prvih ne-nul liftova generickih reprezentacija. Prvi je rezultat teorem 3.1 o indeksu
prvog pojavljivanja; do njega dolazimo jednostavnom primjenom Kudline filtracije i ¢i-
njenice da su standardni moduli promatranih reprezentacija ireducibilni. Slijede dokazi
teorema 3.7, odnosno 3.10, koji odreduju izgled prvih ne-nul liftova. Do ovih teorema
dolazimo analizom velikog theta lifta temperirane reprezentacije my koja se pojavljuje u
standardnom modulu; velik dio ove diskusije o subkvocijentima velikog theta lifta oslanja
se na radove G. Muicéa o reprezentacijama diskretne serije.

U cetvrtom (i posljednjem) poglavlju opisujemo sve ostale liftove. Poglavlje zapoci-
njemo pregledom nekih bitnih ¢injenica o ireducibilnosti induciranih reprezentacija opce
linearne grupe, koje je u svojem radu [40] iznio A. Zelevinsky. Iz njih izvodimo korolare
koje koristimo u daljnjoj diskusiji. Nastavljamo, kao u prethodnom poglavlju, s detaljnom
analizom mogucih subkvocijenata velikog theta lifta reprezentacije my. Dokaz propozicije
4.7 (tehnicko) je srediste rezultata dobivenih u ovom poglavlju. U preostalim odjeljcima
radimo po slucajevima; tehnickom diskusijom dolazimo od dobivenih epimorfizama do
zakljucaka o standardnim modulima promatranih liftova. Dobiveni rezultati iskazani su
u teoremima 4.23 (za reprezentacije simplekticke grupe), odnosno 4.26 (za reprezentacije
metaplekticke grupe).

Za kraj poglavlja (i rada) izdvajamo jednu bitnu posljedicu: rezultati dobiveni u ovom
poglavlju omogucuju sistematicnu konstrukciju velikog broja primjera unitarizabilnih

reprezentacija. Iskazujemo odgovarajuce teoreme i dajemo nekoliko konkretnih primjera.



PocLAVLJE 1

Reprezentacije p-adskih grupa

1.1 p-adske grupe

Sve grupe koje se pojavljuju u ovom radu bit ¢e definirane nad nekim lokalnim nearhi-
medskim poljem. Kazemo da je polje F lokalno ako je na njemu definirana nediskretna
topologija uz koju je F lokalno kompaktan prostor. Na takvom polju mozemo definirati

apsolutnu vrijednost; ukoliko je ona nearhimedska, to jest ako zadovoljava
|+ y| < max{|z], [y},

kazemo da se radi o nearhimedskom lokalnom polju.

Do na izomorfizam, svako lokalno nearhimedsko polje karakteristike 0 jednako je nekom
kona¢nom prosirenju polja p-adskih brojeva Q,. Dokaz ove ¢injenice, kao i sistematican
opis lokalnih polja, moZe se naéi u Weilovoj knjizi [39]. U nastavku fiksiramo neko lokalno

nearhimedsko polje te ga oznacavamo s F.

Neka je sada V' kona¢nodimenzionalni vektorski prostor nad poljem F na kojem je defini-

rana simetric¢na bilinearna forma
(,): VxV->F

Kazemo da je V kvadratni prostor.
Pomoc¢u ovakve forme uvodimo relaciju ortogonalnosti na V: kazemo da su vektori
v, w € V ortogonalni ako vrijedi (v, w) = 0. Za svaki podskup S € V mozemo promatrati

skup svih vektora ortogonalnih na S:
S={veV:(v,s)=0Vse S}

KaZemo da je forma (-, -) nedegenerirana ako vrijedi V° = {0}. U nastavku pretpostav-

ljamo da su forme s kojima radimo nedegenerirane.

Prvu klasu grupa koje proucavamo ¢ine grupe izometrija kvadratnih prostora. Za kvadratni
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Poglavlje 1. Reprezentacije p-adskih grupa

prostor V' s nedegeneriranom formom (-, -) definiramo ortogonalnu grupu prostora V:
O(V) ={Ae GL(V), (Av, Aw) = (v,w),Yv,w e V},

pri ¢emu smo s GL(V') oznacili grupu svih regularnih linearnih operatora na prostoru V.

Sli¢no, mozemo krenuti od kona¢nodimenzionalnog prostora W i nedegenerirane bilinearne
forme
oy W x W — F,
koja je ovog puta antisimetri¢na, tj. zadovoljava (v,w) = —(w,v), Yv,w € W.
U ovom slucaju kazemo da je W simplekticki prostor te definiramo odgovarajuéu

simplekticku grupu:
Sp(W) ={A e GL(W) : (Av, Aw) = (v,w),Yv,w € W}.

Za razliku od ortogonalne i simplekticke, metaplekticka grupa nije matricna grupa: ne
moze se interpretirati kao podgrupa grupe GL(V') na nekom vektorskom prostoru. Da
bismo je definirali, trebamo pojam centralnog prosirenja grupe. Kazemo da je grupa G

dobivena centralnim prosirenjem grupe () grupom N ako postoji kratki egzaktni niz
1->NHGBHQ -1,

pri ¢emu je slika grupe N sadrzana u centru grupe G. Kazemo da je ovakvo centralno
prosirenje netrivijalno ako se epimorfizam p ne cijepa, to jest ako ne postoji homomorfizam
s: Q — G takav da vrijedi po s = idg.

Pokazuje se da simplekticka grupa Sp(W) ima do na izomorfizam jedinstveno netrivi-
jalno centralno prodirenje grupom gy = {+1}, koje oznacavamo s Mp® (W). Ulaganjem
grupe g2 u C* dobivamo centralno prosirenje grupe Sp(W) grupom C*. Tako definiranu

grupu nazivamo metaplektickom grupom i oznac¢avamo s Mp(W). Prema tome, imamo
1 —-C* - Mp(W) — Sp(W) — 1.

Skupovno vrijedi jednakost Mp(W) = Sp(WW) x C*, no mnoZenje je netrivijalno: za
91,92 € Sp(W) 1 21, 29 € C* imamo

(91721) : (92, 22) = (9192,0(91,92)212’2)7

pri cemu smo sa c¢ oznacili tzv. Raov kociklus. Radi se o posebnom preslikavanju

c: Sp(W) x Sp(W) — {£1}
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koje zadovoljava (g1, 92)c(9192, 93) = (91, 9293)¢(92, 93), V91, 92, 93 € Sp(W).
Detaljan opis konstrukcije metaplekticke grupe i Raovog kociklusa moze se pronaci u
Kudlinim biljeskama, [18].

Napomenimo da se topologija polja F prirodno prenosi na sve grupe opisane u ovom
odjeljku; drugim rije¢ima, sve ove grupe su topoloske grupe. Bitno je dodati da se radi o
totalno nepovezanim lokalno kompaktnim grupama: svaka tocka ima bazu okolina

koje su istovremeno otvorene i kompaktne.

1.1.1 Kvadratni prostori

Prije nastavka iznosimo kratak pregled najvaznijih ¢injenica o kvadratnim prostorima

koje koristimo u radu. Opseznije izlaganje moze se naéi u Serreovoj knjizi [32].

Neka je V' kvadratni prostor s nedegeneriranom bilinearnom simetri¢nom formom
(0 VxV —>F.

Za vektor v € V kazemo da je izotropan ako vrijedi (v,v) = 0; u suprotnom kazemo
da je anizotropan. Kazemo da je prostor V' anizotropan ako su svi ne-nul vektori u V'
anizotropni.

Ukoliko postoji potprostor W < V takav da vrijedi W° = W, kaZemo da je prostor V'
rascijepljen. Takav V' je nuzno parne dimenzije, te se moze prikazati kao ortogonalna
suma tzv. hiperbolickih ravnina — prostora razapetih s dva izotropna vektora v, w koji
zadovoljavaju (v, w) # 0.

Ovi pojmovi potrebni su da bismo iskazali Wittov teorem o dekompoziciji: svaki
kvadratni prostor V' s nedegeneriranom formom moze se jedinstveno do na izomorfizam

rastaviti na ortogonalnu sumu

V=V.®V,

pri cemu je V, anizotropni, a V}, rascijepljeni kvadratni prostor. Ovakav rastav prostora

V zove se Wittova dekompozicija.

Za proizvoljnu bazu (ey, ..., e,) prostora V mozemo konstruirati matricu A € M,,(F):
A= lagl,  ay = (ei ).

Ova matrica ocito ovisi o odabiru baze: drugi odabir baze rezultirao bi drugom matricom

A’ no jednostavan racun pokazuje da vrijedi

det A=det A" (mod (F*)?).
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Zbog toga mozemo definirati diskriminantu prostora V' kao
disc(V) e F*/(F*)?, disc(V) =det A (mod (F*)?).

Jos jedan pojam potreban za opis kvadratnih prostora je Hilbertov simbol. Radi se o
funkciji (+,-): F* x F* — {£1} definiranoj s

(a.h) 1,  ako jednadzba 2% = az? + by? ima ne-nul rjeSenje (x,vy, z) € F3
a,b) =

—1, u suprotnom.

U kasnijim poglavljima ¢esto ¢emo koristiti karakter yy : Fx — {£+1} zadan s

m(m—1)

xv(z) = (z,(=1)" z  discV),

pri ¢emu smo s m oznacili dimenziju prostora V. Osnovna svojstva Hilbertovog simbola
([32, poglavlje I1I]) pokazuju da je ovime doista dobro definiran karakter grupe F*.
Pomocéu Hilbertovog simbola moze se definirati i tzv. Hasseova invarijanta kvadrat-
nog prostora (V,{:,-)). Pokazuje se da je kvadratni prostor s nedegeneriranom formom
jedinstveno do na (izometricki) izomorfizam odreden svojom dimenzijom, diskriminantom

i Hasseovom invarijantom ([32, poglavlje IV, 2.3]).

Napomenimo da iste pojmove mozemo promatrati i za simplekticki prostor, no u tom je
sluc¢aju situacija sasvim jednostavna. Naime, nije tesko vidjeti da je svaki simplekticki
prostor W rascijepljen — drugim rije¢ima, anizotropni dio je trivijalan. Takoder, pokazuje

se da uvijek vrijedi disc(W) = 1, stoga je xw u ovom slucaju trivijalni karakter.

1.2 Osnovni pojmovi teorije reprezentacija

Osnovni objekti koje proucavamo u ovom radu su reprezentacije grupa. Reprezentacija

grupe G na vektorskom prostoru V' je svako preslikavanje
m: G — GL(V)

za koje vrijedi m(g192) = m(g1)m(g2). Prostor V' zove se prostor reprezentacije m, no
ponekad se terminologija koristi slobodnije pa se i prostor V' kratko naziva reprezentacijom
grupe G. Mi ¢éemo uvijek pretpostavljati da je V' (ne nuzno konacnodimenzionalan)
vektorski prostor nad poljem kompleksnih brojeva C. Nadalje, ogranic¢it ¢emo se na

promatranje tzv. glatkih, odnosno dopustivih reprezentacija:

Definicija. Neka je G totalno nepovezana lokalno kompaktna grupa. Kazemo da je

reprezentacija m: G — GL(V)
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o glatka, ako je za svaki element v € V' skup
{ge G :m(g)v =v}

(to jest, stabilizator od v) otvoren u G

» dopustiva, ako je glatka te ako je za svaku otvorenu podgrupu U < V' prostor
VU={veV:r(uv=uvYueU}

konac¢nodimenzionalan.

Napomena. o Glatkoéu mozemo promatrati kao svojevrsni uvjet neprekidnosti re-

prezentacije (m, V). Promotrimo preslikavanje G x V' — V zadano s

(g,v) = m(g)v.

Nije tesko pokazati da je, uvedemo li na V' diskretnu topologiju, neprekidnost ovog

preslikavanja ekvivalentna s glatkocom reprezentacije .

« Ako nije drugacije specificirano, smatramo da su sve reprezentacije s kojima radimo
glatke. U slucajevima kada (7, V') nije glatka obi¢no se ograni¢avamo na promatranje
reprezentacije (m, V). Ovdje smo s V,, oznadili skup svih glatkih vektora (onih ¢iji je
stabilizator otvoren) u V. Nije tesko pokazati da se radi o invarijantnom potprostoru

prostora V.

U nastavku podsje¢amo na nekoliko standardnih pojmova vezanih za reprezentacije grupa.
Neka je m: G — GL(V) reprezentacija. Ako je potprostor W prostora V' G-invarijantan,

to jest ako vrijedi
m(gweW, VYge GweW,

onda mozemo promatrati reprezentaciju 7: G — GL(W). KaZemo da se radi o pod-
reprezentaciji (subreprezentaciji) reprezentacije . Takoder, ako je potprostor W invari-
jantan, djelovanje grupe prirodno se prenosi na kvocijentni prostor V' /W. Tako dobivena
reprezentacija zove se kvocijentna reprezentacija reprezentacije 7 ili, kra¢e, kvocijent.

Kazemo da je reprezentacija m na vektorskom prostoru V ireducibilna ako nema
netrivijalnih podreprezentacija, to jest ako su jedine podreprezentacije {0} i V. U suprot-
nom, kazemo da se radi o reducibilnoj reprezentaciji. Ako za svaku podreprezentaciju
W postoji druga podreprezentacija U takva da je V' direktna suma W i U (ekvivalentno,
ako je V' direktna suma ireducibilnih podreprezentacija), kazemo da je reprezentacija
potpuno reducibilna.

Posebno vaznu klasu reprezentacija ¢ine unitarizabilne reprezentacije. Kazemo

da je reprezentacija (m, V') grupe G unitarizabilna ako na prostoru V' mozemo definirati
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skalarni produkt u odnosu na koji je svaki operator 7(g), g € G unitaran.
Preslikavanja izmedu (prostora) reprezentacija nazivaju se preplitanja. Preciznije,
neka su 7 i p reprezentacije grupe GG na prostorima V', odnosno W. Za linearni operator

A e L(V,W) kazemo da je preplitanje izmedu reprezentacija 7 i p ako vrijedi
A(m(g)v) = p(g)Av, YveV,ged.

Skup svih preplitanja izmedu reprezentacija 7 i p oznacava se s Homg(, p).

Koristimo uobicajene nazive za surjekcije, injekcije i bijekcije: epimorfizam, monomor-
fizam (ulaganje), izomorfizam. Ukoliko postoji izomorfizam izmedu reprezentacija 7 i 7o,
kazemo da su te reprezentacije izomorfne i piSemo m; =~ 1. Skup svih klasa (modulo
izomorfizam) ireducibilnih reprezentacija grupe G' oznac¢avamo s Irr G.

Nije tesko vidjeti da su jezgra i slika preplitanja uvijek podreprezentacije. Ova ¢injenica
ima zanimljivu posljedicu koju ¢emo cesto koristiti, stoga je sada isticemo. Neka su Il i 7

reprezentacije grupe G, pri ¢emu je 7 ireducibilna. Tada vrijedi:
o svako netrivijalno preplitanje II — 7 je epimorfizam (pisemo IT — )
« svako netrivijalno preplitanje 7 — I je ulaganje (piSemo 7 < II).

Posebno, ako su 7 i ¢ ireducibilne reprezentacije, onda je svako netrivijalno preplitanje

m — o izomorfizam. Uz ovo vezemo i sljede¢u jednostavnu, ali neobi¢no korisnu tvrdnju.

Propozicija 1.1 (Schurova lema) Neka je m dopustiva ireducibilna reprezentacija grupe

G. Tada je Homg(m, w) =~ C.

Napomena. Dokaz gornje tvrdnje zasniva se na ¢injenici da operator na konacnodimen-
zionalnom kompleksnom prostoru ima neprazan spektar. Buduéi da opcéenito radimo s

beskona¢nodimenzionalnim reprezentacijama, ovdje je klju¢no da je m dopustiva.

Pretpostavimo sada da za reprezentaciju 7 na prostoru V' postoji konacan rastuéi niz

podreprezentacija
O=Weheclhec  -cV,=V

takav da je svaki od uzastopnih kvocijenata V;/V;_; ireducibilna reprezentacija. Tada
kazemo da je reprezentacija m konac¢ne duljine. Ovako dobiven niz ireducibilnih repre-
zentacija nazivamo kompozicionim nizom reprezentacije m; za danu reprezentaciju nije
nuzno jedinstven, ali pokazuje se da je (multi)skup ireducibilnih reprezentacija koje se u
njemu pojavljuju jedinstveno odreden do na poredak i izomorfizam. Broj pojavljivanja
ireducibilne reprezentacije 7 u kompozicionom nizu od 7 naziva se kratnost reprezentacije
T u 7 ioznacava s m(7 : ).

Jos jedna konstrukcija koju ¢emo cesto koristiti je tenzorski produkt reprezentacija.

Ako je (m, V') reprezentacija grupe G, a (p, H) reprezentacija grupe H, onda na prostoru
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V ® W mozemo definirati reprezentaciju m ® p grupe G' x H na sljede¢i nacin:
(m®p)(g, h)(v@w) =w(g)v@p(h)w, VgeG he HveV,weW.
Ovako dobivena reprezentacija zove se vanjski tenzorski produkt reprezentacija 7 i p.

Za kraj ovog odjeljka, prisjetimo se definicije kontragredijentne reprezentacije. Ako je
7 reprezentacija grupe G na prostoru V., mozemo na dualnom prostoru V* definirati

reprezentaciju 7* formulom

[7*(g)flv = f(m(g ")), VgeGveV, feV™

Ova reprezentacija nije glatka, stoga promatramo samo njezin glatki dio. Tako dobivena
reprezentacija naziva se kontragredijentna reprezentacija reprezentacije 7 i oznacava
s (7, V). Cesto koristimo i oznaku 7.

Nije tesko pokazati da za reprezentacije V i W grupe G vrijedi

Homg (V, W) = Homg (W, V).

1.3 Parabolicke podgrupe

Prije nego sto krenemo na opis funktora koji se pojavljuju u teoriji dopustivih reprezen-
tacija, moramo podrobnije opisati strukturu grupa s kojima radimo — preciznije, zanimaju

nas parabolicke podgrupe.

Za sasvim opcenitu definiciju parabolicke podgrupe morali bismo zac¢i dublje u teoriju
algebarskih grupa; ipak, u ovom ¢emo radu uvijek promatrati neku od grupa opisanih u
prvom odjeljku: O(V), Sp(W), Mp(W) ili GL(V). U ovim konkretnim slué¢ajevima imamo
relativno jednostavan i operativan opis parabolickih podgrupa.
Krenimo od opce linearne grupe GL(V'). Fiksirajmo neki rastav prostora V' na direktnu
sumu potprostora:
V=W +Wy+- -+ W,
k
Stavimo li Vj, = Z W, dobivamo (parcijalnu) zastavu u prostoru V, to jest strogo rastuéi

=1
niz potprostora

{(}cVicVc-cVp=W.

Skup
P={AeGL(V): AV, = V,,Vi},

to jest skup svih operatora iz GL(V') koji fiksiraju ovu zastavu, ¢ini podgrupu grupe GL(V').
Tako dobivene podgrupe nazivamo parabolickim podgrupama grupe GL(V'). U posebnom
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sluc¢aju kada su prostori W; jednodimenzionalni dobivamo minimalne parabolicke podgrupe
— njih nazivamo Borelovim podgrupama.

Istaknimo jo$ dvije podgrupe grupe GL(V') dobivene iz gornjeg rastava prostora V:

M = {Ae GL(V) : AW, = W;, Vi,
N = {A € P: A djeluje trivijalno na V;/V;_1, Vi},

pri ¢emu smo ovdje s A oznadcili operator zadan djelovanjem operatora A na kvocijentnom
prostoru V;/V;_;. Podgrupa M (tzv. Levijeva podgrupa) normalizira grupu N, a vaZna
¢injenica koja povezuje ove podgrupe dana je takozvanom Levijevom dekompozicijom:
vrijedi jednakost

P = MN.

Uoc¢imo da ovdje vrijedi

M =~ GLdl(F) X oo X GLdn<F)7

pri cemu smo s d; oznacili dimW; zai=1,...,n.

Prije opisa paraboli¢kih podgrupa grupe O(V') trebamo ukratko objasniti pojam Wittovih
tornjeva. Prisjetimo se Wittove dekompozicije: svaki kvadratni prostor V' mozemo

zapisati kao ortogonalnu sumu
VV,eH1®- - @ H,,

pri ¢emu je prostor V, anizotropan, a Hi, ..., H, su hiperbolicke ravnine. U ovakvom je
rastavu prostor V, jedinstveno odreden do na izomorfizam. Broj r je takoder jedinstveno
odreden; kazemo da se radi o Wittovom indeksu prostora V. Napomenimo da rastav
rascijepljenog prostora na ortogonalnu sumu hiperbolickih ravnina nije jedinstven. Ipak,
najcesce ga fiksiramo, a parabolicke podgrupe dobivene iz tog fiksnog rastava na nacin
opisan u nastavku nazivamo standardnima.

Fiksiramo li anizotropni prostor V,, vidimo da za svaku dimenziju m = dim V,+2r, (r >
0) postoji do na izomorfizam jedinstveni kvadratni prostor V;,, dimenzije m s anizotropnim

dijelom V. Niz prostora (V},) zove se Wittov toranj pridruzen anizotropnom prostoru V.

Napomena. [ako bi imalo smisla indeksirati prostore u Wittovom tornju skupom Ny, mi
¢emo, radi uskladenosti notacije u kasnijim poglavljima, redovito indeksirati prostore u

tornju pomocu njihove dimenzije.

Neka je sada V' = V,, neki kvadratni prostor dimenzije m. Uzmemo li prostor V,,/, pri

¢emu je m' < m, iz istog Wittovog tornja, mozemo pisati
V=Vu®H @® - ®H,, (m=m'+2s).
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Odaberemo li za svaku hiperbolicku ravninu H; bazu {e;, €;}, mozemo za svaki k = 1,...,s

definirati Uy = span{ey, ..., ex} i U, = span{e], ..., e} }; tada imamo
V=U®VdU..

Standardne parabolicke podgrupe grupe O(V') dobivamo izborom dimenzije m’ < m i
particijama broja s. Za svaki rastav s = s + - - - + s, broja s (pri ¢emu su s; € N) mozemo
promatrati zastavu Us, < Ug, 45, © ... < Us. Odgovarajuca parabolicka podgrupa sastoji
se od svih operatora iz O(V') koji stabiliziraju ovakvu zastavu. Sli¢no kao u slucaju GL(V),
imamo Levijevu dekompoziciju P = M N, pri ¢emu je M grupa svih operatora iz O(V)
koji fiksiraju prostore span{ey, ..., ey }, span{es 41, ..., €5 15, }, itd. Vazno je napomenuti
da vrijedi
M = GLg, (F) x -+ x GLg, (F) x O(V,).

Sasvim analogno definiramo parabolicke podgrupe za grupu Sp(W). Stovise, u ovom
slucaju je situacija nesto jednostavnija: budué¢i da ne postoji netrivijalan anizotropni
simplekticki prostor, imamo samo jedan Wittov toranj. Levijeve komponente parabolickih

podgrupa su u ovom slucaju oblika
GL, (F) x -+ x GL4, (F) x Sp(W,/).

Konacno, parabolicke podgrupe metaplekticke grupe dobivamo iz odgovarajuc¢ih podgrupa
simplekticke grupe na istom prostoru. Za svaku parabolicku podgrupu P = M N grupe
Sp(W) moZemo promatrati njezinu prasliku po kanonskoj surjekciji Mp(W) — Sp(W).
Time dobivamo parabolicku podgrupu P grupe Mp(W). Nadalje, ulaganje N — Sp(W)

se podize do ulaganja N — Mp(W) te imamo Levijevu dekompoziciju

~

P = MN.

Za grupe GL(F) takoder mozemo promatrati odgovarajuce natkrivace é\fk(F) te se po-

kazuje da postoji epimorfizam grupa

~

GL,, (F) x - x GLy, (F) x Mp(W,y) — M.

U ovom slucaju se ne radi o izomorfizmu, no veé¢ i ovakav opis bit ¢e dovoljan da metode
koje koristimo za proucavanje reprezentacija grupe Sp(W') primijenimo i na grupu Mp(WW).

Detaljniji opis parabolickih podgrupa metaplekticke grupe moze se naéi u [19].

Napomena. U nastavku koristimo sljede¢u konvenciju u notaciji. Ukoliko nije drugacije
specificirano, oznaka G, uvijek ¢e implicirati da smo fiksirali neki Wittov toranj te da

promatramo grupu Sp, Mp ili O (ovisno o tornju) pridruzenu prostoru dimenzije n iz tog
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tornja. Nadalje, za s = (s1,52,...,s,) € N¥ s P, ozna¢avamo standardnu parabolicku
podgrupu grupe G, ¢iji je Levijev dio izomorfan s (odnosno, ako je G,, = Mp, ¢iji Levijev

dio odgovara)
GL31<F) X X GLsk(F) X Gn72t7 t:51+...+5k_

Minimalne parabolicke podgrupe i u ovom sluc¢aju nazivamo Borelovima.

1.4 Parabolicka indukcija i Jacquetov funktor

U ovom odjeljku opisujemo dva funktora kljuc¢na za teoriju (dopustivih) reprezentacija.

Prije samih definicija, trebat ¢e nam nekoliko detalja iz teorije lokalno kompaktnih grupa.

Neka je G lokalno kompaktna topoloska grupa. Na takvoj grupi mozemo definirati Haarovu

mjeru p koja je invarijantna na desne translacije: vrijedi
w(Bg) = n(B), Yge G 1iBorelovskup B € G.

Takva je mjera jedinstvena do na skaliranje pozitivnom konstantom; nazivamo je desnom
Haarovom mjerom na grupi G. Analogno, mozemo promatrati i lijevu Haarovu mjeru
(koja ne mora biti jednaka desnoj).

Ako je p desna Haarova mjera, onda za svaki fiksni g € G mozemo promatrati mjeru
B p(g~'B);

oc¢ito je i ona invarijantna na desne translacije, stoga se takoder radi o desnoj Haarovoj

mjeri. Iz jedinstvenosti sada slijedi da postoji konstanta dg(g) takva da vrijedi
(g 'B) = 6a(g)u(B), za svaki Borelov skup B.

Time je definirano preslikavanje g — dg(g), to jest dg: G — R*. Pokazuje se da je dg
homomorfizam grupa; kazemo da se radi o modularnom karakteru grupe G.

Ukoliko je modularni karakter trivijalan (ekvivalentno, ako je lijeva Haarova mjera
jednaka desnoj), kazemo da je grupa G unimodularna. Mi éemo modularni karakter

najcesc¢e promatrati na parabolickim podgrupama, koje uglavnom nisu unimodularne.

Sada smo spremni za opis parabolicke indukcije. Neka je G jedna od grupa opisanih u
prvom odjeljku; fiksirajmo i neku njezinu parabolicku podgrupu P = M N. Neka je (o,U)
reprezentacija grupe M. Takva se reprezentacija moze prosiriti do reprezentacije grupe P
ako zadamo da elementi grupe N djeluju trivijalno. Oznac¢imo s V' prostor svih funkcija

f: G — U koje zadovoljavaju sljedece uvjete:
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e f(pg) = 6p(p)"%0(p)f(g), zasvakipe Pige G

 postoji kompaktna otvorena podgrupa K od G takva da vrijedi f(gk) = f(g) za
svakige Gike K.

Grupa G djeluje na prostor V' desnim translacijama; drugim rije¢ima, mozemo definirati

reprezentaciju 7 grupe G na prostoru V na sljedeéi nacin:

[7(9)f](z) = f(zg), Vg,xeG, feV.

Ovako definiranu reprezentaciju (i odgovarajuéi prostor V') nazivamo reprezentacijom
parabolic¢ki induciranom iz o te ozna¢avamo s Ind% (o). U sljedecoj propoziciji (bez

dokaza) navodimo najvaznije ¢injenice' o parabolickoj indukciji.
Propozicija 1.2

(i) Parabolicku indukciju mozemo promatrati kao funktor s kategorije glatkih repre-
zentacija grupe M u kategoriju glatkih reprezentacija grupe G. Ovaj funktor je

egzaktan.
(ii) Ako je o dopustiva, onda je i Ind% (o) dopustiva.
(iii) Ako je o kona¢ne duljine, onda je i Ind% (o) takva.
(iv) Indukcija komutira s uzimanjem kontragredijenta: Ind$(¢) = Ind$ (o).
(v) Ako je o unitarna, onda je i Ind% (o) takva.

(vi) Induciranje u etapama. Neka su P = M;N; i Py = M;N, standardne parabolicke
podgrupe sa standardnim Levijevim dekompozicijama takve da vrijedi P, € P». Ako

je o reprezentacija grupe M, onda vrijedi

Indgl(a) = IndIGDQ(Ind%QHMQ(J)).

(vii) Indukcija iz asociranih parabolickih podgrupa. Ako su P, = M Ny i P, = M N, dvije
(ne nuzno standardne) parabolicke podgrupe, a o reprezentacija grupe M konacne

duljine, onda IndIGD1 (o) i Ind%(a) imaju iste kompozicione nizove.

Druga vazna konstrukcija koju opisujemo je tzv. Jacquetov funktor. Opet promatramo

reprezentaciju (7, V') grupe G te fiksiramo neku parabolicku podgrupu P = M N. Neka je

Vn = span{v — w(n)v,v € V,n € N}.

1Svojstva iv i v vrijede zbog normalizacije indukcije faktorom 5113/2 koji inace nije kljucan.
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Buduéi da M normalizira N, nije tesko vidjeti da je prostor Vy M-invarijantan. Zbog
toga na kvocijentu V/Vy mozemo definirati reprezentaciju my grupe M koja djeluje
s my(m) = 5;1/2(m)7r(m). Ovako dobivenu reprezentaciju grupe M (i njezin prostor)
oznac¢avamo s Rp(m). Kazemo da se radi o Jacquetovom modulu reprezentacije 7 s
obzirom na parabolicku podgrupu P = M N.

Uoc¢imo da Rp mozemo shvatiti kao funktor iz kategorije dopustivih reprezentacija
grupe G u kategoriju dopustivih reprezentacija grupe M. Ponovno navodimo kljuéna

svojstva ove konstrukcije.
Propozicija 1.3
(i) Funktor Rp je egzaktan.
(ii) Ako je m dopustiva / kona¢ne duljine, onda je i Rp(m) takva.

(iii) Tranzitivnost Jacquetovih modula. Neka su P, = M N; i P, = M;N, standardne
parabolicke podgrupe za koje vrijedi P, < P, te neka je m reprezentacija grupe G.
Tada vrijedi

Rp, () = Rp,~An, (Rp, ().

(iv) Vrijedi

Rp() = Rp(),

gdje je P = MN parabolicka podgrupa suprotna podgrupi P (takva da vrijedi
PnP=M).

Osnovna cinjenica koja povezuje parabolicku indukciju i Jacquetov funktor je Frobeni-

usov reciprocitet: postoji prirodni izomorfizam
Homg (7, Ind$(0)) = Homy, (Rp(7), o)

pri ¢emu je P = M N parabolicka podgrupa, m reprezentacija grupe G, a ¢ reprezentacija

grupe M.

Posljednji rezultat koji isticemo je netrivijalna, ali vrlo korisna ¢injenica — takozvani drugi

Frobeniusov reciprocitet. Vrijedi

Homg(Ind$% (o), 7) = Homy, (o, Rp(T)).

Xx *

Vise o osnovnim svojstvima parabolicke indukcije i Jacquetovog funktora moze se naéi u

[5] i [8]. Bernsteinove biljeske [4] sadrze dokaz drugog Frobeniusovog reciprociteta.
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1.4.1 Notacija za parabolicku indukeiju

Opisat ¢emo i nesto precizniju notaciju za parabolicki inducirane reprezentacije. Neka

je P = M N parabolicka podgrupa grupe G = GL(V'). Veé smo vidjeli da vrijedi
M ~ GLdl(F) X o0 X GLdn<F>

za neke prirodne brojeve dy,...,d,, takve da dy + --- 4+ d, = dim V. Zbog toga se svaka

ireducibilna reprezentacija ¢ grupe M moze zapisati kao tenzorski produkt
0=018" Q0

pri ¢emu je o; ireducibilna reprezentacija grupe GLg4, (F), za i = 1,...,n. U ovakvoj
situaciji umjesto Ind% (o) pisemo

o1 X - X Op.
Slicne oznake koristimo i za ostale grupe s kojima radimo. Neka je G,, simplekticka ili

ortogonalna grupa koja odgovara prostoru dimenzije n u nekom Wittovom tornju. Vidjeli

smo da za Levijev faktor M parabolicke podgrupe P = M N vrijedi
M = GL;, (F) x -+ x GL,, (F) x Gy,

pri ¢emu je G, grupa koja odgovara prostoru dimenzije n’ = n — 2(s; + - -+ + s;) u istom
Wittovom tornju. Odavde slijedi? da se svaka ireducibilna reprezentacija o grupe M moZe
pisati u obliku

0=01Q - QoQT,
gdje su o; neke reprezentacije grupa GL,,(F) (i = 1,...,k), a 7 reprezentacija grupe G,,.
Odgovaraju¢u induciranu reprezentaciju Indg”(o) sada oznaCavamo sa
01 X+ X Op X T.
Do analognog zakljucka dolazimo i u slucaju parabolickih podgrupa metaplekticke grupe.
Ako je P =MN parabolicka podgrupa grupe Mp(W,,), znamo da postoji epimorfizam

~

GL,, (F) x - - x GL,, (F) x Mp(W,,/) — M.

Napomenimo da se reprezentacije natkrivackih grupa @si(F) i Mp(WW) dijele na prave

(eng. genuine) i neprave na nacin opisan u Kudlinim biljeskama [18, Napomena 4.1].

2Kljuéno je da su reprezentacije dopustive; radi se zapravo o Teoremu 1 iz D. Flath, Corvallis [6,
str. 179-183]
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Pokazuje se ([14]) da se svaka reprezentacija grupe M moZe pisati u obliku
1@ Qo QT.

Ovdje su o; reprezentacije grupa GL;, (F), a 7 je reprezentacija grupe Mp(W,,); nadalje,
o1,...,0 1T susve istovremeno ili prave, ili neprave. Kao i prije, odgovarajucu induciranu
reprezentaciju oznacavamo sa

01 X +++ X Op X T.

1.4.2 Racunanje Jacquetovih modula

Jedna od osnovnih tehnika koje koristimo u radu je racunanje Jacquetovih modula za
inducirane reprezentacije. Drugim rijecima, ako su P = M N i () standardne parabolicke
podgrupe grupe G, a 7 reprezentacija grupe M, zanima nas struktura reprezentacije
ro (Ind(m)). Osnovni rezultat koji koristimo je tzv. geometrijska lema ([5], [8]), pomoc¢u
koje dolazimo do odredene filtracije ove reprezentacije.

Mi ¢emo uglavnom koristiti algebarsku verziju geometrijske leme koja je vrlo pogodna
za racunanje. Za takvu formulaciju potrebne su nam odredene algebarske strukture koje
sada opisujemo.

Za grupu G oznacimo s R(G) slobodnu Abelovu grupu nad skupom Irr G. Sada za
svaku reprezentaciju m grupe GG konacne duljine mozemo definirati njezinu semisimplifi-
kaciju:

ssm)= Y. m(r:mreR(G).
relG
Najprije promatramo geometrijsku lemu za opc¢u linearnu grupu. Uvedimo oznaku R,, =
R(GL,(F)) i stavimo R = @ R,. Pridruzivanje

neZxo

(7T1,7T2) — 71 X Ty

originalno definirano parabolickom indukcijom za reprezentacije m; i my grupa GL,, (F),
odnosno GL,, (F) mozemo progiriti na preslikavanje x : Rx R — R. Na taj nac¢in R postaje
komutativni prsten (asocijativnost vrijedi zbog induciranja u etapama, a komutativnost
zbog induciranja iz asociranih parabolickih podgrupa). Uoc¢imo da je preslikavanje x

biaditivno, stoga se faktorizira kroz preslikavanje
m: R® R — R.

Neka je sada 7 ireducibilna reprezentacija grupe GL,(F). Ako s P, ozna¢imo standardnu
parabolicku podgrupu ¢iji je Levijev faktor GLg(F) x GL,_¢(F), moZzemo promatrati
S.S. (r%}}”(w)) € Ry ® R,,_i (ovdje implicitno koristimo ¢injenicu R(GLg(F) x GL,,_«(F)) =
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R, ® R, k). Sada definiramo

m*(m) = Y ss. (rp(m)) € Y Re® Ry — RO R.
k=0

k=0

Uoc¢imo da se m* prosiruje do aditivnog preslikavanja m*: R — R® R. Klju¢na posljedica

geometrijske leme je sljedeca ¢injenica (Zelevinsky, [40]): vrijedi
m*(m X m) = m*(m) x m*(my).

Pomocu gornje formule lako ¢emo racunati Jacquetove module induciranih reprezentacija.

Na slican nacin postupamo i s preostalim grupama. Neka je G, simplekticka, metaplek-
ticka ili ortogonalna grupa koja odgovara prostoru dimenzije n u nekom Wittovom tornju.

Uvedimo R(G) = @ R(G,). Kao i za opéu linearnu grupu, pridruzivanje

(m,0) — T x 0o,

inicijalno definirano za reprezentacije w i o grupa GL, odnosno G,,, mozemo prosiriti do
preslikavanja x: R x R(G) — R(G). Time Z-modul R(G) postaje R-modul.

Nadalje, za ireducibilnu reprezentaciju m grupe G,, mozemo definirati
pr(m) = Y 85 (rp (7)) € Y R ® R(Gnoot) — R® R(G)
e P

pri cemu smo s P, oznacili k-tu standardnu maksimalnu parabolicku podgrupu grupe G,,.
Ovdje se p* prosiruje do aditivnog preslikavanja p*: R(G) — R® R(G). Geometrijska

lema sada omogucava slicnu formulu kao za opée linearne grupe. Neka je
M*=(m®1l)o(~®m*)osom*: R > R® R,

gdje smo s 1 oznadili identitetu na R, s ~ kontragredijent, a sa s transpoziciju >, z; ® y; —
>y ® x;. Tada vrijedi (Tadié, [37])

pr(m o) = M*(m) > (o).

1.5 Neke klase dopustivih reprezentacija

1.5.1 Kuspidalne reprezentacije

Definicija. Kazemo da je reprezentacija m grupe G kuspidalna ako je za svaku pravu

parabolicku podgrupu P ¢ G Jacquetov modul r§(7) trivijalan.
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Koristec¢i Frobeniusov reciprocitet lako dolazimo do sljedece posljedice: ako je 7 kuspi-
dalna reprezentacija, onda ne postoje prava parabolicka podgrupa P = M N i reprezenta-

cija o grupe M takve da vrijedi
7 — Ind%(0).

Stovise, nije tesko pokazati da je ovaj uvijet zapravo ekvivalentan s definicijom: svaka

reprezentacija koja nije kuspidalna ulaze se u neku reprezentaciju oblika Ind% (o).

Napomena. Do na relaciju asociranosti ([5, def. 22]), kuspidalna reprezentacija o za koju
vrijedi m — IndIGJ(U) jedinstveno je odredena reprezentacijom 7. Klasa ekvivalencije (po
relaciji asociranosti) reprezentacije o zajedno s odgovaraju¢om Levijevom komponentom

parabolicke podgrupe P naziva se kuspidalni nosac reprezentacije .

1.5.2 Kvadratno integrabilne i temperirane reprezentacije

Da bismo definirali kvadratno integrabilne reprezentacije trebamo pojam matri¢nih
koeficijenata i centralnog karaktera. Neka je (m, V') glatka reprezentacija grupe G i
(7, ‘7) njezin kontragredijent. Za svaki izbor v € V v € V mozemo promatrati funkciju
G — C oblika

g — (m(g)v).

Takve funkcije nazivamo matri¢nim koeficijentima reprezentacije 7.

Nadalje, neka je (m, V') ireducibilna reprezentacija grupe G. Ako je z € Z(G) element
iz, centra grupe G, onda je operator m(z) netrivijalno preplitanje iz Homg(7, ). Prema
Schurovoj lemi zakljuéujemo da je 7(z) skalarni operator: postoji skalar w,(z) € C* takav

da vrijedi m(z) = w,(2)idy. Nije tesko vidjeti da je ovako definirano preslikavanje
wr: Z(G) — C~
homomorfizam grupa. Kazemo da se radi o centralnom karakteru reprezentacije w. Sada

smo spremni za definiciju kvadratno integrabilnih reprezentacija:

Definicija. Kazemo da je ireducibilna reprezentacija (m, V') grupe G kvadratno integra-

bilna modulo centar ako vrijedi

(i) centralni karakter reprezentacije 7 je unitaran

(ii) apsolutna vrijednost svakog matricnog koeficijenta reprezentacije 7 je kvadratno

integrabilna funkcija na G/Z(QG).

Najcesce koristimo neprecizniji (ali kraéi) izraz pa kazemo da je 7 kvadratno integrabilna.

Ovakve reprezentacije ¢emo takoder zvati reprezentacijama diskretne serije.

Napomenimo odmah da su sve kuspidalne reprezentacije kvadratno integrabilne. Na-

ime, moze se pokazati (npr. [8, Teorem 5.2.1]) da su matri¢ni koeficijenti kuspidalnih
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reprezentacija funkcije s kompaktnim nosacem na G/Z(G), stoga su i kvadratno integra-
bilne.

Vazno svojstvo kvadratno integrabilnih reprezentacija je unitarnost: ako je (mw, V)
kvadratno integrabilna reprezentacija grupe G, onda na V mozemo pomoc¢u matriénih
koeficijenata definirati invarijantni skalarni produkt. Preciznije, fiksiramo li neki f € 1%

razli¢it od 0, za u,v € V mozemo definirati

(u,v) = f(m(g)u) - f(m(g)v) dg.
G/Z(G)
Nije tesko pokazati da je ovom formulom na V' definiran skalarni produkt u odnosu na

koji su svi operatori m(g) unitarni.

Uz kvadratno integrabilne reprezentacije ¢esto spominjemo i nesto Siru klasu tzv. tem-
periranih reprezentacija. Za ireducibilnu reprezentaciju m grupe G kazemo da je
temperirana ako postoji (ne nuzno prava) parabolicka podgrupa P = MN grupe G i

kvadratno integrabilna reprezentacija o grupe M za koju vrijedi
7 — Ind%(0).

Posebno, uzmemo li P = G, vidimo da je svaka kvadratno integrabilna reprezentacija
ujedno i temperirana. Moze se pokazati da su ireducibilne temperirane reprezentacije
takoder unitarizabilne ([4, Prop. 44]).

Napomena 1.4 Vrlo ¢esto ¢emo koristiti sljedeéu vaznu ¢injenicu ([12]): ako je o iredu-
cibilna kvadratno integrabilna reprezentacija, onda je Indg(a) potpuno reducibilna, te su

svi njezini ireducibilni subkvocijenti temperirane reprezentacije.

Ponekad ¢emo raditi i s reprezentacijama koje su, do na karakter, kvadratno inte-
grabilne ili temperirane. Reéi ¢emo da je reprezentacija (m, V) esencijalno kvadratno
integrabilna (esencijalno temperirana) ako postaje kvadratno integrabilna (temperirana)
kada je pomnozimo s nekim karakterom grupe G. Posebno c¢esto ¢emo koristiti karakter
v: GL,(F) — R*, definiran s

v(g) = |det(g)|

Lako se pokazuje sljedeca tvrdnja: za svaku ireducibilnu esencijalno temperiranu reprezen-
taciju (1,V) grupe GL,(F) postoji jedinstveni broj e(7) € R i jedinstvena temperirana

posebno, unitarna) reprezentacija 7% takva da vrijedi
) )
7=

Kvadratnu integrabilnost i temperiranost reprezentacija najc¢esée utvrdujemo pomocu

tzv. Casselmanovog kriterija ([8, Teorem 4.4.6]). Ovdje ukratko objasnjavamo kako ga
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koristimo.

Oznacimo s (-, ) standardni skalarni produkt na R”, te neka je

7 puta

Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G,, (pretpostavljamo da nije kuspidalna).
Neka je s = (s1, 89, . . ., sx) € N¥ k-torka za koju Jacquetov modul rp, () ima netrivijalan
kuspidalni subkvocijent (posebno, rp,(m) # 0). Tada su i svi subkvocijenti kuspidalni;

neka je o neki od tih subkvocijenata. Reprezentaciju ¢ mozemo pisati kao

PO pr®p,

pri ¢emu su p; kuspidalne reprezentacije grupa GL;, (ili eventualno njihovih natkrivaca ako
je G, metaplekticka grupa), a p kuspidalna reprezentacija grupe G,,_js (|s| = s14- -+ si).
Neka je
e(o) = (e(p1),---,elp1), -y (pr)s---selpr), 0,...,0).
N g 4 N <

~
s1 puta sk puta n—|s| puta

Casselmanov kriterij garantira sljedece: ako je m kvadratno integrabilna, onda vrijedi

(6(0)7 681) > 0, (e(o’), 6814-82) >0,..., (6(0>7 5|8|) > 0.

Vrijedi i obrat: ako su za svaki par s i ¢ kao gore ispunjeni ovi uvjeti, onda je m kvadratno
integrabilna.
Isti kriterij mozemo primijeniti i na temperirane reprezentacije ako stroge nejednakosti

zamijenimo slabijim uvjetima (e(o), 5) = 0.

1.5.3 Kvadratno integrabilne reprezentacije grupe GL,(F)

U ovom odjeljku navodimo neke od najvaznijih rezultata iz [40] o reprezentacijama

op¢e linearne grupe.

Neka je p kuspidalna reprezentacija grupe GL,,, (F). Svaki skup oblika {p, v'p, ..., vk p}, k €
Ny, nazivamo segmentom i oznacavamo s [p, v p]. Svakom segmentu A = [p,*p]

mozemo pridruziti induciranu reprezentaciju
I/kpxuk’lpx e X Up X .

Pokazuje se da ova reprezentacija ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju, koju
oznac¢avamo s 0(A). Ovako dobivena reprezentacija je esencijalno kvadratno integrabilna.
Obratno, svaka esencijalno kvadratno integrabilna reprezentacija grupe GL, (F) moze se na

jedinstven nacin prikazati kao 0(A) za neki segment. Drugim rije¢ima, pridruzivanje A —
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d(A) je bijekcija sa skupa svih segmenata na skup svih esencijalno kvadratno integrabilnih
reprezentacija GL,(F),n > 1.
Racunanje Jacquetovih modula ovakvih reprezentacija bit ¢e nam olaksano jednostav-

nom formulom za m* iz odjeljka 1.4.2. Vrijedi

k

m*([p,v*p]) = . ([ p, v p)) ® 6([p, v p)).

i=—1
Sli¢no, imamo

M*([p. v p]) = D5 D L0(lv'p, A1) x 8(["+ p. v/ p]) @ ([ p, 1 p)).

i=—1j=i

Kona¢no, navodimo i kljuénu ¢injenicu o reducibilnosti reprezentacije oblika §(A) x
d(A"). Kazemo da su segmenti A i A’ ulancani (eng. linked) ako je njihova unija i sama
segment, i to strogo veéi od A i A’. Pokazuje se da je reprezentacija d(A) x §(A’)

reducibilna ako i samo ako su segmenti A i A’ ulancani.

Napominjemo da sve rezultate o reprezentacijama grupe GL,(F) lako moZemo prenijeti i
na slucaj C/J—[TF/) Naime, reprezentacije grupe C/?_LTF/) lako se mogu opisati preko reprezen-
tacija grupe GL, (F): neprave reprezentacije prirodno odgovaraju reprezentacijama grupe
GL,(F), dok izmedu pravih i nepravih postoji 1-1 korespondencija ostvarena mnoZenjem

karakterom x, opisanim, primjerice, u [14, str. 7].

1.5.4 Langlandsova klasifikacija

Pomoc¢u kvadratno integrabilnih i temperiranih reprezentacija mozemo ostvariti pot-
punu klasifikaciju ireducibilnih reprezentacija za grupe koje promatramo u ovom radu.

Neka su 01, 9o, . . ., 0, ireducibilne kvadratno integrabilne reprezentacije op¢ih linearnih
grupa te neka su s, > s,.1 = --- = s; > 0 pozitivni realni brojevi. Neka je, nada-
lje, 7 temperirana reprezentacija grupe G, (kao i do sada, G, oznacava simplekticku,

metaplekticku ili ortogonalnu grupu). Reprezentacija
V0, X - X V0 XOT ()

ima jedinstvenu maksimalnu pravu podreprezentaciju. Odgovaraju¢i kvocijent zove se
Langlandsov kvocijent i oznacava s L(v° 0, x --- x v°10; x 7). Ponekad ¢emo, ako ne
pretpostavljamo s, > --- > sp, koristiti i oznaku L(v*"6,,...,v°101;7) kojom podrazu-
mijevamo da prije uzimanja kvocijenta treba dovesti reprezentacije {v°"0,,...,v*10;} u
odgovarajuci poredak.

Obratno, svaku ireducibilnu reprezentaciju grupe G, mozemo na jedinstven nacin

prikazati kao Langlandsov kvocijent inducirane reprezentacije oblika (x). Na taj nacin
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dobivamo klasifikaciju svih ireducibilnih reprezentacija grupe G,. Kazemo da je repre-
zentacija () standardni modul (standardna reprezentacija) za odgovarajuéi Langlandsov

kvocijent.

Napomena. Langandsovu klasifikaciju mozemo napraviti i za opce linearne grupe. U
tom je sluc¢aju standardni modul oblika v*79, x --- x v*1§;, pri ¢emu su reprezentacije ¢;

kvadratno integrabilne te vrijedi s, = - -+ = s; (brojevi s; nisu nuzno pozitivni).

Ponekad ¢emo koristiti Langlandsovu klasifikaciju i u nesto drugacijoj formi: Lang-
landsov kvocijent reprezentacije 79, X - -+ x 1*1§; x 7 ujedno je i jedinstvena ireducibilna

podreprezentacija reprezentacije
Vo, X o X VTN X T

Ovo je posljedica tzv. MVW involucije ([23]) koju ¢emo ¢esto koristiti i u nastavku, stoga

ovdje zapisujemo odgovarajuéi rezultat. Radi se o lemi 2.2 iz [2].

Lema 1.5 Neka je P standardna parabolicka podgrupa grupe G(W,,) s Levijevim faktorom
GL,, (F) x --- x GL,,.(F) x G(W,,). Tada su za 7; € Irr(GL,,(F)), mp € Irr(G(W,,)) te
7 € Irr(G(W,,)) sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) =7 x X7 xm;

(i) 7 x -+ x 7Y X 79 —> T

1.5.5 Genericke reprezentacije

Posljednju klasu reprezentacija koje spominjemo u ovom odjeljku ¢ine genericke re-
prezentacije. Buduc¢i da u radu zelimo opisati theta korespondenciju upravo za genericke
reprezentacije, ovdje navodimo njihova najvaznija svojstva.

Neka je G simplekticka, metaplekticka, ili ortogonalna grupa definirana nad poljem
F. Neka je B = TU Borelova (tj. minimalna parabolicka) podgrupa grupe G. Fiksirajmo
i netrivijalni® karakter y grupe U. Sada moZemo modificirati konstrukciju Jacquetovog
funktora. Za reprezentaciju (m,V) oznac¢imo s V) potprostor razapet svim vektorima
oblika

m(u)v — x(u)v, veV,uel.

Prostor V), nije, kao kod obi¢nog Jacquetovog funktora, T-invarijantan, no i ovdje mozemo
promatrati kvocijent r, () = V/V,. Ukoliko je prostor r,(7) netrivijalan, kazemo da je

reprezentacija m x-genericka.

Kljuénu informaciju o generi¢nosti induciranih reprezentacija daje sljedeéi rezultat ([30]):

3mora biti i nedegeneriran — radi se o tehni¢kom zahtjevu, opisanom npr. u [29, str. 319]
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Teorem 1.6 Neka je G povezana® grupa i P = M N paraboli¢ka podgrupa. Pretpostavimo
da je o ireducibilna reprezentacija grupe M. Tada je o x|y-genericka ako i samo ako je

Ind% (o) x-genericka.

Drugim rijecima, za ireducibilne reprezentacije 71, . .., m, mo vrijedi da je
T X o+ X T XN T
genericka ako i samo ako su sve reprezentacije m, ..., T i my genericke. Stovise, u ovakvoj

situaciji imamo i sljedecu ¢injenicu (poznatu pod engleskim nazivom multiplicity one):
ako je m x - - - x m X 7wy genericka, onda ima to¢no jedan ireducibilni genericki subkvocijent.

Dokaz ove tvrdnje za metaplekticke grupe moze se pronadi u [34].

Napomena 1.7 U svim nasim rac¢unima karakter x bit ¢e unaprijed fiksiran (napomena
2.14); u takvim situacijama obi¢no ga ispustamo iz notacije, a za reprezentaciju 7 jednos-

tavno (kao maloprije) kazemo da je genericka.

Vazno svojstvo generickih reprezentacija koje koristimo na vise mjesta u nastavku je

ireducibilnost standardnog modula, dokazana u [24].

Teorem 1.8 Neka je 7 genericka reprezentacija simplekticke ili ortogonalne grupe. Tada

je njezin standardni modul ireducibilan.

Napomena. Ovaj rezultat ne vrijedi za reprezentacije metaplekticke grupe. Buduéi da
u radu mnogi zakljucci direktno ovise o njemu, ogranicit ¢emo se na proucavanje (Siroke

klase) generickih reprezentacija metaplekticke grupe ¢iji je standardni modul ireducibilan.

Prethodni teorem proizlazi iz jos opcenitije ¢injenice o generickim subkvocijentima

standardnih modula, dokazane u [13]:

Teorem 1.9 (generalized injectivity) Neka je IT genericka standardna reprezentacija. Tada

se (jedinstveni) genericki subkvocijent u Il pojavljuje kao podreprezentacija.

4Rezultat ne vrijedi za ortogonalnu grupu, koja nije povezana. Vrijedi za simplekticku i specijalnu
ortogonalnu (SO), kao i za metaplekti¢ku grupu.
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POGLAVLJE 2

Theta korespondencija

U ovom poglavlju opisujemo theta korespondenciju i njezina osnovna svojstva, te
navodimo najvaznije rezultate koje koristimo u radu. Pri izlaganju osnovnih svojstava
pratimo Kudline biljeske [18].

2.1 Definicija theta korespondencije

Prije uvodenja theta korespondencije trebat ¢e nam pojam reduktivnog dualnog para.

Definicija. Dualni par (G, H) u Sp(W) je par podgrupa G, H < Sp(W) za koje vrijedi
Cop)(G) = H 1 Cspn)(H) =G

pri cemu Cgpy 0znacava centralizator u Sp(W).

Tako postoji vise razli¢itih vrsta dualnih parova, ovdje opisujemo samo slucajeve koje
koristimo u radu!. Fiksirajmo ¢ = +1. Neka je W kona¢nodimenzionalni vektorski
prostor nad F na kojem je definirana nedegenerirana (—e¢)-simetri¢na? bilinearna forma,
() W x W — F. Ozna¢imo s G(W) grupu izometrija prostora W — drugim rijec¢ima,
G(W) je ortogonalna grupa ako je forma ( ,) simetri¢na, odnosno simplekticka ako je
forma antisimetricna. Analogno, neka je V' prostor na kojem je definirana e—simetri¢na
forma (,): V xV — F; s H(V) ozna¢imo odgovarajucu grupu izometrija.

Na prostoru W = V ® W sada mozemo definirati nedegeneriranu antisimetriénu biline-

arnu formu formulom

(o1 @ u1, w2 @ y2)) := (1, 22) Y1, y2)
te odgovarajuce preslikavanje j: H(V) x G(W) — Sp(W) dano s

(h,g) = h®g.

'Radi se o tzv. dualnim parovima prve vrste. Slinom konstrukcijom dolazimo do dualnih parova
druge vrste, sac¢injenih od dvije opée linearne grupe.
2tj. antisimetri¢na ako je € = 1, odnosno simetri¢na ako je e = —1.
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Na taj nacin dobili smo dualni par (H(V),G(W)) u Sp(W).

Neka je sada (G, H) dualni par u Sp(W). Neka je G (odnosno H) praslika grupe G
(odnosno H) po surjekeiji Mp(W) — Sp(W). Drugim rije¢ima, imamo centralna prosirenja
G i H grupa G, odnosno H:

l1-C*5G—->G—-1, 1-C*—->H—->H-—1.
Pokazuje se (npr. u [23]) da vrijedi
Crnpw)(G) = H i Cypny(H) = G
te da se j podize do homomorfizma
j: G x H— Mp(W).

Polazna tocka za proucavanje theta korespondencije je tzv. Weilova reprezentacija.
Radi se o posebnoj reprezentaciji metaplekticke grupe ¢ija se konstrukeija (opisana u [18])
zasniva na Stone—von Neumannovom teoremu. U nastavku Weilovu reprezentaciju grupe

Mp (W) oznacavamo s (w,S), pri ¢emu je S prostor reprezentacije w.

Napomena 2.1 Weilova reprezentacija ovisi i o izboru aditivnog karaktera ¢: F — C*.

Bududi da je on u svim razmatranjima unaprijed fiksiran, obi¢no ga ispustamo iz notacije.

Pomodu homomorfizma j mozemo reprezentaciju w povuéi na grupu G x H. Neka je

sada (7, V) ireducibilna reprezentacija grupe G. Stavimo

N(m) = ﬂ ker(\)

XeHom 5 (S,m)

(gdje smo S shvatili kao prostor reprezentacije w o j restringirane na é) i
S(m) = S/N(m).

Djelovanje H na S permutira elemente A iz Homg(S,7), stoga je prostor N(m) H-
invarijantan. Nadalje, N () je o¢ito G-invarijantan (radi se o presjeku G-invarijantnih
potprostora). Zakljucujemo da je djelovanje grupe G x H dobro definirano na kvocijentu
S(m).

Prema lemi I11.4 u [23, poglavlje 2|, postoji glatka reprezentacija ©(m) grupe H takva

da vrijedi

S(m) =m®0O(r).

Reprezentacija O () jedinstvena je do na izomorfizam. Ako se 7 ne pojavljuje kao kvocijent

reprezentacije (w, S), smatramo da su S(7) i ©(7) nul-reprezentacije.
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Istaknimo odmah jednostavnu ¢injenicu koju ¢emo cesto koristiti u kasnijim racunima:

Lema 2.2 Vrijedi
©Y(m) = Homg(w, m) g,

pri ¢emu smo s OV (7) oznacili kontragredijent reprezentacije ©(m).

Osnovni rezultat na kojemu se temelji pojam theta korespondencije naziva se Howeova
dualnost i iskazan je u sljede¢em teoremu. Originalnu tvrdnju formulirao je Howe u svom
¢lanku iz Corvallisa, [6, str. 275-285]. Znacajan doprinos dali su Kudla ([19]), Moeglin,
Vigneras i Waldspurger (MVW) u [23], te Waldspurger, ¢iji ¢lanak [38] sadrzi dokaz ove
tvrdnje u slucaju kada je rezidualna karakteristika polja F razli¢ita od 2. Potpun dokaz

(koji ukljucuje rezidualnu karakteristiku 2) napravili su Gan i Takeda u [10].

Teorem 2.3 (Howeova dualnost) Neka je 7 ireducibilna reprezentacija grupe G. Tada

vrijedi
(i) ©(n) = 0 ili je ©(7) dopustiva reprezentacija grupe H konacéne duljine.

(ii) Ako je ©(m) # 0, onda postoji jedinstvena maksimalna prava podreprezentacija
OY(r) reprezentacije O(rw). Odgovarajuéi kvocijent ©(7)/0°%7) je ireducibilan i

oznacava se s 0(m). Ako je O(m) = 0, onda smatramo da je i (7)) = 0.

(iii) Ako su reprezentacije 0(m) # 01 6(my) # 0 izomorfne, onda su i reprezentacije m; i

9 izomorfne.

Oznac¢imo provizorno
Howe(G, H) = {r € Trr(G): §(r) # 0}.
Posljedica gornjeg teorema je da pridruzivanje 7 +— 6(m) uspostavlja bijekciju
Howe (G, H) — Howe(H,G).
Ova bijekcija naziva se lokalna theta korespondencija.

Napomena. Kazemo da je O(7) veliki theta lift, a 6(7) mali theta lift reprezentacije
m na prostor V. U situacijama kada posebno zZelimo naglasiti prostor V' pisat ¢emo
O(m, V) i6(n,V) umjesto ©(m) i O(m). Ponekad ¢emo neformalno reéi da se 7 pojavljuje
na prostoru V ako je O(m, V) # 0.

Promotrimo sada sto Howeova dualnost daje u konkretnom slucaju koji promatramo.
Neka je, konkretnosti radi, ¢ = 1 tako da imamo G(W) = Sp(W) i H(V) = O(V);
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neka je n = dim W (nuzno paran broj), a m = dimV. Sjetimo se da postoji prirodni
homomorfizam

j: O(V) x Sp(W) — Sp(W).

Oznac¢imo s jy njegovu restrikciju na 1 x Sp(W), a s jy restrikciju na O(V') x 1. Pokazuje

se ([18, sekcija I1.4]) da se jy na jedinstveni nacin podiZze do homomorfizma
Jv: Mp(W) — Mp(W)

Gija restrikcija na C* djeluje sa z — 2™. Posebno, vrijedii (w o jy)(z) = 2™ - idg.

Da bismo izbjegli ovakvu ovisnost o m, radimo odredenu modifikaciju Weilove repre-
zentacije. Koristimo ¢injenicu da postoji jedinstveni karakter A grupe Mp(W) dija je
jezgra (skupovno) jednaka Mp® (W) = Sp(W) x {+1}, a koji na C* djeluje sa z — 22.
Ako s A,,(Mp(W)) oznacimo kategoriju glatkih reprezentacija grupe Mp(W) ¢ija restrik-
cija na C* djeluje sa z — 2™, onda putem mnozenja s A mozemo identificirati kategorije

A (Mp(W)) i Ao (Mp(W)). Ovo pokazuje da je dovoljno promatrati sljedece kategorije:

o Ao(Mp(W)), koju prirodno identificiramo s kategorijom A(Sp(W)) glatkih reprezen-
tacija grupe Sp(W)

o« AMp(W))se" := A;(Mp(W)), tzv. prave reprezentacije grupe Mp(W)
U skladu s time definiramo Weilovu reprezentaciju kao wojy u A(Sp(W)) ili A(Mp(W))se"

(ovisno o parnosti m) na sljedeéi nacin:

A2 ®(wojy), ako jem paran
A" @ (wojy), ako je m neparan.
Napomena. Buduéi da radimo s reprezentacijama iz A;(Mp(W)), u nastavku ¢emo

oznaku Mp(W) koristiti za jezgru karaktera X, to jest za dvolisni natkriva¢ Mp® (W)
grupe Sp(W) (opisan u 1.1).

Za homomorfizam jy situacija je jednostavnija jer ne trebamo promatrati natkrivac

grupe O(V). Naime, ulaganje jy : O(V) — Sp(W) podize se do homomorfizma
Jw: O(V) — Mp(W)

pomoc¢u kojeg Weilovu reprezentaciju povlac¢imo na O(V') ([18, str. 39]).
Pomoéu homomorfizama jy i jiy moZemo na upravo opisan nacin Weilovu reprezenta-
ciju grupe Mp(W) povuéi na O(V') x Mp(W) ako je m neparan, odnosno O(V') x Sp(W)

ako je m paran. U skladu s time, Howeova dualnost uspostavlja theta korespondenciju
Howe(O(V), Mp(W)) «— Howe(Mp(W), O(V))
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ako je m neparan, odnosno
Howe(O(V), Sp(W)) «— Howe(Sp(W), O(V))

ako je m paran.

2.2 Osnovni rezultati i notacija

Uobic¢ajeni pristup u proucavanju theta korespondencije zasniva se na promatranju
liftova na razli¢ite prostore u istom Wittovom tornju. Prije iskaza glavnih rezultata,

uvodimo (i ponavljamo) neke konvencije u notaciji: za fiksni izbor € = +1 neka je

W = (W,,) = Wittov toranj (—e)-hermitskih® prostora
V = (V,,) = Wittov toranj e-hermitskih prostora.

Nadalje, paru prostora (W, V,,,) pridruzujemo grupu

Mp(W,,), ako je e =11im neparan;
G, =G(W,) =1Sp(W,), akojee=11im paran;
O(W,), akojee=—1.

Grupu H,, = H(V,,) definiramo analogno, zamjenom uloga W,, i V,,,.

Kao i do sada, m i n oznacavaju dimenzije prostora. Ponekad ¢emo ih, ako situacija
dopusta, ispustati iz notacije i pisati W umjesto W,,, G umjesto G,, itd.

Ako je iz konteksta jasno s kojim Wittovim tornjem V radimo, ¢esto ¢emo umjesto

O©(m, V,,) pisati kratko O (7, m) ili ©;(7), pri ¢emu je | = n+e—m (i analogno za 0(m, V,,,)).

U sljede¢em teoremu ([18, Prop. 4.1 i 4.3]) iskazane su dvije osnovne ¢injenice o theta

korespondenciji u tornjevima:
Teorem 2.4 Neka je 7 € IrrG,,.
(i) Ako je O(m,V,,) # 0, onda je i O(m, Vippo,) # 0,¥r € N.
(il) Za dovoljno veliki m vrijedi ©(m, V,,) # 0.
Napomena.

« Tvrdnja (ii) iz prethodnog teorema moze se precizirati. Sjetimo se da, ako s mg
ozna¢imo dimenziju prvog (anizotropnog) prostora u tornju V, svaki m mozemo
pisati kao mg + 2r, gdje r predstavlja Wittov indeks prostora V,,. Pokazuje se da

uvjet r = n implicira O(7, V,,,) # 0.

3ovdje (—1)-hermitski znaéi simplekticki, dok 1-hermitski zna¢i kvadratni prostor
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o Prethodni teorem implicira da se 7 pojavljuje u svim prostorima u tornju V = (V,,,)
od neke razine nadalje. Najmanji m takav da vrijedi O(m, V,,) # 0 naziva se indeks

prvog pojavljivanja.® Uvodimo i oznaku,

m(m) = min{m: O(r, V,,) # 0}.

2.2.1 Parovi Wittovih tornjeva

Veé smo u sekciji 1.3 spomenuli kako postoji samo jedan simplekticki toranj, ali vise
razli¢itih Wittovih tornjeva kvadratnih prostora. Nije tesko pokazati da unutar jednog
Wittovog tornja svi prostori imaju istu diskriminantu. Nadalje, posljedica teorema o
klasifikaciji kvadratnih prostora (1.1.1) je ¢injenica da za svaki Wittov toranj )V postoji
to¢no jedan drugi toranj ' u kojem prostori imaju istu diskriminantu i jednaku parnost
dimenzije kao u V — popis svih ovakvih parova tornjeva moze se naéi u [18, poglavlje 5].
Ispostavlja se da je korisno paralelno promatrati liftove dane reprezentacije simplekticke
ili metaplekticke grupe na oba tornja u (unaprijed fiksiranom) paru Wittovih tornjeva.

Wittove tornjeve koji dolaze u paru oznacavamo s YVt i V~. U situaciji kada je
W simplekticki toranj (e = 1), za reprezentaciju = € Irr(G(W,,)) mozemo promatrati
odgovarajuce indekse prvog pojavljivanja m*(7) i m~ (7).

Za e = —1 je 7 € Irr(G(W,,)) reprezentacija ortogonalne grupe te postoji samo jedan
simplekticki toranj V = (V,,,) na kojem promatramo liftove reprezentacije . Kako i u
ovom slucaju zelimo dva indeksa prvog pojavljivanja, nedostatak drugog tornja nadokna-
dujemo na sljedeci nacin: bududi da je G(W,,) = O(W,,) sada ortogonalna grupa, imamo
netrivijalni karakter det: O(W,,) — {£+1}. Zbog toga uz reprezentaciju 7 mozemo proma-
trati i zakrenutu reprezentaciju 7 ® det. Sada definiramo odgovarajuée indekse m™ () i

m~(m): ako je n neparan, stavimo
m* (7)) := min{m | O(7', V,,) # 0},

pri ¢emu je 7’ ona reprezentacija od {m, 7 ®det} za koju vrijedi 7'(—1y, ) = tid. Za parni
n definiramo m™ () kao manji, a m~ () kao veéi od dva indeksa prvog pojavljivanja za
reprezentacije m i ™ ® det.

Kljucan rezultat koji povezuje ove indekse je tzv. relacija ocuvanja, iskazana u

sljede¢em teoremu ([33)]):

Teorem 2.5 Za m € Irr(G(W),,)) vrijedi

m*(7) +m(7) = 2n + 2 + 2e.

4Preciznije bi bilo izraz indeks koristiti za Wittov indeks odgovarajuéeg prostora, no ovdje ga (malo
slobodnije) koristimo za dimenziju.
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U nastavku ¢emo ponekad koristiti i oznake

mdolje(ﬂ) — min{m*(7),m"(r)}, mE(x) = max{m* (), m ()}

te (ako je md°Ue(r) # ms°(r)) nazive gornji i donji toranj za V* i V-.

2.3 Kudlina filtracija

U velikom broju racuna vezanih za theta korespondenciju pojavljuje se potreba za
razumijevanjem strukture reprezentacije Rp(w), tj. Jacquetovog modula Weilove reprezen-
tacije. Klju¢ne informacije u tom smjeru daje Kudlina filtracija, iskazana u sljede¢em

teoremu.

Teorem 2.6 (Kudla, [19]) Ozna¢imo s w,,, Weilovu reprezentaciju grupe G, x H,,.

Jacquetov modul Rp, (W) ima (GLg X Gy_9 x H,,)-invarijantnu filtraciju
Rp, (wmn) = ROSR'5...oRFS RFL =
u kojoj uzastopni kvocijenti J* = R*/R*™! zadovoljavaju
J = Indg > Grg ot (v ldetor,_, - © S0 ® Win-san-a)-
Ovdje je
e Mea=(m—n+k—a—c¢€)/2;

e P, standardna parabolicka podgrupa G, s Levijevom komponentom GLy(F) x G,,_o

(analogno Q, u H,,);

o Pj_, . standardna parabolicka podgrupa GLy (F) s Levijevom komponentom GLj_,(F) x
GL.(F);

o X, = CP(GL,(F)), prostor lokalno konstantnih funkcija s kompaktnim nosacem na
grupi GL,(F). Na X, djeluje grupa GL,(F) x GL.(F) s

[(9,h) - () = xv(det(g))xw(det(h)) f(g~" @ - h)

Ako je m — 2a manje od dimenzije prvog (tj. anizotropnog) prostora u tornju V, smatramo

da su reprezentacije R* i J* jednake 0.

Jedna posljedica Kudline filtracije koju vrlo cesto koristimo u racunima je sljedeca

propozicija (26, korolar 3.2], odnosno [2, propozicija 5.2]).
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Propozicija 2.7 Pretpostavimo da vrijedi l = n—m +€¢ > 01i k > 0. Neka je my €
Irr(G,,—2k) te neka je d ireducibilna esencijalno kvadratno integrabilna reprezentacija grupe

GLj(F). Tada je reprezentacija Homgr, (Fyxa, . (/% Xv0¥ ® o) grupe H,, izomorfna s

1 .
Xw 0¥ x Home, ,, (Win—2k.n—2k, T0)oos ako je a = k,

k=141

—-1 . . =k
XwSte—1v™ 2 x Homg, ,, (Wim—2k+2.n—2k,T0)oos akojea=k—116 =Stz ,

0, inace
(Prisjetimo se da vrijedi Homg(w, m)s = ©Y (7)).
Napomena. Ovdje smo sa St oznadili tzv. Steinbergovu reprezentaciju grupe GLg(F).

Radi se o kvadratno integrabilnoj reprezentaciji 6([|- \%, |- |%]) Tako imamo, primjerice,

+1 =1

St = =o([l- =717 ]).

Za kraj odjeljka iskazujemo nekoliko jednostavnih posljedica ove propozicije. Sljedeci
korolar je [2, korolar 5.3], odnosno [26, korolar 3.2].

Korolar 2.8 Neka je 7 € Irr(G,,), mo € Irr(Gp—ax) te neka je § ireducibilna esencijalno
kvadratno integrabilna reprezentacija grupe GL(F). Pretpostavimo da vrijedi § Stkz/%,

gdje je | = n —m + e. Ako postoji epimorfizam
XvO X Ty —» T,

onda vrijedi i

Xwd % Oy(my) = O(m).

Drugi korolar koji iznosimo mala je modifikacija prethodnog: ovaj put ne dobivamo

potpunu informaciju o velikom liftu ©;(7), no dopustamo i iznimni slu¢aj ¢ = Stky%.

Korolar 2.9 Neka je ¢ ireducibilna esencijalno kvadratno integrabilna reprezentacija

grupe GLg(F) te neka su 7 € Irr(G,,), m € Irr(G,,—2x) takve da vrijedi
Xv0 X Ty — T,
kao u prethodnom korolaru. Tada vrijedi jedno od sljedeceg:
(1) xwd x ©y(mo) — Oy(m); ili

(i) xwo([l-[% - "71]) % Or—a(mo) — Oi(7).

-1

Opcija (ii) moguca je samo ako vrijedi 6 = &([| - |, | - |*]) pri Cemu je b = St
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Dokaz. Prema lemi 1.5 vrijedi m — x 0¥ x mp, stoga imamo

O, (m) = Homg,, (Win, ™)
> Homg,, (Wm,n, Xv0" X 7)o

= HomGLk X Gp_ok (RPk (wm,n)a XV5V ® 7TO)OO .

Sada koristimo Kudlinu filtraciju Jacquetovog modula Rp, (wp,,). Za svaki indeks a =

0,...,k imamo egzaktan niz
0 — Hom(J*, xv8" ® o) — Hom(R”, x1/6¥ ® ) — Hom(R*™, xy8¥ & 7)o

Buduéi da je, prema 2.7, prostor Hom(J%, xyd¥ ® mg)e trivijalan za a = 0,...,k — 2,

odavde dobivamo ulaganje

Homer, x@, o (Rp, (Wmn), Xv8¥ @) — Homar, xa, . (BF ™ xv6Y ® 70) 0.

Posebno, vrijedi i ©) (1) < Homar, xa, ,, (R¥!, x10¥ ® m0)e. Kako je 6, (m) podrepre-

zentacija od ©) (), zaklju¢ujemo da postoji ulaganje
f:0)(7) — Homer, «a, (R xv0" ® 7o) oo
S druge strane, imamo egzaktan niz
0 — Hom(J* !, 10" ® ) 2> Hom(R*™, xv8Y @ m0)ep hy Hom(J*, xv6¥ @ m0) oo

Sada imamo dvije opcije:

(i) Ako je Im(f) n Ker(h) = 0, onda imamo ulaganje
ho f:6)(r) — Hom(J*, x18" @ m0) .

Sada iz propozicije 2.7 vidimo kako izgleda reprezentacija Hom(J*, x1/6¥ & 70)eo;

uzimanjem kontragredijenta dobivamo

Xwo X Oy(mg) — 0;(m).

(ii) Ako je Im(f) n Ker(h) # 0, onda zbog ireducibilnosti reprezentacije 6;(7) imamo
0) () — Ker(h). Zbog egzaktnosti vrijedi Ker(h) = Im(g), a buduéi da je g ulaganje,

imamo i Im g) = Hom Jk 1, V(Sv (9] 70 )oo- Prema tome, mozemo pisati
X
6lv(”) IIOHl(Jk 17XV6V®”0)00
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pa uzimanjem kontragredijenta (i koriStenjem propozicije 2.7) dolazimo do

xXw ([ 1%, [P71]) % ©p-z(m0) — 6i().

Uoéimo da je ova druga opcija mogucéa samo ako je prostor Hom(J*~1, xy8¥ ® 7)o
netrivijalan; posebno, prema 2.7, mora vrijediti § = 6([| - [, ]- [*]) i b = 5.

O

Posljednja tvrdnja koju iskazujemo poopcéenje je prethodnog korolara. Na isti nacin,

koristeci egzaktnost indukcije, dokazuje se

Korolar 2.10 Neka je ¢ ireducibilna esencijalno kvadratno integrabilna reprezentacija

grupe GL,(F) te neka su 7 € Irr(G,,), m € Irr(G,—2k) takve da vrijedi
XvO X Ty —» .

Neka je, nadalje, A ireducibilna reprezentacija opc¢e linearne grupe. Pretpostavimo da za

ireducibilnu reprezentaciju o vrijedi
XwA x O/(r) = o,

gdje je l = n —m + e. Tada vrijedi jedno od sljedeceg:
(1) xwA x xwd »x O(m) — o ili

(i) xwA > xwo([| %] [*71]) @ ©ra(m) — 0.

Opcija (ii) je moguéa samo ako vrijedi 6 = §([| - |2, ] - |°]) pri ¢emu je b = 5_71

Napomena 2.11 Na nekoliko mjesta u rac¢unima bit ¢e nam korisno jednom oznakom

obuhvatiti obje moguénosti koje daju opcije (i), odnosno (ii). Zato ¢emo koristiti oznaku

@ J, ako smo iskoristili opciju (i)

S([| 1%, |- 1°71]), ako smo iskoristili opciju (ii).

2.4 Kuspidalne reprezentacije

U nastavku poglavlja iznosimo najvaznije rezultate vezane za liftove pojedinih klasa
dopustivih reprezentacija. Zapocinjemo s kuspidalnim reprezentacijama; sljedeéi teorem
(Théoreme principal u MVW, [23]) u potpunosti opisuje izgled theta liftova za kuspidalne

reprezentacije.

Teorem 2.12 Neka je 7w € Irr(G,,) kuspidalna reprezentacija.
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o Prvi lift, ©(m, m(n)), je ireducibilna i kuspidalna reprezentacija.

« Visi su liftovi takoder ireducibilni, ali nisu kuspidalni. Za m > m(m) je O(w, m)

ireducibilna (Langlandsova) podreprezentacija reprezentacije

n—m(mw)+e—1

T X xwl- | 2 X O(m, m(m)).

XW|'\

2.0 Theta liftovi diskretnih serija

U ovom odjeljku iznosimo najvaznije rezultate o liftovima diskretnih serija, dokazane
u [26]. Premda su djelomi¢no obuhvaéeni naknadnim opisom theta liftova temperiranih
reprezentacija u [2] (2.6), iznosimo ih ovdje zbog uvida koji pruzaju u strukturu velikog
theta lifta.

Teorem 2.13 ([26], teoremi 6.1, 6.2) Neka je o € Irr(G,,) reprezentacija diskretne serije.
Neka je
m(o), m(o) >n+1+e

n+l+4+e m(o)<n+1+e
Tada vrijedi

(i) ©(o,m) je ireducibilna temperirana reprezentacija za m(c) < m < Miemp(0).

(ii) Ako je m > Myemp(0), onda je theta lift #(o, m) jedinstvena ireducibilna (Langland-

sova) podreprezentacija reprezentacije

n—m+e+1 n—mtemp (0)+e—1
2

xwl - | X oo X xwl 2 X (0, Miemp(0)).

Svi ostali ireducibilni subkvocijenti reprezentacije ©(c,m) su ili temperirani, ili

jednaki Langlandsovoj podreprezentaciji reprezentacije oblika

n—mij+e—1

e X..o.oxX xwl| | 2 X o(my),

xwl - |
pri ¢emu je o(mq) neki temperirani ireducibilni subkvocijent reprezentacije © (o, m;)
za m > My = Miemp(0).

Napomenimo da su glavni rezultati u ¢lanku [26] dokazani samo za dualni par (Sp(WW), O(V)),
no odgovarajuce tvrdnje vrijede i u slucaju (Mp(W), O(V')). Neke od njih bit ¢e direktne

posljedice rezultata iz [2], a preostale ¢emo dokazati kasnije u radu.

2.0 LLC i temperirane reprezentacije

U ovom odjeljku prenosimo najvaznije rezultate o liftovima temperiranih reprezentacija

iz. clanka [2]. Za iskaz ovih rezultata potrebna je tzv. lokalna Langlandsova kores-
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pondencija (LLC). Bududi da ju i sami koristimo na odredenim mjestima u radu, ovdje

iznosimo osnovne ¢injenice vezane za LLC.

2.6.1 Lokalna Langlandsova korespondencija

Lokalna Langlandsova korespondencija je veza izmedu ireducibilnih reprezentacija kla-
si¢nih grupa (nad lokalnim poljem F) i odgovarajuéih reprezentacija tzv. Weil-Deligneove
grupe. Takva korespondencija omogucava parametrizaciju svih ireducibilnih reprezenta-

cija za grupe koje promatramo.

Za fiksno lokalno nearhimedsko polje F karakteristike 0 definiramo Weilovu grupu Wg
kao odredenu gustu podgrupu apsolutne Galoisove grupe Gal(F/F) (Tate, [7, str. 3-26]).
Weil-Deligneova grupa definira se kao WDg x SLy(C).

Neka je V,,, kao i do sada, kvadratni ili simplekticki prostor dimenzije m, te neka je
H(V,,) odgovarajuéa grupa izometrija. Definiramo ®(H (V},)) kao skup klasa ekvivalencije

reprezentacija Weil-Deligneove grupe:

-

®(O(V,,)) ={¢: WDg — Sp,,_,(C)}/ =, ako je m neparan,
J ®Bp(Vm)) = ¢ WD = SO0m1(C)}/ =,

O(O(Vyn)) ={¢: WDg — O0,,(C) | det(¢) = xv}/ =, ako je m paran,
| B(Mp(Via)) = {63 WD — Sp,,(C)}/ =

Homomorfizam ¢ ovdje shvacamo kao reprezentaciju na (kompleksnom) vektorskom pros-
toru M na kojem je definirana odgovarajuca ¢-invarijantna bilinearna forma B. Ove
reprezentacije zadovoljavaju odredene tehnicke uvjete — medu ostalim, sve su glatke na
WDg i algebarske na SLy(C) (]2, Appendix A3|). Nadalje, svaka reprezentacija ¢ je

potpuno reducibilna, stoga mozemo pisati

neN
pri ¢emu je ¢,, reprezentacija Weilove grupe, a .5, jedinstvena ireducibilna n-dimenzionalna
algebarska reprezentacija grupe SLy(C).
Neka je sada Cy grupa svih regularnih operatora na M koji cuvaju formu B i komutiraju

s elementima iz Im(¢). Stavimo

C - Cy N SL(M) ako je m paran,
Cy inace.

Konacno, s A, (odnosno Aj)) oznac¢imo komponentu povezanosti jedinice u grupi Cy (Cg ).

Karakteri grupe A(‘; sudjelovat ¢e u parametrizaciji reprezentacija grupe H(V,,).
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Prema vrsti bilinearne forme B, reprezentacije grupe WDg dijelimo na razlic¢ite tipove
(npr. [2, Appendix A3|, detaljnije u [11, §3]). Za ireducibilnu reprezentaciju ¢, Weil-

Deligneove grupe ozna¢imo s mg(¢o) njezin multiplicitet u ¢. Mozemo pisati

¢ = mg(d1)p1 + -+ mg(dr)or + &' + (¢)"

pri ¢emu su ¢y, . . ., ¢, medusobno neizomorfne reprezentacije grupe grupe WD istog tipa
kao ¢, multipliciteta m, ..., m,. Sve ostale reprezentacije koje se pojavljuju u ¢, ali nisu
istog tipa, dolaze u paru s vlastitim kontragredijentom, stoga ih mozemo grupirati u sumu
oblika ¢' + (¢')".

Pokazuje se da je grupa A, slobodni Z/2Z-modul ranga r ([11, §4]):

Ay =P Z/2Za; =~ (2/2Z)".
i=1
Ovdje {ay,...,a,} oznacava kanonsku bazu za A, u kojoj element a; odgovara reprezen-

taciji ¢;. Takoder, pokazuje se da vrijedi

s ker(det), ako je m paran,
¢ = .y
Ay, inace,

pri ¢emu det : Ay — Z/2Z oznacava homomorfizam

r

Z €, a; — i €; dlm(gbz)

i=1

induciran uobi¢ajenim preslikavanjem det: GL(M) — C*.

Osnovni rezultat lokalne Langlandsove korespondencije je ¢injenica da su ireducibilne re-
prezentacije grupe H(V,,) parametrizirane parovima (¢, n), pri cemu je ¢ € ®(H(V,,,)), an
karakter grupe AJ. Par (¢,7) (a ponekad i samo ¢) nazivamo Langlandsovim parame-
trom, ili krac¢e, L-parametrom®; kazemo da sve reprezentacije s istim parametrom ¢ ¢ine
jedan L-paket. Bitno je napomenuti da je nacin na koji su reprezentacije parametrizirane
pomocu lokalne Langlandsove korespondencije kompatibilan s mnogim svojstvima bitnima
za teoriju reprezentacija.

Primjerice, LLC mozZemo na jednostavan nacin ograniciti na neke (nama bitne) klase do-
pustivih reprezentacija. Tako su temperirane reprezentacije parametrizirane parametrima
12 Qiemp (H (Vin)) — ovdje smo s @yemp(H (Vi) oznadili skup svih temperiranih parametara,

tj. podskup skupa ®(H (V,,)) koji se sastoji od svih reprezentacija Cija je slika ogranicena.

®Autori ¢lanka [2], Atobe i Gan, desto nazivaju ¢ prezimenom, a 1 imenom reprezentacije m parame-
trizirane parom (¢,n).
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Sli¢no, reprezentacije diskretne serije parametrizirane su parametrima iz skupa
(I)diSC(H(Vm)) = (I)temp(H(Vm))'

Skup @45 (H (Vi) sastoji se od svih reprezentacija ¢ € ®(H(V},)) u kojima se svi ireduci-
bilni sumandi pojavljuju s kratnoséu jedan i istog su tipa kao ¢ — drugim rije¢ima, vrijedi
¢ =01my(¢i) = 1,Vi.

Napomena 2.14 Bitno je dodati da, za razliku od homomorfizma ¢, karakter n koji
sudjeluje u parametrizaciji nije kanonski odreden ([2, napomena B2]). Zbog toga ¢emo
u radu s generickim reprezentacijama (implicitno) koristiti odabire koji pojednostavljuju
racun: fiksiramo li netrivijalni nedegenerirani karakter x grupe U (sekcija 1.5.5), mozemo
specificirati parametrizaciju uz koju sve y-genericke reprezentacije imaju trivijalni karakter
1. Takoder, od sada nadalje pretpostavljamo da je izbor aditivnog karaktera i) potrebnog
za definiciju Weilove reprezentacije (napomena 2.1) uskladen s ovim odabirima. Ova
veza izmedu karaktera x iz definicije generi¢nosti i karaktera ¢ koji odreduje Weilovu

reprezentaciju detaljno je objasnjena npr. u [29, sekcija 1].

Zmatno detaljniji opis lokalne Langlandsove korespondencije i popisi relevantnih svojstava
mogu se naéi u ¢lanku Atobe-Gan [2, Appendix B] ili u Gan-Gross—Prasad [11].
Lokalnu Langlandsovu korespondenciju za opée linearne grupe ustanovili su (nezavisno)
Harris i Taylor [15], Henniart [16], odnosno Scholze [31]. Za klasi¢ne grupe radi se o radu
vise autora, ponajprije Arthura [1]. LLC za metaplekticku grupu opisali su Gan i Savin u

[9] pomocu theta korespondencije.

2.0.2 Theta liftovi temperiranih reprezentacija

Sada smo spremni za iskaz glavnih rezultata o theta liftovima temperiranih repre-
zentacija. Teoremi iz ¢lanka [2] daju precizan opis L-parametra reprezentacije 6(m) u
terminima parametra (¢, n) temperirane reprezentacije 7. Buduéi da uglavnom koristimo
dio rezultata koji se odnosi na ¢, ovdje izostavljamo tvrdnje o prezimenu reprezentacije,

tj. n dijelu parametra. Potpune tvrdnje sadrzaj su poglavlja 4 u ¢lanku [2].

U teoremima koji slijede zadrzavamo standardne oznake iz 2.2. Dodatno, koristimo i

oznaku k definiranu s kK =n + ¢ —m (mod 2), x € {1,2}.

Sljedeci teorem opisuje indeks prvog pojavljivanja temperirane reprezentacije.

Teorem 2.15 Neka je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe G(W,,) s L-parametrom
(¢,m). Neka skup T sadrzi k — 2 i sve prirodne brojeve | = £ (mod 2) koji zadovoljavaju

sljedece uvijete:

o ¢sadrzi xyS,zar=r,k+2,...,1
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o kratnost mg(xyS;) je neparna za r = K,k +2,...,1 —2
o ako je k =2, vrijedi n(ez2) = €-0(xy = 1)
o n(e,) = —nlera) zar =rk+2,...,1—2.
Ovdje je e, element A, koji odgovara reprezentaciji xy.S,; za karakter x koristimo oznaku
1, akojexy =1
—1, inace.
Stavimo [(7m) = max (7). Tada vrijedi
mdohe(w) =n+e—1Il(mr) 1 mmn)=n+e+2+I(m)

Napomena. Notacija xy .S, koju koristimo u ovim teoremima zahtijeva pojasnjenje. Prema
lokalnoj teoriji polja klasa, vrijedi
Wb = F,

pri ¢emu smo s W2 oznadili maksimalni Abelov kvocijent Weilove grupe (to jest, kvo-
cijent po komutatorskoj podgrupi). Odavde slijedi da karaktere grupe F* mozemo pois-
tovjetiti s karakterima Weilove grupe Wg. Prema tome, xy S, oznacava reprezentaciju

Weil-Deligneove grupe We x SLy(C) u kojoj SLy(C) djeluje sa S,, a W karakterom yy .
Sljedeca dva teorema opisuju parametre theta liftova na donji, odnosno gornji toranj.

Teorem 2.16 Neka je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe G(W,,) s L-parametrom
(¢,m). Pretpostavimo da V,, pripada donjem tornju — posebno, vrijedi m > mdle(rx) i
m = m°(r) (mod 2). Neka je m; = n+e+2—k. Ozna¢imo s (6,,(¢), 0,,(n)) parametar

reprezentacije 0(m, V,,).
(1) Ako je mU¢(mr) < m < my, onda vrijedi
On(0) = (9 ® xv' xw) — xwSh,
pri cemu jel =n+m—e > 0.
(2) Ako je m =m;y i k=1, onda vrijedi
Oy (0) = (6 ® X3 Xw) ® X
(3) Ako je m = m; i k = 2, onda vrijedi

9m1(¢) = ¢ ® X‘_/1XW-
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(4) Ako je m > m, onda je parametar 0,,(¢) jednak

(m—m1)/2 —n—etl m-—n—e+1 |
eml(ab)@( D (ol 1™ ol |- +>)

i=1

Napomena. Prethodni teorem odnosi se i na slucaj I(7) = —1, to jest mdole(r) =

mgore (71') .

Napomena. Oznaka [ u ovoj sekciji poprima razli¢ita znacenja, bas kao i u originalnom
radu [2]. Oznaka [ = n + € —m koju smo uveli u sekciji 2.2 i koju koristimo u ostatku
rada motivirana je nac¢inom koristenja u prethodnom teoremu; u teoremu koji slijedi

(privremeno) poprima drugo znacenje.

Teorem 2.17 Neka je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija grupe G(W,,) s L-parametrom

(¢,m). Pretpostavimo da V,, pripada gornjem tornju te da vrijedi
m=ms"(r) =n+e+2, tojest I(m)=0.

Neka je sada l =m —n —¢e—2 > 0. Oznacimo s (6,,(¢), 0,,(n)) parametar reprezentacije

O(m, Vo).

(1) Neka je m = me&(m) tako da vrijedi | = [(7). Ako je [ = 0 ili ako je kratnost

mg(XxvS;) neparna, onda vrijedi

On(9) = (6 ® Xy Xxw) @ Xw Sis2.
Uoc¢imo da je tada 0(m,V,,) temperirana.

(2) Neka je m = m#"(nm) tako da vrijedi [ = (7). Ako je I > 01 my(xvS)) = 2h > 0,

onda vrijedi

On(9) = (6 ® xv' xw) — xwS1) ® (XW51+1 ® (|- |% @ - |—%)>
pa 6(m, V,,) nije temperirana.

(3) Neka je m > mq := m&®(r). Tada je parametar 6,,(¢) jednak

(m—m1)/2 et et 1
em(cb)@( D (ol 1™ ol |- >>

i=1

Za kraj odjeljka navodimo jos jednu tvrdnju ([2, prop. 5.5, lema 6.4]) korisnu za odredivanje

strukture velikog theta lifta.
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Propozicija 2.18 Neka je 7 € Irr(G(W,,)) takva da vrijedi O(m, V,,) # 0.
(1) Ako vrijedi jedan od sljede¢ih uvjeta

(i) 7 je temperiranaim <n+1+¢;

(ii) 7 je reprezentacija diskretne serije i ©(m, V},,) je prvi lift na gornji toranj
onda su svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije O(m, V;,) temperirani.

(2) Ako su svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije ©(m, V,,,) temperirani, onda pripa-

daju istom L-paketu.
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POGLAVLJE 3

Prvi liftovi

U ovom poglavlju odredujemo indeks prvog pojavljivanja te opisujemo izgled prvih

liftova za genericke reprezentacije simplekticke, odnosno metaplekticke grupe.

3.1 Indeks prvog pojavljivanja

Za ireducibilnu temperiranu reprezentaciju « € Irr(G(W,,)) teorem 2.15 daje opis broja
I(m) za koji vrijedi m°Ue(7w) = n + e — (7). Pomocéu ove formule prosirujemo znadenje
oznake [(7): za proizvoljnu ireducibilnu reprezentaciju 7 grupe G(W,,) definiramo

dolje (

I(m) =n+e—m*(m).

Ova oznaka podrazumijeva da smo fiksirali par Wittovih tornjeva V* i V™ na koji podizemo
reprezentaciju .
U nastavku poglavlja fiksiramo € = 1, tako da je W = (W,,) simplekticki, a V ortogo-

nalni toranj.

Neka je sada 7 ireducibilna genericka reprezentacija grupe G(W,). Ako je G(W,) =
Sp(W,,), teorem 1.8 jamci da je standardni modul reprezentacije 7 ireducibilan, stoga
mozemo pisati

T xy0,0°7 X - X xyo vt X T,

gdje su §; € IrrqiscGL,, (1 =1,...,7), 8 = -+ = s1 > 0, a 7 ireducibilna temperirana

reprezentacija grupe Sp(W,,,). Nadalje, prema teoremu 1.6 znamo da je 7y genericka.
Ukoliko je G(W,,) = Mp(W,,), standardni modul se moze reducirati, ali pretpostavljamo

da to ovdje nije slucaj. Zbog toga mozemo pisati m kao gore, imajuci pritom u vidu da su

0; 1 m reprezentacije odgovarajué¢ih natkrivackih grupa.
Sljededi rezultat govori o indeksu prvog pojavljivanja genericke reprezentacije m:

Teorem 3.1 Vrijedi I(7) = ().
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Dokaz. Neka je | = —I(m) (sjetimo se, [ = n+ e —m); promatramo liftove na gornji toranj

u odnosu na my. Uzastopnom primjenom korolara 2.8 na epimorfizam
Xv O,V X e X Yy vt my > (%)

dobivamo

Xw oV’ X o X xw ot 1 O(m) — O(m).

Buduéi da se radi o gornjem tornju, imamo ©,;(m) = 0 (sjetimo se, ©;(my) oznacava lift
reprezentacije my na prostor V,,.._;; prvi ne-nul lift dobivamo za [ = —[(my) — 2). Sada iz

gornjeg epimorfizma slijedi i ©;(7) = 0 pa zakljucujemo
e gornji toranj za m je isti kao gornji toranj za m
o vrijedi —I(7) <[, odnosno I(7) = ().

Neka je sada | = I(m) + 2; ovaj put promatramo liftove na donji toranj u odnosu na

. Sada na isti nac¢in dobivamo
Xwopv° X oo X xw o™t X O(my) — Oy(m).

Bududi da je [ > (), imamo ©,;(my) = 0, stoga iz gornjeg epimorfizma ¢itamo i ©;(7) = 0.
Zakljuéujemo da vrijedi I(7) < [, to jest I(m) < (7).

Uoc¢imo da smo u ovom argumentu zanemarili pretpostavke korolara 2.8 — pretpostavili
smo da za svaki ¢ = 1,...,r vrijedi d;,v% # Stku%. Ukoliko ipak za neki indeks ¢ imamo
oVt = Stku%, koristimo jednostavnu posljedicu MVW involucije (lema 1.5):

Bududi da je reprezentacija xy 0,0 X - -+ X xy01°1 X mp ireducibilna, vrijedi
XV OV X X Xy 0% X Xy 017 Xy = Xy 0 X Xy (05) VTR X X o 0 X,

Zbog toga u epimorfizmu (%) mozemo zamijeniti 6;v% sa (6;)¥v~* i time zaobi¢i uvjet u
korolaru 2.8.

Kombiniranjem dobivenih nejednakosti dobivamo [(7) = [(m), Sto je trebalo pokazati.
Vrijedi uoditi i sljedeci detalj koji proizlazi iz dokaza: donji (gornji) toranj za 7 isti je kao

donji (gornji) toranj za . H

Napomena 3.2 Bitno je naglasiti da kod generickih reprezentacija postoje samo dvije
mogucnosti za indeks prvog pojavljivanja. Naime, buduéi da je my genericka, n dio njezinog
parametra je trivijalni karakter (napomena 2.14). Prema tome, ¢etvrti uvjet u teoremu

2.15 ne moze biti ispunjen za [ > 2.
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Odavde zakljuc¢ujemo da su jedine moguénosti sljedece:

1, ako my ima u parametru
e Irr(Sp(Wy)) = I(m) = U(mg) = ’ P

—1, inace

2, xv =11im ima Sy u parametru

7 e Irr(Mp(W,,)) = I(7) = l(m) =

0, inace.

3.2 Prvi liftovi za 7 € Irr(Sp(W,))

U ovom odjeljku opisujemo izgled prvog lifta generic¢ke ireducibilne reprezentacije
7 € Irr(Sp(W,,)). Nastavljamo koristiti notaciju i pretpostavke iz 3.1; posebno, znamo da,

je m izomorfna vlastitom standardnom modulu,
T = xyo,U” X - X xyo vt X om.

Razlikujemo nekoliko slucajeva, u ovisnosti o izgledu parametra ¢ reprezentacije my i

izboru Wittovog tornja na koji podizemo .

Slucaj 1: I(m) = l(mp) = —1

U ovom se slucaju na oba tornja prvi lift nalazi na nivou [ = —1. Uzastopnom primjenom

korolara 2.8 na epimorfizam
Xv O™ X e X x0Tt xmy >
dobivamo
Xw o™ X oo X xwo vt x O (m) - O_1(7). (1)

Primjena korolara 2.8 je opravdana: bududi da vrijedi [ < 01i s; > 0, ne moze se dogoditi
da je gornji rub segmenta koji definira d;v% jednak | - |1771
Sada uocimo da je ©_;(mg) ireducibilna i temperirana. Naime, buduéi da je my tempe-

rirana, postoje ireducibilne reprezentacije diskretne serije 471, ..., d;, moo takve da vrijedi
/ /
Xy X -+ X XyOy X Mg —» To

(Stovise, my je direktni sumand reprezentacije na lijevoj strani, prema napomeni 1.4). I ov-
dje mozemo primijeniti korolar 2.8. Naime, gornji rub segmenta koji definira reprezentaciju

&/ ne moze biti jednak |- |'Z jer je I < 0. Dobivamo

Xwéll X oo X XW(S]; X @_1<7T00) — @_1(7T()).
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Sada koristimo rezultat iz [26]: ©_1(my) je ireducibilna i temperirana. Zbog toga je, prema
napomeni 1.4, reprezentacija na lijevoj strani gornjeg epimorfizma potpuno reducibilna,
a svi njezini ireducibilni subkvocijenti su temperirani. Zakljucujemo da isto vrijedi i
za ©_1(m). Kako ©_;(m) ima jedinstveni ireducibilni kvocijent, potpuna reducibilnost
povlaci da je ona sama ireducibilna i temperirana.

Time smo pokazali da je reprezentacija na lijevoj strani epimorfizma (1) standardna;
nadalje, zbog ©_;(7) — 0_1(m) iz (1) slijedi

Xw o™ X oo X xwov*t x O_q(mp) — 0_1(m)

pa smo time odredili standardni modul reprezentacije 6_; ().

Slucaj 2: I(m) = l(my) = 1, donji toranj

Sjetimo se da je donji toranj za 7 isti kao za my. Kao u prethodnom sluc¢aju, dobivamo
Xw o™ X o X xw 0t ) Oy (mg) — 041().

Ponovno je primjena korolara 2.8 opravdana: kako je s; > 0, gornji rub segmenta koji
definira reprezentaciju ;v ne moZe biti jednak |- |z = | -|°.

Ovaj put ne znamo je li reprezentacija ©1(mp) ireducibilna, no znamo da su svi njezini
ireducibilni subkvocijenti temperirani (prop. 2.18). Prema tome, postoji ireducibilni

temperirani subkvocijent o reprezentacije ©;(m) takav da vrijedi
Xwo VT X e X xw o vt xo —» 01(m).

Pokazat ¢emo da vrijedi upravo o = 6;(m).

Reprezentacija na lijevoj strani epimorfizma je standardna, stoga mozemo pisati
Xwo, v x L — 01(7), gdje smo s L oznacili Langlandsov kvocijent reprezentacije xpw 0,101 X
X xwo1v* xo. Sada primjenjujemo korolar 2.8. ITmajuéi u vidu da vrijedi 0_1 (61 (7)) = 7,
dobivamo

Xvo,v X ©_1(L) —» .

Uzastopno primjenjujuci korolar 2.8 na ovaj nac¢in dolazimo do
Xv o X e X xy vt x O (o) » 7

Kao u prethodnom slucaju, reprezentacija ©_;(o) je ireducibilna i temperirana, stoga smo
ovdje dobili standardni modul za reprezentaciju w. Odavde slijedi ©_1(0) = 0_1(0) = mo,
dakle o = 60y (m).

Time smo odredili standardni modul za reprezentaciju 60, (7); vrijedi

Xw O X oo X xw ot X 0y (mg) — O(m). (2)
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Slucaj 3: I(m) = l(mp) = 1, gornji toran]

Na gornjem se tornju prvi lift pojavljuje na nivou [ = —3. Kao i u prva dva slucaja,
imamo

Xw o™ X oo Xy o vt x O _3(mg) — 0_3(m). (3)

Ovaj je slucaj kompliciraniji jer subkvocijenti reprezentacije ©_3(my) nisu nuzno temperi-

rani. Imamo dva podslucaja, ovisno o izgledu parametra ¢ reprezentacije 7.

3.1: kratnost mg(xv) je neparna

Na isti na¢in kao u prvom slucaju pokazujemo da je ©_3(m) ireducibilna i temperirana.
Kljuc¢na je ¢injenica da parametar reprezentacije moo (gdje je moo reprezentacija diskretne
serije kao u prvom slucaju) sadrzi yy, stoga vrijedi [(mgg) = 1.

Nadalje, nije tesko vidjeti da su gornji, odnosno donji toranj za mgg isti kao i za m:
ozna¢imo s V' donji toranj za mg, a s ©’ liftove na taj toranj. Tada imamo O’ ;(mg) # 0,
ali vrijedi i

XwOp X - X xwop X O (7o) = O ().
Odavde zakljucujemo O’ ;(mgo) # 0, $to u kombinaciji s {(mg9) = 1 pokazuje da je V' donji
toranj i za mqg.

Ovime smo pokazali smo da je ©_3(mgo) prvi lift reprezentacije mpo na gornji toranj. Iz
[26] sada znamo da je ©_3(my) ireducibilna i temperirana, odakle dobivamo istu tvrdnju
iza ©_3(m).

Time smo odredili standardni modul za reprezentaciju 6_s(7):

Xw o™ X oo X o v®t x O _3(m)

3.2: kratnost mg(xv) je parna

U ovom slucaju ne znamo je li ©_3(m) ireducibilna (Stovise, znamo da 6_3(my) nije
temperirana), stoga je potrebna detaljnija analiza. Pretpostavimo da vrijedi mg(xy) =
2h > 0. Tada mozemo pisati

(XV7h) X 7T6 — T,

pri ¢emu je 7y neka ireducibilna temperirana reprezentacija ¢iji parametar ne sadrzi xy,
a (xv,h) oznaka za yxy x --- x xy. Primjena korolara 2.8 daje
-

h puta
(xw, h) x ©_3(m)) — O_3(mo).

Razlika u odnosu na slucaj 3.1 je to sto, budué¢i da parametar reprezentacije 7, ne sadrzi

Xv, O_3(m) nije prvi, ve¢ drugi lift reprezentacije 7, na ovaj toranj. U svakom slucaju,
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kombiniranjem ovog epimorfizma s (3) dobivamo
XwOr™ X o X xw o™ X (X, h) @ ©_5(mg) — 0-5(). ()

Htjeli bismo odrediti koji ireducibilni subkvocijent reprezentacije ©_3(7(,) sudjeluje u epi-
morfizmu (x). Rezultati iz [26] pokazuju' da postoje samo dvije moguénosti za ireducibilne

subkvocijente reprezentacije ©_3(m):
(i) subkvocijent je temperiran
(ii) subkvocijent je kvocijent reprezentacije xw| - | x ©_1 (7).

Napomena 3.3 Sli¢no kao i u dosadasnjim slu¢ajevima mozemo pokazati da je ©_1 ()
ireducibilna i temperirana, stoga je reprezentacija u (ii) zapravo Langlandsov kvocijent.
Nadalje, kako znamo da je 0_3(m) netemperirana, zaklju¢ujemo da je subkvocijent u (ii)

jednak upravo 6_s(m).

Prva mogucnost je da u (x) sudjeluje neki temperirani subkvocijent o. To bi znacilo
da postoji ireducibilni temperirani direktni sumand ¢’ reprezentacije (xw,h) x o takav
da vrijedi

XWX e x xw o™t x ol = 0_3(m).

Sada se opet vracamo na simplekticki toranj i koristimo Kudlinu filtraciju da bismo
izracunali 03(0_3(m)) = m, kao u slu¢aju 2. Pritom modificiramo pristup jer ovdje ne
mozemo koristiti korolar (2.8). Naime, neka od reprezentacija ;v mozda je jednaka
| -] ili Star2, to jest nekoj od reprezentacija koje ¢ine iznimku u tom korolaru (zal =3
ik = 1,2). Zbog toga koristimo korolar 2.10; uzastopno ga primjenjujuéi na gornji

epimorfizam dobivamo
XV O™ X o X xyo vt x O3(0") = .

Odavde slijedi da postoji neki ireducibilni subkvocijent 7 reprezentacije ©3(c”) koji sudje-

luje u ovom epimorfizmu, to jest takav da vrijedi
Xv O X - X Xy 0Vt X T = T

Uoc¢imo da je 7 nuzno temperirana (kao i svi subkvocijenti od ©3(c’), zbog propozicije
2.18), pa je reprezentacija u gornjem epimorfizmu standardni modul za 7. Odavde slijedi
T = 7o, no to nije moguce. Naime, 7 je subkvocijent od ©3(0’), stoga prema propoziciji
2.18 (2) i teoremu 2.15 njezin parametar sadrzi yy s neparnom kratnoséu. S druge strane,

pretpostavili smo da je kratnost yy u parametru za my parna.

'Radi se o ne sasvim direktnoj posljedici rezultata iz [26], stoga ¢emo se nesto kasnije uvjeriti da ova
tvrdnja doista vrijedi.
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Time smo dosli do kontradikcije pa zaklju¢ujemo da u () ne sudjeluje temperirani

subkvocijent reprezentacije ©_3(m(), ve¢ L(xw| - | x ©;-1(m()) = 0_3(my).

Napomena 3.4 U prethodnoj diskusiji kljuéna je bila primjena korolara 2.10. Iako
u iskazu korolara imamo dvije moguénosti, mi smo pretpostavili da u svakom koraku
koristimo iskljuc¢ivo opciju (i). Ovo je opravdano: da smo u nekom koraku primijenili
opciju (ii) (uo¢imo, ovo mozemo napraviti najvise jednom jer je | = 3), do kontradikcije
bismo dosli odmah, jer bismo zakljucili da standardni modul reprezentacije = ima GL-dio

koji se razlikuje od xy0,0° x -+ x xy 010,

Buduéi da smo zakljudili da u epimorfizmu (x) sudjeluje L(xw|-| % ©=_1 (7)), mozemo

pisati
XwO % X e x xwo ™ x (xw, h) ) xw| - | x ©_1 () = 0_3(m).
Bitno je uociti da se reprezentacija (xw, h) % xw|-| reducira, no ima samo dva ireducibilna
subkvocijenta:
: 1
L(Xw| . | X (Xw, h)) 1 XWst2V2 X (Xw, h — ].)

Rezimirajmo dosadasnju diskusiju. Zelimo odrediti ireducibilni subkvocijent ¢y reprezen-

tacije ©_3(mp) koji sudjeluje u epimorfizmu (3), to jest takav da vrijedi
Xwﬂ X og —» 9,3(7), (3/)

pri ¢emu koristimo oznaku II = §,v° x --- x §;v°'. Dosadasnji zakljucci pokazuju da

vrijedi jedno od sljedeceg:

a) og je subkvocijent reprezentacije L(xw| | x (xw,h)) x ©_1(n() i epimorfizam (3") se

prosiruje do epimorfizma

xwIl X xw| - | x (xw, h) x ©_1(mg) = 0_3(m) (3a)

b) oo je subkvocijent reprezentacije yyw Star2 x (xw,h — 1) x ©_1(x}) i epimorfizam (3')

se prosiruje do epimorfizma

Il x ywStar? x (xw,h—1) x ©_1(m;) = 0_3(m) (3b)

Napomena 3.5 Uoc¢imo da je reprezentacija u (3a) standardna: ©_;(7) je ireducibilna i
temperirana, te (prema teoremu 2.16 (2)) sadrzi xy u parametru, zbog cega se (xw, h) x
©_1 (7)) ne reducira. Zbog toga je jedini ireducibilni subkvocijent reprezentacije x| - | x
(xw,h) x ©_1(m() koji sudjeluje u (3a) upravo njezin (jedinstveni) kvocijent. Analogno

zakljucujemo u slucaju (3b).
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Ovime smo pokazali da je subkvocijent oy izomorfan s jednom od sljedeé¢ih reprezentacija:
Ly = Lixw| - | x (xw,h) @ ©_1(mp)) ili Ly = L(xwStar? x (xw,h — 1) x ©_(mp)).
Pokazimo da ne moze biti oy =~ L;. U suprotnom bismo imali
a0 <= xw| - [T x (xw, h) x ©_1(m),
odnosno, koriste¢i Frobeniusov reciprocitet,
Rp,(00) = xw| - |71 ® (xw, h) x ©-1(m).

Posebno, vrijedi Rp, (0¢)(xw/|-|™!) # 0, odakle slijedi i Rp, (©_3(m))(xw/||~!) # 0. Prema
lemi 5.1 iz [25] ovo bi impliciralo ©_1(m) # 0, no to je nemogude jer je po pretpostavci
©_3(mp) prvi lift reprezentacije mp na ovaj toranj.

Ovime smo eliminirali moguc¢nost oy = L;, stoga mora biti oy = Ly. Zakljucujemo da
vrijedi

Xl x XwStar? x (xw, h — 1) % ©_;(m}) — 0_3(r).

Napomena 3.6 Uoc¢imo da smo time odredili standardni modul reprezentacije 6_3(7).
Naime, (xw,h — 1) x ©_1(m) je ireducibilna i temperirana. Nadalje, YwSter? mozda
nije na dobrom mjestu — ako za reprezentaciju ywd;*" (posljednja u produktu yu 1)

imamo s; < 1, onda bi ona trebala zamijeniti mjesto sa xStor2; isto vrijedi i za

29
sve ostale reprezentacije koje sudjeluju u definiciji ywIl. S druge strane, bududéi da
u tom slucaju s; nije polucijeli broj, odgovarajuc¢i segmenti oc¢ito nisu ulancani, te je
produkt ypw o X XWStQV% ireducibilan. Zbog toga doista mozemo zamijeniti mjesta

ovim reprezentacijama.
Konac¢no, teorem 5.2 iz [28] pokazuje da vrijedi upravo Ly = 0_3(m), stoga kao i u
prethodnim slucajevima imamo

xwll x 0_3(mg) — 60_3(m).

Time smo dokazali

Teorem 3.7 Neka je 7w ireducibilna genericka reprezentacija simplekticke grupe sa stan-
dardnim modulom yy 9,05 x -+ x xy0v* x my. Ako s 0(mg), 6(w) oznacimo prvi lift

reprezentacije my, odnosno 7 na toranj V, onda vrijedi
Xw o™ X oo X xworv®t x 0(mg) — 0(m).

Osim u slucaju 3.2 (my(xy) = 2h > 0, gornji toranj), reprezentacija 6(m) je temperirana,

stoga je ovim epimorfizmom odreden i standardni modul reprezentacije 0(m).
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U slucaju 3.2 je 0(my) Langlandsov kvocijent reprezentacije YirStar? x (xw,h—1) x
0_1(m(), pri ¢emu je m, ireducibilna temperirana reprezentacija za koju vrijedi (xy, h) x
7y — mo. Standardni modul reprezentacije () mozemo iS¢itati iz gornjeg epimorfizma

koriste¢i napomenu 3.6.
Sljede¢a pomoc¢na tvrdnja koristena je u dokazu (slucaj 3.2)

Lema 3.8 Neka je 7, € Irr(Sp(W,,)) temperirana reprezentacija ¢iji parametar ne sadrzi
Xv, tako da vrijedi I(7)) = —1 (StoviSe, znamo da je tada ©_; (7)) ireducibilna i tempe-
rirana). Tada je jedini netemperirani ireducibilni subkvocijent lifta ©_3(7)) izomorfan

Langlandsovom kvocijentu reprezentacije xw| - | x ©_1 ()

Dokaz. Pratimo dokaz teorema 4.1 iz [26] pa preuzimamo i oznake (tako i umjesto =,
pisemo o). Na isti na¢in kao u originalnom dokazu dobivamo da (4.4) ne moze vrijediti
za j =k — 1, stoga vrijedi (4.5) i (4.6). Posebno, iz (4.6) i m = n + 2 zakljucujemo da je
a = —1. To odmah povlac¢i da moze biti jedino g =0ili g = —1.

Ako je 8 = 0, tvrdimo da mora biti £ = 1. U suprotnom, epimorfizam (4.4) primijenjen
na j = k—2 implicirao bi da ¢ ima Yy u parametru, sto je u kontradikciji s pretpostavkama
leme. Zbog toga vrijedi (4.5) i (4.6), ali (4.6) ne moze istovremeno vrijediti i za j = k — 1,
iza j =k — 2. Zakljucujemo da mora biti £ = 1.

S druge strane, tada (4.5) daje xy x ©(m —ms+1,73) — o, odakle opet zakljuéujemo
da ¢ ima Yy u parametru i dolazimo do kontradikcije.

Jedina preostala moguénost je « = = —1, a ona dovodi do Zeljenog zakljucka: 7 je
kvocijent reprezentacije xw| - | x 7. Sada na isti nac¢in kao u [26] dovrsavamo dokaz.

Na kraju dokaza treba pokazati da Ji; ne sudjeluje u epimorfizmu na Rp/ (©(a,m)) |-
Ako sudjeluje, pomoc¢u drugog Frobeniusovog izomorfizma zakljucujemo da Rp (o) mora
imati subkvocijent, a onda i podreprezentaciju, oblika xy|-|®o’. Drugim rije¢ima, vrijedi
xvl|-|®0c < Rp (o), odnosno

xv|| xo — o,

Sto nije moguce jer je o temperirana. O]

3.3 Prvi liftovi za 7 € Irr(Mp(W,,))

Slicno kao $to smo u prethodnom odjeljku odredili prve liftove za genericke repre-
zentacije simplekticke grupe, sada odredujemo izgled prvog lifta genericke ireducibilne
reprezentacije € Irr(Mp(WW,,)). Sjetimo se, radimo samo s onim reprezentacijama 7 koje

su izomorfne vlastitom standardnom modulu:

T = xyo,U™ X - X xyo v X .
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Znamo da za takve reprezentacije vrijedi [(7w) = 0 ili I(7) = 2. Dokaz i rezultati po svemu
nalikuju na one iz prethodnog odjeljka, uz jednu iznimku koju objasnjavamo u prvom

slucaju.

Slucaj 1: I(m) = l(my) = 2, donji toranj

Racunamo Oq(7). Uzastopnom primjenom korolara 2.8 na epimorfizam
XV X o X Yy vt Xy —» T

dobivamo

Xw o™ X oo X vt X Og(mg) — Oa(T).

Ovdje smo pretpostavili da niti jedna od reprezentacija d;v* nije jednaka | - |%, to jest
da se ne pojavljuje iznimka iz korolara 2.8 (kasnije ¢emo vidjeti Sto se dogada u tom
sluéaju). Prema tome, zakljucujemo da postoji subkvocijent oy reprezentacije ©o(m)
takav da vrijedi

xwll x o9 — 0y(7) ()

pri ¢emu koristimo oznaku IT = 6,0 x - -+ x ;1. Bududi da ne znamo je li ©y(mg) iredu-
cibilna, trebamo odrediti koji ireducibilni subkvocijent oy reprezentacije ©(m) sudjeluje
u ovom epimorfizmu. Pokazat ¢emo da je rije¢ upravo o 6y(m).

Znamo da je 0_5(02(m)) = m. Ako je 6y(62(m)) = 0, onda je 0_o(02(m)) prvi lift
reprezentacije f5(7) na promatrani toranj. Nije tesko vidjeti da se tada i reprezentacija

0o prvi put pojavljuje na nivou [ = —2. Pomoc¢u korolara 2.8 dobivamo
Xvn X @_2(0'0) —» TT.

Pokazuje se (napomena 3.14) da je, buduéi da se radi o prvom liftu, reprezentacija
©_5(0p) temperirana i ireducibilna. Zbog jedinstvenosti standardnog modula, iz gornjeg
epimorfizma sada zakljucujemo da vrijedi ©_s(0¢) = mp, stoga mora biti i oy = O5(7).

Ako je 0y(05(m)) # 0, potreban je nesto drugaciji argument. Iz [18, prop. 4.1] (koristimo
0_5(0>(m)) = 7) slijedi da je 7 subkvocijent reprezentacije xv| - |2 % 8y(6(7)). Kako je
7 genericka reprezentacija metaplekticke grupe, teorem 1.6 povlaci da je reprezentacija
0o(62(m)) genericka.

S druge strane, korolar 2.8 za [ = 0 daje

XvII x Og(og) = Op(f2(m)) — Oo(0a()).

Iz [9, str. 1678] ¢itamo da je O¢ (o) ireducibilna i temperirana, a bududi da je reprezentacija
na desnoj strani epimorfizma genericka, zakljucujemo da je i ©g(0g) genericka. Odavde
slijedi (pomocu istog rezultata iz [9]) da je i reprezentacija oo = Oy(O¢ (o)) genericka.

Konac¢no, buduéi da ©,(mp) ima najvise jedan genericki subkvocijent (ovo znamo jer
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su prema prop. 2.18 svi njezini subkvocijenti temperirani i pripadaju istom L-paketu),
dovoljno je pokazati da je 0y(my) genericka kako bismo zakljucili og =~ 69(mp). Kao i
maloprije, to slijedi iz ¢injenice da je 6y(m) subkvocijent reprezentacije x| - |% X O (mp) 1
generi¢nosti reprezentacije 0y(mo) ([9, Teorem 1.3 (v)]).

Time smo u potpunosti odredili standardni modul za (7); vrijedi
Xw O™ X oo X X0t X Oy (mg) — Oo(m).
Preostaje odrediti sto se dogada u iznimnom slucaju kada se u standardnom modulu

pojavljuje | - \%. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi 6;v° = | - ]%.

Zbog ireducibilnosti standardnog modula reprezentacije xyd;* mogu mijenjati mjesta,

pa imamo
1
T = xy| ]2 X xvo 7 x - x xp I X T,
.. . . C 1
Ozna¢imo li s @’ = §,°" x -+ X 020° x 7y, mozemo pisati i 7 = yy|- |2 x yyn' =
Xv| |72 x xy7' (druga jednakost ovdje slijedi iz ireducibilnosti i MVW involucije, to jest

leme 1.5). Sada koristimo rac¢un kao u korolarima 2.8 i 2.10: imamo
a(m) = Hom(w, xv| - |7% » «) = Hom(Rp, (), xv| - |2 @)
pa Kudlina filtracija daje egzaktni niz
xw| |25 ©(x") = Os(m) — Bp(’) — 0.

Odavde ¢itamo da je 85(m) = 0y(7’). Konacno, uo¢imo da smo maloprije ve¢ pokazali da

je standardni modul reprezentacije 0y(7’) jednak
0% X oo X 02 X O (),
stoga smo ovime odredili i standardni modul reprezentacije 65().

Slucaj 2: I(m) = l(mp) = 2, gornji toran]

Ovaj slucaj tretiramo na isti na¢in kao slu¢aj 3 za 7 € Irr(Sp(WW,,)). Konkretno, prvi
lift u gornjem tornju dobivamo na nivou | = —4 (to jest m = n + 5); pomocu korolara 2.8
dobivamo

Xw o X oo X xwor vt x O_y(my) — O_y(m).

I ovdje imamo dva slucaja, u ovisnosti o izgledu parametra ¢ reprezentacije .

2.1: kratnost mg(x1S2) je neparna

Ovdje postupamo na isti nac¢in kao u slucaju 3.1 iz prethodnog odjeljka: my mozemo pisati
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kao direktni sumand reprezentacije oblika

! !
XV51 Xoeee X Xv5k X T,

pri ¢emu su d. i o reprezentacije diskretne serije. Odavde slijedi

Xwéi X e X XW(SI; A @_4<7T00) - @_4(7T0).

Bududi da je kratnost mg(xyS2) neparna, zakljucujemo da gy ima xy S u parametru.
Nadalje, iz I(mp) = 2 slijedi da je xy = 1. Prema napomeni 3.2 sada vidimo da je

(7o) = 2; drugim rije¢ima, ©_4(myo) je prvi lift reprezentacije 7y na gornji toranj.

Pokazat ¢emo kasnije da i za reprezentacije metaplekticke grupe vrijede rezultati koji
su za simplekticku grupu dobiveni u [26]: prvi lift diskretne serije na gornji toranj uvijek
je ireducibilan i temperiran. Prema tome, reprezentacija xw ] X -+ X xwoj, X ©_4(mog)
koja se pojavljuje u gornjem epimorfizmu je potpuno reducibilna (napomena 1.4), stoga
je i njezin kvocijent ©_,(m) potpuno reducibilan. To je moguée samo ako se zapravo radi

o ireducibilnoj reprezentaciji.

Prema tome, zakljucujemo da je ©_4(m) ireducibilna, a znamo da mora biti i tempe-

rirana. [z gornjeg epimorfizma sada ¢itamo da je standardni modul za 6_,(7) jednak

Xw o X oo X xworv®t x ©_y(mp).

2.2: kratnost mg(xySs) je parna

Ovaj podslucaj odgovara slucaju 3.2 iz prethodnog odjeljka. Dokaz provodimo na isti
nacin, uz potrebne promjene na odgovaraju¢im mjestima. Reprezentaciju my prikazujemo
kao direktni sumand reprezentacije (xySte, h) x 7, pri ¢emu je 7 odgovarajuéa ireduci-
bilna temperirana reprezentacija ¢iji parametar ne sadrzi xySs, a (xvSta, h) oznaka za
XvSte X -+ x xySte (h puta). Bitno je napomenuti da Lemu 5.1 iz [25] koju koristimo na
kraju dokaza za 7 € Irr(Sp(W,,)) mozemo prenijeti i u metaplekticki slucaj: [22, prop. 5.1].

Dobivamo sljedeéi rezultat: subkvocijent reprezentacije ©_4(mg) koji sudjeluje u epi-
morfizmu

Xw o™ X oo X X0t ) ©_y(mg) = O_y(m)

je upravo 0_4(m). Nadalje, reprezentacija 6_,(m) izomorfna je Langlandsovom kvocijentu
reprezentacije XWsth% X (xwSte, h—1) x ©_s(7}). Ovdje koristimo analogone napomena
3.313.5: ©_s(m}) je ireducibilna i temperirana; a buduéi da sadrzi xyw Sz u parametru, ne

reducira se pri indukciji s (xwSta, h — 1).

Prema tome (i uz napomenu 3.6, ako je potrebno), zaklju¢ujemo da je standardni
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modul reprezentacije 6_4(m) jednak
Xw o X oo X\ v X XWStglJ% X (xwSta, h — 1) x ©_s(mp).

Napomena 3.9 Da bismo doista proveli dokaz u slucaju 2 na isti nac¢in kao u odjeljku 3.2
trebaju nam dvije ¢injenice o liftovima diskretnih serija ¢iji su analogoni za reprezentacije

simplekticke grupe posljedice rezultata iz [26]:

o Prvi (veliki) lift diskretne serije moy na gornji toranj je ireducibilna i temperirana

reprezentacija.

» Neka 7, temperirana reprezentacija za koju vrijedi I(m) = 0. Za liftove na gornji
toranj tada vrijedi sljedece: reprezentacija © _o(m) (prvi lift) je ireducibilna i tem-
perirana, a jedini netemperirani subkvocijent drugog lifta (to jest, reprezentacije

©_4(m})) izomorfan je Langlandsovom kvocijentu reprezentacije x| - R O_o(m).

Ove tvrdnje dokazat ¢emo nesto kasnije, na kraju ovog odjeljka.

Slucaj 3: () = I(m) = 0, donji toranj

Ovaj je slucaj jednostavniji od prethodna dva. Korolar 2.8 daje
Xw o™ X oo Xy 01t 1 Og(mg) = Og(m) = Og(7r).

Na slican nacin kao i do sada (rastavom na produkt diskretnih serija), ili direktno iz [9,
str. 1678], dobivamo da je ©,-¢(m) ireducibilna i temperirana. Prema tome, reprezentacija
na lijevoj strani gornjeg epimorfizma je standardna te je 6,_o(7) njezin Langlandsov

kvocijent.

Slucaj 4: I(m) = l(mp) = 0, gornji toran]

Kao i do sada, za prvi lift na gornjem tornju (nivo [ = —2) dobivamo
Xw o X oo X xw vt ) O_g(my) = O_o(m) = O0_o(m).

Pokazemo li da je ©_5(mp) ireducibilna i temperirana, moci éemo iz gornjeg epimorfizma
zakljuciti kako izgleda standardni modul reprezentacije _5(7). Ova tvrdnja se svodi, kao
i u nekoliko slucajeva do sada, na odgovarajucu tvrdnju za reprezentacije diskretne serije.

Naime, opet mozemo prikazati my kao kvocijent

! !
Xv51 X X XV5/.C N Tpo — To,
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gdje su sve reprezentacije na lijevoj strani reprezentacije diskretne serije. Odavde pomocu

korolara 2.8 slijedi
Xwoy X -+ X Xw iy % ©_z(mo) — O_a(mo),

pa na standardni naéin iz ¢injenice da je ©_5(myg) ireducibilna i temperirana dobivamo

potpunu reducibilnost (a time i ireducibilnost) reprezentacije ©_o(m).
Time smo zavrsili posljednji slucaj i dokazali

Teorem 3.10 Neka je 7 genericka reprezentacija metaplekticke grupe koja je izomorfna

vlastitom standardnom modulu,
T = Yy, X - X xyov° X m.
Neka je 6(m), odnosno 0(m) prvi lift reprezentacije m, odnosno 7y na toranj V.

(i) Neka standardni modul reprezentacije m sadrzi yy| - |%, tako da bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi 6;0°! = |- |é, i neka se prvi ne-nul lift
reprezentacije m pojavljuje u tornju V na nivou [ = 2. Tada je reprezentacija ©(mo)

ireducibilna i temperirana, a (7) je Langlandsov kvocijent reprezentacije

Xw oV X -+ X dar®? 3 Og(m).

(ii) U svim ostalim slucajevima vrijedi
Xw o X oo X xworv®t x 0(mg) — 0(m).

Osim u slucaju 2.2 (kada je I(m) = 2, kratnost my(xy S2) parna, a V gornji toranj),
reprezentacija 0(mg) je temperirana pa je ovime dan i standardni modul reprezentacije

O(m).

U slucaju 2.2 je 6(m) je Langlandsov kvocijent reprezentacije XWstgl/% x (xwSe, h—
1) x 0_o(m), pri ¢emu je 7 ireducibilna temperirana reprezentacija za koju vrijedi
(xvSa2, h) x m) — mp. Standardni modul reprezentacije 6(7) mozemo iscCitati iz

gornjeg epimorfizma koriste¢i napomenu 3.6.

Kao sto smo najavili u napomeni 3.9, da bi dokaz ovog teorema bio potpun, trebamo

provjeriti jos dvije ¢injenice. Prva je analogon leme 3.8 za metaplekticki slucaj:

Lema 3.11 Neka je 7, € Irr(Mp(W,,)) temperirana reprezentacija ¢iji parametar ne sadrzi

xv S92, tako da se prvi lift ove reprezentacije na gornjem tornju pojavljuje na nivou [ = —2

60



Poglavlje 3. Prvi liftovi

(kasnije ¢emo pokazati da je ©_o(7() ireducibilna i temperirana). Tada je jedini netempe-
rirani ireducibilni subkvocijent lifta ©_4(7)) na gornji toranj izomorfan Langlandsovom

kvocijentu reprezentacije x| - |2 % O©_o(m).

Dokaz. 1 ovdje pratimo dokaz teorema 4.1 iz [26] te preuzimamo odgovarajuée oznake
(posebno, umjesto 7}, pisemo o).

Racunamo s j = k — 1 pa vidimo (kao u [26]) da ne moze vrijediti (4.4). To znaci da
vrijedi (4.5) i (4.6).

Relacija (4.6) daje v + 1 = a = —3/2. Zbog a + § < 0 odmah zaklju¢ujemo da mora
biti § € {—3/2,—1/2,1/2}; zelimo pokazati da vrijedi f = —3/2.

Pokazimo najprije da vrijedi 7,1 = 7% + 1. U suprotnom, imamo netrivijalni segment
u (4.5) za j = k — 1; vrijedi

V-1 + W +2<B+a+ 1l

Prema tome, ako ne zZelimo kontradikciju s kriterijem kvadratne integrabilnosti, mora
vrijediti § + a + 1 = 0. Odavde slijedi da mora biti 7,1 = 8 (posebno, k =1) i = 1/2.
Sada iz (4.5) ¢itamo da se x1Ss pojavljuje u parametru od o, kontradikeija.

Prema tome, preostaje vidjeti sto se dogada kada je vp_1 = 1 + 1.

Kada bi bilo k& > 1, imali bismo sljedece: iz racuna na pocetku (4.10) vidimo da mora
biti § = 1/21 k = 2. Ako to iskoristimo u (4.4) uz j = 0, opet dobivamo da parametar
reprezentacije o sadrzi yy Ss, Sto nije istina.

Prema tome, trebalo bi vrijediti (4.5) i (4.6) sa j = k — 2, no (4.6) ve¢ vrijedi s
j =k —1. Zbog toga mora biti £ = 1. Buduéi da imamo i y,_1 = 7 + 1, to znaci da
vrijedi f = o = —3/2.

Sada dovrsavamo dokaz na isti na¢in kao u simplektickom sluc¢aju (lema 3.8).

O

Druga tvrdnja koju trebamo dokazati je ireducibilnost i temperiranost velikog theta
lifta za diskretne serije. Za reprezentacije simplekticke grupe, takve rezultate daju teoremi
6.11 6.2 iz [26]. Bududi da za reprezentacije metaplekticke grupe nemamo odgovarajuéu

referencu, dokazujemo sljedecu lemu.

Lema 3.12 Neka je my € Irr(Mp(W,,)) genericka reprezentacija diskretne serije. Tada je

njezin prvi (veliki) lift na gornji toranj ireducibilna i temperirana reprezentacija.

Napomena 3.13 U lemi se ogranicavamo na proucavanje generickih reprezentacija jer
je to dovoljno za potrebe nasih razmatranja, a u mnogim situacijama znatno smanjuje
broj slucajeva koje je potrebno promatrati. Primjerice, znamo da se prvi lift genericke
reprezentacije diskretne serije moze pojaviti samo na dva nivoa: [ = —2 i = —4.

Dokaz leme provodimo u sljedeé¢em odjeljku.
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3.3.1 Dokaz leme 3.12

Dokaz se sastoji od vise tvrdnji; buduéi da se radi o istoj tvrdnji koja je u [26]
dokazana za reprezentacije simplekticke grupe, te da provodimo u sustini isti dokaz,
ponovno prilagodavamo notaciju; posebno, umjesto my, pisSemo o. Neka je, dakle, o
ireducibilna genericka reprezentacija diskretne serije. Uvodimo i oznaku [ = (o) + 2, tako

da je ©_;(o) prvi lift reprezentacije o na gornji toranj.

Tvrdnja 1: Svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije ©_;(o) su temperirani.
Dokaz. Ovo je propozicija 2.18. [

Tvrdnja 2: Svaki ireducibilni temperirani subkvocijent 7 reprezentacije ©_;(o) koji nije

reprezentacija diskretne serije? je oblika
T — xwdt; X 7,

pri ¢emu je 71 neka reprezentacija diskretne serije.
-1

Ovo je moguée samo ako imamo o < yyo(][|- \3T7l, | |72 ]) x 0" za neku reprezentaciju

diskretne serije o”.

Dokaz. Prvi dio tvrdnje (o izgledu subkvocijenta 7) slijedi iz [2]: iz propozicije 5.5 i leme
6.4 zakljucujemo da 7 pripada istom L-paketu kao i §_;(¢). Odavde pomocu teorema 4.5
zakljucujemo da se jedino yw.S; pojavljuje u parametru reprezentacije 7 s kratnoséu 2, pa
lako slijedi 7 < ywSt; x 7.

Istu tvrdnju sada mozemo primijeniti i na @_;(o) pa dobivamo 0_;(c) < xwSt; x 7] za
neku reprezentaciju diskretne serije 71. Umjesto ulaganja mozemo pisati kvocijent, prema
lemi 1.5:

XWSt, bl T{ - 9_5(0').

Sada koristimo korolar 2.9 jer znamo da je o kvocijent reprezentacije ©;(6_;(c)). Buduéi
da 7{ ne sadrzi ywS; u parametru, vrijedi ©;(7{) = 0. Prema tome, mora vrijediti opcija
(ii):
it 13 ,
xwo ([l -7, [ [27]) % Ora(1)) = 0

Buduéi da je 7] reprezentacija diskretne serije, a [ — 2 > 0, znamo (iz [2]) da su svi
ireducibilni subkvocijenti od ©;_5(7]) reprezentacije diskretne serije. Odavde (opet pomocéu
leme 1.5) slijedi tvrdnja. O

Tvrdnja 3: Neka su 7,7 i 0” kao u prethodnoj tvrdnji. Tada je 71 ireducibilni subkvocijent

reprezentacije ©y_;(c”).

2Nije moguée da istovremeno postoje temperirani subkvocijenti reprezentacije © _;(o) od kojih su neki
reprezentacije diskretne serije, a neki nisu. Ovo slijedi iz ¢injenice da svi subkvocijenti reprezentacije
©_;(0) imaju isti kuspidalni nosac.
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Napomena. Ovo je lema 4.4 u [26].

Dokaz. Po pretpostavci vrijedi o < xv8([| - |2, |- | = ]) x ¢”, odnosno xv8([| - | =, |-

|1773]) x o” — 0. Sada korolar 2.8 daje

1-1 =3

xwo([l -7, [-[27]) x ©-y(0") = ©_(0).

Nadalje, imamo i 7 < XW(5 ([ |IT, ]| = ]) %71, odnosno, koriste¢i Frobeniusov reciprocitet,

A
Rp(t) = xwd([| - "=, |- |7 ]) ® 7. Kombinirajuéi ove dvije tvrdnje, dobivamo

-3

it (awd (- 171 17D 2 04(0) = 17 (1) = xwd (17| 1T ) @

Ovdje koristimo standardnu oznaku p* za semisimplifikaciju Jacquetovog modula, kao u

1.4.2. Sada detaljnije analiziramo relaciju

1-1 -3 1-1

i (awd (115115 ]) 1 (0" = xwd([]- 7|1 ) @ ()

kako bismo pokazali da je 7 ireducibilni subkvocijent reprezentacije ©,_;(0”). U ra¢unu

koji slijedi koristit ¢emo formulu p*(m x o) = M*(7) x pu*(o) (takoder iz 1.4.2) te formulu

k k

M*([p, ¥ pl) = 33 D 0(1v "5, 1) x 6([V* o, v p]) @ ([v'p, 7))

i=—1j=i

(sekcija 1.5.3). Konkretnosti radi, neka je sada I(o) = 0, tako da imamo [ = 2. Koris-
te¢i gornje formule za ra¢unanje p* i imajuéi u vidu relaciju (x), dobivamo da postoje
ireducibilni sumand ¢’ ® 7" u p*(O©_;(¢”)) i indeksi —1 < i < 7 < 0 takvi da vrijedi

xwd([1- 172, 1 [2]) < xwd([] - 1270 ] 12])  xwd([] - P42, |- [ 72]) x & (1)

i < xwo([||"*2,]-]72]) x 7. Imamo samo tri sluaja u ovisnosti o indeksima i i j;
najprije pretpostavimo da vrijedi i = 0,7 = 0. Sada iz (1) slijedi ¢’ = xyw| - |_Tl Posebno,
vrijedi Rp/ (@_1(0”))%1 # 0.
Iz epimorfizma w — 0" ® ©_(0”) slijedi Rp/(w) — 0" ® Rp(©_(0")). Posebno,
zakljucujemo
Hom <Rp{ (w),0" ® Rp{(@_l(a”))%l> # 0.
Sada koristimo Kudlinu filtraciju za Rp/ (w); uocimo da je ona u ovom sluc¢aju posebno

jednostavna, duljine 2. Imamo
0—J" = Rp/(w) = J* =0,
gdje su Jy i J; subkvocijenti opisani u teoremu 2.6.
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Ako vrijedi 0 # Hom (JI’O'”®RP1/(@_[(U”))%I>, onda koriste¢i drugi Frobeniusov
reciprocitet lako zakljucujemo da vrijedi Rp-(o” )% # 0. Sada Casselmanov kriterij kva-
dratne integrabilnosti pokazuje da je ovo kontradikcija s ¢injenicom da je o” reprezentacija
diskretne serije.

Odavde slijedi da je Rp/(©_ (0" ))—71 kvocijent reprezentacije J°. Iz strukture subk-
vocijenta J° sada lako dobivamo da 7, mora biti ireducibilni subkvocijent reprezentacije
Op(c”) = ©,_2(0”), Sto smo htjeli pokazati.

U preostalim slucajevima (i = —1,j = —1, odnosno i = —1,j = 0) lako dolazimo do
Rp (©4(a")) 1 #0. Sada koristimo Kudlinu filtraciju kao maloprije, pa zaklju¢ujemo da
postoji ireducibilna reprezentacija oy takva da vrijedi o” < yy| - |% X o] = xy|- |% X 01.
Nesto kasnije® pokazat ¢emo da ovo nije moguée, to jest da smo ovime dogli do kontradikcije.
Prema tome, jedini slucaj koji ne dovodi do kontradikcije implicira da je 71 ireducibilni

subkvocijent reprezentacije ©,_2(c”), pa je dokaz u slucaju [(7) = 2 zavrSen.

Sasvim analogno postupamo kada je I(0) = 2, odnosno [ = 4. U ovom slucaju zakljucujemo

da postoji ireducibilni sumand ¢’ ® 7’ reprezentacije p*(©_;(¢”)) takav da vrijedi

3
2

xwd ([ 171121 < xavd([]- 12701 12D < xawd (1] P2, [2) = &

za neke indekse —1 < i < 7 < 2. Na isti nac¢in kao u proslom slucaju pokazujemo da
kombinacije indeksa i, j koje ne vode do zakljucka da je 7 subkvocijent reprezentacije
©;_2(0”) nuzno vode do kontradikcije. Do kontradikcije opet dolazimo ili Casselmanovim
kriterijem, ili ¢injenicom da ne postoji ulaganje o” < |- ]% X o= xv|- \I_Tl x oy. Jedini
kompliciraniji slucajevi su (i,7) = (1,2), (¢,7) = (0,1) i (i,5) = (0,2). Tada dobivamo
& = xwd([|-1=,||72]), odnosno & = xwd([| - | =, |- |2]), pa trebamo pokazati da ovo
nije moguce.

Postupamo kao u dokazu leme 3.11, odnosno teorema 4.1 u [26] (pa koristimo i iste
oznake za kljucne relacije). Koristeéi Casselmanov kriterij vidimo da relacije (4.4) i (4.5)
ne mogu vrijediti za j = k — 1. Prema tome, vrijedi (4.6), a segment u (4.5) je prazan.
Ovo implicira k > 1. Sada vidimo (opet koriste¢i Casselmanov kriterij) da (4.4) ne moze
vrijediti ni uz j = k — 2, stoga bi relacija (4.6) trebala istovremeno vrijediti i za j = k — 1,
iza j =k — 2. Ovo ocCito nije moguce, stoga smo dosli do kontradikcije.

Time je zavrsena skica dokaza u slucaju (o) = 2. O

-1

Tvrdnja 4: Ne postoji ireducibilna reprezentacija oy takva da vrijedi 0” < xv|-| 2z x 01.

Dokaz. Nije tesko pokazati da, ako postoji, o; mora biti temperirana: u suprotnom
mozemo pisati

01— XV5 X 02,

3Tvrdnja 4.
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pri ¢emu je oo neka ireducibilna reprezentacija, a ¢ esencijalno kvadratno integrabilna

reprezentacija zadana segmentom A = [pv®, pv?] (p je unitarna kuspidalna) s o + 3 < 0.
Kombinirajuéi ovo sa ¢” < xy/| - |Z_T1 X o1, dobivamo

L

0" = xv| |T x xy0 % oa.

: 3 . N = L y _—

Ako je B # 52 ili p # 1, onda segmenti Ai[|-[=,|-|Z ] nisu ulandani pa moZemo pisati
=1 . , e

o” < xvd x xv| |2 x o2, no ovo nije moguée po Casselmanovom kriteriju (sjetimo se,

o” je reprezentacija diskretne serije).

1=l
2

manovog kriterija opet lako dolazimo u kontradikciju s ¢injenicom da je o” reprezentacija

Akoje g = “73 ip=1,ondajenuzno o < stoga iz gornjeg ulaganja pomocéu Cassel-
diskretne serije.

Sada kada znamo da je o; temperirana, mozemo dovrsiti dokaz na sljedeé¢i nacin:
o” je genericka, stoga i o; mora biti genericka. Nadalje, sjetimo se da vrijedi ¢ <—
xvo([l -7, |- [5]) x 0", paimamo i o — xvd([| - |7, |- = 1) x xv|- [T x 01, Prema
tome, genericka reprezentacija o dijeli kuspidalni nosac s jedinstvenim generickim subkvo-
cijentom reprezentacije

Xvstl X 01.

Bududi da su genericke reprezentacije izomorfne ¢im dijele kuspidalni nosac¢ (multiplicity
one), odavde slijedi da xy St; x 01 ima subkvocijent izomorfan sa o. S druge strane, buduéi
da je oy temperirana, znamo da su svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije xy St; x o
temperirane reprezentacije, ali nisu diskretne serije. Kako je o reprezentacija diskretne

serije, ovime smo dosli do kontradikcije. O]

Sada dovrsavamo dokaz na isti nacin kao na kraju teorema 6.2 u [26]. Naravno,

racun je potrebno prilagoditi na odgovarajué¢i nacin jer sada radimo s reprezentacijama

......

potpuno analogan dokazu u simplektickom slucaju.

Tvrdnja 5: Prvi ne-nul lift reprezentacije ¢” na promatranom tornju je ©,_;(0”).

Napomena. Sjetimo se, toranj na koji podizemo reprezentacije u ovom dokazu je gornji

toranj za reprezentaciju o.

Dokaz. Ako je l(0) = 2, odnosno [ = 4, onda je dokaz isti kao za (6.7) u [26, teorem 6.2].
Ako je I(0) = 0, odnosno ako vrijedi [ = 2, onda iz ¢injenice da parametar za ¢” ne sadrzi
XvSe (Sto vidimo iz konstrukeije reprezentacije o” u dokazu tvrdnje 2) slijedi ©5(c”) = 0.
Buduéi da smo veé¢ vidjeli (u dokazu tvrdnje 3) da vrijedi ©g(c”) # 0, ovo je dovoljno da

zaklju¢imo kako je ©y(c”) doista prvi lift na ovaj toranj. ]
Tvrdnja 6: Reprezentacija ©s_;(¢”) je ireducibilna.
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Dokaz. Dovoljno je pokazati da su svi ireducibilni subkvocijenti ©s_;(c”) reprezentacije
diskretne serije, jer tada slijedi da je ©,_;(0”) potpuno reducibilna, odakle zaklju¢ujemo
ireducibilnost.

Ako je | = 2, onda je ireducibilnost reprezentacije ©g(c”) poznata iz [9] (a radi se
i o lakoj posljedici teorema iz [2]). Ako je | = 4, onda iz teorema 2.18 slijedi da se svi
subkvocijenti reprezentacije ©_»(0”) nalaze u istom L-paketu. Sada iz teorema 2.17 slijedi

da za parametar ¢ koji parametrizira taj L-paket vrijedi

¢ = XWX\_/1¢U”7

pri ¢emu je ¢,» parametar za o”. Kako ¢, ne sadrzi xSz, zakljucujemo da se svi ireduci-
bilni sumandi u ¢ pojavljuju jednokratno, odakle slijedi da ¢ parametrizira reprezentaciju

diskretne serije, sto je i trebalo pokazati. O

Na kraju dokaza dolazimo do dva epimorfizma, kao u [26]:

Foxwd([1- 171170 < xw] 17 % 64(0”) — ©-4(0)

g xwS([- 17171 % xwl - [7 4 62a(0”) = xSty 4 b2-4(0”).

Uoc¢imo da je ker(g) = L x 05_;(0”), pri ¢emu je L Langlandsov kvocijent reprezentacije
xwl - |1771 x xwo([| - |%, | - \%]) (ovo znamo iz [40]). Sada tvrdimo da je ker(g) < ker(f).
U suprotnom, (jedinstveni) kvocijent reprezentacije L x 0o_;(0”) sigurno nije sadrzan u
ker(f). Kako je f surjekcija, ovo znaci da ©_;(o) sadrzi subkvocijent izomorfan kvocijentu
reprezentacije L x 0y_;(0”), koji je o¢ito netemperiran. To je kontradikcija s tvrdnjom 1.

Iz ker(g) < ker(f) slijedi da se f faktorizira kroz g, to jest da postoji epimorfizam
XWstl X 9271(0'”) —» @,I(O').

Buduéi da je reprezentacija na lijevoj strani gornjeg epimorfizma potpuno reducibilna
(sjetimo se da je 5_;(0”) reprezentacija diskretne serije, prema tvrdnji 6), dobivamo da je

i ©_;(0) potpuno reducibilna, odakle zaklju¢ujemo ireducibilnost. Time je dokaz zavrsen.

Napomena 3.14 Isti ra¢un, uz zamijenjene uloge grupa Mp(W) i O(V'), dokazuje tvrdnju
koju smo koristili u slucaju 1 na pocetku odjeljka 3.3: ako je o € Irr(O(V')) reprezentacija
diskretne serije koja se prvi put pojavljuje na nivou [ = —2, onda je ©_5(0) ireducibilna
reprezentacija.

Uocimo da ovdje nemamo pretpostavku o generi¢nosti reprezentacije o, no ona i nije
potrebna: generi¢nost u prethodnom dokazu koristimo samo u koraku 4. Nakon Sto
dobijemo da je oy temperirana, taj dio dokaza mozemo dovrsiti kao u [26, teorem 5.1],
¢ime u potpunosti izbjegavamo koristenje generi¢nosti.

Konacno, trebamo pokazati da ista tvrdnja vrijedi i ako je o temperirana reprezentacija
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koja se prvi put pojavljuje na nivou [ = —2. U tom slucaju postoje reprezentacije diskretne
serije 0y, ...,0; 1 o’ takve da vrijedi

O X - x 0 x o — 0.
Nije tesko pokazati da se tada i ¢’ prvi put pojavljuje na nivou I = —2, stoga je reprezenta-

cija ©_5(0’) (po prethodnom dijelu napomene) ireducibilna i temperirana. Jednostavnom
primjenom korolara 2.8 i napomene 1.4 sada se pokazuje da je ©_5(o) potpuno reducibilna,

odakle zakljucujemo ireducibilnost.
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PoGcLAVLJE 4

Visi littovi

U prethodnom smo poglavlju odredili kako izgledaju i gdje se pojavljuju prvi liftovi
generickih reprezentacija. U ovom poglavlju proucavamo izgled liftova na visim nivoima. I
dalje se sluzimo slicnim metodama, no trebaju nam detaljnije informacije o moguc¢im sub-
kvocijentima induciranih reprezentacija koje promatramo. Zbog toga najprije dokazujemo

nekoliko pomoé¢nih rezultata o ireducibilnosti induciranih reprezentacija opce linearne

grupe.

4.1 Nekoliko ¢injenica o ireducibilnosti

Prisjetimo se da svakom segmentu oblika [p,v*p| (sekcija 1.5.3) moZemo pridruziti
reprezentaciju

VkpXI/k_le---XI/po.

Ovakve su reprezentacije detaljno analizirane u ¢lanku [40]. Pokazuje se da reprezentacija
ovog oblika ima jedinstveni (Langlandsov) kvocijent, ali i jedinstvenu podreprezentaciju,
koju oznacavamo s § = §([p, v*p]). Tako dobivena reprezentacija ¢ je esencijalno kvadratno
integrabilna, a vrijedi i obrat: svaka esencijalno kvadratno integrabilna reprezentacija opce
linearne grupe moze se dobiti na ovaj nacin iz nekog (jedinstveno odredenog) segmenta.

U lemama koje slijede pretpostavljamo da je za sve segmente koje promatramo kus-
pidalna reprezentacija p jednaka trivijalnom karakteru' 1 grupe GL;(F). Zbog toga
privremeno ispustamo p iz notacije: jedinstveni kvocijent reprezentacije v%p x --- x v¥p
pridruZene segmentu [v%p, v°p| oznacavat ¢emo jednostavno s (a,b), a odgovarajuéa po-
dreprezentacija bit ¢e oznacena s d([a,b]) umjesto s §([v%p, °p]).

Prvi rezultat ovog odjeljka je

Lema 4.1 Neka su ¢ < a < d < b e R kongruentni modulo Z. Tada je reprezentacija

(a,b) x §([c, d])

ireducibilna.

!Na isti nac¢in dokazuju se odgovarajuéi rezultati i za p # 1
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Napomena. Kazemo da su brojevi kongruentni modulo Z ako je njihova razlika cijeli
broj. Uo¢imo da uvjet ¢ < a < d < b znaci da segment [a, b] sijeCe segment [c, d]| s gornje

strane.
Najprije ¢emo dokazati tvrdnju u specijalnom slucaju kada jea=dib=d+ 1.
Lema 4.2 Reprezentacija (d,d + 1) x §([¢,d]) je ireducibilna.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po duljini d — c.

Oznac¢imo s k = d — ¢+ 3, tako da je (d,d+ 1) x §([c, d]) reprezentacija grupe GLy(F).
Baza indukcije, to jest ¢injenica da se (d,d + 1) x | - |* ne reducira, poznata je iz [40]. T u
ostatku dokaza koristimo c¢injenice o ulan¢anim segmentima iz tog clanka.

Neka je sada ¢ < d; pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve ¢, d’ takve da je d' — ¢ <
d—c.

Sada ra¢unamo Jacquetove module (toc¢nije, njihove semisimplifikacije) reprezentacije
(d,d+ 1) x 6([¢,d]) u odnosu na parabolicke podgrupe P11, Pr—22 1 Py—21,1. Cilj nam
je primijeniti kriterij ireducibilnosti na nacin opisan u [36, §21]. Koristimo standardnu

formulu za m* (sekcija 1.5.3):

k

m*(8[p, v pl) = Y 5[ p, v pl) ® ([, v pl).

i=—1

Dobivamo da su semisimplifikacije Jacquetovih modula u odnosu na Py 1, Pr_291 Py-211

jednake direktnim sumama sljede¢ih reprezentacija:

Pk—l,l :
| [T % (e, d) ®] - [ (A)
(d,d+ 1) xd([c+1,d])®] - |° (B)

Py 25

d([e,d]) ® (d,d+ 1) (1)
(d,d+1) x([c+2,d]) ®([c,c+1]) (2)
[ o(fe+ Ld) @] [T x| (3)

Pk—2,1,13
(e, d) - |"® |- (A1)
(d,d+1) xd([c+2,d) @] [ ®]-|° (B2)
| x([e+ 1 d)®]- [T ]| (B3)
[P x e+ 1d)@]-[F®] [T (A3)
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Uocimo da su sve navedene reprezentacije ireducibilne, po induktivnoj pretpostavci. Na-
dalje, iz Py_1; ¢itamo da je duljina reprezentacije (d,d + 1) x 6([c, d]) najvise 2 (ako je
duljina 2, onda jednom subkvocijentu pripada (A), a drugom (B)). Sada iz ¢injenice da
se (3) dijeli na (A3) i (B3) vidimo da i (A) i (B) pripadaju istom subkvocijentu kao (3).
Posebno, (A) i (B) pripadaju istom subkvocijentu, stoga je ukupna duljina reprezentacije
1, a ne 2.

Time je ova lema dokazana. O]
Sada smo spremni za dokaz leme 4.1.

Dokaz. Najprije tvrdimo da reprezentacija
=] "o |70 || % 6([e, d))

ima jedinstveni ireducibilni kvocijent.

Kratkim argumentom svodimo ovu tvrdnju na istu, ali za standardne reprezentacije:

c+d
2

to znaci da vrijedi b >

neka je s = (sredina segmenta [c,d]). Sjetimo se da vrijedi ¢ < a < d < b. Posebno,

ct+d
- -

veéi od s; oznac¢imo ga s by.

Zbog toga postoji najmanji element segmenta [a, b] koji je

Tada mozemo pisati sljedece: reprezentacija
[P [T P ([ d]) [ [T x|

posjeduje jedinstveni (Langlandsov) ireducibilni kvocijent (i taj je multipliciteta 1 u
gornjoj reprezentaciji). Buduéi da se brojevi a,a + 1,...,by — 1 nalaze u segmentu |[c, d],
reprezentacija d([c, d]) komutira® s | - |, za svaki i = a,...,by — 1. Prema tome, gornja je

reprezentacija izomorfna s
[P [ PP P s [ T x| ] < 8([e, d]) =TT

Odavde zakljucujemo da i IT ima jedinstveni ireducibilni kvocijent.

Jedinstveni ireducibilni kvocijent reprezentacije Il nazovimo 7, za potrebe ovog dokaza.
Ocito imamo epimorfizam IT — (a,b) x d([c, d]), stoga je m ujedno i jedinstveni kvocijent
reprezentacije (a,b) x 6([c,d]).

S druge strane, imamo i I1 — II’, gdje je
I =[x [P T2 (dyd o+ 1) x| 470 x|+ 6([e, d])

(uo¢imo, moguce je da su segmenti [d + 2,b] i [a,d — 1] prazni, no to nam ovdje ne smeta).

Odavde zakljucujemo da je 7 jedinstveni kvocijent od IT'.

*To jest, vrijedi d([c,d]) x |-[* = |- x é([c,d]).
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Sada najprije uoc¢imo da vrijedi
I =P [P [ 52 (dyd + 1) x 6([e d]) > [ -7 x| -]

jer su brojevi a,...,d — 1 elementi segmenta §(|c, d]). Zatim, pokazali smo da se (d,d +
1) x §([¢, d]) ne reducira, stoga vrijedi (d,d + 1) x 6([¢,d]) = §([¢,d]) x (d,d + 1). Imamo,
dakle,

H’;|-\b><|-\b’1><---><]-|d+2x5([c,d])x(d,d+1)x|~|d’1><---><\-]“.

Konacno, brojevi d + 2,...,b ne nadovezuju se na segment [c,d], stoga i njih mozemo

premjestiti:
I =5([c,d]) < |- |Px |- [P x| |2 x (dyd+1) x |- |©E < oox |- ]2

Buduéi da je 7 jedinstveni ireducibilni kvocijent ove reprezentacije, s koje postoji ociti
epimorfizam na §([c, d]) x (a,b), zakljuéujemo da je 7 jedinstveni ireducibilni kvocijent
reprezentacije

d([e,d]) x (a,b).

Time smo pokazali da obje reprezentacije §([c,d]) x (a,b) i (a,b) x §([¢,d]) imaju 7 kao
jedinstveni kvocijent, a znamo i da se 7 pojavljuje s multiplicitetom 1. Zakljucujemo da

se radi o medusobno izomorfnim ireducibilnim reprezentacijama. O

Napomena 4.3 Sli¢no (ali lakse, jer lema 4.2 nije potrebna) se pokazuje da su reprezen-
tacije
(a,b) x o([c,d]) i 6([c,d]) x (a,b)

ireducibilne i medusobno izomorfne u sluc¢aju kada segmenti [a,b] i [¢, d] nisu ulancani.

Napomena 4.4 U slucaju kada se segmenti nadovezuju (¢ = d + 1), na sli¢an nacin

pokazujemo da d([c,d]) x (d + 1,b) ima tocno dva ireducibilna subkvocijenta:
L - P x...ox |- ]" % 6([e,d])) i L(|-"x...x|-|%"?*x6([c,d + 1])).

U nekoliko ¢emo situacija prethodnu napomenu kombinirati sa sljede¢om lemom:

Lema 4.5 Oznac¢imo s L reprezentaciju L(|-|* x ... x |- [¥*! x §([c, d])) koja se pojavljuje
u prethodnoj napomeni (uoc¢imo, radi se o jedinstvenom kvocijentu reprezentacije (b, d +

1) x §([e,d])). Tada je reprezentacija
L x 6([c,d])

ireducibilna.
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Dokaz. Dokazimo najprije da vrijedi L x d([¢,d]) = §([¢,d]) x L. Uoc¢imo da vrijedi
L x §([c,d]) = d([c,d]) x (d+ 1,b) x §(c,d).
S druge strane, imamo preplitanje
T:6([c,d]) x (d+1,b) x §(c,d) — d([¢,d]) x L

¢ija je jezgra ker(T) izomorfna s 6(c,d) x L(| - |> x ... x |- |42 x §([¢,d + 1])) (napomena
4.4).

Restrikcijom operatora T na L x §([c,d]) dobivamo preplitanje T: L x §([¢,d]) —
d([c,d]) x L. Pokazimo da se radi o ulaganju.

Da bismo pokazali da je T injekcija, dovoljno je provijeriti da vrijedi L x 6([¢,d]) n
ker(T') = {0}. Uoc¢imo da ker(7) ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju 7 — radi

se o Langlandsovom kvocijentu reprezentacije
P x x| T2 % 6([e, d 4 1]) x 6([e, d]).

Zbog jedinstvenosti zakljucujemo: ako je presjek L x d([c, d]) m ker(T) netrivijalan, mora
sadrzavati reprezentaciju 7.

Sada promotrimo Jacquetove module. Nije tesko vidjeti da Jacquetov modul reprezen-
tacije 7 u odnosu na odgovarajuéu standardnu parabolicku podgrupu P sadrzi subkvocijent
oblika

d([c,d]) ®d([c,d + 1]) ® (d + 2,Db).

Ako pokazemo da Rp (L x d([c,d])) ne sadrzi ovakav subkvocijent, odavde ¢e slijediti da
je presjek L x §([c, d]) n ker(T") trivijalan.

Prema napomeni 4.4, reprezentacija
A =d([e,d]) x (d+1,b) x §([c,d])

ima dva subkvocijenta:
L xd(e,d]) i L' xd(ed]),

pri ¢emu koristimo oznaku L' = L(|- | x ... x | - |%"2% x §([¢c,d + 1])). Jednostavnom
primjenom formule m*(m; x me) = m*(m) x m*(my) za semisimplifikaciju Jacquetovog

modula dobivamo da Rp(A) sadrzi subkvocijent
(e, d]) ®0([c,d + 1]) ® (d + 2,b)

s kratnoséu 2. Sada zakljucujemo da je dovoljno pokazati da oba pojavljivanja ovog
subkvocijenta dolaze iz Rp(L' x 6([c,d])).
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Znamo da vrijedi L' < 6([c,d +1]) x (d +2,b), alii L' — |- |41 x §([c,d]) x (d +2,b).
Odavde lako slijedi da m*(L') sadrZi subkvocijente 6([c,d + 1]) ® (d + 2,b) i | - |*T' ®
d([e, d]) x (d+2,b). Ponovnom primjenom multiplikativnosti funkcije m* odavde dobivamo

da m*(L' x §([c,d])) sadrzi
§([e,d +1]) x 6([e,d])) ® (d 4+ 2,b) + | - | x 6([c, d]) ® 6([c, d]) x (d + 2,b)

Primjenom Jacquetovog funktora (za odgovarajuc¢u parabolicku podgrupu) vidimo da
Jacquetov modul oba sumanda sadrzi subkvocijent oblika d([¢, d]) ®d([c,d+1])®(d+2,b),
pa zakljucujemo da se oba pojavljivanja ovog subkvocijenta nalaze u Rp(L’ x 6([c,d])).
Time smo pokazali da vrijedi L x 6([c,d]) n ker(T) = {0}, odnosno da je T' ulaganje.
Buduéi da reprezentacije L x §([c,d]) i 6([¢c,d]) x L imaju jednake duljine, zakljuéujemo

da je T izomorfizam, to jest da vrijedi
L x ([e,d]) = 6([c,d]) x L.

Ireducibilnost ovih reprezentacija sada je lako pokazati. Neka je 7w jedinstveni iredu-
cibilni kvocijent reprezentacije L x §([c,d]). Tada imamo i © < d([¢,d]) x L. Odavde
slijedi

7= ([c,d]) x L = L x 6([c,d]) —- .

Bududi da se m u L x §([¢, d]) pojavljuje s kratnoséu 1, jer se zapravo radi o Langlan-

dsovom kvocijentu reprezentacije
| PP T < 8([e, d]) x 6([e, d)),

zaklju¢ujemo da gornji niz preplitanja mozemo imati samo ako su reprezentacije 6([c, d]) x
L = L x §([¢,d]) ireducibilne.

Za kraj odjeljka, uoc¢imo jos jednu posljedicu ¢injenica iz [40] koja ¢e se pokazati

korisnom prilikom ra¢unanja standardnih modula:

Napomena 4.6 Promotrimo reprezentacije 6; = 6(A1) i d2 = 0(Ay); bez smanjenja
opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je e(d1) = e(d2), to jest da je sredina segmenta Ay
veCa od sredine segmenta As. Prisjetimo se da je reprezentacija d; x do reducibilna ako i
samo ako su segmenti Ay i Ay ulancani. Prema rezultatima iz [40], reprezentacija d; x 0y je
tada duljine 2 te ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju (a zbog toga i jedinstveno
odreden kvocijent). Jedinstvena podreprezentacija jednaka je 6(AY) x §(A"), pri ¢emu
smo uveli oznake

AUZAluAQ, AﬁzAlﬁAg.
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Pretpostavimo sada da su o i gy ireducibilne reprezentacije takve da vrijedi
OpV® X -+ X U X 09 — O,

pri ¢emu su 01, . . ., 0y ireducibilne reprezentacije diskretne serije, a s, = --- > s; > 0 realni
brojevi. Ukoliko je oy temperirana, reprezentacija na lijevoj strani gornjeg epimorfizma je

standardni modul za ¢. U suprotnom, vrijedi
5Vt X 01— 0

pri ¢emu su oy i § ireducibilne (9 iz diskretne serije), a t realan broj veéi od 0. Zbog toga
mozemo pisati

eV X oo x 1 x vt X oy — 0. (%)

Sada Zelimo promijeniti redoslijed reprezentacija 0,0, -+, 6,0, vt tako da dobijemo
eksponente u padaju¢em poretku. Ako je t < s, onda se veé nalazimo u zeljenoj situaciji,
stoga pretpostavljamo da vrijedi t > s;.

Znamo da u epimorfizmu (x) sudjeluje neki ireducibilni subkvocijent reprezentacije
511t x ov'; ukoliko se radi o (jedinstvenoj ireducibilnoj) podreprezentaciji, ona je jednaka

kvocijentu reprezentacije dv' x 0,5, stoga umjesto (*) mozemo pisati
V%% X - x Ut x 611 X oy —» O,

Time smo doveli reprezentacije dv' i 0, u ispravan poredak (sjetimo se, vrijedi t > s7).
Ako u (%) ne sudjeluje podreprezentacija, veé (jedinstveni ireducibilni) kvocijent repre-
zentacije 61051 x o', onda se radi o ireducibilnoj reprezentaciji 6(A“) x §(A”) dobivenoj
kao u prethodnom dijelu napomene, uz oznake 6;0% = §(A;) i ov* = 0(Ay).
Zapisimo reprezentacije 0(A"Y) i 6(A") kao 0" 1 65" (ne nuzno u tom poretku),
tako da su 4] i &5 unitarne kvadratno integrabilne (definirane segmentima centriranima u

0) a ry = r; sredine odgovaraju¢ih segmenata®. Tada umjesto (*) moZemo pisati
OV X - X 05U x 01U X o —» 0.
Uocimo da brojevi r1 i 79 zadovoljavaju
§1 <11 <19 < U
to jest, zadnja dva eksponenta su i u ovom sluc¢aju u dobrom poretku. Induktivnim

ponavljanjem ovakvog postupka (najprije za dov®2 x 05r"™2, itd.) dobivamo padajuéi niz

eksponenata (pri ¢emu su svi pozitivni).

3Moguée je da je segment A™ prazan, no u tom je slucaju argument jos jednostavniji.
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Nakon sto dovedemo eksponente u padajuci poredak, cijeli postupak mozemo ponavljati
(pocevsi ovaj put od reprezentacije o; umjesto oy, itd.), sve dok reprezentacija oy ne
postane temperirana. Tada ¢emo na lijevoj strani epimorfizma (*) imati standardni

modul za reprezentaciju o.

Ovakvo "mijesanje" standardnih modula koristit ¢emo u vise navrata u nastavku.

4.2 Subkvocijenti velikih theta liftova

Sada krec¢emo na opis visih liftova. U kasnijem dijelu opisa morat ¢emo odvajati
sluc¢ajeve u ovisnosti o tome promatramo li reprezentacije simplekticke ili metaplekticke
grupe, no u pocetnim razmatranjima oba sluc¢aja mozemo tretirati jednako. Neka je, dakle,
7 € Irr(G(W,)) genericka reprezentacija simplekticke ili metaplekticke grupe. Neka je,

nadalje, m izomorfna vlastitoj standardnoj reprezentaciji:
T = xyo,v X - X xyo vt X om.

Prisjetimo se da ovo vrijedi za sve genericke reprezentacije simplekticke grupe prema
teoremu 1.8, dok za reprezentacije metaplekticke grupe ovo uzimamo kao dodatnu pret-

postavku (kojom jo$ uvijek ukljucujemo vrlo siroku klasu generickih reprezentacija).

U prethodnom smo se poglavlju bavili prvim liftovima, a sada zZelimo odrediti vise
liftove: 0_;(m) za I = 0, to jest m = n + 1 i vise. Podsjeéamo da je 6_;(m) oznaka za
lift reprezentacije m na V,,;14;; prema tome, za 7 € Irr(Sp(W,,)) uzimamo neparne, a za

7 € Irr(Mp(W,,)) parne vrijednosti [.

Fiksirajmo [ = 0 i ozna¢imo o = 6_;(w). Uobic¢ajenom primjenom Kudline filtracije,

to jest korolara 2.8, dobivamo
Xw o X e X xwo vt ) O (1) = O_y(m) = 0_(7) = 0. (0)

Osnovna nam je zadaca odrediti koji subkvocijent reprezentacije ©_;(mg) sudjeluje u
gornjem epimorfizmu. Da bismo opisali taj subkvocijent, moramo detaljnije analizirati

reprezentaciju my. Kao u prethodnom poglavlju, mozemo pisati
XvOy X -+ X X0y X T — o

pri ¢emu su 6y, ..., 0, moo ireducibilne reprezentacije diskretne serije. Uvedemo li oznaku

A = 0] x -+ x 6, korolar 2.8 ponovno daje

XwA X @_1(7('00) —» @_1(7'(0).
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Prema tome, imamo
Xwor® X oo X xwor®t x xwA x O_y(mg) — 0. (1)

Sada je glavno pitanje koji subkvocijent (nazovimo ga o) reprezentacije ©_;(mo) sudjeluje

u ovom epimorfizmu. Pokazat ¢emo da vrijedi

Propozicija 4.7 Subkvocijent reprezentacije ©_;(my) koji sudjeluje u epimorfizmu (1)

jednak je upravo 0_;(mo).

Napomena 4.8 Prisjetimo se rezultata iz [26] i [2]: 6_;(my) je Langlandsov kvocijent

reprezentacije
1—

1 =3 1+1g
2 XXW|‘| )

xwl - | X X xwl |2 %04, (moo) (*)

gdje je 6_;,(mo) prvi ne-nul lift na nivou veéem od ili jednakom n + 1. U prethodnom
smo poglavlju vidjeli da za genericku reprezentaciju simplekticke grupe imamo [y € {1, 3},
dok za genericke reprezentacije metaplekticke grupe imamo [ € {0, 2}.

Svaki drugi subkvocijent reprezentacije ©_;(mq) je:
o temperiran; ili

o Langlandsov kvocijent reprezentacije

=1 =3 140 ,
XW||2 XXW|'|2 XXXW|| 2 X 0y,

gdje je o neki temperirani subkvocijent reprezentacije ©_y(mo) (za I’ = ).

Pritom uoc¢imo da je Langlandsov kvocijent reprezentacije

=1 =3 4l ,
XW|‘2 XXW"‘2 X"'XXW"| 2 X 0y,

1+ 1-1 / : S i
e, T) x o(, (ovdje koristimo notaciju

ujedno i (jedinstveni) kvocijent reprezentacije xu (

iz. prethodnog odjeljka).
Sada smo spremni za dokaz prethodne propozicije.

Dokaz. Pretpostavimo, u skladu s prethodnom napomenom, da je subkvocijent og repre-

zentacije ©_;(moo) koji zelimo odrediti izomorfan jedinstvenom kvocijentu reprezentacije

1+01-1 ,
Xw B ,? ><IUO.

-1
2 0 2
Zelimo pokazati da vrijedi I’ = [y, to jest da se nalazimo u situaciji (%) iz prethodne

Ovdje dopustamo i da je segment [ | prazan, to jest da je oy = of, temperirana.

napomene.
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Buduéi da o sudjeluje u epimorfizmu (1), imamo

1+70 -1
XWHXXWAXXW( + )xaé—»a,

2 72
pri cemu smo 6,v°" x --- x 0% oznadili s II. Sada uoc¢imo da se nalazimo unutar uvjeta
/ _ . . . .
leme 4.1: (1;l ,%) komutira sa (skoro) svim reprezentacijama ¢ koje tvore A. Zbog

toga mozemo pisati

1+0 1—-1

xwll x xw <2, 2> X XwA x gy — 0. (1)

. . . . . v . . v . . . ’ —
Jedini iznimni sluc¢aj u kojem ovo ne mozemo napraviti je kada se segment [1;l ,%]

nadovezuje na neki od segmenata koji definiraju reprezentacije J;, to jest kada je
= r=1
o =0o([l -1z, [-]=]) = Stw

za neki indeks i € {1,..., k}. Ni tada situacija nije puno kompliciranija. Bez smanjenja op-
¢enitosti mozemo pretpostaviti da su reprezentacije §, 5, ..., 4., ..., d; poredane uzlazno

po duljini segmenta koji ih definira. Lemu 4.1 mozemo primijeniti da bismo zamijenili

mjesta (1%”, 1)1 6,,,...,6),. Nakon toga dolazimo do situacije
, 1+ 1-1
CX XWO; X Xw 5 5 X ...»0

pa iz napomene 4.4 slijedi da vrijedi

<1+l’l—1> ,
X Xw s | X Xxwl; X - >0

2 2
i 3+ 1—-1
+ — 11— 41
2 2
. v . . . v . 7+ 3+ -1
Prvi nas slucaj dovodi do istog zakljucka kao u (I), dok iz drugog (bududi da sada (5=, 5~)
komutira sa svim d7,...,0;_;) dobivamo
3+0U 1—1 1-r V41
XW“XXW( 2 ’2) (][5 ) oA xoh o, (I
pri ¢emu je A’ = §] x -+ X 5{ X -+ x 05 (ovdje g{ oznacava da ispustamo reprezentaciju ¢,
iz produkta).
U oba slucaja (11 1I) lmoielr/no napraviti sljedece: reprezentacija IT x (%’l, 1’71), odnosno
/ 1— 1
T x (320, 50 < §([| -], |- | 7 ]) moze se, koriste¢i napomenu 4.6 (tj. opéenito, Cinjenice
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iz [40]), presloziti u produkt

I = 6,0 x -+ x ;0%

(6; su ireducibilne reprezentacije diskretne serije; vrijedi e, > --- = e; > 0). Drugim

rije¢ima, dolazimo do standardnog modula
xwll' x 7 — o
za reprezentaciju o, pri ¢emu je 7 ireducibilni (i o¢ito temperirani) subkvocijent reprezen-

tacije xwA x o} (u slucaju I), odnosno yw A" x of, (u sluc¢aju II).

Uoc¢imo da smo pokazali sljedece:

(I) U sluéaju (I), reprezentacija IT" u kuspidalnom nosacu ima toéno |- |7, ||, ..., |-
I
|l%1 viska u odnosu na II.
(II) U slu¢aju (II), reprezentacija I’ u kuspidalnom nosacu ima to¢no ||z, |-| 2, ..., |-
/
|l%l te segment [155, 5] viska u odnosu na II.

Sada se pomoc¢u Kudline filtracije vracamo na simplekticki toranj: racunamo 6;(o) (pritom

znamo da vrijedi 6;(0) = 7) uzastopnom primjenom korolara 2.10 na epimorfizam
Xw oV X oo X Yo vt X T —» 0.

Primijenimo li korolar 2.10 to¢no t puta, dobit ¢emo

Xv (0e%) X - X Xy (010°1) X O (T) — .

Ovdje koristimo oznaku (0v¢) u skladu s napomenom 2.11. Nadalje, s & smo oznacili
broj onih segmenata za koje u korolaru 2.10 koristimo opciju (ii) (zbog toga ©; prelazi u
O-2k).

Sada opet preslozimo reprezentacije xy (0;7%) tako da dobijemo standardni modul

(tj. tako da sredine odgovarajué¢ih segmenata ¢ine padajué niz).

Napomena 4.9 Pokazimo da je takvo preslagivanje doista moguce. Svaka od reprezen-
tacija (0;0%) = §([p;v=%T¢  p;y®tei]) definirana je nekim segmentom ¢ija je sredina broj
e; > 0 (ovdje je a; nenegativan polucijeli broj). Nakon $to ih pomoc¢u korolara 2.10 dove-
demo ispred ©;_o(7), neke od reprezentacija (0;v°) (to jest, one koje dobivamo primjenom
opcije (ii)) definirane su malo drugacijim segmentima oblika [p;r =% "¢ p;p%tei=1] Eija je

sredina (e; — 3). Konkretno, imamo sljeded¢e moguénosti:

o Ako je a; = 0, onda je segment [p;v=%"¢ p,r% T4~ prazan; tada reprezentacija

(§;v%) zapravo ne postoji.
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o Moguce je da vrijedi e; — % = 0, to jest da je novi segment centriran oko 0.

o Za sve ostale neprazne segmente vrijedi e; — % > (. Naime, ako primjenjujemo opciju
(ii) u korolaru 2.10, to nuzno implicira (izmedu ostalog) da je e; polucijeli pozitivan

broj, stoga posebno vrijedi i e; > %

Nadalje, uo¢imo da doista moZemo presloZiti reprezentacije (§;v%) tako da sredine od-
govarajuc¢ih segmenata tvore padaju¢ niz. Naime, ako je potrebno zamijeniti mjesta
reprezentacijama (0,4 17°+1) i (§;%), to znadi sljedeée: poredak se poremetio jer je na
0; 1%+ primijenjena opcija (ii), a na ;2% opcija (i) — u suprotnom bi i dalje bile u

dobrom poretku. To znaci da vrijedi

(5i+1yei+1)

(0:v)

Qit1+€it1 | . |—ai+1+€i+l—1])
)

(Il -

([pl/—aﬁ-ei ’ pyai-‘rei] ) )

-5 :
=9
Ako pretpostavimo da su ovi segmenti ulancani, onda je p = 1 i vrijedi
o segmenti su ulancani, stoga je nuzno e; —e; 1 € %Z
o treba ih zamijeniti, dakle vrijedi e;;1 — % < e
 originalni poredak implicira e;; > e;

prema tome, jedina je moguc¢nost e; = e;,1. Odavde lako slijedi da segmenti ipak ne mogu

biti ulancani, stoga im doista mozemo zamijeniti mjesta.

Ukratko, mozemo pisati
xvIT’ x xy A" x O o (1) — 7.

Ovdje je s II” x A” oznacen produkt reprezentacija (9;7%) (u padajuéem poretku ekspo-
nenata e;); pritom smo one oblika o([| - [7%,] - |*]) grupirali u A”.

Sada, kako su svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije ©;_o(7) temperirani (ocito
je [—2k > 0 pa ovo slijedi iz propozicije 2.18), vidimo da je standardni modul reprezentacije
7 jednak

" "
Xvn X o

gdje je mj neki (ocito temperirani) ireducibilni subkvocijent reprezentacije xy A" x 0ok (7).

Iz jedinstvenosti standardnog modula sada slijedi da mora biti

"

vl = x I 1 7y = .

Posebno, I1” i IT imaju isti kuspidalni nosac¢. Veé smo ustanovili odnos izmedu kuspidalnih

nosaca II 1 II'. S druge strane, buduéi da smo opciju (ii) iz korolara 2.10 primijenili to¢no
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k puta, vidimo da kuspidalnom nosacu od II” nedostaje

-3 I+1_
2 . k
e

1-1
RN
zajedno sa segmentima koji su presli u A”, do kuspidalnog nosaca od II'.

Odavde (u oba slucaja, I i II) usporedbom lagano dolazimo do zakljucka da vrijedi
I'=1-2k.

Napomena 4.10 U slucaju (I) lako vidimo da niti jedna reprezentacija ne smije zavrsiti

u A, dok se u (II) u A” moZe (i mora) nalaziti samo segment [35-, “52], koji je i doSao

iz temperiranog dijela.

Sada iskoristimo i drugi uvjet: xyA” x Oy (7) ima genericki subkvocijent izomorfan s

mo. Sljedeca lema pokazuje da je ovo moguée jedino ako je I’ = [.

Lema 4.11 Za I’ > [ reprezentacija xyA” x Oy (7) ne sadrzi subkvocijent izomorfan s

70-

Dokaz. Prisjetimo se da je [y najmanji nenegativan broj takav da je lift 0_, (mgo) razlicit

od nul-reprezentacije. Najprije dajemo dokaz u slucaju kada se yyA” ne pojavljuje.

Napomena 4.12 Znamo da je reprezentacija 6_;,(my) temperirana, dok su za sve I’ > [y
liftovi _y (7o) netemperirani. Takoder, znamo da je reprezentacija 6_;,(my) temperirana,

(ako je razli¢ita od nul-reprezentacije).

Neka je sada 7 ireducibilna i temperirana reprezentacija ortogonalne grupe, a I’ > [
takav da Op(7) sadrzi subkvocijent izomorfan s my (posebno, vrijedi ©y(7) # 0). Tada

imamo nekoliko moguénosti.

(i) Ako 7 ne sadrzi reprezentaciju yu Sty u temperiranom nosacu, onda je Oy(7) ire-
ducibilna (npr. [2, propozicija 5.4]). Odavde slijedi da bi moralo biti 6, (1) = m,
odnosno 0_p(m) = 7. S druge strane, znamo da ovo nije moguce jer theta lift _, ()

netemperiran za [ > [.

(ii) Ako 7 sadrzi reprezentaciju xwSty, trebamo detaljniju analizu. Znamo da mozemo

zapisati 7 kao direktni sumand inducirane reprezentacije

Xw(sl X e X XW52 X Xw(stl/,h> X Tq-

Ovdje su ¢y, ..., 0;, 74 reprezentacije diskretne serije, dok smo s h oznacili broj pojav-
ljivanja reprezentacije xw Sty u temperiranom nosacu. Sada opet razlikujemo dva
sluéaja: 6[’ (Td) #01i @l/ (Td) =0
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a)

Neka je Op(74) # 0. Imamo
XwA x xw(Str, h) x 74 —> T

pri ¢emu smo oznaku A privremeno iskoristili za 6; x - -+ x ;. Buduéi da trazimo
subkvocijente reprezentacije Oy (1), mozemo koristiti propoziciju 2.7 i ra¢un kao

u korolaru 2.9. Dobivamo da je my subkvocijent jedne od sljede¢ih reprezentacija:
o XvA x xv(Sty, h) x Op(14);
o XA X X (St b= 1) x (][5 [F]) 2 Ora(ma).
U prvom sluéaju znamo da je Op(7y) ireducibilna reprezentacija diskretne serije;
ako xyv A x xy (Sty, h) x ©p(74) sadrzi subkvocijent izomorfan s 7y, onda mora vri-
jediti upravo moy = Oy (74). Ovo nije moguce za I’ > ly, jer bi tada reprezentacija
0_y(moo) = 74 bila temperirana, Sto je u kontradikeiji s napomenom 4.12.
Sliéno, u drugom slucaju znamo da je ©p_s(7y) ireducibilna reprezentacija dis-
kretne serije. Nadalje, znamo da je Op_»(74) subkvocijent reprezentacije | - |1%l/ X

O©u(1q) ([18, prop. 4.1]). Prema tome, 7 je genericki subkvocijent reprezentacije

11

XA X (St b= 1) s xwd([] 177,17 x xvl - |77 % Ou(7a).

Usporedbom kuspidalnih nosa¢a, pomocu teorema 1.6 (multiplicity one) zakljucu-
jemo da jedinstveni genericki subkvocijent ove reprezentacije mora biti izomorfan
jedinstvenom generickom subkvocijentu reprezentacije xy A x xy (Sty, h) x Op(74).
S druge strane, svi ireducibilni subkvocijenti ove reprezentacije su temperirani i
imaju ©y(7,) u temperiranom nosacu. Prema tome, i u ovom bi slu¢aju reprezen-
tacija moo trebala biti izomorfna s Oy (74), a ve¢ smo zakljucili da to nije mogudée

za l' > lo.

Preostaje ispitati Sto se dogada kada je ©y(74) = 0. Prisjetimo se da je 7 direktni

sumand reprezentacije

XwA X xw(Sty, h) 3 74.

Odaberemo li odgovarajucéi ireducibilni (i temperirani) subkvocijent 71 reprezen-
tacije Sty x 74, mozemo definirati 7,41 = Sty x7;za j = 1,2,...,h—1 pa vidimo
da je 7 direktni sumand reprezentacije xww A x 75,. Odavde pomoc¢u korolara 2.8
slijedi
XvA x Op(1,) = Op(T).

Uocimo da je sada dovoljno pokazati da niti jedna od reprezentacija Op(7;) nema
generickih subkvocijenata. Pokazat ¢emo ovo indukcijom.

Najprije, tvrdnja ocito vrijedi za 7 = 1: buduéi da su svi ireducibilni subkvocijenti

od ©p(7) reprezentacije diskretne serije, zakljucujemo da je Oy () = Oy (1)
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ireducibilna. Ako je k tome i genericka, iz jednakosti kuspidalnih nosaca slijedi
da bi moralo vrijediti 0y(m) = mep. Odavde bi slijedilo da je reprezentacija
0_y(moo) = 71 temperirana, no veé¢ smo konstatirali da za I’ > [ ovaj theta lift

reprezentacije myy nije temperiran.

Pretpostavimo sada da ©y(7;) nema generickih subkvocijenata. Znamo da vrijedi
XWstl/ X T; = Tjtl,

pa istim racunom kao u dokazu korolara 2.9 dolazimo do zakljucka da su svi
ireducibilni subkvocijenti reprezentacije ©y(7;4+1) ujedno i subkvocijenti jedne od

sljedec¢ih reprezentacija:
].) Xvstl/ X @y(Tj);
1= =)
2) xvo([l- 727, [-[72]) » Ora(7)).

Po induktivnoj pretpostavci, reprezentacija Oy (7;) nema generickih subkvcijenata,

stoga ih ni cijela reprezentacija u (1) ne moze imati.

S druge strane, nije tesko pokazati da je reprezentacija Op_o(7;) ireducibilna.
Osim toga, mora vrijediti 8, (7;) # 0 (inace bi slijedilo i 8y(7;41) = 0). Zakljucu-
jemo da je ©Op_o(7;) = Oy_o(7;) subkvocijent reprezentacije xv | |% x0y(7j). Zbog
toga su svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije u (2) ujedno i subkvocijenti
reprezentacije
1-v =3 1=
xvO([| - [0 [ =2 ) < xvl - [727 %0 0 (75).

Kako po induktivnoj pretpostavci 0y (7;) nije genericka, zaklju¢ujemo da ni gornja

reprezentacija ne moze imati generickih subkvocijenata.

Primijetimo da se u svim slu¢ajevima dokaz svodi na ¢injenicu da bi reprezentacija Oy (74)

trebala (a ne moze) biti izomorfna s m; zbog toga isti dokaz mozemo provesti i kada se

xvA” pojavljuje. ]

Ovime je zavrsen dokaz propozicije 4.7: pokazali smo da vrijedi I’ = [y, to jest da je

subkvocijent koji sudjeluje u epimorfizmu (1) jednak upravo 6_;(mgo). Imamo, dakle,

Xw o X oo X X vt X xwA % 0_y(m0) — 0. (2)

]

Do sada nasa razmatranja o visim liftovima nisu ovisila o tome je li 7 reprezentacija

simplekticke ili metaplekticke grupe. U nastavku proucavamo ova dva slucaja zasebno.
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4.3 Slucajevi za m € Irr(Sp(W,))

Prije nego Sto nastavimo s odredivanjem standardnog modula reprezentacije 6_;(7),
vratimo se na trenutak na epimorfizam (0). U procesu odredivanja standardnog modula,
pokazat ¢emo da je subkvocijent reprezentacije ©_;(m) koji sudjeluje u tom epimorfizmu
jednak upravo 0_;(m). Izgled theta lifta 6_;(my) u potpunosti je odreden u ¢lancima [28] i
[2]; bududi da ¢e biti korisni u ra¢unima koji slijede, podsje¢amo na odgovarajuce rezultate

-1

u sljedecoj napomeni. U cijelom odjeljku fiksiramo oznaku r = =5=.

Napomena 4.13 Neka je my genericka temperirana reprezentacija simplekticke grupe s

parametrom ¢ te neka je [ > 1 neparan.
(i) Ako je kratnost mg(xy) parna, imamo dva podslucaja:

e ako yy nije u temperiranom nosacu reprezentacije my, onda je na oba tornja
(temperirana) reprezentacija 6_;(my) prvo pojavljivanje reprezentacije m. Za

[ > 1 imamo standardnu reprezentaciju

T e X XW| . |1 X 9_1(71'[)) - 9_1(71'0)-

xwl - |
« ako se xy pojavljuje h puta u temperiranom nosacu reprezentacije my, onda na

donjem tornju imamo

T

Xw| . ‘ X - X XW’ . ‘1 X 9,1(71'0) —» 9,[(71'0).

dok na gornjem tornju vrijedi

-

Xw| - |2

X X xw| P % XwStor? x (xw,h—1) x0_1(m)) = 0_y(m0).

Ovdje je m, (jedinstvena) ireducibilna temperirana reprezentacija takva da

vrijedi mp < (xv, h) % 7.

(ii) Ako je kratnost mg(xv) neparna, na donjem je tornju reprezentacija 6_;(m) tempe-
rirana te imamo

-1

Xwi - X -+ X Xw‘ . ‘1 X 071<7T0) — 9,[(71'0).

(iii) Ako je kratnost mg(xy ) neparna, na gornjem je tornju reprezentacija 6_s(mp) tem-
perirana i vrijedi

-1

xwl -7 x - x x| - P20 0g(m0) = 0y (mo).
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Vratimo se sada na epimorfizam (2). Odredujemo standardni modul reprezentacije
o = 0_;(m); imamo nekoliko slu¢ajeva u ovisnosti o izgledu parametra reprezentacije m,

te ih odvajamo na nacin prikazan u sljede¢em dijagramu:

Dijagram 1: podjela na slucajeve za 7 € Irr(Sp(W,,)).

Kratnost xyy u ¢

°
s %
> 2,
S 2,

Xv se pojavljuje? Toranj
SN g
& o 37 2,
/% 7%
la 1b 2 3

Slucaj la: my(xv) =0

U ovom je sluc¢aju na oba tornja 6_;(mo) Langlandsov kvocijent reprezentacije

XW| : |r X X XW| : |1 X 9—1(%0)-

Odavde takoder slijedi da je 0_;(mo) jedinstveni kvocijent reprezentacije
xw(1,7) % 0_1(mo0)-
Zbog toga iz epimorfizma (2) dobivamo
Xw o™ X oo X xworr®t x xwA X xw(l,7) x 0_1(me0) — 0.

Sada koristimo lemu 4.1: reprezentacija yw(1,7) moze zamijeniti mjesto sa svim repre-

zentacijama diskretne serije d; koje sudjeluju u produktu A. Zbog toga imamo
Xw o x oo X xworv®t x xw (1, 1) X xwA % 0_1(m0) — 0. (3.1)

Kona¢no, vidimo da postoji ireducibilni subkvocijent 7 reprezentacije xwA x 0_1(moo)
takav da vrijedi

Xw o X o X xw ot x xw(1,r) X 7 — 0. (4.1)

Uoc¢imo da je reprezentacija 7 temperirana, jer je 6_;(mgo) temperirana (Stovise, u ovom
slucaju se radi o reprezentaciji diskretne serije), kao i svi subkvocijenti reprezentacije A.

Sada tvrdimo:
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Lema 4.14 Reprezentacija na lijevoj strani gornjeg epimorfizma posjeduje jedinstveni

ireducibilni kvocijent.

Dokaz. Pokazat ¢emo da je promatrana reprezentacija kvocijent neke standardne repre-
zentacije, stoga i sama mora imati jedinstveni ireducibilni kvocijent. Koristimo lemu
4.1. Neka je [pv°, pv?] segment kojim je definirana reprezentacija d;v°1 (posebno, vrijedi
51 = #) Pretpostavimo da je reprezentacija p jednaka trivijalnom karakteru 1 grupe
GL;(F) = F* te da su c i d cijeli brojevi®.

Ako je s; = r, onda smo gotovi: naime, reprezentacija je tada ocito kvocijent stan-

dardne reprezentacije

Xw O™ X - X xw O™ X xw |- [ xw - [P
stoga ima jedinstveni ireducibilni kvocijent.
Ako je s; < r, mozemo sa s oznaciti najmanji broj u skupu {1, ..., r} veéi od ili jednak

s1. Tada je reprezentacija (1,7) kvocijent reprezentacije (s,7) x (1, s—1) (uo¢imo, segment
[1, s — 1] moze biti prazan, no to nam ovdje ne smeta).
Sada je kljuéno uociti da vrijedi s < d. U suprotnom, buduéi da je d cijeli broj, imali

bismo s > d+ 1 > s; + 1 sto je kontradikcija s minimalnoséu broja s.

Napomena 4.15 Drugim rije¢ima, za s koji smo izabrali mora vrijediti s —s; < 1. Ovo

c+d

5~ > 0 sigurno polucijeli

mozemo postiéi jer s biramo iz skupa {1,...,r}, dok je s; =
broj vedi od ili jednak %
Ovo naglasavamo jer ¢e se u kasnijim slucajevima dogadati iznimke koje ¢emo morati

tretirati posebno.

Zakljuéili smo da vrijedi ¢ < s < d, stoga se nalazimo unutar uvjeta leme 4.1 (ako je
r > d) ili napomene 4.3 (ako je r < d). U svakom slucaju, reprezentacija d;v°' x (s,7) je
ireducibilna pa zakljuc¢ujemo da je izomorfna reprezentaciji (s,r) x d;v°'. Prema tome,

reprezentacija

Xwor X oo X xwo vt x xw (1, r) x T

je kvocijent reprezentacije

|5_1 X T.

Xw O X - X xw0ar™ X xw (s, 1) X xwoir™ X xwl - x oox x|

Sada induktivno nastavljamo postupak, pocevsi od reprezentacija xwdar*? i xw(s,r).
Jedini detalj koji treba provjeriti da bismo induktivni korak napravili na isti nac¢in je
opservacija iz prethodne napomene. Bududi da vrijedi sy > s1, a s je bio najmanji cijeli

broj veéi ili jednak s1, i u ovom koraku ée biti ispunjeni uvjeti Zeljeni uvjeti: ako s s

4Ako jedan od ovih uvijeta nije ispunjen, argument ée izgledati isto, osim $to neée biti potrebna
primjena leme 4.1.
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ozna¢imo najmanji broj iz skupa {s,...,r} veéi od ili jednak so, imat ¢emo s’ — sy < 1.
Prema tome, doista ¢emo moc¢i napraviti induktivni korak.

Ocito je da ¢emo nakon konacnog broja ovakvih koraka doé¢i do standardne repre-
zentacije. Prema tome, pokazali smo da je nasa reprezentacija kvocijent standardne

reprezentacije, stoga mora imati jedinstveni ireducibilan kvocijent. ]

Uocimo da smo prethodnom lemom odredili izgled standardnog modula za reprezen-
taciju o: potrebno je jednostavno rasporediti reprezentacije xw| - [", ..., xw| - |! medu
Xwo v, ..., xwo1v®! tako da dobijemo eksponente u padajué¢em poretku. Jedino Sto
preostaje je odrediti temperirani dio standardnog modula, to jest reprezentaciju 7.

Pokazali smo da reprezentacija w0, x - -+ x xwo1v°* x xw(1,r) x 7 iz epimorfizma

(4.1) ima jedinstveni ireducibilni kvocijent. Prema tome, vrijedi
X X o X xwh vt )T = o

pri ¢emu je 7" jedinstveni ireducibilni kvocijent reprezentacije xw (1,7) x 7 (to jest, Lan-
glandsov kvocijent od x| - |7 x -+ x xw| - |* x 7).

Sada je bitno uociti sljede¢u ¢injenicu:
Lema 4.16 Reprezentacija 7' je subkvocijent reprezentacije © _;(my).

Ovakvu ¢emo opservaciju koristiti i u svim ostalim slucajevima, stoga ju sada detaljno

argumentiramo:

Dokaz. Promatramo epimorfizme (0), (1), (2), (3.1) i (4.1). Uvedimo oznaku II = 6,° x
- x 01v°" 1 krenimo od epimorfizma (0). Znamo da postoji neki ireducibilni subkvocijent
reprezentacije ©_;(mp) koji sudjeluje u tom epimorfizmu.

Iz (0) dolazimo do (1) tako da pomocu korolara (2.8) uocimo da postoji epimorfizam
XwA x O (m9) = O_y(m).

Neka je A jezgra ovog preslikavanja. Sada koristimo egzaktnost indukcije da bismo gornji

epimorfizam podigli do epimorfizma (1), koji se faktorizira kao
XWH X XwA X ®,l<7Too) - XWr[ X @,l(ﬂ'o) — 0.

Uoc¢imo da je cijela reprezentacija yw Il x A sadrzana u jezgri ovog epimorfizma; prema
tome, koji god subkvocijent reprezentacije xwA x ©_;(my) sudjeluje u (1), ne moze se
raditi o subkvocijentu reprezentacije A, ve¢ o subkvocijentu sadrzanom u ©_;(m).

U dokazu propozicije 4.7 pokazujemo da niti jedan ireducibilni subkvocijent osim
(jedinstvenog) kvocijenta reprezentacije ©_;(my) ne moze sudjelovati u epimorfizmu 1.

Prema tome, ako s ©° oznacimo jedinstvenu (pravu) maksimalnu podreprezentaciju od
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©_y(mgo), vidimo da je reprezentacija IT x xwA x ©° sadrzana u jezgri epimorfizma (1).
Time dolazimo do epimorfizma (2), a o¢ito i dalje vrijedi isti zaklju¢ak kao maloprije:
svaki ireducibilni subkvocijent reprezentacije xwA x 0_;(mgo) koji sudjeluje u (2) morao
je doéi iz ©_;(m).

Reprezentacija xw(1,7) x xwA x 6_1(m) koja se pojavljuje u (3.1) je kvocijent
reprezentacije xwA x 6_;(mg) koju imamo u (2), stoga i ovdje, bas kao u prijelazu
s (0) na (1), dolazimo do istog zakljucka: svaki ireducibilni subkvocijent reprezentacije
xw (L1, 7) x xwA x0_1(mgo) koji sudjeluje u (3.1) mora biti subkvocijent od xw A x 6_;(mg0)
i sudjelovati u (2). Zbog toga mora biti i subkvocijent reprezentacije ©_;(mg).

Bududi da smo pronasli subkvocijent — to jest, 7" — reprezentacije xw (1,7) x xwA %
0_1(moo) koji sudjeluje u (3.1), zakljucujemo da je 7" subkvocijent reprezentacije ©_;(m).

O

Konacno, preostaje pokazati da vrijedi

Lema 4.17 Jedini subkvocijent reprezentacije ©_;(mg) ¢iji standardni modul ima oblik

xwl| |7 x - x xwl| - [P x 7 jednak je upravo 0_;(m).

Dokaz. Neka je 7/ subkvocijent reprezentacije ©_;(mp) takav da vrijedi

xwl " x x| P > 7
za neku temperiranu reprezentaciju 7. Oznac¢imo s 7 Langlandsov kvocijent reprezentacije
xw| [T x o x xw || x 7, tako da imamo xw |- |" x 71 — 7/, odnosno 7" < xw |- |77 x 7.
Sada koristimo Kudlinu filtraciju kao na kraju dokaza leme 3.8: imamo Hom(7', xw| -
|77 % 11) # 0 pa koristeci Frobeniusov reciprocitet zakljuéujemo Hom(Rp, (7'), xw| - [7" ®
71) # 0, pri ¢emu smo s P oznacili odgovarajucu standardnu maksimalnu parabolicku
podgrupu ortogonalne grupe. Drugim rije¢ima, yw|-|™" ® 71 je kvocijent reprezentacije
Rpr(7')xw-7» @ zbog toga je ujedno i subkvocijent reprezentacije Rp; (©_1(m0)) |-
S druge strane, my ® RP{(G)_l (70))xw ||+ je o€ito kvocijent reprezentacije Rpr (Wing,no )
— ovdje je ng definiran s my € Irr(Sp(Wh,)), mo = no + 1 + 1, & Wy n, je odgovarajuca
Weilova reprezentacija. Sjetimo se i da vrijedi r = l’Tl Kudlina filtracija za Rp:(wWmgn,)

je

J = xw| |7 ®Wmg_2n, (kvocijent)

J'=Ind(X; @ Wy—2me—2) (podreprezentacija).

Sada nije tesko pokazati da je J' ne sudjeluje u epimorfizmu Rp; (W) — Mo ®
Rpr(©-1(70))yy |- Naime, u suprotnom bismo primjenom drugog Frobeniusovog re-
ciprociteta dobili da R (7o) (gdje smo s Py oznacili suprotnu parabolicku podgrupu) ima
kvocijent oblika | - |" ® 7. Bududi da je my temperirana, a r > 0, Casselmanov kriterij

pokazuje da ovo nije moguce.
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Odavde zakljucujemo da je mo® Rp; (©_1(70))yyy |-~ kvocijent reprezentacije .J, odakle
lako slijedi da je 71 subkvocijent od ©y_;(m).

Induktivnim ponavljanjem ovog argumenta dolazimo do zakljucka da je reprezentacija
T subkvocijent reprezentacije ©_1(m), no ona je ireducibilna, stoga imamo 7 = ©_;(m) =

0_1(mo). Prema tome, pokazali smo da je 7" Langlandsov kvocijent reprezentacije

-1

xw |7 x - x xw| - [P % 0_1(mp).
Prema napomeni 4.13 (i), odavde slijedi 7" = 0_;(m). O
Ovime je zavrSen slucaj (la). Rezimirajmo: pokazali smo da vrijedi
xwll x 0_(mg) = 0_y(m),

te smo odredili i standardnu reprezentaciju za 6_;(m):

O-i(m) = LOxwo, v, ., xwoir™ xw| - 7o oxw| - 1 0-1(m)).

Slucaj 1b: my(xv) = 2h >0

[ u ovom je sluc¢aju na oba tornja 6_;(my) Langlandsov kvocijent reprezentacije

I

Xwi|-| X=X XW| : |1 X 9—1(%0)-

to jest, jedinstveni kvocijent reprezentacije
xw(1,7) x 6_1(m00).
Zbog toga iz epimorfizma (2) opet dobivamo
Xw o X oo X xworr®t x xw A X xw(l,7) x 0_1(me0) — 0.

Razlika u odnosu na prethodni slucaj je sto my sadrzi yy u temperiranom nosacu; ekviva-
lentno, medu reprezentacijama koje sudjeluju u definiciji A nalazi se i trivijalni karakter
grupe GLy(F), i to h puta jer smo pretpostavili mg4(xy) = 2h. Zbog toga mozemo pisati
XwA = (xw,h) x xwA’ (za odgovarajuéu reprezentaciju A’ induciranu iz reprezentacija
diskretne serije).

Koristedi lemu 4.1, odnosno napomenu 4.3, mozemo premjestiti reprezentaciju xw (1, 7)

i umjesto gornjeg epimorfizma pisati

Xw o X - x xwov® x (xw, h) x xw (1,7) x xwA' x 0_(m) — 0.
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Ovdje se situacija komplicira u odnosu na prethodni sluc¢aj: prema napomeni 4.4, re-
prezentacija (xw,h) x xw(1,7) se reducira. Znamo da reprezentacija 1 x (1,r) ima dva

ireducibilna subkvocijenta; prema napomeni 4.4 to su

(i) (0,7);
(ii) L =(jedinstveni) kvocijent od (2,r) x Stav2.

Odavde lako slijedi da iz gornjeg epimorfizma imamo grananje u dva moguca slucaja,

prema tome koji subkvocijent reprezentacije (xw,h) x xw(1,r) sudjeluje u epimorfizmu:
(1) Xworv™ x - x xwor® x xw(1,7) x (xw, h) x xwA" x 6_1(m00) = 0;
(il) xwo, v x -+ x xworr™ x xwL x (xw,h —1) x xwA" x 0_1(mp) — 0.

U oba slucaja mozemo specificirati ireducibilni subkvocijent temperiranog dijela:

(i) Postoji ireducibilni (i temperirani) subkvocijent 7 reprezentacije (xw,h) x xwA’ x

0_1(moo) takav da vrijedi

Xw o X o X xworv®t x xw (1, 1) X 1 — o;

(ii) Postoji ireducibilni (i temperirani) subkvocijent 75 reprezentacije (xw, h—1) X xwA’x

0_1(mo) takav da vrijedi

XV’ X oo X xwor vt X xwL X 19 — 0.

Ako vrijedi (i), nastavljamo s dokazom kao u prethodnom sluc¢aju (pomoéu leme 4.14);
na potpuno isti nacin zakljuéujemo da je subkvocijent reprezentacije ©_;(mg) koji sudjeluje

u epimorfizmu Langlandsov kvocijent reprezentacije

XW"|TX"'XXW"

It % 7.
Ako vrijedi (ii), mozemo na isti nac¢in dovrsiti dokaz, osim u jednom iznimnom slucaju.
Naime, za bazu u induktivnom dokazu leme 4.14 klju¢éna je bila pretpostavka da od
segmenta [1,r] mozemo uzeti podsegment [s,r] tako da se d,v°" x (s,r) ne reducira —
kljuéna je ¢injenica da za s vrijedi s — s; < 1. Sada, kada kre¢emo od segmenta [2,7],
mozemo naic¢i na situaciju u kojoj ovo ne vrijedi. Naime, mogucée je da za gornji rub
segmenta |[c, d] (koji definira reprezentaciju d;2°') vrijedi d = 1. U tom je slucaju s; < 1
pa dobivamo s = 2, no sada je reprezentacija d;v°! x (s,7) = 0([c, 1]) x (2, r) reducibilna,
stoga ne mozemo napraviti zamjenu poretka.

Uoc¢imo da se gore opisana situacija javlja samo za d = 1; buduéi da mora biti c+d > 0,

jedine su moguénosti [¢,d] = [0,1] i [¢,d] = [1], odnosno, 8, = Storz i G5 = | - |1,
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Moguénost §;7°1 = |- |* moZemo odmah eliminirati: buduéi da se yy nalazi u temperi-
ranom nosacu reprezentacije my, a xv| - |' X xy se reducira, koriste¢i [27, lema 2.1 i 2.2]
dobivamo da se standardni modul za 7 reducira ako se u njemu javlja xy| - |'. Bududi da
je m genericka, ovo nije moguce.

Mogucénost 6, %" = Stgyé ne mozemo eliminirati tako lako. S druge strane, primijetimo
da se XVStQV% moze u standardnom modulu za 7 pojaviti najvise jednom; u suprotnom
bismo opet, zbog ¢injenice da se Stor? x Stor 2 reducira, mogli zakljuciti da se standardni
modul za 7 reducira ([27, str. 134]).

Pretpostavimo, dakle, da vrijedi (ii) te da je §;v* = Stov2. Tada imamo
X OV X -0 X X oar®? X XWStQV% X xwlL X T — 0.

Lema 4.5 pokazuje da je reprezentacija XWStQV% x xw L ireducibilna. Zbog toga umjesto

XWStgy% x xw L mozemo pisati yw L X XWStQV% pa dobivamo
XWX - X xwar® X X (2,7) X xwStavE X xwStarE x 75 — 0.

Sada nastavljamo dokaz kao u lemi 4.14: pokazali smo da segmenti koji definiraju preostale
reprezentacije d,v°2,...,5,/° ne mogu imati gornji rub jednak | - |!, stoga ée uvjet iz
napomene 4.15 biti ispunjen te ¢emo moci provesti algoritam kao u dokazu leme. Time
smo i u ovom iznimnom slucaju pokazali da reprezentacija na lijevoj strani epimorfizma
(ii) ima jedinstven kvocijent.

I ovdje mozemo primijeniti argumentaciju kao u lemi 4.16. Time smo moguénosti (i)
i (ii) doveli do sljedeceg zakljucka: subkvocijent reprezentacije ©_;(my) koji sudjeluje u
epimorfizmu (0) ima standardni modul oblika
K

(i) xwl|-|"x - xxw| | xm;ili

(1) xwl| -7 x - x xwl|- 2 x YwStar2 x 7.

Preostaje odrediti vrijedi i (i) ili (ii), te kako izgledaju 71, odnosno 7. Postupamo kao u

lemi 4.17; nakon odgovarajuc¢eg broja koraka dolazimo do sljedec¢ih zakljucaka:

o ako vrijedi (i), onda je (jedinstveni) kvocijent reprezentacije xw /|- |' % 7, izomorfan

nekom subkvocijentu od ©_3(m);

o ako vrijedi (ii), onda je (jedinstveni) kvocijent reprezentacije XWStQV% X Ty izomorfan

nekom subkvocijentu od ©_3(m).

Pokazat ¢emo da (i) vrijedi za liftove na donji toranj, a (ii) za liftove na gornji toranj.
Sjetimo se da vrijedi my(xv) = 2h, to jest da se xy pojavljuje h puta u temperiranom

nosacu reprezentacije my. To znaci da postoji ireducibilna temperirana reprezentacija
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¢iji parametar ne sadrzi yy, takva da vrijedi
To < (Xv,h) X 7T6.

Znamo da je ova reprezentacija potpuno reducibilna; buduéi da yy nije u parametru
reprezentacije 7, zaklju¢ujemo da je reducibilna, te da ima to¢no dva direktna sumanda.

Jedan od njih je m, a drugi nazovimo ;. Uoc¢imo da vrijedi

Hom(w, (xv, h) % 7)e = Hom(w, 70) s @ Hom(w, 7)o

= 0,__5(m0) ®O,__3(m).

S druge strane, ve¢ uobicajenom primjenom Kudline filtracije (kao u korolaru 2.8) dobi-
vamo

Hom(w, (xv, h) = 7T(/J>oo — (xw,h) x @;’:73(7%))

pa uzimanjem kontragredijenta slijedi
(xw, h) X O1—_3(my) — O1—_3(mo) ® O—_3(m1).

Mi trazimo netemperirane kvocijente reprezentacije ©_3(m). Uo¢imo da se sada nalazimo
u istoj situaciji kao u lemi 3.8. Prema tome, zaklju¢ujemo da su svi subkvocijenti reprezen-
tacije ©;—_3(m() osim 0_3(my) = L(xw/|-| »x 0_1(7)) temperirani. Odavde slijedi da su svi
netemperirani ireducibilni subkvocijenti u ©;—_3(m) @ ©;—_3(m) ujedno i subkvocijenti

reprezentacije (xw,h) X xw| - | X ©,=_1(m), odnosno reprezentacije
A= xwl-[x (xw,h) x Or__1(m).

Kao u lemi 3.8, reprezentacija ©,—_1(m}) je ireducibilna i temperirana, te sadrzi xw u
parametru, stoga je i B = (xw,h) x ©,—_1(m) ireducibilna i temperirana. Sada lako

vidimo da vrijedi
Lema 4.18

a) Reprezentacija xw|-| x B sadrzi samo jedan netemperirani subkvocijent ¢iji je stan-

dardni modul oblika yw| - | x 7.

b) Reprezentacija xyw| - | X B sadrzi samo jedan netemperirani subkvocijent ¢iji je stan-

dardni modul oblika XWStQV% X Ty,

Dokaz. Dokaz se sastoji od jednostavnog racuna sa Jacquetovim modulima i primjene

Casselmanovog kriterija.

a) Neka je C' subkvocijent ¢iji je standardni modul oblika x| - | x 7. Tada vrijedi C' —

xw| |7t » 7 paimamo i Rp, (C') = xw| - |7' ® 7. Posebno, vrijedi Rp, (C')y,, -+ # 0.
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S druge strane, mozemo rac¢unati Rp, (xw|-| % B); koristimo formulu p*(xw|-|x B) =
M*(xw|-|) x u*(B) (sekcija 1.4.2). Buduéi da je B temperirana, prema Casselmanovom
kriteriju vrijedi Rp, (B)

se nalazi u Rp, (xw|-| % B)

xw||-t = 0 pa vidimo da je jedini ireducibilni subkvocijent koji

w1 jednak upravo xw |- |7t ® B. Odavde slijedi tvrdnja.

b) Ovdje postupamo na slican nac¢in: ako je C' subkvocijent sa standardnim modulom
oblika xw Stor2 175, onda lako vidimo da J acquetov modul Rp, , (C') sadrzi subkvocijent
oblika xw ® xw|-|* ® 72. Sada iskoristimo temperiranost reprezentacije (xw,h— 1) x
©1—_1(mg) i gornju formulu za p* pa vidimo da je jedini ireducibilni subkvocijent ovog
oblika u (semisimplifikaciji reprezentacije) Rp, , (xw|-| x B) jednak upravo xw & xw/| -
7' ® (xw, h — 1) x ©,—_1 (7). Odavde slijedi i ovaj dio tvrdnje.

]

Usporedimo rezultat ove leme s napomenom 4.13: reprezentacija A ocito sadrzi sub-
kvocijente 0_3(my) i 0_5(m1), a u napomeni 4.13 vidimo da su njihovi standardni moduli
upravo oni koje opisuje prethodna lema. Prema tome, to su ujedno i jedini subkvocijenti
reprezentacije A koji imaju standardni modul trazenog oblika. Buduéi da subkvocijent
0_3(m ) ne pripada reprezentaciji ©_3(m), zakljucujemo da je 6_3(mp) jedini subkvocijent
reprezentacije ©_3(mo) koji moze imati standardni modul trazenog oblika.

Stovise, iz napomene 4.13 vidimo i sljedeée:

(i) Ako se radi o donjem tornju (u odnosu na m), onda je
0_s(mo) = Lxw| - | % 0-1(mo)).
(ii) Ako se radi o gornjem tornju, onda je

0_3(m0) = LxwStar? x ((xw, h — 1) x 0_1 (7).

U oba slucaja je 6_;(mg) kvocijent reprezentacije x| -|" x - -+ x xw|-[* x 0_3(mg). Vratimo
li se sada na moguénosti (i) i (ii) prije leme 4.18, vidimo da ovo pokazuje sljedece: i na

gornjem i na donjem tornju vrijedi
Xw o X oo X xw ot x 0y (mg) — 0_y().

Nadalje, argumentacija (koju smo ve¢ proveli) kao u lemi 4.14 pokazuje da standardni
modul za reprezentaciju 6_;(7) dobivamo tako da reprezentacijama koje se pojavljuju u

standardnom modulu za 0_;(m) dodamo xwd,v°, ..., xwdo1v* (i ispravno ih poredamo).

Slucaj 2: neparna kratnost mg(xv), donji toran]

Ovaj je slucaj jednostavniji od prethodnog. Kao i u prethodna dva slucaja, imamo
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w(l,7) % 0_1(mg) — 0_(m00), stoga iz epimorfizma (2) slijedi
Xwor® X oo X xworr®t x xw A X xw(l,7) x 0_1(m0) — 0.

U prethodnom su slucéaju komplikacije nastale jer reprezentacija yw (1,7) nije mogla
zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama koje sudjeluju u xwA (problem je bio u

reprezentaciji xw ).

Razlika u odnosu na prethodni slucaj je sljedeca: buduéi da je kratnost reprezentacije
Xy u parametru ¢ sada neparna, zakljucujemo da se yy pojavljuje i u parametru za
Too- Prema teoremu 2.16 sada vidimo da 6_;(m) nije reprezentacija diskretne serije, ve¢
temperirana reprezentacija u ¢ijem se parametru xy pojavljuje dvostruko. Zakljucujemo
da postoji ireducibilna reprezentacija diskretne serije ooy takva da vrijedi 0_;(mgy) —

Xw X oo (Stovise, 0_1(mgo) je direktni sumand ove reprezentacije).

Sada nije tesko vidjeti da 6_;(mg), kao (jedinstveni) kvocijent reprezentacije xw (1, 7) x
0_1(moo), mora biti kvocijent od

xw(0,7) % ggg.

U suprotnom napomena 4.4 pokazuje da je _;(mg) kvocijent reprezentacije yw|-|" x - - x
Xwl - ]2 X XWstgl/% X 0gp, & Ovo nije moguée zbog jedinstvenosti standardnog modula

reprezentacije 6_;(m).

Time dobivamo da iz epimorfizma (2) zapravo slijedi
Xw o™ X oo x xw ot x xwA x xw(0,7) X ggg — 0.

Ovo znac¢ajno pojednostavljuje razmatranje: za razliku od yw (1, ), reprezentacija xw (0, )
prema lemi 4.1 i napomeni 4.3 moze zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama koje su-

djeluju u definiciji ywA. Time dobivamo
Xw o™ x o X xw ot x xw (0,7) X xwA X ogg —> o
to jest, bududi da vrijedi xw(1,7) x xw — xw(0,7),
Xw O™ X X xw o™ X xw (1, 7) X xw X XwA X ogg = 0.

Zaklju¢ujemo da postoji ireducibilni (i o¢ito temperirani) subkvocijent T reprezentacije

Xw X XwA X oy takav da vrijedi
Xwor™ x o X xwo vt x xw(l, 1) X T —> 0.

U ovom trenutku mozemo nastaviti (i dovrsiti) dokaz kao u slu¢aju 1a; dobivamo analogni

zakljucak.
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Sluc¢aj 3: neparna kratnost mg(xy ), gornji toranj

U ovom slucaju vrijedi xw(2,7) % 0_3(mo0) = 0_i(moo) pa epimorfizam (2) daje
Xw O™ X X xw o™t X xw A X xw(2,7) x 0_3(mo0) — 0

Uo¢imo da (prema lemi 4.2 i napomeni 4.3) reprezentacija xw (2, r) moze zamijeniti mjesta,
sa svim reprezentacijama koje sudjeluju u xwA, osim sa xStz = xwo([| - |75 | ['])-
Pretpostavimo zato najprije da se Stz ne pojavljuje u A to jest, ekvivalentno, da my nema

XvSts u temperiranom nosacu.

Tada mozemo pisati
Xw o X oo X xwo vt X xw(2,7) X xwA X 0_3(m0) — 0.

Kako je 6_3(mgo) prvi lift diskretne serije na gornji toranj, radi se o temperiranoj re-
prezentaciji (propozicija 2.18), stoga su i svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije
XwA x 0_3(my) temperirani. Zbog toga zakljucujemo da postoji ireducibilna i temperi-

rana reprezentacija 7 — subkvocijent od xw A x 0_3(my) — takva da vrijedi
xwll x xw(2,7) x 7 — o,

gdje smo s II oznacili reprezentaciju 0,0 x - -+ x §;v°1.

Zelimo pokazati da je subkvocijent (oznac¢imo ga s A) reprezentacije xw (2,7) x 7 koji
sudjeluje u gornjem epimorfizmu upravo (jedinstveni) kvocijent ove reprezentacije. U tu
svrhu koristimo napomenu 4.6. Buduéi da je (2,7) kvocijent reprezentacije | - [" x -+ x
| - |2, napomena 4.6 (toc¢nije, algoritam za preslagivanje u standardni modul opisan u toj
napomeni) primijenjena na gornji epimorfizam pokazuje da je unija kuspidalnih nosaca

svih GL-reprezentacija koje se pojavljuju u standardnom modulu reprezentacije o jednaka
(kuspidalni nosa¢ od xwIl) U {xw|-|",- .., xw| - }.

Ponovna primjena iste napomene sada pokazuje kako GL-reprezentacije koje se pojavljuju

u standardnom modulu za subkvocijent A odgovaraju medusobno disjunktnim segmentima

koji u uniji daju {xw|-|", ..., xw| - ‘2}

Lema 4.19 Jedini subkvocijent reprezentacije xw(2,7) x 7 koji zadovoljava ovo svojstvo

je upravo njezin (jedinstveni) kvocijent.

Dokaz. Najprije uo¢imo da ovaj zahtjev implicira da sve GL-reprezentacije u standardnom
modulu od A imaju oblik §([a,b]), pri ¢emu je [a,b] < {2,3,4,...,r}. Zbog toga u

semisimplifikaciji Jacquetovog modula (s obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu)
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mora postojati ireducibilni sumand oblika

pri ¢emu je o neka permutacija skupa {2,...,7}, a 7’ neka ireducibilna reprezentacija.
Buduéi da je 7 temperirana, Casselmanov kriterij pokazuje da vrijedi Rp, (7)y,, |- = 0 za
svaki e > 0. Zbog toga 7 ne moze doprinijeti u xw|-|*" ®---®@xw|-|*?, pa zaklju¢ujemo
da je taj dio zapravo Jacquetov modul reprezentacije xw (2,7).

S druge strane, jednostavan rac¢un s M* (sekcija 1.4.2) pokazuje da je jedini subkvoci-
jent koji mozemo dobiti onaj koji odgovara trivijalnoj permutaciji . Time smo pokazali
da je jedini subkvocijent oblika (%) u Jacquetovom modulu reprezentacije xw (2,7) X T
jednak

xwl '@ @xw|- T

Bududi da ovaj subkvocijent pripada kvocijentu reprezentacije xw (2, 7) x 7, slijedi tvrdnja

leme. O

Ovime smo pokazali da je standardni modul subkvocijenta A oblika yw|-|" x -+ x
xw| - |> x 7. S druge strane, argumenti kao u lemi 4.16 pokazuju da je A subkvocijent
reprezentacije ©_;(m). Konaé¢no, na isti nac¢in kao u lemi 4.17 pokazujemo da je jedini
subkvocijent reprezentacije ©_;(mp) koji ima standardni modul ovog oblika nuzno jednak

G,l(ﬂg).

Time smo dokazali da vrijedi
Xwll x 0_(mg) — 0_y().

Ipak, ovime jo$ nismo u potpunosti odredili reprezentaciju 6_;(7): iz gornjeg epimorfizma
ne mozemo ocitati njezin standardni modul dok ne znamo kako se xw (2, 7) kombinira s
xwll.

Pokazat ¢emo da, kao i u dosadasnjim slucajevima, standardni modul za 6_;(7) do-
bijemo tako da jednostavno ubacimo reprezentacije xw| - |", ..., xw| - |* na odgovarajuca
mjesta izmedu reprezentacija koje sudjeluju u ywII.

U prethodnim smo slucajevima ovakvu situaciju rjesavali kao u lemi 4.14. Ovdje je
problem sli¢an kao u slu¢aju 1b: ako se u II pojavljuje | - | ili Stgué, onda nije zadovoljen
uvjet iz napomene 4.15. Ukoliko se te reprezentacije ne pojavljuju u II, onda slobodno
mozemo primijeniti postupak iz leme 4.14 i dobiti Zeljenu tvrdnju.

Pretpostavimo stoga da se takve reprezentacije pojavljuju u II. Mozemo pisati II =

IT' x S, gdje smo u S grupirali sve reprezentacije | - | i Stovz.

Napomena 4.20 Ako se GL-reprezentacije d; i do pojavljuju u standardnom modulu,

onda reducibilnost reprezentacije d; x 05 povlaci reducibilnost cijelog standardnog modula.
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Posljedica ove ¢injenice je da se Star2 pojavljuje najvise jednom; takoder, Stor? i | - | ne

mogu se pojavljivati zajedno. Slijedi da je S = Stov? ili S = |l xoox |

Zbog ireducibilnosti standardnog modula reprezentacije 7, mozemo umjesto yyII' x
XvS X my pisati
Xvn/ X Xvsv X .

Sada kao kod epimorfizma (1) dobivamo
Xwll' x xwSY x xwA x O_(m) = 0

pa trebamo pokazati da vrijedi

Lema 4.21 Subkvocijent reprezentacije ©_;(mgo) koji sudjeluje u gornjem epimorfizmu je

upravo 0_;(mg).

Napomena. Sama tvrdnja (a i dokaz) ove leme nalikuje na propoziciju 4.7. Buduéi da

¢emo slican argument koristiti jos nekoliko puta, ovdje zapisujemo detaljan dokaz.

Dokaz. Sjetimo se da je svaki drugi subkvocijent reprezentacije ©_;(moo) jednak L(xw| -
I ..., XWH%Q T), pri ¢emu je 7 neki ireducibilni i temperirani subkvocijent reprezentacije
©_y(meo) za I’ > 3. Kada bi takav subkvocijent sudjelovao u gornjem epimorfizmu, imali

bismo

, Y I'+1
xwll' X xwSY X xwA X xw —5 7 X T —» 0.

Htjeli bismo reprezentaciju (l/%l, 7’) dovesti ispred SV pomocu leme 4.1; jedino $to nam

moze zasmetati je ako se u A pojavljuje St;. Ni u toj situaciji argumentacija nije puno

kompliciranija: pomoc¢u napomene 4.4 vidimo da tada mora vrijediti jedno od sljedeceg:

o xwll’ X xw (l/%l,r) x xwSY X xwA X T = 0;

41

o Il x xw (558,7) x 6([]- |27, |- |=7]) X xwS¥ x xwA x 7 — 0.

Lako je vidjeti da druga od ove dvije opcije nije moguca: brojimo reprezentacije opée
linearne grupe koje se pojavljuju u standardnom modulu za o = 6_;(w), a definirane su
nekim segmentom koji sadrzi | - |1%l/

Neka je k broj takvih reprezentacija koje sudjeluju u definiciji reprezentacije II. Epi-
morfizam xwlIl X xw(2,7) x 0_3(m0) (koji smo ve¢ dokazali) zajedno s napomenom 4.6
pokazuje da je broj takvih reprezentacija u standardnom modulu za ¢ tada jednak tocno k.

U'+3
2

implicirao bi (opet, pomoc¢u napomene 4.6) da takvih reprezentacija u standardnom mo-

S druge strane, epimorfizam xu I X xy ( ,r) ><<5([|-\%, H%]) XXwSY X XWwAXT — o

dulu za o ima barem £k + 1. Zaklju¢ujemo da druga opcija nije moguca, to jest da vrijedi

U'+1

XWH,XXW< ,T)XXWSVXXWANT—»O'.
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Drugim rije¢ima, postoji ireducibilni subkvocijent A reprezentacije xwS"Y X xwA x 7

takav da vrijedi

I'+1
XWH’XXW( ,r)xA—»a.
Neka je 8/ vfe x -+ x §1v" x 7/ standardni modul reprezentacije A. Jo$ jedna primjena
napomene 4.6 pokazuje da segmenti kojima su definirane reprezentacije d/v', ... v u

uniji daju
{kuspidalni nosa¢ od S} u {XW| P xw] \%} .
Odavde vidimo da je reprezentacija §’v'* definirana segmentom ¢iji je donji rub nenegati-
van, a gornji veci od ili jednak 2.
Jednostavnim ra¢unom sa Jacquetovim modulima i primjenom Casselmanovog kriterija

sada se pokazuje da reprezentacija A ne moze sadrzavati takav subkvocijent. Time je

dokaz leme zavrsen. OJ

Sada smo dokazali da u gornjem epimorfizmu sudjeluje _;(mg0), a znamo da vrijedi

Xw(2,7) x 0_3(me0) = 0_1(mp0). Odavde imamo

XWH/ x XwSY X xwA X XW(QJ”) X 973(700) —» 0.

Buduéi da smo pretpostavili da A ne sadrzi Sts, xw(2,7) moZe zamijeniti mjesta sa svim

reprezentacijama koje se pojavljuju u xw A, ali i xwS. Imamo, dakle,
Xwil' x xw(2,7) X xwSY x xwA x 0_3(mg) = o

pa vidimo da postoji ireducibilni subkvocijent B reprezentacije xwSY x xwA x 0_3(mo0)
takav da vrijedi

xwll' x xw(2,7) x B — 0.

Bududi da ve¢ znamo da vrijedi
xwll' x xwS x xw(2,7) x 0_3(m) — o,

iz napomene 4.6 lako slijedi da se u standardnom modulu reprezentacije B moraju po-
javljivati tocno one GL-reprezentacije koje se nalaze u yuS. Konac¢no, time dolazimo

do
xwlIl' x xw(2,7) x xwS % 0_3(m) — 0.

Sada, kada je reprezentacija xw(2,r) veé zamijenila mjesto sa svim reprezentacijama
koje kvare uvjet u napomeni 4.15, mozemo provesti postupak iz dokaza leme 4.14. Time

dolazimo do zZeljenog zakljucka o standardnom modulu reprezentacije o = 0_;().

Preostaje vidjeti sto se dogada ako se u A pojavljuje reprezentacija Sts. Pretpostavimo
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da se pojavljuje h puta, h > 0. Pokazat ¢emo da i ovdje dobivamo isti rezultat:
Lema 4.22 I u ovom slucaju vrijedi xwII x 0_;(m) — 0_;(7).

Dokaz. Imamo dva podslucaja: mg(xvSts) = 2h + 1 1 my(xySts) = 2h. Oba tretiramo

na nacin koji smo ve¢ vidjeli u prethodnim slucajevima.

Slucaj 3a: mg(xySts) = 2h + 1

Sada parametar reprezentacije mog sadrzi xy S3 pa je prema teoremu 2.16 kratnost reprezen-
tacije xwSs u parametru za 6_3(my) jednaka 2. Ovo znaci da 6_3(myo) nije reprezentacija
diskretne serije (ali je temperirana), te da postoji (slicno kao u slu¢aju 2) reprezentacija

diskretne serije ooy takva da vrijedi

XwSts X g9 = 0_3(moo)-

Napomena 4.4 sada pokazuje da vrijedi

xwL x ogy — 9—1(7700)7

pri ¢emu smo uveli oznaku L = L(] - |" x - x | - | x St3). Jedina preostala mogué¢nost je

da imamo

XWL/ X 0pp = 971(700)7

gdje je L' = L(|-|" x -+ x |- |3 x Stqr?)), no ovo je u kontradikciji s izgledom standardnog
modula za 0_;(mgp).

Prema tome, iz epimorfizma (2) mozemo pisati
Xw O,V X o X xw oVt X xw A X xw L X ogg — 0.

Nadalje, mozemo pisati A = A’ x (St3, h), slicno kao u slu¢aju 1b. Lema 4.5 sada
pokazuje da se reprezentacija Stz x L ne reducira, stoga yw L moze zamijeniti mjesta s

Xw (Sts, k). Imamo, dakle,
Xw(s,,ysr X v X XW61V81 % XWA, % XWL % Xw(stg,h) X Gy —» O

Konacno, buduéi da vrijedi (2,7) x St — L, a (2,7) moze zamijeniti mjesta sa svim

reprezentacijama iz A’, dolazimo do
Xw5TI/ST X oo X waslel X Xw(Q,T’) X XwA, X Xw(stg, h + 1) X Opgg — 0.

Sada zakljuéujemo da postoji ireducibilni (temperirani) subkvocijent 7 reprezentacije
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XwA x xw(Sts, h + 1) x 0o za koji vrijedi
Xwor™ X o X xwo vt X xw(2,7) X T = 0.

Odavde tvrdnja leme slijedi kao u prethodnom dijelu slucaja 3.

Slucaj 3b: my(xySts) = 2h
U ovom je slucaju 0_3(myg) reprezentacija diskretne serije te vrijedi xw (2,7) % 0_3(mgg) —
0_1(mo0). Zbog toga postupamo slicno kao u slu¢aju 1b.

Ponovno rastavimo xwA = (xwSts, h) x xwA’ pa vidimo da reprezentacija xw (2, )
moze zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama u ywA', dok zamjena sa xStz slicno

kao u slu¢aju 1b dovodi do dvije moguénosti koje slijede iz epimorfizma (2):

(i) Postoji ireducibilna temperirana reprezentacija 7 takva da vrijedi

Xw o™ X - X xwo1®t X xw(2,7) X 1 — 0}

(ii) Postoji ireducibilna temperirana reprezentacija o takva da vrijedi

X X - X X v X xwl x> o,

pri Gemu smo s L' (opet) oznadili L(| - |" x -+ x | - | x Star2), to jest, jedinstveni kvocijent
reprezentacije (3,7) x Styv2.

Pokazat ¢emo da opcija (ii) nije moguca. Najprije pokazujemo da reprezentacija na
lijevoj strani epimorfizma u (ii) ima jedinstveni ireducibilni kvocijent, jer je i sama kvocijent
standardne reprezentacije. Ovo dobivamo kao u lemi 4.14, osim u slucaju kada se medu
reprezentacijama xwo,v°, ..., xwo1v°" nalazi neka koja narusava uvjet iz napomene 4.15.
Uocimo da su problemati¢ne reprezentacije® definirane segmentom ¢iji je gornji rub jednak
xwl - % to su x| - 12 xwd ([ - 111 D xwd ([ % P i xws ([ 17251 PD) = xwStav?,

Sada uocimo da se prve tri reprezentacije zapravo ne mogu pojaviti: to bi znacilo da se
u standardnom modulu za 7 pojavljuju xv |- 1%, xvo([|-|*, |- [*]), ili xv-6([|-]° |- |*]). Bududi
da temperirani nosac¢ reprezentacije my sada sadrzi reprezentaciju yy Sts koja se reducira s
ovim reprezentacijama, zaklju¢ujemo da bi se u tom slucaju reducirao i standardni modul
za 7 ([27]), a to nije moguce jer je m genericka.

Zbog toga se od problemati¢nih reprezentacija moze pojaviti jedino sttz;l/%. S druge
strane, lema 4.5 pokazuje da se reprezentacija St,vz x L' ne reducira. Zbog toga u (ii) mo-

. PR . 1. . . .
zemo zamijeniti mjesta reprezentacijama ywStyr2 i ywL'; dobivamo da je reprezentacija

®One koje zavrsavaju s xw| - |! nisu problematiéne, jer odgovarajuéi segment uopée nije ulancan sa
segmentom xw|[3,7].
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na lijevoj strani epimorfizma u (ii) zapravo kvocijent reprezentacije
Xw O™ X X X 0o ® X xw (3, 7) X XWSMV% X XWSt4V% X Ta.

Na ovu reprezentaciju sada mozemo primijeniti postupak iz leme 4.14, ¢ime pokazujemo
da zaista ima jedinstveni ireducibilni kvocijent.

Sada zakljucujemo: ako postoji epimorfizam kao u (ii), onda je subkvocijent reprezen-
tacije xw L' x 75 koji sudjeluje u tom epimorfizmu upravo njezin jedinstveni kvocijent, to
jest L(| - " x -+ x| - |3 x Styv% x 7). Kao i do sada, lema 4.16 pokazuje da u tom slucaju
ova reprezentacija mora biti subkvocijent od ©_;(mg). Primjena postupka iz leme 4.17 u
kombinaciji s ovim zakljuckom pokazuje da bi tada reprezentacija L(St41/% X T3) trebala
biti subkvocijent reprezentacije ©_5(mp).

Da ovo nije moguce, pokazujemo istim ra¢unom kao u slu¢aju 1b (lema 4.18 i diskusija
prije nje): bududi da se yyS3 pojavljuje u parametru reprezentacije my s parnom kratnoséu

2h, zakljucujemo da postoji ireducibilna temperirana reprezentacija m(, takva da vrijedi
(Xvstg, h) X 71‘(/) —» Q.

Reprezentacija na lijevoj strani je potpuno reducibilna. Ima dva direktna sumanda od
kojih je jedan 7y, a drugi oznac¢imo s m;. Sada kao u slucaju 1b pokazujemo da su
svi netemperirani subkvocijenti reprezentacija ©_5(mg) i ©_5(m1) ujedno i subkvocijenti

reprezentacije
xwl - [ ((xwSts, h) x ©_s(mp)).

Uocimo da je reprezentacija (xwSts, h) x ©_3(m) ireducibilna i temperirana: ©_3(m;) je
takva, a sadrzi xy.Ss u parametru, stoga se xywSts x ©_3(m) ne reducira.

Konac¢no, jednostavan racun s Jacquetovim modulima kao u lemi 4.18 pokazuje da
gornja reprezentacija sadrzi samo jedan subkvocijent ¢iji je standardni modul oblika
XWst4V% X Ty. Istovremeno, znamo da upravo takav standardni modul ima reprezen-
tacija 0_5(m1). Zakljuéujemo da ©_5(m) ne sadrzi ireducibilni subkvocijent s ovakvim
standardnim modulom, odakle kona¢no slijedi da opcija (ii) nije moguca.

Za zavrsetak dokaza ove leme trebamo samo uociti da iz opcije (i) tvrdnja slijedi na
isti nac¢in kao u prvom dijelu sluc¢aja 3: primjenom leme 4.19 i ¢injenice da je 0_;(m)
jedini subkvocijent reprezentacije ©_;(mg) koji je ujedno i kvocijent reprezentacije oblika

xwi(2,7) x 1. O

Preostali dio dokaza slican je onome iz prvog dijela ovog slucaja. Naime, prethodnom

smo lemom pokazali da vrijedi

xwll x xw(2,7) x 0_3(m) — o,
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pri ¢emu smo ovdje (opet) uveli oznaku IT = §,0°" x -+ x xyd;v°1. Ukoliko se medu ovim
reprezentacijama ne pojavljuju x| - | ni XWStQV%, dokaz zavrsavamo postupkom iz leme
4.14.

Ako se pojavljuju, mozemo kao na pocetku sluc¢aja 3 regrupirati II u reprezentaciju
Il x S (gdje S sadrzi sve |- | i Stgué). Imamo, dakle, 7 =~ xyII' x xS x 7y pa zbog

ireducibilnosti standardnog modula opet mozemo krenuti od
xvIT' x xiySY % my — 7.
Na isti na¢in kao u prvom dijelu ovog slucaja sada dolazimo do epimorfizma

xw Il x xwA x xwSY x xw(2,r) % 0_3(m0) — 0.

Napomena. Ovdje smo zamijenili mjesta reprezentacijama ywA i ywSY; to mozemo
napraviti zato Sto sve reprezentacije iz A mogu zamijeniti mjesta sa svima iz SVY. Jedini
iznimni slucaj kada ne mozemo trivijalno mijenjati mjesta je ako S sadrzi neku reprezen-
taciju 6, a A neku reprezentaciju ¢’ tako da se § x ¢ reducira. Veé¢ smo konstatirali da

takav iznimni slucaj nije mogu¢ jer bi rezultirao redukcijom standardnog modula za 7.

Sada koristimo ¢injenicu da (2,r) moZe zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama u

SV, ali i svim reprezentacijama u A, osim St3. Dolazimo do

xwll' x (xwSts, h) x xw(2,7) x xwA" x xwS % 0_3(m) — o,

pri ¢emu smo opet rastavili A na (Sts, h) x A’. Ovakve smo situacije veé susretali; i ovdje

imamo dvije moguénosti:
(i) xwIl’ x xw(2,7) x (xwSts, h) x xwA" x xwSY x 0_3(mg0) — 0;
(il) xwlIl’ x xw(3,7) x XWst4I/% X (xwSts, h — 1) x xwA" x xwSY x 0_3(mg0) — 0.

Tvrdimo da se (ii) zapravo ne moze dogoditi. Oznac¢imo s k broj reprezentacija 0;v% iz

II definiranih nekim segmentom koji sadrzi | - | 7. Iskoristimo li napomenu 4.6, vidimo da

opcija (ii) implicira da standardni modul za o sadrzi barem k + 1 reprezentacija definiranih
-1

segmentom koji sadrzi |- |~'. S druge strane, epimorfizam

xwll x xw(2,7) x 0_3(m) — o

(¢iju smo egzistenciju veé dokazali), zajedno s napomenom 4.6 povlaéi da je broj takvih
reprezentacija u standardnom modulu reprezentacije o jednak tocno k.

Time smo pokazali da vrijedi (i), to jest

xwll' x xw(2,7) x B — o,
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pri ¢emu je B neki ireducibilni subkvocijent reprezentacije (xwSts, h) x xwA’ X xyw SV x
0_3(moo). Sada mozemo dovrsiti dokaz kao u prvom dijelu ovog slucaja (kada reprezentacija

A nije sadrzavala Sts).

Ovime smo zavrsili analizu svih slucajeva koje smo dobili podjelom s obzirom na razlicite

mogucnosti za my. Sazetak zakljucaka po slucajevima sadrzaj je sljedeceg teorema:

Teorem 4.23 Neka je 7 ireducibilna genericka reprezentacija simplekticke grupe sa stan-
dardnim modulom

Xy o,V X - X xyo vt X .

Neka je [ > 1 neparan prirodni broj takav da vrijedi 6_;(7) # 0. Tada vrijedi
Xw o X oo X xworv®t x 0y (mg) — 0_y(m).

Nadalje, ako je 6_;(my) = L(xw o™ x -+ x xwojr™ x 7), onda je reprezentacija 6_;(m)

jedinstveno odredena s
0_y(m) = Lixwo, v, ..., xwoiv™, xwo™, ... xwo'™; 7).

4.4 Slucajevi za m € Irr(Mp(W,,))

Podjela na slucajeve koju koristimo za odredivanje liftova reprezentacija metaplekticke
grupe donekle se razlikuje od one iz prethodnog odjeljka, no i dalje koristimo vrlo sli¢ne
argumente. Kao i kod reprezentacija simplekticke grupe, najprije podsje¢amo na mogudi

oblik liftova za temperirane reprezentacije.

Napomena 4.24 Neka je my temperirana reprezentacija metaplekticke grupe s parame-

trom ¢ te neka je [ > 0 paran.

(i) Na donjem tornju imamo temperirani lift 6y(mg) te vrijedi
-1

Xwl-[Z x o xxw| - ‘% x Oo(mo) — 0_1(mo).

(ii) Ako se prvi lift na gornjem tornju pojavljuje na nivou [ = —2, onda je on nuzno

temperiran, te vrijedi

-1

xwl [T X x x| - 2 % 0_a(m0) = 0_y(m).

(ili) Ako je kratnost me(xv.S2) neparna te ako je ispunjen tzv. inicijalni uvjet (treéi uvjet

u teoremu 2.15), onda je na gornjem tornju reprezentacija 6_,(my) temperirana i
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vrijedi
-1 5
xwl | X x xwl |2 ) 0_4(mg) = 0_4(m).
(iv) Ako vrijedi my(xvS2) = 2h > 0, te ako je ispunjen inicijalni uvjet, onda na gornjem

tornju my nema temperiranih liftova i vrijedi

1—

1
xwl 1T % x x| |2 x xwStar® x xuw(Sta, h — 1) x 0_o(mh) = 0_y(m)

Ovdje je 7, (jedinstvena) ireducibilna temperirana reprezentacija takva da vrijedi
7o < (xvSte, h) x 7. Nadalje, parametar reprezentacije 0_o(m) sadrzi xwSa, stoga

je reprezentacija xw(Ste, h — 1) x 0_5(m) ireducibilna i temperirana.

Sada se vracamo na epimorfizam (2) s kraja dokaza propozicije 4.7. Kreéemo s

podjelom na slucajeve, slicno kao u prethodnom odjeljku:

Dijagram 2: podjela na slucajeve za 7 € Irr(Mp(W,)).

1 donji toran] gornji I(mo)
Vv Z
Kratnost xy St 2
u parametru ¢
@
S 2
g 2,
S %
3 4

Slucaj 1: donji toranj

Kao $to pokazuje prethodna napomena, na donjem je tornju 6_;(mgo) Langlandsov kvoci-

jent reprezentacije

1—1 1
XW| : |T XKoewe X XW| |2 % b(mo0) = O_1(m00),

odnosno jedinstveni kvocijent reprezentacije
17-1
Xw (2, N ) X B (moo)-

Zbog toga iz epimorfizma (2) dobivamo

1 1-1
2" 2

)x%m@ﬁa

Xw o X o X XVt X xwA X xw <
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Buduéi da je upravo x| - |% donji rub odgovarajuéeg segmenta, lema 4.1 pokazuje da

xw (3, 5) moZe zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama yud;v*, ali i svim reprezen-
tacijama diskretne serije koje sudjeluju u produktu xu A.

Zbog toga mozemo nastaviti koriste¢i istu argumentaciju kao u lemama 4.14, 4.16 i

4.17. Time dolazimo do sljedeéeg zakljucka: vrijedi
Xw o X oo X xworv®t x 0y (mg) = 0_y(m),
a standardni modul reprezentacije 6_;(7) dan je s
-1

G*I(ﬂ-) = L(XW(STVSTy e 7XW51V817XW| ' |T7 v 7XW‘ ’ ’%790(7‘-0))

Slucaj 2: gornji toranj, {(m) = 0

Buduéi da vrijedi I(my) = 0, lako vidimo da mora biti i I(mg) = 0. Drugim rijec¢ima,
reprezentacija mgy se na gornjem tornju prvi put pojavljuje na nivou [ = —2. Nadalje,
prema napomeni 4.24 vidimo da je reprezentacija 6_s(mp) temperirana, dok je za | > 2
reprezentacija 0_;(moy) Langlandsov kvocijent reprezentacije

-1

3
xwl |2 XX xw| - |2 3 0-a(moo),

to jest jedinstveni kvocijent od
31-1
Xw <2;2 ) 6 _5(7o0)-

Iskoristimo 1i ovo u epimorfizmu (2), dobivamo

31-1
XWaTVST X - X Xw(sll/sl X XwA X Xw (2, 2> X 9_2(71'00) — 0. (3)
Dalje postupamo sli¢no kao kod liftova reprezentacija simplekticke grupe: (%, 1_71) moze,

prema lemi 4.1, zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama koje sudjeluju u produktu A,

osim eventualno sa Sty. Zbog toga je ovdje potrebno daljnje grananje na (pod)slucajeve:

Slucaj 2.1: my nema Yy Ste u temperiranom nosacu

Ovaj slucaj tretiramo sli¢no kao sluéaj 3 iz prethodnog odjeljka. Naime, u ovoj situaciji

(%, l_Tl) moze zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama koje sudjeluju u produktu A.
Dobivamo

31-1

Xw O X X w01 X X (2, 2) X XwA % 0_3(mo0) — 0,

stoga postoji ireducibilni (i temperirani) subkvocijent 7 reprezentacije ywA x 0_s(moo)
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takav da vrijedi

31—-1
XWORV™T X - X xw o™ X Xw g ) RTO

Sada kao u slucaju 3 iz prethodnog odjeljka iz gornjeg epimorfizma zakljucujemo da vrijedi
Xw o X oo X xworv®t x 0y (mg) — 0.

Preostaje odrediti standardni modul reprezentacije o. Ukoliko se medu reprezentacijama
v, ..., 0,V ne nalazi | - |%, mozemo dovrsiti dokaz na ve¢ uobicajen nacin, primje-
nom postupka iz leme 4.14 (kao u prethodnom slu¢aju). U suprotnom, mozemo pisati

standardni modul reprezentacije 7 kao
xvII' x xvS % m,

pri ¢emu smo u S grupirali sve reprezentacije 0;v% koje su jednake | - \%, a u I’ sve
ostale. Ovo radimo jer su pojavljivanja reprezentacije | - |% jedino sto moze narusiti uvjet
iz napomene 4.15. Sada opet imitiramo dokaz iz slucaja 3 za reprezentacije simplekticke

grupe; kao u lemi 4.21 dolazimo do

Y 31—-1
xwIl' x xwSY x xwA x xw (27 2) x 0_5(mo0) =
te na isti nacin kao tamo i dovrSavamo dokaz. Zaklju¢ujemo da je reprezentacija 6_;(m)
jednaka
-1
=

3
L(XW(Srysra cee 7XW51V817XW‘ : ‘ PR >XW’ : ’2;972(7“)))-

Slucaj 2.2: m ima Yy Sty u temperiranom nosacu

U ovom je slucaju potrebna jos jedna podjela: argumenti koje koristimo razlikuju se u
ovisnosti o tome je li kratnost reprezentacije xy.Se u parametru za 7y parna ili neparna.
Zbog toga posljednju razinu rastava na slucajeve radimo u ovisnosti o tome sadrzi li g

u svojem parametru reprezentaciju xy.Ss.

Napomena 4.25 Uoc¢imo da se u slucaju 2.2 dogada situacija kakvu nismo mogli imati
kod reprezentacija simplektickih grupa: iako parametar reprezentacije my sadrzi xy.Ss,
njezin prvi lift na gornjem tornju nije na nivou | = —4, ve¢ na [ = —2. Ovo je moguce

samo ako nije ispunjen tzv. inicijalni uvjet iz teorema 2.15.

2.2A: 7o ima xSy u parametru
U ovom podslucaju postupamo na slican nac¢in kao u slucéaju 3a iz prethodnog odjeljka.

Naime, veé¢ smo vidjeli da je reprezentacija 0_o(mo) temperirana te da za [ > 2 vrijedi

1—1 3
XW\ ’ ’? Ko X XW| : |5 X 9—2(7T00) - 9—1(7Too)-
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Time dolazimo do epimorfizma (3), no u ovom slucaju (2,!) ne moze (kao u slucaju
2.1) zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama koje sudjeluju u produktu A, zato Sto

ovaj put A sadrzi Sts.

S druge strane, bududi da myy ve¢ sadrzi xy Se u parametru, zakljucujemo da parametar
reprezentacije 0_o(moo) sadrzi xwSs s kratnoséu 2; posebno, 6_s(mgg) je temperirana, ali
nije reprezentacija diskretne serije. Odavde na isti nac¢in kao u sluc¢aju 3a iz prethodnog

odjeljka dolazimo do zakljucka da je 6_;(mo) kvocijent reprezentacije

xw L x oy

pri ¢emu je ooy (jedinstvena) reprezentacija diskretne serije takva da vrijedi 6_5(mgg) —

XwSte X 0gg, & L privremena oznaka za reprezentaciju L(] - ]FTI X - X xw| - |2 x Sta).

Lema 4.5 sada pokazuje da L moze zamijeniti mjesta s reprezentacijama Sty koje se

pojavljuju u A, stoga i u ovom slucaju dolazimo do zakljucka da vrijedi

s s 31—1
Xw o,V X X xw o vt X xw 3 5 X T = 0.
za neku ireducibilnu temperiranu reprezentaciju 7. Sada smo u istoj poziciji kao u sluc¢aju

2.1, te mozemo dovrsiti dokaz na isti nacin.

2.2B: 7y nema xy Ss u parametru

Kao i u prethodnim slucajevima, najprije zelimo pokazati da vrijedi
XW(;TVST X oo X Xw(sll/sl X 971(71'0) —» 0.

Postupamo kao u sluc¢aju 3b leme 4.22 iz prethodnog odjeljka.

Kao i do sada, kreéemo od epimorfizma (2). Znamo da je 6_5(my) temperirana (ovaj

put se, za razliku od slucaja 2.2A, radi o reprezentaciji diskretne serije) te da vrijedi

1—

1 3
Xwl - [Z x| [2 30 0-2(mo0) = 6-i(moo)-
Reprezentaciju A mozemo rastaviti na (Stg, h) x A’ pa lema 4.1 pokazuje da reprezentacija

(%, 1—71) moze zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama u A’, dok zamjena sa Sty dovodi

do dvije moguénosti koje slijede iz epimorfizma (2):

(i) Postoji ireducibilna temperirana reprezentacija 7 takva da vrijedi

. . 31-1
Xw o™ X - X xw o vt X xw U Rl B
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(ii) Postoji ireducibilna temperirana reprezentacija 75 takva da vrijedi

X X - X X v X xw L x T —» o,
. y 1 5 1 : - : .
pri ¢emu L’ sada oznacava L(|- |2 x --- x |-|2 x Stzv2), to jest, jedinstveni kvocijent
. _ 1
reprezentacije (3, 51) x Styv2.

Na isti nac¢in kao u slucaju 3b iz prethodnog odjeljka sada pokazujemo da druga opcija
nije mogucéa. Uoc¢imo da ovdje imamo tri reprezentacije koje narusavaju uvjet iz napomene
4.15; to su xw| - |2, xwd([| - [, ] - 2]) i xwd([| - [72,] - [2]) = xwStsv2. S druge strane,
buduéi da se u temperiranom nosacu reprezentacije my (to jest, u xyA) pojavljuje xy Sta,
vidimo da se xv| - |2 i xvd([| - |2,] - |2]) ne mogu pojavljivati u standardnom modulu
reprezentacije m — u suprotnom bi doslo do redukcije. Preostaje samo sttgl/%, no lema

4.5 pokazuje da ni ona zapravo ne predstavlja problem, jer vrijedi
L/ X Stgl/% = Sth% X L,.

Nastavimo li kao u slu¢aju 3b iz prethodnog odjeljka, dolazimo do zakljucka da ©_4(m)
sadrzi subkvocijent ¢iji je standardni modul oblika XWst3V% X To.

Sada prikazujemo my kao direktni sumand reprezentacije
(XVStZa h) X 7T6 — T,

gdje je 7, temperirana reprezentacija koja u temperiranom nosacu ne sadrzi xy Sty. Gor-
nja reprezentacija sadrzi jos jedan ireducibilni sumand — nazovimo ga m;. Nastavljamo
argumentirajué¢i kao u slucaju 3b: najprije vidimo da svi netemperirani subkvocijenti

reprezentacije ©_4(my) moraju istovremeno biti subkvocijenti od
3
xw! - [2 % ((xwSta, 1) x ©_s(p).

Zatim pokazujemo da gornja reprezentacija ima samo jedan subkvocijent sa standardnim
modulom oblika XWstgl/% X 79, te da se radi o 0_4(m ). Odavde slijedi da ©_4(my) nema
takvih subkvocijenata.

Time smo pokazali da opcija (ii) nije moguéa pa zakljucujemo da vrijedi

) . 311
Xw OV X - X xwoi v X xw 35 )Xo

Odavde na isti na¢in kao u prethodnim sluc¢ajevima® dolazimo do

Xw o X oo X xwor vt x 0y (mg) — 0.

50vo je zapravo diskusija u sluéaju 3 prethodnog odjeljka, ukljuéujuéi lemu 4.19.
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Preostaje odrediti standardni modul reprezentacije o = 6_;(7), a to sada mozemo napraviti
isto kao u prethodnim dijelovima slucaja 2: uvodimo reprezentaciju S u koju grupiramo
sva pojavljivanja reprezentacije | - |% u standardnom modulu, te nastavljamo s istom
argumentacijom.

Prema tome, vidimo da u svim podslucajevima slucaja 2 dolazimo do istog rezultata:
vrijedi

Xw o X oo X xwor vt x 0y (mg) — 0_y()

-1
‘ P)

971(7‘-) = L(XW(STVSTa s 7XW51V817XW‘ ’ I >XW’ : ’%,9,2(7{'0»

Slucaj 3: gornji toranj, I(m) = 2, me(xvS2) = 2h >0

Ovaj je sluc¢aj analogan sluéaju 1b iz prethodnog odjeljka. Naime, buduéi da je krat-
nost reprezentacije xySe u parametru ¢ (reprezentacije my) parna, vidimo da se ona ne
pojavljuje u parametru reprezentacije myy. Zbog toga se myy na gornjem tornju prvi put
pojavljuje na nivou [ = —2; lift §_5(my) je temperiran (Stovise, radi se o reprezentaciji

diskretne serije) te opet vrijedi

-1 3
xwl |2 % xw] -2 300 a(mo0) = 0-(m00)-

Uzevsi ovo u obzir u epimorfizmu (2), dolazimo do

31-1

Ywll X xwA x xw (2, 2) X 0_o(mo) — 0,

ri ¢emu smo iskoristili oznaku II = §, %" x - - - x §; 1. Veé uobicajenim argumentom (lema
T
4.1) vidimo da (2, =1) mozZe zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama u A, osim sa St.
27 2 3
Kao i do sada u ovakvim situacijama, mozemo pisati A = (Stg, h) x A’ pa napomena 4.4
J 9

pokazuje da imamo dvije mogucénosti:
(1) xwll x xw (%7 Z_TI) X XwA X 0_y(mo0) = 0;
(i) xwll x xwL x (xwSta, h — 1) x xwA" x 0_5(m0) — 0,

pri éemujeL=L(|-|l_T1 x oo x |- |3 x Star2).
Pokazimo da opcija (i) nije mogucéa. Ako vrijedi (i), onda postoji ireducibilni (i

temperirani) subkvocijent 7, reprezentacije xwA x 0_s(my) takav da vrijedi

-1
xwll x xw (272) X Ty —» O.

Sada mozemo argumentirati kao u slu¢aju 3 iz prethodnog odjeljka, ponavljajuci diskusiju

koja ukljucuje lemu 4.19: iz gornjeg epimorfizma slijedi da bi reprezentacija ©_;(m) trebala
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imati subkvocijent ¢iji je standardni modul oblika

=1 3
XW“2 X”'XXW|'|2><I7_1‘

Da ovo nije moguce, pokazujemo primjenom veé¢ uobicajenog argumenta, kao u lemi 4.17:
induktivnim postupkom vidimo da bi trebalo vrijediti 6_s(m) # 0, no to je u kontradikeiji

s pretpostavkama ovog slucaja. Time smo pokazali da opcija (i) nije moguca.
Na slican nac¢in mozemo pokazati da opcija (ii) vodi do Zeljenog zakljucka. Najprije
uoc¢imo da, ako vrijedi (ii), postoji ireducibilni (i temperirani) subkvocijent 75 reprezenta-

cije (xwSta, h — 1) x xwA’ x 0_5(mo) takav da vrijedi
Xwn X XwL X Ty —» 0.

Pokazimo da reprezentacija na lijevoj strani ovog epimorfizma ima jedinstveni ireducibilni
kvocijent. To pokazujemo primjenom leme 4.14; jedine situacije koje moramo tretirati
posebno su one u kojima su neke od reprezentacija 6,v°", ..., 0, definirane segmentom

¢iji je gornji rub jednak | - |% (tada nije zadovoljen uvjet opisan u napomeni 4.15).

S druge strane, buduéi da se u temperiranom nosacu reprezentacije my, pojavljuje

Sty = 6([| - |72,] - |2]), vidimo da se medu reprezentacijama 8,0, ..., 8;v" ne mogu
pojavljivati | - |2 i d([| - |2,] -|2]). One su, naime, definirane segmentima koji su ulancani s
[|-]72,||2], stoga bi se u tom sluaju standardni modul reducirao.

Jedina preostala reprezentacija koja moze kvariti uvjet u napomeni 4.15 je Stgl/%, no
tada prema lemi 4.5 vidimo da L i Sth% mogu zamijeniti mjesta. Time smo pokazali
da zapravo i u ovom slucaju mozemo primijeniti postupak iz leme 4.14. Zaklju¢ujemo da

reprezentacija u opciji (ii) doista ima jedinstveni ireducibilni kvocijent.

Posebno, odavde slijedi da je subkvocijent (nazovimo ga o) reprezentacije xw L x 7, koji
sudjeluje u gornjem epimorfizmu jednak upravo njezinom (jedinstvenom) ireducibilnom
kvocijentu. Argumentiraju¢i kao u lemi 4.16, zaklju¢ujemo da je o ujedno i subkvocijent
reprezentacije ©_;(m). Prema tome, trazimo neki subkvocijent reprezentacije ©_;(m) ¢iji

standardni modul ima oblik

| ]2 % - x| |3 x Star? % 1.

Postupak iz leme 4.17 sada pokazuje da bi reprezentacija L(Stgl/% X Ty) trebala biti
subkvocijent od ©_4(m), a diskusija kao u sluéaju 1b da je jedini takav subkvocijent

upravo 0_4(m).
Prema tome, zaklju¢ujemo da vrijedi

’-|Z_T1X"'X‘~’%><|9_4(’]T0)—»0’0,
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Rezultati o liftovima temperiranih reprezentacija (napomena 4.24) pokazuju da je tada
reprezentacija oy jednaka upravo 0_;(m).

Time smo pokazali da i u ovom slucaju vrijedi
Xwll x 0_(mg) — 0_y().
Provedena diskusija takoder pokazuje da imamo
0-u(m) = LOxwd,w™ . xwdiw™ x| = o oxwl 5 xwStav®: (xwSta, h=1)%0_s(m)),

gdje je m (jedinstvena) ireducibilna temperirana reprezentacija takva da vrijedi my <
(xvSta, h) x mp. Uocimo da parametar reprezentacije 6_o(m)) sadrzi xwSe, stoga je repre-

zentacija xw(Ste, h — 1) x 0_o(7()) ireducibilna i temperirana.

Slucaj 4: gornji toranj, I(m) = 2, kratnost me(xv.S2) neparna

Ovaj (posljednji) slu¢aj odgovara sluéaju 3 iz prethodnog odjeljka. Ukratko opisujemo
kljuéne korake.

Najprije, ¢injenica da je kratnost mg(xy S2) neparna implicira da i parametar reprezen-
tacije moo sadrzi xy.Se. Zbog toga se myy na gornjem tornju prvi put pojavljuje na nivou

[ = —4; lift 0_4(mo) je temperiran, a za [ > 4 imamo

11—

xwl-1 7 xx xwl| - |3 % 0_a(mo0) = 6_i(700).

Iskoristimo 1i ovo u epimorfizmu (2), dobivamo

5 1—1

xwll x xwA x xw (27 2) A 9—4(7T00) —>» 0.

Prvi dio ovog slucaja odnosi se na situacije kada A ne sadrzi St;. Tada reprezentacija

(%, 1’71) moze zamijeniti mjesta sa svim reprezentacijama koje sudjeluju u A pa dobivamo
51-1
xwll x xw 35 X XwA X 0_y4(m0) — 0.

ZakljuCujemo da postoji ireducibilni (i temperirani) subkvocijent 7 reprezentacije yw A x

0_4(moo) takav da vrijedi

—1
XWHXXW<;,Z2) X T —» 0.

Sada kao u slucaju 3 iz prethodnog odjeljka (koriste¢i diskusiju koja ukljuc¢uje lemu 4.19)
pokazujemo da odavde slijedi

Xwll x 0_(m) — 0.
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Preostaje odrediti standardni modul reprezentacije o = 6_;(7). Jedine situacije u kojima
se ne moze primijeniti postupak iz leme 4.14 su one u kojima se medu reprezentacijama
koje definiraju IT nalaze 8([|- |72, |- |2]), 6([| - |2, |- |2]) ili | - |2. Sva njihova pojavljivanja’
mozemo, kao u slucaju 3 iz prethodnog odjeljka, grupirati u reprezentaciju S tako da
imamo IT = IT" x S.

Tada zbog ireducibilnosti standardnog modula mozemo umjesto S promatrati i SV,

pa lako dolazimo do epimorfizma

xwlIl' x xwSY x xwA x ©_(mp) — 0.
Argumentirajuéi kao u lemi 4.21 odavde dobivamo

xwlIl' x xwSY x xwA x 6_y(mp0) — 0.

g, 1—71) x 0_4(mo0) = 0_1(m00), (g, 1_71) moze zamijeniti mjesta sa svim
iz

reprezentacijama iz S¥ i A (jer se Sty ne pojavljuje u ovom slucaju), mozemo pisati

Kako vrijedi xw (

51—-1 y
xw Il x xw (2, 2) x xwS” x xwA x 0_4(m) — 0.
Konacno, zaklju¢ujemo da postoji ireducibilni subkvocijent B reprezentacije xS X

XwA % 0_y(m0) takav da vrijedi

5 1—1
xwIl' x xw <272> X B —o.
Usporedbom ovog epimorfizma s (ve¢ dokazanim) yw Il x 0_;(my) — o pomocu napomene

4.6 zakljucujemo da je standardni modul reprezentacije B jednak upravo xw x 0_4(m).

Napomena. Pojasnimo gornju tvrdnju. Neka je djvf x - -+ x 0jv't x 7/ standardni modul

reprezentacije B. Najprije, epimorfizmi

5 1—1

xwll' x xw (272) X B0

i xwll x0_(m) > o

zajedno s napomenom 4.6 pokazuju da vrijedi 7/ = 6_4(my). Osim toga, primjenom iste
napomene vidimo da segmenti koji definiraju reprezentacije o', ..., 6" moraju u uniji
davati multiskup koji je jednak uniji segmenata iz S.

Sjetimo se, u S mogu sudjelovati reprezentacije

< |
"Prve dvije reprezentacije mogu se pojaviti najvise jednom; u suprotnom bi se standardni modul
reducirao.

e
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« ([|-12,]-]2]) najviSe jednom (napomena 4.20)

o (]| -|_71, ||%]) najvise jednom; ako se pojavljuje, onda se prethodne dvije ne pojavljuju
(napomena 4.20).

—1

Prema tome, imamo tri moguénosti: S = 8([| - |2,]-[2]), S = |- |2

SRR
S =11 x o x |- 1E % 8(01- 141 12]).
Akoje S =68([|-|=,]-[2])ili S =]|-|2 x --- x | - |2, ocito imamo samo jedan nadin za
rasporediti odgovarajuéi multiskup u reprezentacije o', ... ojvh.
S druge strane, ako je S = |- |2 x --- x |- [2 x 8([| - |2, | -|2]), moZe se uciniti da imamo
dva nacina za rasporediti multiskup:
D)ottt =[x [ O(] (5] E]) = 8
2) G e x S = [ 2 x e [ B x [ B x| 2

Ipak, kada bi vrijedilo (2), Jacquetov modul reprezentacije B (u odnosu na odgovarajuéu

parabolicku podgrupu P) morao bi imati kvocijent oblika
_3 _3 _3 _1 /

Jednostavan ra¢un (koristimo formulu za M* iz sekcije 1.5.3) i primjena Casselmanovog
kriterija sada pokazuju da Rp(xwSY X xwA x 0_4(m0)) nema takvih subkvocijenata.
Prema tome, vidimo da u svim sluc¢ajevima mora vrijediti o0 x - - - x §jv'* = S. Time

je zeljena tvrdnja dokazana.

Prethodna napomena pokazuje da vrijedi

xwll' x xw (g; l_21) X xwS x 0_4(mo).
Sada kona¢no mozemo primijeniti postupak iz leme 4.14 i dobiti zeljenu tvrdnju.

Na kraju valja uociti i sljedec¢i detalj: ako se u II' pojavljuje reprezentacija | - ]%,
onda reprezentacije iz S nece biti na dobrom mjestu nakon sto zavrsimo s induktivnim
postupkom iz leme 4.14 — trebale bi zamijeniti mjesta s | - |2. Ako se radi o (]| - |2, ] - |2])
ili 6([] =, - |2]), mozemo slobodno izvesti zamjenu. S | -|? ne mozemo jednostavno

i : ) 1 3 . o

napraviti zamjenu jer se |- |2 x |- |2 reducira, no upravo zbog ove redukcije vidimo da se
PR N . L

|- |2 i|-|2 ni ne mogu zajedno pojaviti u standardnom modulu.

Time smo i u ovom sluc¢aju odredili standardni modul reprezentacije 0_;(m): vrijedi

6_y(7) = Lixwo,v™, ..., xwoir™, xwl | = xwl| - [3:0_a(mo)).

-1
2

Preostaje provjeriti sto se dogada ako my sadrzi reprezentaciju xSty u temperiranom

nosacu. Argumentirajuéi na isti nac¢in kao u lemi 4.22, pokazujemo da i u tom slucaju
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vrijedi
xwll x 0_(m) — 0_y(m),

odnosno —
Xwﬂ X Xw (2, 2) X 9_4(7T0) —» (9_1(7T).

Sada postupamo kao u prethodnom dijelu ovog slucaja: ako se u I ne pojavljuju | - ]%,
5([|-12,]-12]) mi 6([| - |72, | - |2]), dovrSavamo dokaz primjenom leme 4.14. U suprotnom,

grupirajudi sva pojavljivanja ovih reprezentacija u S, dolazimo do epimorfizma
xw Il x xwA x xwSY x ©_(m0) — 0.

Diskusijom kao u slucaju 3 iz prethodnog odjeljka dobivamo

51—-1
XWH/XXW <272> XB_»(L

pri ¢emu je B neki ireducibilni subkvocijent reprezentacije xS x xwA x O _;(mgo). Osta-
tak dokaza identican je onome u prethodnom dijelu ovog slucaja, kada my nije sadrzavala

XvSts u temperiranom nosacu.

Time smo iscrpili sve slucajeve i za m € Irr(Mp(W,,)). Sazetak rezultata po slucajevima

dan je u sljede¢em teoremu:

Teorem 4.26 Neka je 7 ireducibilna genericka reprezentacija metaplekticke grupe. Pret-

postavimo, nadalje, da je standardni modul
XvO,v% X o X xy 01t X mg

reprezentacije 7 ireducibilan. Neka je [ > 0 paran prirodni broj takav da vrijedi _;(7) # 0.

Tada vrijedi

Xw o X oo X xw ot x 0y (mg) — 0_y(m).
Nadalje, ako je 6_;(my) = L(xw o™ x -+ x xwor™ x 7), onda je reprezentacija 6_;(m)
jedinstveno odredena s
0_y(m) = Lixwo, v, ..., xwoi ™, xwov™ ..o xwo'™; 7).
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4.5 Primjena: konstrukcija unitarizabilnih
reprezentacija

U teoremima 4.23 i 4.26 dobili smo potpuni opis visih liftova generickih reprezentacija.
U kombinaciji s rezultatima iz ¢lanaka [21] i [20], ovi rezultati otvaraju moguénost za
eksplicitnu konstrukciju velikog broja unitarizabilnih reprezentacija.

Klasifikacija unitarizabilnih reprezentacija — tj. odredivanje tzv. unitarnog duala dane
grupe — jedan je od najvaznijih problema u teoriji reprezentacija. U nearhimedskom slucaju
ovaj je problem rijesen za opce linearne grupe (Tadié¢, [35]) dok opcenito za klasi¢ne grupe
postoje samo parcijalni rezultati: sfericki dio unitarnog duala opisan je u [3] (Barbasch,
Moy), genericki dio u [20] (Lapid, Muié¢, Tadi¢), a potpuni opisi unitarnog duala postoje tek
u posebnim slucajevima manjeg ranga. U skladu s time, nasa konstrukcija unitarizabilnih
reprezentacija moze biti veoma korisna jer omogucuje uvid u strukturu unitarnog duala
za grupe proizvoljno visokog ranga.

Osnovni rezultat koji koristimo je ¢injenica da su dovoljno visoki liftovi unitarizabilnih

reprezentacija i sami unitarizabilni:

Teorem 4.27 (J. S. Li, [21]) Neka je 7 ireducibilna i unitarizabilna reprezentacija grupe

G,. Tada je, za dovoljno veliki m, i reprezentacija 6(m, V,,) unitarizabilna.

Napomena 4.28 Uvjet iz prethodnog teorema moze se i eksplicirati: ako je V,,, = V, @V},
Wittov rastav prostora V,, (sekcija 1.1.1), onda je dovoljno da vrijedi dim V;, = 2dim W,

(tzv. stable range).

Koristeci ovaj teorem dobivamo, krenuvsi od jedne genericke unitarizabilne reprezen-
tacije simplekticke ili metaplekticke grupe, beskonacan niz unitarizabilnih reprezentacija
ortogonalnih grupa iz istog tornja. Teoremi 4.23 i 4.26 daju eksplicitan opis njihovih
standardnih modula.

Za konkretnije primjere mozemo iskoristiti glavni rezultat iz ¢lanka [20] (teorem 1.1)

kojim su u potpunosti opisane unitarizabilne genericke reprezentacije simplekticke grupe:

Teorem 4.29 Neka je reprezentacija 7 simplekticke grupe zadana s
T = xy0,07 X - X Yo v°t X

pri ¢emu su za svaku reprezentaciju diskretne serije 0 € Irr(GL,,(F)) vrijedi
(1) 5#(5\/) = 87r<5)7
(2) ako je 0 2 9V ili ako je §v% % 1o reducibilna, onda vrijedi 0 < a0 < % za sve a € E;(0);

(3) akoje d = §¥ idvz x 1 ireducibilna, onda je skup E:(0) jednak {ay, ..., ak, B1,..., 0}
gdje je

O<a <<y <-<pfh<---<f<l
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i vrijedi
(@) aj+Bj#1lzai=1,....,kij=1,...,1
(b

broj #{1 <i < k: a; > 1— (1} je paran ako je [ > 0;

(c) broj #{1 <i<k:1—-p; >a; >1— 1} jeneparanza j =1,...,1 —1;

)
)
)
(d) broj k + [ je paran ako je reprezentacija 0 x my reducibilna

(ovdje &:(0) oznacava multiskup svih eksponenata s; za koje je xyd; = 9).

Tada je m ireducibilna, unitarizabilna i genericka. Obratno, svaka ireducibilna unitariza-

bilna genericka reprezentacija moze se jedinstveno prikazati na ovaj nacin.
Time dolazimo do sljede¢ih primjera:

Primjer 4.30 Neka je 0 < a < 1 te neka je 1 trivijalna reprezentacija grupe O(V3). pri
cemu je Vo = V) ; rascijepljeni kvadratni prostor dimenzije 2; odgovarajuci karakter xy je

trivijalan. Tada je za svaki r € N reprezentacija
A e I e I e R Y
unitarizabilna.

Dokaz. Promatramo liftove reprezentacije m = |- |* x 15 grupe Sp(Ws) = SLs(F) na rasci-
jepljeni ortogonalni toranj. Ovdje smo s 1y oznacili trivijalnu reprezentaciju (trivijalne)
grupe Sp(Wp).

Znamo da je reprezentacija m ireducibilna i unitarizabilna. Poznato je da su sve
netrivijalne reprezentacije grupe Sp(Ws) = SLs(F) nuzno genericke, stoga je i m genericka.

Nadalje, lako je vidjeti da vrijedi {(1p) = 1 (Kudla [18, str. 85]). Odavde pomocéu
teorema 3.1 slijedi i [(7) = 1. Zaklju¢ujemo da se nalazimo u slucaju 2 prema podjeli iz
sekcije 4.3.

Kako je 0_1(1g) = 6(1o, V5) = 1 € Irr(O(V3)), prema teoremu 4.23 zakljucujemo da za

neparan [ > 1 vrijedi
O_i(m) = L(| "> |77 x| [Ex [ @0 1)

(ovdje je r = 1—71) Konac¢no, buduéi da je ve¢ za | = 1 ispunjen uvjet iz prethodne
napomene, teorem 4.27 povlac¢i da je gornja reprezentacija unitarizabilna za svaki [ > 1,

¢ime je dokazana tvrdnja iz primjera. O

Primjer 4.31 Neka je x netrivijalni karakter grupe F* takav da vrijedi x? = 1; ozna¢imo
kao u prethodnom primjeru s 1 trivijalnu reprezentaciju grupe O(V; ;). Reprezentacija

X ¥ 1 ima dva ireducibilna (temperirana) sumanda — nazovimo ih 7y i 7.
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Poglavlje 4. Visi liftovi

Tada je za svaki r > 2 reprezentacija
L(]-|’”><\-]T’_1><---><]-|1><Stgl/i XT), i=1,2
unitarizabilna.

Dokaz. Reprezentacija y x 1o grupe Sp(Ws) je potpuno reducibilna, duljine 2. Oba
ireducibilna sumanda su temperirana; nazovimo ih 7} i 2.

Kao i u prethodnom primjeru, reprezentacije m§ i 3 su genericke (s obzirom na razlicite
karaktere). Takoder, nije tesko vidjeti da je reprezentacija Stgl/% x 1y reducibilna, pa

prema uvjetu (2) teorema 4.29 slijedi da su obje reprezentacije
Tt Stgyi xmh, i=1,2

L'i 72 generic¢ke s obzirom na

ireducibilne, genericke i unitarizabilne. Uoc¢imo da su 7
razli¢ite aditivne karaktere polja F; oznac¢imo te karaktere s vy i 5.

Sada promatramo liftove reprezentacije ! na rascijepljeni ortogonalni toranj, kao u
prethodnom primjeru. Znamo da vrijedi I(7r}) = 1: ovo slijedi iz ¢injenice da je parametar
¢ reprezentacije ) jednak xy@®1@®y i teorema 2.15. Pomocu teorema 3.1 sada zakljucujemo
da vrijedi i I(7) = 1, pa vidimo da se opet nalazimo u sluc¢aju 2 (sekcija 4.3).

Nije tesko vidjeti da vrijedi §_;(w}) direktni sumand reprezentacije x x 1, stoga bez

smanjenja opéenitosti moZemo pisati _1(7}) = 7. Teorem 4.23 sada daje
O (7Y = L(|-|" x| -7 % x| ' x Stori X Ty)

za | > 1 neparan (r = Z_TI) Konacno, teorem 4.27 pokazuje da je ova reprezentacija
unitarizabilna za sve dovoljno velike 7; prema napomeni 4.28 vidimo da je dovoljno r > 2,
odakle slijedi tvrdnja.

Uocimo da tvrdnja iz primjera jos nije u potpunosti dokazana jer smo ovdje proveli
rac¢un samo za 7', dok liftove reprezentacije 72 nismo komentirali. Iste zakljucke dobivamo
i pocevsi od 2, no potrebno je uzeti u obzir jod jedan detalj:

Prisjetimo se da Weilova reprezentacija kojom zadajemo theta korespondenciju ovisi
o izboru netrivijalnog aditivnog karaktera 1 polja F (napomena 2.1). Kao u svim dosa-
dasnjim razmatranjima, u gornjem smo racunu koristili theta korespondenciju definiranu
pomocu istog aditivnog karaktera s obzirom na koji definiramo generi¢nost — u nasem
slucaju, to je bio ¥ (napomena 2.14). Zbog toga, ako Zelimo analogni zakljucak izvesti i za
reprezentaciju 72, moramo koristiti drugaciju theta korespondenciju, to jest onu definiranu

pomocu Y. O

Primjer 4.32 Neka je, kao u prethodnim primjerima, 1 trivijalna reprezentacija grupe

O(V4). Reprezentacija | -|~! x 1 ima jedinstveni temperirani subkvocijent kojeg oznac¢imo
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s 7 (nije tesko pokazati da je rije¢ o reprezentaciji diskretne serije).

Tada jeza r > 6
L(\~|T><|-|T_1><---><\-|1><St31/% x Sty X T)
unitarizabilna.

Dokaz. Oznacimo sa Stg,, Steinbergovu reprezentaciju grupe Sp(W2), to jest jedinstveni
ireducibilni kvocijent reprezentacije |-|7* x 15. Radi se o generickoj reprezentaciji diskretne
serije.

Prema uvjetu (3) teorema 4.29 slijedi da je reprezentacija
1 1
7 = Stav2 x St3v3 x Stgp,

ireducibilna, genericka i unitarizabilna: uvjete tog teorema u ovom primjeru provjeravamo
za 0 = Sts, a nije tesko vidjeti da je reprezentacija Stavz x 1, ireducibilna te da je zbog
toga relevantan upravo uvjet (3).

Ponovno promatramo liftove reprezentacije m na rascijepljeni ortogonalni toranj. Ovaj
put imamo [(Stsp,) = —1 jer je parametar ¢ reprezentacije Stg, jednak S;. Pomocu
teorema 3.1 sada zakljucujemo da vrijedi i [(w) = —1, stoga se ovaj put nalazimo u slucaju
la iz sekcije 4.3.

Nije tesko vidjeti da vrijedi upravo 7 = 6_;(Stgp,). Sada pomocu teorema 4.23 dobi-
vamo

Oy (m) =L(|-|" x| |7 % x| |' x Styv? x Stzv3 x 7)

za | > 1 neparan (r = l_Tl) Kao i u prethodna dva primjera, teorem 4.27 pokazuje da je

ova reprezentacija unitarizabilna za sve dovoljno velike r, a napomena 4.28 da je dovoljno
r = 6. Odavde slijedi tvrdnja. n

Na slican nacin, koriste¢i teoreme 4.27 i 4.29, mozemo konstruirati velik broj unitarnih

reprezentacija.

118



Zakljucak

Zbog mnogobrojnih i raznovrsnih primjena, proucavanje theta korespondencije vrlo je
aktivna tema unutar teorije reprezentacija. Iako je u posljednjih nekoliko godina ostvaren
znacajan napredak, velik dio theta korespondencije jos je uvijek neistrazen. Originalni
doprinos ovog rada sastoji se od opisa theta liftova za genericke reprezentacije simplekticke,
odnosno metaplekticke grupe. Bududi da se radi o sistemati¢nom opisu liftova za jednu
veoma bitnu klasu netemperiranih reprezentacija, ovime je ostvaren vazan korak prema
ukupnom opisu lokalne theta korespondencije.

Ocekujemo brojne zanimljive primjene dokazanih rezultata. Jednu od njih istaknuli
smo i u zaklju¢nom poglavlju: opis liftova generickih reprezentacija na grupe viseg ranga
otvara mogucnost za eksplicitnu konstrukciju velikog broja unitarnih reprezentacija, Sto
se moze pokazati korisnim u istrazivanju veoma bitnog pitanja o izgledu unitarnog duala
promatranih grupa.

Preostaje nekoliko otvorenih pitanja koja su usko vezana uz nasu temu, ali ¢iji odgo-
vori premasuju granice ove disertacije. Prije svega, postavlja se pitanje o izgledu theta
korespondencije uz zamijenjene uloge grupa u dualnim parovima: zanimaju nas liftovi
reprezentacija ortogonalne grupe na toranj simplektickih, odnosno metaplektickih grupa.
Takoder, buduéi da nismo uzimali u obzir genericke reprezentacije metaplekticke grupe
¢iji se standardni modul reducira, opis liftova takvih reprezentacija predstavljao bi logi¢nu

dopunu ovog rada. Odgovore na ova pitanja istrazit ¢emo u nadolaze¢im radovima.
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