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Sazetak

U radu se proucavaju Diofantove m-torke i D(n)-skupovi u prstenu cijelih brojeva 7Z i
prstenu Gaussovih cijelih brojeva Z[i]. Prvo, koristeéi elementarne metode, promatramo
proSirivost parametarske familije D(—2k?)-parova {2k?, 2k*+ 1} u prstenu Z. Pokazujemo
da se svaki takav par moZe prosiriti najvise do D(—2k?)-etvorke.

Proucava se i naizgled slican problem prosirenja Diofantovih trojki iz jednoparame-
tarske familije u Gaussovim cijelim brojevima. Zatim se bavimo opcenitijim problemom
pronalazenja gornje granice na veli¢inu Diofantove m-torke u Gaussovim cijelim brojevima.
Dokazuje se prva uniformna gornja granica na veli¢cinu Diofantove m-torke u Gaussovim
cijelim brojevima; pritom se koriste rezultati iz diofantskih aproksimacija.

Konacno, koristedi elipticke krivulje, ispitujemo postoji li beskona¢no mnogo Diofanto-
vih trojki koje su ujedno i D(n)-skup za vise dodatnih prirodnih brojeva n razli¢itih od

1.

Kljuc¢ne rijeci: Diofantove m-torke, D(n)-skupovi, Gaussovi cijeli brojevi, Pellove

jednadzbe, diofantske aproksimacije, elipticke krivulje
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Summary

This work studies Diophantine m-tuples and D(n)-sets in the ring of integers Z and
in the ring of Gaussian integers Z[i]. First, using elementary methods, we consider the
extendibility of a parametric family of D(—2k?)-pairs {2k?, 2k* + 1}. We show that none
such pair can be extended to a D(—2k?)-quintuple.

We study the seemingly similar problem of extending Diophantine triples from another
one-parametric family in Gaussian integers. Afterwards we deal with a more general
problem of finding an upper bound on the size of Diophantine m-tuple in Gaussian
integers. We prove the first upper bound on the size of Diophantine m-tuple in Gaussian
integers; thereat, we use the results from Diophantine approximations.

Finally, by using elliptic curves, we consider if Diophantine triples can also be a D(n)-

set for more additional positive integers n different from 1.

The outline of the thesis is as follows. In Chapter 1 ("Introduction") we introduce the
Diophantine m-tuples and explain the objectives of this research.

Chapter 2 ("Preliminary results") gives the definitions and preliminary results regarding
continued fractions, Pellian equations, Diophantine m-tuples, and elliptic curves. These
results are used throughout the whole work.

In Chapter 3 ("The Extendibility of D(—2k?)-pairs {2k* 2k?* 4+ 1}") we deal with the
extendibility of D(—2k?)-pairs {2k?, 2k?+1}. We show that each such pair can be extended
at most up to a D(—2k?)-quadruple and explicitly describe such extensions.

In Chapter 4 ("Family of Diophantine triples {k — 1,k + 1, 16k® — 4k} in Gaussian
integers') we study the problem of extending the triples from the chapter title. We have
not been able to resolve this problem completely, but studying it helped us in the next
chapter.

Chapter 5 ("Diophantine m-tuples in Gaussian integers") is in some way central to the
whole thesis. We try to find a uniform upper bound on the size of Diophantine m-tuple in
Gaussian integers. By using Diophantine approximations, we show that m < 42. We prove
some results which might be used in lowering this bound, as well as in further research
of parametric families of Diophantine triples in Gaussian integers. We also describe how
our result could be generalized for obtaining an upper bound on the size of Diophantine

m-~tuples in the rings of integers of imaginary quadratic fields.
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Summary

In Chapter 6 ("Diophantine triples with additional D(n)-properties") we deal with the
question of how many D(n)-properties can one Diophantine triple have. Using elliptic
curves, we construct an infinitely many Diophantine triples which are D(n)-sets for two
additional positive integers n different from 1.

It is hard to overestimate the importance of computers in doing this research. Almost all
results in Chapter 3 were proven using identities which were conjectured using Mathematica
[46]. In Chapter 6, one of the constructions of infinitely many Diophantine triples which
have two additional D(n)-properties was conjectured using a computer and The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences [43]. In the same chapter, a significant amount of

computing on elliptic curves was done with Sage [45].

Keywords: Diophantine m-tuples, D(n)-sets, Gaussian integers, Pell equations,

Diophantine approximations, elliptic curves
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PocLAVLJE 1

Uvod

Istrazivanje Diofantovih m-torki traje barem od treceg stoljeca i antickog grékog ma-
tematicara Diofanta iz Aleksandrije, u ¢ijoj Aritmetici nalazimo prvi primjer racionalne
cetvorke brojeva takve da je produkt svaka dva razli¢ita elementa uvecan za 1 potpun
kvadrat (kvadrat racionalnog broja). Njemu u ¢ast takvi skupovi brojeva nazivaju se
Diofantovim m-torkama.

Fermat je pronasao prvu cjelobrojnu Diofantovu ¢etvorku {1,3,8,120}, a Euler be-
skona¢nu familiju takvih cetvorki. U 20. stolje¢u Baker i Davenport, koriste¢i Bakerovu
teoriju linearnih formi u logaritmima, dokazuju da, ako je d prirodan broj takav da je
{1,3,8,d} Diofantova ¢etvorka, onda d mora biti 120 [3]. Drugim rije¢ima, skup {1, 3,8}
se do Diofantove cetvorke moze prosiriti na jedinstven nacin i tada dobivamo Fermatov
primjer. Iz toga takoder slijedi i da se Fermatova cetvorka ne moze prosiriti do Diofantove
petorke. Prirodno pitanje je moze li se neka druga cetvorka prosiriti do petorke, odnosno,
koliko velika Diofantova m-torka moze biti? Pojavila se slutnja da ne postoji Diofan-
tova petorka, koja je motivirala brojna istrazivanja. Vrlo nedavno prihvacen je dokaz
ove slutnje, za koji su zasluzni He, Toghé i Ziegler ([28]), pa je danas moZzemo smatrati
teoremom.

[zuzimajuci Bakerov rezultat, glavni doprinosi prema dokazivanju ovog teorema pojav-
ljuju se tek u 21. stolje¢u. Dujella je u [13] dokazao da Diofantova m-torka u prirodnim
brojevima moze imati najvise osam ¢lanova, a 2004. poboljSao je ovu granicu dokazavsi
da ne postoji Diofantova Sestorka ([15]). Takoder je u istom radu pokazano da, ako
Diofantove petorke postoje, ima ih kona¢no mnogo.

U meduvremenu, pojavio se niz modifikacija i poopcéenja ovog problema. Prirodno
poopcéenje pojma Diofantove m-torke je u promjeni broja koji se dodaje: umjesto 1, moze se
dodavati i neki drugi broj. Tako ¢emo za skup od m prirodnih brojeva {a, as, ..., am_1,am}
re¢i da ima D(n)-svojstvo ako je a;a; + n potpun kvadrat za sve razlicite i i j iz skupa
{1,...,m}. Jos$ jednostavnije, takav skup nazivamo D(n)-skupom. Npr. Fujita i Toghé u
[23] promatrali su parametarsku familiju D(—k?)-parova {k?, k*+1}. Elementarnim meto-
dama pokazali su da se svaki par tog oblika moZe proiriti do D(—k?)-Cetvorke na najvise

jedan nacin. Direktno slijedi da se nikoji takav par ne moZe prosiriti do D(—k?)-petorke.
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Problemi s D(n)-skupovima u cijelim brojevima Cesto se mogu rjesavati slicno kao
i analogni problemi s Diofantovim m-torkama. Tako je npr. Filipin u [17] pokazao da
D(4)-skup ne moze imati Sest elemenata, i to na slican nacin kako je pokazano da ne
postoji Diofantova Sestorka [15].

Diofant je promatrao ovaj problem u racionalnim brojevima i tu su pitanja jos uvijek
sirom otvorena. Tek nedavno pronadena je beskonacna familija Diofantovih Sestorki ([16])
i ne zna se postoji li uniformna gornja granica na veli¢inu takvog skupa u racionalnim
brojevima. S druge strane, razumno je pretpostaviti da ¢e prijelaz na analogne probleme
u drugim prstenima cijelih brojeva biti laksi. Ipak, ni u takvom okruzenju nema mnogo
rezultata. Npr. u podru¢ju analognih problema u prstenu Gaussovih cijelih brojeva
pronalazimo manje od deset radova, od kojih mozemo istaknuti [21] i [5], koji se bave
problemom prosirenja Diofantovih trojki iz jednoparametarskih familija, te [6] u kojem se
proucava slican tip problema s D(4)-trojkama. Zbog sli¢nosti ovog prstena s uobicajenim
prstenom cijelih brojeva Z, mozemo ocekivati da ¢e vrijediti slicni rezultati i da ¢e se moéi
dokazati slicnim tehnikama kao u racionalnim cijelim brojevima.

U svim dosad spomenutim istrazivanjima ispituje se moguca veli¢ina Diofantove m-
torke ili nekog D(n)-skupa. Medutim, logi¢no pitanje je i postoji li Diofantova m-torka
koja je takoder D(n)-skup za neki prirodan broj n razlicit od 1. Ovo pitanje 2001. godine
postavili su Kihel i Kihel [33]. Oni su izrazili i slutnju da ne postoje Diofantove trojke koje
su ujedno i D(n)-skup za neki n razli¢it od 1. Ta slutnja ne vrijedi jer je, npr. {8,21,55}
i Diofantova trojka i D(4321)-trojka (primije¢eno u MathSciNet recenziji njihovog clanka,
Dujella). Ovime se otvara pitanje postoji li takvih Diofantovih trojki beskonaé¢no, te koliko
razlicitih D(n)-svojstava moze imati jedna Diofantova trojka.

Ova disertacija organizirana je na sljedeé¢i nacin.

U Poglavlju 2 izlazemo osnovne pojmove i rezultate potrebne u ostatku rada. Napome-
nimo da ¢emo iskaze znacajnih teorema koje koristimo najéesce i ponoviti prije primjene
u kasnijim poglavljima, kako bi ih se lakse pratilo.

U Poglavlju 3 bavimo se progirenjem D(—2k?)-parova {2k?, 2k? 4+ 1} i na elementaran
nacin pokazujemo da se svaki takav par moze prosiriti na najvise jedan nac¢in do D(—2k?)-
cetvorke. Vecina rezultata ovog poglavlja objavljena je u koautorstvu s Filipinom u ¢lanku
“On the extension of D(—8k?)-pair {8k?,8%k? + 1}” u Moscow Mathematical Journal [1].

U Poglavlju 4 prouc¢avamo prosirivost Diofantove trojke {k — 1,k + 1,16k — 4k} u
Gaussovim cijelim brojevima Z[i]. Na tim rezultatima suradivala je Franu$i¢. Taj problem
nismo uspjeli u potpunosti razrijesiti, ali prouc¢avanje njega pomoglo nam je u daljnjem
istrazivanju.

Poglavlje 5 na neki nacin je sredisnje u disertaciji. U njemu se bavimo pitanjem koliko
najvise elemenata moze imati Diofantova m-torka Gaussovih cijelih brojeva, odnosno
pronalazenjem gornje granice na veli¢inu m. Oslanjajuci se na rezultate iz diofantskih

aproksimacija, uspjeli smo dokazati da je m < 42. Dokazujemo i neke rezultate koji bi



Poglavlje 1. Uvod

se mogli iskoristiti u poboljSanju te granice, kao i u daljnjem istrazivanju parametarskih
familija Diofantovih trojki u Gaussovim cijelim brojevima. Takoder, opisujemo kako bi se
taj rezultat mogao poopciti za dobivanje gornje granice na veli¢inu Diofantove m-torke u
prstenu cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja. Napomenimo da je savjet za dokaz
donje granice na veli¢inu elementa koji prosiruje Diofantovu trojku dao Dujella.

U Poglavlju 6 bavimo se pitanjem koliko razli¢itih D(n)-svojstava moze imati jedna
Diofantova trojka. Koristeci elipticke krivulje, pokazujemo da postoji beskona¢no mnogo
Diofantovih trojki {a, b, ¢} koje su ujedno i D(n)-skupovi za dva razli¢ita prirodna broja
n koja nisu 1. Takoder, prikazat ¢emo neke primjere Diofantovih trojki {a, b, ¢} koje su i
D(n)-skupovi za tri razli¢ita prirodna broja n # 1. Rezultati ovog poglavlja objavljeni su
u koautorstvu s Dujellom, Kreso i Tadi¢ u ¢lanku “Triples which are D(n)-sets for several
n’s” u Journal of Number Theory [2].

Zelimo naglasiti vaznost koriStenja rac¢unala u ovom istrazivanju i nastanku ove diser-
tacije. Vecina rezultata u Poglavlju 3 dokazana je koristeci identitete koji su prethodno
nasluéeni u Mathematici [46], a ¢ak i neki dokazi dobiveni su u istom programu. U Po-
glavlju 6, jedna od konstrukcija familije beskona¢no Diofantovih trojki koje imaju dva
dodatna D(n)-svojstva nasluéena je racunalom i uz pomo¢ online enciklopedije nizova
cijelih brojeva [43]. U istom poglavlju je i znacajan dio ra¢unanja (faktorizacija, mnozenja
i pojednostavljivanja) napravljen u Mathematici [46], dok je za elipticke krivulje koristen
Sage [45].



POGLAVLJE 2

Osnovnl pojmovl 1 rezultati

U ovom poglavlju, preglednog karaktera, definiramo pojmove i iskazujemo tvrdnje koje
¢emo primjenjivati u sljede¢im poglavljima. Iako izostavljamo dokaze, napomenimo da je
i pokoji dokaz u disertaciji nastao modifikacijom dokaza ovih klasi¢nih rezultata.

Potpoglavlje o veriznim razlomcima nastalo je prema [11], a rezultati o Pellovim i
slicnim jednadzbama preuzeti su iz [30], [18] i [11]. O Diofantovim m-torkama vise se
moze procitati na web stranici Diophantine m-tuples A. Dujelle [10]. Za osnovne Cinjenice

o eliptickim krivuljama koristen je [41].

2.1 Verizni razlomci

Neka je a realan broj. Oznac¢imo s ag = |/, najvedi cijeli broj koji nije veéi od a.
Ako ag # «, onda mozemo zapisati o kao o = ag + a%, gdje je a; > 1 (jer je a —ag < 1),
i oznac¢imo s a; = |a1]|. Ako a; # «aq, onda «; mozemo zapisati kao a; = a; + a%, gdje je
ag > 1. Oznacimo s as = |as]. Ovaj postupak mozemo nastaviti. Ako je a,, = «, za neki

prirodan n, onda je « racionalan, jer je

1
a = ag +
1
aq +
1
ag +

1

p—1 + —
an

Ovakav razlomak nazivamo veriznim i krade zapisujemo kao [ag, a1, ..., a,]. Ako je pak

a, # «a, za svaki n, onda definiramo racionalne brojeve

Pn

q = [a07a17"'7an}7
n

koje nazivamo (n-tim) konvergentama od «.
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Ako je « iracionalan, onda niz konvergenti tezi u o, tj. lim Pn _ a. Ovdje govorimo o

n—oo qn
beskonacnom veriznom razlomku koji zapisujemo kao [ag, a1, as, . . . | i nazivamo ga razvojem
broja a.
Definicija 2.1.1. Za beskona¢ni verizni razlomak [ag, a1, as, . . .| kazemo da je periodican

ako postoje cijeli brojevi ng > 0im > 1 takvi da je a1 = a, za sve n > ng. Tada

verizni razlomak pisemo u obliku

[a’07 Ay, ...y Qpo—1,Ung, Apg+1; - - - 7ano+m71]-

Definicija 2.1.2. Iracionalan broj « je kvadratna iracionalnost ako je rjesenje kvadratne

jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Teorem 2.1.3. [Euler, Lagrange| Razvoj u verizni razlomak realnog broja o je periodican

ako i samo ako je a kvadratna iracionalnost.

2.2 Pellove i pellovske jednadzbe

Definicija 2.2.1. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Jednadzbu oblika
2? —dy? =1, (2.2.1)

nazivamo Pellovom jednadzbom. RjeSenja trazimo u skupu prirodnih brojeva.
Ova jednadzba uvijek ima rjesenje i uobicajeno je rjesenje (z,y) zapisivati i kao z4yVd.

Definicija 2.2.2. RjeSenje zo + yov/d jednadzbe (2.2.1) zovemo fundamentalnim ako je

o 4 10v/d najmanje medu svim rjeSenjima jednadzbe (2.2.1).

Teorem 2.2.3. Neka je (xg,y0) fundamentalno rjesenje jednadzbe (2.2.1). Tada je za
svaki cijeli broj n i (xg + yo/d)™ rjesenje iste jednadzbe.

Obratno, ako je (z,y) rjesenje jednadzbe (2.2.1) u prirodnim brojevima, onda postoji
prirodan broj n takav da je x + yvd = (xo + yo\/a)”.

Dokaz Teorema 2.2.3 moze se naéi u [30] ili na hrvatskom u [18].
S Pellovom jednadzbom usko je povezana i jednadzba 2?2 — dy? = —1. Rjesenja obje

te jednadzbe skupa su opisana u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.2.4 ([11, Teorem 7.10]). Sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbe x* —
dy? = +1 nalaze se medu x = p,, Yy = ¢, gdje su fl’—: konvergente u razvoju od \/d. Prema
Teoremu 2.1.3, v/d ima periodican razvoj u verizni razlomak. Neka je r duljina perioda u
tom razvoju. Ako je r paran, onda jednadiba x* — dy? = —1 nema rjesenja, a sva rjeSenja
od x*> —dy? = 1 dana su $a T = Ppr—1,Y = Qur—1, 206 n € N. Ako je r neparan, onda su sva
rjesenja jednadzbe x? — dy? = —1 dana sa T = Ppr—1,Y = Gur—1 20 neparne n, dok su sva

rjesenja jednadzbe v* — dy? =1 dana sa T = Ppr—1,Y = Qur—1 20 PATNE N.
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Bududi da je (g,) rastudi niz (vidjeti npr. Teorem 6.3 u [11]), a fundamentalno rjesenje

je najmanje, ovaj teorem omogucava nam da pronademo to rjeSenje.

Primjer 2.2.1. Pogledajmo Pellovu jednadzbu x*> — 5y> = 1. Broj \/5 razvijmo u veriini
1

razlomak: ag = {\/EJ =2, paje V5 =24+—. Tada je o, = ﬁ =24+Vbia, = lag | =4,
a N

pa je /b =2+ . Odavdje je vy ponovo o =245, pa je ay = 4, kao i as, ay, . . ..
1

44+ —
%)

Dakle V5 = 2,4]. Duljina perioda je r = 1, pa po prethodnom teoremu, rjesenja

1 9
jednadzbe x* — 5y* = 1 dana su s © = pap_1,y = qar—1. Kako je Zl =[2,4 =2+ 1=
1

dobivamo fundamentalno rjesenje 9+4+/5 nase jednadzbe (92 —5-4% = 1), a potenciranjem
njega mozemo odrediti sva rjesenja. Npr. iduce rjesenje dano je s (9+4v/5)? = 161+72/5,
dakle x1 = 161, y; = 72.

Teorem 2.2.5 (Teorem 7.12 u [11]). Neka je (zn,yn), n € Ny niz svih rjesenja Pellove
jednadzbe x* — dy? = 1 u prirodnim brojevima, zapisan u rastuéem redoslijedu. Tada je

(x0,Y0) fundamentalno rjesenje. Dodatno, uzmimo da je (x_1,y—1) = (1,0). Tada vrijedi:
Tng2 = 200Tn41 — Tny,  Yni2 = 200Ynt1 — Yn, N = —L

Definicija 2.2.6. Neka je N # 0 cijeli broj, a d prirodan broj koji nije kvadrat. Jednadzbu

v —dy* =N (2.2.2)

nazivamo pellovskom jednadzbom. Zanimaju nas njena rjeSenja u cijelim brojevima.

Pellovska jednadZba ne mora imati rjesenje. Ali ako je z + yv/d jedno njeno rjeSenje,
a t + uv/d bilo koje cjelobrojno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe 22 — dy? = 1, onda je
i (2 4+ yVd)(t + uV/d) takoder rjesenje pellovske jednadzbe (2.2.2). Za to rjeSenje kazemo
da je asocirano s rjeSenjem x 4+ yv/d. Skup svih medusobno asociranih rjeSenja ¢ini jednu
klasu rjesenja. Ako se klasa rjeSenja sastoji od z; + y;v/d, i = 0,1,2,..., onda rjedenja
z; — y;v/d takoder tvore jednu klasu rjeSenja, koju nazivamo konjugiranom klasom. Ako

se klasa podudara sa sebi konjugiranom klasom, onda je zovemo dvoznacnom.

Definicija 2.2.7. Medu svim rjeSenjima z 4 yv/d jednadzbe (2.2.2) u istoj klasi izabrat
¢emo jedno rjeSenje xo+1yov/d na sljedeéi nacin. Neka je yo najmanja nenegativna vrijednost
od y koja se pojavljuje u toj klasi. Ako klasa nije dvoznacna, time je jedinstveno odreden
zo. Ako je klasa dvoznaéna, onda uzimamo zo > 0. Ovako izabrano rjeSenje zo + yov/'d

nazivamo fundamentalnim rjeSenjem pellovske jednadzbe (2.2.2).

Za razliku od Pellove jednadzbe koja ima jednu klasu rjesenja, pellovska jednadzba ih

moze imati vise i ne postoji uniformna konstantna granica na broj klasa. Medutim, znamo

6
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gornje granice na fundamentalna rjesenja, pomocu kojih mozemo odrediti fundamentalna,
a onda i sva rjesenja pellovske jednadzbe. Te gornje granice, koje ovise o fundamentalnom

rjeSenju pripadne Pellove jednadzbe, iskazane su u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.2.8 ([37, Theorem 108 i 108a]). Ako je u + vv/'D fundamentalno rjesenje
jednadzbe
u? — Dv? =N

za cijeli broj N i ako je xo + yov/'D fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe
22 — Dy? = 1, onda je

0<v< Y ’N”
2(1’0—1)
1
0.< Jul < /5 (w0 + DIN]

Napomenimo da je ovaj teorem nastao spajanjem dva teorema iz [37], koja govore o
ogradi ovisno o predznaku broja N. Ovdje je za svaku varijablu iskazana slabija od dvije

gornje granice.

Primjer 2.2.2. Pogledajmo pellovsku jednadzbu u? —5v* = 20. Buduéi da smo u Primjeru
2.2.1 nasli fundamentalno rjesenje 9+ 4v/5 pripadne Pellove jednadzbe, Teorem 2.2.8 daje
nam granicu za fundamentalno rjesenje v < v/20. Sad lako nalazimo fundamentalna
riesenja ove pellovske jednadzbe 5+ /5, —5 + /5, 10 + 4v/5 i —10 4+ 4+/5. Svako od tih
riesenja generira beskonacnu klasu rjesenja, npr. w, + v,v/5 = £(—=5 + v/5)(9 & 44/5)".

2.3 Diofantove m-torke

Definicija 2.3.1. Diofantova m-torka je skup prirodnih brojeva {ay,as,...,a,} takav

da je a;a; + 1 potpun kvadrat za 1 <i < j < m.

Diofantov par uvijek se moze prosiriti do Diofantove trojke. Kod ovakvih pitanja,
najcesce govorimo naprosto o prosirenju skupa, pritom podrazumijevajuci da ¢e i prosirenje
biti Diofantova m-torka.

Ako je ab+ 1 =r? onda za ¢ = a + b + 2r vrijedi da je

ac+1l=ala+b+2r)+1=a’>+ab+2ar+1=a*>+r*—1+2ar+1=(a+r)%

Analogno se pokazuje da je bc + 1 = (b+ r)?, pa je {a,b, c} Diofantova trojka.

Definicija 2.3.2. Za Diofantovu trojku {a,b,c} kazemo da je regularna ako je a < b i
c=a+b+2r, gdje je r* =ab+ 1.
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Diofantova trojka {a, b, c} uvijek se moze progiriti do Diofantove ¢etvorke.

Definicija 2.3.3. Za Diofantovu cetvorku {a, b, ¢, d} kazemo da je regularna ako je a <
b<cid=dy =a+b+ c+ 2abc+ 2rst, gdje su r,s i t prirodni brojevi takvi da je
r2=ab+ 1,52 =ac+11it*=bc+ 1.

Naime, slicno kao gore, racun potvrduje da je
ady +1=(at+7s)*, bdy +1=(bs+7rt)*, cdy+1=(cr+st)

Osim veé spomenutog teorema o nepostojanju Diofantove petorke u prirodnim broje-
vima ([28]), postoji i jaca slutnja da je svaka Diofantova Cetvorka regularna. Primijetimo
da to znaci da se svaka trojka moze prosiriti do cetvorke s ve¢im elementom na jedinstven
nacin (iz toga jasno slijedi da ne postoji Diofantova petorka).

Umjesto 1, mozemo dodavati i druge cijele brojeve. Preciznije, dolazimo do sljedeceg

poopc¢enja pojma Diofantove m-torke.

Definicija 2.3.4. Za skup prirodnih brojeva {a1, as, . . . , a;, } kaZzemo da ima D(n)-svojstvo
ako je a;a; +n potpun kvadrat za 1 < i < j < m. Krace, {a1,as,...,a,} je D(n)-skup
ili D(n)-m-torka.

Diofantove m-torke su D(1)-skupovi. Prirodno pitanje je ponovo slicno, koliko veliki

D(n)-skupovi mogu biti.

2.4 Elipticke krivulje

Pod eliptickom krivuljom podrazumijevat ¢emo skup tocaka (z,y) dan sljede¢om jed-
nadzbom:

y2 + a1xy + azy = 2%+ agx® + agr + ag.

Ova jednadzba naziva se Weierstrassovom jednadzbom. Pretpostavljat ¢emo da je elipticka
krivulja glatka, Sto znaci da u svakoj tocki mozemo povudéi jedinstvenu tangentu (analiticki,
parcijalne derivacije postoje i nisu obje jednake nuli). Iako o krivuljama razmisljamo u
ravnini (i tako ih skiciramo), za nas su od posebnog znacaja tocke krivulje s cjelobrojnim
koordinatama i racionalne tocke krivulje, tj. tocke s racionalnim koordinatama. Opisat
¢emo nacin na koji se mogu zbrajati racionalne tocke.

Prvo ¢emo opisati ovaj postupak geometrijski i pritom pretpostavljamo da je a; =
az = 0. Vidjeti Sliku 2.1. Kroz dvije tocke A i B na eliptickoj krivulji mozemo provuci
sekantu (ili tangentu kad je A = B). Ona ¢e u pravilu sije¢i elipticku krivulju u ukupno
tri tocke (jer je jednadzba kojom se zadaje elipticka krivulja treéeg stupnja), pa ¢emo
osim pocetne dvije imati joS jedno sjeciste, tocku C'. Buduéi da jednadzba sad ima oblik
y> = f(x), slijedi da na krivulji imamo i tocku simetri¢nu toc¢ki C' s obzirom na z-os.

Upravo ta tocka bit ¢e zbroj pocetnih tocaka A i B.
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Slika 2.1: Geometrijski opis zbrajanja to¢aka na eliptickoj krivulji y? = 23 — 152 + 5

Medutim, ako su tocke A i B medusobno simetri¢ne s obzirom na z-os, onda ovaj
postupak ne mozemo provesti. Vidjeti Sliku 2.2. Cini se da nam nedostaje neka tocka na
ovoj krivulji. Zamisljajuci tocku u beskonacnosti O, mozemo za zbroj A + B uzeti upravo
tu tocku O.

Algoritam (za zbrajanje toc¢aka na eliptickoj krivulji, prema Silvermanu [41]). Neka su
Pi(z1,y1) © Pa(xo,y2) tocke na E. Pretpostavimo da je x1 # x5. Definirajmo X\ i v u
Tablici 2.1.

Tablica 2.1
Definicija A i v potrebnih za zbrajanje tocaka na eliptickoj krivulji

A v
Y2 — Y1T2 — Y2y
T # T T
To — 1 Ty — T1
o 322 + 2a971 +ag — ary; | —23 + agwy + 206 — azy;
' 2 2y1 + a1y + ag 2y1 + a1y + as

Tada je y = A\x + v pravac kroz Py © Py, odnosno tangenta na E ako je P, = Ps.
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D
\

Slika 2.2: Par tocaka koji ne mozemo zbrojiti po prethodno opisanom postupku (slucaj
r = ZL’Q)

Tocka Py = P, + Py ima sljedece koordinate

$3:)\2+a1>\—a2—5[‘1—I2, (241)
ys = —(A+a1)xs — v — as.

Ako je x1 = x5 T y1 + Y2 + a1x2 + a3 =0, onda je P, + P, = O.

Spomenimo ovdje i da, iako ¢emo uvijek raditi s eliptickim krivuljama na ovdje opisan
nacin, pravilnije je gledati na njih kao na projektivne krivulje. Naime, na skupu uredenih
trojki Q*\ {(0,0,0)} moZemo definirati relaciju ekvivalencije T} (x1, y1, 21) ~ To(2, Y2, 22)
ako i samo ako postoji A # 0 takav da je x1 = Axg,y1 = Aya, 21 = Azp. Skup klasa
ekvivalencije u Q3 \ {(0,0,0)} zovemo projektivnim prostorom. Tada tocke (x,y) moZemo

identificirati s tockama (x,y, 1) na krivulji u projektivnom prostoru zadanoj jednadzbom

y2z + a1xYyz + a3y22 =23+ aga:2z + a4xz2 + a6z3,
a tocku u beskonacnosti O ovdje mozemo eksplicitno zapisati kao O = (0, 1,0).

Uz ovako definirano zbrajanje, skup racionalnih tocaka na eliptickoj krivulji E(Q)
dobiva strukturu Abelove grupe. Prema Mordellovom teoremu, ta grupa je konacno
generirana [36]. Prema strukturnom teoremu za konacno generirane Abelove grupe [39]
slijedi da je E(Q) = Z" @ Zior, gdje je r € No, a Zo, grupa elemenata kona¢nog reda. Broj

r nazivamo rangom elipticke krivulje, a Zio torzijskom grupom.

10
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*
* ok

Detaljniji uvod u elipticke krivulje zainteresirani ¢itatelj moze na¢i u knjizi "Rational
Points on Elliptic Curves' [42], koja ima elementarni pristup, dok napredniji pristup imaju
[41], [34] i [29], kao i [38] (na hrvatskom).

Spomenimo i da su ovdje prikazane slike nastale u Asymptoteu [27].
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POGLAVLJE 3

Progirenje D(—2k?)-para
{2k% 2k* + 1}

Dokazujemo da se D(—2k?)-par {2k?, 2k* + 1} moze proSiriti na najvise jedan nacin
do D(—2k?*)-cetvorke. Konkretno opisujemo to proSirenje i uvjete uz koje postoji. Za
neparan k opisujemo sva proSirenja do D(—2k?)-trojke. Svi rezultati ovdje predstavljeni,
osim potpoglavlja 3.5 (u kojem rjesavamo problem prosirenja kad je k neparan), objavljeni
su u ¢lanku “On the extension of D(—8k?)-pair {82, 8k? + 1}” u Moscow Mathematical
Journal ([1}).

3.1 Problem

Kad govorimo o m-torkama, govorimo o skupovima. Tako ¢emo, u skladu s Definicijom
2.3.4, koristiti izraze D(n)-par, D(n)-trojka, D(n)-m-torka, itd.

Prirodno pitanje vezano za D(n)-skupove je njihova veli¢ina. Pocevsi od D(n)-trojke
{a,b,c}, mozemo konstruirati elipticku krivulju E : y* = (ax + n)(bz + n)(cx + n).
Naime, za svaki x takav da {a,b,c,z} ima D(n)-svojstvo, postoje r,s,t € Z takvi da
je ar +n = r*bx +n = s* cx + n = t?, pa dobivamo cjelobrojnu tocku (z,rst) na E.
Kako elipticka krivulja ima kona¢no mnogo cjelobrojnih tocaka [40], svaka D(n)-trojka
moze se prosiriti samo s konacnim brojem elemenata ako zelimo da zadrzi D(n)-svojstvo.
Zakljucujemo da je svaki D(n)-skup konacan.

Medutim, ovime ne dobivamo uniformnu granicu na veli¢inu takvih skupova. Veéina
rezultata u ovom podrucju, posebno novijih rezultata, oslanja se na linearne forme u
logaritmima, teoreme o diofantskim aproksimacijama i elipticke krivulje.

S druge strane, Fujita i Togbé u [23] dokazali su, na elementaran i relativno jednostavan
nacin, sljede¢i rezultat. Ako je {k* k? + 1,¢,d} cetvorka s D(—k?)-svojstvom i ¢ < d,
onda je c = 1id=4k?+1 (u tom slucaju, 3k*+ 1 mora biti kvadrat). Ovdje prou¢avamo

slican, ali slozeniji problem.
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Neka je k prirodan broj. Skup {2k? 2k? + 1} ima D(—2k?)-svojstvo, jer je 2k?(2k* +
1) — 2k? = 4k* = (2k*)%. Trojka {1,2k? 2k* + 1} takoder ima D(—2k?)-svojstvo. Koliko
prirodnih brojeva moZemo dodati u ove skupove, a da zadrze D(—2k?)-svojstvo? Kod
ovakvih pitanja, najcées¢e govorimo naprosto o prosirenju skupa, pritom podrazumijevajudi
da ¢e i proSirenje imati isto svojstvo, u ovom slu¢aju D(—2k?)-svojstvo.

Za neparan k je —2k* = 2 (mod 4), pa ne postoji prosirenje do ¢etvorke. Naime,
poznat je teorem da za n =2 (mod 4) ne postoji D(n)-Cetvorka, koji su 1985. nezavisno
dokazali Brown [8], Gupta i Singh [25], te Mohanty i Ramasamy [35].

S druge strane, oCito postoji prosirenje do trojke {1,2k? 2k* + 1}. Rekurzivno ¢emo
opisati sve prirodne ¢ takve da skup {2k?, 2k* + 1, c} ima D(—2k?)-svojstvo.

Odsada radimo za parne k-ove, sve do potpoglavlja 3.5, gdje radimo s neparnim k.

Pokazat ¢emo da, ako {1,8%k% 8k? +1,d} ima D(—8k?)-svojstvo, onda je d jedinstveno
odreden (d = 32k*+1). Nadalje, pokazat ¢emo da se ¢ak i par {8k?, 8k%+ 1} moze prosiriti
do Cetvorke na najvise jedan nacin (tre¢i i detvrti element mogu biti samo 1 i 32k + 1).
Jasno, iz toga slijedi da se par D(—8k?)-par {8k? 8k* + 1} ne moZe prosiriti do petorke.
Prvo promatramo prosirivost trojke {1, 8k, 8k? + 1}.

3.2 Progirivost D(—8k?)-trojke {1, 8k?, 8k* + 1}
U ovom dijelu dokazujemo sljedeci teorem.

Teorem 3.2.1. Ako skup {1,8k* 8k?+1,d} ima D(—8k?)-svojstvo, onda je d = 32k* + 1.
U tom slucaju, 24k* + 1 mora biti kvadrat.

3.2.1 Sustav simultanih pellovskih jednadzbi

Zbog D(—8k?)-svojstva skupa {1,8k? 8k? + 1,d} postoje cijeli brojevi z,y’ i z takvi
da je

d — 8k* = 22,
8k*d — 8k* = (y')?,
(8k* +1)d — 8k? = 22.

Iz druge jednadzbe moZemo zakljuciti da 8k? dijeli (/). Slijedi da 4k dijeli 3/, odnosno
da postoji cijeli broj y takav da je y' = 4ky. Time se druga jednadzba pojednostavljuje
ud—1=2y% Iz te i zadnje jednadZbe slijedi 22 — (8k% + 1) - 2y = (8k* + 1)d — 8k* —
(8k* +1)(d — 1), tj. dobivamo Pellovu jednadzbu z? — 2(8k* + 1)y* = 1.

Sli¢no, eliminacijom d iz prve jednadzbe i pojednostavljene druge slijedi pellovska
jednadzba z? — 2y% = —8k? + 1.

13
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Rezimirajmo, ako se D(—8k?) trojka s kojom radimo moze prosiriti, onda postoje cijeli

brojevi x,y i z koji zadovoljavaju sljedec¢i sustav:

2t — 2% = —8k* +1, (3.2.1)
22— (16k* +2)y* = 1. (3.2.2)

Problem prosirenja D(—k?)-para {k?, k* + 1} u [23] sveden je na sli¢an sustav na isti
nacin kao ovdje. Medutim, tamo je jedna od jednadzbi bila jako jednostavna (y* — z? =
k* — 1), sto je olakSalo rjeSavanje problema. Primijetimo da 16k* + 2 nije potpun kvadrat
jer je izmedu dva uzastopna kvadrata, preciznije, (4k)* < 16k* + 2 < (4k + 1)%

Jednadzba (3.2.1) je pellovska jednadzba i moze imati velik broj beskonac¢nih klasa
rjeSenja. S druge strane, Pellova jednadzba (3.2.2) ima jednu beskona¢nu klasu rjesenja,
koju generira fundamentalno rjesenje. Kao Sto je uobicajeno, rjesenje (z,y) te Pellove
jednadzbe, zapisivat ¢emo i kao z 4+ yv/16k2 + 2.

Lema 3.2.2. Sva rjesenja jednadzbe (3.2.2), 2% — (16k* +2)y* = 1, u prirodnim brojevima
dana su sa (16k? + 1 + 4k\/16k2 + 2)™ za prirodne n. Ako je (z,y) rjesenje ove jednadZbe

u nenegativnim cijelim brojevima, onda je y element niza
y-1=0,9 = 4k, Ymi2 = 2(16k2 + D¥Ymt1 = Ym- (3.2.3)

Dokaz. Koristenjem veriznih razlomaka (v/16k? + 2 = [4k; 4k, 8k]) dobivamo fundamen-
talno rjeSenje 16k + 1 + 4k+/16k? + 2. Detaljnije, algoritmom za zapis broja u verizni

razlomak (v. [11, Dokaz Teorema 6.15]), ra¢unamo:

ag = VI6k2 + 2,09 = [V16k? + 2| = ay = 4k,

V16k2 + 2
2

16k2 + 2 — 16k>
Sy = 8k — 4k = 4k, 1y = i =1, 0 = 4k + V16k2 + 2 = ap = 8k,

51:4kz,t1:2,a1:2k—|— :>(11:4k’,

2
16k + 2 — 16k2 4k 16k2 + 2
Sy = 8k — k=t = 10 T 2TI g o S HEVIEER

Kako je (S1,t1,a;1) = (Ss,t3,a3), dobivamo periodicki verizni razlomak [4k; 4k, 8k].
Iz veriznih razlomaka moze se nac¢i fundamentalno, a onda i sva rjesenja Pellove
jednadzbe. Za nase potrebe dovoljan je Teorem 2.2.4 iz preglednog dijela disertacije.
Kako je v16k2 +2 = [4k; 4k, 8K], period je duljine 2, pa je najmanje rjeSenje z =
p1,y = q1, gdje je
I 1 16k*+1

— = [4k. 4k| = 4k + — =
¢ [4k, 4k] +4k 4k

Dakle, fundamentalno rjesenje zaista je 16k? +1+4kv/16k2 + 2 (tj. 20 = 16k*+1, yo = 4k).
Rjesenja z, + ¥,/ 16k2 + 2 dana su sa z, + Y,V 16k2 + 2 = (16k? + 1 + 4k\/16k2 + 2)",
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pa je Zni1 + Yni1V16k2 + 2 = (2, + Y, V16k2 + 2)(16k* + 1 + 4k\/16k2 + 2). 1z toga je

Zny1 = (16K% 4+ 1)z, + 4k(16k* + 2)yn, 20 = 16k>+1, 2., =1 (3.2.4)
Yni1 = (16K% + 1)y, + 4kz,, yo = 4k, y_1 = 0. (3.2.5)

Ovaj rekurzivan sustav nizova (2,)n>—1 1 (Yn)n>—1 sadrzi sva nenegativna cjelobrojna
rjesenja (z,y) jednadzbe (3.2.2).
Prema Teoremu 2.2.5, moguce je dobiti zasebne rekurzivne definicije za svaki od nizova
Yn 1 2. Slijedi da je yuy0 = 2(16k% + 1)yni1 — Yn-
O

S druge strane, y treba biti i rjesenje od (3.2.1), tj. 2% treba biti 2y% — 8k% + 1 za neki
n € Ny. Zato uvodimo novi niz X,, = 2y> — 8k* + 1.

3.2.2 Kvadrati u nizu (X))

U ovom dijelu ispitujemo moze li X,, biti potpun kvadrat za neki indeks n. Koristeci
veze izmedu y, 1 z,, Npr. Your1 = 2y,2n, rastavit ¢emo X, na produkt dva faktora,
od kojih jedan ocito nece biti kvadrat. Pokazat ¢emo da su ti faktori relativno prosti
(npr. principom spusta za neparne indekse). Faktorizacija i cijeli dokaz ovise o parnosti
indeksa elementa niza (X,). Jednom kad se identiteti koji povezuju nizove (y,) i (z,)

naslute, dokaz je potpuno racunski i stoga je odgoden za kasnije.

Neparni indeksi

Za neparne indekse koristimo identitet koji ¢emo dokazati u Lemi 3.4.1,

Yon4+1 = 2ynzn7 (326)

kako bismo pokazali da Xy, nikad nije kvadrat. Koristeéi (3.2.6) i (3.2.2) dobivamo

Xopi1 = 2ys,1 — 8K* +1=8y222 — 8k* + 1 = 8y2(1 + (16k* + 2)y2) — 8k* + 1
= (492 + 1)(32y2k* + 4y — 8K* + 1).

Prvi faktor ne moze biti kvadrat, jer je (2y,)? < 4y2 + 1 < (2y, + 1)* (za y, € N). Dakle,
da bismo zakljucili da X5, ;1 nije kvadrat ni za koji n, dovoljno je dokazati da su dobiveni
faktori relativno prosti. To ¢emo dokazati principom spusta. Preciznije, dokazat ¢emo da
pretpostavka

pl4y2+11p| 3202k +4y? —8k* + 1

povlaci
pla?  +1ip|32° K2 +4y2 | — 8k 41,
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Sto ¢e nas dovesti do kontradikcije.

Pretpostavimo da p dijeli 4y? + 1 i 32y2k* + 4y2 — 8k* + 1. Tada p takoder dijeli
3202 k% +4y? — 8k* + 1 — (4y2 + 1) = 32k*y? — 8k* = 8k*(4y? — 1). Bududi da je p neparan
(jer dijeli neparan broj 4y> + 1), slijedi da p | k*(4y2 — 1). Ne moze dijeliti drugi faktor,
jer bi tada dijelio i 492 + 1 — (4y2 — 1) = 2. Zakljucujemo da p dijeli k%, a kako je prost,
onda dijeli i k.

Dokazimo sada da p dijeli i 4y2 | +1132y2_ k*+4y>_ | —8k?+1. Iz (3.2.5), rekurzivne
relacije za (y,), dobivamo 4, — y,_1 = 16k?y,_1 + 4kz,_1, a kako p dijeli k, slijedi da
dijeli ¥, — yn_1. Dakle, 3, = y,_1 (mod p), pa slijedi da p dijeli 4y>_, +1. S druge strane,
kako je 32y2  k* +4y? | — 8k +1 = 8k*(4y2_, — 1) + 4y> | + 1, vrijedi i da p dijeli
3292 K%+ dy? | — SK? + 1.

Daljnji spust implicirao bi da p dijeli 492 +1 = 64k* +1 (i 32y2k? + 4y2 — 8k*+1). Ali,
kako p dijeli k, dijelio bi i 1, §to je kontradikcija. Dakle, 4y> + 11 32y2k* + 4y? — 8k? + 1

nemaju zajednickih prostih faktora, odnosno relativno su prosti.

Parni pozitivni indeksi

Za parne indekse, koristimo sljedec¢i identitet iz Leme 3.4.1,

Zon — 1= (yn + ynfl)Qa (327)

kako bismo pokazali da X5, nije kvadrat za prirodne brojeve n. Rac¢unamo

2. 22 —1
X2n22y§n—8k2+1(3i2’2-162£27+2—8k2+1=
2 G4k 2y, — 8K
= “n S (20 + 8K?).

8k2+1  8k2+1
Uoc¢imo da zadnji faktor, 2o, + 8k?, ne moZe biti kvadrat za n > 1, jer se nalazi izmedu
kvadrata dva uzastopna prirodna broja:

(Yn + n1)? < 2o +8k> = (Yn + Yn1)? + 1+ 8k* < (yn + yn1 + 1)*.

Zaista, nejednakost s lijeve strane je ocita zbog (3.2.7). Nejednakost s desne strane
vrijedi ako i samo ako je 1+ 8k* < 2(y, + yn_1) + 1, tj. 4k% < 4, +y,_1. Kako je ve¢
y1 = 2(16k* + 1) - 4k i y,, je rastudi niz prema (3.2.5), potrebna nejednakost zaista vrijedi

zan > 1.
. . 2o T 8k2 . 2 . . .. v
Sada pokazujemo da su faktori 1 i 29, + 8k~ relativno prosti. Prije toga uo¢imo
n — 8k?
da je ngﬂﬁ cijeli broj. Induktivno se pokazuje da elementi niza (z,) rekurzivno

zadanog s (3.2.4) daju pri dijeljenju s 8k + 1 ostatke 1 i 8k*. Preciznije, 29, 1 = 1
(mod 8k*+1) zan € Ny i 29, = 8k* (mod 8k%+1), pa je stoga 29, — 8k? djeljivo s 8k% + 1.
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2
n

Sada pretpostavimo da prost p dijeli i i 29, + 8Kk2. Tada dijeli i 29, — 8k?, kao

8k2+1
i razliku 2y, + 8k% — (29, — 8k?) = 16k>. Primijetimo da je z, neparan za svaki indeks n,
prema principu matematicke indukcije iz rekurzivne definicije (3.2.4). Buduéi da p dijeli
neparan broj zs, + 8k?, slijedi da je p neparan. Stoga iz p | 16k? slijedi p|k?. 1z toga i iz
p | zon + 8k? zaklju¢ujemo da p | z9,. Ali elementi niza (z,) relativno su prosti s k jer svi
daju ostatak 1 pri dijeljenju s k (ovo opet slijedi induktivno). Dakle, nemoguce je da z,

i k imaju zajednicki prosti faktor p, pa dobivamo kontradikciju.

20 — 8]{72
8k2+1
kvadrat. Na temelju toga, vrijedi sljedeca tvrdnja.

Ostaje nam slucaj n = 0, tj. kad je Xy = - (20 + 8k*) = 24k* +1 potpun

Propozicija 3.2.3. Jedini element niza (X,,)n>0 koji moZe biti potpun kvadrat je Xy =
24k2 4+ 1.

U tom slucaju, kako je 22 = 24k%* + 11 d — 8k* = 22, slijedi da etvrti element, koji
proSiruje D(—8k?)-trojku {1, 8%% 8k*+1}, moZe biti samo d = 32k?+1. Medutim, 24k*+1
je kvadrat samo za neke k i to upravo one koji su rjeSenja Pellove jednadzbe m? —24k% = 1.

Time je dokazan Teorem 3.2.1.

3.3 Profirivost D(—8k?)-para {8k*, 8k* + 1}
U ovom dijelu dokazujemo glavni rezultat poglavlja, sljedeci teorem.

Teorem 3.3.1. Neka je k prirodan broj. Ako skup {8k* 8k? + 1,¢,d} ima D(—8k?)-
svojstvo i d > ¢, onda je c =1, a d = 32k* + 1. U tom slucaju, k je element niza (k,),

definiranog rekurzivno s ky = 1,ky = 10, k1o = 10k, — Kk, za n € N.

Dokaz. Pretpostavimo da skup {8k? 8k* + 1,c¢} ima D(—8k?)-svojstvo, gdje je ¢ > 1.

Tada postoje prirodni brojevi s’ i t za koje vrijedi
8k?c — 8k* = (5')?, (8k? +1)c — 8k? = t*.

Ocito 8k? dijeli (s')?, pa slijedi da 4k dijeli s’. Dakle, postoji prirodan broj s takav da je
s’ = 4ks, $to nam pojednostavljuje jednadzbu u ¢ — 1 = 2s%. Eliminirajuéi ¢, dobivamo
jednadzbu

t? — (16k* + 2)s* = 1. (3.3.1)

Iz Leme 3.2.2 ve¢ znamo da je t + sv/16k? + 2 = (16k* + 1 + 4k+/16k2 + 2)” za v € Ny.
Stoga je s = s, za neki v, gdje je sg = 0,51 = 4k, 8,10 = 2(16k* + 1)s,,1 — s,. JednadZba
(3.3.1) tada ima rjesenja (s;,t;) za i € Ny.
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Pretpostavimo sad da postoje D(—8k?)-Getvorke {8k?, 8k* + 1,¢,d} takve da su cid
veci od 1. Tada postoji v € N takav da je ¢ = 2s2 + 1. Preciznije, neka su cijeli brojevi
d > ¢ > 1 takvi da skup {8%k% 8k?+ 1,¢,d} ima D(—8k?)-svojstvo, pri ¢emu je ¢ najmanji
moguéi ¢ > 1 za koji postoji éetvrti element d koji prosiruje {8k2 8k? + 1, c}. Stoga je

8k*d — 8k* = (2/)?, (8K*+ 1)d — 8k* =y, cd — 8k* = 2°.

Prva jednadzba pojednostavljuje se u d — 1 = 222 na isti na¢in kao prije. Eliminacijom d

dobivamo sustav

y® — (16k* +2)z% =1 (3.3.2)
22— 2cx?® = ¢ — 8k? (3.3.3)

pa ponovo po Lemi 3.2.2 znamo da je y + xv/16k2 + 2 = (16k* + 1 + 4k/16k2 + 2)™, za

m € Ny, tj. x je element niza
vy = 0,01 = 4k, Vpyo = 2(16k% + 1)Uy — Upn. (3.3.4)

S druge strane, fundamentalno rjeSenje Pellove jednadZbe 22 — 2cz? = 1, koja odgovara
pellovskoj jednadzbi (3.3.3), jest (2¢ — 1,2s). To slijedi, kao ranije, iz Teorema 2.2.4
i razvoja v/2c = v/4s% + 2 u verizni razlomak, odnosno iz prve konvergente (py,q) =
(2¢ — 1, 2s).

Sada ¢emo iskoristiti Teorem 2.2.8, koji nam daje ogradu na fundamentalno rjesenje
pellovske jednadzbe ako znamo fundamentalno rjesenje pripadne Pellove jednadzbe. Naime,
ako je (z,7) rjeSenje jednadzbe (3.3.3), 2% — 2ca? = ¢ — 8k?, onda postoji fundamentalno
rjesenje (2o, 7o) takvo da je z + 2v/2¢c = (2 + 20v/2¢)(2¢c — 1 + 251/2¢)" za nenegativan

cijeli broj n i

2 1
0< 20— Ve—8k2 = ——\e— 8k2 = /= —4k2 = \[s2 + = — 4k? < s.
V2(2¢ — 2) V2s? 2 2

Druga nejednakost ovdje upravo je ograda na fundamentalna rjesenja dana u Teoremu
2.2.8. A xo # 0 jer bi u suprotnom iz 2? = ¢ — 8k? slijedilo da {1,8k? 8k* + 1,c} ima
D(—8k?)-svojstvo, pa po Teoremu 3.2.1 ne moZe postojati d.

Iz z+xv/2¢ = (20 +20v/2¢)(2c—14251/2¢)", kao prije, dobivamo rekurzivno definirane

nizove koji sadrze rjesenja x. Zakljucujemo da je x takoder i element niza

wo = T, w1 = (2¢ — 1)xg + 2820, Wpio = 2(2¢ — Vw1 — wy,.

Primijetimo da je w, = 7y (mod s) za sve n, jer je c = 2s>+1 =1 (mod s), pa induktivno

iz wy = wy = xp (mod s) i pretpostavke da je w, = wy41 = xp (mod s) slijedi da je
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Wpio = 229 — Tg = x¢ (mod s). Takoder je
(Um)ms=0 = (0,51, 82,...,5,-1,0,—S,_1, —Sp—2,...,—51,0,81,82,...) (mod s),

jer je niz (3.3.4) isti kao i niz s,. Iz ovih kongruencija, rasta niza v, i o < s, slijedi da je
r3 = s? zaneki i < v.
Neka je sada dy = 223 +1. Tada je (8k*+1)dy—8k* = (16k*+2)x3+1 = (16k*+2)s2+1,
pa je
(8k? + 1)dy — 8K* = 2.

Takoder je
8k*dy — 8k* = 16k*x] = (4kxo)?

cdy — 8k* = (225 + 1) — 8k* = 2cxi + ¢ — 8k? = 20 — c+ 8k* + ¢ — 8k* = 2.

Zakljucujemo da je skup {8k?, 8k* + 1,dy, c} takoder D(—8k?)-cetvorka. Primijetimo
da je dy = 222 + 1 < 25 + 1 = ¢ te, kako je ¢ najmanja moguca vrijednost veca od 1, d
mora biti dy = 1, tj. g = 0 > 0, Sto je kontradikcija.

Ne postoji D(—8k?)-Cetvorka {8k? 8k* + 1,c,d} takva da je 1 < ¢ < d.

Za zadnju tvrdnju ovog teorema koristimo Teorem 3.2.1 kako bismo zakljuéili da 24k?+1
mora biti kvadrat. Ali to je ponovo Pellova jednadzba: m? — 24k* = 1. Fundamentalno

rjeSenje 5 4+ /24 daje nam rekurzivan niz za mogucée vrijednosti k,

ki =1,ky =10, kyy0 = 10k, 41 — ky, za sven € N.

3.4 Dokaz koristenih identiteta

U dokazu Teorema 3.2.1 koristili smo identitete (3.2.6) i (3.2.7), koje ovdje dokazu-
jemo. Bududi da je rijeC o identitetima izmedu rekurzivno definiranih nizova, rijesit ¢emo

rekurzije, odnosno dobiti eksplicitne izraze za elemente tih nizova.

Lema 3.4.1. Ako sa (zp, Yn)n>—1 0znacimo sva nenegativna cjelobrojna rjesenja jednadzbe
22— (16k*+2)y? = 1, tako da su nizovi (y,) i (2,) u rastuéem poretku, onda je Yoni1 = 2Ynzn

0 Zon — 1= (yn + yn—1)2'

Dokaz. Fundamentalno rjesenje ove Pellove jednadzbe je 16k* + 1 + 4k+/16k2 + 2, Sto
znadi da se svako rjeSenje (2,11, Yni1) moze dobiti iz prethodnog (z,,y,) iz

Zni1 + Yn1V16k2 + 2 = (2, + yoV/16k2 + 2)(16k* + 1 + 4k+/16k2 + 2). To nam daje

povezani sustav rekurzija (3.2.4) i (3.2.5). Iz toga, odnosno iz Teorema 2.2.5, slijedi da
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je Znyo = 2(16k% + 1)z,11 — 2,, s pocetnim uvjetima z_; = 1, z9 = 16k* + 1. Takoder je
Ynso = 2(16k* + 1)Ypi1 — Yn, s poCetnim uvijetima y_; = 0,yo = 4k.

Rjesavanjem ovih rekurzija, dobivamo eksplicitne izraze:

Yp = c1(16k* + 1 + 4kV16k2 + 2)™ + co(16k% + 1 — 4kV/16k2 + 2)"
Zn = c3(16k% + 1 4+ 4kV16k2 + 2)" + c4(16k* + 1 — 4kV16k2 + 2)",

gdje je

64k + 8k + (16k* + 1)v/16k2 + 2 o 64k3 + 8k — (16k* + 1)v/16k2 + 2
B 2(16k2 + 2) T 2(16k2 + 2) ’

C1

 128K* + 24K + 1 + (32K + 4k)V/16k2 + 2

C3 =

16k2 4 2 ’
128k* + 24k2 + 1 — (32k% + 4k)/IGk2 1 2
= 16k2 + 2 '

Racunamo

2n2n = 2(c1 (16K + 1+ 4kvV16k2 +2)™ + co(16k* + 1 — 4kV/16k2 + 2)")-
(c3(16E2 4+ 1 + 4kvV16k2 4 2)™ 4 ¢4(16k% + 1 — 4kV/16k2 + 2)") =
= 2(c1c3(16K% + 1 + 4kV/16K2 + 2)"+
cocy(16k* + 1 — 4k\/m)2" + cieq + 6203)

Sad sve sto trebamo uciniti da bismo dokazali da je yop,11 = 2y,2, jest izracunati,

tj. usporediti ove koeficijente (najbolje ra¢unalom):

64k 4 8k 4 (16K + 1)v/16k2 +2 128k + 24k + 1 + (32k> + 4k)\/16k2 + 2
2(16k2 4 2) ' 16k2 + 2
_ (64k% + 8k)(128K* + 24k* 4+ 1) + (16k? + 1)(32k® + 4k)(16k* + 2) N
(16k2 + 2)2
(64K + 8K)(32k3 + 4k) + (16k% + 1)(128Kk* + 24k* + 1))/ 16k2 + 2
* (16k2 + 2)?
16k + 512k* + 5120k + 16384k" + (1 + 72k? + 1024k* + 4096k°)V/16k> +2
(16k2 + 2)2
16k (8k2 + 1)2(16k% + 1) + (8k2 + 1)(512k* + 64k + 1)v/16k2 + 2
(16k2 + 2)2
8k(8k* + 1)(16k? + 1) + 1(512k* + 64k* 4+ 1)/16k? + 2

20103 =2

16k% + 2
16k(8k* 4+ 1)(16k* + 1) + (512k* + 64k* + 1)v/16k> + 2
2(16k2 + 2) ‘

20



Poglavlje 3. Progirenje D(—2k?)-para {2k? 2k? + 1}

S druge strane, u yo,11, koeficijent od (16k? + 1 + 4k/16k2 + 2)*" je

c1(16K% + 1 + 4kV16k2 + 2)
_ 04K 8k (16K + DVIORZ +2 ) 0o )y AE 1)
2(16k2 + 2)
(64K + 8k)(16k* 4 1) + 4k(16k* + 1)(16k? + 2)
B 2(16k2 + 2)
((64k3 + 8k) - 4k + (16K + 1)%)V/16k2 + 2
2(16k2 + 2)
16k(128k* + 24k% + 1) + (512k* + 64k2 + 1)/16k% + 2
- 2(16k2 + 2) ’

pa je zaista koeficijent od (16k? + 1 + 4kv/16k2 4 2)?" jednak u yoni1 i U Y 2n.

Analogno za konjugat (16k% 4+ 1 — 4k+/16k2 + 2)?", pri ¢emu je cicq + cacy = 0.

Drugi identitet, 2o, —1 = (y, +yn_1)2, moze se dokazati na slican nacin. Ali radije opi-
simo ovdje kako to u praksi radimo racunalom. Sljedeéi dio koda u Wolfram Mathematici

[46] definira nizove y, 1 2,.

¢l = (64k™348k+(16k™2+1)Sqrt [16k~2+2])/(2(16k~2+2))
c2 = (64k™34+8k—(16k™2+1)Sqrt [16k"2+2])/(2(16k™2+2))
3 = (128k 4424k~ 2+ 1+(32k3+4k) Sqrt [16k~2+2]) /(16K 242)
cd = (128k 44+24k™2+1—(32K3+4k) Sqrt [16k~2+2])/(16k~242)
y[n | = cl*(16k™24+1+4k*Sqrt [16k™24+2])"n

+c2%(16k 2+1—4k*Sqrt [16k~24+2])"n
z[n |= ¢3%(16k™2+1+4kxSqrt [16k™2+2]) n

+cd*(16k 24+1—4k*Sqrt [16k™242]) " n

Provjerimo zadovoljavaju li jednadzbu:
Simplify [z [n]"2—(16k™242)y[n] "~ 2].
Ispis je
(1+16k2— 4kSqrt[2+16 k™2])"n (1+16k™2 +4kSqrt[24+16 k~2]) " n-
Dobiveni izraz je

(14 16k* — 4kvV/2 + 16k2)™ (1 + 16k* 4+ 4kV2 + 16k2)" = ((1 + 16k*)* — (4kV2 + 16k2)?
=1+ 32k%56k* — 16K%*(2 + 16K?)
= 1.
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Provjerimo sad koristene identitete.

Simplify [y[2n+1]—2y[n]z[n]]
Out = 0

Ovime je dokazan identitet koji smo ve¢ dokazali raspisivanjem. Za naredbu

Simplify [((y[n]+y[n-1]))"2+1-2[2n]],

rezultat je

1—(14+16k™2—4kSqrt[2+16 k™2]) " n(1+16k 2+4kSqrt[2+16 k~2]) n.

Dobiveni izraz je

=1— (14 16k* — 4kV2 + 16k2)™ (1 + 16k* 4 4kV/2 + 16k2)"
=1—(1+16k*)* + (4kV2 + 16k2)

=1-—1-32k* — 256k"* + 16k*(2 + 16k?)

= 0.

Ovime je dokazan drugi koristeni identitet, 2o, — 1 = (Y, + Yn_1)>. ]

Napomena. Identitet yo,+1 = 2yn 2z, slijedi i iz Korolara 7 u [20], tzv. identiteta zbroja i

razlike koji vrijede za Pellovu jednadzbu. Prema njima je

Ym+(n+1) = ZnYm L ZmYn, M = N.

Za m = n, iz zadnje jednakosti slijedi upravo yo,+1 = 2y, 2p-
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3.5 Progirenje D(—2k?)-para {2k?, 2k* + 1} za

neparan k

Zasad smo potpuno rijesili problem proSirenja D(—2k?)-para {2k? 2k* + 1} za paran
k. Veé¢ smo komentirali da ne postoji D(—2k?)-Getvorka za neparan k, pa u tom slucaju
preostaje pitanje za koje ¢ je {2k?,2k* 4+ 1, c} skup s D(—2k?)-svojstvom. Na ovo pitanje
lako je odgovoriti koriste¢i prethodne tehnike.

Naime, ako je {2k? 2k? + 1, ¢} skup s D(—2k?)-svojstvom, onda je 2k?c — 2k* = (s')2.
Tada 2k dijeli s’, odnosno, postoji nenegativan cijeli broj s takav da je s’ = 2ks, pa
je ¢ — 1 = 2s%. Takoder je (2k* + 1)c — 2k* = 2, za neki nenegativan cijeli broj t.
Eliminacijom ¢ dobivamo Pellovu jednadzbu ¢? — (4k* +2)s* = 1. Fundamentalno rjesenje

je (t,s) = (4k* 4+ 1,2k), pa moZemo dobiti rekurzivnu relaciju za moguéa rjeSenja s:
so=0,81 =2k, 8,40 = 2(4k* + 1)s,41 — 5,. (3.5.1)

Dakle, svi moguéi ¢ odredeni su kao ¢ = 2s% + 1 za neki v € Ny,
Iz ovog mozemo dobiti i rekurzivnu relaciju za moguce vrijednosti c. RjeSavanjem

rekurzije (3.5.1) dobivamo

1
L= ((4k® + 1 + 2kV4Kk2 + 2)" + (4K + 1 — 2kV/4Ek2 + 2)™) .
s 2\/4k2—|—2(( ) ( ))

Iz toga vidimo da se u izrazu za ¢, = 2s2 + 1 pojavljuju (4k? 4+ 1 + 2kV/4k2 +2)% s
eksponentom n, (4k? + 1 — 2/{:\/@)2 s eksponentom n, te neke konstante. Buduéi da
je (4k% 4+ 14 2k\/4k2 + 2)% = 32k* + 16k? + 1 £ 4k(4k? + 1)V/4k? + 2, te je zbroj ova dva
konjugata 64k*+32k% 42, a produkt 1, znaci da ¢, zadovoljaju rekurziju s karakteristicnom
jednadzbom (22 — (64k* + 32k* +2)x+1)(x — 1) = 0, tj. 23— (64k* + 32k + 3)2* + (64k* +
32k* +3)r —1=0.

Dakle, rekurzivna relacija za brojeve ¢, je
o3 = (64k* + 32k + 3)(cLyo — cur1) +Co,

s poCetnim uvjetima cy = 1,¢; = 8k% + 1, ¢ = 252 + 1 = 512k° + 256k* + 32k% + 1.

Time smo dokazali sljedec¢i teorem.

Teorem 3.5.1. Neka je k neparan prirodan broj. Za svaki ¢ takav da je {2k* 2k* 4+ 1,c}
skup s D(—2k?)-svojstvom postoji v € Ny takav da je c = ¢, gdje je

oz = (64" + 32k* + 3)(cppo — Cuy1) + Cu,

uz pocetne uvjete cy = 1,¢; = 8k? + 1, ¢y = 512k5 + 256k* + 32k2 + 1.
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3.6 Slican problem — progirenje D(—k?)-trojke
{1,2k% 2k* + 2k + 1}

MoZemo promatrati prosirenje D(—k?)-trojke {1,2k? 2k* + 2k + 1} na sli¢an nacin.
Dujella je pokazao (Remark 3 u [12]) da, ako {ai,as,as,as} ima D(16n + 12)-svojstvo,
onda su svi a; parni. Kako je 2k? + 2k + 1 neparan, zakljucujemo da —k? ne moze biti
kongruentno 12 modulo 16, odnosno da k ne moze biti kongruentan 2 mod 4.

Prosirujuci {1,2k% 2k? + 2k + 1} s d, dobivamo d — k* = 22,2k*d — k* = (v')?%,
(2k? + 2k + 1)d — k? = 22. Iz druge jednadZbe zaklju¢ujemo da k|y’, odnosno da postoji
prirodan broj y takav da je v’ = ky, pa druga jednadzba postaje 2d—1 = y?. Eliminirajuéi
d iz ove i prve jednadzbe je y? — 222 = 2k* — 1. Analogno, eliminirajuéi d iz 2d — 1 = y?
i (2k* + 2k + 1)d — k? = 22 slijedi 22 — (4k* 4+ 4k + 2)y* = 4k + 2. Dobili smo sustav
simultanih pellovskih jednadzbi

-2t =2k* -1
22 — (4k* + 4k + 2)y* = 4k + 2.

Iako nijedna od ovih jednadzbi nije Pellova, druga jednadzba ima samo dva fundamen-
talna rjesenja, (2*,y*) € {(2k 4+ 2,1),(—2k — 2,1)}. Ovo mozemo pokazati smjestanjem
(2*)? izmedu kvadrata od (2k + 1)y* i (2k + 1)y* + 1, koriste¢i poznatu gornju granicu za
fundamentalno rjesenje y*. Konkretnije, 22 = (4k? +4k+2)y*> +4k+2 > (4k*+4k+1)y* =
((2k + 1)y)? ocito vrijedi. S druge strane, kako bismo dokazali (2*)* < ((2k + 1)y* + 1),
promotrimo Pellovu jednadzbu 2% — (4k* + 4k + 2)y* = 1, koja pripada drugoj dobivenoj
jednadzbi iz sustava. Ona ima fundamentalno rjesenje 8k 48k +3+ (4k+2)V/4k2 + 4k + 2.
Naime, za (z,y) = (2k + 1,1) dobivamo 2? — (4k* + 4k + 2)y?> = —1, pa kvadriranjem
2k + 1 4+ /4k? + 4k + 2 dobivamo fundamentalno rjesenje Pellove jednadzbe. Iz toga je,

prema Teoremu 2.2.8,

4k + 2

< VAR2 4k + 2. (3.6.1)
V2(8K2 + 8k + 2)

Tvrdnja (2*)? < ((2k + 1)y* + 1)? ekvivalentna je tvrdnji (4k* + 4k + 2)(y*)* + 4k +
2 < ((2k + 1)y* + 1)%, odnosno (y*)? — (4k + 2)y* + 4k + 1 < 0. Kvadratni polinom
y? — (4k + 2)y + 4k + 1 ima nultocke 11 4k + 1, pa ¢e Zeljena nejednakost vrijediti ako je
y* € (1,4k+1). Iz (3.6.1) vidimo da je za y* < 4k + 1 dovoljno dokazati da je

VIZ ¥4k +2  4k+1
< :
V2(8k2 + 8k +2) 4k +2

Sto je, sredivanjem, ekvivalentno sa 192k* + 256k3 + 96k? — 4 > 0. Ova tvrdnja vrijedi jer

24



Poglavlje 3. Progirenje D(—2k?)-para {2k? 2k? + 1}

je k prirodan broj.

RjeSenje y* = 0 nije moguce jer 2 nije kvadratni ostatak modulo 4 (22 # 4k + 2).
Stoga je (2k + 1)y* < z* < (2k + 1)y* + 1 (Sto nije moguce za prirodan z*) , osim ako je
y* = 1. Time dobivamo jedina fundamentalna rjeSenja (2k+2,1) i (—2k —2,1) jednadzbe
22— (4k* + 4k + 2)y* = 4k + 2.

Fundamentalno rjesenje (2k + 2,1) daje nam rekurzije za rjesenja druge jednadzbe,
Yni1 = (8k? + 8k + 3)y, + (4k + 2)2,, iz dega zakljuCujemo da je ¥, 1 = v, (mod 4k + 2),
tj. Yn = yo = 1 (mod 4k+2). Isto vrijedi za niz koji generira drugo fundamentalno rjesenje,
a za rjesenja koja se dobivaju mnozenjem s rjesenjem —1 pripadne Pellove jednadzbe vrijedi
y = —1 (mod 4k + 2). U svakom slucaju, iz prve jednadzbe je 222 = y*> — 2k* + 1 =
1—2k*+1=2(1—-k% (mod 4k +2), paje 2> =1 —k? (mod 2k + 1) i

=1k =01-kA+k)=k+2)(k+1)=k+3k+2=k*+k+1 (mod 2k+1)

MnoZenjem s 4 slijedi da je 422 = 4k? + 4k + 4 — (2k + 1) = 3 (mod 2k + 1).
Dakle, 3 je kvadratni ostatak modulo 2k + 1. Takoder je i kvadratni ostatak modulo
svaki prost faktor od 2k + 1. Sad ¢emo pokazati da je 3 kvadratni ostatak modulo prost

broj p ako i samo ako je p = +1 (mod 12). Iz Gaussovog kvadratnog reciprociteta je

p—1

pa imamo dva slucaja.

3
e p=1(mod4) Tada je <> = g) Buduéi da je 1 jedini kvadratni ostatak
p

modulo 3, da bi 3 bio kvadrat modulo p, mora biti p =1 (mod 3).
Iz toga iiz p =1 (mod 4) slijedi da je p =1 (mod 12).

3
e p=3 (mod 4) Tada je () = — <§>, pa da bi 3 bio kvadratni ostatak modulo p,
p

mora p biti kvadratni neostatak modulo 3 tj. p =2 (mod 3).
Sada je p =11 = —1 (mod 12).

Kako je 3 kvadratni ostatak modulo prost p ako i samo ako je p = £1 (mod 12), slijedi
da su svi prosti faktori od 2k + 1 tog oblika ili jednaki 3. Samo jedna trojka moze dijeliti
2k + 1, jer 3 | 42 — 3 implicira 9 { 422 — 3. Stoga 2k +1 # 0 (mod 9), odnosno k # 4
(mod 9). Da 2k +1# 1,3,9,11 (mod 12), odnosno, da je 2k +1 = 5,7 (mod 12), onda
bi 2k + 1 imao proste faktore koji nisu ni 3 niti daju ostatke 1 pri dijeljenju s 12.

Stoga mozemo zakljuciti da za k = 2,3 (mod 6) i k =4 (mod 9) ne postoji prosirenje

do cetvorke.
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PoGcLAVLJE 4

Familija Diofantovih trojki
{k—1,k+1,16k% — 4k} u

Gaussovim cijelim brojevima

U ovom poglavlju proucavamo progirivost trojke {k — 1,k + 1, 16k — 4k} u Gaussovim
cijelim brojevima Z[i]. Slicna parametarska familija, {k — 1,k 4 1,4k}, proucavana je u
[21], gdje je pokazano da je prosirenje do Diofantove ¢etvorke jedinstveno, i to s elementom
16k® — 4k. Napomenimo da je familija trojki istog oblika kao ovdje prouc¢avana u skupu
racionalnih cijelih brojeva u [9], gdje je dokazana sljedeé¢a tvrdnja. Ako je {k — 1,k +
1,16k — 4k, d} Diofantova Cetvorka cijelih brojeva, onda je d = 4k ili d = 64k°> — 48k + 8k.
Ova familija trojki pojavila se kao zaseban slucaj u proucavanju prosirenja Diofantovog
para {k — 1,k + 1}, kod kojeg nije bilo moguée primijeniti istu metodu kao kod ostalih
slucéajeva. Kao sto autori (Bugeaud, Dujella i Mignotte) isticu, poteskoée dolaze zbog
toga $to rupa (udaljenost) izmedu k + 1 i 16k® — 4k nije dovoljno velika. Isti problem
susrest ¢emo i ovdje. Tako ¢emo dobiti neke potencijalno korisne rezultate, ovaj problem

ne¢emo moci razrijesiti kao problem u proslom poglavlju.

4.1 Uvod — sustav pellovskih jednadzbi

Skup {k — 1,k + 1,16k% — 4k} je Diofantova trojka za svaki Gaussov cijeli broj k.
Naime, vrijedi da je (k — 1)(k+ 1) +1 = k2, (k — 1)(16k® — 4k) + 1 = (4k*> — 2k — 1)% i
(k+1)(16k> — 4k) + 1 = (4k* + 2k — 1)%. Oznacimo sa s = 4k? — 2k — 1,¢ = 4k* + 2k — 1.

Pretpostavimo sad da d proSiruje ovu Diofantovu trojku, odnosno, neka je
{k—1,k+1,16k> — 4k, d}
Diofantova ¢etvorka u Z[i]. Tada postoje z,y, z € Z[i] takvi da je

(k—1d+1=2* (k+1)d+1=1y? (16k°—4k)d+1 = 2>
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Eliminacijom parametra d dobivamo sustav

(k+1)z? — (k—1)y* =2, (4.1.1)
(16k* — 4k)x® — (k — 1)2* = 16k® — 5k + 1 (4.1.2)

Neka je |k| > 3. Prema Lemmi 2.4 u ¢lanku [21], sva rjeSenja jednadzbe (4.1.1) dana

su sa x = v, gdje je (v,) niz rekurzivno zadan kao
vo=1, vy =2k — 1, v,19 = 2kv, 1 — vy, zasven = 0. (4.1.3)

Sva rjesenja jednadzbe (4.1.2) opisuju se u sljedecoj lemi, koja se dokazuje potpuno
analogno kao Lemma 2.2 u [21]. Takoder, kasnije u disertaciji dokazana je opcenitija
tvrdnja (Lema 5.1.2).

Lema 4.1.1. Neka je k € Z[i]\{0,1}. Tada postoje jo € N, 2 ,zl)EZ[] =1,...,7
takvi da je
a) (:L‘l : 1])) rjesenje od (4.1.2) za sve j =1,..., jo,
b) wvrijedi
|ZL'(j)‘2 < ’16/€3—5/€+1|’/€—1|
L A
L0 < [16k3 — 4K|[16k° — 5k + 1| |16k3 — 5k + 1|
z S
! |4k — 2k — 1| — 1 Ik — 1]
za sve j=1,..., 70,

c) za svako rjesenje (x,z) od (4.1.2) postoje j € {1,...,jo} i m € Z takvi da je

eV16k3 — 4k + 2vk — 1 =(2VV16k® — 4k + 29 VE — 1)-
. (4k2 — 2k — 14 \/(k — 1)(16k* — 4k))

Dakle, za rjesenje z jednadzbe (4.1.2) vrijedi = wY) zaneki j € {1,...,70} i m € Ny,
pri ¢emu je niz (wY)) rekurzivno zadan s
wéj) = xgj), ng) = :Egj)(4k2—2k5—1)—|—z§j)(k‘—1), wglg = 2(4k*—2k—1)w m)+1 w m > 0.
U nastavku teksta privremeno ispustamo gornji indeks (7).

Ako x zadovoljava obje jednadzbe (4.1.1) i (4.1.2), onda je * = v, = wy,. Dakle,
zapravo trazimo zajednicke ¢lanove nizova (v,,) i (wp,).

Sada primjenjujemo metodu kongruencija. Promotrimo ostatke koje elementi nizova

(vp) i (wy,) daju pri dijeljenju sa s = 4k? — 2k — 1. Induktivno se pokazuje sljedeca lema.
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Lema 4.1.2. Za nizove (v,) i (wy,) vrijedi da je

v, = 0,41, +(2k — 1)  (mod 4k* —2k — 1) i
Wy = 1, £21(k — 1) (mod 4k* — 2k — 1)
za sve indekse n i m.
Analizom ovih kombinacija, dolazimo do toga su, kad je |k| > 17, sva fundamentalna
rjeSenja koja generiraju nizove (w,,) koji mogu imati presjek s nizom (v,,),

(z1,21) € {(£1, £1), (£k, £(4k> + 2k — 1)), (£(2k — 1), £(8K* — 1))}

Npr. ako je ;1 = 0 (mod 4k? — 2k — 1), onda je x; = 0 ili |zq1] > 4]k|]* — 2|k| — 1.

Medutim, iz ograde u Lemi 4.1.1 je onda

116k® — 5k + 1||k — 1
4k — 2k —1|—1

(4[k[* = 2]k = 1)* <

odnosno (4]k|* — 2|k| — 1)3(|4k* — 2k — 1] — 1) < |16k — 5k + 1||k — 1|, iz Cega slijedi
16]k|* + 16|k|> + 5]k|* + 4|k| + 1 = 64|k|® — 96]k|> — 16|k|* — 56|k|> — 4|k|* — 10|k| — 2, Sto
je ekvivalentno s —64|k|® + 96|k|® + 32|k|* + 72|k|> + 9|k|* + 14]k| + 3 > 0, Sto ne vrijedi
za dovoljno velik |k|, a numericki je odredena najveéa nultocka polinoma s lijeve strane u
|k| kao 2.04414. Za z1 = +1,+(2k — 1) sli¢no isklju¢imo sve mogucnosti osim x; = +1 i
r1 = £(2k — 1), Sto daje rjeSenja (1, £1), (£(2k — 1), =(8k* — 1).

Akoje z1(k—1) = 0,41, £(2k—1) (mod 4k*—2k—1), onda je z; = u(4k*—2k—1)+r
gdje je u Gaussov cijeli broj, a r € {0, £4k, £(4k + 2)}, jer je —4k — 2 inverz od k — 1
modulo 4k? — 2k — 1. Iz jednadzbe (4.1.2) slijedi da k|1 — z}. S druge strane je z; =
—u+7r=—u,—uE2 (mod k), pa k|1 —u?ili k|1 — (u=+2)2 Ako je |u| < 2, slijedi da je
1—w? <1+ u?<5i|1—(ux2)? < |u*+4|ul +5 < 17, pa dobivena djeljivost ne
moze vrijediti za |k| > 17, osim ako je visekratnik 0, tj. © = £1. Ovdje dobivamo rjesenja
(£k, £(4k* + 2k — 1)) za u = £1 i 2, = u(4k* — 2k — 1). Nije moguce da je u = +1 i
r = F(4k + 2) jer iz jednadzbe (4.1.2) slijedi da je 22 = E=UUR=Ch- 8P AG5kH]) & 71;)
Iz toga dobivamo da 2k? — k|8k + 8, $to nije moguée za |k| > 17 (jer je 8k + 8 = 0 ili

8|k| 4+ 8 = 2|k|? — |k|). Ako je |u| = /5, ponovo suprotstavljanjem s gornjom ogradom iz
Leme 4.1.1 vidimo da ne moze vrijediti za |k| > 17: |21 = V/5(4]k]> —2|k| —1) —4]k| -2 =
4v/51k)? — (4 + 2v/5)|k| — (2 +V/5), pa prema Lemi 4.1.1 slijedi

80|k|* — 32v/5]k[> — 80|K|> — 4|k|* + 16V/5|k| + 36|k| + 4V5 4+ 9 <
(16]k|3 + 4|k|) (16| + 5|k| + 1|  16|k|* + 5|k| + 1]
b 41k|2 — 2|k] — 2 k| —1 ’

pa mnoZenjem i sredivanjem slijedi —64|k|” + (544 + 128v/5)|k|® + (=256 — 192v/5)|k|> +
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(—488 — 64+/5)|k|* + (332 + 144/5) |k |* + (40 +24+/5) | k| + (—88 — 32v/5) |k| = 8v/5—20 < 0
Sto ne vrijedi za |k| > 12.019.

Lema 4.1.3. Ako je |k| > 17 i sustav jednadzbi (4.1.1) i (4.1.2) ima rjesenje x # +1,

onda postoje prirodni m i n te 1 < j < 6 takvi da je
Up = iwg),
gdje su nizovi (wY)) dani sljedecim pocetnim uvjetima

w(()l) =1, wgl) = 4k* —k -2,
w(()g) =1, w§2) = 4k* — 3k,
D=k, wl® = 8k —4k? — 4k + 1,
Y-k o= 2k -1,
w =2k -1, W = 16K> — 16K> — k + 2,
O —ok—1, W=k,

a svi ostali clanovi s

wilhy = 204K = 2k = Dwi, — wl), m > 0.

m

-----

{2k — 1}, {2k — 1}, {2k —1, 8I<:3 - 4k2 — 4k +1} sto je ocek1vano jer odgovara proSirenjima
d € {0,4k, 64k° — 48k> + 8k}.

4.2 Donja granica za rjeSenja

S ciljem dobivanja donje ograde za rjesenje |z| gledamo dobivene nizove modulo 4k(k —
1). Tamo gdje nije dana ograda na |k|, pretpostavljamo da je |k| > 17. Izra¢unom prvih

nekoliko vrijednosti ovih nizova, dobivamo da vrijedi

(Un)nso = (1,2k— 1,2k —1,1,1,2k —1,...) (mod 4k(k — 1)),
(w)so = (1,3k — 2, —2k 43,5k — 4, —4k + 5,7k —6,...) (mod 4k(k — 1)),
(WP so = (1,k, 2k — 1, —k + 2,4k — 3, -3k +4,...) (mod 4k(k — 1)),
(W) so = (k, 1,3k — 2, -2k + 3,5k — 4, —4k +5,...) (mod 4k(k — 1)),
(W pso = (k,2k — 1, =k + 2,4k — 3, =3k + 4,6k —5,...) (mod 4k(k — 1)),
(W so = (2k —1,—k +2,4k — 3, =3k + 4,6k —5,...) (mod 4k(k — 1)),
(Wm0 = (2k—1,k, 1,3k —2, -2k + 3,5k — 4,...) (mod 4k(k — 1))
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Lema 4.2.1. Neka je k Gaussov cijeli broj modula veéeg od 1. Za niz (vy,), definiran u
(4.1.3) vrijedi da je v, =1 (mod 4k(k — 1)) ako jen =0,3 (mod 4), dok je v, = 2k — 1
(mod 4k(k — )) zan=1,2 (mod 4).

Za niz wM definiran u Lemi 4.1.3 vrijedi da je wQT,)l = —2mk+2m+1 (mod 4k(k—1))
i wgi,)zﬂ = (2m + 3)k — 2m — 2 (mod 4k(k — 1)) za sve m € Ny. Takoder, niz w) je

)™=1 za svaki indeks m > 0.

rastuéi po apsolutnoj vrijednosti, te je [wiD| > (8|k|* — 4|k| — 3
Slicno, za ostale nizove wY) za j = 2,...,6 vrijedi da su rastuci nakon indeksa m = 1 te

lw| > (8|k|? — 4|k| — 3)™'. Vrijede i sljedece kongruencije:

w$?) = 2mk — (2m — 1), w? = —2m— 1)k +2m (mod (4k(k — 1))

ws) = (2m + 1)k — 2m, wé‘:’,)LH = —2mk+2m+1 (mod (4k(k — 1))

wt = (1= 2m)k + 2m, ws | =2mk — (2m + 1) (mod (4k(k — 1))

wd = ©2m+2)k—©2m+1), wi),, = (—2m—1)k+2m (mod (4k(k — 1))

w® =2 -2mk+@m—-1), w®. . =2m+1)k-2m mod (4k(k — 1
_l’_

Dokaz. Sve tvrdnje dokazuju se 1ndukcuom Dokazimo prvo da je niz |w(!| rastuéi.
Baza, |wi| > |wo|, vrijedi jer je |4k* — k — 2| > 4|k|* — |k| —2 > 1 = |wo]| za |k] >
12 Wyt = 2(4k% — 2k — D) wy, — Wiy shJedl

> (8I&[* — 4]k = 2)|wpn| — [win-1]|
> (8Ik[* — Alk] = 3)[win] + [wi] — w1
> (8[k[* — 4[k] = 3)[wm|

|wm+1|

Iz ovoga direktno slijedi ne samo da je niz rastuéi, nego i |w,,| > (8k|* — 4|k| — 3)™!

za sve m > 0. Takoder, ovo vrijedi za w() za svei=1,...,6.
Induktivno se pokaze i da je wS) = —2mk + 2m + 1 (mod 4k(k — 1)) te

wéaﬂ (2m+3)k —2m —2 (mod 4k(k — 1)). Baza, za m = 0, izracunata je prije iskaza

leme. Ako induktivno pretpostavimo da je wS) = —2mk + 2m + 1 (mod 4k(k — 1)) te
wg,g“ (2m + 3)k — 2m — 2 (mod 4k(k — 1)), onda je

w§2+2 = 2(4k* — 2k — D)wapp1 — Wopm
=22k—-1)-(2m+3)k—2m —2) — (—2mk +2m + 1)
= (2m + 3)(4k* — 2k) — (2m + 2)(4k — 2) + 2mk — 2m — 1
=(2m+3) -2k —8mk+4m — 8k + 4+ 2mk —2m — 1
= —2mk -2k +2m+3
=—-2m+1)k+2m+3 (mod 4k(k — 1)),
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sto je i trebalo dokazati. Slicno dobivamo, koriste¢i ovu dokazanu tvrdnju, da je

wézﬁ = 2(4k? — 2k — D)Wapmio — Wamy1

=22k —-1)(-2(m+1)k+2m+3) — (2m+3)k —2m — 2)
—2(m + 1)(4k* — 2k) + 2(2k — 1)(2m + 3) — (2m + 3)k + 2m + 2
= —2(m+1) 2k +8mk + 12k — 4m — 6 — 2mk — 3k + 2m + 2
=(2m+5)k—-2m—4 (mod 4k(k —1)).

Ovime smo induktivno dokazali kongruencijske tvrdnje za (wml)), a potpuno analogno

dokazuju se tvrdnje za preostale nizove. O

Promotrimo parni slucaj: w$) = vs, = —2mk +2m+1 = 1 (mod 4k(k — 1)) pa
4k* — 4k dijeli 2mk — 2m, tj. 2k(k — 1)|m(k — 1) i, najbitnije 2k|m. Analogno se iz
Wom = Vopt1 = 2k — 1 (mod 4k(k — 1)) dobiva da 2k|m + 1. Iz oba ta zakljucka, 2k|m i
2k|m + 1 slijedi da je m > 2|k| — 1, osim ako je m takav da je visekratnik od 2k zapravo
jednak 0. Dakle, ako m # 0, —1, slijedi da je

o = (8[k[* — 4fk| — 3)172.

Za neparne indekse u nizu (w)), iz (2m + 3)k — 2m — 2 = 1 (mod 4k(k — 1)) slijedi
da 4k(k —1)|(2m + 3)(k — 1), odnosno da 4k|2m + 3, $to je o¢ito nemoguce (parni broj bi
dijelio neparni). Analogno iz (2m+3)k—2m—2 =1 (mod 4k(k—1)) slijedi da 4k|2m+1,
takoder nemoguce.

Sliéni zakljuéci dobivaju se na isti nacin i za ostale nizove (w(),, (i = 2,...,6): za
jednu parnost indeksa dobiva se kontradikcija, a za drugu 2k|m ili 2k|m £ 1. U svakom
slucéaju je m > 2|k| — 1 ako m ¢ {—1,0, 1} i vrijedi ista donja granica, ili eventualno jos

veca (kad je m u neparnom indeksu 2m + 1). Dakle. dokazali smo sljedec¢i rezultat.

Propozicija 4.2.2. Ako je (z,y,z) rjesenje sustava

(k+1)z? — (k—1)y* =2, (4.1.1)
(16> — 4k)x® — (k — 1)2* = 16k® — 5k + 1, (4.1.2)
za |k| > 17 ix & {1,k, 2k — 1,8k> — 4k?> — 4k + 1}, onda je |z| > (8|k|* — 4|k| — 3)4kI=3,

Napomenimo da iznimke v = 1, z = k, x = 2k — 1 i o = 8k3 — 4k? — 4k + 1 dolaze od
indeksa m = 0 (ili m = 1), odnosno od situacija kad iz 2k|m ne mozemo zakljuciti da je
m > 2|k|.
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4.3 Problem primjene teorema Jadrijevié-Ziegler

Postoje dva bitno razli¢ita sustava koja se ovdje mogu rjesavati. Jedan je iskazan
u Propoziciji 4.2.2 i sad ¢emo pokazati da se teorem Jadrijevié¢—Ziegler [31] ne moze
primijeniti jer uvjeti nisu zadovoljeni. Drugi sustav je kad se u obje jednadzbe s lijeve
strane pojavljuje koeficijent 16k — 4k, a za njega ¢emo kasnije pokazati da, iako su uvjeti

teorema zadovoljeni, on ne moze dati koristan rezultat.

kE+1
Lema 4.3.1. Ako su x,y, z rjesenja sustava (4.1.1) i (4.1.2), a 0§1) =+ k+1’ 9§2) =
4k? — 1
—951), 9&1) =+, —, 9&2) = —Hél), pri cemu su predznaci odabrani tako da je
4k(k —1)
o0 y’<9(2>_y’ A VORI
! T ! L2 4kx 2 kx|’
onda je
(9(1) . 4/€y 2 ) 1
Y dkx| T k2 — 1| |af
(1)_ z |16k’3—5k+1’ 1
T kel T8 4kt — aks — kA R3] [e
4k 2 1
Dokaz. Prva nejednakost, 9%1) o < - —, dobivena je ve¢ u ¢lanku [21].
dkx k2 — 1| |7l

Isto tako, vrijedi

2 -1
W _ 2| gz | e 2
> dkx ‘( 2V " Towe| 1% T
- 1 16k3 — 4k Zj 0(2) L -1
|16k k-1 22 2 4k
(1.1.2) [16k3 — 5k +1] 1 ) z |7t
= : - 10 — 4.3.1
|16k3 — 16k2|  |z2 [?  4kx (4:3.1)
Nadalje, zbog odabira predznaka je
1 z z 1 4k% — 1
9<2>_Z>(9(1)_ 9(2)_>>9(1>_9<2>: ARt -1
> ke 7 2\ T T T ) 2 2% = e
Uvrstavanjem u (4.3.1) dobivamo
PO |16k — 5k + 1| B |16k — 5k + 1| 1
2 4kx| = |16k3 — 16k2| 4k2 —1 | a2 8\/‘4/{6 — Ak5 — k4 k3| |z|2
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[
Sad zelimo primijeniti sljedeci teorem iz [31].

Teorem 4.3.2 ([31, Theorem 7.1]). Neka je 0; = \/1+ %,i=1,2 s a; # ay i T u prstenu
cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja K. Neka je |T'| > M = max{|ay|, |az|},

27
= T|—M)?* > 1.
16 Plafar a1 M)
Tada je
max{ 91—& , 62—]2 } > c|q| ™,
q
.. . . log P 1 A—1
za sve algebarske cijele p1,p2,q € K, gdje je A =1+ el € = 4pP(max{1,20})* 1,
0g

27 |T‘ Q‘Tl —|— 3M ]a1|2|a2]2\a1 — CL2’2
=25 — T P=16 2|T| + 3M).
6417 — MY T\ 2/ — 20 mm{\aly,\@\,\al—aﬂ}?’( T +3M)
k+1 2 Ak2 —1 ik —1
Kad TN PR (A Ny | VRN S Y | IR S
adsenaple B =\ T T r— 1 P T\ me—y VT e

vidimo da treba, da bi nazivnici bili isti, a brojnici algebarski cijeli, zapisati 6, kao 6, =

8k
1+ E i P2 je ay = 8k,ay = 4k — 1, T = 4k* — 4k. Tada je M = max{|a,|, |az|} =
8lk|, aza |k| >3je |k —1| > |k| — 1> 2, paje |T| = 4|k||k — 1| > 8|k| = M.
27
Medutim, L = (4]k* — k| — 8|k|)? je, za dovoljno velik

16 - (8|k|)? - |4k — 1|? - |4k + 1/?
k, manji od 1 (jer stupanj od |k| u nazivniku je 6, a u brojniku 4), a ne veéi $to se trazi u

uvjetu ovog teorema. Dakle, ne mozemo direktno primijeniti ovaj teorem.

S druge strane, umjesto sustava (4.1.1) i (4.1.2), mozemo rjesavati sustav

(16k* — 4k)y* — (k +1)2* = 16k — 5k — 1, (4.3.2)
(16k* — 4k)2? — (k — 1)2® = 16k* — 5k + 1 (4.1.2)

i Y1, 19 definirati preko

1 1

2:1 2:1
=1+ (k —1)(16k3 — 4k)’ b2 =1+ (k4 1)(16k3 — 4k)’

pri cemu izaberemo predznake v i 15 na isti nacin kao u Lemi 4.3.1. U tom slucaju je,

uz oznake kao u Jadrijevi¢-Ziegler teoremu,

ay=k+1, ap=k—1, T = (k* - 1)(16k> — 4k).
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Napomena 7.2 iz [31] kaZe da je uvjet L > 1 ispunjen uvijek kad je |T| > (4M)3. Ovdje je
|(k? — 1)(16Kk% — 4k)| > |4(k + 1)|?,

sto vrijedi za k > 3.21.

Naime, lijeva strana je [16k° — 20k® + 4k| > 16|k|> — 20|k|> — 4|k|, a desna je
64|k + 3k? 4+ 3k + 1| < 4(16|k|* + 48|k|* + 48|k| + 16), pa je dovoljno dokazati
4k|3 — Blk]3 — k| > 16|k|> + 48|k|? + 48|k| + 16 tj. 4|k|> — 21]k]3 — 48|k|> — 49|k| —
16 > 0, Sto ocito vrijedi za dovoljno velik |k|, a najveéa realna nultocka ovog polinoma
(425 — 212% — 48z — 49z — 16) priblizno iznosi 3.20929. Sada treba pokazati da ovako
izabrani v, s dobro aproksimiraju kvocijent rjesenja do na umnozak s nekim brojem iz

Q[é]. Konkretno, ocjenjujemo
s

1= (k—1)z

I

gdje je s? = (4k* — 2k — 1)? i slican izraz za ¥, u sljedec¢oj lemi.

Lema 4.3.3. Za |k| > 5 je

max {

gdje je t = 4k* 4+ 2k — 1.

19(1) _ S(/{Z + 1)I
Yok =1D(k+ 1)z

?

O t(k—1)y 401% 12| 2|2
BT ok )|y < AR

Dokaz.
(1) _ ST _
Ui (k—1)z
2,.2 -1
_ 0(1) 2 ST (1) ST
N = N R eV
iy 1 s | PO B
(k—1)(16k% — 4k)  (k — 1)222 (k—1)z
(k= 1)2(16K% — 4K)22 + (k — 1)22 — ((k — 1)(16k° — 4k) + 1)(16k> — 4k)2>
B (k —1)2(16k3 — 4k)22
-1
@ 5T
¢ (k—1)z
| (k= 1)(16k* — 4k)((k — 1)2* = (16k* — 4k)a?) + (k — 1)22 — (16K° — dk)2?|
B (k — 1)2(16k3 — 4k) 22
—1
@ 5T
¢ (k—1)z
| (@ = DA6K — 4k) + D)((k — 1)z — (16k° — 4k)a?)| | o) su -
(k —1)2 — (16k3 — 4k)22 Yok —-1)z
(12) |*((k = 1) — (16K° —4K))| | oy sw o o
(k —1)2(16k3 — 4k) Yok =1)z '
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Bududi da je t? = (k + 1)(16k® — 4k) + 1 = (4k* + 2k — 1)?, na isti nacin dobivamo

-1

oty | 2((k+1) — (16k° —4k)| |0  ty 2|2
> T+ 1) (k + 1)2(16K3 — 4k) Pkt 1)z |
Analogno kao prije je
] 1 4k — 2k — 1
19(2) i ST 2 - 19(1) _ 19(2)| — \/1 + = )
L k—1)z gl = (k= 1)(16k% —4k)| |\ /(k — 1)(16k3 — 4k)
1y 1 . , 1 4k* 4+ 2k — 1
19(2)_ 219()_19():\/1_'_ = .
2 T it 12 5103 2 | (k +1)(16k3 — 4k) \/(k +1)(16k3 — 4k)
Sada je
SP((k—1) — (16K —4k)| | sz |7
(k — 1)2(16k% — 4k) bk —1)z
A2 —2k—1 |

$2((k — 1) — (16K* — 4k))
(k — 1)2(16k% — 4k) |

= 1)(16k° — 4k)
(4K% — 2k — 1)2(16k3 — 5k +1) ‘\/ — 1)(16k3 — 4k)
N (

(k —1)2(16k3 — —2k—1
(4k* — 2k — 1)(16k® — 5k + 1
(k —1)*(16k3 — 4k)
64k° — 32k* — 36k® + 14k* + 3k — 1
= |k = 1] - [16k3 — 4k
16k> — 32k* + 12k3 + 8k% — 4k \/’ N |
64|k|> + 32|k[* + 36|k|® + 14]k|> + 3|k| + 1
= 16|k[5 — 32|k[* — 12|k[3 — 8|k|2 — 4|k|
64) k|5 + 32|k|* + 36|k[> + 14]k|* + 3|k| + 1
16|k|5 — 32|k[* — 12|k[3 — 8|k|? — 4[|

‘-|\/(k—1)(16k3—4k)]

V161K + 16]K[? + 4]k|2 + |K]

< - (4]k)* + 2|k + 1)

Zadnja upotrebljena nejednakost lako se dokaze kvadriranjem. Sad je dovoljno dokazati
da je (64]k[* +32]k[* +36]k[> + 14|k > + 3| k| + 1) (4]k|* + 2| k| + 1) < 40|k[*(16]k]°> — 32|k|* —
12|k|® — 8|k|> — 4]k]), Sto je mnoZenjem ekvivalentno s 384|k|" — 1536|k|® — 752|k|> —
480|k|* — 236|k[> — 24|k|? — 5|k| — 1 > 0. Za |k| > 5 je 384]k|” > 1920|k[%, pa je dovoljno
dokazati da je 384|k|% — 752|k|5 — 480|k|* — 236|k|® — 24|k|? — 5|k| — 1 > 0. Ponavljajuéi

ovaj argument dobivamo dokaz zZeljene nejednakosti. O

Pokazimo da je

27 T

20=2-—
64 |T| —

<1.
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Ta nejednakost je ekvivalentna tvrdnji da je 27|T| < 32|T| — 32M, t;.
32M < 5|T). (4.3.3)

Kako je M veéi od brojeva |k — 1| i |k + 1|, a oba ta broja su, prema nejednakosti
trokuta, manja ili jednaka |k| + 1, slijedi da je M < |k| + 1. Stoga je dovoljno dokazati
32(|k| + 1) < 5|16k> — 20k* + 4], Sto vrijedi za |k| > 1.33. Naime, desna strana je
5[16k5—20k3+4| > 80|k|>—100|k[>—20, pa je dovoljno dokazati da je 80|k|>—100|k|*—20 >
32|k|+ 32, odnosno 80|k[> — 100|k|* — 32|k| — 52 > 0. Ova tvrdnja ocito vrijedi za dovoljno
veliku apsolutnu vrijednost od k, a numericki je utvrdena najveca realna nultocka polinoma

802° — 10023 — 32z — 52.
, 1 27(|T| — M)?
Sadajec= —— L=~V IZH)
A= P 6alkz — 12 7 *

g=(k—1)(k+1)z.

Ako krenemo primijeniti Jadrijevi¢-Ziegler teorem, onda je

SM

— P =8(2|T|+3M)|k*—1/?
s b = STl sl -1

B log 8 + log(2|T| + 3M) + 2log |k? — 1]
B log 27 + 2log (|T| — M) — log 64|k% — 1|2’

1 oznac¢imo

(1) t(k—1)y

2 (k=1)(k+1)z

9

2

Max > L\qlf’\ = 27|~ 2M ‘q,iA-
4pP 32,/2|T| + 3M (2|T| + 3M)|k2 — 1|2

Buduéi da je M < Z|T, slijedi da je 2|T| —2M > 20|T)|, i analogno 2|T| + 3M <
DIT| < 3|T)|. Stoga je

Vil |

lq
3
RN

Tada je

|7)\ _ 3\/§ |T|_1|Q|_)\

Max > =
* 160v/10 k2 — 1]

= Ok* 1|7 3|16k* —4k| | 2|,

3vV3
gdje je C = V3 . Sad slijedi da je C|k? — 1|72 3|16k3 — 4k|~t]z|™* < 40]k|?|2]72, tj.
160+/10
40 6400+/10
1227 < < |k k2 — 1M316K3 — 4k| = ——=—|k[2|k* — 1]M3|16k> — 4K|.
C 3v3

Iz ovakve nejednakosti moze se dobiti ograda na veli¢inu rjesenja |z| kad je A < 2, jer
je tad lijeva strana pozitivna potencija od |z|. Postupak dobivanja donje ograde za |z|
lako se modificira da bi se dobila donja ograda za |z|. StoviSe, nije tesko vidjeti da je

|z| > |z|, tako da bi se zapravo mogla upotrijebiti ista donja granica. Kako je ta donja
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ograda eksponencijalna u |k|, da je A < 2, dobili bismo polinomijalnu gornju ogradu za |z|
i suprotstavljanjem ove dvije ograde, dobili bismo gornju granicu na |k|. Medutim, ovdje

je u pravilu A > 2. Naime, ta tvrdnja je ekvivalentna s P > L, odnosno
27(|T| - M)?
64|k% — 1]2
<=512(2|(k* — 1)(16k* — 4k)| + 3M)|k? — 1|* > 27(|(k* — 1)(16k® — 4k)| — M)?,

8(2|T| + 3M)|k* — 1)* >

a kako je M = max{|k — 1],|k + 1|}, tj. linearno u k, sad ve¢ vidimo da je stupanj lijeve
strane u k veéi nego u desnoj (13 > 10). Preciznije, prema nejednakosti trokuta je lijeva
strana 512(2|(k* —1)(16k3 —4k)|+3M)|k* —1|* > 512(32|k|> — 40| k|> — 11]k| — 3)(|k|* — 1)%,
a desna 27(|(k* —1)(16k3 —4k)| — M)? < 27(16|k|°> +20]k|> +4|k|)?, pa je dovoljno dokazati
da je

16384|k|"* — 86016|k|"t — 6912|k|' + 174592|k|° — 18816|k|® — 165888|k|” — 8112|k|°+
+ 64512|k[> — 13536|k|* + 2048|k|* + 5712|k|* — 5632|k| — 1536 > 0,

sto vrijedi za |k| > 1.82 (o¢ito vrijedi za dovoljno velike |k|, a numericki je utvrdena

najveca nultocka polinoma s lijeve strane u k i iznosi priblizno 1.81696).

4.4 Zakljucak

Kako god pokusali primijeniti Jadrijevi¢-Ziegler teorem, ne uspijevamo dobiti koristan
rezultat. Razlog tome treba traziti u konkretnom obliku pocetne Diofantove trojke. Iako
je ¢ = 16k® — 4k po apsolutnoj vrijednosti veée od a i b, pokazuje se da udaljenost
izmedu njih nije dovoljno velika. U idu¢em poglavlju pokazat ¢emo kako iskoristiti ovaj
teorem za dobivanje uniformne granice na veli¢inu Diofantove m-torke u Gaussovim cijelim
brojevima. Uz pretpostavku da je |c| > [b|'®, ovaj teorem pokazat ¢e se izrazito korisnim.
U ovom konkretnom slucaju nije bio dovoljan, upravo zato sto ne vrijedi takva nejednakost
izmedu clanova pocetne trojke.

Vratit ¢emo se ovoj familiji na kraju idué¢eg poglavlja, gdje ¢emo primijeniti drukéiju
metodu i dobiti parcijalno rjeSenje problema prosirenja.

Napomenimo jos da je ovaj problem u cijelim brojevima u [9] rijeSen koriste¢i linearne
forme u logaritmima, kojima ¢emo se baviti na kraju iduceg poglavlja. Slican problem
u cijelim brojevima, progirenje D(4)-trojke {k' — 2, k' + 2,4(k")® — 4k'}, proucavan je u
[7]. Primijetimo da se za paran k' = 2k, dijeljenjem s 2, iz te familije dobiva upravo
familija D(1)-trojki koju smo ovdje proucavali. U [7], problem je rijeSen slicnom metodom
koju smo pokusali primijeniti ovdje. Tamo je dokazano poboljSanje analognog teorema u
cijelim brojevima, ali za specificnu situaciju (gdje su brojnici pod korijenom u 6; jednaki
tocno k — 2 i k + 2, a nazivnik je djeljiv s k% — 4).
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POGLAVLJE 9

Diofantove m-torke u Gaussovim
cijelim brojevima

Diofant je promatrao ove skupove u racionalnim brojevima i tu su pitanja jos uvijek
sirom otvorena. Tek nedavno u [16] pronadena je beskonac¢na familija Diofantovih Sestorki
racionalnih brojeva. Jasno je da prijelaz s problema u cijelim brojevima na analogne
probleme u racionalnim brojevima moze biti vrlo tezak. S druge strane, razumno je pret-
postaviti da ¢e prijelaz na analogne probleme u drugim prstenovima cijelih brojeva biti
laksi. Ipak, ni u takvom okruzenju nema mnogo rezultata. Npr. u podrucju analognih
problema u prstenu Gaussovih cijelih brojeva pronalazimo manje od 10 radova, od kojih
mozemo istaknuti ve¢ spomenute radove [5] i [21], koji se bave prosirenjem jednoparame-
tarskih familija Diofantovih trojki. No, zbog sli¢nosti ovog prstena s uobicajenim prstenom
cijelih brojeva, mozemo ocekivati da ¢e vrijediti sli¢ni rezultati i da ¢e se moé¢i dokazati
slicnim tehnikama kao u racionalnim cijelim brojevima.

(Cilj ovog poglavlja jest odgovoriti na pitanje koliko najvise elemenata ima Diofantova m-
torka Gaussovih cijelih brojeva, odnosno dati gornju granicu na m. U ovom opéenitijem
problemu, glavni rezultat na koji ¢emo se osloniti ponovo je Jadrijevi¢—Ziegler teorem
(varijanta Bennettovog teorema). Kako nam ovdje nije cilj opisati kako izgledaju moguéa
proSirenja, nego samo dati gornju granicu na broj mogué¢ih prosirenja, ne treba ¢uditi sto
¢e ta metoda biti djelotvorna u ovoj opcéenitijoj situaciji, iako nije pomogla u konkretnoj
situaciji u proslom poglavlju.

Rezultati prikazani ovdje nastali su prate¢i dokaz prve gornje granice na velicinu
Diofantove m-torke u cijelim brojevima (Dujella, [13]), gdje je dobiveno da je m < 8.
Tako smo dobili i neke rezultate koje (zasad) nismo iskoristili. Ovdje dobivena granica
je slabija (m < 42), a dokaz je jednostavniji. Nakon toga ¢emo dokazati i neke rezultate

koji bi se mogli iskoristiti za poboljSanje ove granice.
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5.1 Pellovski sustav

Neka su a,b i ¢ Gaussovi cijeli brojevi koji ¢ine Diofantovu trojku. Bez smanjenja
opéenitosti, pretpostavimo da je 0 < |a| < |b] < |¢|. Tada postoje Gaussovi cijeli brojevi
r,s it takvi da je

ab+1=71%ac+1=s*bc+ 1=t

Buduéi da jednadzba X? —Y? = 1 u Gaussovim cijelim brojevima ima samo trivijalna
rjeSenja (XY = 0), brojevi ac i be nisu kvadrati. Vrijedi ac # i = —1 jer ne postoje tri
broja {a, b, c} modula 1 koji ¢ine Diofantovu trojku. Sli¢no, vrijedi i |s| # 1 jer ne postoje
tri broja {a,b,c} modula 2 ili manjeg koji ¢ine Diofantovu trojku. Broj ab takoder nije
kvadrat: ako pretpostavimo suprotno, onda je r = 0 te je a = —1,b = 1 (ili obratno), pa
ne postoji ¢ # 0 koji bi s njima ¢inio Diofantovu trojku. Naime, iz —c+1=s?ic+1 = t2
mnozenjem slijedi 1 — ¢ = s?t%. 1z toga je ¢ = 0 ili st = 0, iz ¢ega slijedi ¢ = +1 € {a, b}.

Napomenimo da su rjeSenja ove jednadzbe u prstenu cijelih brojeva imaginarnog kva-
dratnog polja opisana u [19]. Brojevi ac i be nisu kvadrati ni u Q[é], jer je Z[i] integralno

zatvoren u Q[i]. Dokazali smo sljedeéu lemu.

Lema 5.1.1. Ako je {a,b, c} Diofantova trojka u Gaussovim cijelim brojevima i 0 < |a| <

|b] < |c|, onda brojevi ab, ac i bc nisu kvadrati u Q.

Ako postoji d € Z[i] takav da je {a,b,c,d} Diofantova ¢etvorka, onda postoje x,y, z €
Z[i] takvi da je ad + 1 = 2%,bd + 1 = y*, cd + 1 = 2?. Eliminirajmo d iz prve i trece
dobivene jednadzbe, a(cd + 1) — c(ad + 1) = az? — cx?. Slijedi da je az? — cx? = a — c.
Analogno, eliminacijom d iz druge i treée jednadzbe je bz? — cy? = b— c. Dobivamo sustav
jednadzbi

az? —cr’ =a—c (5.1.1)

bz? —cy  =b—c. (5.1.2)

Dobivene jednadzbe slice pellovskim jednadzbama i njihova rjeSenja imaju vrlo slicnu

strukturu, koju opisujemo u sljedec¢oj lemi.

Lema 5.1.2. Postoje prirodni brojevi ig, jo, Gaussovi cijeli brojevi zéi),x((f),zy),xgj) 2a

1=1,...,00 15 =1,..., 70, takvi da vrijedi:
a) (zéi),x((f)) su rjesenja (5.1.1), a (z@,y@) su rjesenja (5.1.2). Owvdje oznacena rjese-

nja nazivat é¢emo fundamentalnima.
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b) Za fundamentalna rjesenja vrijede nejednakosti

jalle = af

1<l < s| -1~
1<) < oy diezdl
|a| |s| — 1
< bl|c —b|
L@ <]
’yl ’ |t‘—1 )
: — 0| | c|[c — D
1< |9 < |l .
SIS T T

c) Ako je (z,x) rjesenje jednadzbe (5.1.1), onda postoje i € {1,...,ig} i cijeli broj m
takvi da je

ava+ave = (2 vVa+a{ Vo) (s + Vae)™.

Ako je (z,y) rjesenje jednadzbe (5.1.2), onda postoje j € {1,...,70} i@ cijeli brojn
takvi da je

Vo +yye = (2 Va + y? Vo)t + Vie).

Dokaz. Ako je (z, z) rjesenje (5.1.1), tada je par (T, ym) € Z[i]?, definiran preko

T+ 2mva = (xv/c+ zv/a)(s + Vac)™ (5.1.3)

takoder rjesenje jednadzbe (5.1.1) za svaki m € Z. Ova tvrdnja dokazuje se indukcijom:

zam = 1je x1\/c+ z1v/a = (zy/c+ 2v/a)(s++/ac) = (st +az)\/c+ (sz + cx)y/a, odnosno

r1 = sx +az,z; = sz + cx. Tada je

azi —cxi = a(sz + cx)? — c(sx + az)?

= as’2? + ac’x? — cs?x? — ca®2?

2

= s*(az® — cx®) + ac(cx® — az?)

(
= s*(a —¢) + ac(c — a)

=(s°—ac)la—c)=a—c

Induktivno slijedi da je (2, z;,) rjeSenje (5.1.1) za svaki m € Ny. Analogno se pokazuje
za m = —1 islijedi da je (z,,, 2m) rjesenje (5.1.1) za svaki m € Z.

Neka je (z*, 2*) rjeSenje iz niza (2, Zm)mez, definiranog u (5.1.3), takvo da je apsolutna
vrijednost |2*| minimalna. Oznac¢imo s (2/,2) i (2", 2”) iduce i prethodno rjesenje u nizu.
Preciznije, neka je 2’ = sx* +az*, 2 = sz* +cx*, ax” = sz* —az*, 2" = sz* —cx*. Tada je

|2/| > |z*| 1 |2"| = |=*|. S druge strane, kako je |2/| 4+ |2”| = |2’ + "] = 2|s||x*|, slijedi da
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je || = |sz*| ili |2”] = |sz*|. U svakom slucaju, vrijedi da je produkt |z'z”| > |sx*| - |z*|.

Dobivamo niz ekvivalentnih nejednakosti

22" > |s] - " |
= [(s2* + az")(sz* — az*)| = |s| - |z*|?
= [s%(2")” = a*(2)?] = |s] -
= [(ac + 1)(z")* = a®(2")*| > [s] - 27|
= la(c(z”)? — a(z")?) + (@) = |s] - [2" ],

= la(c —a) + (") > |s| - [«

jer je (z*,z*) rjesenje (5.1.1).
Iz posljednje dobivene nejednakosti izvodimo gornju granicu za |z*|,
lal-le—al+ 2" > |a(c—a) + (2*)?| = |s| |2*|?, pa je |a| - |c—al > (|s| —1)|=*|* i konatno
laf - |c — al
s =1

Iz gornje granice na |z*| slijedi i gornja granica za |z*| preko sljedeée nejednakosti

27" <

trokutas:

le(z*)? — ¢+ al

lal

cllz? | |e—al

2] = <

|al |al
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je zg = x*, 2o = 2*.

Analogno se dobivaju gornje granice za fundamentalna rjesenja jednadzbe (5.1.2). O

Napomena. Pod korijenom se ovdje uvijek misli na glavnu granu funkcije (dakle, vrijednost
realnog dijela korijena je veca ili jednaka 0). Ali isto, do na predznake, dobiva se i za
drugu vrijednost — npr. dobivaju se rjeSenja (—z, z) jednadzbe (5.1.1) i druge kombinacije
predznaka.

Rjesenja pellovskih jednadzbi u Gaussovim cijelim brojevima opisana su u [19], gdje su

za fundamentalna rjesenja uzimane dodatne pretpostavke da su argumenti takvog rjesenja

u intervalu

T
—5 2>. Uz ovakve pretpostavke, tvrdnja Leme 5.1.2 ¢) moze se pojacati jer
tada postoje jedinstveni indeksi i € {1,...,i0} te j € {1,..., 50}

Korolar 5.1.3. Za ova fundamentalna rjesenja vrijedi i |z| < |c| te |zo| < 341/|c|, pod

wvjetom da je |a| > 4 i|c| = 5. Takoder je |xo| < \/55/32+/|ac| i |zo| < \/61/32|c|3/*|a|~1/4,

ako je |c| = 4al.

Dokaz. 1z |s|* = ac+ 1| = |a|* — 1 je 2|s| = 2\/]a|]? — 1 > |a| + 2, jer je to ekvivalentno s
lc—a| _ 2|c—ad]
[s|=1 " lal

3lal* — 4|a] — 8 > 0, Sto vrijedi za |a| > 4. Stoga je i slijedi da je
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20]? lc—a| cllc=a| _|e—a|l  2|c|-]c—d
~ AN
|a| |s| =1 |al d
lc — al (c )
- 2 D<(|=]+1)(2 1
o Gl + D < ([7]+1) @l + 1)
2.9
< (’Z'+1> (2\c\+1)—|02| +11c1+1<|c\2

ako je |c| > 5. Dakle, |z| < |c|.
Kako je s* = ac + 1, slijedi da je |s| > \/|ac| — 1, jer je ekvivalentno tvrdnji |s?| >

lac| — 24/|ac| + 1, Sto vrijedi jer je |s*| = |ac + 1| = |ac| — 1, prema nejednakosti trokuta,
a |ac| > 1. Slijedi da je |s| — 1 = {/|ac| — 2.
lallc — af

9
Za |xo] < 24/|c| dovoljno je dokazati < 1|c], odnosno |al|c—a| < F|¢|(|s|—1).

s =1
)
Buduéi da je |s| — 1 > /|ac| — 21 |c —a|] < |e] +|a| < Z|C|, slijedi da je

Z|c\(\5| ~-1)> Z!c!(m— 2)
> 2o~ al(y/facl - 2)

> |alle — al,
sto je i trebalo dokazati.

lalle = al

Dokazimo i ja¢u tvrdnju. Kako je |zo|* < ST
8 JE—

, dovoljno je dokazati da je

la|lc —a| 55

e .
s <~ gVl

Ova tvrdnja ekvivalentna je s
32|ac — a?| < 55(|s| — 1)4/|ac]. (5.1.4)
Za desnu stranu (5.1.4) vrijedi sljedece:

55(|s| — 1)y/|ac| = 55(4/|ac| — 2)4/|ac]
= 55lac| — 1104/|ac]|
= 40]ac| 4+ 15]ac| — 1104/|ac|,

a kako je, s druge strane,
32|ac — a®| < 32|ac| + 32|al?
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< 32|ac| + 32|al - E|

= 40|ac],

dovoljno je dokazati da je 15|ac| — 1104/]ac| > 0, odnosno y/|ac| > 73. Kako je |¢| > 4]al,
slijedi da je |ac| > 4|a|* > 64, jer smo pretpostavili |a] > 4. Dakle, \/|ac| > 8 > 75, sto je
i trebalo dokazati. O]

0.2 Primjena diofantskih aproksimacija

Lema 5.2.1. Neka su x,y,z rjesenja sustava jednadzbi (5.1.1) ¢ (5.1.2), pri cemu je

b
lc| > 4|p| i |a| = 2. Ako je 6 = :I:S\F, 0\ = —gM oV = ib\[ 0 = 6 te su
aV c c
predznaci odabrani tako da je
t t
o - 2 <l - 2| i o - < o -
az bz bz
onda je
br| _ |s|-[c—adl ]c—a\ 1 21 || 1
| abz| = lal\/|ac] 2P T 16al [P
’em_my cslle=bf 1 21| 1
abzl = |p|,/lbe]  |2[* 16al [2[?
Dokaz. Vrijedi
2.2 -1
gD _ ST gy _ 5T ) ST
! az (67 a’z? b az
_|$?] Jaz? — ea?| ‘ @ sx|t
a? ]| z]? az
_|s]?le — al se|”t 1
jalle] ITHazl 2P
Takoder je 9§2) % > s
az a
29 _ SIS g ST g ST ’09—”— (95”—”)‘
az az az az
o - oy =222
aV c
sbr| _|s|*lc—alla [¢] 1 n sbx| _|s|-le—a] 1 .
St 7St gl e ey ’ m _sbr) Jsl-lezal 1o
0ga jo abz| > alPle] IsVal |z 0 abz| | 2|2 Sro e
|aly/lac|

prva nejednakost u iskazu ove leme.
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— 1 21 1
s -le—al, 5 < Al st [Vac+ 1]+ e—al < —|c|\/ acl, sto
laly/|ac| 16 |a| |z|

: . 1
je ekvivalentno s [/ 1 —|— —| < =

Jos treba dokazati —————

21 21 4 21
.1z |¢| > 4]a] slijedi da je — i > =
16]c—al = 165 20

1 + |— <1+ ——, pa slijedi drugi dio Zeljene
\ ac|

Analogno se dokazuje drugi par nejednakosti (koristili smo samo |¢| > 4|a|ia > 2). O

Lijeva strana je

nejednakosti.

Sad ¢emo primijeniti Jadrijevié—Ziegler teorem iz [31]. Ponovimo iskaz radi lakseg

pracenja sljedeceg dokaza.

Teorem 5.2.2 ([31, Theorem 7.1])). Neka je 0; = /14 %,i=1,2 sa; # ay i T u prstenu
cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja K. Neka je |T| > M = max{|ay|, |az|},

27
= T| — M)? > 1.
6] PlasPlar — a1~ M)
Tada je
max{ 0 ——1,|02— } > clq| ™,
q
log P

za sve algebarske cijele p1,ps,q € K, gdje je A =1+ ¢t = 4pP(max{1,20})*1

log L’

27 |T‘ Q‘Tl —|—3M ]a1|2|a2]2\a1 —CL2’2
[ = 2L — T P=16 2|T| + 3M).
6417 — MY =\ 2/ — 20 min{|a1, |as], |ar —a2|}3( 7] +3M)

Pomocu tog teorema dokazat ¢emo da, ako su drugi i tre¢i element Diofantove m-

torke dovoljno udaljeni, onda je udaljenost izmedu tre¢eg i ¢etvrtog elementa ogranicena.

Preciznije, dokazujemo sljede¢u propoziciju.

Propozicija 5.2.3. Ako je {a,b,c,d} C Z[i] Diofantova cetvorka takva da je |ac| = 9
3
b > §|a|, b > 5 i |c| > [b]*, onda je |d| < 4278%0|c|>°.

)

Dokaz. Ovdje se simultano aproksimiraju

2 1 b
elzisf:i\/”:i,/aﬁ — 1 — 0 =1
aVc azc ac abe abc

Sad je ap = 0,a; = b,as = a,T = abe, M = |b|, te je

[ 27| abc| _ 2Tac| _ 1
"~ 64(|abe| — b)) 64(|lac] —1) "2’
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32
jer je to ekvivalentno tvrdnji 27|ac| < 32(|ac| — 1), $to vrijedi za |ac| > 9 > T Sli¢no,

vrijedi da je

2|abe| + 3[b) 5 5 21
2|abe| — 21 T 2 = 1) T20-1) V16 (5:2.1)

3
Takoder je min{|al,|b],|b — al} > g| jer je |b—al| = |b| — |a| = ila\ — |a| = |;| zbog

pretpostavke [b| > 2|al. Stoga je

|al*[0*[b — af® 6|6 — al? .
P=16 2|ab 310)) < 128———-(2 3
win{lal, o] 15— af} 103 e+
27 27(Jac| — 1)?
= be| — [b])2 = — 1~
T6jaP oo — a2 122 — 1D = Jg1app — ap

Dakle, uvjet teorema L > 1 ovdje je ekvivalentan tvrdnji 27(|ac| — 1)* > 16|a|*|b — a|?.
Korjenovanjem dobivamo jednostavniju tvrdnju 3v/3(|ac| — 1) > 4|al|b — a|. Buduéi da je

| > [b]® (i |b] > 2|a]), vrijedi i jaCa tvrdnja |ac| — 1 > |a||b — a|. Naime, vrijedi da je
lac| =1 > |a| - o> — 1
3
> 20al’lpl =1 (jer je [b] = Slal)
> la| - b] + |a®|  (zbog [b] > 21 |a| > 1)

> |ab — a*| = |a||b — a| (po nejednakosti trokuta).

Time su uvjeti teorema zadovoljeni.
1

V21P°

Takoder, A > 1 jersui Pi L vec¢iod 1. Za L smo to ve¢ dokazali, a za P > 1 dovoljno

1 1
Bududi da je [ < 3 slijedi da je ¢ = WP Stoga je, prema (5.2.1), ¢ >
P

je [b] > lal.
o 15 et . logP . o
Buduéi da je |c¢| > |b]"°, slijedi da je A < 1.9. Kako je A =1+ ou L’ vrijede sljedece
0g
log P
ekvivalencije A < 1.9 <= log 7 < 0.9 < P < L% Stoga je dovoljno dokazati
og

[bI*[b — al®

0.9 _1)18
198 27) (lac] — 1)
lal

2 3) < (— —_—
(2]ac| +3) (16 |a|8[b — a1

27 0.9
s 128[bP|b — a**|a]*®(2]ac] + 3) < (16) (Jac| — 1)*,

2|ac| + 3

Bududi da je |ac|—1 > (ekvivalentno je s |ac| > 6, §to vrijedi jer smo pretpostavili
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da je |ac| barem 9), dovoljno je dokazati

27

0.9
3P — a3l < (S5 (lacl - 1,

za Sto je dovoljno

240[b|b — a|*®|al™® < (Jac| — 1). (5.2.2)

Za desnu stranu od (5.2.2) vrijedi (Jac| — 1)*® > (Jac|)*® — 1, jer je funkcija f(t) =
(t—1)"% =8 + 1 ut =1 jednaka 0 i raste. Stoga, ako je |c| > [b|', onda je (|ac| —1)°8 >
|a|®®|b]*% — 1, Sto je veée od lijeve strane od (5.2.2), 240[b[3|b— a|>8|a|®®, jer je vedi stupan]

3 2
od |b|. Konkretnije, jer je |b| > §|a|, odnosno |a|] < §|b|7 slijedi da je

5 3.8 2b 0.8
240[b%b — af**|al”® < 240[b[? <3|b|) <
< 1209]|b|"°
< |b]*? —1.

Zadnja nejednakost dobiva se ponovo jednostavnom analizom pomoéne funkcije f(t) =
t12-1209t75 —1, koja je o¢ito veca od 0 za dovoljno velik ¢, a numericki je utvrdena najveca
nultocka 5.01824. Ako je |b| > 5 kao $to smo pretpostavili, onda je |b| > /26 > 5.02, $to
znaci da gornja nejednakost zbilja vrijedi. Time smo dokazali da je A < 1.9.
Teorem Jadrijevi¢-Ziegler nam onda, skupa s Lemom 5.2.1, daje
21 || 1 1

P >
16 |a| |22~ +21P

labz| ™

|a]
=
V21 - 128b)3|b — a|2(2|ac| + 3)

jabz| ™,

odnosno
168\/ﬁ||c||2]b\3|b —al*(2|lac| +3) - |ab]* > |2]** > ||,
a
pa je
|2)% < 168v/21¢| - 3lac| - |b — al?|p]** a2
2 5. \2
< 504v/21[ef? - 20| - <3|b|) B0 (jer je |b] = 2Jal i A < 1.9)

< 4728|c|?|b|™?
< 4728|c| ™55 (jer je || > |b]')

< 4728|c|*"?

te je, konacno, |z| < 47280|c|?5310 = 472810|¢|?>3.
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2
—1
Bududi da je d = :

, slijedi da je

|22 — 1| . |22 +1

d| < <
] ]
472820 50.6 1
< ATBTATTHL g0y
]
i time smo dokazali propoziciju. O

5.3 Donja granica na veli¢inu elementa koji progiruje
Diofantovu trojku

U prethodnom potpoglavlju dokazali smo gornju ogradu na cetvrti element Diofantove

m-torke (uz neke uvjete). Sada ¢emo naéi donju ogradu kako bismo ih mogli suprotstaviti.

Definicija 5.3.1. Za Diofantovu trojku {a,b,c} kazemo da je regularna ako je ¢ =
a+ b= 2r, gdje je r? = ab+ 1.

Lema 5.3.2. Ako je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka takva da je 2 < |a| < |b] < |c] < |d|,
onda nije moguce da su obje trojke {a,b,c} i {a,b,d} regularne, tj. nije moguce da je
c=a+b—2rid=a+0b+2r (ni obratno), gdje je ab+ 1 = r2.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Kada bi to vrijedilo, onda bi bilo cd = (a + b)* — 4r? =
a’?+2ab+b*—4(ab+1) = a> —2ab+b*—4, pa je cd+1 = (a—b)* — 3. Bududi da je {c,d}
Diofantov par, postoji Gaussov cijeli z takav da je cd + 1 = 2%, Dakle, (a — b)? — 3 = 22,
odnosno (@ —b— z)(a — b+ z) = 3. Kako je 3 prost u Z][i], na produkt dva faktora u Z[i]
moze se rastaviti samo na sljedece nacine: 3=1-3,3 =—-1-(-3),3 =14i-(—3i),3 = —i-3i,
do na poredak faktora. U prva dva slucaja, oduzimanjem faktora a —b+z2ia—0b— z je
2z = £2, odnosno z = %1, Sto nije moguce jer bi tada bilo c¢d = 0. U druga dva slucaja,
na isti nac¢in zaklju¢ujemo da je z = £2¢, pa je cd + 1 = —4, odnosno cd = —5, Sto nije
moguée za |¢| > v/5. Sada smo samo provijerili da |b| > |a| > 2 povlaci tu nejednakost za
|c|, odnosno da ne postoji Diofantova trojka {a,b,c} takva da je 2 < |al, |b|,|c| < v/5. O

Lema 5.3.3. Ako je {a,b,c,d} Diofantova cetvorka takva da je 2 < |a| < [b] < |c| < |d],

|ab]

onda je |d| > =

Napomena. Slutimo da vrijedi i jac¢a tvrdnja, ako d # a + b + ¢ + 2abe £ 2rst (gdje su
s?=ac+1it?>=bc+ 1), onda je |d| > 4|ab|. Ta tvrdnja vrijedi u cijelim brojevima (vidi
npr. [32]).

Dokaz. Prema prethodnoj lemi, mozemo, bez smanjenja opcenitosti, pretpostaviti da
{a, b, d} nije regularna trojka. Oznac¢imo ab+ 1 =7r%ad+1 =2 bd + 1 = 3>
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Tada cx = a + b+ d + 2abd £ 2rxy nije 0. Zaista, tvrdnja c = 0 ekvivalentna je

sljede¢im tvrdnjama

cy =0
<= a+ b+ d+ 2abd = F2rxy
<= (2ab+1)d+a+ b= F2ray
<= (2ab + 1)?d* + 2(a + b)(2ab + 1)d + (a + b)* = 4(ab+ 1)(ad + 1)(bd + 1)
<= 4a*b*d* + 4abd* + d* + 4a*bd + 4ab’d 4 2ad + 2bd + a* + 2ab + b* =
= 4a*b*d* + 4a*bd + 4ab*d + 4abd® + 4ab + dad + 4bd + 4
< d*-2(a+b)d+ (a—b)*—4=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe po d upravo su a + b+ 2r. Dakle, kako {a, b, d} nije
regularna trojka, slijedi da d # a + b+ 2r, pa je ¢4 # 0.

Promotrimo sad produkt

cre = (a+b+d+ 2abd)? — 4r*z?y?
= (a+ b+ d+ 2abd)* — 4(ab+ 1)(ad + 1)(bd + 1)
= a2 + b2+ d® — 2ab — 2ad — 2bd — 4.

Stoga je |cic_| < |al® +10]* + |d|* 4 2|ab| + 2|ad| + 2]bd| + 4. Kako je |d| = |al,|b] i |d|* > 4
(ne postoji Diofantova Cetvorka u kojoj bi najveéi element po apsolutnoj vrijednosti bio
manji od 2), slijedi da je |cyc_| < 10|d|?.

S druge strane, |c; + c_| = 2|a + b+ d + 2abd|. Pretpostavimo da je |cy| > |c_].
Tada je 2|cy| = |cq| + |c=| = |ex + c—| (prema nejednakosti trokuta). Slijedi da je
lex| = |a+ b+ d+ 2abd|.

Bududi da je [b] > |a| > 2, slijedi da je |ab| > 4, pa je |a+ b+ d| < 3|d| < z|abd|.

Mozemo zakljuciti da je
3 5
lex| = la+ b+ d+ 2abd| > 2|abd| — |a + b+ d| > 2|abd| — 1|abd! = Z\abd|.

Usporedbom ove donje granice za |cy| s gornjom granicom za |cyc_|, slijedi da je

10[d> _ 10/d]?>  8|d]

e | < < _ Sla}
VSTl T~ o
8|d b
Bududi da c_ # 0, slijedi da je ]‘b]l > le_| =1, paje |d| > ’Z ’ 0
a
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5.4 Gornja granica na veli¢inu Diofantove m-torke

Teorem 5.4.1. Ne postoji Diofantova m-torka u Gaussovim cijelim brojevima za m > 42.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji m-torka {ay,as,...,a,;} poredana po veli¢ini
(0 < Jar] < -+ < |am|) i m > 42. Racunalom je provjereno da do apsolutne vrijednosti
12 imamo najvise Diofantovu trojku, te da nema petorke do apsolutne vrijednosti 16.

Dakle, |as| > 2, |as| > 12, |as| > 16. Sad ¢emo vise puta primijeniti Lemu 5.3.3 na razli-

¢ite podskupove od {ay, as,. .., an,}, te svaku dobivenu nejednakost iskoristiti u sljedecoj
primjeni:
{ag, a7, ag, a9} 222 |ag| > |a68a7| > |a§|2

{ag, aro, arr, ar2} =2 12| > |a§|2 > |C;63|4

{a19, a3, ara, ars} 22 Jags| > |a;2]2 = ’C;GF

{a1s, ase, a1y, a1s} 225 |ars| > |C;61|516

{ais, arg, azo, az } 25 Jag| > |C;63|f2

{az1, ass, azs, as} = |a2q| > ’266|;4

Pokazimo sada da Propoziciju 5.2.3 mozemo primijeniti na {as, ag, ass, ao4tr}, za k > 0
zbog toga sto je |as| > 21 |as| > 12. Naime, primjenom Leme 5.3.3 na {as, a4, as, ag}
slijedi da je |ag| > % > 3|as|. Prethodno dokazana nejednakost pak garantira da je
‘a6|64

363
vrijedi zbog |ag| = |as| = 16. Ispunjeni su uvjeti Propozicije 5.2.3.

lass| > |ag|'®, jer je za to dovoljno da je > |ag|*, odnosno |ag| > 14.49158, §to

Stoga je, prema Propoziciji 5.2.3,
|a24+k| < 427820|a24|50. (541)

Medutim, mozemo nastaviti primijenjivati Lemu 5.3.3:

2
3. a
{as4, ass, ass, asr} = |agr| > ’284‘
a 2 a 4
{as, ass, azg, azo} =2 |ago| > | 287‘ 2 | §§|
534 |aza|** 20( 150
L= ax| > <63 > 4278% |agy|™,

sto je u kontradikeiji s nejednakoséu (5.4.1).

Naime, zadnja nejednakost ekvivalentna je s |ag|' > 852 - 4278%0 tj. vrijedi za
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’a6’64 1664

{63 = {63

O

lags| > 1.784 - 107 §to stoji jer znamo da je |ag| >

[staknimo ovdje da se dokazani rezultati izvjesno mogu poopéiti za dobivanje gornje
granice na veli¢inu Diofantove m-torke u prstenima cijelih brojeva imaginarnog kvadrat-
nog polja. Kljuc¢an rezultat koji koristimo je Jadrijevi¢-Ziegler teorem koji vrijedi u toj
opcenitijoj situaciji. Racunalnim pretragama nismo uspjeli na¢i Diofantovu petorku u
takvim prstenima, a ni sistematicnija potraga u [24] nije pronasla Diofantove petorke
u Z[v/—d] za d < 50. Ipak, ne vidimo neki a priori razlog zasto bi u svim prstenima
cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja najve¢a m-torka imala isti broj elemenata.
Dosadasnjom metodom dokaza, koja funkcionira za opcéenita imaginarna kvadratna polja,
vjerojatno ne¢emo modéi dokazati najjacu gornju ogradu u konkretnoj situaciji Gaussovih
cijelih brojeva.

Najdulji korak u poopcenju zapravo ¢e biti racunalna provjera da do apsolutne vri-
jednosti 12 imamo najvise Diofantovu trojku, odnosno, da do 16 nema petorke. U ovom
slucaju provjera je napravljena u Mathematici, gdje je lako raditi s Gaussovim cijelim
brojevim. Radi potpunosti i obnovljivosti, navodimo kod kojim je provjereno da ne postoji
Diofantova cetvorka u kojoj su svi elementi po apsolutnoj vrijednosti manji ili jednaki 12.
Treba imati na umu da je tih brojeva skoro 450, pa je vrlo velik broj ¢etvorki koje treba
provjeriti.

Jednostavna funkcija provjerava je li kompleksan broj kvadrat u Gaussovim cijelim

brojevima:

IsSquare [broj | :=
Return [ Element [Re[Sqrt [broj]], Integers] &&
Element [Im|[Sqrt [broj]], Integers]]

Sljedeca funkcija vrac¢a popis svih nenul Gaussovih cijelih brojeva apsolutne vrijednosti

do odredenog broja (radijusa).

GaussCircle [radijus | = (
lista = List [];
For[re = Floor[—radijus], re <= radijus, re = re + 1,
For[im = Floor[—radijus], im <= radijus, im = im + 1,

I[f[re”2 + im™2 <= radijus 2 & re”™2 + im™2 > 0,
AppendTo[lista , re + imxI]]]];
lista );

Sad generiramo popis Gaussovih cijelih brojeva apsolutne vrijednosti do 12 pomocu te

funkcije.

popis = GaussCircle [12];
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Nakon toga prolazimo po popisu i za svaki Diofantov par provjeravamo ¢ini li Diofan-

tovu cetvorku s preostalim parovima.

maks = Length[popis];

For[j =1, j<=maks — 3, j =] + 1,
For[k = j + 1, k <= maks — 2, k = k + 1,
a = popis [[j]]; b = popis[[k]];

If [IsSquare [axb + 1],
For[l =k + 1, 1 <=maks — 1, 1 =1+ 1,
Form= 1+ 1, m <= maks, m =m + 1,
¢ = popis[[1]]; d = popis[[m]];
If [IsSquare [axc + 1
I[sSquare [axd +

FEEER

bxd +
I[sSquare [ cxd +
Printfa, " ", b, " ", ¢, " ", d]]]]]]]

]
]
J
IsSquare ]
]

[ 1
IsSquare [bxc + 1
[ 1
[ 1

5.0 Rekurzivna svojstva rjesenja pellovskog sustava

Kao sto smo ve¢ istaknuli, metoda kojom smo dokazali da Diofantova m-torka u
Gaussovim cijelim brojevima ima najvise 42 elementa, vjerojatno se ne moze iskoristiti da
se dokaze bitno bolja granica. lako tu granicu nismo uspjeli poboljsati, u ovom i sljede¢em
potpoglavlju navodimo neke rezultate koji bi mogli biti korisni za takvo poboljSanje.

Iz (c) dijela Leme 5.1.2 mogu se dobiti i rijesiti rekurzije iste kao u [13]. Preciznije,

vrijedi sljedeca lema.
Lema 5.5.1. Svako rjesenje z jednadzbe (5.1.1) nalazi se u jednom od sljedecih nizova
v(()i) = z((]i), vﬁi) = sz(()i) + c:véi), v,(,i’}rQ = QSvf,i)Jrl —ol ai=1,... . (5.5.1)
Slicno, svako rjesenje z jednadzbe (5.1.2) nalazi se u jednom od nizova

wy =2, wf =) + ey, wily =2l —wl), zaj=1,.. 0 (55.2)

Dokaz. Rekurzivna relacija (5.5.1) slijedi iz (5.1.3). Prema njoj je

T 1VC + Zmiiva = (zy/c + zv/a)(s + ac)™
= (zv/e + 2v/a)(s + Vac)" (s + Vac)
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= (TmVc + zmV/a)(s + Vac)
= (5T + azm)VC + (82m + cm)Va,

pa je Tyl = STy + A2 1 Zme1 = S2m + Ty 17 toga je

Zm+2 = SZm41 T CTmt1
= SZms1 + (8T + azp)
= 8Zm+1 T ACZpy + SCTyy,
= S$Zma1 + aczm + $(Zme1 — S2m)
= 28%Zm41 + (ac — 8%z,

= 28Zm+1 — Zm-

Dakle, za sve nizove rjesenja z\) vrijedi rekurzivna relacija istog oblika (5.5.1). Kako ne
bismo oznacavali rjesenja dviju razlicitih jednadzbi istim oznakama, oznacili smo sa vV
nizove rjesenja z jednadzbe (5.1.1). Nizove rjeSenja z jednadzbe (5.1.2) oznaéili smo s w)
i analogno se dokazuje njihova rekurzivna relacija (5.5.2). O

Ako je d prosirenje pocetne trojke, onda je z rjeSenje u obje jednadzbe (5.1.1) i (5.1.2),

pa se takav z nalazi i u jednom od nizova v{¥) i u jednom od nizova w$), tj. z = v = w{).
Lema 5.5.2. Vrijede i sljedece kongruencije:

vé?n = z(()i) (mod 2¢)  te vél)l 1 = széi) + cxéi) (mod 2c¢)

ng = zgj) (mod 2¢)  te wéZL)H = tzgj) + cy%j) (mod 2c)

za sve cijele brojeve m i n.

Dokaz. U dokazu ispustamo gornje indekse (7) i (j). Tvrdnje dokazujemo matematickom
indukcijom. Za m = 0 je vy = 2p 1 v1 = 529 + cxg, pa ocito vrijede i kongruencije modulo
2c. Pretpostavimo da je ve,, = zo (mod 2¢) i v, = $20 + cxg (mod 2¢). Koristedi

rekurzivnu relaciju za niz v,,, vrijedi da je

Vam+2 = 28V2m+1 — V2m
= 2s(sz9 + cxo) — 20
= 25%2y + 2cxo — 2o
=2(ac+ 1)zp — 2o

=2y (mod 2c¢).

Koriste¢i ovu kongruenciju, induktivnu pretpostavku i rekurzivnu relaciju za v,,, slijedi i
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da je
Vom+3 = 28V2mi2 — Uama1
= 2529 — (s20 + cxg)
= SZp — CXy
= szp +cxy  (mod 2c),
sto je i trebalo dokazati. Potpuno analogno dokazuje se tvrdnja za niz w,,. O

Korolar 5.5.3. Pretpostavimo da je |a| = /8 i |c| > 2|b|. Ako je o8 = w¥) 2a cijele m

i n, onda je z(()i) = z%j).

Dokaz. Primijetimo da iz v, = wa,, prema Lemi 5.5.2, slijedi da 2¢ dijeli zéi) —zy ), Naime,
iz Korolara 5.1.3 je |2”)| < |c|. Analogno je |25”| < |c|. Stoga je, po nejednakosti trokuta,
1250 — 29 <1287 + 29| < 2)¢|. Bududi da 2¢ | 2§ — 217, slijedi da je 2" — 2 = 0, pa
o L0 )
je zy’ = 2.

O
Lema 5.5.4. Ako je v, = w,, onda vrijedi
a) |zo| =1 ili |20]* = |e| — 1

b) || = 4l|al ila] =3 = |s20| < V2|cwol

]34
c) 3.1651|c|\/|ac| = |v1] = 8[a[1/i

d) Ako je |c| = 4|b| ¢ |b] = |a| = 3, onda je m < 2n + 2.

Dokaz.  a) Bududi da je v2 = 22 =1 (mod ¢), slijedi da je z2 = ck + 1, pa ako k nije

0, slijedi da je |zo|? > |c| — 1, prema nejednakosti trokuta.

b) Tvrdnja je ekvivalentna sljede¢ima

|s20| < V/2|col
2 2
— 2| <2|2
c 24
ac+1 azg +c—a

—| 2|2 h

c czg

<=lac + 1| - |20]* < 2|acz? + c(c — a)|.

Desna strana je > 2|ac||z0|* — 2|c||c — a| pa je dovoljno 2|ac||z]* — 2|c||c — a] >

lac| - |z0]? + |20/%, §to je ekvivalentno s (|ac| — 1)|z0]* > 2|¢| - |c — al.
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Iz |c| > 4a] slijedi da je ¢ — a| < |e| + |a| < 3|c| pa je 2|c¢| - |¢ —a| < 2|c|*. S druge

strane, po a) dijelu imamo dva sluéaja.

Ako je |zo[* > |c|—1, onda je (Jac|—1)|z0|* = (lac|—1)(|c|-1) = |al|c[*—(lal+1)|c|+1,
pa je dovoljno dokazati |al|c[> — (Ja| + 1)|c| +1 > 3|¢[%. Ovo je kvadratno u |¢| pa
se lako provjeri da vrijedi za |c| > 8. Ako je pak zg = 1, tada je i xy = 1, pa vrijedi

i jaca nejednakost |s| < |¢|. U svakom slucaju je |szo| < v/2|cxo).

Iz b) dijela te ograda za fundamentalna rjesenja (tj. Korolara 5.1.3) je

o = oot oo | 28— 0+ V2] _[ele=a) = | I~ [al el - ol

2 By cTo — S20 N cTo — S2 D lcxo| + |s20
S lc]* — % - %||Z||l/2 > 24]c| — 61|c‘|1/2 S 24]c| — 61‘|z‘|1/2 - 24‘@’1/2’C| — 61|C’1/2
T (14 V2)|exo| 32(1+ V2)lzol ~ 32(1 + v2),/Bac|/1 102[a3/4|c|t/*

13.83|al'/?|c| |c[3/4
102|al3/4|c|t/* ~ 8la|l/*

55
S druge strane je |vi| = |czo + s20] < (14 V2)|exzo] < (1 + \/§)H§|c|\4/|ac <
3.1651]|c|\/ |ac].

Iz ¢) dijela i rekurzija (|vy,1| = |vm|) sad slijedi

|C|3/4 m= 4 m—
8[a|1/4 (2ls] =)™ < Jum| < 3.1651|C|M(2|5| +1)m!

Sli¢no, iz |c| > 4]b], slijedi

lw,| < (2|t| + 1)"~! - 3.0606|c|/|bc|.

45
Naime, vrijedi slicna ograda za fundamentalno rjesenje |y;| < q/%{‘/ |bc| 1 na isti
nacin kao u b) i c) se dokazuje |tz;| < v/2|cyr| i |wi| < (14 v/2)|ey1]. Iz toga i rasta

|w,| slijedi ova gornja ograda.

19 13
Nije tesko (iz |c| > 4|b]) ograditi 2|t| + 1 < 8'\/\170] i. 2s] — 1 2'§\/].ac\, pa je
(2|s| — 1)® > 2Jt| + 1 i sad se usporedbom donje granice za |v,,| i gornje za |w,|
dobiva m < 2n + 2:

(2]s] — 1)™ ! < 24.4848/|abe|(2]t] + 1) < 12.2424(2[t] + 1) < (2[¢| + 1) +0-9816

< (2|s] = DM = m < 20 +2.97T = m < 2n + 2
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5.0 Linearne forme u logaritmima

Rjesavanjem rekurzija (5.5.1) i (5.5.2) dobivamo

U = V ((20v/a + z0v/e)(5 + Vao)™ + (z0v/a — 20v/c) (s — Vac)™) (5.6.1)
w, W ((z1Vb+ y1v/E) (t + Vo)™ + (21V — 1 /o) (t — Vb)) . (5.6.2)

Oznacimo s

L Va4 20v/) (s + Vad)™, 150 = ——(aVb+ y VOt + VB (5.6.3)

1

P= —
Va \/5(
Iz 2 = v, = w, slijedi da je P — <2P7! = Q — <2Q7.

Lema 5.6.1. Ako je |c| = 4|b| i m,n > 3, onda je |P| > 12 ’C
a

C
) > 12 (-].
i1Q| ]b\

1 1
Dokaz. Primijetimo da je [s++/ac| > \/|ac|. Toslijediiz: Rey/1+ — > 0= ‘\/1 +—+1 >
ac ac

1 = |Vac+ 1+ +/ac| > y/|ac|. Stoga je

|P| = |zov/a + zov/c| - |s + vac[™

1
Vlal
|c—a| 1
o |zwa—xof|v' i

>| c| —al 1 |3/2

Vel |zovel + |zoly/lal
|C|/4 1 CLC|3/2
la|  3lc]/2 + [c|y/|al

, Blallcf*’?

6+4\/>

>12 -
a

-

Posljednja nejednakost ekvivalentna je s |a|?|c|'/? > 2(12+8,/|a|). Buduéi da je |c| > 4|al,
dovoljno je pokazati da je 2|a|*/? > 2(12 + 8|a|'/?), §to zaista vrijedi za |a|'/? > 2.

Analogno iz |c| > 4|b| i n > 3 slijedi |Q| > 12 ’b’ O
Stoga je

c—a

1P| = [QI < [P —Q| =
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c 1
<[5l 15 -l

o T Q]
<0_‘1a+6_1‘ 1
“la 12 ¢ b 12 ¢
1 a b
<—(hh==|+n1==

12(‘ c+‘ c>
1 4 4
_ 5
247

- 1Ql| .

5
Slijedi da je 1P = 1@l P |3 4|P|_1 < — < 1. Sada éemo primijeniti jednostavnu Lemu

24

B.2 iz [44].

Lema 5.6.2. Neka je A > 0 takav da je |A — 1| < a. Tada je

—log (1 —
loga| < BTy
a
Pomocu nje dobivamo sljedeéi niz nejednakosti za A = %
1@l 24 5 50
logA| =1 1 — - —|P
< log *IP =

< log \/>|:130‘\/>‘+‘20|\/> +ad ™

&9

24 3|c|3/2/2 + |c|3/2/2 _
1 . m
o8 19” d 3|c| /4 [+ Vacl

8
=3 log E\/|ac||8 + Vac|™

Lema 5.6.3. Ako s K oznacimo K = 8 log 19, onda je

[Vb(20v/a + 20v/)|
[Va(z1vb + y1y/e)]

Lema 5.6.4. Ako je |b] > 14.232|al,|c| > 100|b|, n > 3 i ako za gornju linearnu formu

|log A| = |mlog|s + v/ac| — nlog |t + Vbe| 4 log < K\/|ac||s++v/ac|™™.

vrijedi jos i 0 < log A, onda je m > n.
Dokaz. Lema 5.6.3 nam daje

m _ loglt + il log |4/
~ logls+v/ac|  nlogls +ac|
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b
gdje je v = \/_(ZO\/E i $0\/5)‘ Dovoljno je dokazati
Va(avh +y11/e)
log [t + v/bc| B log 7] >n—1
log|s + ac| nlog|s+ v/ac| n
. Jog|t+ Voel/|s +vac|  logly| 1

log|s + v/ac| n10g|8+\/—| n
[t + Vel _ log|y] — logls + vac

< log
|s+\/_| n
|t +Vbe| " |
I —— > .
|s + Vac| |s + +/ac|
3
yt+\/_y> 1.99998,/|bc| <| ,) .
Alj, > ——] >0.999 , jer je |t +/be| + |t — Vbe| =
(!S+\/_! 2.000124/|ac| |al | |
t 1
VB Ve ] 2 2, o I _

Vb z |t+\/—‘ /bc 200 - 200

1.99998. S druge strane je, prema Korolaru 5.1.3,

ol APl 2692 e e e
stvad S\l OIP R

SEEE ')
lal

Stoga, za n > 3, dovoljno je da je 0.999 (%) i > 7.3201 (%) 4, odnosno % > 14.232,

Sto smo i pretpostavili. O

Lema 5.6.5. Ako je {a,b,c} Diofantova trojka, H ZQ i :b:
a
Dokaz. Dokazimo da, ako je v, = w,, onda |P| # |Q|.

Da P # Q nije teSko pokazati, jer onda bi bilo i P~' = Q7! pa ako je v,, = w,, onda

¢ Q, onda log A # 0.

jei <% =<2 pabibilo b=a (ako c¢ nije 0).
Daljnji dokaz nastao je prateéi dokaz Lemme 5.2. iz [21].
Po definiciji je P = A+ Ba,QQ = C'+ Dg, gdje su o = \/gi g = \/%, A, B,C,D € Q]il.
1z vy, = w, je AEBetA=Be C+D5;C_Dﬂ, (U = A w, = C) pa je A= C. Nadalje,

|P|? = (A + Ba)(A + Ba) = AA+ ABa + ABa + | B|?|a)? tj.

|P|2 =p+ ua + ua + q|oz|2
|Q|2 =r+v8+06+ s|5|2,

gd.]e sup,q,r,s € @7 au,v e @[Z]
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Tvrdnja A: Brojevi a = \/g, B = \/% i \/% su algebarski stupnja 2.
Iz Leme 5.1.1 slijedi da £, ¢ i ¢ nisu kvadrati u Q[é]. O

Tvrdnja B: Baza za Q[i](a, @) nad Q[i] je B, = {1,a,a,|a|?}. Analogno je za
Q[i|(8, B) baza By = {1,5,5,]5°}.

Ako je v € Q[i](a, @), onda je v = X g;;a'd?, gdje su g;; € Q[i]. Medutim, kako su
o = £ia®uQi, te aa = |af?, slijedi da se y moze zapisati kao v = qo+qra+qea+gs|af’.

Preostaje pokazati da je B, linearno nezavisan skup nad Q[i]. Pokazimo prvo da je
{1, o, @} linearno nezavisan. Pretpostavimo suprotno. Tada je @« = A + Ba za neke
A, B € Q[i]. Kvadriranjem slijedi a* — A% — B?a? = 2ABa, pa ako AB # 0, onda je

a? — A2 — B%a?

o= 5AB € Q[i], sto je u kontradikciji s tvrdnjom A.

Ako je B=0,ondajea=A € Q[i]. Tadabiia= \F bilo u Q[i], odnosno ¢ = z—z za
e _ J2?

neke x,y € Z[i], pa je al = TP
Ako je A =0, onda je & = Ba, pa bi ponovo bilo

€ Q, sto je u suprotnosti s pretpostavkom leme.

]

= |a|* = aa = Ba? € Q[i] N R, odnosno, ponovo bi bilo — € Q.

lal

lel
lal

Dakle, {1, a, @} je linearno nezavisan skup nad Qli].
Sad je za linearnu nezavisnost B,, dovoljno dokazati da ne postoje A, B,C' € Q[i] takvi
da je
la* = A+ Ba + Ca. (5.6.4)

Dokazimo prvo da C # 0. U suprotnom bi bilo |a|> = A + Ba, pa je kvadriranjem
la|* = A? + B%a? + 2ABa. Slijedi da je 2ABa € Qli]. Buduéi da o ¢ Q[i], slijedi da je
AB = 0. Ako je B =0, onda je |a?| = A € Q, $to je u suprotnosti s pretpostavkom leme.
Ako je pak A = 0, onda je |a|? = Ba, pa je @ = B € Q[i], §to je ponovo u kontradikciji s
pretpostavkom leme.

Dakle, C' # 0.

Iz (5.6.4) mnozenjem s « slijedi da je o?a = Aa+ Ba? + Clal?, iz ¢ega slijedi Cla|* =
—Aa — Ba? + o@, odnosno

laf? = —g(f — éa - éazoz. (5.6.5)

Kako je {1,«,a} linearno nezavisan skup, iz jednakosti (5.6.4) i (5.6.5) slijedi da je
A=-80> B =-4,C = Lo’ Iz posljednje dobivene jednakosti je C* = a?, ali po

tvrdnji A, o? nije kvadrat u Q[i], ¢ime dobivamo kontradikciju. O]
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Tvrdnja C: Skup B = {1,a,a,|af?, 3, 3,|5/?} je linearno nezavisan nad Q[i].

Napomenimo da je dokaz ove tvrdnje slican kao u [21], jer ni tamo nista ne ovisi o
konkretnom obliku trojke s kojom se radi. Ipak, navodimo ga radi potpunosti.

Prvo ¢emo dokazati da 3, 3 i |8]? nisu elementi od Q[i](c, @). Pretpostavimo da se 3

moze prikazati kao
B=A+ Ba+ Ca+ Dl|al? (5.6.6)

za neke A, B,C, D € Q[i]. Tada je

62 :AQ +32a2+02@2 +D2|O{|4+
+2ABa + 2ACa + 2AD|al* + 2BC|al* + 2BDa*a + 20 Da*a.

Iz 3% € Q[i] slijedi da su koeficijenti od algebarskih brojeva a, @ i |a|? jednaki nula, tj.

AB 4+ CDa&* = 0, (5.6.7)
AC + BDa? =0, (5.6.8)
AD + BC = 0. (5.6.9)

Iz (5.6.7) i (5.6.9), mnozenjem (5.6.7) s A ili C, slijedi da je A*> = C?a?ili B=D = 0.
Sli¢no, iz (5.6.8) i (5.6.9) slijedi da je A2 = B*a?ili C = D =0, a iz (5.6.7) i (5.6.8) da

je A> = D?|a|? ili B = C = 0. Sad imamo tri slucaja.
e« B=C=D=0. Iz (5.6.6) slijedi da je g € Q[i] sto je u kontradikciji s tvrdnjom A.

e B#0,C =D = 0. Slijedi da je 8 = Ba, tj. \/g = B € Q[i], kontradikcija s
tvrdnjom A.

e B #0ibar jedan od C ili D nije nula. Tada je A2 = C?a? = B%a? = D?|a|?, pa je

(% = 4A2, 5to je ponovo u kontradikeiji s tvrdnjom A.
Dakle, 3 se ne moze prikazati preko B,. Isto vrijedi za 3 i || i dokazuje se na identi¢an
nacin.

Koristit ¢emo zatvorenost L[{1, o, @, |a|*}] na invertiranje, koja vrijedi jer je

1 _ (A+Ba) — (Ca+ D|al?)
A+ Ba+Ca+ Dlal?2 K+ La
_ ((A+ Ba) — (Ca+ Dla]?))(K — La)
B K2 — [2a2 ’

gdje je K = A% + B%a* — C%a® — D?|a|?, L = 2(AB — CD&?).
Pokazimo sada da se ni  ne moze prikazati kao linearna kombinacija elemenata iz
B,U{A3}. Analogno se pokazuje linearna nezavisnost skupova B,U{3, |3]?} i B,U{B, |3|*}.
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Naime, tada bi bilo 8 = q; + g2 + g3 + qa]a|* + ¢58 i g5 # 0. Kvadriranjem slijedi

B% =qi + ¢30” + 307 + qilal" + g2+
+2(q1q2 + 3407 + 2(q193 + 20407 + 2(q1qs + G2q3)] >+
+ 261658 + 2(q2050 + ¢3q5@) B + 2qugs|val* B,

iz Cega vidimo da je 2¢58(q1 + e + qza + q4|af?) € L[{1, a, @, ||*}]. Bududéi da g5 # 0,
slijedi da je q1 + g + qza + q4|a|* = 0, odnosno ¢; = ¢» = g3 = ¢4 = 0. Medutim, onda
bi bilo 3 = g5/ za neki g5 € Q[i], pa bi slijedilo |5]> = ¢53% € Q[i] N R, odnosno |5]? € Q,
sto je u suprotnosti s pretpostavkom leme.

Sli¢no dobivamo ako pretpostavimo da se |3|? moZe prikazati kao linearna kombinacija
elemenata iz {1, o, &, |o|?, B, B}. 1z |8)? = 1 + qo + 3@ + qa|a|* + ¢33 + ¢ kvadriranjem
i zamjenom |B)? slijedi da je 2(q1 + gaor+ gsa + qa o> + 4506 (458 + 6 5) € LI{1, a, @, |a*}],
pa je gs3+qs3 = 0, iz dega bi opet slijedilo |3]* € Q, ili je g1 + g2+ g3+ qul | + gsq6 = 0,
iz Cega, opet zbog linearne nezavisnosti B, slijedi g = q3 = q4 = 01 ¢1 + g6 = 0. Stoga
je |82 =q + qs8 + g6/, ali to je u kontradikeiji s linearnom nezavisnoséu Bg. n

Prisjetimo se da smo iz P = A+ Ba i Q = C + Dg, preko |P|> = (A + Ba)(A + Ba)

i analogne tvrdnje za |Q|?, dobili da je

|P|? = p + ua + ua + qlaf?
Q1 =7 +vB+ 98 + s|p%,

gdje su p,q,r,s € Q, a u,v € Q[i]. Kako zelimo dokazati da |P| # |Q|, dovoljno je
dokazati da |P|? # |Q|*. Da je |P|* = |Q|? slijedilo bi

(p—7) +ua + o+ glof* —vB —vB —s|B]> =0,

pa po tvrdnji C slijedidajep—r=u=qgq=v=5s=0, odnosno P =A =C = @Q, sto
smo ve¢ dokazali da nije moguce.
P
Dakle |P| # |Q)|, iz ¢ega slijedi da log A = log b; #0. O

Ova lema moze biti korisna i kod proucavanja prosirenja jednoparametarskih familija
Diofantovih trojki u Gaussovim cijelim brojevima. Npr. specijalna verzija te leme doka-
zana je i koristena u [21], a koristena je i u [5]. Uz to, u oba ta ¢lanka koristena je tvrdnja
slicna Lemi 5.6.3. I u nekim drugacijim istrazivanjima dokazivan je analogni rezultat,

npr. u [22].
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5.7 Primjena linearnih formi na familiju

{k—1,k+1,16k° — 4k}

Vra¢amo se na problem proSirenja Diofantovih trojki oblika {k — 1,k + 1,16k> — 4k}.
U ovom dijelu je niz (v,) definiran kao u (4.1.3), a (w?) kao u Lemi 4.1.3.

Lema 5.7.1. Ako je v, = wY) za neke j,m,n te je |k| > 2.5, onda je m < n < 3m + 2.

Dokaz. 1z Leme 4.2.1, odnosno, iz rekurzivnih relacija induktivno slijede sljedeé¢e nejedna-
kosti,

ClE[ = 1" < fon] < 2]k +1)"
(8IKI* — 4lk] = 3)" 71 < |w| < (8[KI” + 4[k| +3)™ .

Ako je v, = wy,, slijedi da je (2|k]+1)" > (8|k|*—4|k|—3)""!, paje n > m. Pretpostavimo
suprotno, da je n < m—1. Tada slijedi da je 8|k|*—4|k|—3 < 2|k|+1, $to daje kontradikciju
za |k| > 2.5.

Pretpostavimo n > 3m+3. 1z v, = wy,, slijedi da je (8|k|?+4|k|+3)" ! > (2|k|-1)" >
(2|k] — 1)>™*3, pa je 8|k|* + 4|k| + 3 > (2|k] — 1)® = 8|k|* — 12|k|* + 6]k| — 1. Iz toga je
—2(4]k|* — 10]k|* + |k| — 2) > 0, $to nije moguce za |k| > 2.5. O

Rjesenja rekurzija kojima su zadani nizovi (v,) i (wy,) su

Vk+14+VE-1 . VE+1—VE—1 .
= e (k+VE —1)" + Nrsi (k—VE2 —1)",

1
= —— 16k3 — 4k k—1)(4k* — 2k — 1 16k3 — 4k)(k — 1))+
W = 5 (1Y +avVE =) +/( (k= 1)

+ (21 V16K — 4k — 21vVE — 1)(4k? — 2k — 1 — /(16k* — 4k)(k — 1))™).

i '—Lfc c+z1v/a)(s ac)™ i ’:i a r ab)"™. Napome-
UzmlmoP—\/E( et ziv/a)(s+vae)™ i Q \/l—)(\/—+\/5)(+\/_b).Np

nimodaje @ #QiP = \/%P, medutim, uz m > 3, vrijede iste ograde na Q" i |P'| — |Q'|

te se dobivaju na slican nacin:

/ 1 |b_a|
= —Va+ Vol - |r+ Vab|" > — [ Vab|?

b VBl + val [al’

jer je |al®? = 6(,/|b] + \/|a|), odnosno |k + 1|°/2 > \/|k:—|—1|+\/|k—1| sto vrijedi za

|k| > 4.846. Iz ovoga, ako je |k| > 23, slijedi da je |Q'| > 11 jer je 12}:’?} 12}2:; 11,
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sto je ekvivalentno s |k| > 23. Sli¢no vrijedi da je |P'| > 12 pa je

c—a b—a al 1 al 1
P/_ /< Pl—l_i Nn—1 <’1_ ‘_
1P| = 1@ < |~ (P) ' = —=(@) ARl iy
.
T2 cl 11|p| T 48 48 24’
P’

za |b] > |k| —1 > 2. Stoga ¢e i za linearnu formu I' = log A" = log IQ/I vrijediti zakljucak
Leme 5.6.3.
Neka je k = p+iv i

ay = |k +VEE—1],

y = 4% — 2k — 1+ \/(16k3 — 4k)(k — 1)| i
- V163 — dk(VE —1+Vk +1)

T VE+ Lo VIR — 4k + oVE+1)|

Minimalni polinom za o je pi(z) = 28 —4(p?+v?) 2%+ (8u? —8v2 —2)zt —4(p> +1v?) 2% +1
prema [21]. U tom radu pokazano je i h(a;) < § log (2|k| +1).

Minimalni polinom za as je, uz pomo¢ Mathematice,

po(z) =2% — 4 ((16(u2 + 1) — 160 — 4)(u® + v*) + 160° + 4p + 1) 2%+
+ ((128u4 — 128 — 324 + 321 + 6) + (=768 + 384 + 32)* + 1281/4) z
— 4 ((A6(u2 + 1?) — 160 — ) (1 + %) + 160 + dv + 1)) 2® + 1.

Polinom p,(z) ima sljedece nultocke:

01 = +as 250 = 2/ IsP? ac| + y/([sP  Jacl)? — 1

T34 = E|s — Vac|, Trg = :I:\/|s]2 — lac| — \/(|3|2 —lac|)? -1,

te je |z;| = 1zai=>5,6,7,8. Iz toga je

| 1
haz) < glog|m|lza| = 7 log|dk? — 2k — 1+ V(16K — 4k) (k — 1)),

pa slijedi h(as) < §log|9%?| = 5 log 3|k|.
Lema 5.7.2. Ako je |k| > 107, onda za sve konjugate oy od oz vrijedi da je || < |k|*.

Dokaz. Moze se pogoditi minimalni polinom za a3, odnosno svi konjugati. Prvih osam

VeV + Va) Ve — Va) s
Vb(z1y/e = z21/a) Vb(a1y/e = z1v/a) |

)

su ay, = Fas, T34 =

Ve(Vb - va)
Vb(1y/€ = z11/a)
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Nadalje, xg, ..., x12 nultocke su od
Y 1 )
o b(z1y/c + z11/a)? b(z1y/e+ z1/a)?|
T13,-..,T16 od
P N Y et R
e b/ — 21/a)? bziv/e = zv/a)?|
iduc¢ih osam od
2
_ o4 C<\/E+ Va)? 2 21\ 2 C(\/E_\/a>2
gs(x) = 2" —2 “he—a2 (lexy] = lazi])z” + “ble—a)
2
_ 4 C<\/l_7_\/a)2 2 21\ 2 C(\/B_\/a)2
qs(x) = z° =2 W (lexy| = lazi|)a” + W )
zatim
c c(b—a) ?
gs(x) = ' — 2 |b(c—a)2 (Je1Vbe + z1af* — [a1v/ac + 21V ab[*)2® + be—a)
i na kraju
c c(b—a) 2
gs(x) = z* — 2 ’b(c—a)Q (|z1Vbe — z1a|? — |z1v/ac — zVab[?)z® + b —a)

Iz tog se moze dobiti zZeljena ocjena. Naime, nultocka normiranog polinoma ogranicena
je odozgo sa zbrojem apsolutnih vrijednosti koeficijenata. Vidimo da su u ovim polinomima
koeficijenti najvise reda |c|? - |a| (ili -|b]). Preciznije, pokazat ¢emo da su svi koeficijenti
uz 22 manji od 3|k|”, a svi slobodni koeficijenti manji od 1025|%|” za dovoljno velik k.

Koeficijent uz 2 u ¢y i g2 je manji ili jednak od 2|c|(|b] + |a|) < 2|16k® — 4k|(2|k|+2) <
|k|” za |k| = 65. Ovakve tvrdnje dokazuju se racunski kao i dosad, nejednakoséu trokuta

i analizom dobivenih funkcija u |k|. Koeficijent uz x? u g3 i ¢4 je manji ili jednak od

2ll(y/lal + /18] (|cz3| + Jaz3])

[b]?|c — al
2|16k — 4k| - 21/|k| + 1(150|k|°> + 65
g\ |- 2¢/[k] + 1(150[k]” 4 65)
(Ik] = 1)*(16[k[* — 5|k — 1)
<|k|*  za|k| >1.45-10°

Sli¢no je koeficijent uz 2% u ¢s i ¢ manji od 3|k|” veé za |k| > 2.
J

Slobodni koeficijenti manji su od [16k3 — 4k[*(2/]k| + 1)* < 1025|k|7 za |k| > 1025.
Stoga za svaki konjugat of vrijedi da je |a4|> < 1028|k|", odnosno |aj| < |k|* za

63



Poglavlje 5. Diofantove m-torke u Gaussovim cijelim brojevima

k| > 107.

O
Lema 5.7.3. Ako je |k| > 5-10%, T #£ 0 i v, = w,,, onda jem <2 ilin < 2.
Dokaz Pretpostavimo suprotno, da je v, = w,, i n > > 3. Vrljedl M(az) <

|aqg| Hmax{|a [, 1} 1 Jagq| < (\/ k| + 1(|x1]\/16]k|2 + 4|k| + |21]1/| k] + 1) > < 257'|K|%.
i=1

Buduéi da je u Lemi 5.7.2 za konjugate sy dobivena ograda |aj| < |k|, slijedi da je

193
h(as) < 372 log (257"°[K[* - [K[*) = 2.774538 + <" log [},

Za sve tri ograde vrijedi h'(«;) < 7log|k|.

Iz Leme 5.6.3 je |I'| = |logA'| < K\/|ac||s + ac|™™ (ako je m,n > 3), gdje je
K = $log 28 = 0.622973. Bududi da je |s + /ac| > \/]ac\ = \/](16k3 — 4k)(k — 1)], slijedi
|s + v/ac| > 3|k|* (za |k| > 3). Stoga je

IT| < Ky/lac|(3]k[*)™™ < K(1.5]k|)'~

Sada ¢emo primijeniti sljedeéi teorem iz [4].

Teorem 5.7.4 (Baker, Wiistholz). Neka je I' = by logag + baag + -+ + by log oy, line-
arna forma u logaritmima algebarskih brojeva oy, ao, . .., a, § cjelobrojnim koeficijentima
bi,ba,...,b,. Ako T' #£ 0, onda je

log || = —18(n + 1)!In"*(32d)" "2 log(2nd)h (a1 )R (o) . . . B (aw,) log B,

gdje je d = [Q(ay, g, ..., ap) : Q|, B =max{|bi]|, |bs],...,|bn|}, a I () = max{h(a),

Lllog o], 3}, pri cemu je h(c) logaritamska Weilova visina.

Iz Baker—Wiistholz teorema je, ako I' # 0,
log K (1.5]k|)"™™ > log |T'| > —18 - 4! - 3%(32 - 2048)° - 343 log® | k| log (6 - 2048) log n,

odnosno (1 — m)log3|k| > log K + (1 — m)log 3|k| > —K'log®|k|logn, pri ¢emu je
log K =~ —0.47325. 1z toga i Leme 5.7.1 slijedi

m—1 <m—1 log® | k|

S K'l k
log (3m +2) = logn log 3 |k| < K'log” [k],

gdje je K’ = 18- 41-3%(32 - 2048)° - 343 log (6 - 2048) ~ 1.3663 - 102,

Bududi da je m > 2|k| —1 (potpoglavlje 4.2), a funkcija f(z) = m rastuéa, slijedi
2[k| —
AT Z iog? k] |k — 1 < 6.831506- 10% log? [k|log (6]k] — 1), $to j ¢
e < o k] 4 o8 [k/ 1o (61K| — 1), 5o jo nemoguce
za |k| = 5 - 10°. O
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|k + 1|

Lema 5.7.5. Ako je k Gaussov cijeli broj takav da je Imk Rek # 0, onda =1

¢ Q.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da |k + 1| - |k — 1] nije u Q, pa je onda dovoljno i da nije
cijeli broj. Ako je k = x + yi, onda je |k + 1]*- |k — 1> = 2* + y* + 1 + 22%¢* — 222 + 2y,
pa je dovoljno dokazati da taj izraz nije potpun kvadrat.

Vrijedi 2t +y*+1422%9* — 22242y > (22 +y*—2)?, jer je to ekvivalentno s 222 +6y* > 3,
Sto vrijedi. Sli¢no, zbog = # 0, vrijedi z% + y? + 1 + 22%y? — 222 + 29> < (2? + y? + 1)

Iz 2* +y* + 1+ 22%y% — 222 + 22 = (22 + 4?)? bi slijedilo 1 — 222 + 2y = 0, $to zbog
parnosti nije moguce, a iz z* + y* + 1 + 222y* — 222 + 2¢% = (22 + y? — 1)? je 49> = 0,
ponovo nemoguce zbog y # 0. O]
16k — 4F]

Lema 5.7.6. Ako je k Gaussov cijeli broj takav da je Imk # 0, onda

Dokaz. Ponovo je dovoljno dokazati da |[16k% — 4k| - |k — 1| nije cijeli broj, odnosno da
|4k3 — k|* - |k — 1] nije potpun kvadrat.

Ako je k = x + yi, onda je [4k® — k|* - |k — 1)* = |[42? — 423 — 242%y* — 2% + 1229 +
x + 4yt +y? + i(1623y — 122%y — 162y — 20y + 42 + y)|? = (2% — 20 + 1 + ¢y?)(42? —
4o + 1+ 4y?)(42® + 4o + 1 + 4y*)(2? + y?). Zamjenom z = —4x + 1 dobiva se (2* +
(32y* —10)22 + 160y* + 256y* + 9)% + 4096y 22. Supstitucijama u = 22, v = y? slijedi da je
(u? 4 (32v — 10)u + 160v + 256v% + 9)? + 4096uv kvadrat, pri ¢emu u i v takoder trebaju
biti potpuni kvadrati. Budué¢i da y = Im k # 0, ni v nije 0, a sli¢no ni u = (—4z +1)? # 0.
Stoga je (u?+(32v—10)u+160v+256v?49)?4+4096uv > (u?+(320—10)u+160v+256v249)2,
pa ako je lijevi izraz kvadrat, postoji prirodan w takav da je (u? + (32v — 10)u + 160v +
25602 + 9)% + 4096uv = (u? + (32v — 10)u + 160v + 25602 + 9 + w)?.

Slijedi da je 2w(u?+ (32v —10)u+ 160v + 25602 +9) +w? — 4096uv = 0, Sto je kvadratna

jednadzba po nepoznanici u. Diskriminanta je

4D(v,w) = —8(w® — 32w? + 65536v*w — 20971520 + 640vw? — 20480vw)
= —4 - 2((w?(w — 32) + 655360 (w — 32) + 640wv(w — 32)),

sto je negativno za w > 32. Da bi rjesenje bilo cjelobrojno, diskriminanta mora biti
potpun kvadrat. Buduéi da je w prirodan, slijedi da je w € {1,2,...,32}.

Kako je D(v,32) = 0, rjeSavanjem kvadratne jednadzbe slijedi da je u = 16v+5, $to nije
kvadrat jer 5 nije kvadratni ostatak modulo 16. Za vec¢inu preostalih vrijednosti w ¢emo na
slican nacin pokazati da D(v,w) nije kvadrat. Primijetimo da je D(v,w) = —2w?(w — 32)
(mod 128).

Za neparan w je D(v,w) =2 (mod 4), Sto ne moze biti kvadrat. Za w = 2 (mod 8)
je D(v,w) = —16 (mod 64), a za w =4 (mod 8) je D(v,w) = 128 (mod 256), pa ponovo

diskriminanta ne moze biti kvadrat.
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Za w = 6 je 200 — 21299202 4 12480v + 117 = 5 (mod 16), pa D(v,6) ne moze

biti kvadrat. Slitno, iz 228 =12 (mod 16), 249 = 2 (mod 4) i 22 =13 (mod 16)

256 4096
slijedi da D(v,8), D(v,16) i D(v,22) ne mogu biti potpuni kvadrati.
Zaw = 14 je (128v+9)? > % = (128v+7)?+448v, pa provjerom slijedi da D(v, 14)
nije kvadrat jer je v > 0. Sli¢no, iz (32v+4)% > 2020 = 102402+ 240049 = (320+3)?+48
i (1280 +19)? > 2039 — (1980 4+ 15)% 4960w slijedi da ni D(v, 24) ni D(v, 30) nije kvadrat
jer je v > 0.
Buduéi da smo ispitali sve w € {1,2,...,31,32}, lema je dokazana. ]

Teorem 5.7.7. Neka je k Gaussov cijeli broj takav da je Rek # 0 i |k| > 5-10%. Tada
se Diofantova trojka {k — 1,k + 1,16k — 4k} do Diofantove cetvorke moZe proiriti samo
sd =4k ili d = 64k> — 48k3 + 8k.

Dokaz. Ako je Imk = 0, onda su elementi niza (v,) cijeli brojevi, te je stoga x cijeli broj.
Buduéi da je (k —1)d + 1 = 22, slijedi d € Q N Z[i], odnosno, d je cijeli broj. Takoder je
d nuzno istog predznaka kao i k — 1,k + 1 i 16k — 4k (jer je d = 22_1 # 0), pa prema
Theorem 1 iz [9], buduéi da je |k| > 2, slijedi da je d =4k ili d = 64k5 48k3 + 8k

Pretpostavimo nadalje da je {a, b, ¢, d} Diofantova ¢etvorka zaa =k—1,b=k+1,¢c =
16k® — 4k te da Im k nije 0.

Provjerom v, i wm za male indekse dobivamo predvidena proSirenja 4k, 64k5 —48k3 +8k

i kandidate poput wl = 4k? — k — 2. Izra¢unom prvih nekoliko vrijednosti niza (v,),
vy =2k — 11 vy = 4k* — 2k — 1, vidimo da se w?) za velike |k| ne moze poklopiti s tim
vrijednostima, a ni s ve¢im elementima v, za n > 3, jer su veci od wgl)
vrijednosti: |v,] — [w®] = |vs — 0P| = [8k3 — 4k? — 4k + 1 — (4k* — 2k — 1)| > 0 za

|k| > 1037, Shcno za v; = 2k — 11 vy = 4k? — 2k — 1 vidimo da ne mogu ujedno biti

po apsolutnoj

element niza w'!. Analogno za nizove w{) za preostale j = 2,3,4,5,6.

Dakle, indeksi n i m su ve¢i od 2 ako d & {4k, 64k — 48k> + 8k}.

Prema Lemi 5.7.5 i Lemi 5.7.6, |‘ “ || || nisu racionalni. Iz toga slijedi, kao u Lemi 5.6.5,
da linearna forma I' = log A’ nije 0. Da je v, = w,, za m > 2 in > 2, onda bi po Lemi
5.7.3 slijedilo |k| < 5-10%7, §to je kontradikcija. Stoga je pogresna pretpostavka v, = w,,
zam >3in >3, atimeid¢ {4k, 64k> — 48k> + 8k} za |k| = 5 - 10%7. O
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POGLAVLJE ©

Diofantove trojke s dodatnim
D(n)-svojstvima

U ovom poglavlju bavimo se sljede¢im pitanjem. Koliko razlic¢itih D(n)-svojstava moze
imati jedna Diofantova trojka {a, b, c}? Ovo pitanje 2001. godine postavili su A. Kihel i
O. Kihel [33]. Oni su izrazili i slutnju da ne postoje Diofantove trojke koje su ujedno i
D(n)-skup za neki n razlicit od 1. Ta slutnja ne vrijedi jer je, npr. {8,21, 55} i Diofantova
trojka i D(4321)-trojka (primijeé¢eno u MathSciNet recenziji njihovog ¢lanka, Dujella), a
{1,8,120} ima D(1) i D(721)-svojstvo (ovaj primjer pronaden je u [47]).

Svaka trojka {a,b, c} inducira elipticku krivulju F : y* = (z + ab)(x + bc)(x + ca).
Ako uz to skup {a, b, c} ima i D(n)-svojstvo, onda postoje cijeli brojevi r, s i t takvi da je
ab+n =r%ac+n = s* bc+n = t2 Stoga na E imamo cjelobrojnu tocku (n,rst). Dakle,
za svaki n za koji skup {a, b, c} ima D(n)-svojstvo, postoji cjelobrojna tocka na E. Ova
implikacija ne moze se direktno obrnuti, odnosno, cjelobrojna tocka na E ne daje nuzno
n za koji trojka {a, b, c} ima D(n)-svojstvo. Pokazuje se da dvostruke cjelobrojne tocke (i
samo one) imaju z-koordinatu n takvu da je skup {a, b, ¢} ujedno i D(n)-trojka.

Ovu vezu s eliptickim krivuljama iskoristit ¢emo za konstrukciju nekoliko beskonac¢nih
familija Diofantovih trojki {a, b, ¢} koje su ujedno i D(n)-skupovi za dva razli¢ita prirodna
n koja nisu 1. Takoder, prikazat ¢emo neke primjere Diofantovih trojki {a, b, c} koje su
takoder i D(n)-skupovi za tri razli¢ita prirodna n # 1. Rezultati dobiveni ovdje objavljeni

su u [2].

0.1 Elipticke krivulje i Diofantove m-torke

Neka je {a,b,c} Diofantova trojka. Tada postoje cijeli brojevi r,s i t takvi da je

ab+1=1r? ac+1=s% bc+ 1 =12 Ova trojka inducira elipticku krivulju

E: y? = (x+ ab)(x + ac)(x + be). (6.1.1)

67



Poglavlje 6. Diofantove trojke s dodatnim D(n)-svojstvima

Zanimaju nas cjelobrojna rjesenja x sljedeceg sustava jednadzbi:
r4+ab=0, x4+ac=0, x+bc=101, (6.1.2)

gdje simbolom [ oznac¢avamo potpune kvadrate (ali nas manje zanimaju konkretne vri-
jednosti). Jedno rjesenje je x = 1 te imamo cjelobrojnu toc¢ku S = (1,rst) na krivulji E.
Theorem 4.2. iz [34] svodi problem trazenja rjeSenja sustava (6.1.2) na trazenje dvostrukih

tocaka na krivulji E.

Teorem 6.1.1. Za T = (zr,yr) € E(Q) vrijedi da je xy rjesenje sustava (6.1.2) ako i
samo ako je T € 2E(Q).

Elementarni dokaz moze se nac¢i u [34, Theorem 4.2], a algebarski u [14, Proposition
1].

Primijetimo da E ima nekoliko ocitih cjelobrojnih tocaka:
A= (=bc,0), B=(-ac0), C=(—ab,0), P=(0,abc), S=(1,rst). (6.1.3)

Prema Teoremu 6.1.1, za svaku tocku T € 2E(Q) N Z? vrijedi da skup {a,b,c} ima
D(zr)-svojstvo. Buduéi da smo pretpostavili da je {a, b, c} Diofantova trojka (ima D(1)-
svojstvo), slijedi da je S € 2F(Q) N Z2. Zaista, vrijedi da je S = 2R, gdje je

R = (zg,yg) = (rs+rt+st+1,(r+s)(r+t)(s+t) € BE(Q)NZ.
Tocka R je ocito cjelobrojna, a lezi na krivulji jer je

vr = ((r+s)(r +1)(s +1)°
=(r+s)r+t)-(r+s)(s+t)-(r+t)(s+t)
= (r* 4+ rt+rs+st)-(rs+rt+s>+st)-(rs+rt+ st +t%)
=(rs+rt+st+ab+1)(rs+rt+ st+ac+1)(rs+rt+ st +bc+ 1)
= (zgr+ ab)(xr + bc)(x g + ca).

Koristeéi (2.4.1), racunski se provjerava da je S = 2R.

0.2 Diofantove trojke s jednim dodatnim
D(n)-svojstvom

Nove dvostruke cjelobrojne tocke mozemo pokusati nac¢i kombinirajuc¢i poznate cjelo-
brojne tocke (6.1.3). Medutim, vrijedi da je 24 = 2B = 2C = O. Stoga nastavljamo

raditi samo s P i S. Npr. tocka 2P ima z-koordinatu xop = A\? — (ab + bc + ca), gdje je

b
A= a—|—2+c’ prema (2.4.1). Kako je 2P € E(Q), da bismo provjerili da je 2P € E(Z),
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dovoljno je pokazati da je z-koordinata cjelobrojna. Naime, u tom slucaju je y? cijeli broj
jer je y* = (x + ab)(x + bc)(x + ca), a kako je y racionalan, slijedi da je i cijeli. Dakle,
tocka 2P imat ¢e cjelobrojne koordinate ako i samo ako 2 dijeli a + b + ¢. Dokazali smo

sljede¢u lemu.
Lema 6.2.1. Neka su a,b i ¢ cijeli brojevi takvi da je a + b+ ¢ paran broj. Tada {a,b,c}
ima D(n)-svojstvo za

a+b+c
n=|———
2

2
) — (ab + bc + ca).
Buduéi da zelimo dodatno D(n)-svojstvo za Diofantovu trojku {a, b, ¢}, odnosno da n

nije 1, provjerimo kad je n = 1. Jednadzba

<a+b+c

2
5 ) — (ab+bc+ ca) =1

je kvadratna u ¢ i njeno rjesenje je ¢ = a + b = 2v/ab + 1. Dobivamo sljedeé¢i korolar.

Korolar 6.2.2. Neka je {a,b,c} Diofantova trojka koja nije reqularna (tj. ¢ # a+ b=+
2v/ab+1). Ako je a+ b+ c paran broj, onda {a,b, c} takoder ima i D(n)-svojstvo za neki

n# 1.

Ovim Korolarom dobivamo beskona¢no mnogo Diofantovih trojki koje su i D(n)-trojke
za n # 1. To su sve Diofantove trojke koje nisu regularne. Na primjer, Diofantova trojka
{k — 1,k + 1,16k® — 4k} nije regularna ni za koji prirodan k (jer 16k — 4k # 4k).

0.3 Diofantove trojke s dva dodatna D(n)-svojstva

Racunalna pretraga za Diofantove trojke {a, b, c}, odnosno za a,b i ¢ u rasponu od
1 do 10000, pokazuje da odgovarajuce tocke S — 2P i 4P nikad nemaju cjelobrojne
koordinate. S druge strane, tocka S + 2P ima cjelobrojne koordinate za trojke (4,12, 420),
(12,24,2380), (24, 40, 7812).
Opéenito, tocka S + 2P na E, prema (2.4.1), ima sljedeéu z-koordinatu:
1 2
- Z(a—l—b—i—c) — 1+
| 1 (Babe+ ((a+b+c)* —dab — dac —4be)(a + b+ ¢) +8v/ab + Ty/ac + Ty/be + 1 ?
4 (a4 b+ c)? — 4ab — 4ac — 4bc — 4 '

Medutim, ve¢ iz tri dobivena primjera moze se naslutiti kako konstruirati jednu familiju

Diofantovih trojki s dva dodatna D(n)-svojstva.

Propozicija 6.3.1. Neka je i prirodan broj te
a=20+1), b=2>i+2)(i+1), c=4(2*+4i+1)(2+3)(2i+1).
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Tada {a,b,c} ima D(n)-svojstvo za n = ny,ng, ng, gdje su

ny = 1,
ng = 32i* 4+ 128:% + 17242 + 88i + 16,
ng = 256% + 2048:7 + 6720i% + 11648i° + 11456:* + 6400:> + 19322 + 280i + 16.

Dokaz. Jednom kad smo naslutili ovakvu konstrukciju, dokazati je mozemo potpuno

racunski. Npr.

ab+ny =4(i +2)(i + 1)% + 1 = 4i* 4+ 16i*> 4 20> + 8 + 1 = (28> + 4i + 1)?,
ac+mny = 8(i +2)(i + 1)(2i* + 4i + 1)(2i + 3)(2i + 1) + 1 = (8® + 28i* + 28i + 7)?,

ac+mnz = 8(i +2)(i + 1)(2i* + 4i + 1)(2i + 3)(2i + 1)+
4 2564% + 204847 + 67204° + 11648i° + 11456i* + 64004> + 193242 + 280i + 16
= 4(8* + 320" + 42i* + 214 + 4)%,
be+nz = 8(i +2)(i + 1)(20* + 4i + 1)(2i + 3)(2i + 1)+
4 2564% + 204847 + 67204° + 11648i° + 11456i* + 64004° + 193242 + 280i + 16
= 4(8i* + 324° + 42i* + 217 + 4)*.

Analogno za ostale parove i n-ove. O]

Sli¢nom racunalnom potragom nalazimo sljedece primjere Diofantovih trojki koje imaju

tri dodatna D(n)-svojstva (uz D(1)-svojstvo).

Tablica 6.1
Primjeri D(n)-trojki za n = 1,n9,ng, ny

{a,b,c} No, N3, Ny

(1,12, 420} 136, 3796, 40756
{4,420,14280} | 14704, 950896, 47995504
{10,44,21252} | 825841,6921721, 112338361
{15,528,32760} | 66609, 5369841, 15984081
{40,60, 19404} | 19504, 3680161, 93158704

Primijetimo da {4, 12,420} i {4,420,14280} dijele dva od tri elementa. Unosenje
12,420, 14280 u online enciklopediju nizova cijelih brojeva (OEIS, [43]) pronalazi niz koji

se moze definirati rekurzivno:

ap = 0,a1 =12, a3 = 420, 13 = 35012 — 35Ame1 + G- (6.3.1)
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To su zapravo po redu brojevi koji se mogu napisati u dva oblika, 2p(p+ 1) i ¢(q + 1),
za prirodne p i ¢. Iz toga vidimo da je 4a,, + 1 =4q(q+ 1)+ 1 = (2¢ + 1)* uvijek kvadrat,
a Apmamyy + 1 je kvadrat jer je apamy1 = 4t (L, — 1), gdje su ¢, brojevi koji su kvadrati

i trokutasti [43]. Dobivamo sljede¢u konstrukeiju.

Propozicija 6.3.2. Neka je a = 4 i neka su b i ¢ uzastopni clanovi niza (6.3.1). Tada je

{a,b,c} Diofantova trojka s D(n;)-svojstvom za i = 2,3, pri cemu je 1 < ny # ng.

Dokaz. Prije iskaza ove Propozicije pokazali smo da je {a, b, ¢} Diofantova trojka. Neka
jeab+1=17%ac+1 =5 bc+1=1 tenekaje E : y* = (x4 ab)(x+bc)(x + ca) elipticka
krivulja koju prouc¢avamo.

Prema Korolaru 6.2.2, dovoljno je da 2|a + b + ¢ kako bi 2P bila cjelobrojna i kod
nas to vrijedi jer su a,b i ¢ parni. Naime, a = 4, a parnost b i ¢ vidi se iz rekurzivne
definicije niza (6.3.1). Time smo dobili jedan ny = x9p za koji nasa Diofantova trojka ima
D(nsy)-svojstvo.

Preostaje dokazati da postoji ng takav da {a,b,c} ima D(n3)-svojstvo. Kako je S =

(1,7st), izracunajmo S + 2P. Tada je

_rst+ (X a® — X a®b + 2abe) /8

A 1— (a2 —2%ab)/4

gdjeje S a® = ad+03+c2, Y a?b = a?b+a’c+b2a+b c+cia+c?h, Y a? = a2+ 0P +c2, Y ab =
ab + bc + ca. Tvrdimo da je z-koordinata tocke S + 2P = 2(R + P) cjelobrojna, Stovise,
jednaka xgiop =a+b+c.

Znamo da je x = X2 — Y ab— (X a®> — 2> ab)/4 — 1, pa je nasa tvrdnja ekvivalentna
tvrdnji da je

AN =4 ab+ > a*—2) ab+4+4(a+b+c)
AN —4=> a®+2> ab+4(a+b+c)
=4\ —4=(a+b+c)+4(a+b+ec)
AN —d=(a+b+c)at+b+c+4)
=4\ —4=(a+b+c+2)?—4

a+b+c+2

<=\ ==+
2

. Sad uvrstavamo ¢ = 4 u

Dokazat ¢emo da je A = —atbtet2

rst+ (Y a® =Y a’b+2abe)/8  a+btc+2

1—(Xa%2—2>ab)/4 B 2 ’

izmnozimo to u Mathematici [46] i dobivamo da je gornja jednakost ekvivalentna s
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—2(4+ 0?4+ % — 10b — 10c — 18bc — 4rst) = 0, tj.

4482+ & — 10b — 10c — 18be = 44/ (b + 1)(4e + 1) (be + 1).

Lijeva strana veca je od nule jer je a1 > 32a,,, tj. ¢ > 32b, pa kvadriranjem i faktorizaci-
jom dobivamo ekvivalentnu jednakost (b*+c®—12b—12c—34bc) (b*+c* —8b—8c—2bc+12) =
0. Sad je dovoljno dokazati

b? + ¢* — 12b — 12¢ — 34bc = 0. (6.3.2)

Dakle, treba dokazati a2, + a2, — 12a,, — 1241 — 34amam+1 = 0 za svaki m € Ny,
sto ¢emo napraviti indukcijom. Ako tvrdnja vrijedi do m — 1, onda je a,,_1 jedno rjesenje
jednadzbe x? + a2, — 12z — 12a,, — 34a,,x = 0, tj. 22 — (34a,, + 12)z + a?, — 12a,, = 0, pa
je drugo rjesenje po Vieteovim formulama x, = 34a,, + 12 — a,,_1.

Stoga je dovoljna tvrdnja a,,+1 = 34a,, — a1 + 12, koju opet dokazujemo indukcijom
(ekvivalentna je s 35a,, — 3501+ a2 = 34ay, — a1+ 12, tj. @y —34a,_1+ apm_o = 12,
sto je poCetna tvrdnja za manji indeks, a,, = 34a;,—1 — apm_2 + 12).

Dodajmo jos da ny # ns, jer su to xz-koordinate tocaka 2P i S + 2P, koje nisu jednake,
jer bi to povlacilo S = QO ili S = —4P, a nijedno od toga ovdje ne vrijedi. m

.....

s dva dodatna D(n)-svojstva. Nismo uspjeli naé¢i beskona¢nu familiju Diofantovih trojki
s tri dodatna D(n)-svojstva. Medutim, ovo nas usmjerava prema opcenitijem rezultatu.
Da nismo uvrstili @ = 4, jednakost (6.3.2), b? + ¢* — 12b — 12¢ — 34bc = 0, izgledala bi kao
b + ¢ — 4b — 2ab — 4c — 2ac — 2bc — 8abc + a? — 4a = 0. Rjesavanjem po ¢ dobivamo
c=2+4+a+b+4ab=x 2\/(2a +1)(2b+ 1)(ab+1). Ako uzmemo predznak +, dobivamo

uvjet da je {2, a,b, ¢} regularna Diofantova ¢etvorka.

Teorem 6.3.3. Neka je {2,a,b,c} reqularna Diofantova cetvorka. Tada Diofantova trojka

{a,b,c} ima i D(n)-svojstva za dva razlicita n koja nisu 1.

Dokaz. Tvrdimo da ny = xgy9p i n3g = xop (na eliptickoj krivulji induciranoj s {a, b, c})
imaju zeljena svojstva. Primijetimo da su a, b i ¢ veéi od 2. Bez smanjenja opcenitosti,
mozemo pretpostaviti da je a < b < ¢. Prvo éemo pokazati da {a, b, c} ima D(n3)-svojstvo.
Prisjetimo se da je

N3 = Top = i(a+b+c)2—ab—ac—bc. (6.3.3)
Buduéi da je 2a 4+ 1 potpun kvadrat, slijedi da je a paran (inace bi 2a 4+ 1 davalo ostatak 3
pri dijeljenju s 4, sto kvadrati ne mogu). Analogno pokazujemo da su b i ¢ parni. Prema
[13, Lemma 14] znamo da je ¢ > 4ab i stoga ¢ # a + b £ 2v/ab + 1 (vidjeti opet [13] ili

[32]). Po Korolaru 6.2.2 slijedi da {a,b, c} ima D(n3)-svojstvo za ng # 1.
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Sad pokazujemo da {a,b,c} takoder ima i D(ng)-svojstvo. Bududi da je {2,a,b,c}
regularna Diofantova ¢etvorka, slijedi da je no = a+ b+ c.
Naime, direktan racun pokazuje da je uvjet xs op = a+b+c ekvivalentan s q;¢2q3 = 0,

gdje su

g = a+ b+ — 2ab — 2ac — 2bc — 4,

¢ = a* +b* + ¢ — 2ab — 2ac — 2bc — 4a — 4b — 4¢ — Sabe,

g3 = a* + b* + ¢t — 2a20? — 2a%? — 20°c* + 2a® + 2b° + 2¢° — 2a®b — 2a%c — 2ab* — 2ac?
—2bc® — 2b%c + a® + b* + ¢ — 2ab — 2ac — 2bc — 4abc — 4a — 4b — 4.

Uvijet ¢o = 0 je kvadratna jednadzba po c. Rjesavanjem te jednadzbe, vidimo da je

g2 = 0 ekvivalentno s

c=2+a+b+4ab£2\/(2a+ 1)(20 + 1)(ab + 1), (6.3.4)

a to je upravo pretpostavljeni uvjet da je {2, a,b, ¢} regularna Diofantova ¢etvorka.
Preostaje pokazati da je ny # nz. Primijetimo da je ny = ng ekvivalentno s 2P =
+(S+2P), tj. 2(R+2P)= 0. Ovaj uvjet vodi do

(r+s)(r+t)= i(c—a—b)Q. (6.3.5)

2
c
Lijeva strana je manja od 4cvab < 2¢4/c, dok je desna strana veéa od g pazec > 1024

dobivamo kontradikciju. Jedina Diofantova trojka s ¢ < 1024 takva da je {2,a,b,c}
regularna ¢etvorka je {4,12,420}, za koju smo direktno provjerili da (6.3.5) ne vrijedi. [

Napomena. Druga dva faktora, q; i ¢o, koja se pojavljuju u dokazu, ne mogu se iskoristiti
za dobivanje Diofantovih trojki koje imaju dva dodatna D(n)-svojstva. Naime, uvjet
q1 = 0 ekvivalentan je s ¢ = a + b+ 2v/ab+ 1. Stoga, ako je ¢ = a + b £ 2v/ab + 1,
onda {a,b,c} ima D(n)-svojstvo za n = a + b+ ¢ = xg,9p. Ali, prema Korolaru 6.2.2,
takva trojka {a,b,c} ima D(n)-svojstvo za n = xep = 1, pa time ne dobivamo dodatni
n # 1. Rjesenja (a,b,c) od g3 = 0 pak nisu Diofantove trojke. Da bismo to vidjeli,
primijetimo da je g3 simetrican polinom u a,b i ¢. Oznac¢imo elementarne simetri¢ne
polinome sa 0y = a + b+ ¢,00 = ab + bc + ca,03 = abc. Tada je g3 = 0 ekvivalentno
sa of + 203 + (1 — 403)0? + (803 — 80y — 4)o1 + 803 — 405 = 0, Sto se moZe zapisati
kao (03 — 403)(01 + 1) + (803 — 4)(01 + 1) + 4 = 0. Iz toga slijedi da (o7 + 1)|4,
tj. o1 +1 € {—4,-2,-1,1,2,4}, paje 01 = a+b+c € {-5,-3,-2,0,1,3}. Ako
pretpostavimo da je (a, b, c) Diofantova trojka, onda a,b i ¢ moraju imati isti predznak.
Sad lako provjeravamo da a + b+ ¢ € {—5,—3,—-2,0,1, 3} ne daje Diofantove trojke.
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0.4 Diofantove trojke s tri dodatna D(n)-svojstva

Buduéi da je prirodnih brojeva beskonacno, za fiksnu trojku {a, b, ¢} nije ocito kako
provjeriti koliko toéno D(n)-svojstava ima, stoga ¢emo opisati kako to napraviti. Napo-
menimo da je ovo zapravo ve¢ otkriveno u [47], ali nije iskazano ovako opéenito (vidjeti
Theorem 2.7 i Remark 2.8 u [47]).

Lema 6.4.1. Za svaku trojku {a,b,c} postoji samo konacan broj kandidata za koje ona
moZze imati D(n)-svojstvo. Kandidati se mogu odrediti preko djelitelja broja P = b(c — a).

Preciznije, za svaki n za koji {a,b,c} ima D(n)-svojstvo postoji djelitelj d od P = b(c — a)

1 P\?
n—4(d+d) — be.

Dokaz. Pretpostavimo da {a,b, ¢} ima D(n)-svojstvo. Neka su r, s i ¢ cijeli brojevi takvi

takav da je

da je

ab+n=1r% ac+n=s* be+n="t>

Tada je t* — 72 = bc — ab = b(c — a), pa t — r dijeli b(c — a). 1z d = t — r moZemo odrediti

n. Naime,
2 —r? b(c —a)
t—r d '

B=0t—r)+{t+r)=t—1r+

pa iz n = t? — be vidimo da je n odreden s ¢, pa onda i s d. Stoga, da bismo provjerili koja

D(n)-svojstva moze imati trojka {a, b, ¢}, mozemo provijeriti sve djelitelje d od P = b(c—a),

2
n:t2—bc:i<d+§> — be

i onda provjeriti je li ac + n potpun kvadrat. Buduéi da trazimo prirodne n, primijetimo

koji odreduju moguci

1 P\?
da je izraz u zagradi paran, pa je bc +n = 1 (d + d) potpun kvadrat, kao i

2

1 P
ab+n:ab+4(d+d) — be

Dakle, za svaku trojku {a,b,c} postoji samo konacan broj prirodnih n za koje ona

2
moze imati D(n)-svojstvo i moguéi n-ovi odredeni su s n = 1 (d + d) — be. O
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Racunalna pretraga na trojkama iz Propozicije 6.3.1, za ¢« < 100000, pokazuje da ne

postoji n & {ni,ne,n3} takav da
{a,b,c} = {2(i + 1)i,2(i + 2)(i + 1), 4(2i* + 4i + 1)(2i + 3)(2i + 1)}

ima D(n)-svojstvo, osim za i = 1 te i = 4. To sugerira da ne postoji beskona¢na potfamilija
trojki koja ima D(n)-svojstvo za ukupno Cetiri razli¢ita prirodna n.

U konstrukciji iz Propozicije 6.3.2 pronasli smo jos samo jedan primjer takve Diofantove
trojke {4, am, am+1} gdje su a,, kao u (6.3.1), za m = 4. Jos neki primjeri pronadeni su
racunalnom pretragom. Ne znamo postoji li beskonacno mnogo Diofantovih trojki s tri

dodatna D(n)-svojstva. Svi zasad pronadeni primjeri prikazani su u Tablici 6.2.

Tablica 6.2
Progireni primjeri D(n)-trojki za n = 1, ng, n3, ny

{a,b,c} No, N3, N4

(4,12, 420} 136, 3796, 40756

{4,420, 14280} 14704, 950896, 47995504
{4,485112,16479540} | 16964656, 2007609136, 63955397832496
{10,44, 21252} 825841,6921721,112338361

{15,528, 32760} 66609, 5369841, 15984081

{40, 60, 19404} 19504, 3680161, 93158704

{78,308, 7304220} 242805865, 4770226465, 13336497750865

Napomena. Moguée je dati i formalnije argumente u smjeru tvrdnje da familija trojki iz
Propozicije 6.3.1 nema beskona¢nu potfamiliju trojki koje imaju D(n)-svojstvo za Cetiri
razli¢ita prirodna n. U svim primjerima koje smo pronasli, pokazuje se da cetvrti n dolazi
od z-koordinate tocke koja nije linearna kombinacija P i S, nego je rijec o tocki nezavisnoj

od P i S. Medutim, moze se pokazati da krivulja:
E@Q(t): v* = (z+ab)(z+ ac)(z + be),
gdje je
a=2t+1)t, b=20t+2)(t+1), c= (22 +4t+1)(2t+3)(2t + 1),

ima rang 2 nad Q(¢). Pritom se koristi Gusi¢-Tadi¢ teorem (Theorem 1.1 iz [26]).
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Zakljucak

Dosad nije bila poznata uniformna gornja granica na veli¢inu Diofantove m-torke u
Gaussovim cijelim brojevima. U ovoj disertaciji pokazali smo da je m < 42, oslanjajuci
se na rezultate iz diofantskih aproksimacija. Budué¢i da koriSteni rezultati vrijede u
op¢enitijem okruzenju, ukazujemo na moguénost dobivanja gornje granice na veli¢inu
Diofantove m-torke u prstenu cijelih brojeva imaginarnog kvadratnog polja. Takoder
smo dokazali neke tvrdnje koje bi se u Gaussovim cijelim brojevima mogle iskoristiti za
poboljsanje dobivene granice, kao i u proucavanju prosirenja jednoparametarskih trojki u
Gaussovim cijelim brojevima, sto smo onda i pokazali na primjeru jedne takve familije.

Uz to, proucavali smo prosirenja jedne parametarske familije D(n)-parova u racionalnim
cijelim brojevima. Elementarno smo pokazali da se svaki takav par moze prosiriti do D(n)-
cetvorke na najvise jedan nacin i eksplicitno smo opisali taj jedan nacin, kao i situaciju u
kojoj je mogué.

Na kraju smo se bavili pitanjem koliko razli¢itih D(n)-svojstava moze imati jedna
Diofantova trojka. Koristedi elipticke krivulje, pokazali smo da postoji beskona¢no mnogo
Diofantovih trojki {a, b, ¢} koje su ujedno i D(n)-skupovi za dva razli¢ita prirodna n koja

nisu 1.
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