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Poglavlje 1
Uvod

Obic¢ni Calogerov model opisuje N identi¢nih ¢estica na pravcu koje medudje-
luju preko dvocesticne interakcije koja opada sa kvadratom medusobne udal-
jenosti Cestica i istovremeno su podvrgnute zajednickoj vezuju¢oj harmoni-
ckoj sili. Model je potpuno integrabilan kako u klasiécnom, tako i u kvantnom
slucaju, tj. spektar je poznat i valne funkcije su dane implicitno. Model i nje-
gove razli¢ite izvedenice, poznate takoder kao Calogero-Sutherland-Moser sis-
temi, povezani su sa mnogobrojnim fizikalnim problemima, koji se protezu od
fizike ¢vrstog stanja pa sve do gravitacije i fizike crnih rupa. Algebarska
struktura Calogerovog modela, ranije proucavana koristenjem grupno-teorij-
skih metoda, od nedavno je ponovno pocela biti razmatrana unutar okvira
permutacione algebre. Spomenuti operatorski pristup je podosta jednos-
tavniji nego li originalni pristup, on daje eksplicitne izraze za valne funkcije
i naglasava interpretaciju u terminima poopcenih statistika, posebno Halda-
neove statistike iskljuc¢enja. U Haldaneovoj formulaciji dopusteno je imati
Cestice razlicite vrste, sa medusobnim statistickim parametrom vezanja koji
ovisi o paru Cestica koje medudjeluju.

Organizacija izlaganja je slijedeca. Zapocinje se sa kratkim opisom obi-
¢nog racionalnog Calogerovog modela i predocuju se njegova rjesenja unutar
algebarskog pristupa. Algebarski pristup omogucava elegantno nalazenje
spektra, kao i moguénost da se valne funkcije zapisu u kompaktnom obliku.
U tre¢em poglavlju razmatraju se visefamilijarna poopcenja osnovnog mod-
ela, najprije u jednoj, a potom i u proizvoljnom broju dimenzija. Cetvrto
poglavlje posveceno je proucavanju opc¢ih svojstava svih sistema sa realizira-
nom konformnom simetrijom. Tu se iznosi i opéa metoda (Bargmann-
Fockova metoda) za integraciju svih takvih modela, a potom se taj pristup
primjenjuje na neke konkretne fizikalne modela. Tako ta metoda, u principu
daje sva rjeSenja danog konformnog modela, u praksi je vrlo tesko prove-
diva. Ipak, ovdje ¢emo predociti nekoliko modela koje je moguée potpuno



Poglavlje 1. Uvod 4

rijeSiti primjenom Bargmann-Fockove metode. Zadnji dio ¢etvrtog poglavlja
posvecen je modelima sa prisutnim svojstvom invarijantnosti oblika (tzv.
SIP). Modeli s tim svojstvom analiziraju se pomoéu metoda supersimetri¢ne
kvantne mehanike. U petom poglavlju razmatramo uvjete pod kojima je
Hamiltonijan promatranog sistema hermitski operator. Odgovor na to pi-
tanje daje von Neumann-ov teorem. Taj teorem takoder daje uvjete pod
kojima je moguce prosiriti domenu promatranog operatora kako bi on na
toj prosirenoj domeni bio hermitski ukoliko ve¢ nije hermitski na polaznoj
domeni. To je pitanje posebno vazno stoga Sto Hamiltonijan promatranog
sistema mora biti hermitican kako bi imao realan spektar. Koristenjem von
Neumann-ove metode moguée je dobiti nova rjeSenja poznatih modela te
egzaktna rjesenja, kao i spektre za neke do sada jo§ nerijesene fizikalne
modele. U slucajevima kada se radi o novim rjesenjima poznatih modela,
ona u sebi sadrze poznata rjesenja kao specijalni slucaj. Opcenito je her-
mitsko prosirenje Hamiltonijana sistema moguce provesti samo u jednom
ograni¢enom sektoru parametarskog prostora. Sesto poglavlje bavi se kore-
spondencijom izmedu Calogerovog modela u ve¢em broju prostornih dimen-
zija i klasicne gravitacije u pozadini koju definira deformirana AdS metrika.
Tu ¢e se pokazati da je unutar sistema sa vezuju¢im harmonijskim potenci-
jalom moguée neposredno realizirati konformnu simetriju deformacijom AdS
metrike.

Posljednja tri poglavlja odnose se na supersimetricna poopcéenja raci-
onalnog Calogerovog modela. Sli¢no kao sto je bio slu¢aj u prethodnim
poglavljima, i u kontekstu supersimetricnih modela ¢e se ideja o ekviva-
lentnosti sa skupom slobodnih oscilatora pokazati vrlo plodonosnom. U sed-
mom poglavlju koristi se spomenuta ekvivalentnost kako bi se konstruiralo
supersimetri¢no poopéenje Calogerovog modela temeljeno na SU(1,1|1) su-
persimetriji. Ta konstrukcija vodi na dva supersimetricna modela, od kojih je
jedan identican Freedman-Mende-ovom modelu. U posljednja dva poglavlja
pokazat ¢emo da je Siroka klasa supersimetri¢nih modela u kojima je real-
izirana OSp(2|2) supersimetrija ekvivalentna skupu nemedudjelujuéih super-
oscilatora. Spomenuta supersimetrija posluzit ¢e nam za algebarsku kon-
strukciju svojstvenih stanja promatranog modela. Kao primjeri razlicitih
supersimetricnih poopéenja Calogerovog modela, posebno ¢e se istraziti svo-
jstva supersimetri¢nog poopcéenja Calogerovog modela Ay, i BCyy tipa, te
superkonformno poopcenje Calogero-Marchioro modela, kao primjera modela
u ve¢em broju dimenzija.

Ovom prilikom bih se iznimno zahvalio voditelju Dr.sc. Stjepanu Mel-
jancu na nizu savjeta, mnostvu zanimljivih ideja, kao i neizmjernom str-
pljenju i ohrabrenju, bez kojih bi izrada ovog rada bila nemoguca. Zahvalju-
jem se i Dr.sc. Marijanu Milekovi¢u na nizu korisnih savjeta i kritickih prim-
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jedbi te na suradnji koja je urodila nizom znanstvenih radova ¢iji rezultati su
ukljuceni u ovaj rad. Takoder se zahvaljujem Dr.sc. Bireswaru Basu-Mallicku
te posebno Dr.sc. Kumaru Shankaru Gupti na vrlo vrijednim diskusijama
1 iznimno inspirativnim idejama, kao i suradnji koja je urodila znanstvenim
rezultatima koji su takoder predmetom ovoga rada.



Poglavlje 2

Algebarsko rjesenje
Calogerovog modela

2.1 Definicija problema

Hamiltonijan racionalnog Calogerovog modela odreden je izrazom

H:_Z%JFZ[(;%%)JF%( =)’ (2.1)

i=1 "1 g

gdje su a i €2 konstante, x; je koordinata i-te Cestice i uz to se pretpostavlja
da koristimo sustav jedinica takav da vrijedi 2mh~2 =1 (m je masa Cestice).
Interesira nas nalazenje normalizabilnih svojstvenih rjesenja Hamiltonijana
(2.1),

Hy = E. (2.2)

Ovaj problem razmatran je po prvi puta u [1] i poznato je da je potpuno
integrabilan. Svojstvene vrijednosti je nasao Calogero [1, 2, 3|, a on je takoder
nasao i valne funkcije za N = 31 N = 4. Neke od tih rezultata dobio je
takoder i Sutherland [4], a kasnije, Gambardella[5] je nasao valne funkcije
za N = 5'. U [1] analiza je provedena u sektoru konfiguracijskog prostora
koji odgovara tocno odredenom poretku cestica, i to takvom da vrijedi, x1 >
To > --- > xy. U istom ¢lanku je pokazano da se translaciono invarijantne
svojstvene funkcije Hamiltonijana (2.1) mogu faktorizirati na naéin,

o= [T =)™ o(r) Pulw), (2.3)

1<J

'Kompletan pregled se nalazi u [6, 7).
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pri cemu je x = (r1, T2, ..., TN),
1
T2 = N Z(.Z’Z — .Z'j)Q, (24)
i<j
dok je Py(z) translaciono invarijantni i homogeni polinom stupnja k, k > 0.
Polinomi Py(x) zadovoljavaju jednadzbu

-~ 0 2a+d) o 0

Postojanje potpunog skupa rjesenja od (2.5) diskutirao je Calogero [1, 2, 3].
Uvrstavanjem (2.3) u (2.2) te koristenjem relacija (2.4) i (2.5), dobiva se

{—d—Q —(1+ 2/1)li + uﬂr?} ¢ =E¢ (2.6)
dr? rdr ’
uz w? = ;N i

p=k+ (N =8) + SNV = (at ). 2.7)

Slijedeci korake u [8,9, 10], lagano se moze pokazati da su “radijalne” funkcije
#(r) kvadratno integrabilne na pozitivnom dijelu realne osi, ¢(r) € L?[R™, dp],
pri ¢emu je mjera dana sa du = rit?#dr.

Rjesenja i spektar problema (2.2) razmatrat ¢emo u narednoj tocki i to
unutar cisto algebarskog pristupa. Prije nego razmotrimo algebarski pristup,
korisno je na ovom mjestu pripomenuti da je spektar za N-cesti¢ni racionalni
Calogerov model, prezentiran u radovima [1, 2, 3], analiziran od tog vremena
jo$ nizom razlicitih metoda [11, 12, 13]. U radovima [1, 2, 3] Calogero je ko-
ristio rubni uvjet da valne funkcije iScezavaju kad god dvije ili vise Cestica za-
uzimaju isto mjesto, tj. imaju iste koordinate. S tim rubnim uvjetom Hamil-
tonijan (2.1) je hermitski, Sto osigurava realnost spektra i potpunost stanja
sistema. Medutim, valja naglasiti da spektar koji je dobiven u radovima od
Calogera nije jedinstven, tj. model opisan Hamiltonijanom (2.1) dopusta i
tzv. neekvivalentne kvantizacije koje vode i na neke druge spektre osim onog
dobivenog u [1, 2, 3]. To pitanje ¢e dijelom biti i predmetom ovoga rada.
Jedan nacin da se zahvati taj problem jest da se pokusa potraziti opcenitije
rubne uvjete od onog koristenog u [1, 2, 3], za koje ¢e Hamiltonijan (2.1)
i dalje biti hermitski. Medutim, tu vrstu analize ¢emo ostaviti za kasnija
poglavlja kada ¢emo razmatrati okolnosti za neka poopéenja Calogerovog
modela u kojima se mogu promijeniti rubni uvjeti, ali na takav nacin da
promatrani Hamiltonijani i dalje ostanu hermitski. Za sada se vratimo na
algebarsko rjesenje za Calogerov model sa originalnim rubnim uvjetom da
valna funkcija iScezava kad god se dvije ¢estice preklapaju.
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2.2 Algebarsko rjesenje

Ne umanjujuéi opcenitost, umjesto Hamiltonijana (2.1), proucavat ¢emo
slijede¢i oblik Hamiltonijana za Calogerov model,

| 9 N g
Hew = - _ 42 S 2.8
cu 22{ 0%”Z}+§<xi—x»2 (28)

U osnovnim crtama pro¢i ¢emo kroz operatorsku konstrukciju koja za cilj
ima dobiti spektar i potpuni skup svojstvenih stanja za Hamiltonijan (2.8).
Da bi smo rijesili jednadzbu Hey ¢ = E, stavimo

F = H (zi — ;) ®F = AD*, (2.9)
i>j
gdje se podrazumijeva da je x; > x; za ¢ > j, dok se znakovi + i — odnose na

totalno simetri¢ne, odnosno totalno antisimetricne valne funkcije ®* i ®~.
Definiramo kovarijantnu derivaciju sa

0 v
+

Di -
a.flfi

(1—-K), (2.10)
A T

gdje su K; generatori simetricne grupe Sy. To su permutacijski operatori
koji vrse meduizmjenu cestica sa oznakama i i j. Oni imaju slijede¢a svo-
jstva,

Ki; Ky, = K Ky, (2.11)
Kijxj = .CEZ‘KZ']', Kijaj = @K” (212)

Operatore K;;, u kontekstu Calogerovog modela, uveo je Polychronakos [11].
Izravni racun pokazuje da vrijedi,

N
Hegt = A (% > (=D} + x§)q>i> , (2.13)

i=1

gdje je g = v(v F 1), a znakovi + i — odnose se na simetricne, odnosno
antisimetri¢ne valne funkcije. Izravni racun takoder pokazuje da su ispunjene
komutacijske relacije,

N
[DZ‘, I‘j] = (5”(1 +v Z sz) — VKZ‘J', (214)
k=1
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Dy, D;] = 0. (2.15)

U izvodu rezultata (2.13) i (2.14) koriStena su svojstva operatora izmjene
K. Relacije (2.14) i (2.15) ukazuju na to da je prikladno uvesti operatore
stvaranja i ponistavanja,

s_ Lo .p
a; = \/5( i £ D), (2.16)

koji se pokoravaju komutacijskim relacijama,

[0}, a;] =0, (2.17)
N

a7, af] = 0i;(1+ v Y Ki) — vKy;. (2.18)
k=1

Novi, transformirani Hamiltonijan f[cal,
H., = A"'H, A (2.19)

moze se sada izraziti na nacin

S (-0 ) = 3 Y afar } (2:20)

%

Hcal -

DN | —

i pokazuje se da zadovoljava standardne komutacijske relacije sa operatorima
stvaranja i ponistavanja,

[Hear, 0] = *a;. (2.21)

Ova zadnja relacija takoder slijedi nakon niza koraka u kojima se koriste
svojstva operatora izmjene K;;.
Svojstvene funkcije se sada mogu dobiti putem standardne konstrukcije,

@*(n) = S ([ ()" }05- (2:22)

gdje Si oznacava operator potpune (anti)simetrizacije. Osnovno stanje ®F
zadovoljava uvjete

a; ®F =0,

K07 = +07. (2.23)

Koristenjem ovih uvjeta, kao i komutacijskih relacija (2.21), nalazimo en-
ergiju osnovnog stanja za Heoy

N
Ef =S+ gN(N —1), (2.24)
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tako da je spektar identican onomu od N harmonickih oscilatora, pomaknu-
tom za konstantu Fy. Rjesavanje uvjeta (2.23) daje valnu funkciju osnovnog
stanja,

OF = ¢ 2 i vy = H (z; — x;) e 2 i (2.25)

i>j

Valne funkcije pobudenih stanja generiraju se djelovanjem operatora a; na
vakuum <I>§. Jasno je da te funkcije vrlo brzo postaju izuzetno komplicirane
zbog prisutne sumacije u definiciji kovarijantne derivacije D;.

S obzirom da promatramo sustav identi¢nih cestica, bilo bozona ili fermi-
ona, valne funkcije moraju biti potpuno simetrizirane, odnosno antisimetri-
zirane. To je u relaciji (2.22) postignuto operatorom Si. Drugi na¢in na koji
mozemo (anti)simetrizirati valne funkcije jest uvodenjem? totalno simetri¢nih
operatora stvaranja i ponistavanja,

N
A=Y () (2.26)
i=1
Ti operatori sa Hamiltonijanom H.y zatvaraju slijedeéu algebru,

[Heu, Af] = £RAE. (2.27)

Zbog zadnje relacije, smjesta se moze zakljuciti da opée pobudeno stanje
od (2.8) ima oblik

N
:1,...,71]\/ = H (‘IZ - ‘Ij)y (A]—l—)”kq)8—7 (228)
i>j k=1
dok je pripadni spektar dan sa
N
Ef oy =B+ k. (2.29)

i=1

Operatorski pristup izlozen u ovom poglavlju primjeren je stoga Sto ¢ini
neposrednijom vezu Calogerovog modela sa frakcionim statistikama [14, 15,
16].

2Qgrani¢avamo se u daljnjim razmatranjima samo na totalno simetriéne valne funkcije.



Poglavlje 3

Visefamilijarni Calogerov
model

3.1 Model u jednoj dimenziji
Jednofamilijarni model (2.8) moze se poopditi na visefamilijarnu varijantu
[17],[18] te ¢ak i na proizvoljan broj dimenzija [19], o ¢emu ¢ée biti rijeci u
narednoj tocki. Visefamilijarni Calogerov model, kao generalizacija modela
(2.8) na sustav medusobno razli¢itih ¢estica, interesantan je iz najmanje dva
razloga. Kao prvo, pri njegovu proucavanju ispoljavaju se neke nove po-
javnosti koje nisu bile prisutne kod modela sa identi¢nim cesticama te stoga
viSefamilijarni model predstavlja arenu za testiranje matematickih alata razvi-
jenih ranije za tretiranje modela sa identi¢nim cesticama. Drugi razlog zasto
je visefamilijarni model interesantan jest moguc¢nost njegova dovodenja u
vezu sa pojmom Haldane-ove statistike iskljucenja. Ishodiste te veze lezi u
modelu (2.8). Naime, model (2.8) osigurava mikroskopsku realizaciju poop-
¢ene Haldane-ove statistike iskljucenja, gdje ulogu Haldane-ovog statistickog
parametra igra konstanta vezanja g. Haldane-ova formulacija statistike do-
pusta postojanje Cestica razli¢ite vrste, pri cemu statistcki parametar ovisi
o paru cestica koje se vezu . Stoga je poopéenje Hamiltonijana (2.8) na
visefamilijarni slu¢aj prirodan korak [20],[21],[22]. Najjednostavniji visefa-
milijarni model, sa samo dvije vrste Cestica [18], razmatran je u [23], unutar
supersimetri¢nog pristupa i tamo je zakljuceno da bi odgovaraju¢i Hamiltoni-
jan mogao opisivati gibanje elektrona u jednodimenzionalnom poluvodicu.
Mogu¢nost razlikovanja Cestica moze se ostvariti tako da se dopusti da
Cestice imaju razlicite mase (m — m;) i razlicita vezanja (v — v;;). Za-
jednicka osobitost tih poopéenja, uklju¢ujuci i visedimenzionalne slucajeve,
jest pojava novog, dugodoseznog, trocesticnog medudjelovanja koje se po-

11
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javljuje u Hamiltonijanu. U jednodimenzionalnoj varijanti (2.8) trocesticna
interakcija se moze ukloniti prikladnim odabirom odnosa izmedu kon-
stanti vezanja v;; 1 masa m;, ali kada je dimenzija veca od 1, ta se in-
terakcija ne moze ukloniti. U suprotnosti sa jednocesti¢nim, jednodimen-
zionalnim modelom (2.8), u svim ostalim spomenutim slu¢ajevima poznat
je samo ogranicen skup egzaktnih svojstvenih stanja i samo dio potpunog
spektra. Kompletno rjesenje visefamilijarnog problema jos uvijek nedostaje,
cak i u jednodimenzionalnom slucaju. Medutim, zahvaljujuéi podlezecoj
SU(1,1) simetriji, moguée je visefamilijarni Hamiltonijan preslikati na skup
razvezanih oscilatora. Na taj nacin, problem nalazenja spektra i svojstvenih
stanja visefamilijarnog modela prebacujemo u Bargmann-ovu reprezentaciju
u kojoj, u stvari, rjeSavamo problem svojstvenih vrijednosti za ekvivalentni
skup razvezanih oscilatora. Prisutna SU(1,1) simetrija omoguéava nam kon-
strukciju novih operatora stvaranja i ponistavanja pomoé¢u kojih mozemo
generirati kako citavi spektar, tako i potpuni skup stanja. Opisana proce-
dura je potpuno iscrpna u smislu da omogucava nalazenje svih stanja, iako
njena provedba u praksi nije nimalo trivijalna. Ona ¢e biti predmetom
slijedec¢eg poglavlja.

Razmotrimo sada najopcenitije osnovno stanje Calogerovog tipa za N-
cestiéni kvantnomehanicki problem na pravcu,

Uo(z1, 9, TN) = Ae—%Zfilmm?’ (3.1)
gdje je prefaktor A dan sa

A = H(ZEZ - Ij)yij, Vij = Vji, Z,] = ]_,2 c 'N, (32)

i<j

a v;; su statisticki parametri izmedu ¢Cestica (7, 7) i simetricni su, v;; = vj;.
Frekvencija w je ista za sve Gestice. Mase Cestica ( m; ) opéenito nisu jednake.
Hamiltonijan kojem je valna funkcija (3.1) osnovno stanje, ima oblik (

—2m; 2 = Y4 oy (T — ;)% "m;  m,
1
4o Viglsk (3.3)
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N 1
7]
Oznaka (i # j # k) u zadnjem ¢lanu oznacava sumaciju preko svih trojki
medusobno razli¢itih indeksa.
Hamiltonijan (3.3) invarijantan je na grupu permutacija Sy skupa od N
elemenata. Generatori Kj;; simetricne grupe Sy izmjenjuju indekse i i j u
svim veli¢inama, i to prema pravilima:

Kijuj; = i K5, Kiymg = miKy;, Kijvg = vy Ky,
Kij = Kji7 (KZ)2 = 17
Kinjl = Kleil = KilKij> za i £ J, 1 £, J#L
Takoder vrijedi K;;HK;; = H, tj. [H, K;;| = 0, za sve indekse i, j.
Treba napomenuti nekoliko ¢injenica u vezi Hamiltonijana (3.3):

1. On opisuje medusobno razli¢ite ¢estice na pravcu, koje se gibaju u za-
jednickom harmonickom potencijalu i medudjeluju putem dvocesticnih
i trocesti¢nih potencijala. Slican, ali manje op¢enit Hamiltonijan, kada
su sve mase m; jednake, razmatran je u [20],[24].

2. Za ocekivati je da se njegova svojstvena stanja asimptotski ponasaju
kao U o (x; — z;)"% kada (x; —x;) — 0.

3. On je poopéenje Hamiltonijana (2.8), gdje sada konstanta vezanja ¢
ovisi o paru Cestica (i, j) 1 izrazena je preko statistickih parametara v;;.
Uvjet stabilnosti zahtijeva da konstanta dvocesti¢nog vezanja v;;(v;; —
1) bude veca od —i, za sve 1, ].

4. Pojava Jastrow faktora A = []|z; — x;|"¥ u izrazu za valnu funkciju

i<j
ima isto ishodiste kao i u obi¢cnom Calogerovom modelu. Naime, zbog
singularne prirode Hamiltonijana (3.3) za x; = z;, valna funkcija mora

5. Stavljaju¢i v;; = v, za svaki 7,5 te m; = m, za svaki ¢, Hamiltoni-
jan (3.3) se reducira na obi¢ni N-cesticni Calogerov model [1]. U tom
sluc¢aju, zbog identiteta > ., m = 0, koji vrijedi u jednoj

dimenziji, trocesti¢ni clan u (3.3) iS¢ezava. Za v;; medusobno razlicite,

ali m; = m, za sve ¢, Hamiltonijan (3.3) se svodi na modele razma-
trane u [20],[24]. Konac¢no, kada je v;; = am;m;, gdje je a konstanta,

dobivamo model spomenut u [21],[25].
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Sada na¢inimo neunitarnu transformaciju,

~ w N 2

Wo(xy, 29, - an) = AW (a1, 29, - - Ty) = € 2 2i=1 M%7 (3.5)

Ona generira transformaciju slicnosti koja vodi na drugi Sy invarijantni, ali
nehermitski Hamiltonijan H:

H=A"HA,

F[‘I’o(l’l,@, e 'IBN) = Eo‘ifo(l’l,il?z, . 'JCN),

gdje je Ey dan u (3.4). Pokazuje se da H ima oblik

N
- 1 1 0? Vij 1 0 1 0
[ A (Lo 1oy
22::771 Zmlw ;(xi—xj)(miﬁxi mjaxj) (36)

U transformiranom Hamiltonijanu dvocesticne i trocesti¢ne interakcije vise
nisu izravno prisutne, ali su skrivene u zadnjem ¢lanu u (3.6).

Prikladno je problem razdvojiti na dio koji opisuje centar mase i dio koji
opisuje relativno gibanje. To se moze izvesti uvodenjem varijabli (X, &;),

N
X:M:_ O Gi—w—X, i=1,2---N, (3.7)
Zflml

i pripadnih derivacija (-2, 7% ), koje su dane izrazima

08’

i=1,2,---N. (3.8)

o _90 md Oy
06 Or; MOX T 09X & ox

Varijable ¢; ( kao i derivacije a%- ) nisu medusobno linearno nezavisne

N N5
;mifi:;agi =

U terminima upravo uvedenih varijabli, Hamiltonijan H razdvaja se na
dio koji opisuje gibanje centra mase (CM) te dio koji opisuje relativno gibanje
(R), H= Hey + Hpg, pri cemu je

1 1
S Mw?X?,
“oamaxe g

Hew =
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N N
- 1 1 02 1 1 Vi 1 0 1 0
Hp=—2> — 4 ?S me -2 (=2 = O
2 i1 m; 8622 2 —1 2 vy (fz — f]) m; @fl mj 853
(3.9)

Hamiltonijan H se takoder moze rastaviti na isti nacin, H = Hgpy + Hp.
Valna funkcija (3.5) separira se na naéin,

‘1’0(1’173727 e 'IBN) = ‘i’o(X)‘i’o(fb& e 'fN) =e€

_ Mw y2 w N
5 X

2
e 2 Zi=1 mi&; .

Energija osnovnog stanja FE, takoder se razdvaja na odgovarajuéi mnacin,
na energiju centra mase, Fyon = %w, i energiju relativnog gibanja, Eyr =

N-1 1
ST Wt 5w i Vi
Definiramo skup operatora {7, T_, Ty} na nacin,

1 N
TJr = 5;777,1%?,

N

1 1 02 1 Vi 1 0 1 0
F e . M A
24=m, oz? * 2 ; (x; — a:j)(mi dx;  m; 01*]-)’
N
1 0 E,
Ty = = i=— +—). 1
=5t 3.10)

Uz pomo¢ relacija (3.7),(3.8) moguce je pokazati da ovi operatori takoder
dopustaju slican rastav, T4 o = Ti,O(CM) + Ti,O(R)'
Operatori {T,T_, Ty} zadovoljavaju SU(1,1) algebru,

[T_,T,]=2Ty , [Ty, Ty] = £T%. (3.11)
Hamiltonijan (3.6) se moze izraziti pomoc¢u generatora SU(1,1) algebre,

H=wT, —T..

3.1.1 Reprezentacija u Fockovom prostoru
Sada uvodimo operatore stvaranja i ponistavanja {Af, AT} i {45, A5} koji

opisuju kolektivna pobudenja Hamiltonijana (3.6),

s Lo 1 0

1 1
Ay = §(wT+ + ;T,) F Tp. (3.12)
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Oni zadovoljavaju slijede¢e komutacijske relacije:

AT, AT =1,  [4A;,A5]=—H,

€|~

[Ar, Ayl = [AT,Af]=0,  [A[ A=A, [A], 4] =-4],
[H, AT] = +wAT, (3.13)
[H, A7] = 20 A5,
i djeluju na Fockov vakuum |0) o< Wo(zy, 2, - - - £) na nadin,
A710) = A;10) =0, (0[0) = 1.

Na osnovu komutacijskih relacija (3.13), pobudena stanja od (3.6) mogu se
izgraditi visestrukim djelovanjem operatora stvaranja na vakuum,

Ini,na) oc A" AT™10), Vni,ng =0,1,--- (3.14)

Vigestruko djelovanje operatora A i A3 na vakuum |(j>, generira u koor-
dinatnoj reprezentaciji Hermitove polinome, odnosno pridruzene Laguerrove
polinome. Stanja |nj,ny) su svojstvena stanja od H, sa svojstvenim vrijed-
nostima

E’nl,n2 = w(m + 2%2) + E(). (315)

Spektar je linearan u kvantnim brojevima ni,ns. Taj rezultat je opcenit
u smislu da on vrijedi za sve parametre m; i v;;. Osnovno stanje i prvo
pobudeno stanje je nedegenerirano, dok su visa pobudena stanja degeneri-
rana. Struktura te degeneracije prikazana je u slijedecoj tabeli,

‘ ny ‘ o ‘ n=mny+ 2ne ‘ Degenerirana stanja ‘

0] 0 0 |0)
1]o 1 AF]0)
210 2 Af?|0)
0|1 2 AF10)
11 3 AT AF|0)
310 3 AF3|0)
02 4 A$?0)
2 |1 4 A2 A |0)
410 4 AT|0)
510 5 AT?10)
311 5 A3 AT|0)
1] 2 5 AT AF?|0)
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n

Evidentno je da kada je n paran, degeneracija je (4 + 1), dok kada je n
neparan, degeneracija je (“£).

Algebra koja opisuje dinamicku simetriju modela je maksimalna algebra
koja komutira sa Hamiltonijanom H. Dinamicka simetrija obitnog Caloge-
rovog modela opisana je u [26, 27, 28] slozenom polinomijalnom algebrom,
oznacenom sa Cy(v).

U nasem slucaju, zahvaljujuéi ¢injenici da se H moze zapisati u ter-
minima dva nezavisna, razvezana oscilatora (vidi relacije (3.16) i (3.17)),
spomenuta polinomijalna algebra se moze linearizirati i reducirati na SU(2)
algebru. To je minimalna simetrija koja preostaje za op¢e parametre v;; i
m;. U stvari, to je ista dinamicka simetrija koja se pojavljuje u dvocesticnom
Calogerovom modelu [26, 27, 28, 29, 30]. Ona je odgovorna za gore opisanu
degeneraciju.

S ciljem da se kolektivni modovi Ay, Ay potpuno razvezu i postanu neza-
visni, definiramo operatore stvaranja i ponistavanja { By, B, },

1 .9
B = Ay — éAf : (3.16)
U terminima operatora A} i B, gore spomenuta SU(2) algebra ([J,, J_] =

2Jo, [Jo, J+] = £J1), koja opisuje dinamicku simetriju za Hamiltonijan (3.3),
generirana je sa

1
‘]+ :AT2BQ_ — — )
\/2(N2 — 1+ 28y (N; +1)
+ 42 1
(]_ :B2 Al N N )
V2N, + BN, - 1)
1 - ~
J() - E(Nl - 2N2)

Operatori N i Ny su operatori broja cestica koji broje A;, odnosno By mod-
ove.

Prednost konstrukcije (3.16) je ta da se operatori A}, koji odgovaraju
gibanju centra mase, potpuno razvezuju od B modova,

[AE, BF] = 0. (3.17)

Zbog toga imamo

) 1 . E
Heny = §w{A;,A1+}+ = w(N; + =X,
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i . E
Hyp = w[By, Bf] = w(2N, + %R),

[Hg, Bf] = £2wB; . (3.18)

Fockov prostor se sada razdvaja na Fockov prostor za centar mase, razapet sa
Arm \G)QM, te na Fockov prostor za relativno gibanje, razapet sa B0 g,
gdje je [0)cnr o< Wo(X) 1 ]0)r o< Wo(&1, &+ En).

Reduciranje problema (3.3) na (3.6) i kasnije na (3.18), tj. H — H —
Hp, ima zanimljivu posljedicu, a to je postojanje univerzalne kriticne tocke,
definirane pomoc¢u vektora norme nula,

rO|By By [0)g N—-1 1
2 = + =) y;=0. (3.19)
r{0[0) R 2 2; ’

Gornja relacija direktna je posljedica relacija (3.18) i zahtjeva r(0|Hz|0)z =
Eor = 0. Iz algebre (3.18) direktno slijede i slijedece relacije [31]

~ E ~
By By = Ny(Ny — 1 + TOR) = ¢(Ns),

~ “ E ~
By Bf = (Ny + 1)(Ny + TOR) = ¢(Ny + 1),

R<0|i2_<g€>2:‘0>1% _ H o (k). (3.20)

Buduéi da jednadzbe (3.19) i (3.20) povlace da vrijedi ¢(1) = % =0,
ocito je da je kriticna tocka, definirana sa (3.19), jedinstvena. To znac¢i da
nema sli¢nih kritiénih tocaka kada se uzmu u obzir norme stanja izgradenih
pomocu viSestrukog djelovanja operatora Bs.

Sistem opisan Hamiltonijanom Hp, potpuno kolabira u kriti¢noj tocki.
To znac¢i da relativne koordinate i relativni impulsi iS¢ezavaju u toj tocki.
Prezivljava jedino oscilatorni mod koji opisuje gibanje centra mase. Takvo
singularno ponaSanje prvi put je opazeno u [32], za slucaj v;; = v i m; = m.
Naravno, za Hamiltonijan H, koji nije unitarno, tj. fizikalno ekvivalentan
sa H, gore opisano ponasanje odgovara situaciji kada je neki vi; < 01 tada
norma valne funkeije (3.1) prestaje biti konacéna u kriticnoj tocki. U situaciji
kada je v;; negativan, ali ve¢i od kriti¢ne vrijednosti (3.19), valna funkcija
je singularna u kriticnoj tocki, ali jos uvijek kvadratno integrabilna.
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3.1.2 Trocesti¢na interakcija
Razmotrimo malo detaljnije zadnji clan u (3.3),

1 ViiVik 1
L (Lt | (3.21)
2 ”Zk# my (xj — i) (2 — @)

Ako u (3.21) stavimo m; = m, za svaki j, simetriziramo na ciklicku izm-
jenu indeksa, (i — j — k — 1) i reduciramo sumu na zajednicki nazivnik
koristenjem identiteta

> i

cyel. (i — ;) (2 — 2%)

tada dobivamo da je nuzan uvjet za iscezavanje trocesticne interakcije v;; =
v, za sve i,j. Na taj nacin, problem (3.3) je sveden na obicni N-Cesti¢ni
Calogerov model sa samo dvocesticnom interakcijom.

Za opce parametre v;; 1 m;, gore opisana procedura vodi na slijedece uvjete
za odsustvo trocesticne interakcije (3.21),

VijVik — VikViki  Vkilij

: za sve trojke (i, 7, k). (3.22)
m; my m;

Jedinstveno rjesenje ovih uvjeta je v;; = am; m;, gdje je a neka univerzalna
konstanta. Ova ista veza izmedu masa i konstanti vezanja koriStena je u
[21],][25]. U [21], uvjet (3.22) se pojavio iz zahtjeva da asimptotski Betheov
ansatz bude primjenjiv na osnovno stanje visefamilijarnog mnogocesticnog
kvantnog sistema koji se pokorava odredenoj statistici, dok u [25] njegovo
ishodiste nije ocigledno. U pristupu izlozenom u ovom poglavlju, relacije
(3.22) imaju najjednostavniju moguéu interpretaciju.

3.2 Deformirani matri¢cni oscilator i modeli
Calogerovog tipa

Ranije je pokazano da se Hamiltonijan H,, za jednofamilijarni Calogerov
model moze prikazati u dijagonalnoj kvadratnoj formi, relacija (2.20), koja
podsjec¢a na poopcéeni harmonicki oscilator. Da je tako nesto moguce, treba
zahvaliti ¢injenici Sto jednofamilijarni Calogerov model u jednoj dimenziji
dopusta konstrukciju Dunkl-ovih operatora (kovarijantnih derivacija (2.10))
i pripadnih operatora stvaranja i ponistavanja (2.16). Za razliku od toga,
u slucaju visefamilijarnog Calogerovog modela nije jasno kako bi takva kon-
strukcija trebala izgledati, niti da li je uopée mogucéa. Kako bismo ipak
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uspjeli i poopéeni Calogerov model, koji opisuje medusobno razlicite cestice,
svesti na dijagonalnu kvadratnu formu, promatramo najopcéenitiju formu
Hamiltonijana za harmonicki oscilator. Tu najopc¢enitiju formu nalazimo u
deformiranom matricnom oscilatoru. Cilj nam je, dakle, putem podesavanja
parametara ”bazdarne transformacije” reproducirati Hamiltonijan visefami-
lijarnog Calogerovog modela polazeé¢i od deformiranog kvantnog matri¢nog
oscilatora. Ovdje ¢emo opisati takvu konstrukeiju [33].

Dakle, razmatramo matricnu generalizaciju Hamiltonijana harmonickog
oscilatora,

1
H =7 (PM'P+w’XMX), (3.23)
gdje je M;; = m;6;; nesingularna masena matrica (m; > 0), a P = —iD i

X su matrice poopéenog impulsa i koordinate, s time da su njihovi matric¢ni
elementi opc¢enito operatori,

Py Pa -+ Py € O --- 0
o IR RS S B
Pxi Py2 --+ Pyn 0O 0 - zn

Pretpostavljamo da vrijede slijede¢e deformirane matricne komutacijske
relacije:

X,P]=iA = [X,D]=—A, (3.24)

gdje je A hermitska matrica sa konstantnim, realnim i simetri¢nim matricnim
elementima,

1 O --- 0 0 Vig -+ VIN
S T T B
0 o --- 1 UIN VoN - 0

U terminima matri¢nih elemenata, komutacijske relacije (3.24) imaju oblik
Dijmj — ZEZDZJ = Vij7 D”ZEZ — I'ZD” =1. (325)

Postoji mnogo rjesenja ovih uvjeta. Ukoliko veli¢ini D dodamo bilo koji izraz
koji ovisi 0 X, to nee utjecati na komutacijske relacije (3.25). Kako bismo
tu Cinjenicu ucinili eksplicitnijom, mozemo promatrati ”bazdarnu transfor-
maciju” D — F(X) ' D F(X), pomo¢u proizvoljne funkcije F'(X) koja
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ovisi o koordinatama. Na nivou Hamiltonijana to generira neunitarnu trans-
formaciju H — F(X)' H F(X).

Ogranicit ¢emo se na bazdarne transformacije definirane sa

F(X) = [[@@—=)%,  65=0

1<j

Odgovarajuéa klasa rjesenja jednadzbi (3.25) je dana sa

Dl]_él] (axz—i_Z(:pz_xk) ) Vlﬂ(xi_xj>'

Ono §to sada imamo jest klasa matricnih Hamiltonijana koji ovise o tri vrste
parametara. To su mase m,;, deformacijski parametri v;; = v;; te “bazdarni”
parametri 6;; = 6;;. Da bismo iz matri¢cnog Hamiltonijana (3.23) dobili
jednodimenzionalne modele Calogerovog tipa, razmatrane na prethodnim
stranicama, potrebno je provesti redukciju tipa [33]:

H="Tr(H-J) (3.26)

gdje je konstantna matrica J oblika

11 1
11 1
J - DY
11 1

Na ovom mjestu treba napomenuti da se redukcijska procedura naznacena u
(3.26) razlikuje od one provedene u [34]. Hamiltonijan H u (3.26) nije trag
matricnog Hamiltonijana H, kao u [34], ve je dan tragom veli¢ine H - J.

Sada se moze pokazati da redukcija (3.26) i odabir skupa parametara
{m; = m;v;; = v;0;; = 0} vodi na Calogerov Hamiltonijan (2.8) (uz m =
1, w=1, g =v(v—1)). Slicno, odabirom {m; = m;v;; = v;60;; = v;; = v}
moguce je reproducirati Hamiltonijan (2.20) (uzm =1, w=1, g =v(v —
1)).

Jos interesantniji izbor, {m;; v;; = v;;; 6;; = 0}, rezultira Hamiltonijanom
(3.3) za jednodimenzionalni, visefamilijarni Calogerov model, sa trocesti¢nim
medudjelovanjem [17]:

1 vi; (Vi 1 1
H:_§Zm Ox? me T3 Z ;:Z—]x] (E—i_m_J)
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vy 3 B (327

ey (@ - w)(a -

vV
3—cesticna interakcija

Bazdarno transformirani Hamiltonijan, H = F(X)™' H F(X), moze se
reproducirati odabirom skupa parametara, {m;;v;; = v;;;0;; = 45}, 1 ima

oblik (3.6),

~ 1 1 9* W 1 Vi 1 0 1 0
| A 2o =N~ M (2 9 2 9
QZ:mi@x?jL 2 me’ 22(1’ (mi&ri mjaxj)

i itj i~ )

(3.28)

Matriéni oscilator (3.23) moze se dovesti u vezu sa regulariziranim Chern-
Simons matricnim modelom kojeg je uveo Polychronakos [35]. Pripadna
akcija za taj model je

St = ? AT (e Xo(Xy — iAo, X)) + 20A0]
—”265 ziv dtp X, X p1) — / At (i0; + Ao)b, (3.29)

gdje su X,; a =1,2 dvije N x N hermitske matrice pomo¢u kojih je
moguce koordinate elektrona globalno parametrizirati na "razmazan” nacin.
Ap je matrica koja ima ulogu bazdarnog polja i u gornju akciju ulazi samo
linearno, a v (¢ = ¢¥*7) je vektorsko polje koje opisuje efekte rubnih ploha.
Ova akcija opisuje dvodimenzionalni sistem od N nabijenih ¢estica naboja e,
mase m, u magnetskom polju B. Akcija S); je invarijantna na transforma-
cie X, = UX, UL, @ — Uy, ¢ — UL, Ay — UAU L +iUdUY,
gdje je U unitarna matrica, U € U(N). Clan sa w sluzi kao potencijalna
jama koja drzi cestice blizu ishodista i takoder osigurava Hamiltonijan za
teoriju koja ima jedinstveni vakuum. Zadnji ¢lan opisuje doprinose rubnih
ploha. Uvedimo parametar k definiran na na¢in k = eBf. Sada varijacija
akcije  Spy u varijabli polja Ay daje jednadzbu gibanja za vremensku
komponentu Ay bazdarnog polja. Ta jednadzba ima oblik

ieB[ X1, Xo] + k1 — i) = 0. (3.30)

Ova relacija se moze interpretirati kao kvantizacijski uvjet postavljen na
matrice X; i X,, nakon cega njihovi matriéni elementi postaju operatori.
Ako uvedemo matricu X = X; i drugu matricu P, definiranu na

nacin,
P = —eBX; = —mwXs, (3.31)
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gdje je w = %, jednadzba gibanja (3.30) postaje identi¢na kvantizacijskom

uvjetu (3.24), u kojem sada matrica A ima jos jednostavniji oblik,

1 I/ .« .. I/
G RN I
v v 1
pri cemu je v > —% realan parametar koji je jednak v = k+ 1. U tom
slucaju trag Tr[Xy, Xo] je jednak 2. Iz (3.30) tada slijedi Tr[X7, X,] =

% = L. To zna¢i da je Tryyp = N(k+ 1). U [36] je ova veza
izmedu matriénog oscilatora i regulariziranog Chern-Simons matri¢nog mod-
ela iskoristena kako bi se pokazalo da kvantni matriéni oscilator opisuje
kvantnu mehaniku elektrona u najnizem Landauovom nivou sa valnom funkci-

jom osnovnog stanja Laughlin-ovog tipa [37].

3.3 Model u veéem broju dimenzija

Daljnja poopcéenja mogu se posti¢i formuliranjem modela u dimenzijama
ve¢im od D = 1. U slucaju modela formuliranih u ve¢em broju dimenzija
i sa identi¢nim cesticama, pokazano je da se mogu dobiti neka svojstvena
stanja, ukljucujué¢i i osnovno stanje, ali samo pod uvjetom da se Hamiltoni-
janu modela pridoda dugodosezni trocesti¢ni potencijal [38],[39],[40],[41],[42].
Neizbjezna pojava trocesticnog medudjelovanja u slucaju D > 1 ¢ini bilo
kakvu analizu takvih modela vrlo zahtjevnom. Stanoviti napredak u tom sm-
jeru uc¢injen je za klasu dvodimenzionalnih modela sa identi¢nim cesticama
[43],[13].

U ovoj tocki prikazat ¢e se jedan novi, djelomicno rjesivi, viSefamilijarni
model Calogerovog tipa u D > 1 dimenzija. Pored harmonickog potencijala,
on sadrzi dvocesticne i trocesticne interakcije, sa konstantama vezanja koje
ovise o vrstama cestica. Pretpostavlja se takoder da cestice imaju razlicite
mase.

3.3.1 Hamiltonijan modela, SU(1,1) simetrija i veza sa
harmonickim oscilatorima

Egzaktne valne funkcije Calogerovog modela su visoko korelirane. Te ko-
relacije su ugradene u valne funkcije u obliku Jastrow prefaktora [],_ ; (x; —
x;)". Eksponent v u korelatoru povezan je sa jac¢inom dvocesti¢nog vezanja.
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Zbog toga je prihvatljivo najopcenitiju valnu funkciju osnovnog stanja sus-
tava N razlicitih cestica Calogerovog tipa, u D dimenzija, pretpostaviti u
obliku (kao i do sada, uzimamo h = 1),

Wo (7, oo, Fy) = Ae— 2 Zitamit (3.32)
gdje je oblik Jastrow prefaktora poopéen na
A:H‘ﬁ_ﬁlﬁj’ Vij = Vji, Z,jzl,Q,N (333)

i<j

Ovdje su m; mase cestica, w je frekvencija harmonickog potencijala i v;;
su statisticki parametri izmedu cestica ¢ i j. U osnovi, za valnu funkciju
osnovnog stanja mogli smo odabrati bilo koju funkciju koja ima nultocke
samo u tockama podudaranja bilo koje dvije ¢estice i koja na kontinuiran
nacin prelazi u Gaussovu funkciju u granici v;; — 0.

Medutim, s obzirom da za v;; = v, m; = m i D # 1, valna funkcija
(3.32) na kontinuirani na¢in prelazi u egzaktnu valnu funkciju osnovnog
stanja Calogero-Marchioro modela [44], valna funkcija (3.32) se ¢ini prirod-
nim izborom. Ukoliko se pitamo kakav oblik ima Hamiltonijan kojem valna
funkcija (3.32) opisuje egzaktno osnovno stanje, onda, za dovoljno male de-
formacije v;;, dolazimo [19] do Hamiltonijana

1L 1 w? &
H=-- vy I

1 vij(viy; + D —2) 1 1
) DL L YRR
i<j ‘rz - 7"]‘ mg. My
+ Z VZJVzk Tz )(Tz - Tk) (334)
27&] ik mZ|TZ T]| ‘7”2 - k‘
takvog da vrijedi
H\IJO - qujo, (335)
Ey = w(—= D > vy) = wep. (3.36)
1<J

Osnovno stanje (3.32) i Hamiltonijan (3.34) invarijantni su na Sy, grupu
permutacija N elemenata, koju generiraju operatori izmjene K;; [11, 12].
Operatori K;; izmjenjuju indekse ¢ < j u svim velicinama, m; < m;, v, <
Vik, Ti < Tjy Py < D

Kao 8to smo prije vidjeli, za D = 1, trocesti¢ni potencijal u (3.34)
identicki iScezava za v;; = v, m; = m ili ukoliko je ispunjen uvjet v;; =
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am;m;, gdje je a neka univerzalna konstanta [17]. Za razliku od jedne di-
menzije, troc¢esticni potencijal ne iS¢ezava u visim dimenzijama i igra klju¢nu
ulogu u analizi koja slijedi.

Kao i u jednodimenzionalnom slucaju, na¢inimo neunitarnu transforma-
ciju na ¥y, na naéin ¥y = A~1¥,. Ona generira transformaciju slicnosti koja
vodi na drugi Sy invarijantni Hamiltonijan, H = A"'HA. Nalazimo da je
H dan sa

Ieh 1oy w?en G P T
BTN P i el
i=1 1=1 1<J v J
=wT, - T, (3.37)

T zliivuzu (7 ﬂ)(iﬂ ! v,) (3.38)
_ QZzlmzZ o Z]_;_—»JQmiZ mjjv
1oL, 1L
TJr = 5 ;mﬂ“i, TO = 5(;7"1V1 +€0).

Operatori Ty, Ty zadovoljavaju SU(1,1) algebru
[T, T,] = 2Ty, [Ty, Ts] = +T. (3.39)

Hamiltonijan (3.34) ekvivalentan je skupu razvezanih harmonickih os-
cilatora, sto zna¢i da postoji transformacija slicnosti kojom se Hamiltonijan
(3.34) moze preslikati na Hamiltonijan sistema razvezanih oscilatora. Ta
transformacija slicnosti dobro je definirana za w # 0 i ima slijedec¢i oblik,

H=uwT, —T_=2wSTyS™", (3.40)
S = e wTr gm2T-,

Zahvaljujuéi tom identitetu, moguce je analizu prenijeti u Bargmann-ovu
reprezentaciju i iterativno konstruirati Bargmann-Fockov prostor svojstvenih
stanja. To je procedura kojom ¢emo se baviti u slijede¢em poglavlju.

[ako spomenuta Bargmann-Fockova procedura, koju ¢emo detaljno opisati
u slijede¢em poglavlju, daje sustavnu metodu kojom se mogu, barem u
principu, dobiti sva svojstvena stanja Hamiltonijana (3.34), zbog prakticne
nemogucénosti provedbe nekih njenih koraka, za sada nismo u stanju potpuno
rijesiti Hamiltonijan (3.34), tj. naéi sva njegova svojstvena stanja. Ipak,
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u mogucénosti smo na¢i globalna kolektivna stanja Hamiltonijana (3.34).
Ta stanja, opcenito, reprezentiraju sva stanja polinomijalnog karaktera u
Bargmann-Fockovom prostoru svojstvenih stanja!. U slijede¢em poglavlju
pokazat ¢e se takoder da su ta polinomijalna kolektivna stanja zajednicka,tj.
univerzalna karakteristika svih sistema sa podleze¢om konformnom SU(1,1)
simetrijom.

U slijedecoj tocki konstruirati ¢emo i razmatrati ta polinomijalna kolek-
tivna stanja Hamiltonijana H, tj. H.

3.3.2 Globalna kolektivna stanja i reprezentacija u Fock-
ovom prostoru

Prikladno je uvesti koordinatu centra mase R i relativne koordinate D
| X N
R = Mzmﬂ”i, VR:ZIVZ

. _ 5 B > 5 M
Pi =T — R, Vpi == VZ - MVR (341)

Oni zadovoljavaju relacije sz\il mip; = Zfil ﬁpi = 0. Hamiltonijan H
i valna funkcija Uy, mogu se izraziti pomocéu tih varijabli i pri tome se
oboje razdvajaju na dljelove koji oplquu glbanje centra mase (CM) i rel-
ativno gibanje (R), H = Hepr 4+ Hg 1 Uo(7, ..., 7n) = Uo(R)Uo(f1, ... fv).
Koristenjem izraza (3.38) i (3.41), mogu se deﬁn1rat1 operatori stvaranja i
ponistavanja,

o+ 1 - 1 =
= —(VMwR V&),
v= R VMeRE V)

koji zadovoljavaju slijede¢e komutacijske relacije (o, 5 =1,2,--- D),

[A A1 ﬁ] - 5a,6’7 [A A ] [A A+ ] =0,

1, 1,0 1,a0

[frli,Af] =A, A3, AL | = A
(A5, Ayt = Ea [f:],ffli] = iw!‘ii,

w

[H, Ay*] = 2w A . (3.43)

i kratko, u Bargmann-ovoj reprezentaciji.
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Moze se pokazati da vrijedi At = ST, 51, A:Jr — SRSt fff =
SVrS™L, pri ¢emu je S definiran u (3.40). Operatori A, A5 poniStavaju
Fockov vakuum |0) o< Wo(77, ..., 7n),

Ay [0y = A7 10y =0,  (0[0) = 1. (3.44)

Globalna kolektivna stanja opisana su pobudenim stanjima u Fockovom pros-
toru, i imaju oblik

D
AL AL AT 0) = T (AL ™= A5™10), (3.45)

a=1

gdje je n1 o, = 0,1,2... za sve a i ng = 0,1, 2... Opetovanim djelovanjem op-
eratora Afa na vakuum \(~)> reproduciraju se, u koordinatnoj reprezentaciji,
Hermiteovi polinomi H,, , (RoevV/'Mw). Sliéno, opetovanim djelovanjem op-
eratora Aj na vacuum |0) reproduciraju se pridruzeni Laguerrovi polinomi
Lot 1 (2wTy). Stanja (3.45) su svojstvena stanja od H. Zadnje dvije
relacije u (3.43) impliciraju da tim stanjima pripadaju energije

D
Enl,a;TZQ = W(Z nia + 2”2 + 50)~ (346)

a=1

Ova relacija daje dio potpunog spektra, koji odgovara stanjima centra mase
i globalnim dilatacionim stanjima.

Sada se moze pokazati da su stanja (3.45), za Hamiltonijane H i H,
normalizabilna, tj. da su kvadratno integrabilna i fizikalno prihvatljiva, pod
uvjetom da vrijedi ¢y > %.

Najprije uvedimo novi par operatora stvaranja i ponistavanja, { By , By },
pomocéu kojeg mozemo razvezati modove centra mase (CM) od modova koji
opisuju relativno (R) gibanje,

B = A,* — %(@1*)2. (3.47)
Ti operatori komutiraju sa modovima centra mase,
(A1, ByT] = 0. (3.48)
Stoga imamo

Hp=w[By,By],  [Hg, Bf] = +2wBi,
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D
~ 1 _
Heoy = S ;{AW Aoty (3.49)

Fockov prostor se sada razdvaja na Fockov prostor za centar mase (CM),
razapet sa Hf:1(Afa)n1’a|6>CM te na Fockov prostor za relativno gibanje
(R), razapet sa By"|0)z, gdje je [0)car o e S ME 0)p oc e~ Ximift,
Kao sto ¢emo vidjeti u slijede¢em poglavlju, R-modovi su univerzalni za
sve sisteme sa podleze¢om SU(1, 1) simetrijom, tj. za Hamiltonijane oblika
H = —T_ 4 w*T} +~Ty, gdje T, Ty zadovoljavaju SU(1,1) algebru (3.39).

Pazljiviji uvid u R-Fockov prostor Hamiltonijana Hg, jednadzba (3.49),
otkriva postojanje univerzalne kriticne tocke definirane uvjetom

(N-1)D 1
EOR = # + 5 ; Vij = 0. (350)
i#]

Hamiltonijan Hp potpuno kolabira u kriti¢noj tocki. To znaci da relativne
koordinate, relativni impulsi i relativne energije su 0 u toj tocki. Prezivi samo
jedan oscilator, onaj koji opisuje dinamiku centra mase. Takvo ponasanje
nalikuje nekim osobinama Bose-Einsteinovog kondenzata i po prvi put je
primije¢eno u [43, 13] za slucaj D = 1, v;; = v i m; = m. U tom slucaju
kriticna tocka (3.50) je jednostavno odredena sa v = —<. Krititna tocka
se takoder pojavljuje u slucaju da vrijedi v = 1 + % Za pocetni Hamil-
tonijan H,(3.34), koji nije unitarno, tj. fizikalno ekvivalentan sa H, uvjet
kriticne tocke odgovara situaciji kada je neki parametar v;; manji od 0, zbog
¢ega norma valne funkcije (3.32) postaje beskona¢na u kriticnoj tocki. Za
negativne v;;, ali veée od kriticne vrijednosti definirane u (3.50), valna
funkcija je singularna u tockama podudaranja dviju cCestica, ali jos uvi-
jek kvaratno integrabilna. Izvan kriticne tocke postoji 1-1 korespondencija
izmedu visefamilijarnog sistema (3.37) i sistema N D-dimenzionalnih har-
monickih oscilatora, barem za dilataciona stanja By "2|0) z.



Poglavlje 4

Sistemi sa konformnom
simetrijom

4.1 Univerzalna svojstva konformnih sistema
i njihova ekvivalentnost sa harmonickim
oscilatorima

U ovom poglavlju razmatramo sisteme sa konformnom simetrijom. Najprije
¢emo promotriti najopéenitiji takav sistem [45] sa N Cestica u proizvoljnom
broju dimenzija D te prezentirati univerzalne rezultate koji vrijede za sve
takve sisteme. Simetrije koje su ovdje relevantne ukljucuju invarijantnost
na vremensku translaciju, invarijantnost na skaliranje te invarijantnost na
specijalne konformne transformacije. Sve te simetrije su dio ve¢e konformne
simetrije sa SO(2, 1) grupno-teorijskom strukturom [46]. Nakon razmatranja
op¢ih svojstava, teziSte ¢e se prebaciti na neke specijalne slucajeve kao Sto
su dvocesticna i trocesticna poopcéenja Calogerovog modela koja, pored kon-
formne invarijantnosti, posjeduju i tzv. invarijantnost oblika

Promatramo N razli¢itih cestica u D dimenzija, opisanih hermitskim ili
PT-invarijantnim Hamiltonijanom [47, 48] oblika
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Potencijal V' je realna homogena funkcija ili PT-invarijantni operator reda

!Odgovarajuéi engl. termin je shape invariance.

29
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—2. To znaci da zadovoljava relaciju
N
) VL V] = -2V (4.2)
i=1

U dodatku, pretpostavlja se da je V invarijantan na translacije, [Zfil Vi, V] =
0, te da, opcenito, moze biti neizotropan. Tada se Hamiltonijan (4.1)

moZe zapisati na na¢in H = —T_ + w?T, + Ty , gdje generatori {1, Ty},

definirani sa

Ty =13 m
T = ZZVMWQ G ) (4.3)
S

(FV 4+ Vi) = 35N w4 N

N“m»—tmp—t

zadovoljavaju SU(1, 1) konformnu algebru,
T, T,] = 2Ty, [Ty, Ts] = +T. (4.4)

Generatori 7Y, kada se promatraju kao operatori koji djeluju na Hilbertovom
prostoru fizikalnih stanja, jesu hermitski operatori, dok je Ty antihermitski
operator. Ako V' nije hermitski, ali je PT-invarijantan, onda je takav i gen-
erator 1.

Na gore opisani sistem moze se gledati kao na deformaciju sustava N har-
monickih oscilatora u D dimenzija, sa zajednickom frekvencijom w. Hamil-
tonijan (4.1) moze se preslikati na 2w'Ty, uz pomoé¢ transformacije

H = 2J'ST,S™, (4.5)
gdje je
S = e tlremal- (4.6)
1
b=w( 1 + iz — 5 ) (4.7)
W =wy/1+ 4‘;2

Ako je ¢ realan broj, onda je “nova” frekvencija w’ veéa od pocetne frekven-
cije w 1 Hamiltonijan (4.1) je PT-invarijantan. Ako je ¢ = 0, onda je w’ = w.
U slucaju da je ¢ ¢isto imaginaran, w’ je tada manji od w i, kao posljedica
toga, clan c1j, kao i ¢itav Hamiltonijan, su hermitski. No medutim, za
¢ = +2w imamo w’ = 0, i tada transformacija S postaje singularna, i sistem
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ulazi u kritiénu situaciju. Tocka ¢ = +2w predstavlja granicu izmedu po-
drucja diskretnih energija, koje dolazi do izrazaja za w'> > 0, i kontinuiranog
energetskog spektra koji opisuje stanja rasprsenja i pojavljuje se za w'* < 0.
Slucaj w? < 0 povezan je sa pojmom invertiranog oscilatora. U tocki
w" = 0 norme valnih funkcija postaju beskonacne.

U nastavku ¢emo navesti jos neka daljnja svojstva konformnih sistema u
proizvoljnom broju dimenzija. U prvom redu su to egzistencija univerzalne
radijalne jednadzbe za radijalni dio valne funkcije, egzistencija univerzalnog
operatora? konjugiranog Hamiltonijanu te opéa struktura diskretnog ener-
getskog spektra, svojstvena svim takvim sistemima.

Najprije promotrimo problem svojstvenih vrijednosti

Hwk,n = Ek,nwk,na

sa rjeSenjima faktoriziranim u obliku ¢y, = ¢r.(T4)A, . Da se rjesenja
mogu napisati u tom obliku biti ¢e pokazano u narednoj tocki. Tamo ¢e biti
objasnjeno i znacenje kvantnih brojeva k£ =0,1,2,..., in > 0, a takoder
¢e biti pokazano da se rjeSenja 1y, mogu prikazati na nacin 1y, =
ST .*A,, k=0,1,2, ... te da su njihove pripadne energije® dane sa Ey, =
W' (2k + €,). Operator S koji se pojavljuje u relaciji za vy, definiran je u
(4.6).
Koristec¢i radijalnu reprezentaciju generatora Ty, Ty,
d? d d €n

T —T L R N
Az s T T

(4.8)

uz T’y kao radijalnu varijablu, dolazimo do univerzalne radijalne jednadzbe,

2

[Ty s + (60 = T + (B =Ty = G loun(T) =0, (49)
za radijalni dio ¢ ,(T'+) valne funkcije vy, (7} ). Rjesenje jednadzbe (4.9)
je oblika ¢y (T}) = Frn(T)e '™, gdjeje Fj,(Ty) pridruzeni Laguerrov
polinom Li» ' (2wT}) za ¢ =0.

Skup operatora {14, Ty} moze se separirati na dio vezan uz centar mase
i relativni diO, Ti = (TCM)i + (Trel)i i TO == (TCM)O + (Trel)0> sa
istom separacijom za energijski parametar €,. Gibanje centra mase (C'M)
je opéenito opisano sa D-dimenzionalnim oscilatorom [19],[45], a pobudena
stanja se mogu zapisati kao ¥y, g, = SHSZ1 (Ry)"™ (Trez)]iAn, gdje je
R = Sy mifi

vektor centra mase.
ZzN:1 mq

2Tzv. operator vremena.
3Znagenje veli¢ine €, objasnjeno je u narednoj tocki.
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Fockov prostor koji odgovara stanjima 1y, = ST .*A,, k=0,1,2,... n>
0, Hamiltonijana (4.1) razapet je sa  [[2, (A1.a®)" (By") Pon, gdje su
Yo, = SA, stanja najnize energije u odgovarajuéim tornjevima stanja’.
Ovdje su uvedeni operatori Al,ai i By™ definirani sa

Aot =SRS5S, A, =8V,S8,

Byt = §(T), 5. (4.10)

Dalje konstruiramo vremenski operator konjugiran Hamiltonijanu (4.1).U
tu svrhu koristimo relacije

TyT- = o(To) = (To — 5)(To + 5 — 1),

T-Ty =¢(Ty+1) = (Th— 5+ D(To+ 9), (4.11)

koje slijede iz SU(1,1) algebre. Ovdje je w'e genericki zapis za energiju
najnizeg stanja u odgovaraju¢em tornju stanja. Pored toga, za proizvoljnu
funkciju f(7Tp) koja se moze razviti u red potencija, vrijedi T_f(Ty) =
f+ )T i Ty f(Ty) = f(To — 1)1 . Casimirov operator je —T,.7T_ +
To(Ty — 1). Kada djeluje na odredeni toranj stanja koji se temelji na stanju
A,, Casimirov operator ima svojstvene vrijednosti % (% —1). Velicina % >
0 je spin diskretne ireducibilne reprezentacije univerzalne grupe prekrivanja

[49].
U svrhu daljnje konstrukcije uvodi se operator

1

=T, —, 4.12
Q=Tip' (4.12)
koji je konjugiran operatoru —T7_, =za svaki toranj stanja izgraden nad
A, (za € > 0, energetski spektar je diskretan). U tom slucaju vrijede

slijedece relacije,

[Q> —T,] = 2'7 [Q> T+] = iQZa [Qa TO] = _Q (413)
Ove relacije imaju i svoj adjungirani oblik koji izgleda kao,
Qf,-T]=i, [Q\T]=iQ", [\ T]=-0 (1)

Buduéi da @ nije hermitski operator, definiramo hermitski operator na nacin,
To = 3(Q + Q). Sada se operator koji je konjugiran Hamiltonijanu H =
~T_ 4+ w*T, + Ty, moze dobiti rjeSavanjem jednadzbe

F(Q), H] = . (4.15)

4Tornjevi stanja karakteristika su spektra sistema sa konformnom simetrijom i detaljno
¢e biti objasnjeni u narednoj tocki.
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Uvazavajuéi relacije (4.13), jednadzba (4.15) direktno povlaci [F(QT), H] =
i. Uz pomo¢ (4.13), relacija (4.15) se reducira na

dF

@(1 +w?Q* +icQ) = 1
i rezultat za vremenski operator 7 je
1
T = J(FIQ) + F(@)) (4.16)
gdje je .
1 1 o
FQ) = ——— arctan(m). (4.17)

1+ 2 2 1+ Lo

U slucaju da je Hamiltonijan H hermitski, vremenski operator 7, (4.16),
je takoder hermitski.

Kada imamo jedan oscilator u D dimenzija (V' = 0), operator @, relacija
(4.12), svodi se na oblik.’

Q=RP R ', P=-V. (4.18)
Za jedan harmonicki oscilator u jednoj dimenziji, uz (V' = 0), dobivamo
1 1
T = o arctan(wm;) + h.c., (4.19)

sto se podudara sa rezultatom u [50]. U grani¢nom slucaju ¢=0, w — 0,
imamo 7 =Ty = 5(Q+ Q") iza V =0, taj izraz se svodi na izraz za
vremenski operator slobodne cestice

1/ 1 1
T=- (x— + —x). (4.20)
2\ p p
Ova veli¢ina egzaktno se podudara sa operatorom kojeg su konstruirali Aha-
ronov i Bohm [51].
Kao poopcenje operatora (3.42), moguce je uvesti operatore
(W + %)2 1 c
- = T —T —(— £ 1)1 4.21
5t o (Zw’ )T, (4.21)
gdje je w' dan relacijom (4.7) i ¢ je parametar koji se pojavljuje ispred
PT-invarijantnog ¢lana u izrazu (4.1). Zahvaljujuéi relacijama [H, A;*] =
+20 Agi, vremenski operator se moze napisati na nacin

AF = S(w)' TS =

T = —% (m Ayt —In Ag—). (4.22)

W

5U nastavku se podrazumijeva da je m = 1.
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4.2 Bargmann-Fockova reprezentacija

Transformacijom (4.6) prevodimo problem nalazenja svojstvenih funkcija i
spektra Hamiltonijana (4.1) na mnogo jednostavniji problem integriranja
Hamiltonijana 2w'T, koji opisuje skup razvezanih harmonickih oscilatora.
Taj prijelaz je ono na sto mislimo kada koristimo termin prijelaza u Bargmann-
ovu reprezentaciju. Prema tome, preostaje izloziti detaljnu proceduru koja
omogucava dobivanje, barem u principu, svih stanja Hamiltonijana u Bar-
gmann-ovoj reprezentaciji. Nakon toga transformacijom (4.6) se vraéamo na-
trag na polazni problem te iz svojstvenih stanja za 2w'Ty dobivamo svojstvena
stanja za Hamiltonijan (4.1). Konstrukcija spektra stanja u Bargmann-ovoj
reprezentaciji pokazuje stanovitu jednostavnost®. Opéa struktura diskretnog
energetskog spektra je takva da su svojstvena stanja grupirana u tornjeve
stanja, a u svakom tornju, svaka dva susjedna stanja medusobno su ener-
getski jednako udaljena i taj razmak iznosi 2w, gdje je w’ odreden sa (4.7).
Kljuénu ulogu u cijeloj konstrukeiji ima SU(1, 1) algebra (4.4).

Zapocinjemo sa stanjem 4\, koje je vektor najmanje tezine operatora T_
i istodobno je svojstveno stanje operatora 7p,

T Ay=0, ToAo= %OAO. (4.23)

Stanje A je homogena funkcija najnizeg stupnja i najnize energije w'e,
te stoga predstavlja osnovno stanje za operator 2w"T;. Osnovno stanje g
za Hamiltonijan (4.1) sada slijedi iz transformacije (4.6) kao 1y = SA,.
Osnovno stanje 1 o je dobro definirano ukoliko je ono kvadratno integrabilno.
To ¢e biti slucaj ako energija osnovnog stanja w’ey, €y > 0, bude veéa od
w'L 5o je uvjet koji je povezan sa egzistencijom kriticne tocke [17, 18, 19].
Postoje i druga homogena, opcenito iracionalna, rjesenja A, sa homo-
genoSéu viseg stupnja i sa energijom w'e, = w'(ep +n), n > 0 (opéenito,
postoje degenerirana stanja sa istim n ). Ta stanja zadovoljavaju uvjete
n + €
T A,=0, TiA, = TAn, n > 0. (4.24)
Budué¢i da postoji klasa PT-invarijantnih Hamiltonijana koji imaju realni
energetski spektar [47, 48], imamo slobodu ograniciti se na slucajeve u ko-
jima su energije w'e, sistema (4.1) realne. Prisustvo SU(1,1) algebre (4.4)
omogucava da se operatori 7', i T_ interpretiraju kao operatori stvaranja
i ponistavanja. To znaci da se, polaze¢i od osnovnog stanja A, u danom
tornju, sva pobudenja u tom tornju mogu dobiti djelovanjem operatora 7'y na

SLijep primjer strukture spektra predocen je na Slici 1, u narednoj tocki, gdje ¢e se
ovdje izloZzena opéa procedura primijeniti na jedan konkretan konformni model.
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vakuum A,,. Isto tako, djelovanjem operatora T_ na neko pobudeno stanje
T% A, u tornju sa vakuumom A,,, dobivamo prvo susjedno stanje ¢ija energija
je za iznos 2w’ manja,

T-TEA, ~ T A,

Univerzalni skup pobudenih stanja za Hamiltonijan (4.1) sada se moze kon-
struirati na nacin = Yy, = ST *A,, k =0,1,2,..; n > 0. Pripadne
energije tih stanja su 2w'(k+ %) . Za dani n > 0, spektar je ekvidistantan
sa elementarnim korakom 2w’. Stoga su sva svojstvena stanja Hamiltonijana
(4.1) grupirana u ekvidistantne tornjeve stanja koji su bazirani na stanjima
SA,, mn > 0. Specijalno, za identicne cestice u jednoj dimenziji, stanja
Vi = ST *A,, k,n=0,1,2,..., prikazuju potpun skup Sy simetri¢nih
rjeSenja, sa ekvidistantnim energetskim spektrom elementarnog koraka w’.

Gore opisana procedura je iscrpna, tj. ona daje sva svojstvena stanja
Hamiltonijana (4.1), pod uvjetom da je moguée rijesiti uvjete (4.24). To
op¢enito nije lagan zadatak, ¢ak i za D = 1. Tako npr. u prethodnom
poglavlju, pri razmatranju visefamilijarnih modela Calogerovog tipa, nismo
bili u stanju rijesiti uvjete (4.24) i na taj nacin dobiti sva svojstvena stanja,
ali smo uspjeli na¢i sva polinomijalna rjesenja koja opisuju globalna kolek-
tivna stanja. Ta globalna kolektivna stanja zajednicka su svim sistemima sa
prisutnom SU(1,1) simetrijom, a generiraju ih modovi definirani u relaci-
jama (4.10). Modovi Aia opisuju dinamiku centra mase i u koordinatnoj
reprezentaciji generiraju Hermiteove polinome, dok modovi By opisuju rela-
tivno radijalno gibanje i u koordinatnoj reprezentaciji generiraju pridruzene
Laguerrove polinome.

Ipak, za razliku od modela razmatranih u prethodnom poglavlju, postoje
situacije, od kojih ¢emo neke i razmotriti [52], u kojima se uvjeti (4.24) mogu
rijesiti. Kao najjednostavniji primjer jednog od takvih sustava je skup N D-
dimenzionalnih slobodnih harmonickih oscilatora (to odgovara situaciji kada
je V= 0ujednadzbi (4.1)). Kada se Bargmann-Fockova procedura primijeni
na taj jednostavni sustav, ona vodi na slijede¢i skup svojstvenih stanja za
(4.1),

S ' (HHT:;(I)’ niva 207172"'a7 (425)
gdje je )
S = e—bT+ e—aT, _ e—g Zf\le m;i? 6—% ity mLVf

gdje su a i b dani u (4.7). Pripadne energije su

B 3) 3] (4.26)

i=1 a=1



Poglavlje 4. Sistemi sa konformnom simetrijom 36

U tom slucaju vakuumi tornjeva, tj. stanja A, su harmonicki polinomi u
ND dimenzija sa energijama w'(22 +n), gdje jen =0,1,2, ...
U doljnjoj tabeli prikazana je struktura nekoliko najnizih tornjeva stanja

sa osnovnim stanjem ( A,) stupnja n za ovaj jednostavni slucaj kada je
V =0.

‘ n ‘ toranj stupnja n ‘ indeksi ‘
0] ! | - |
‘ 1 ‘ T ‘ I=(i«a) ‘
(2] rurn | L#AL |
| 3] LT LT | L#L# L #1 |

Tako je, opcenito, uvjete (4.24) tesko rijesiti, oni, kao i ¢itava konstrukcija
u Bargmann-Fockovom prostoru, pruzaju uvid u generalnu strukturu i oso-
bitosti spektra svakog sistema koji posjeduje SU(1, 1) simetriju. U narednoj
tocki provest ¢emo Bargmann-Fockovu konstrukciju na jednom konkretnom
modelu i u cijelosti ¢emo rijesiti uvjete (4.24), tj. naéi spektar i sva svo-
jstvena stanja.

4.3 Konformna svojstva poopcéenog dvocesticnog

Calogerovog modela

4.3.1 Analiza u Bargmann-ovoj reprezentaciji

U ovom odjeljku proucavamo Hamiltonijan [52]

1 [ 02 0? 1 A U
H=—-|5s5+55 |+ sl +23) + + , (427
5 (ax% ax%) 2w ($1 $2) Q(Il _ x2)2 Q(I% +x%) ( )

kao primjer modela na kojem je moguée u cijelosti provesti Bargmann-
Fockovu proceduru [19, 45|, opisanu u prethodnom odjeljku. Gornji Hamil-
tonijan opisuje dvije medudjeluju¢e cestice na pravcu i istodobno vezane
u zajednickom harmonickom potencijalu odredenom frekvencijom w. Zbog
jednostavnosti, uzeli smo da su mase cestica jednake 1 te, kao i do sada,
h = 1. U skladu sa (4.3), uvodimo slijede¢i skup operatora,

_ 1 2 2 _ 1.2
Ty =32 im s =5

T =YL i — Vo) :5(5—;+$%+5%) -V (4.28)



37 Poglavlje 4. Sistemi sa konformnom simetrijom

gdje je V dan sa \
1

TP LT ) 20
Ako stavimo p = —X u (4.27), dobiva se model koji je razmatran u [53].
Operatori 7,7 ,Ty u (4.28) izrazeni su u terminima polarnih koordinata
r1 = rsing, xy = rcos¢. Lako se moze vidjeti da Hamiltonijan (4.27)
pripada klasi modela koji posjeduju konformnu simetriju [19, 45], a da je
potencijal V  realna homogena funkcija stupnja —2, tj. da zadovoljava
relaciju (4.2). Operatori (4.28) zadovoljavaju SU(1,1) konformnu algebru
(4.4), a Hamiltonijan (4.27) se moze pomocu njih prikazati na nacin H =
—T_ +w*T,. Kao $to je to opisano u prethodnom odjeljku, transformacijom
(4.6),(4.7), Hamiltonijan (4.27) se moze preslikati na skup koji se sastoji
od dva harmonicka oscilatora frekvencije w. Time se problem rjesavanja
jednadzbe Huy,, = Ejn¥kn, svodi na problem svojstvenih vrijednosti za
Hamiltonijan 2wTj. Dakle, prijelaz u Bargmann-ovu reprezentaciju mozemo
izvrsiti transformacijom

H = 2wSTyS™, (4.30)
gdje je .
S =e “Treal-, (4.31)

Sada preostaje rijesiti uvjete (4.24). Najprije je potrebno rijesiti jednadzbu
T_A, =0, n>0, za potencijal (4.29),

102 102 A L )
AN A - A, = 0. 432
(2 oxi 2015 2z, — z5)°  2(2f 4 3) (432

Prelaskom na polarne koordinate te separacijom varijabli na nac¢in A, =
u(r)®(¢), (4.32) se svodi na par jednadzbi,

Pu 1ou CHp

a2 Trar =0 (4:3)
o) A
o (el "

Prva od njih ima za rjeenje u ~ rVCt#, dok druga ima fizikalno prihvatljiva
rjeSenja samo za specijalne vrijednosti konstante vezanja A 1 konstante
separacije C. S ciljem nalazenja tih rjeSenja, prelazimo na kutnu varijablu
0 = ¢ — 7, s vrijednostima unutar intervala 0 < 6 < 7, a nakon toga
faktoriziramo funkciju ® na nacin

®,(0) = (sin )" f,,(cos0) = (sin 6)” f,, (). (4.35)
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Ovdje je uvedena varijabla = = cosf, a n je kvantni broj koji oznacava
vakuum  A,,. Supstitucija (4.35) u (4.34) vodi na jednadzbu za funkcije
fn, n >0, koja ima fizikalno prihvatljiva rjeSenja samo ukoliko su ispunjeni
uvjeti

A=2w(—1), C=(n+v) (4.36)

U tom slucaju %ednadea za funkcije f,, se svodi na jednadzbu za Jacobieve
polinome Péa’b,

(1— a:2)d C];;gx) —2v+1)x

df;i;x) +n(n+2v)fu(z) =0, (4.37)

tako da imamo f,(z) = ple (z), gdje je a = 25=+. Na taj nacin vakuumi
u Bargmann-ovoj reprezentaciji imaju oblik

/ 2v—1
A, = ud, = rVO i (sin0) f,(z) = rV O (50 0) PO (cos ),  a= V2

(4.38)

Svojstvena stanja od (4.27) sada slijede kao

o0 ! !
_ k ~ oIy (_1) 1 v (n+v) 2+ p+2k v p(a,a)
Ypn = STL"A, ~ e E I (—QWT,) <r (sin@)” P,*% (cos 9))

(4.39)
Pri izra¢unavanju izraza (4.39), koristi se ¢injenica da opetovana primjena
operatora 7" na stanja TfAn vodi na izraz oblika

T ' (T FA,) ~ 2712k (Qk +2¢/(n+v)” + u) (2k—2) (Zk; — 242/ (n+v) + u) X

(2k—4) (2k — 442/ (n+v)* + u) o (2k=2(1—1)) (2k —2(l—-1)+2y/(n+v)+ u) x

T\/m+2k_2l (Sin H)V_Pn(a’a) (COS 0) . (440)

Kada je | = k, gornji izraz je, u osnovi, Bargmann-ov vacuum A,. Zah-
valjujuéi prvom uvjetu u (4.24), prva slijede¢a primjena operatora 7 daje
0, zbog Gega se red u (4.39) prekida, T_' (T+kAn) =0 za [ > k. Relacija
(4.39) sada postaje

k 2
3 3 (kN (k+ + )"+
wk,n ~ w*kefiﬂr (n+u)2+u(sin e)uprga,a) (COS 9) (—1)l(w7”2)k l (l)“ ( (nl I/) ,U) ’
=0

(4.41)
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gdje binomni koeficijenti u (4.41) imaju slijedeée znacenje

(Oé) _ a! _ F(Oé + 1)
B)  Blla=pB)!  TBE+DI(a-p+1)

U gornjem izrazu [' je Eulerova gama funkcija. Poznavajuéi razvoj po
potencijama za pridruzene Laguerrove polinome [54],

L) = i (_1?m (k + O‘)xm; o> -1, (4.42)

k—m
svojstvene funkcije Hamiltonijana (4.27) se kona¢no mogu napisati kao

U ~ (1) Rl Re 57V 4 in )7 Pl (cos ) LY ™ (wr?),
(4.43)
Sto se tice spektra, on je isti kao i od operatora 2wTp, s obzirom da
transformacija (4.31) ne mijenja spektar. Stoga su svojstvene energije Hamil-
tonijana (4.27), u stvari, stupnjevi homogenosti stanja u Bargmann-ovoj
reprezentaciji. Kada se Ty primijeni na Bargmann-ov vakuum (4.38), dobi-

jemo 3 (\/ (n+v)” +pu+ 1) A,, aprema drugom uvjetu u (4.24), to mora

biti jednako %en. Znajuéi opcu strukturu spektra konformnih sistema,

opisanu u prethodnom odjeljku, za spektar od (4.27) imamo
&m:w@”+%ﬂ:w( m+Vﬁ+M+1+%J’ (4.44)

gdje je v odreden sa (4.36).
Casimirov operator za SU(1,1) algebru odreden je izrazom

C=T¢-Ty— T, T, (4.45)

koji komutira sa Hamiltonijanom (4.27). Hamiltonijan (4.27) je element alge-
bre (4.4). To je u skladu sa ¢injenicom da je promatrani sistem integrabilan,
pri ¢emu su Hamiltonijan i Casimirov operator dvije ocuvane velicine. Uz
pomo¢ relacije (4.45), lako se vidi da vrijedi

€n (€
Cobpn = 2 (2 = 1) Y 4.46
(S 5 (3 U, (4.46)
Odavde je ocigledno da svaki toranj stanja, izgraden nad vakuumom A,
predstavlja ireducibilnu reprezentaciju SU(1,1) algebre, klasificiranu pomo-
¢u svojstvene vrijednosti Casimirovog operatora C, dane u (4.46).
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4.3.2 Dinamicka struktura i bozonski operatori

U ovom odjeljku zelimo konstruirati operatore stvaranja i ponistavanja [31,
55, 56, 57| koji generiraju kompletan skup svojstvenih stanja u Fockovom
prostoru. U tu svrhu treba nam normalizirani oblik svojstvenih funkcija
(4.43), a on se moze dobiti koristenjem svojstava Jacobievih i Laguerrovih
polinoma. Rezultat je

y wV Ot it i) (n 4 )0 (n + 20)
kn —

4v—lr( (n+1/)2+,u—|—k:+1) T(n+v+1/2)°

e 57 VO (i ) PO (cos ) LY T (wr?) (44T)

Kako bismo nasli operatore koji povezuju vakuume bilo koja dva susjedna
tornja u Fockovom prostoru stanja, trebaju nam rekurzivne relacije [54] za
Jacobieve polinome,

d
plad) —
4 pon(ay

nl(a—0b) — (2n+ a+ b)z] PV (z) + 2(n + a)(n + b) P "D (x),  (4.48)
2n+1)(n+a+b+1)(2n+a+b)P% (z) =

(2n +a+b)(1 — 2%)

(2n+a+b+1)[(2n+a+b) (2n+a+b+2)z+a>—b*| P (2)—2(n+a) (n+b)(2n—|—a+b+2)P£‘f? ().
(4.49)
Uz pomo¢ rekurzivnih relacija (4.48), (4.49), nalazimo rekurzivne relacije
za normalizirane valne funkcije osnovnih stanja tornjeva, g,

(n+v)e+(1- a:%%]zﬁom =

wV O it in ) (n 4 )0 (n + 20)

(n+a) e 3V — ) PR (a),
4v=1T (\/ (n4v)” +pu+ 1) T(n+v+1/2)°
] (4.50)
(n—v+2a+1)z—(1- xQ)%]wo,n =
(n+1)(n+2a+1) w\/m“n!(n—i— v)['(n + 2v)

1
nat 4V—1F( (n+u)2+u+1)F(n+V+1/2)2
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o571 _ g2y plea) ) (4.51)

gdje je x =cosb i a=v—3.

/n/:O n:1 n:2 n:S .............................

In=0;k=3>

\n:l;?f:2>

[

[n=3;k=1>

In=2;k=1>

Slika 1: Operatori Bf i B odgovorni su za horizontalne pomake u

Fockovom prostoru stanja, dok vertikalne pomake opisuju operatori Aj i
A5

Iz gornjih rekurzija mogu se odrediti operatori b i b koji vrse prijelaz
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izmedu bilo koja dva susjedna vakuuma,

2
i | N (N D) P(\/(NJFV) +u+1)

& | e (N+V)(N+2V_1)F(\/(N+y—1)2+u+1)

Y

(4.52)

/ 2
d wV NHv+1) 4 (N+v+1) F( (N +v) +M+1)

s NN (N+u)(N+2y)F(\/(

b' = [z(N+v)—(1—2%)

)

N+1/+1)2—|—,u+1)

(4.53)
gdje je N operator broja cCestica definiran kao

n

N (1 = 22 plea (x)} —n [(1 — %) plac) (x)] . (4.54)
Eksplicitan oblik tog operatora moze se naéi uz pomo¢ relacije (4.34 ),

2
A
N=VI2?—v, r=_2 +

002 1 —cos26° (4.55)

S obzirom da operator N ovisi samo o kutnoj varijabli, relacija (4.54) se
moze direktno proSiriti na

Ntho.n = non. (4.56)

Izravan rac¢un pokazuje da su operatori b i bf bozonski,
[b,0T] = 1, (4.57)

te da vrijedi
[N,b] = —b, [N,bl] =0 (4.58)

To povlac¢i da postoji jednostavna veza izmedu bozonskih operatora i oper-
atora broja cestica, N = bb.

No medutim, ti operatori jos uvijek nisu oni koje trazimo jer ne vrse
prijelaz izmedu susjednih stanja u Fockovom prostoru, sto se vidi iz relacija
(4.50) 1 (4.51). Kako bi nasli stvarne “horizontalne” operatore stvaranja i
ponistavanja, uvodimo nove operatore B, Bf, posredstvom odredenog tipa
transformacija slicnosti,

B = pVE VI (4.59)
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B = VP tuptp= v/, (4.60)
Ovi novi operatori imaju zeljena svojstva,

B¢0,n = \/ﬁiﬂo,nfl, BTwO,n =vn-+ 1'¢0,n+1- (461)

Oni su takoder bozonski,
[B,B] =1 (4.62)

i zadrzavaju isti odnos sa operatorom broja cestica, N = B'B. Na Slici 1
operatori (4.59) i (4.60) vrse pomake u horizontalnom smjeru u Fockovom
prostoru stanja. Ti pomaci oznaceni su horizontalnim strelicama. Vertikalne
pomake obavljaju operatori

1 1

Aéﬁ = STisfl = 5 (wTJr -+ —T) F To, (463)
w

gdjesu T, ,T_,T, konformni generatori (4.28)1 S je transformacija (4.31).

Naravno, operatori B i A, poniStavaju stanje najnize energije |0) =

Yr—0n=0. Fockov prostor stanja na Slici 1 dobiva se opetovanim djelovanjem

operatora (4.60) i (4.63) na osnovno stanje |0),

Vi = (A7) (B |0) (4.64)

i u koordinatnoj reprezentaciji stanje (4.64) je dano izrazom (4.47).

4.4 Poopcenje trocesticnog Calogero-Marchioro-
Wolfes modela

Proucavanje potpuno rjesivih sistema sa nekoliko medudjelujuc¢ih cestica,
zapoceto radovima Calogera, Sutherlanda i Wolfesa, nastavljeno je siste-
maticnom Kklasifikacijom Olshanetskog i Perelomova. Razli¢ite varijante i
poopéenja tih modela nastavljaju se istrazivati, a kao neke od primjera
mozemo spomenuti trocesti¢nu varijantu Sutherlandovog problema, sa tro-
cesticnim medudjelovanjem, kojeg je rijesila Quesne te algebarski rjesive
trocesticne probleme Calogerovog tipa, sa translaciono invarijantnim dvo-
Cestitnim i trocesticnim interakcijama, koje su rijesili Khare i dr.

Ovdje ¢emo takoder promatrati jedno odredeno poopéenje modela spome-
nutih na pocetku ovog potpoglavlja, i to poopéenje trocesticnog Calogerovog
modela sa dodatnim translaciono neinvarijantnim trocesticnim potencijalom.
Dakle, promotrit ¢emo model opisan Hamiltonijanom
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+3 . 4.65
fKJ;’#k (2 + z; —ka) ( )
Model definiran Hamiltonijanom (4.65) pripada klasi modela sa podleze¢om
konformnom SU(1,1) simetrijom i na njega se takoder moze gledati kao
da opisuje tri medudjelujuce cestice iste mase u harmonickom potencijalu
generiranom Cetvrtom cesticom beskona¢ne mase. Za p = 0, model (4.65)
odgovara racionalnom G5 rjeSivom modelu, dok za © = 0 i w = 0 model
(4.65) postaje trocesticni Calogero-Marchioro problem u sektoru rasprsenja.
U onom $§to slijedi nac¢i éemo potpuni skup valnih funkcija i odgovarajué¢ih
svojstvenih energija za Hamiltonijan (4.65). Pored regularnih rjesenja, anal-
iza ¢e takoder iznjedriti i neregularna rjesenja, s time da ¢emo u poton-
jem slucaju specificirati podrucje vrijednosti konstante vezanja u kojem su
dobivena neregularna rjesenja fizikalno prihvatljiva. Valne funkcije biti ¢e
izrazene pomocu jedne radijalne i dvije kutne varijable. Koristimo konvenciju
h = 2m = 1. Tri lagane ¢estice medudjeluju u paru preko dvocesticnog poten-
cijala koji opada sa kvadratom medusobne udaljenosti i tome je jos pridodan
translaciono neinvarijantni trocesti¢ni potencijal predocen clanom x%T“%jo%
S obzirom da Hamiltonijan (4.65) nije separabilan u varijablama {x1, 22, x5},
uvodimo novi skup varijabli {¢,u, v}, pomocu koordinatnih transformacija,
1 1 1
t=—(x1+x9+13), U= ﬁ(xl —3), v=-—=(x1+x2—2x3). (4.66)

V3 V6

Hamiltonijan (4.65) u novim varijablama poprima oblik

02 o2 02 L
H=-2 -2 2 2 S
o2 ou? 0v2+w( +u’ +U)+t2+u2+v2+
9g(u+v2)°  9f(u +v?)? (4.67)
2(ud — 3uv?)®  2(v3 — 3vu2)? '
Nakon prijelaza na sferne koordinate
t=rcosf, u=rsinfsing, v=rsinfcosq, (4.68)
0<r<oo, 0<6<m 0<¢<on, (4.69)
Hamiltonijan (4.65) vodi na Schrodingerovu jednadzbu
2 20 9 o 1 0? 0
_Z _2Z P22 otp
[ o ror Y +T2+r2[ 062~ ™"
1 0? 9g 9f
— W(r, 6 = FEV(r,0,9¢).
sin® ( 0¢? + 2sin?(3¢) + 200s2(3¢)) H (r,6,9) (r,6,9)

(4.70)
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Trocestiéni problem, opisan jednadzbom (4.70), moze se preslikati na jedno-
¢esticni problem u 3 dimenzije, sa centralnim potencijalom oblika

f2(9)

. )
r2sin? 0

V(r,00) = fi(r) +

iz cega je vidljivo da je promatrani problem separabilan u varijablama {r, 6, ¢}.
Separaciju ¢emo izvrsiti faktorizacijom

F(r) ©(0)
T 4/sinf

nakon koje se jednadzba (4.70) razvezuje na tri obic¢ne diferencijalne jed-
nadzbe,

U(r,0,¢) = (o), (4.71)

d? 9g 9f
( d¢? + 2 sin?(3¢) * 20032(3¢)) () (¢) ( )
> B, — i
(—@ + nZo ) O1n(0) = DinO1n(0), (4.73)
d? + Dy, —1
(_W + w27"2 + %) FkJ,n(T) = Ek,l,an,l,n(r)- (474)

U intervalu 0 < ¢ < 27, potencijal u (4.72) ima singularitete za ¢ = kg, k =
0,1,2,...,11. Navedeni singulariteti definiraju dvanaest sektora: ¢§ < ¢ <
(g+1)%, ¢=0,1,2,...,11. Svaki sektor odgovara toéno odredenom uredenju
polozaja triju cestica kao i tocno odredenoj polarizaciji cestica pri cemu se
pod pojmom polarizacije podrazumijeva karakteristicna konfiguracija u kojoj
je srednja cestica blize cestici koja joj je s desna nego onoj koja joj je s lijeva
ili obratno. Stvarni odnos koji postoji izmedu cestica moze se zakljuciti iz
relacija

&1 — s = V/2rsin 0 sin @, (4.75)
Ty — x3 = V2rsin O sin(¢ + g), (4.76)
2
Ty — 23 = V/2rsin O sin(¢ + ?ﬂ) (4.77)

Jednadzbu (4.72) najprije rjeSsavamo u sektoru ¢ = 0, tj. u intervalu 0 <
¢ < %, koji odgovara uredenju x; > 2 > x3 i polarizaciji ;1 — xy < 22 — 3.
Prosirenje na citav interval 0 < ¢ < 27 moze se posti¢i iskoriStavanjem
¢injenice da se promatrane Cestice pokoravaju Boseovoj, odnosno Fermi-
jevoj statistici, kao i koristenjem simetrijskih argumenata koji iz toga proi-
zlaze, posebno svojstava paritetnosti specijalnih funkcija koje se pojavljuju
u konac¢nom rjeSenju.
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Rjesenje jednadzbe (4.72) na intervalu ¢ € [0, £], sa Dirichletovim rubnim
uvjetom, moze se prikazati na nacin,

O, () = (sin3¢0)" 2 (cos 30)" 7 f(2), n=0,1,2, ..., (4.78)
gdje je z = cos 6¢. Uvrstavanje gornjeg izraza u (4.72) daje

20+1 2a+12a—-3 2b+120—-3 B,
2 2 2 2 2 9

20 — 1
2

(2041) | errean 0 -

20—1 1 2b—1
5 :fn(z)—l—(Zb—i-l)Tfn(z)—

2b—1 1 df.,
b )2+ e+ g+

[2(2a+1)—2(2b+1)} dJCZ—?+ {2(2a+1)+2(2b+1)} szCZ—?—4(1—Z2)d2§Z§z)

—(2a+1)
+

=0.

Uz izbor

1 1
a:§\/1+29, bzé\/1+2f, (479)

prethodna relacija se pojednostavljuje u

<1_22>d2§ggz> + {b—a—(a+b+2)z] dfnlz) | 1 {%—

T (a+b+ 1)2] fa(z) = 0.
(4.80)
Jednadzba (4.72) ¢e imati fizikalno prihvatljiva rjesenja ukoliko rjesenja od
(4.80) budu polinomijalna, a to ¢e se desiti ukoliko bude ispunjen slijedeci
uvjet,
B,=92n+a+b+1)? n=0,1,2,.. (4.81)

Uz svojstvene vrijednosti B,, dane sa (4.81), jednadzba (4.80) postaje Jacobi-

jeva jednadzba ¢ija su rjesenja Jacobijevi polinomi P,E"””, tako da na intervalu

¢ € [0, 5] za svojstvene funkcije operatora na lijevoj strani u (4.72) imamo,

0,(¢) = (sin36)" 7 (cos 3¢)" TP (cos6¢), n=0,1,2,.., (4.82)

pri ¢emu su a i b dani sa (4.79).

Sada se okreéemo jednadzbi (4.73). Zahvaljujuéi ¢injenici da B, # 0,
operator na lijevoj strani u (4.73) je hermitski operator na domeni D =
{6 € L?[0,7],0(0) = O(r) = 0}. Kada je B, = 0, isti operator ima nekoliko
hermitskih prosirenja. Za funkciju © uzimamo ansatz

O1n(0) = (sin)’hyn(y), y = cosb, (4.83)
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koji vodi na diferencijalnu jednadzbu za h;,,

d2 hl,n (y)
dy?

—(2ﬁ+1)yw+(Dz,n g+ 432;{ fﬂy(f) — 1)y2) hin(y) = 0.

dy
(4.84)
Jednadzba (4.84) ¢e imati fizikalno prihvatljiva rjesenja ukoliko su ispunjeni
uvjeti

(1—y°)

1 2
B.=(6-1). (4.85)
Dy, =(1+p)7° 1=01,2.. (4.86)
U tom slucaju jednadzba (4.84) se svodi na jednadzbu
d*hy dhy
=) o0y P s a0y, <0, @)

¢ija rjesenja su Gegenbauerovi polinomi hy,(y) = Cl(m (y). Jednadzba (4.85)
ima dva rjeSenja

B = % + /B, (4.88)
b=35 VB (4.89)

gdje je vVB, = 3(2n+a+ b+ 1). Za 3 = 3, imamo regularno rjesenje, dok
za 3 = (B imamo neregularno rjesenje. Ovo potonje odbacujemo jer ono
za veéinu vrijednosti n nije kvadratno integrabilno. Uzevsi sve navedeno u
obzir, regularno svojstveno rjesenje na intervalu [0, 7], od jednadzbe (4.73)
je dano sa

Oun(0) = (sin )P 2 0P (cosh), 1=0,1,2, ..., (4.90)

dok su svojstvene vrijednosti jednake

12 2
Dl,n:(l+\/Bn+§) :(l+6n+3a+3b+;), 1=0,1,2,... (4.91)

Za kraj je ostalo jo§ razmotriti radijalnu jednadzbu (4.74). Kako bi nasli
njeno rjeSenje na intervalu 0 < r < oo, pretpostavimo to rjesenje u obliku

2
wr 2

2 Grin(s), s=wr’, (4.92)

Frin(r) = otz e

pri ¢emu je qy, pokrata, oy, = /@ + D;,. Uvrstavanje gornjeg ansatza u
(4.74) vodi na diferencijalnu jednadzbu za funkciju g .n,

d*gr1n(5) Agrin(s) Erin 1
° ds? ds + do 2 2 Grin(s) = 0.
(4.93)

+ (()élm—i- 1-— 8)
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S obzirom da rjesenja jednadzbe (4.74) moraju biti kvadratnointegrabilna,
funkcije gy ., moraju biti polinomi, a to ¢e se desiti ako zahtijevamo da vrijedi

Epin 1 g
- ) = =0.1.2. ... 4.94
(4w 2 2) k, k=0,12, ( 9)

U tom slucaju rjesenja jednadzbe (4.93) postaju pridruzeni Laguerrovi poli-

nomi L,gal’") i regularno svojstveno rjesenje radijalne jednadzbe (4.74) je

w

1 7‘2 o
Fyan(r) =rtntae 2 L,(C l’")(wr2), k=0,1,2,.. (4.95)

Pripadne svojstvene vrijednosti, koje ujedno opisuju spektar Hamiltonijana
(4.65), slijede iz relacija (4.91) i (4.94),

7\ 2
Eiin = 2w 2k+\/u+<l+6n+3a+3l)+§) +1], (4.96)

k=0,1,2,..., 1=0,1,2,..., n=0,1,2,.. (4.97)

Rjesenja (4.95) iS¢ezavaju u beskonacnosti i time osiguravaju kvadratnu inte-
grabilnost. Njihov oblik ukazuje na to da moramo postaviti uvjet pu+D;,, > 0,
kako bismo mogli tretirati centrifugalnu barijeru u okolisu tocke r = 0.

Sumirajuci sve dosadasnje rezultate, za potpune valne funkcije trocesticnog
problema definiranog Hamiltonijanom (4.65) mozemo napisati

Uy 1n(r,0,0) = T\/M+(l+6n+3a+3b+%)2—%ef%2Ll(c\/“+(l+6”+3a+3b+%)2) w

X (sin 0) 8T E OB (s ) (4.98)
X (sin 3¢)a+% (cos 3¢)b+% P (cos 6¢)
k=0,1,2,..., 1=01,2.., n=012..
0§¢§%,a:%vT?Z,b:%vT?ﬁ.

Zahvaljujuéi paritetnim svojstvima specijalnih funkcija koje se pojavljuju
u kona¢nom rjesenju, valne funkcije (4.98) imaju svojstvo

1 mn —€
Uy in(r, 0,0+ gpﬂ) = (—1)" (—1)p(1 )/Z‘yk,z,n(r,g,ﬁb), (4.99)

0§¢<g,p=Ll&&&
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pri cemu je € = 1 za bozone i ¢ = —1 za fermione. Zadnje svojstvo omogucuje
da rjesenje (4.98) prosirimo na preostalih 11 od 12 sektora koji dijele inter-
val [0, 27]. Dobivena rjesenja mozemo izraziti preko koordinata triju Cestica,
x1, X9, T3, primjenom transformacija

r= V2 +u2 402 = /22 + 23+ 2%,

(t) T1 + Ty + 23
0 = arccos | — | = arccos ,
r V/3(2f + a3 + 3)

3 _
¢ = arctan (E) = arctan \/_(xl %) .
v Vry + 15 — 213

Na kraju primijetimo da u specijalnom slucaju kada je f = 0, rezultati za
spektar i valne funkcije, koje smo ovdje dobili, svode se na rezultate (4.44)
i (4.43) iz poglavlja 4.3, dok je za u = 0 spektar (4.96) linearan u kvantnim
brojevima.

4.5 Supersimetricna kvantna mehanika

4.5.1 Hijerarhija Hamiltonijana i invarijantnost oblika

Krenuvsi od jednocesticnog Hamiltonijana

N h? @
HY = —5 =73+ Vil@), (4.100)

moguce je pronac¢i sva njegova vezana stanja, kao i svojstva u sektoru
rasprienja, ukoliko on posjeduje svojstvo invarijantnosti oblika (SIP)” [58],
[59],[60], [61],][62],[63] [64]. Hamiltonijani, tj. potencijali koji imaju SIP su in-
tegrabilni. Koristenjem metoda supersimetri¢cne kvantne mehanike moguce je
dobiti svojstvene energije i svojstvene funkcije bilo kojeg Hamiltonijana koji
posjeduje SIP, u situaciji kada supersimetrija nije slomljena. Vratit ¢emo se
na SIP nakon §to objasnimo pojam hijerarhije Hamiltonijana.
Hamiltonijan (4.100) moze se faktorizirati na nacin

HWY = Af A, (4.101)

gdje su

h d h d
= — T: e ——
A o da + W(x), A o da + W(z). (4.102)

"Odgovarajuéi engl. termin je shape invariance, a SIP je pokrata za potencijal V; (z)
koji ima svojstvo invarijantnosti oblika (engl. shape invariant potential).
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To omogucava identifikaciju
A dW (x)
Vom dr

Velicina W (x) naziva se superpotencijal. Ako je 1 valna funkcija osnovnog
stanja za H, onda zahtjev Ay = 0 takoder povlaci da vrijedi H My =0
i energija osnovnog stanja je 0.

Slijede¢i korak u konstrukciji supersimetricne teorije jest definicija op-
eratora H® = AA'. Operator H® je Hamiltonijan koji odgovara novom
potencijalu Va(z),

Vi(x) = W(x) (4.103)

B2 hodW(x)
go_ ey Volz) = W2 o . (4.104
o da? + Va(z), >(7) (z) + B du ( )

Potencijali V;(z) i Vo(z) su poznati kao supersimetri¢ni partneri-potencijali.
Svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije od Hamiltonijana H® i H®
medusobno su povezane, i to na nacin,

EP = EBY),, EY=o0, (4.105)
1 1

wff) = Awfz?-p 7?7(114)_1 = 7/“%(12)7 (4-106)
B EY

pri ¢emu su Ele) i wle) svojstvene vrijednosti, odnosno svojstvene funkcije
Hamiltonijana H®. Sliéno su ET(ZZ) i wr(f) svojstvene vrijednosti, odnosno svo-
jstvene funkcije Hamiltonijana H®. Spektri supersimetri¢nih partnera su
ocigledno degenerirani. Uzrok degeneracije lezi u svojstvima podleze¢e su-
peralgebre. Kako bi smo to vidjeli, mozemo razmotriti matri¢ni super-

Hamiltonijan oblika
HY 0
H= ( 0 H®@ )

Super-Hamiltonijan H je dio algebre koja jos sadrzi supernaboje Q i QF,

0 0 0 Af
Q:(A 0)’ QT:(O 0 )

Ovi operatori zatvaraju sl(1|1) superalgebru,
[H,Q] = [H,Q"=0, (4.107)
{Q.Q"y = H, {0.Q}={Q" Q=0 (4.108)

Cinjenica da supernaboji komutiraju sa H odgovorna je za degeneraciju spek-
tara od HM 1 H®. Supernaboji Q i Qf dopustaju interpretaciju operatora
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koji izmjenjuju bozonske i fermionske stupnjeve slobode, s time da se pri

tome ne mijenja energija stanja. Opisana situacija predstavlja bozonsko-

fermionsku degeneraciju koja je karakteristicna za sve supersimetric¢ne teorije.
Ako uvedemo fermionske varijable 7 i ¥, koje zadovoljavaju algebru

{v.0"y =1, {v.o}={hyl} =0, (4.109)

mozemo ih reprezentirati matricama

=(0a) v=(10)
Tada se supernaboji mogu izraziti na nacin
Q= Ay, Q' =AMy, (4.110)
a Hamiltonijan u obliku

H= (—d—2+w2) I— [w,w]c;—vxv, (4.111)

dz?
Sto je generalizacija harmonickog super-oscilatora®.
Ako H® nema normalizabilno osnovno stanje, onda je njegova energija
osnovnog stanja pozitivno-definitna, a ne 0 i supersimetrija je slomljena.

Ukoliko sa |0 > ozna¢imo osnovno stanje od super-Hamiltonijana H, onda
ocuvanje supersimetrije zahtijeva da budu ispunjena slijede¢a dva uvijeta,

Q[0 >= Q"0 >= 0. (4.112)

U slucaju da je energija E(()l) osnovnog stanja Hamiltonijana H® razlicita
od 0, H® se moze faktorizirati na naéin

HO = AOT40 4 g — —— + Vi), (4.113)
gdje su
AW d Mt d
=+ W), AV =—— 4+ Wi(2). (4.114)
(1)
Ovdje je superpotencijal W, dan sa Wy (z) = —dlndi}o ,a w(()l) je valna funkcija

osnovnog stanja za H®. Supersimetri¢ni partner-Hamiltonijan H® je onda
odreden sa

d2
H® = A0 A0 4 g — — + Va(a), (4.115)
T
8Harmonicki super-oscilator je specijalan sluéaj od (4.111) kada je W = 5. Treba

primijetiti da su rezultati od (4.111) do (4.124) napisani u jedinicama u kojima je i =
2m = 1.
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pri cemu je

dW1 (I’)
dx

2
Va(z) = W(z) + +EY = vi(z) - 2% In SV, (4.116)
U gornjim, kao i u izrazima koji slijede, uvedena je takva notacija da u
Er(lm), n oznacava energetski nivo, dok se m odnosi na m-ti supersimetric¢ni
partner-Hamiltonijan H™. Slijede¢i korak u konstrukciji supersimetri¢nih
partner-Hamiltonijana je konstrukcija H® i taj korak je vazan jer koristi
SIP (svojstvo invarijantnosti oblika). Naime, polazni Hamiltonijan posjeduje

SIP, ukoliko postoji par operatora A®), AT takay da vrijedi

AW AWT Z 4@ 4@ 4 g0 g0 (4.117)
i gdje je
A = 4y Wy () L Wa(x) (4.118)
dx ’ dx 7
dIn Y
W = 270 4.119
2(z) du ( )

Na taj na¢in dolazimo do

H® = A®4" 4 pO) —— + Vh(a), (4.120)
X
dw- d?
Vi) = W) + T2 B i) - o a2

Nastavljajuéi tako, jasno je da ako polazni Hamiltonijan H® ima SIP i ako
ima p vezanih stanja sa svojstvenim energijama E,(f) i svojstvenim funkcijama
1/)7(11), gdje je 0 < n < p—1, tada je uvijek moguce generirati hijerarhiju
od (p — 1) Hamiltonijana, takvu da m-ti ¢lan hijerarhije ima isti spektar kao
i H| osim &to prvih (m — 1) svojstvenih vrijednosti od H™ nedostaje u
H™ . To znaéi da za m-ti ¢lan hijerarhije (m = 2,3, ..., p) mozemo napisati

2
HM = AT A0 g0 _% + Vio(), (4.122)
X
gdje su
d f d
Am = Ly AT — 2y 4.123
o Win(2), T+ Win(@), (4.123)
dln ™ e m_
Wale) = —=—0—  Vi(a) = Vi) =25 (e o™ ).
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Takoder vrijedi

m m—1 1
E1(1 ) = Er(z—l—l )= = Efzﬁm 1 (4-124)
wgﬂﬂ - Alm=1) A1) wner L

1) 1) 1) 1
\/Er(z-I—m 1 E( \/Er(z-I—m 1 E(g )

4.5.2 Invarijantnost oblika poopcéenog dvocesticnog Ca-
logerovog modela

Promatramo Schrodingerovu jednadzbu HWV = EV¥ za Hamiltonijan (4.27).
Nakon $to prijedemo na polarne koordinate i izvrsimo separaciju V(r,¢) =

%(I)(gb), dolazimo do radijalne jednadzbe

1 0 C+p—3
| —== —_—= =F 4.125
5 ( PR — ) V= EY, (4.125)
koja definira radijalni Hamiltonijan
1 0? a? -1
H =-(-= 4 4.12
- 2(8T2+wr+ .~ ) (4.126)

gdje je uveden parametar o = /C +pu, a C je konstanta separacije
odredena sa (4.36).

Radijalni Hamiltonijan (4.126) posjeduje SIP i to svojstvo se moze po-
tvrditi uvodenjem odgovarajuceg superpotencijala,
o+ %
’

W =wr —

: (4.127)

te faktorizacijom Hamiltonijana (4.126) uz pomoé operatora A©, AOT,
1 [d 1 (d a+i
A = — (4 W) ==+ twr— 2, (4.128)
V2 \dr V2 \dr r

1 d 1 d a+:
A0t — = (4 - -= — 2. 4.12
At + W NAWT + wr . (4.129)

Sada imamo

H, = AOTA40 4 ¢ (4.130)

gdje je ey dan izrazom (4.44) kao ey = Ep, = w(a + 1). U nastavku

konstruiramo operator Hﬁl)

koji je supersimetri¢ni partner Hamiltonijana
=g
H,., = H;",

HY = A0 407 4 ¢ (4.131)
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o4

/ A(O)\ T

(0) (0) 1) 1) () (2)
7VZ)n,k E ¢n k—1 En,kfl ¢n k—2 En Jk—2
\ (O)T/ \ (I)T/
0 0 1 1 2 2
WO —— B, WL, —E0, W, — R,
\A(O)T/ \A(m/
0 E0 1 E 1 2 E2
Vs IoRg! Y B Yt B
/A(O)
0 0 1 1
i By Yrp By
Yt Ey
H, = HY a P2 r I

Slika 2: Procedura za konstrukciju svojstvenih funkcija Hamiltonijana

H,, iz svojstvenih stanja njegovih supersimetri¢nih partnera HY.

Faktorizacija od (4.131) po uzoru na (4.130), gdje operator stvaranja
dolazi s lijeva od operatora ponistavanja, postize se uvodenjem operatora,

1 d a+3

PO _ 2T 4.132
NG (dr + wr . ) , ( )
qof = L _i+w_o‘+% (4.133)

V2 dr r ‘ ‘
Mogucée je izravno provjeriti da parovi operatora (4.128), (4.129) te (4.132),

(4.133) zadovoljavaju SIP, (4.117),

A@ 4O — 40F 40 (4.134)
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gdje je e; = 2w.

Da bi se stekao uvid u konstrukciju koja slijedi, potrebno je istovremeno
imati u vidu Slike 1 i 2. Mozemo uzeti da stanja na ShCl 1 predstavljaju
svojstvena stanja radijalnog Hamiltonijana H, = H”. Sa Slike 1 uzmemo
bilo koji toranj stanja, npr. onaj izgraden nad vakuumom oznacenim sa
kvantnim brojem n, te taj toranj identificiramo sa nultim tornjem na Slici
2. Pri tome, ostali tornjevi stanja sa Slike 2 predstavljaju svojstvena stanja
operatora HT(Z), koji su supersimetri¢ni partneri od H,, (4.130). U ovo]
notaciji, kao i u prethodnom odjeljku, indeksi i, stavljeni na valne funkcije,
oznacavaju da te funkcije pripadaju supersimetricnom partneru H, @ Hamil-
tonijana H,. Svaki su%)ersimetricni partner HY ima svoj vlastiti skup
svojstvenih funkcija 1/) i svoj vlastiti spektar E,S w» gdje su n, 4 fiksirani,
a k je nenegativni cueh broj,

HOYY = EO9Y, k=0,1,.. (4.135)

T

Stanja sa Slike 2 iz razli¢itih tornjeva, ali u istoj vodoravnoj liniji, imaju iste
energije i medusobno su povezana na jednostavan nacin [58, 62].
Temeljni vakuum, tj. stanje wn 0, dobiva se iz uvjeta

AP©O = 0. (4.136)
Jednadzba (4.136) ima za rjesenje
Yy = retaem s (4.137)
Na slican nacin, vakuum tornja ¢ =1 slijedi iz uvjeta
AWy =0, (4.138)

koji vodi na rjesenje ,
w2
1/)nk o~ rotEeTE (4.139)

Prvo pobudeno stanje wn,k:l i pripadna energija Efl?,)czl polaznog

Hamiltonijana (4.126) dobiva se na nacin,

w@zl N A(O)Tw,ﬂl}g:o, (4.140)
Sto daje
Yipey ~ € T R wr? — (a4 )] = e T L(wr?), (4141

EC)_ =EY s=eoter=eo+2w, (4.142)
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gdje je LY (wr?) pridruzeni Laguerrov polinom. Zadnji izraz slijedi kombini-
ranom primjenom relacija (4.131), (4.134) i (4.135).
Nastavljajué¢i u istom duhu, uvodi se par operatora,

k41
Ak — 1 (i +wr — m) 7 (4.143)

k41
AT 1 (_i +wr — M) ' (4.144)
T

koji omogucuju konstrukciju op¢ih radijalnih pobudenja, kao i njihovih pri-
padnih energija. Vazan korak u spomenutoj konstrukeiji je analiza funkcija

oblika . .
Gl o A=t 46T g0ty 0

Moze se pokazati [52] da vrijedi slijedeca relacija

7 .
s 1 w2 1 k j
PSUFNTES P d " (-1)° (j)s! (a * )Z]_S, (4.145)

S S
s=0

gdje je uvedena varijabla z = wr?.

Koristenjem relacije (4.145), mogu se dobiti svojstvena stanja radijalnog

)

Hamiltonijana H, = HY tako da stavimo J =k,

k
(0) atl w2 [k a+k\ .,
~ —1 ! . 4.146
R T M W TG E (4.146)

s=0

I

Izraz (4.146) se moze prepoznati kao razvoj (4.42) za pridruzene Laguerrove

polinome, )

7?7(3;1 ~ a3 L (wr?), (4.147)
Ovaj rezultat se slaze sa onim dobivenim preko analize u Bargmann-ovoj
reprezentaciji.

Analiza spektra unutar okvira supersimetriéne kvantne mehanike takoder
pokazuje podudarnost sa rezultatom dobivenim u Bargmann-Fockovoj repre-
zentaciji. Vazna ¢injenica u tom kontekstu je da H, posjeduje SIP (svojstvo
invarijantnosti oblika) na opéem nivou,

AC=D AG=DT _ AWTA®) o o Z 00 B =1,2,3,..  (4.148)

Ovdje su bitne jos dvije ¢injenice. Prva je da operatori A®) ponistavaju
odgovarajuéi vakuum,

AR — 0, k=1,2,3,... (4.149)
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Druga je da, kao sto sugerira Slika 2, stanja u razli¢itim tornjevima, ali u
istoj vodoravnoj liniji, imaju iste energije,

B =Ega=Eh .= =B} (4.150)

Op¢i  oblik supersimetricnog partnera H,Ek) Hamiltonijana H, moze se
zakljuciti iz SIP uvjeta (4.148),

k
O OLy IO Zej, k=1,2,3,.. (4.151)
=0

T

Ako se primijeni (4.151) na ¢,§’f3, i istovremeno se koriste relacije (4.135),

(4.149) i (4.150), tada dobivamo spektar za H, kao,

k
j=0

Taj rezultat se podudara sa (4.44), kao sto je bilo za ocekivati.
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Neekvivalentne kvantizacije

5.1 Von Neumann-ov teorem

Kao sto je ve¢ receno na samom pocetku, spektar N-cesticnog racionalnog
Calogerovog modela po prvi puta je naden u radovima [1, 2, 3|, pri ¢emu
je u tim radovima koristen rubni uvjet da valna funkcija i struja iScezavaju
kad god se dvije ili viSe Cestica preklapaju, tj. zauzimaju isto mjesto u pros-
toru. Sa tim rubnim uvjetom promatrani Hamiltonijan je hermitski, sto
osigurava realnost pripadnog spektra, kao i kompletnost svojstvenih stanja.
Vazno pitanje koje se moze postaviti na ovom mjestu jest da li je tako
dobiven spektar jedinstven, odnosno da li promatrani sistem dopusta neek-
vivalentne kvantizacije koje vode na nove, razlic¢ite spektre. Nacin na koji je
mogucée poblize pristupiti tom problemu je da se pokusa pronaci opc¢a klasa
rubnih uvjeta za koje je promatrani Hamiltonijan hermitski. Mogué¢i rubni
uvjeti koji udovoljavaju navedenom kriteriju implicitno su sadrzani u izboru
domena Hamiltonijana. Domene Hamiltonijana, s druge strane, su klasi-
ficirane njegovim hermitskim prosirenjima, ukoliko postoje. Zbog toga je
prirodno promatrati hermitska prosirenja kako Calogerovog modela, tako i
njegovih poopc¢enja. Hermitska prosirenja opcéenito nalaze Siroku primjenu u
razlicitim fizikalnim situacijama, kao §to su anioni [65], anomalije [66, 67],
(-renormalizacija [68], statistika ¢estica u jednoj dimenziji [69] te fizika crnih
rupa [70, 71, 72, 73].

U [8, 9] proucavano je hermitsko prosirenje racionalnog Calogerovog mod-
ela u odsustvu zajednickog harmonickog vezanja, dok je u [10] napravljen
isti posao, ali u prisustvu harmonickog vezanja. Posebno, u [10] pokazano
je da se Calogerov model sa harmonickim vezanjem moze konzistentno
kvantizirati uz izbor rubnih uvjeta razlicitih od onih primijenjenih u [1,
2, 3]. Tamo je pokazano da, pod odredenim uvjetima, pripadni Hamil-

o8



59 Poglavlje 5. Neekvivalentne kvantizacije

tonijan dopusta hermitsko prosirenje parametrizirano realnim parametrom
z € R (mod 27). Parametar z klasificira sve rubne uvjete za koje je proma-
trani operator (u ovom sluc¢aju Hamiltonijan) hermitski. U svakoj pojedinoj
situaciji, fizikalna interpretacija parametra z ovisi o detaljima sistema koji se
proucava. Za primjer, pri opisu crnih rupa u terminima Calogerovog mod-
ela, parametar z povezan je sa masom i entropijom crne rupe. Takoder,
pri proucavanju poopcenih statistika iskljucenja unutar okvira Calogerovog
modela, z je povezan sa statistickim parametrom.

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo hermitska prosirenja nekih poopcéenja
Calogerovog modela, kao i primjenu metode hermitskog prosirenja na neke
fizikalne situacije, kao sto je elektronski uhvat u dipolnom polju polarne
molekule. Specificno, od poopcéenja Calogerovog modela, razmatrat ¢emo
hermitsko prosirenje dvocesti¢nog konformnog modela iz prethodnog poglavlja
te Calogerovog modela prosirenog ¢lanom Coulombovog tipa. Kao posljedicu
hermitskog prosirenja, dobivamo novu klasu vezanih stanja. Tako u slucaju
dvocesticnog konformnog modela razmatranog u prethodnom poglavlju, u
ovom poglavlju dobit ¢emo beskona¢no mnogo vezanih stanja koja energet-
ski nisu medusobno jednako udaljena (8to je u potpunoj suprotnosti od spek-
tra (4.44) dobivenog u prethodnom poglavlju), osim za specijalne vrijednosti
parametra z. I dodatno, spektar opc¢enito ukljuc¢uje jedno vezano stanje neg-
ativne energije. Spektar eksplicitno ovisi o vrijednosti parametra hermitskog
prosirenja z, sto vodi na neekvivalentne kvantizacije promatranog sistema.
Prije nego sto se okrenemo ka konkretnim modelima, navest ¢emo vazan
matematicki rezultat koji se koristi u narednim razmatranjima.

Neka je O neograniceni diferencijalni operator koji djeluje na Hilbertovom
prostoru H i neka je D(O) domena od O. Skalarni produkt bilo koja dva
elementa «, # € H na tom prostoru oznac¢imo sa (a, 3). Neka je dalje D(O*)
skup elemenata ¢ € H za koje postoji jedinstveni element 1 € H sa svojstvom
(O, ) = (£,m) zasve elemente ¢ iz domene D(Q). Za svaki takav element
¢ € D(O%), definiramo O*p = 1. Operator O* tada definira operator koji je
adjungiran operatoru O i D(O*) je odgovarajuc¢a domena od operatora O*.
Operator O se naziva simetri¢nim ako i samo ako vrijedi (O, n) = (¢, On)
zasve p,n € D(O). Operator O se naziva hermitskim ako i samo ako vrijedi
O=0* i D(O)=D(0O").

Sada ¢emo iskazati kriterij [74] kojim se odreduje da li je neogranic¢eni
operator O hermitski. U tu svrhu definiramo slijede¢e potprostore, K. =
Ker(i F+ O*) od H. Ti potprostori su, u stvari, jezgre operatora (i F O).
Takoder, definiramo defekte ny(O) = dim[K4] kao dimenzije spomenutih
potprostora. Tada O pripada u jednu od slijede¢ih kategorija,

1. O je (u osnovi) hermitski ako i samo ako vrijedi (ny,n_) = (0,0).
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2. O u osnovi nije hermitski operator na polaznoj domeni D(Q), ali se
njegova domena moze prosiriti tako da na toj novoj domeni on bude
hermitski. To ¢e biti ispunjeno ako i samo ako vrijedi n, = n_. U
tom slucaju kaze se da operator O posjeduje hermitska proSirenja.
Postoji jedan-jedan korespondencija izmedu hermitskih prosirenja od
O i unitarnih preslikavanja sa K u K_.

3. Operator O niti je u osnovi hermitski, niti ima hermitskih prosSirenja
ako vrijedi ny #n_.

Navedeni rezultat naziva se von Neumann-ov teorem [74].

5.2 Neekvivalentne kvantizacije poopéenog dvo-
cesticnog Calogerovog modela

U svrhu proucavanja neekvivalentnih kvantizacija poopéenog dvocesticnog
Calogerovog modela, fokusiramo se na ispitivanje svojstava operatora O,.,

(5.1)

koji odreduje radijalnu jednadzbu dobivenu separacijom Schrodingerove jed-
nadzbe za Hamiltonijan (4.27). Posebno nas zanima odgovor na pitanje da li
je operator O, hermitski, te ukoliko nije, da li dopusta hermitska prosirenja.
U izrazu (5.1) konstanta C' je separacijska konstanta za koju je u prethod-
nom poglavlju, u relaciji (4.36), pokazano da mora biti kvantizirana na na¢in
C=m+v)? n=0,1,2,..

Operator O, je neograniceni diferencijalni operator definiran na R* i
simetri¢an je na domeni D(O,) = {¢(0) = ¢'(0) =0, ¢, ¢ neprekidne, ¢ €
L%(rdr)}. Defekti ny su odredeni brojem kvadratno integrabilnih rjesenja
jednadzbi

Oruy(r) = tius(r), (5.2)
gdje je OF adjungirani operator od O, a funkcije u (r) razapinju potprostore
K. Operator O je zadan istim diferencijalnim operatorom kao i O,.

Jednadzba (5.2) moze se napisati na naéin

d? d a+1l i

gdje je
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Diferencijlna jednadzba (5.3) za opée rjeSenje ima linearnu kombinaciju
hipergeometrijskih konfluentnih funkcija prve i druge vrste. Kako rjesenja
u(r) od (5.2) moraju biti kvadratno integrabilna, odabiru se ona rjesenja
od (5.3) koja udovoljavaju tom zahtjevu. Ta se rjesenja mogu izraziti preko
hipergeometrijske konfluentne funkcije druge vrste na nacin,

x+(r)=U (gi, a+1, wr2) , (5.5)
gdje je

M(gs, o+ 1, WTQ)_@)TQ)W M(dy, 1—a, wr?)
P(d2)M(a+1) D(g)l(1—a) |

U(gi, oa+1, wr2) =A

(5.6)
uz g+ = QTH:Fi’ d:l: = I_Ta:{:i 1A= m Odavde SllJedl
UJT‘Q
ug(r)=r%e z U (gi, a—+1, wr2) . (5.7)

Funkcije u4(r) su rjesenja od (5.2) koja za r — oo teze k nuli dovoljno
brzo, tako da su kvadratno integrabilna u beskonacnosti. S ciljem da se
istrazi kvadratna integrabilnost funkcija uy (r) blizu r = 0, treba iskoristiti
¢injenicu da za r — 0, M(gs, b+ 1, wr?) — 1. Na taj nacin, za r — 0
imamo,

\us|*rdr — [Alr(H?O‘) + Aor + Agr(l’Qa)] dr, (5.8)

gdje su Aj, As i A3 konstante neovisne o r. Iz (5.8) jasno je da funkcije
u4(r) nisu kvadratno integrabilne blizu r = 0 kada je a > 1. Stoga, kada
je a > 1, imamo ny = n_ = 0 i operator O, je u osnovi hermitski operator
na domeni D(O,). S druge strane, kada je 0 < a < 1, funkcije us(r) jesu
kvadratno integrabilne blizu » = 0 i stoga za sve r. Zato za 0 < a < 1 imamo
ny =n_ = 1. U tom sluc¢aju, prema von Neumann-ovom teoremu, operator
O, nije hermitski operator na domeni D(Q,), ali dopusta jednoparametarsku
familiju hermitskih progirenja koja su oznacena sa faznim faktorom e%, gdje
je z € R (mod 27). Domena na kojoj je operator sada hermitski je D,(O,) =
D(0,) @ {a(uy(r) + e*u_(r))}, gdje je a proizvoljni kompleksni broj.

Iz uvjeta na parametar o, o > 0, vidi se da hermitska prosirenja postoje
kada je ispunjen zahtjev

0<p+(n+v)’<l. (5.9)

Svojstvene vrijednosti C' kutne jednadzbe karakterizirane su cijelim brojem
n > 0. Za svaku vrijednost n, (5.9) daje podruéje na desnoj polovini u — v
ravnine za koje postoji hermitsko prosirenje. To podrucje p — v ravnine
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_2L

Slika 3. Na slici su prikazane vrpce n = 0 i n = 1, koje predstavljaju podru-
¢ja parametarskog prostora u kojima je moguée hermitsko prosirenje opera-
tora O,. Postoji beskonacan broj takvih vrpci na desnoj polovini y — v ra-
vnine.

nazovimo n-ta vrpca. Takve vrpce, koje odgovaraju razlicitim vrijednostima
n, medusobno se ne prekrivaju. Stoga, ako su vrijednosti konstanti vezanja
i 1 v fiksirane na n-toj vrpci, sistem ¢e dopustiti hermitsko prosirenje samo
ukoliko je svojstvena vrijednost C' kutne jednadzbe jednaka n. Izmedu bilo
koje dvije susjedne vrpce, oznacene sa cjelobrojnim vrijednostima n i n + 1,
postoji kona¢ni procjep. S obzirom da unutar tih procjepa uvjet (5.9) nije
zadovoljen niti za jednu svojstvenu vrijednost C' kutne jednadzbe i s obzirom
da (5.9) nije zadovoljeno u podruéju pu+v? > 1, sistem je u osnovi hermitski u
tim podrucjima. Stoga, opisana vrpcasta struktura, sa beskonacnim brojem
vrpci na desnoj polovini 4 — v ravnine, prikazuje podruéja u parametarskom
prostoru gdje sistem dopusta hermitska prosirenja. Na Slici 3 nacrtane su
prve dvije od beskona¢nog broja vrpci, tj. vipcen =01in = 1.

S ciljem da prouc¢imo rjesenja radijalne jednadzbe O,u(r) = Eu(r),
treba najprije primijetiti da su spektar, kao i svojstvene funkcije veé¢ prije
nadeni, relacije (4.44) i (4.43), u sektoru parametarskog prostora gdje je op-
erator O, u osnovi hermitski. Sada ¢emo nac¢i spektar od O, na domeni
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D.(0,), u sektoru parametarskog prostora gdje O, dopusta hermitska
proSirenja. Za to nam treba rjesenje radijalne jednadzbe O,u(r) = Eu(r),
koje je kvadratno integrabilno u beskonacnosti. Takvo rjesenje je dano sa

u(r) = Bree T U (g, a+1, wr?), (5.10)
gdje je g = O‘—J’l — % i B je konstanta. U granici » — 0, koristeéi (5.6),
dobivamo
AB — A1
)= 4B | ey~ ) o1y
sadzl’To‘—% Sada vidimo da je za r — 0,
) ro 1 eiz WY@ 1 eiz
uy (r)+eu_(r —>A{ ( + )— ( + )]
ket = Al ey (ran i) - Mo ¥ 10

(5.12)
S obzirom da mora biti u(r) € D,(O,), usporedba koeficijenata razlicitih
potencija od 7 u izrazima (5.11) i (5.12) daje,

):pgcos( —01)
L) prcos(; —

[l

(5.13)

I (52
E) = 2
)= ot
gdje je I (32 + 52) = p1e" i I (552 + 5 ) = pee’2. Za dani izbor param-
etara sistema, (5.13) daje svojstvenu energiju E kao funkciju parametra her-
mitskog prosSirenja z. Za fiksni skup parametara sistema, razliciti izbori
parametra z vode na neekvivalentne kvantizacije i na spektar promatra-
nog modela u sektoru parametarskog prostora gdje on dopusta hermitsko
prosirenje. Opcenito, energija E ne moze se dobiti analiticki, ve¢ se mora
traziti numericki crtanjem grafa funkcije f(F), relacija (5.13), te is¢itavanjem
apscisa sjecista, primjer ¢ega je dan na Slici 4.
U zakljucku slijedi par primjedbi.
1. Ako je T (4% — £) = 00, onda dobivamo Ej, = w(2k + a + 1), gdje je
k pozitivni cijeli broj. Da se to desi, parametar hermitskog prosirenja
z mora poprimiti vrijednost m + 207 1 za taj izbor za z, reproducira se
spektar (4.44) za ovaj sistem, poznat iz prethodnog poglavlja.

2. Za bilo koji drugi izbor od z, spektar od O, moze se dobiti jedino
numericki i u tom slucaju spektar nije ekvidistantan u kvantnom broju
k. Stovise, opéenito postoji jedno vezano stanje negativne energije. To
je posljedica ¢injenice da u dijelu parametarskog prostora gdje model
dopusta hermitsko prosirenje, i za danu vrijednost od z, SU(1, 1) nema
vise ulogu algebre koja generira spektar.
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f(B)

Slika 4. Graf jednadzbe (5.13) uz izbor parametara w = 0.25, o = 0.25 i
z = —1.5. Ravna vodoravna linija odgovara desnoj strani jednadzbe (5.13).

5.3 Neekvivalentne kvantizacije Calogerovog
modela sa medudjelovanjem Coulombovog
tipa

Hamiltonijan za Calogerov model sa interakcijom Coulombovog tipa opisan
je izrazom

N 52 1
+9

o
H=-S"2 - .
2 2
= Oz i< (=) \/Zi<j (s — ;)"

(5.14)

Kao i Hamiltonijan (2.1), i izraz (5.14) opisuje N cestica jednake mase na
pravcu i u jedinicama u kojima je 2mh~2 = 1. Konstanta vezanja g mora
zadovoljavati uvjet g > —%, kako bi sustav ostao stabilan. Parametar o«
moze biti i pozitivan i negativan, sto nam omogucava da analiziramo kako
privla¢ni, tako i odbojni Coulombov potencijal.

Rjesavanje jednadzbe (2.2) za Hamiltonijan (5.14) slijedi iste korake (2.3)-
(2.6), koristene za Hamiltonijan (2.1). Ti koraci ukljuc¢uju faktorizaciju (2.3)
ukupne valne funkcije, uvodenje radijalne varijable r, relacija (2.4), te sepa-
raciju jednadzbe (2.2) iz koje proizlaze dvije diferencijalne jednadzbe. Prva
je parcijalna diferencijalna jednadzba (2.5) za homogene polinome Pj(x).
Druga jednadzba je radijalna jednadzba za funkciju ¢(r),

H, ¢ = E9, (5.15)
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koja za razliku od (2.6), sada ima oblik

d? 1d «o
o (r) — (2k 4+ 2b + 1);%¢(T) — W

Parametar b, koji ulazi u (5.16), definiran je sa

o(r) = E¢(r).  (5.16)

NN-1), 1
— 5 (ety)e

b= N
2

3
- — 5.17
2 Y ( )
a parametar a je povezan sa konstantom vezanja g na nacin a = i%\/l + 2g.
Na osnovu jednadzbe (5.16) moze se vidjeti da je mjera na prostoru kvadratno
integrabilnih funkcija ¢(r) odredena sa do = r°dr, gdje je = 2k+2b+1.
Jednadzba (5.16) takoder definira radijalni Hamiltonijan H,,
d? 1d Q@
H=——2k+2b+1)—— — .
dr? (2k+2b+ )rdr VNr
S obzirom na to da nam je cilj, pored nalazenja spektra operatora H,., ispi-

tati i njegova svojstva u Hilbertovom prostoru, promatramo malo opéenitiju
jednadzbu od one u (5.16),

(5.18)

d2

a
dr?

VN

sa E = E,+i,—i, ovisno o tome da li nas zanimaju svojstvene funkcije ili
defekti (zajedno sa odgovarajuéim potprostorima) radijalnog Hamiltonijana
(5.18).

Uz pomo¢ transformacije

(1) — 2k + 25+ 1) (1) o(r) = Bo(r),  (5.19)

o(r) = T’gw(r), G=2k+2b+1, y=cr, (5.20)

sa parametrom c kao jos nespecificiranom konstantom, jednadzba (5.19) se re-
ducira na Whittakerovu jednadzbu, koja je povezana sa konfluentnom hiper-
geometrijskom jednadzbom

d? d 1
— 4+ u+1—y)—— [ = — = 0. 21
ydy2+(u+ y)dy <2+u Fu)}x(y) 0 (5.21)
Zadnji korak, u kojem se Whittakerova jednadzba (funkcija 1) zadovoljava
Whittakerovu jednadzbu ) svodi na jednadzbu (5.21), postize se faktorizaci-
jom (r) = e_%ygx(y). Parametri p, ¢,k uvedeni u (5.21) definirani su
sa

1
27
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¢c=2V-E, (5.22)

a a

VN /_4NE
Opée rjesenje jednadzbe (5.21) je linearna kombinacija konfluentnih hiper-
geometrijskih funkcija prve i druge vrste [54],

K

1 1
X(T):AM(§+M—F&> 2p+1, CT)+BU(§+/L—K,, 2p+ 1, cr),
(5.23)
x(y) i

_Yy
2

gdje su A i B proizvoljne konstante. Zbog relacija (r) = e
y = cr, jednadzba (5.23) daje opéi oblik za funkciju ¢ (r),

(AM(g—ﬁ, G, cr) —|—BU(§—/€, G, cr)). (5.24)

Jer je mjera na prostoru kvadratno integrabilnih funkcija ¢ jednaka do =
rPdr, jednadzba (5.20) povlaéi da vrijedi

[ ¢odo = [,

Sto pokazuje da je na prostoru kvadratno integrabilnih funkcija v mjera jed-
nostavno dr.
Konfluentne hipergeometrijske funkcije M i U odredene su izrazima [54],

Y

cr

b(r)=e=

v[®

(cr)

1)z? n
M(a,b,z):1+%+&(a+ )z +...+(a) z

R CESIP] DR (5:25)

T M(a,b, 2) oM +a—-b,2-0,2)
s | Tt a—nr@ & T(a)D(2 — )

gdje su a,b opéi parametri, a z opéa varijabla. Simbol (a), ima znacenje

Ula,b,z) = , (5.26)

(@), =ala+1)(a+2).....(a+n—-1), (a)y=1. (5.27)

Izrazi (5.25) i (5.26) pokazuju da je M (a,b, z) nesingularna funkcija u z = 0,
dok je U(a,b, z) singularna u z = 0, sa vodeom potencijom z'7°. Zato
je u slucaju B # 0, rjesenje (5.24) za ¢ (r) singularno u tocki » = 0. U
ovom odjeljku ¢e glavni zadatak biti iskoristiti ova singularna rjesenja za
konstrukciju kako vezanih stanja, tako i stanja koja opisuju rasprsenja. U
ispunjenju tog zadatka koristit ¢e se von Neumann-ova teorija hermitskog
prosirenja. S druge strane, u sluéaju B = 0, § > 0, rjeSenje (5.24) vodi
na ¢(r) koji je nesingularan u r = 0. Takva nesingularna rjesenja za 1(r),
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kako u sektoru vezanih stanja, tako i u sektoru rasprSenja, nadena su u
[75]. Ta rjesenja, kao i pripadni spektar posljedica su, odnosno proizlaze iz
uobic¢ajenog rubnog uvjeta koji zahtijeva da valna funkcija iS¢ezava u tocki
r = 0 i da bude kvadratno integrabilna. Sada ¢emo na¢i najopcenitiji skup
rubnih uvjeta za koje je radijalni Hamiltonijan H, hermitski.

U tu svrhu promatramo operator H, definiran izrazom (5.18). Kao prvo,
to je neograniceni diferencijalni operator definiran na R*. On je i simetrican
operator na domeni

D(H,) = {¢(0) = ¢/(0) = 0, ¢, ¢ neprekidne, ¢ € L*(do)},

gdje je do = r8dr. Da bismo ispitali operatorska svojstva operatora H,,
tj. da bi vidjeli da li je on hermitski na domeni D(H,), nuzno je ispitati
kvadratno integrabilna rjesenja jednadzbe

Hipw(r) = Fig+(r). (5.28)

Operator H} je adjungirani operator operatoru H, 1 predstavljen je
istim diferencijalnim operatorom kao i H,, iako im se domene razlikuju.
Jednadzba (5.28) je identi¢na jednadzbi (5.19) za E = +i,

d2

i

«

VN

Rjesenja od (5.28) ili (5.29), koja su kvadratno integrabilna u beskonaénosti,

6a(r) = (2K + 20+ 1)1 0u(r) = —gu(r) = Fidu(r).  (5.29)

dana susa ¢.(r) = ngiﬁi(T), gdje je

Slis

Ua(r) = e 2% (cyr)2U(Z — ke, B, cor), (5.30)

uz
cp =c(E=1i)=2V—i, c_=cE=—i)=2Vi,
(6%

« v «
K frd g s K_ = = .
T VN V=iNi c.vV/N ViNi

S obzirom da ta rjeSenja moraju biti kvadratno integrabilna i blizu ishodista,
neophodno je istraziti njihovo ponasanje u granici r — 0. To ponaSanje
izgleda kao !

(5.31)

s 1 - (CiT)liﬁ (5.32)
sinmf [T(1 — g — ke)T(B) F(§ —k)T2=-0)]

Pa(r) — (car)

1U razmatranjima koja slijede radimo na prostoru funkcija (r) na kojem je mjera
dr.
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Kvadratna integrabilnost funkcije (5.30) blizu » = 0 odredena je sa (5.32),
Sto zna¢i da u granici r — 0 imamo,

s (r)Pdr — | Ayr? + Agr + Agr® =P dr, (5.33)

gdjesu Aj, Ay, Az konstante neovisne o 7. Iz (5.33) vidi se da, blizu ishodista,
funkcije 11 (a time i funkcije ¢4 ) nisu kvadratno integrabilne kada param-
etar (3 lezi u podrucju za koje je < —1 ili B > 3. Zato u parametarskom
podru¢ju g < —1 ili g > 3, funkcije ¢4 nisu kvadratno integrabilne.
U tom slucaju je n, = n_ =0 i H, je u osnovi hermitski na domeni
D(H,). S druge strane, ako je —1 < < 3, funkcije ¢+ (a time i funkcije
¢+ ) jesu kvadratno integrabilne. Stoga, ako (3 lezi u tom intervalu, imamo
ny = n_ = 1 i Hamiltonijan H, nije hermitski na domeni D(H,), ali
dopusta hermitska prosirenja. Iz (5.22) slijedi da, u tom slucaju, parametar
(0 mora biti u intervalu —1 < p < 1.

Interval —1 < pu < 1 za p, zajedno sa (5.17), (5.20) i (5.22), povlaci da
vrijednosti za N, ki a+ % moraju zadovoljavati relaciju

N —1+2k 1 N —5+2k

TNN-D YT TN o)

kako bi hermitsko prosirenje bilo moguce. Za N > 3, rubni uvjeti kojima se

promatrani sistem podvrgava mogu se klasificirati [76] u ovisnosti o vrijed-
nosti parametra a + %

Von Neumann-ova metoda takoder daje nacin na koji se moze dobiti
prosirena domena na kojoj je promatrani operator hermitski. Prosirena dom-
ena D,(H,), na kojoj je H, hermitski, sadrzi sve elemente od D(H,),
zajedno sa elementima oblika e3¢, + e 2¢_, gdje je z € R (mod 27).
Dakle, hermitska prosirenja ovog modela postoje kada je —1 < 3 <3, iu
tom slucaju,

(5.34)

D.(H,) = D(H,)® {e'2¢, + e "2¢p_}
je prosirena domena na kojoj je H, hermitski operator.

U nastavku proucavamo sektor rasprSenja za model opisan Hamiltoni-
janom (5.14). Buduéi da stanja rasprsenja odgovaraju pozitivno-energetskim
riesenjima jednadzbe (5.19) za E = E > 0, varijabla y = cr = 2y/—Er
postaje ¢isto imaginarna, tj. y = iqr, pri ¢emu je ¢ definiran na nacin ¢ =
2V E . Za analizu asimptotske granice, r — 0o, stanja rasprienja, moramo
poznavati ponasanje konfluentnih hipergeometrijskih funkcija M(a,b, z) i
U(a,b, z) u asimptotskom podruc¢ju Re(z) = 0 i Im(z) — +oo. Funkcije
M i U se u tom podru¢ju ponasaju na naé¢in [54],

['(b)
I'(b—a)

M(a,b,z) — LO) - am {1 +O(|z\1)] +

e (= L+ 0g7)],
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Ula,b,z) — O(|z] ™). (5.35)

U svrhu nalazenja matrice rasprsenja, umjesto izraza (5.23), jednako tako
smo mogli uzeti i slijede¢u linearnu kombinaciju,

1 1
x(y)ZAM(—Jru—m 1+ 2p, y)+By‘2“M(§—u—m 1 —2p, y),

2
(5.36)
kao opée rjesenje jednadzbe (5.21). U tom slucaju, funkcija v, koja se
pojavljuje u (5.20), ¢e izgledati kao

(M

b(r) = e 2 (er)
(5.37)
gdje je pretpostavljeno da koeficijenti A(q) i B(g) ovise o realnom parametru

q.
Koristeéi (5.35), imamo slijede¢e r — oo granice,

M (g —r By — p(g—f)ﬁ) e er) Tt 7r(%(i),@)(_”)gﬂ’ (5.38)
MO0k 2, er) — T (E(f ; ’ ),«U) I (I;(f : f)ﬁ) (cer)inl

(5.39)
tako da se valna funkcija (5.37), koja opisuje stanja rasprsenja, u granici
r — 00 ponasa na nacin,

1 8

F(ﬁ) eécr(cr)fn_}_A(q) F(ﬂ) e—acr(_l)fgﬂi(cr)n

F(g—n) F(g—l—n)

b(r) — Alq)

1

LC=B) _ terery 4 Blg)(-1)3+et LC=B) gy

I(1-2—k) I'(1-5+k)

+B(q)

(5.40)
Parametar x je takoder ¢isto imaginaran u sektoru rasprsSenja. Kada je
konstanta vezanja « ve¢a od 0, parametar k se moze izraziti na nacin
K= —iq\/Lﬁ = —iq'\/L‘N = —i|k|. Koristenjem relacijay = cr = igrix = —ilx|,
valna funkcija ¢ (r), u izrazu (5.40), moze se prikazati pomocu oscilatornog
ulaznog i izlaznog vala,

w(r) . e—ignq—n <A(q)F F(ﬁ) + B(q) F(Q - ﬂ) > ei(%qr—l—m\lnr)_‘_

(g—lﬁ) F(l—g—/@)

(A(q)M (g — K, B, cr) + B(q)(er) M (1 — g — Kk, 2—8, cr

)
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L(5)

. B L2-p0) . ..8_ il
+eizrigh | A 61#(1{ 5) +B in(kt+g5-—1) e Z(qu+\ﬁ|lnr)‘
q ( (Q)P(g i (@5~

| N ‘
2
(5.41)
Matrica rasprsenja i pripadni fazni pomak mogu se dobiti iz gornjeg grani¢nog
izraza kao omjer ulazne i izlazne amplitude,

(A(q) () + B(q) re-p) )) q—2ne—i7ﬂz

_LB) in(k—2) L2—p) ir(k+2 —1))
(A(q)F(ngn)e i +B(q)r(1f§+n)€ ’

U nastavku, da bi se nasao odnos izmedu, za sada joS nespecificiranih
konstanti A(q) i B(q), koristi se razvoj (5.25) kako bi se dobio  — 0 grani¢ni
oblik valne funkcije (5.37), u najnizem redu u r,

SIS
SIS

(r) — A(g)(er)? + Blg)(er) 2. (5.43)
Od prije je poznato da Hamiltonijan H, dopusta hermitsko prosirenje u
parametarskom podru¢ju 3 > § > —1. S obzirom da valna funkcija (5.37)
mora pripadati domeni hermiti¢nosti D, (H,) = D(H,) @ {e'31), + e "29_},
mozemo napisati

p(r) = e’%m +e 2y, (5.44)

gdje je p neka konstanta, a funkcije ¥ su kvadratno integrabilna rjesenja
jednadzbe (5.19) za E = 4i. Ponaanje funkcija ¥4 u granici 7 — 0, dano
je relacijom (5.32).

Buduéi da se prema jednadzbi (5.44) koeficijenti odgovarajucih potencija
od r u (5.43) i (5.32) moraju podudarati, proizlaze slijede¢a dva uvijeta,

8 8
8 . T Ct2 .z T C_2
A c? = ¢'2 - +e "2 . )
A RTI = T hl() | BT~ — s (3)
(5.45)
8 ™ c -3 ™ c -3
B(g)c' "2 = —¢2— i —e 2 - .
Pt nrBTE - r)G—p) AT —n T2 1)
(5.46)
Dijeljenjem tih relacija dobivamo
. 8 i 8
€Z§ cy 2 + 6771§ c_2
Alg) _ TP@2=p5)" T0-F-r) F-F-5) 15 (5.47)
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Koristenjem izraza (5.47), matrica rasprsenja (5.42) postaje

(B, a, 2) 50 g1-6 1
(B, o, 2)  T(5-k) r(1-5-k)

S(q) = e2ivla) — 672'7mq72/{7 (5.48)

FQ(ﬁ, a, Z) eiw(nfﬁJr%)ql_g ei7r(§+n71)

Fl(ﬁv «, Z) F(g‘i’ﬁ) F(l*%‘i’l{)
gdjeje ¢ =2v/—FE =1q, i k= CaN = =5 Zbog jednostavnosti, u
izrazu (5.48) uvedene su slijedece dvije funkcije,
z C+1_§ z C l_g
Fi(B, a, z) =¢€" +e 'z ——0r : (5.49)
(% —Ky) F(% — k)
BB, o, z) =¢' + +e 2 - , (5.50)
NG NG
pri cemu je z parametar hermitskog prosirenja, a ¢4 i k4 su definirani u

(5.31).

Kao sto se moze vidjeti iz oblika matrice rasprsenja, za bilo koju vri-
jednost parametra (5 u parametarskom podruc¢ju u kojem postoji hermitsko
prosirenje, matrica rasprsenja ima beskonacan skup polova na pozitivnom di-
jelu imaginarne osi u kompleksnoj g-ravnini. Egzistencija tih polova znaci da
sistem koji se promatra posjeduje vezana stanja. Uzimajuéi ¢ = ip, kao
neki proizvoljni pol matrice rasprsenja (5.48), moguce je dobiti slijedeéi izraz
koji, u sistemu definiranom Hamiltonijanom (5.14), odreduje energije vezanih
stanja, b, = —F = %,

FQ(ﬂ? Qa, Z) eiﬂ(n7ﬁ+%)q1_,@ 67;71'(%4,,{,1)
R a2 TGen  T0-5+n)

— 0. (5.51)

Nakon §to se iskoristi skup relacija, ¢ = 2VE = ip =i2v/Ep 1 k = —i—2%= =

) ] VN
— N T TavmUN ez (5.51) daje
_8_ __a
(1 -5 2\/E_b\/ﬁ)p1_ﬁ ~ F(B, a, 2) (5.52)
3 - — :
F(Q_Z\/E_b\/ﬁ) F2(67 a, Z)
-5 5
.o C+ — i91 . C+ — ’i92 o . o, .
Ako napisemo N p—— &ret i q— &2, (5.52) se moze izraziti
na nacin,
P(1—5— %) 1- cos(0; + 3
R N Sucosé +5) 3). (5.53)
F(E o 4NE;,) S cos(6y + 5)
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Ta relacija, dakle, odreduje spektar sistema u sektoru vezanih stanja. U tom
sektoru energija sistema je negativna, E < 0, i valna funkcija (5.37) se svodi
na kvadratno integrabilnu valnu funkciju oblika,

W(r) = Be% (cr)7U (g — &, B, cr) . (5.54)

Parametri ¢ i s, koji se pojavljuju u (5.54), definirani su sa (5.22), osim
Sto su sada napisani za F = F. Zbog toga sto je za vezana stanja FE < 0,
ti parametri su realni,

c=2V—F =2\/E, = P

a ! . a o«

ovN —4ANE ANE, pJN

Vidimo da za dani izbor parametara sistema, izraz (5.53) daje energije
E = —FE, kao funkcije parametra hermitskog prosirenja z. Za fiksni skup
parametara sitema, razli¢iti izbori za z vode na neekvivalentne kvantizacije
te na spektar promatranog modela u parametarskom podru¢ju u kojem sis-
tem dopusta hermitska prosirenja. Opcenito, energija ¥ = —F), ne moze se
odrediti analiticki, ve¢ se mora traziti numericki, kao na primjer na Slikama
5,6 1 7. Slike 5 i 6 prikazuju lijevu, odnosno desnu stranu izraza (5.53) za
dva razlicita, reprezentativna skupa sistemskih parametara, kao i za dva ra-
zlicita izbora parametra hermitskog prosirenja z. Krivulje na tim slikama
predstavljaju graficke prikaze funkcije f(E}), koja je dana sa lijevom stra-
nom izraza (5.53). S druge strane, desna strana izraza (5.53) predstavljena
je vodoravnom linijom. Energije sistema opisanog Hamiltonijanom (5.14)
dobivaju se iscitavanjem apscisa sjecista krivulja i vodoravne linije. Vidi se
da blizu F, — 0 postoji beskonacan broj vezanih stanja Za « > 0, pos-
toji beskonacan broj vezanih stanja, za bilo koju vrijednost od z. Medutim,
postojanje neoscilatornog dijela krivulje za f(FE}) pokazuje da spektar ima
donju granicu za sve moguce vrijednosti od z. Situacija kada je a > 0
prikazana je na Slikama 5 i 6.

Za izbor z = z1, gdje je 2 odreden sa ) + 3 = 7, desna strana od (5.53)
je 0. To povlaci da vrijedi

b @ L =012 (5.56)

2 VANE,

Sto vodi na slijedec¢i analiticki izraz za spektar,

K (5.55)

B, = o 0,1,2,3 (5.57)
n — — , nh=U1,49,.. .
AN (k+b+n+ 1)
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0. (35 D. 0. 15 0.2 0| 25 -3

Slika 5. Graf od (5.53) za N = 1000, « =50, 5 =08, k=112 = 0.1,
Ravna vodoravna linija odgovara vrijednosti desne strane od (5.53).

Taj spektar se podudara sa onim nadenim u [75]. Isto tako, izbor z = zy,
gdje je 2o dan sa 0 + 2 = 7, daje slican rezultat. Na ovom mjestu vazno je
primijetiti da rezultat (5.56) implicira da za odredene vrijednosti parametra
hermitskog prosirenja, kao i parametara sistema, ¢ak i odbojni Coulombov
potencijal vodi na tvorbu jednog vezanog stanja. To se moze vidjeti ako se
(5.56) napise u obliku « = v/NE,(2n+ (). Odavde se vidi da se, za a < 0,
parametar [ mora ograniciti na interval —1 < 8 < 0, a n mora biti 0, Sto
znaci da postoji samo jedno vezano stanje. Isti zakljucak vrijedi takoder i u
opc¢em slucaju, gdje analiticko rjesenje nije moguce , i to se moze provjeriti
temeljitim numerickim istrazivanjem relacije (5.53). Primjer toga je prikazan
na Slici 7.

Vazna karakteristika sistema opisanog Hamiltonijanom (5.14) je njegovo
fundamentalno razlicito ponasanje koje ovisi o predznaku parametra «. Dok
za « > 0, lijeva strana od (5.53) pokazuje kako oscilatorno, tako i neoscila-
torno ponasSanje, sto vodi na beskonacan broj vezanih stanja, za o < 0,
lijeva strana od (5.53) pokazuje samo neoscilatorno ponasanje, $to vodi na
postojanje najvise jednog vezanog stanja.

5.4 RasprsSenje na polarnim molekulama
U ovom odjeljku primjenjujemo von Neumann-ovu teoriju hermitskog pro-

Sirenja na opis anomalnog rasprsenja elektrona na dipolnom polju polarne
molekule [82].
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Slika 6. Graf od (5.53) za N =100, « = 1.5, 6 = —-0.7, k=11 2z = —0.73.
Ravna vodoravna linija odgovara vrijednosti desne strane od (5.53).
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Slika 7. Graf od (5.53) za N = 1000, « = =1, f =15, k=11 2= 0.1.
Ravna vodoravna linija odgovara vrijednosti desne strane od (5.53). Graf
pokazuje opce ponaSanje za proizvoljno snazni Coulombov potencijal, tj.

za bilo koji a < 0.

Elektroni koji upadaju u polje dipola, u odredenim okolnostima bivaju
zarobljeni te formiraju vezano stanje sa molekulom, sto uzrokuje anomalno
rasprienje. Jednostavni model tockastog elektricnog dipola predvida [77, 78,
79, 80, 81] postojanje kriticne vrijednosti Dy za elektriéni dipolni moment,
ispod kojeg se vezanje elektrona za polarnu molekulu ne moze dogoditi. Ta
kriti¢na vrijednost iznosi 1.63x 1078 esu cm. Isti model predvida beskonacan
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broj vezanih stanja elektrona u molekuli kada je dipolni moment D molekule
veéi od kriti¢ne vrijednosti Dy. Dakle, ukratko, jednostavni model tockastog
dipola predvida da za D > D, postoji beskonacan broj vezanih stanja, dok
za D < Dy nema vezanih stanja.

Medutim, veé¢ina mjerenja pokazuje da postoji samo jedno vezano stanje
za D > D,y. Takoder, postoje molekule, kao sto su na primjer HyS i HCI,
¢iji dipolni moment je manji od Dy, ali unato¢ tome pokazuju anomalno
rasprsenje, tj. formiraju vezano stanje sa elektronom.

Ovdje ¢emo se pokusati pozabaviti objasnjenjem tih neslaganja. U tom
pokusaju, zadrzat ¢emo sliku jednostavnog tockastog dipola jer ona ukljucuje
elektron-dipol interakciju koja opada sa kvadratom udaljenosti, a koja u
sebi sadrzi glavne aspekte dugodosezne dinamike koja vodi na formaciju
labavo vezanih stanja. Medutim, kljuc¢na tocka u kojoj se analiza koja slijedi
razlikuje od jednostavnog modela tockastog dipola jest ukljucivanje efekata
sila kratkog dosega koje nisu uzete u obzir u modelu jednostavnog tockastog
dipola. Za ocekivati je da su gore opisana neslaganja izmedu mjerenja i
teorije posljedica upravo neuzimanja u obzir u¢inaka medudjelovanja kratkog
dosega, koja imaju ulogu u mehanizmu elektronskog uhvata. Unutar opisane
aproksimacije, i bez poznavanja detaljnog oblika sila kratkog dosega, njihove
ucinke ¢emo ukljué¢iti u analizu putem nametanja rubnih uvjeta kojima se
Hamiltonijan modela mora pokoravati [82]. To, drugim rije¢ima, znaéi da
efekte sila kratkog dosega simuliramo pomoc¢u izbora rubnih uvjeta. Prema
tome, problem se sada svodi na nalazenje svih moguc¢ih rubnih uvjeta, za
kvantni sistem sa medudjelovanjem koje opada sa kvadratom udaljenosti, za
koje je Hamiltonijan modela hermitski operator.

Dinamiku elektrona naboja e i mase i, u polju tockastog dipola dipolnog
momenta D, opisuje jednadzba

2
[—h—VQ + L cos 9] U =FEV, (5.58)
241 r?
gdje je E energija. Jednadzba (5.58) je napisana u sfernim polarnim koordi-
natama (7,60, ¢). U tim koordinatama valna funkcija se moze separirati na
nacin ¥(r,0,¢) = 1 R(r)0O(6)e"™?, sto vodi na radijalnu jednadzbu
I _ d? A B
+R(r) = {—W + ﬁ] R(r) = eR(r), (5.59)
gdje je H, radijalni Hamiltonijan, ¢ = 22‘—2E je svojstvena vrijednost radijalne
jednadzbe (5.59), a A je svojstvena vrijednost kutne jednadzbe i do reda
O((%d2)3) dana je sa [77]

1 11 133
A= ——d*+ 4

_ 6
5 1080d 97200d + .y (5.60)
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uz d = 2’;;]3. Poznato je da Hamiltonijan H, u (5.59) dopusta pojavu vezanog

stanja ako je ispunjen uvjet A < —% [77]. Taj uvjet vodi na postojanje
kriti¢ne vrijednosti dipolnog momenta Dy = 1.63x 10718 esu cm. Koristenjem
von Neumann-ove teorije i vrlo opcenite pretpostavke da Hamiltonijan H,
bude hermitski, pokazat ¢emo da je mogucéa formacija vezanog stanja u
promatranom sistemu c¢ak i ako je A podvrgnut slabijem uvjetu, tj. i za
vrijednosti dipolnog momenta manje od Dj.

Hamiltonijan H, je realan simetri¢an operator na domeni D(H,) = {¢(0) =
¢'(0) =0, ¢, ¢ neprekidne}. Kao i prije, zanima nas jednadzba

Hl¢y = Fidy, (5.61)

iz koje mozemo ste¢i uvid u operatorska svojstva od H,. Poglavito nas
zanima da li je H, hermitski na D(H,) ili, ako nije, da li dopusta hermitska
prosirenja. U (5.61) operator H* je adjungirani operator od H,.

Iz jednadzbe (5.60) se vidi da za bilo koju vrijednost dipolnog momenta
razli¢itu od 0, vrijedi A < 0. Ograni¢imo analizu na interval —i <A <0, jer
analiza vezanih stanja za A < —1 ve¢ postoji u literaturi [77]. U terminima

parametra v = /A + i, rjesenja od (5.61), koja su kvadratno integrabilna u
beskonacnosti, imaju oblik

64 (r) = r2 HV (re'3),

v

¢_(r) = r2 H® (re '), (5.62)

gdje su H, Hankelove funkcije [54]. Za sada razmotrimo slucaj A # —1, tj.
v # 0. Funkcije ¢+ su ograni¢ene kako r — oco. Za r — 0, one se ponasaju
na nacin,

¢i(r) — Cl(’/)rwr% + Co(v)r "z,

o_(r) — CT(V)TV”L% + C;(y)r_’”“%, (5.63)

. Y %4 . _jum o
gdje su C(v) = smﬁ%fﬂ(l—fy) , Co(v) = —Smﬁ%fﬁ(l—fy), a Ci(v)iCs(v)

su kompleksno konjugirane velicine od Ci(v) i Ca(v). Moze se vidjeti da
funkcije ¢4+ nisu kvadratno integrabilne blizu ishodista kada je v? > 1. U
tom slucaju, n, = n_ = 01 H, je u osnovi hermitski na domeni D(H,)
[74]. S druge strane, obje funkcije ¢4 su kvadratno integrabilne kada je ili
-1 <v<0ili0< v <1 Zbog toga, za bilo koju vrijednost od v u tim
intervalima, defekti od H, su ny = n_ = 1. U tom slucaju, operator H,
nije hermitski na domeni D(H, ), ali dopusta hermitska prosirenja. Domena
D.(H,) na kojoj je H, hermitski sadrzi sve elemente od D(H,), zajedno sa
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elementima oblika ¢, + ¢“¢_, gdje je z € R (mod 27) [74]. Sada nam je cilj
na¢i spektar od H, na domeni D,(H,).

Rjesenje od (5.59) mora biti kvadratno integrabilno, kako bi zadovoljavalo
uvjete koje mora zadovoljavati valna funkcija koja opisuje vezano stanje.
Stoga ono ima oblik

R(r) = BrzHV (qr), (5.64)

gdje je ¢*> = €. Sada, u granici » — 0, imamo

O1(1) + €0 (1) = [Ci(v) + € CIW)] 1 + [Co(v) + e°C5 ()] 7

R(r) = Di(v,q)r""2 + Dy(v, q)r~"*2, (5.65)
gdje su Dy(v,q) = $% i Do(v,q) = —== 72_}{(:7”. S obzirom da

mora vrijediti R(r) € D.(H,), koeficijenti od 72 i r~*2 u (5.65) i (5.65)
moraju se sloziti. Usporedba tih koeficijenata daje energiju vezanog stanja,
h? v z T Ak
E=——|cos— +cot(= + —)sin —| . 5.66
2 2 (2 4 ) 2 ( )
Odavde se vidi da, za danu vrijednost parametra v unutar dozvoljenog inter-
vala (u kojem H, dopusta hermitska prosirenja), 0 < v < 1, operator H, ima
jedno jedino vezano stanje sa energijom (5.66). Takoder, za fiksnu vrijednost
od v, vezano stanje postoji samo za one vrijednosti z za koje je veli¢ina u
prvoj zagradi u (5.66) pozitivna. 1z jednadzbe (5.64) te imajuéi na umu da
je € negativan, dobivamo da je svojstvena funkcija vezanog stanja dana sa

R(r) = Brz HV (iv/|e]r), (5.67)

gdje je B normalizacijska konstanta. Energija osnovnog stanja i pripadna
valna funkcija ovise o izboru parametra hermitskog prosirenja z, koji klasifi-
cira sve rubne uvjete za koje je operator H, hermitski.

Slucaj kada je v = 0, tj. A = —i, moze se analizirati na slican nacin.
Energija vezanog stanja i pripadna valna funkcija u tom slucaju su dani sa,

h2
T [gcotg] , (5.68)

W(r) = vV=2erKy (V—er) , (5.69)

gdje je Ky modificirana Besselova funkcija [54].
Gornja analiza pokazuje da za 0 < v < 1, tj. za —i <A< %, radijalni
Hamiltonijan dopusta jedno vezano stanje. S obzirom da je uvijek A < 0, za
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Slika 8. Prikaz energije vezanja kao funkcije dipolnog momenta d = Z%ZD

polarnih molekula za tri razlicite vrijednosti parametra hermitskog pro-

. i A
Sirenja z. Odozgo prema dolje, z = 16086

bilo koju vrijednost A iz intervala —i < A < 0, promatrani sistem ima jedno
vezano stanje. To je zakljucak koji je potpuno drugaciji od tvrdnje da za po-
javu vezanog stanja mora biti ispunjen uvjet A < —1 [77]. Stoga ova analiza
pokazuje da polarna molekula sa proizvoljno malim, ali razli¢itim od 0, dipol-
nim momentom moze zarobiti elektron i formirati vezano stanje. Posebno,
taj argument pokazuje da i molekule kao sto su HyS i HCI, ¢iji dipolni mo-
menti su manji od kriticne vrijednosti, takoder mogu vezati elektron. To
je konstatacija koja je u skladu sa eksperimentalno opazenim anomalnim
rasprienjem elektrona na polarnim molekulama, Sto prijasnja analiza [77]
nije mogla objasniti. Postojanje jednog vezanog stanja je takoder rezultat
koji je u skladu sa eksperimentalnim opazanjima. Na Slici 8 prikazana je en-
ergija vezanja kao funkcija dipolnog momenta d. Graf je dobiven koristenjem
rezultata (5.60) i (5.66) te ¢injenice da Alezi u intervalu —3 < A < 0. Iz slike
se vidi da molekule sa proizvoljno malim dipolnim momentom mogu vezati
elektron, kao i da energije vezanja mogu biti vrlo male, tj. da se elektron
moze vrlo labavo vezati na njih.

Moze se pokazati da u promatranom sistemu dolazi do narusavanja in-
varijantnosti na promjenu skale [82], sto je posljedica kvantizacije, jer je
spomenuta simetrija prisutna na klasi¢cnom nivou. Ta pojavnost je kljuéna
za formaciju bilo kojeg vezanog stanja u sistemu. Dakle, simetrija skaliranja
slama se odabirom domene hermiti¢nosti. S obzirom da domena sadrzi in-
formacije o rubnim uvjetima, a oni su povezani sa efektima kratkodoseznih
sila u sistemu, kvalitativno imamo zakljucak da su medudjelovanja kratkog
dosega odgovorna za narusavanje invarijantnosti na promjenu skale. Ipak,

[ i Jvm

za specijalni izbor parametra hermitskog prosirenja, z = —%F 1 2 = —=F,

promatrani sustav je ponovno invarijantan na transformaciju skaliranja [82].
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Korespondencija izmedu
Calogerovog modela i klasi¢ne
gravitacije u AdS pozadini

6.1 Gravitacijski model holografski dualan po-
op¢enom Calogerovom modelu

U ovoj tocki razmotrit ¢emo korespondenciju izmedu Calogerovog modela u d
prostornih dimenzija i klasi¢ne gravitacije u pozadini definiranoj sa deformi-
ranom Anti-de Sitter (AdS) metrikom. Drugim rije¢ima, promotrit ¢emo
konstrukciju holografskog modela gravitacije, dualnog kvantnom Calogerovom
modelu, koji je sam po sebi nerelativisticki [83]. Spomenuta koresponden-
cija u bliskoj je vezi sa poopéenjem nedavnih napredaka na podrucju nerela-
tivisticke verzije AdS/CFT korespondencije (skrac¢ena oznaka je AAS/NRCFT
korespondencija). Nova znacajka te korespondencije lezi u neposrednoj re-
alizaciji konformalnosti uz pomoé¢ deformacije AdS geometrije i u primjeni
holografskog nacela. AdS/NRCFT korespondencija moze se primijeniti na
sistem sa vezuju¢im harmonijskim potencijalom, a to je moguce zahvaljujuci
¢injenici $to je neslomljena SL(2, R) simetrija, sakrivena unutar konformne
grupe SO(d + 4,2). U toj situaciji moguée je redefinirati pripadni Hamil-
tonijan te ukljuciti u njega harmonicko vezanje deformirajuéi g, kompo-
nentu metrike. Opéenito, deformacija AdS geometrije moze biti rezultat
ukljuc¢ivanja doprinosa dodatne materije, ¢ija jednadzba stanja je okarak-
terizirana nepostojanjem tlaka, pri ¢emu se doprinos te dodatne egzoticne
materije pridodaje ve¢ postoje¢em AdS vakuumskom doprinosu. Efek-
tivno se promatrana deformacija AdS metrike postize, a to ¢emo i uraditi
ovdje, istovremeno deformirajuéi komponente gy i g;z metrike, pridodajuci

79
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im odredene dodatne ¢lanove.

U onom $to slijedi iskoristit ¢emo SL(2, R) simetriju kako bismo napisali
deformiranu AdS!' metriku (tj. opéu holografsku metriku) koja odgovara
Hamiltonijanu (4.1) za poopéeni Calogerov model.

Promatramo najprije korespondenciju za slucaj jedne cestice mase m.
Kako bismo mogli povezati Calogerov model koji je u svojoj osnovi nerela-
tivisticki model sa gravitacijom, koja je relativisticka teorija, jedna opcija je
da uvedemo dodatne dvije dimenzije: holografski smjer r i kompaktificirani
nul-smjer &. Polazedi od (d + 1)-dimenzionalnog Anti-de Sitter prostora, koji
ukljucuje jednu vremensku i d prostornih dimenzija, njegovom deformacijom,
koja pored deformacije komponenti gy i ¢z ukljuc¢uje i pridodavanje dodatne
dvije holografske dimenzije r i £, dolazimo do deformiranog AdSy, 3 prostora
¢ija metrika ima slijedeci oblik

2 r 2 T =2 re = B R,

ds® = —Q@A(T, T)dt* + ﬁ(—thdijdx )+ ﬁ(—thdx -B(r, 7)) + Fdr .

(6.1)

U gornjoj relaciji R je radijus zakrivljenosti prostora AdSy.3, a dimenzion-

alnost od R je takva da su komponente g, metrike bezdimenzionalne. Za

funkcije A, B uzimamo da imaju oblik

d 4+a,2(§)Qé+a0+a2(§)2\f]2, g(r,f) = b (—)7,

r’ o |2)? r r

(6.2)

pri ¢emu je dimenzionalnost svih koeficijenata odabrana na takav nacin

da su sve funkcije, kao i metrika u cjelini, invarijantne na reskaliranje sa
parametrom A\,

(t,7,&,7) — (N2, \E, €, A1), (6.3)

Vidjet ¢emo kasnije da je ukljuc¢ivanje nedijagonalnog c¢lana dtdx, ili drugim
rijecima funkcije B(r, Z), odgovorno za pojavu dodatnog harmonickog vezanja,
kao i dilatacijskog ¢lana u rezultiraju¢em Calogerovom modelu.

Okrec¢emo se sada proucavanju korespondencije, pri cemu posebno raz-
matramo operator O(t, Z), dualan skalarnom polju ¢(r, &, ¢, ¥) sa masom my.
Relevantna akcija sa minimalnim vezanjem, koja opisuje dinamiku skalarnog
polja ® u pozadini opisanoj metrikom g,,, (6.1), je

S = —/dd+3$\/—g(g“”8“<l>*8y<1> + mgd*P). (6.4)

1U slucaju jedne cestice promatramo deformaciju AdS metrike u (d + 3)-dim. pros-
toru, dok u N-€esti¢nom slu¢aju promatramo deformaciju AdS metrike u (Nd + 3)-dim.
prostoru.
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Iz gornje akcije proizlazi jednadzba gibanja polja P,

N(V—g ¢"9,8%) = /=g mjd*. (6.5)
Kako bismo jednadzbu gibanja napisali u eksplicitnijem obliku, potrebno je
identificirati metricki tenzor g, u izrazu (6.1),

2@414 2;23 —252B, —2L:By-- —25B; 0 —2%
21 31 Y 0 0-- 0 0 0
G = : . : . : .
2B 0 0-- 0 7 0 0
0 0 0 0-- 0 B0
2
-2 0 0 0-- 0 0 0
(6.6)
te njegov inverz gh¥,
0 0 0 0-- 0 0 ~-&
o & 0 0-- 0 0 ~fip,
g,u,y — . e .
0 0 0 0 B ~-£p,
0 0 0o = 0
B _Rp _BRp, _Ep.. _Ep, 0 lA4B}+...+B]

(6. 7)
U gornjim izrazima veli¢ine A, B definirane su u (6.2), a indeksi p, v idu od
0 do d+ 2, pri cemu je nulta komponenta vremenska, ;1 = 1, ...d su prostorne
komponente, a = d + 1,d + 2 su holografske koordinate r i £. Koristeci
relacije (6.6) i (6.7), jednadzba (6.5) postaje
2

—aoaéq)* + VQCD* — bldﬁgé* — 2b17 - V@g@* R4 ((d + 3)7“8 d* + 7"282 )

2 2
re (1 S " - «_ T x

+ﬁ (—A(T, #) + Bi(r,¥) + - - -+ Bi(r, x)) 352@) = mad*. (6.8)
Uvazavajuéi ¢injenicu da je kompaktificirani smjer £ velicine reda ﬁ, mozemo
za stacionarno skalarno polje uzeti

O(r, &, r, ) = e“TMEN ()W (). (6.9)

Nakon separacije jednadzbe (6.8), ona se razdvaja na dvije, jednadzbu za W
koja ovisi samo o 7,

ay + b%,
(6.10)

M
—— VW 4+ — U —w2|x\ U —ib@- VU = ¢,U, W=
T

N —
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i jednadzbu za A koja ovisi samo o 7,

_ Toat (L 2,0
OMRA oM R* 1 T T oy

rt 2\ d+rr? (M R M r? m%rQ)

w 1
_ (5 + ohd - ex) A= e, (6.11)

pri ¢emu je €, konstanta separacije. Ako u posljednjoj jednadzbi nacinimo
zamjenu varijable, z = R?/r, ona prelazi u

d+1 m2R? M~
SN % P U L i S WY
2M[ s AT Gy R e ’
1
€. = 5 + %dbl — €, m? = m3 + 2a0M2 (6.12)

Relacija (6.10) opisuje jednocesti¢ni poopéeni Calogerov model. Uz identi-
fikaciju ¢ = —2iby, lijeva strana od (6.10) podudara se sa modelom (4.1),
pri ¢emu separacijska konstanta e,, do na konstantu %d, ima interpretaciju
svojstvene energije Hamiltonijana (4.1).

S druge strane, fizikalno prihvatljivo rjesenje (rjesenje koje ne divergira
u beskonacnosti) za A(z) poprima oblik linearne kombinacije konfluentne
hipergeometrijske funkcije i pridruzenog Laguerre-ovog polinoma,

A(z) = 257 esM 540 e U(n, 1 + v, —My2) + e LY, (—My2%)},
1 . d+2,
n= _;_V+4—, V—\/m2 + (6.13)

U asimptotskom priblizenju z — 0 imamo ponasanje A(z2) ~ c_z2~ 4 c 22+,
gdje su AL = di22 + v. Kao u AdS/CFT korespondenciji, uobicajeno je
razmatrati operator O dualan masivnom skalarnom polju ®. Uz izbor v >
1, m? > d+ 3, samo je drugi ¢lan renormalizabilan te se stoga prvi ¢lan

ponasa kao izvor. Korelacijska funkcija tada ima slijede¢e ponaSanje

<00 >~ |6, |, (6.14)

pri ¢emu je skaliraju¢a dimenzija od O jednaka di22 4+v. Uslucaju0 < v < 1,

oba ¢lana su renormalizabilna i stoga se bilo koji od njih moze odabrati kao
izvor, a preostali onda kao kondenzat.

U prethodnom razmatranju predocili smo gravitacijski model holografski
dualan kvantnom Calogerovom modelu. Pri tome smo Hamiltonijan kon-
formnog sistema sa AdS pozadinom separirali na dio koji opisuje Calogerov
model sa energijama €., i na dio koji opisuje unutrasnju dinamiku, pri cemu se
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z moze interpretirati kao unutrasnji hiperradius, a €, kao unutrasnja energija.
Na kraju je korisno napomenuti da razli¢iti odabiri slobodnih parametara
Y, a_3, ag, Az, b1% definiraju razlicite metrike i zato vode na razlicite Hamil-
tonijane za Calogerov model. Medutim, kako su svi ti Hamiltonijani istog
oblika (tj. mogu se prikazati kao linearna kombinacija generatora (4.3)), oni
se mogu medusobno povezati unitarnim transformacijama. Stoga, metrike
(6.1), (6.2), koje odgovaraju razli¢itim izborima parametara v, a_s, ag, ag, by,
vode na razlicite definicije energije, sve medusobno povezane unitarnim trans-
formacijama.

6.2 N-Cesticno poopcenje

U ovom potpoglavlju prosirujemo netom dobivenu korespondenciju na slu-
¢aj Calogerovog modela sa N identi¢cnih cestica. Relevantna metrika koja
odrazava pozadinsku geometriju u Nd + 3 dimenzija poopcuje se na

7"4

9 N

— r r

ds®> = —ZEA(T, .Ii)dtQ + ﬁ(—2dtd§ + § dxiZ)
Tg al _’4

— - R2
+ﬁ(_2 Zdtd.’lh : Bz(ra xl)) + ﬁer’

%

(6.15)
te
R R a R,
o N 4 2 -2 2 )
A(r,z;) =7 (7) + (7) ; [T +ao + az(?) (; |Zi|%),
5 . R.
r
Ovdje z; opisuje polozaj i-te cetice, dok je hiperradius z = R?/r = 1/ va z;|2/N.

Slijedeéi identiénu proceduru kao u sluc¢aju jedne cetice, moguce je reproduci-
rati N-cesticni Calogerov model sa identi¢nim Cesticama, pri ¢emu se relacija
€. = 5 + 5db; — €; zamjenjuje sa Ne, = N§ + 5Ndby — Ne,.

2Treba se prisjetiti da je njihova sloboda ograni¢ena jedino zahtjevom za invarijantnogéu
metrike na reskaliranje sa proizvoljnim parametrom .
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6.3 Poopcéenjena N cestica sa razlicitim masama

Korespondencija izmedu N-c¢esticnog Calogerovog modela sa cesticama ra-
zlicite mase i Anti-de Sitter gravitacije moze se uspostaviti uvodenjem do-
datnih koeficijenata a', te b; za Cestice razli¢ite mase,

A(T,fi)zv Zm_xp%—aoZm —|—a2 Zmz\xz )
G
U dodatku, nuzna je i redefinicija,

1
m? :m8+2m?, w? = éag—i-b?, (6.18)

za efektivnu masu zapremine i kutnu frekvenciju i-te cestice.
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N = 2 Superkonformno
prosirenje Calogerovog modela

U ostatku teze bavit ¢emo se supersimetricnim poopcenjima originalnog
racionalnog Calogerovog modela. To ¢e nas neminovno dovesti do novih
(grupa) simetrija koje se tim poopcenjima realiziraju. Fizikalni motivi za
proucavanje supersimetricnih poopcéenja Calogerovog modela su brojni, a
posebno se moze istaknuti uloga BPS operatora u Super-Yang-Mills teoriji
te veza sa crnim rupama. Ovo potonje posebno se odnosi na ¢injenicu da bi
N = 4 superkonformno prosirenje [84] Calogerovog modela moglo osigurati
[85] mikroskopski opis ekstremalne Reissner-Nordstrom crne rupe u podruéju
blizu njenog horizonta. Spomenuta mogucénost je posljedica ¢injenice da je u
Calogerovom modelu realizirana SO(1,2) simetrija, te ¢injenice da je grupa
SO(1,2) izometrijska grupa prostora AdSs.

Ideja o ekvivalentnosti nekog sustava i skupa slobodnih ¢estica pokazat
¢e se vrlo korisnom i plodonosnom i u kontekstu supersimetri¢nih poopéenja
modela koji opisuje promatrani sustav i uvelike ¢emo je koristiti u razma-
tranjima koja slijede. U ovom poglavlju iskoristit ¢emo spomenutu ekvi-
valentnost, realiziranu pomoc¢u specijalne konstrukcije opisane u narednom
odjeljku, kako bismo dobili supersimetri¢no poopc¢enje Calogerovog modela,
bazirano na SU(1, 1|1) supersimetriji. U naredna dva poglavlja otkrit ¢emo
ekvivalentnost supersimetricnog Calogerovog modela, te ¢ak jos i opéenitije
klase supersimetricnih modela, sa slobodnim oscilatorima. Taj rezultat, tj.
spomenutu ekvivalenciju, iskoristit ¢emo kako bismo istrazili modele u kojima
je realizirana Osp(2|2) supersimetrija. Ta ¢e nam simetrija dalje posluziti
za algebarsku konstrukciju svojstvenih stanja promatranog supersimetricnog
modela.

85
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7.1 Preslikavanje na sustav slobodnih cestica

U prethodnim razmatranjima vidjeli smo da je Calogerov model ekvivalentan
skupu slobodnih cestica te smo i eksplicitno konstruirali transformacije koje
obavljaju odgovarajuc¢i prijelaz izmedu spomenutih modela. Medutim,
ta ranije opisana preslikavanja ne predstavljaju jedini na¢in na koji se moze
uspostaviti veza izmedu sustava slobodnih cestica i sustava u kojem cestice
medudjeluju sa potencijalom koji opada sa kvadratom njihove medusobne
udaljenosti. U literaturi [13], [86], [87] razmatrana su i neka druga pres-
likavanja koja obavljaju istu ili slicnu funkciju i svaka od njih ima neke
prednosti kao i neke nedostatke. Ovdje ¢emo se pozabaviti pristupom koji
koristi konformnu SO(1,2) simetriju i koji se ¢ini posebno prikladnim za su-
persimetricno poopcenje. Spomenuti pristup koristi unitarno preslikavanje
generirano sa elementima so(1,2) algebre i osigurava prijelaz na sustav slo-
bodnih N = 2 supercestica sa realiziranom SU (1, 1|1) grupom simetrija, ¢iju
¢emo realizaciju, u kontekstu Calogerovog modela, kasnije razmotriti.
Kljuénu vaznost u razmatranju koje slijedi imat ¢e, dakle, so(1,2) algebra,

[H,D] =iH , [H, K| =2iD , (D, K| =iK , (7.1)
koja ¢e u ovom konkretnom slucaju biti realizirana preko generatora

H=H. = %PimeZﬁ; D = _i(lﬂpi‘i‘pixz)a K = %xzxz>
i<j

(7.2)
koji redom definiraju Hamiltonijan za kvantni n-Cesti¢ni Calogerov model
(H.q), operator dilatacije (D) te generator specijalne konformne transfor-
macije (K). Kasnije ¢emo prosiriti Hamiltonijan H,.,; sa ¢lanom koji ¢e
ukljucivati dodatne fermionske varijable. To prosirenje imat ¢e za posljedicu
prosirenje algebre (7.1) na superalgebru su(1,1]1), koja so(1,2) sadrzi kao
svoju podalgebru. To znaci da ¢e novi, superkonformni Hamiltonijan i dalje
zadovoljavati algebru (7.1). U relaciji (7.2) i svim relacijama koje slijede po-
drazumijeva se sumacija po ponovljenim indeksima kao i to da medudjelujuce
Cestice imaju jedini¢énu masu. ¢ je bezdimenzionalna konstanta vezanja. Za
¢g=0 imamo reprezentaciju so(1, 2) algebre koja opisuje slobodne ¢estice i ¢iji
generatori su dani sa Hy = 3p;p;, D1 K,

[Hy, D] =1iH, , [Hy, K] =2iD , (D, K] =iK . (7.3)
Sada prelazimo na osnovnu konstrukciju. Opéi element Lieve algebre

A = aH+BK ++D | (7.4)
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gdje realne konstante a1 7! imaju dimenziju duljine, a 7 je bezdimenzion-
alan, generira unitarnu transformaciju

(H,D,K) +— (H' D K') = (¢“He ¢ De” ' A Ke 1), (7.5)

Gornja unitarna transformacija je automorfizam algebre so(1,2), sto se moze
verificirati eksplicitnim izracunavanjem desne strane u (7.5). U tome nam
moze pomoc¢i Baker-Campbell-Hausdorff formula

O = 404 = Zﬁ [A]A,..[4,0]..] . (7.6)
m puta

m=0

Pogledajmo kako se transformira Hamiltonian H = H.,. Izracunavanjem
vodeca tri ¢lana razvoja (7.6) dobivamo slijededi rezultat: ¢lan m = 0 jednak
je polaznom operatoru H = H,, kojeg transformiramo, dok su slijedeca dva
clana, m =11 m = 2 dani sa

i[A,H] = 28D+~H, DA [AH] = (3—aB)H+B°K+6yD . (7.7)

Na ovom mjestu je vazno uociti da izbor

v = £2\/af za af>0 (7.8)
daje ;—QI[A, [A, H]] = BA, a to za posljedicu ima da svi ¢lanovi rednog broja

veteg od m = 2 nestaju, zbog cega BCH razvoj za H = H,, postaje konacan.
Isti uvjet (7.8) osigurava da se i BCH razvoji za generatore D i K takoder
prekidaju na tre¢em koraku, tj. da budu konacni. Stoga se u daljnjem raz-
matranju uvijek podrazumijeva da vrijedi uvjet (7.8). Uz tu naznaku trans-
formacija (7.6) daje slijedeCe egzaktne izraze za transformirane generatore
konformne algebre,

H' = (1+y+aB)H + 5(2+7)D + °K,
D' = —a(1+)H + (1-2)D + f(1-D)K, (7.9)
K' = o*H +a(y=2)D + (1-2)°K,
Na isti na¢in na koji smo unitarnom transformacijom (7.5) transformirali
generatore H = H,.,,D i K, sada istom transformacijom preslikavamo gen-

eratore Hy,D i K, s tom razlikom da je sada transformacija odredena opéim
elementom B algebre, definiranim sa

B = Mg+ 0K +6D . (7.10)
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Dakle, zanima nas unitarna transformacija

(Hy,D,K) +— (H),D',K') = (¢PHye B P De B P Ke™P).
(7.11)
S obzirom da generatori Hy,D i K za sistem slobodnih ¢estica zatvaraju istu
algebru kao i H,D i K, a struktura konformne algebre je jedino sto je vazno
u nasoj konstrukeiji, mozemo direktno preuzeti rezultate (7.9) te za egzaktan
rezultat transformacije (7.11) napisati

H), = (1+6+Xo)Hy + 0(2+8)D + o*K,
D' = =M1+ Ho+ (1-5)D + o(1-)K, (7.12)
K' = MHy+\06-2)D + (1-3)°K,

pri ¢emu se, po analogiji sa (7.8), podrazumijeva da vrijedi

§d = £2Vhe za Ao > 0. (7.13)

Buduéi da nam je cilj preslikati Hamiltonijan H = H., na sistem slo-
bodnih cestica karakteriziran sa Hy, pazljiv uvid u rezultate (7.9) i (7.12)
ukazuje na to da taj posao moze obaviti kompozitna transformacija

(H, D, K) NN (ﬁ, 57 [N() _ (eiBeiAHe—iAe—iB7eiBeiADe—iAe—iB,eiBeiAKe—iAe—iB)’
(7.14)
uz izbor koeficijenata transformacije takav da vrijedi aff = 11 v = —2 za

A-transformaciju, odnosno Ao = 11§ = 2 za B-transformaciju. Primjenom
transformacije! (7.14) na H = H.y imamo

H = ePedHe e P = P32 Ke 1B = B2)2H,,. (7.15)
Primjena iste transformacije na D daje
D = P De e B = ¢B(—D +26K)e P = (2A+26X%)Hy+ D (7.16)
i konac¢no, primjena (7.14) na K daje
K = ePeKe e B = P (4K — 4aD + o*H)e P =

= (4% + 4X* + 8a\) Hy + (40’0 + 4a)D + o*0* K + o*eP Hype B, (7.17)

!Transformacija (7.14) se primjenjuje uz izbor a3 = 1i v = —2 za A-transformaciju te
Ao =11 d =2 za B-transformaciju.
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gdje je Hypy = ZK]' ﬁ Iz prethodnih izraza vidimo da ¢e transformacija

(7.14) u konacnici rezultirati sa

H — H=H,, D — D=D, K — K = K+a?PH;,,e '8,
(7.18)

pod uvjetom da zahtijevamo da vrijede slijede¢e dodatne relacije izmedu

koeficijenata,

A = —1, ac = —1, a+A =0. (7.19)

Na ovaj nacin H = H., je preslikan na Hamiltonijan sistema slobodnih
Cestica, Hy. U svjetlu relacija (7.19) te relacijaaf =1,y = -2, Ao =1,0 =
2, opéi elementi A i B Lieve algebre so(1,2), koji generiraju transformacije
(7.5), odnosno (7.11), mogu se napisati samo pomoc¢u jedinog preostalog
slobodnog parametra «,

A=aH+1K-2D, B = —aHy—1K~+2D. (7.20)

U zakljucku ovog dijela, vidimo da se Hamiltonijan kvantnog Calogerovog
modela, H.,, moze preslikati na Hamiltonijan Hj sistema slobodnih cestica,
uz pomo¢ odgovarajuce unitarne transformacije. Poznavajuéi njen eksplic-
itni oblik, iz stacionarnih stanja od Hy moguce je konstruirati stacionarna
stanja od H.q. Taj rezultat je u skladu sa iskazom nac¢injenim u [14] prema
kojem Calogerov model na skriveni nac¢in opisuje slobodne cestice u jednoj
dimenziji. On je takoder na liniji izlaganja iz prethodnih poglavlja gdje je
ustanovljena ekvivalentnost Calogerovog modela sa slobodnim oscilatorima
i, kao takav, taj rezultat, kao i cijela konstrukcija nacinjena u ovom pot-
poglavlju, predstavlja jos jednu alternativnu realizaciju te Cinjenice. Ipak,
treba napomenuti da je cijena koja je pla¢ena u ovoj konstrukciji ta da ona
vodi na nelokalnu realizaciju nekih generatora konformne algebre.

7.2 Superkonformno poopcenje

U razmatranju koje slijedi razmatrat ¢emo N = 2 superkonformno poopcenje
Calogerovog modela. Od sada pa nadalje, Hamiltonijan superkonformnog
poopéenja Calogerovog modela oznacit ¢emo sa H i definirat ¢emo ga na
nacin

2
H=H.u+V =ipp;+ Z @fw +V = spipi + Hiny = Ho + Hine, (7.21)

i<j
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gdje je V dodatni potencijal koji ukljucuje i fermionske stupnjeve slobode.
Hamiltonijan H, definiran sa (7.21), zajedno sa generatorima D i K iz (7.2)
zatvara so(1,2) algebru (7.1). Zahvaljujuéi ¢injenici da se prosirenje Hamil-
tonijana H.y na superkonformnu inacicu i dalje pokorava algebri (7.1), za
preslikavanje superkonformnog prosirenja H na slobodni Hamiltonijan H,
mozemo koristiti ne samo identi¢nu konstrukciju kao u prethodnoj tocki, veé
i sve tamo dobivene rezultate. Konkretno, unitarna transformacija ee

preslikava skup operatora (H, D, K) u skup (H = Hy, D = D, K =
K + a?e'P Hye™B), pri cemu su elementi algebre A i B odredeni sa (7.20).
Povratni smjer, tj. prijelaz sa skupa (f[, D, [?) na skup (H, D, K), osigu-
rava inverzna unitarna transformacija e “*e7B. Ta inverzna transformacija
dakle obavlja prijelaz sa skupa slobodnih supercestica natrag na superkon-
formni Calogerov model, ¢iji oblik tek trebamo naci i kojem odgovara stan-
dardna reprezentacija (7.2) za generator K.

Pored so(1, 2) generatora, N = 2 superkonformna algebra su(1, 1|1) sadrzi
i jedan u(1) generator J te dva para supernaboja: dva generatora super-
simetrije @ i Q koji su si medusobno hermitski konjugirani te dva superkon-
formna generatora S i S koji su takoder medusobno povezani operacijom her-
mitskog konjugiranja. Sve zajedno, su(1,1|1) superalgebra sadrzi Cetiri bo-
zonska i cetiri fermionska generatora, koji zadovoljavaju komutacijske relacije

[H>D]:1H> [K>D]:_1K [Q>D]:%Qa [S,D]:—%S,
(7.22)

Hermitski konjugirane inacice gornjih relacija takoder su ispunjene, a sve
preostale komutacijske relacije iscezavaju. Realna konstanta C| koja se po-
javljuje u (7.22), oznacava centralni naboj. Realizacija superalgebre (7.22)
zahtijeva, pored koordinata x?, uvodenje n parova fermionskih koordinata 1*
i 1", koje opisuju slobodne fermione i zadovoljavaju antikomutacijske relacije

{0t = oY, {4} =0 = {07 sa (U) =40 (7.23)

S obzirom da nakon transformacije sa ePel4 komutacijske relacije (7.22)
ostaju nepromijenjene, superalgebra (7.22) sugerira da se u modelu bez in-
terakcije generatoru H = Hy = 1p'p' moze pridodati par supernaboja,

kao i dilatacijski i u(1) generator,

D =D = —dap+pa’), T =J=@d-dv), (725)
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kako bi se upotpunila su(1, 1|1) algebra. Preostali superkonformni generatori

K , Si S u modelu bez interakcije nelokalnog su karaktera (primjer toga je
izraz za K), ali poprimaju standardni oblik u modelu sa interakcijom,

K = lz'a, S = 2t S = at. (7.26)
Za cilj sada imamo na¢i Hamiltonijan H, tj. potencijal V' u modelu sa
interakcijom, koji zadovoljava relacije (7.22). Strukturne relacije superkon-

formne algebre (7.22) vode na slijedece restrikcije na oblik potencijala V:

[K,V] = 0, [D,V] = =iV | [,V] = 0,
(Q, Hi] + i[Ho+V.[SV]] = 0,  {S,[S,V]} = C, (7.27)
N = 2 superkonformni Calogerov model odreden je rjesenjem jednadzbi
(7.27). Prve dvije komutacijske relacije u (7.27) zahtijevaju da potencijal
V mora biti homogena funkcija stupnja —2 u varijablama z‘. Buduéi da

komutira sa u(1) generatorom .J, potencijal V' mora sadrzavati jednaki broj
fermionskih varijabli ¢* i 1)*. Stoga je najjednostavniji ansatz oblika

Vo= V(@) = Vi) + Vi) [, 47], (7.28)

gdje su Vi;(z) nepoznate funkcije. Ubacivanje ansatza (7.28) u preostale
(anti)komutatore u (7.27) vodi na parcijalne diferencijalne jednadzbe,

—2Vi; = 0;(Vjpa?) + 0;(Vipa?) . Vij + 0;(Vypa®) = 0,
0(Vipa?) + (Vipa")(Visa®) = 2300 i = 0, Vya'dd = C.

(7.29)
Prva jednadzba daje V;; = V};, a u kombinaciji s drugom vodi na uvjet

OuVia?) — 9y(Via?) = 0. (7.30)
Iz posljednje relacije slijedi da se moze napisati
Vipa? = 0,9, (7.31)

a onda i
Vi = —0,0;9, (7.32)

gdje je @ skalarna funkcija koja se moze odrediti iz zadnje dvije jednadzbe u
(7.29),

0,00 + (3:2)(9:®) = 23, —L 100 = C . (7.33)

(@i-a3)>
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Bilo koje rjesenje ® ovih jednadzbi vodi na N = 2 superkonformno poopcenje
Calogerovog modela.
Opée rjesenje sustava (7.33) ima oblik

_ :“Z ln|x —2| + vInva? + A{Z)), (7.34)

pri ¢emu su p i v bezdimenzionalne konstante, 22 = a2z, a A je opéa funkcija
omjera koordinata. Zbog jednostavnosti stavimo A = 0 i uvrstimo (7.34)
u (7.33). Kao rezultat proizlaze dva uvjeta,

plp—1) = ¢* > -4 v(iv+nn—1)p+n-2) =0, (7.35)

koja daju ¢etiri dozvoljena para (u(n,g),v(n,g)). Drugi uvjet u (7.33) daje
rezultat za centralni naboj,

Cln,g) = "=y + v (7.36)

Deriviranje skalarnog potencijala ® kao u (7.32) te uvrstavanje u (7.28)
vodi na konacan oblik potencijala V,

n—2 v YR N | v x5 'z 7
V = Z W—TQEﬂL%Z m[w,w—wﬂ—%z TMW W]
1<j i#] 2%
(7.37)
i, uz uvazavanje relacija (7.35), na konac¢an oblik Hamiltonijana interakcije,

Hy = Z (wz—xﬂ 2 + = Z W—aﬂ W ¢ ¢]] _ n_2 L _ %Z % 25m 29; 2% W) ¢J]
i< i#]j ,J
(7.38)
Iz zadnje relacije se vidi da je pocetno vezanje g> u Calogerovom modelu
zamijenjeno sa p?, velicinom odredenom sa (7.35).
Prema samoj konstrukciji, operator H = Hy + H;,;, zajedno sa D i K,
predstavlja reprezentaciju so(1,2) algebre i stoga se, kao sto je ve¢ ranije
receno, ta trojka generatora moze iskoristiti za konstrukciju inverzne trans-

formacije e *4eiB i, posljedi¢no, za konstrukciju supernaboja Q, koji za v=0
ima oblik
Q — e—iAe—iB (¢2pz) eiBeiA — ¢2pz + I[V, S] — 77Z)Z (pz + 1Zk(7ﬁz) $zl_L$k> )

(7.39)

Iz dobivenog rezultata (7.38) za Hamiltonijan interakcije vidi se da on za

v=0 tocno reproducira N = 2 supersimetri¢no poopc¢enje Calogerovog mod-

ela, koje su konstruirali Freedman i Mende [88] unutar okvira supersimetri¢ne

kvantne mehanike. Za drugo rjesenje uvjeta (7.35), v = 2—n—n(n—1)u, do-

biva se alternativno i potpuno novo supersimetricno poopéenje Calogerovog
modela.



Poglavlje 8

Egzaktna rjesivost
supersimetricnog racionalnog
Calogerovog modela tipa Ay,

8.1 Super-Calogero model Ay, tipa

U prethodnom poglavlju posluzili smo se prikladno dizajniranom unitarnom
transformacijom koja nam je omogucéila elegantnu konstrukciju N = 2 su-
perkonformnog racionalnog Calogerovog modela tipa Ay ;. U ovom poglavlju
pokazat ¢emo da je supersimetricni Calogerov model tipa Ay, ekvivalen-
tan skupu super-oscilatora te da je egzaktno rjesiv. Transformacija slicnosti
koja ¢e izvrsiti opisani prijelaz potpuno je drugacijeg karaktera od trans-
formacije koristene u prethodnom poglavlju. Transformacija iz prethodnog
poglavlja obavila je prijelaz na skup slobodnih fermiona koji se nalaze u
nikakvom potencijalu, za razliku od transformacije koju ¢emo rabiti u ovom
poglavlju i koja ¢e izvrSiti prijelaz na skup razvezanih fermiona u har-
monickom potencijalu. Ista transformacija ¢e nam posluziti za konstrukciju
potpunog spektra i pridruzenih svojstvenih funkcija kako u fazi koja ¢uva
supersimetriju, tako i u fazi u kojoj je supersimetrija slomljena. U nared-
nom poglavlju ¢e se pokazati da je Siroka klasa super-Hamiltonijana koji
realiziraju dinamicku OSp(2|2) supersimetriju, a koja takoder ukljucuje sve
tipove racionalnih supersimetricnih Calogero modela kao podskup, ekviva-
lentna skupu super-oscilatora. U tom kontekstu u osnovnim crtama ¢emo
razmotriti i supersimetriécni Calogerov model tipa BCn 4.

Proucavanje integrabilnosti supersimetricnog Calogerovog modela Ay
tipa zahtijeva razdvajanje faze u kojoj je supersimetrija ocuvana od faze u
kojoj je supersimetrija slomljena pa ¢emo ih u tom redosljedu i razmotriti.
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No, prethodno ¢emo reproducirati super-Calogero model Ay, tipa unutar
okvira supersimetricne kvantne mehanike, prilagodene za razmatranje sis-
tema sa veéim brojem stupnjeva slobode.

Za pocetak, u visecesticnoj supersimetri¢noj kvantnoj mehanici uvodi se
operator supernaboja ) i njemu konjugirani operator supernaboja Q' na
slijede¢i nacin,

N N
Q=> la, Q= wid (8.1)
i=1 i=1
gdje fermionske koordinate 1; zadovoljavaju algebru,

{wiaw]’} =0= {¢j>¢;}> {www;} = 52']" /La] = 1727 . '>N' (82)

Operatori a;, aj analogni su operatorima ponistavanja, odnosno stvaranja.
Oni su definirani pomoéu operatora impulsa p; = —z'a%i i superpotencijala
W(x1, 2, ...,zyN) na nadin,
ow ow
_ ; T ;
a; = D; —1 , a: = D; + 7 s 8.3
) pl axl 7 pl axl ( )
iizmedu sebe zadovoljavaju slijede¢e komutacijske relacije,
2
P o g W
[ai> aj] =0= [aia&jL [&h aj] - [&ja &i] - anlax] : (84)

Supersimetricni Hamiltonijan (kratko super-Hamiltonijan) je definiran
pomoc¢u supernaboja na nacin,

H o= Q.01
= T el + 7 Ylasallle], i) (8.5)

1,J

Oba supernaboja, @ i QF, komutiraju sa super-Hamiltonijanom i ponistavaju
osnovno stanje od H. Stoga postoje dvije moguénosti za osnovno stanje od
H,

Dg=e"0>, Oy=e"0>, (8.6)

gdje su fermionski vakuum |0 > i njemu konjugirani vakuum |0 > definirani
sa,

Yi]0>=0, !0 >=0. (8.7)

Vakuumi |0 > i |0 > su stanja u 2" dimenzionalnom fermionskom Fockovom
prostoru u kojem se varijable w;r i 1); mogu interpretirati kao operatori
stvaranja i ponistavanja fermiona.
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Prva jednadzba u (8.7) definira sektor bez fermiona, dok drugi uvjet
definira sektor sa N fermiona. U slucaju da je ili @y ili & normalizabilna
funkcija, to ¢e  biti signal da je supersimetrija o¢uvana, sa energijom os-
novnog stanja koja istezava. Da bi supersimetrija bila ocuvana, energija
osnovnog stanja mora iS¢ezavati. S druge strane, ukoliko niti ®( niti ¢y nisu
normalizabilne funkcije, supersimetrija ¢e biti slomljena i, kao posljedica
toga, energija osnovnog stanja ne¢e biti 0, nego ¢e biti pozitivno-definitna.

Superpotencijal za racionalni Calogerov model tipa Ay, dan je sa

W = —)\lnH(:Ui —9@)+%fo. (8.8)

1<j

Super-Hamiltonijan (8. 5) sa gornjim izborom za W, ima oblik,

_ __Za2+ =Y —1)2 L1 Zx—lN(HA(N 1))

i#j (1’ _'TJ)

+ Dilna X o= (vl - ulw). (8.9)
Z#J
Hamiltonijan H je permutacuslﬂ invarijantan na kombiniranu zamjenu bo-
zonskih 1 fermionskih koordinata. U sektoru bez fermiona (8.9) se reducira na
obi¢ni Calogerov model, do na konstantu koja je jednaka energiji njegovog
osnovnog stanja. Prema (8.6) i (8.8), osnovno stanje super-Hamiltonijana
(8.9) je

d = 0>
= JJ@—z)e2 =0 > (8.10)
i<j
i ono je normalizabilno pod uvjetom da vrijedi A > —3. Ipak, ja¢i uvjet,

koji zahtijeva da svaki operator impulsa p; bude hermltskl operator za valne
funkcije oblika ®, nalaze da vrijedi A > 0. U [88] je pokazano da je super-
simetrija u sluc¢aju super-Hamiltonijana (8.9) o¢uvana za A > 0, dok je za
A < 0 slomljena.

Hamiltonijan (8.9) su prvi razmatrali Freedman i Mende [88]. U prethod-
nom poglavlju smo isti taj Hamiltonijan reproducirali kao specijalni slucaj
N = 2 superkonformnog prosirenja (7.38), koji odgovara rjesenju v = 0
uvjeta (7.35).

8.2 Faza u kojoj je supersimetrija ocuvana

Ekvivalentnost izmedu supersimetricnog Calogerovog modela A, tipa i
razvezanih fermionskih oscilatora ispunjena je samo u situaciji kada je su-
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persimetrija o¢uvana. U toj situaciji onda, kao posljedicu te ekvivalencije,
imamo ¢injenicu da su spektri navedenih sistema identi¢ni. Njihove svo-
jstvene funkcije naravno nisu iste, ali uz pomo¢ transformacije sli¢nosti
koja ostvaruje spomenutu ekvivalenciju, moguce je iz permutacijski invari-
jantnih svojstvenih funkcija sistema razvezanih fermionskih super-oscilatora
konstruirati svojstvene funkcije Ayn.; super-Calogerovog modela. Vidjet
¢emo da samo one svojstvene funkcije od super-oscilatora, koje su simetricne
na kombiniranu zamjenu bozonskih i fermionskih koordinata, transformaci-
jom slicnosti vode na normalizabilne, tj. kvadratno-integrabilne svojstvene
funkcije Ay super-Calogerovog modela. Ta pojavnost nije specificno svo-
jstvo supersimetricne nadgradnje, ve¢ je ona takoder prisutna i u obi¢nom
Calogerovom modelu [13] i odraz je visoko korelirane prirode sistema sa
mnogocesticnim interakcijama, koje opadaju sa kvadratom medusobne udal-
jenosti ¢estica.

S ciljem da demonstriramo opisanu ekvivalenciju, promatramo transfor-
maciju

H = eVHe ™

=Y @% +w3wi) -, (8.11)

- 1Z 0? 1 0 1 I ;
= iza—xf+)\;$z—x]3xz_)\§m<wzwz_wﬂ%)

Moze se pokazati da operator ukupnog fermionskog broja cestica Ny =
> w;r 1; komutira sa Hamiltonijanom H pa onda i sa operatorom S. Takoder
se moze pokazati da vrijedi slijedeca  komutacijska relacija od klju¢nog
znacenja,

0
7 9 - _2 9 12

a, s obzirom da Ny komutira sa S, vrijedi i

[Z (xia% - zﬁjm) ,S] = —28. (8.13)

1

Relacija ( 8.13) ima za posljedicu

[0
|0

[Hl, e 3] =8¢ 8, (8.14)

S
2

|0

HQ =€ Hle*
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_ 9O

)

Transformirani Hamiltonijan Hs nije niSta drugo nego supersimetri¢na inacica
FEulerovog operatora. 1z zadnjeg izraza ocigledna je ekvivalencija Hamiltoni-
jana H sa skupom razvezanih super-oscilatora. Ona je ostvarena putem
transformacije

Hy=e2e¢"He We s, (8.16)

Veza sa super-oscilatorima moze se uciniti jos eksplicitnijom pomoc¢u trans-
formacije

P 2 P22 2
Hsho = Zl $1 e = amz H : oa} ZZ i

_ _Z<——+x)+;¢jwi—g- (8.17)

8.2.1 Struktura Hilbertovog prostora i konstrukcija svo-
jstvenih funkcija super-Hamiltonijana

Skup bozonskih i fermionskih operatora za sistem super-oscilatora lagano je
konstruirati jednostavnom nadgradnjom i dopunom skupa operatora stva-
ranja i ponistavanja za obi¢ne harmonicke oscilatore. Algebra koja opisuje
simetriju sistema super-oscilatora nade se izracunavanjem komutacijskih,
odnosno antikomutacijskih relacija izmedu pripadnih bozonskih i fermion-
skih operatora. Ako dana transformacija slicnosti preslikava Ay, super-
Calogerov model na skup super-oscilatora, onda pomoc¢u  njoj inverzne
transformacije (izvrsene na skupu bozonskih i fermionskih operatora za skup
super-oscilatora) definiramo skup bozonskih i fermionskih operatora za Ay
super-Calogerov model. Opisani postupak omogu¢ava nam dobivanje alge-
bre koja opisuje simetriju Ay super-Calogerovog modela i koja je identi¢na
algebri super-oscilatora. Poznavanje te algebre omogué¢ava nam direktnu kon-
strukciju svojstvenih stanja i spektra na algebarski nacin.

Da bismo opisanu proceduru proveli u djelo, najprije uvedimo bozonske,
br, by, i fermionske, zﬁj , ;, operatore stvaranja i poniStavanja za skup
super-oscilatora opisan Hamiltonijanom Hs,

0
a.flfi )

2

Bozonski operatori zadovoljavaju relaciju [b; ,bj] = 2(5”, a fermionski oper-

atori zadovoljavaju ( 8.2). Veza bozonskih operatora b;, b, sa uobicajenim
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oblikom, a}jf = p; £ ix;, operatora stvaranja i ponisStavanja za harmonicke

oscilatore osigurana je inverznom transformacijom od one koja radi prijelaz

u (8.17),

2 2 2
—ib; = e 2 i ;T?a;e_% E R 98712, ibf = ez % i ;T?af{e_% Sort 170
(8.19)
Operatori Hy, S 1T, = %ZZ x? zadovoljavaju relacije
[Hy, S] = =285, [Hy, Ty] = 2T, [S,T\] # H,, (8.20)

iz Ccega se vidi da su operatori Hy i S supersimetri¢ni analogoni operatora
To i T- iz (3.7). Iako u (8.20) konformna algebra nije zatvorena, prve dvije
relacije nam omogucéavaju da 7T i S interpretiramo kao operatore stvaranja
1 ponistavanja, a za bazu Hilbertovog prostora od Hs i H mozemo uzeti da
ima istu strukturu kao u slu¢aju poopcéenih Calogero modela sa podleze¢om
konformnom simetrijom, koje smo razmatrali u prvih nekoliko poglavlja. To
znaci da je odgovaraju¢a baza Hilbertovog prostora organizirana u tornjeve
stanja @kn,...ny_, > Pri cemu je na dnu svakog tornja stanje koje je anihili-
rano operatorom S. Koristenjem algebri (8.18) i (8.20), konstruirat ¢emo
svojstvena stanja @y, . ny_, Operatora Hsy, ali ne¢emo od njih zahtijevati da
budu anihilirana operatorom S, §to bi bio prilicno tezak uvjet za rijesiti, ali,
s druge strane, dovoljan da osigura regularnost i kvadratnu integrabilnost
svojstvenih stanja

W -5 .
q)kml,---,nzv—l =e € 2¢k,n17~~7n1\r—1 =T 1¢k,n1,m,nz\r—1 (8'21)

super-Hamiltonijana . Umjesto rjesavanja uvjeta Sog n,.. ny_, = 0, odabrat
¢emo laksi put, a on se sastoji u tome da nakon konstrukcije, onosno od-

abira odredenog svojstvenog stanja ¢y, ..y, Pooptenog Eulerovog oper-

- . . _ w5 .
atora H,, djelujemo na njega transformacijom 7! = e~"e~2 i nadamo se

da ¢emo dobiti regularnu valnu funkciju. Medutim, poznato je [89],[90] da
¢e funkcije @y, ny_, u (8.21) biti regularne i normalizabilne ukoliko su
svojstvene funkcije ¢, . nn_, 0d He permutacijski invarijantne na kombini-
ranu zamjenu bozonskih i fermionskih koordinata. U tom slucaju postojat
¢e prirodni broj m, takav da S™ @i pn,,..ny_, = 0 za m > 0. Najopcenitije
takvo svojstveno stanje, za proizvoljni broj fermiona Ny,? moze se prikazati

Kao u slu¢aju modela sa podlezeéom konformnom simetrijom, kvantni broj k opisuje
radijalna pobudenja uzduz tornjeva stanja, dok skup kvantnih brojeva ni,...,ny_1
definira stanja na dnu tornjeva. Podrazumijeva se da su svi ti kvantni brojevi nenega-
tivni cijeli brojevi.

23 obzirom da valna funkcija opisuje i fermione, mozemo ju okarakterizirati sa dodatnim

. . . . -, — o (Ny)
kvantnim brojem Ny, brojem fermiona, na naéin, ¢n, ... .ny_; = ¢k,n1,...,nN71'
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u obliku
1 k
St s N—f!(zx?) | Z Jiris..in, (¥1, %2, . TN) ¢;¢L~'~¢3Nf|0>7
7 ’Ll,’LQ,...,ZNf
(8.22)

gdje je filiQ,,,iNf homogena funkcija stupnja & — Ny i uz to je antisimetri¢na
funkcija na zamjenu bilo koja dva indeksa. Antisimetri¢na priroda funkcije
fivig. i N osigurava da (8.22) bude permutacijski invarijantna funkcija na kom-
biniranu zamjenu bozonskih i fermionskih koordinata. Za Ny = 1 mozemo
npr. uzeti funkciju

(N;p=1) k .
il = O a2 > a0, (8.23)
J i

kao svojstveno rjesenje od Hs, sa jednim fermionom i sa energijom Fj, =
n + 2k. U gornjem izrazu podrazumijeva se da kvantni brojevi ny,...,ny_1
ovise o n. Kao primjer, za taj slu¢aj mozemo razmotriti svojstvenu funkciju

N 1 N 1
o e =T =0y awfl0), (8.24)
7 7

te izracunati pripadnu svojstvenu funkciju super-Hamiltonijana H putem
transformacije (8.21). Rezultat je

q)%f:n _ 67Wef§¢gf’\éf:1) (8.25)
1
- H(xi—xj)ke_ Zm -5 N+2+/\N Zmﬂo
i<j

8.2.2 Algebarska struktura

Algebarska struktura super-oscilatora moze se iskoristiti kako bi se na al-
gebarski nac¢in konstruirala svojstvena stanja od H. U tu svrhu definiramo
slijede¢i skup bozonskih i fermionskih operatora,

N N
C=> T, B =TT, T=e% eV

=1

-1 (Zwb )T Ff = (szﬁ" )

2

g, =T (Z Y b;") T, ¢f=T" (Z @z)ib:") T.  (8.26)
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Operatori u (8.26) zadovoljavaju slijede¢u algebru,

{F£7F:}:07 [B:wF:]:Ov [B;:,B:]:O,
{q;’FJ}:()? {qf>FJ}:B$’ [H,FJ]:RFJ,
[CI;>B:{] ZQHFJ’ [qfr’Brﬂ =0, [H,B:] :nB:{. (8'27)

Istu algebru zadovoljavaju odgovaraju¢i bozonski i fermionski operatori
koji pripadaju skupu super-oscilatora. Stoga, svojstvene funkcije super-
Hamiltoniana (8.9) mogu se konstruirati visestrukim djelovanjem operatora
Bt i Ff na osnovno stanje (8.10). Drugim rijec¢ima,

N
Oy = | [ BEET (8.28)
k=1

je svojstvena funkcija kojoj pripada energija F = Zszl k(ny + ). Bozonski
kvantni brojevi n, su nenegativni cijeli brojevi, dok su fermionski kvantni
brojevi v, jednaki ili 0 ili 1. Dakle, spektar supersimetricnog Calogerovog
modela tipa Ay,; identican je spektru N nezavisnih super-oscilatora sa
frekvencijama 1,2,..., N.

U prethodnom razmatranju predocen je sistematican nacin za konstruk-
ciju operatora B;' i F.f za proizvoljni n, a time i za konstrukciju baze Hilber-
tovog prostora koju ti operatori generiraju. U [88] konstruirane su odredene
realizacije operatora By, Bf, Fy" i F;". Moze se provijeriti da su eksplicitni
izrazi za te operatore identi¢ni, do na normalizacijski faktor, odgovarajuc¢im
operatorima iz (8.26).

8.3 Faza u kojoj je supersimetrija slomljena

U fazi u kojoj supersimetrija nije o¢uvana, nije moguc¢e direktno povezati
polazni Apy; super-Calogerov model sa sistemom super-oscilatora, ali je
moguce konstruirati super-Hamiltonijan koji je dualan polaznom i za kojeg
se moze pokazati da postoji transformacija sli¢nosti koja ga preslikava na sis-
tem super-oscilatora te je stoga ekvivalentan skupu super-oscilatora. Dualni
super-Hamiltonijan razlikuje se od polaznog Hamiltonijana za fermionski op-
erator broja ¢estica i konstantu te je stoga svaka svojstvena funkcija dualnog
super-Hamiltonijana istovremeno i svojstvena funkcija polaznog Hamiltoni-
jana. Naravno, spektar im se razlikuje, ali je spektar jednog odreden kada je
poznat spektar drugog.

Vidjeli smo da je za Hamiltonijan (8.9) supersimetrija sacuvana za A >
0, a slomljena je za A\ < 0. To zna¢i da kada parametar \ zakoraci u
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zabranjeno podrudje, tj. postane negativan, funkcija (8.10), koja opisuje
osnovno stanje, postaje nenormalizabilna i supersimetrija se lomi. Prelazak
konstante vezanja iz faze A > 0 u fazu A < 0 odgovara promjeni valne funkcije
osnovnog stanja, tj. zamjeni izraza (8.10) sa novim oblikom valne funkcije
osnovnog stanja,

b=e"0>=]](2i—a) ez 0> (8.29)

1<J

%, a jos ja¢i uvjet da operator

impulsa p; bude hermitski za valne funkcije oblika ® zahtijeva da vrijedi
A < 0. Kako bismo povratili supersimetriju, prisiljeni smo potraziti novi par
supernaboja Q, Q' koji ¢e ponistiti novo osnovno stanje (8.29). U tu svrhu
razmotrimo slijede¢e supernaboje,

Funkcija (8.29) je normalizabilna za A\ <

(8.30)
Ti supernaboji mogu se dobiti iz supernaboja (8.1), sa superpotencijalom
(8.8), tako da se naprave zamjene A — —\ i v; < w;r. Oni sada ponistavaju
osnovno stanje (8.29), zbog ¢ega je supersimetrija ponovno povrac¢ena. Naime,
supernaboji (8 30) mogu se iskoristiti za konstrukciju dualnog Hamiltonijana

Hd - Q{Q QT}

H, = L 82 1)\)\ 1 IR 2 1N1 AN -1
d = —§Z@+§ (A= );(xi—ﬂfj)2+§zi:xi+§ (I+ AN -1))
- Dvlner A o (vl = vlw)
Z#J
H = Hd+2Nf—N(1+)\(N— 1)). (8.31)

Zbog ¢injenice da vrijedi Q® = Q'® = 0, dualni Hamiltonijan ima isc¢eza-
vajuéu energiju osnovnog stanja, H;® = 0, i stoga se za A < 0 on nalazi u
supersimetri¢noj fazi. Dakle, za A < 0 supersimetrija je razbijena za H, ali
ne i za Hy. To je stoga Sto svojstvena vrijednost od H, koja pripada valnoj
funkciji @, nije 0, ve¢ vrijedi H® = N(1 — A(N — 1))®. Valna funkcija
(8.29) je osnovno stanje za Hamiltonijan H u fazi u kojoj je supersimetrija
slomljena. S druge strane, H, ponistava valnu funkciju osnovnog stanja ® pa
je stoga supersimetrija sacuvana za Hy. Prema (8.31), dualni Hamiltonijan
H, razlikuje se od H za operator broja fermiona, Ny, i za konstantu, a njegovo
osnovno stanje ® nalazi se u sektoru sa N ¢ = N fermiona, N fq) NO.
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Spektar Hamiltonijana H, u fazi u kojoj je supersimetrija slomljena (A < 0),
moze se dobiti iz Hy primjenom druge relacije u (8.31).

Dualni Hamiltonijan H; moze se sada povezati sa skupom razvezanih
super-oscilatora putem transformacije,

i S
2

-~ s W
Hy = e2eWHie Ve

0
= Z (ﬂﬂza—x _¢j¢z) + N

7

2 2
ﬁsho = efézl'xgeiinf%?ﬁ 21381 o2 Li%
1
_ 52(__”) Sulvi+ g, (8.32)

gdje su Hy i Hyg,, Hamiltonijani za skup razvezanih oscilatora u fazi A < 0, u
kojoj je supersimetrija slomljena. Operator S je isti onaj operator definiran
u relaciji (8.11). Za razliku od Hamiltonijana Hgp,, relacija (8.17), koji ima
osnovno stanje u sektoru sa Ny = 0 fermiona, Hamiltonijan ﬁsho ima osnovno
stanje u sektoru sa Ny = N fermiona. To je u skladu sa c¢injenicom da i
odgovaraju¢i polazni mnogocesticni Hamiltonijani H i H,; imaju osnovno
stanje u sektoru sa Ny = 0, odnosno Ny = N fermiona.

Kao i prije kada smo razmatrali svojstvene funkcije od H u supersime-
tricnoj fazi, tako i sada najprije konstruiramo svojstvene funkcije od Ha,
relacija (8.32), a onda iz njih konstruiramo i svojstvene funkcije od Hy, tj.
od H, putem transformacije

s 5~
W 2¢ N1 —T d)km SMN—1) (833)

gdje su svojstvena stanja d)k,m,...,anl Hamiltonijana Hs permutacijski invari-
jantni polinomi na kombiniranu zamjenu bozonskih i fermionskih koordinata
x; 11;. Za stanja gf;km,_",wfl mozemo uzeti isti oblik kao (8.22) ili (8.23), s
napomenom da moramo naciniti zamjene )] — 1; te |0) — |0 >. Sliéno kao i
u slucaju kada je supersimetrija o¢uvana, i ovdje je permutaciona invarijant-
nost polinoma @y, ...ny_, Na kombiniranu zamjenu bozonskih i fermionskih
koordinata dovoljan uvjet da transformacija (8.33) rezultira regularnim, nor-
malizabilnim svojstvenim funkcijama od H.

Potpuni skup svojstvenih stanja u Fockovom prostoru moze se konstru-
irati uz pomo¢ bozonskih, BJr i fermionskih, F + operatora stvaranja, defini-
ranih na nacin analogan kao u (8.26),

ZT 1b+ T F+ (Zwl p+" 1) T (j: <Z¢Tb+") T

(8.34)

kanl,---,nN—l -
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gdje je T =e3e". Buduéi da ti operatori zadovoljavaju iste relacije onima
u algebri (8.27), svojstvena stanja su sada,

N
=[BT (8.35)
k=1

N1y ;NN V150N

Spektar Hamiltonijana H u fazi sa slomljenom supersimetrijom nalazimo
pomoc¢u druge relacije u (8.31) te primjenom identiteta

(N Z yl> [[BF ™o (8.36)

k=1

N

[[B e

k=1

Ny

Djelovanjem operatora H na stanja (8.35) dobiju se svojstvene energije
N
E=N1-XMN=1)+> (kng+ (k- 2)w). (8.37)
k=1

Kao i prije, bozonski kvantni brojevi n; su nenegativni cijeli brojevi, dok su
fermionski kvantni brojevi v ili 0 ili 1.



Poglavlje 9

Drugi supersimetri¢cni modeli

9.1 OSp(2]|2) superalgebra

U prethodnom poglavlju pokazali smo ekvivalentnost supersimetricnog Ca-
logerovog modela Ay tipa i skupa razvezanih super-oscilatora. Isti se re-
zultat moze pokazati da vrijedi i za supersimetricna poopcéenja Calogerovog
modela pridruzenog i drugim korjenskim sistemima Lieve algebre pa i za joS
opcenitije klase sistema. No, prethodno ¢emo poblize upoznati OSp(2|2)
superalgebru koja ima vaznu ulogu u konstrukeiji koju ¢emo malo kasnije
razmatrati.

Superalebra OSp(2|2) opisana je pomocéu skupa fermionskih generatora
{Q1, Q2, S1, S2} 1 skupa bozonskih generatora { H, D, K,Y'}. Pripadne struk-
turne jednadzbe su [91, 92],

{Qaa Qﬁ} = 26aﬁH> {Son Sﬁ} = 26aﬁKa {Qon Sﬁ} = _26aﬁD + 2€aﬁ}/a
[Ha Qa] - 07 [H7 Sa] - _iQa7 [K7 Qa] - Z.SOM [Ka Sa] - 07

[D,Qa] = —%Qm [D, Sa] = %Sow Y, Qa] = %EaﬁQﬁa Y, Sa] = %eaﬁsf%
Y,H]=[Y,D]=[Y,K|]=0, «o,0=1,2, (9.1)

zajedno sa algebrom pripadne SO(1,2) podgrupe,
[H,D] =iH, [H K|=2D, [D,K|=iK. (9.2)

U gornjim relacijama 6,43 je Kroneckerov simbol, a €,4 je totalno antisimetriéni
tenzor u dvije dimenzije. Casimirov operator grupe SO(1,2) je C' = %(HK+
KH) — D? Kvadrati¢ni i kubi¢ni Casimirov operator za OSp(2]2) dani su
sa [91, 92|,

7 7
Cy=C+ Z[Ql; S1] + Z[QQ’ Sa) — Y2

104
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Cy=CY — 4+ L(1QuSIY + Q0 SIY 4151, QD

~[52, QD + [Q1, Q3K + [S1, SalH ). (9.3)

Podgrupa OSp(1|1) od grupe OSp(2|2) opisana je ili pomo¢u skupa gen-
eratora A; = {H, D, K,(Q, 5} ili pomoéu skupa Ay = {H, D, K, @2, S2}.
Razmotrimo najprije skup A;. Casimirov operator od OSp(1]1) je dan sa,

i 1
o :CJ“Z[QM&HE' (9.4)

Moguce je definirati parni operator Cj,

1

Cs - i[Ql, Sl] - 5, (95)

koji ima svojstvo da komutira sa svim bozonskim generatorima i antikomu-

tira sa svim fermionskim generatorima iz skupa A;. U dodatku, operator C;

zadovoljava relaciju, Cy = 1C2, i posljedicno relaciju, C' = 1C(Cs — 1) — %.

Operator C, poznat je pod nazivom Scasimirov operator, a nalazi primjene
1

u opisu nerelativisticke dinamike Cestica spina 3, u pozadini koju ¢ine mo-

nopoli. Casimirov i Scasimirov operator za skup A, dani su sa,

1

— 3 (9.6)

- i 1 = .
Cr=C+ ~[Q2, %] + —, Cs=1i[Q,5)]
4 16
sa svojstvima, C) = iC’f 10 = iC’s(C'S - 1) - 1%. To znaci da se,
opcenito, Casimirov operator C' moze faktorizirati na dva razlicita nacina,
ili pomoc¢u Cj ili pomocéu Cj.

9.2 Modeli koji realiziraju dinamicku OSp(2|2)
supersimetriju za ¢estice na pravcu

U ovoj tocki poopéit ¢emo rezultat o ekvivalenciji supersimetri¢cnog Caloge-
rovog modela Ay tipa i sistema super-oscilatora na siru klasu modela koja
ukljucuje i ostale korjenske strukture Lieve algebre pa i jos Sire. Tocnije,
pokazat ¢emo da je Siroka klasa super-Hamiltonijana (modela) koja real-
izira dinamicku OSp(2|2) supersimetriju i, u dodatku, ¢iji bozonski poten-
cijal je homogena funkcija stupnja —2, a Cestice su podvrgnute gibanju po
pravcu pod utjecajem harmonicke sile, takoder ekvivalentna sistemu super-
oscilatora, preko odgovarajuc¢e transformacije slicnosti. Racionalni super-
simetricni Calogero modeli, pridruzeni razli¢itim korjenskim sistemima Lieve
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algebre, tvore samo mali podskup opisane klase modela. U opisanu klasu
modela spadaju i modeli razmatrani u [93], a koji uklju¢uju medudjelovanja
samo izmedu najblizih susjeda.

Klasa modela sa bozonskim mnogocesticnim potencijalom, koji je ho-
mogena funkcija stupnja —2, a cCestice se gibaju po pravcu pod utjecajem
zajednickog harmonickog vezanja, generirana je superpotencijalom W oblika

1
W:—w+52x?, w=ImG(x,z2,...,2N), (9.7)

gdje je G homogena funkcija stupnja d,
i . 9.8
Zw . (9:8)

To svojstvo funkcije G osigurava da aw bude homogena funkcija stupnja —1
i stoga da bozonski potencijal uvijek bude homogena funkcija stupnja —2, ne
uzimajuéi u obzir harmonicki ¢lan. Prolazeé¢i kroz isti postupak koji je doveo
do super-Hamiltonijana (8.9), a to zna¢i konstrukeciju supernaboja prema
(8.1) te super-Hamiltonijana prema (8.5), dolazimo do super-Hamiltonijana

1 0? ow\> Pw N t
H—ig _8—x§+(8—x2) +a—$?+$i — +§)+;wiwi—z

(9.9)
Super-Hamiltonijan H moze se transformirati na novi Hamiltonijan H;
putem slijede¢e transformacije slicnosti,
= (w5,
L 'O,

) -5 (9.10)
A 192 Ow 0 Pw 0*w
S = Z(aa—w—ax)*ZaTW*gaxax )

Operator ukupnog broja fermiona, Ny = ), Yy, komutira sa S, [Ny, S] 0.
Pored toga, komutacijska relacija izmedu Eulerovog operatora ). 95%6_ iS5
je dana sa,

H1 = eWHe_W

0 4 . .
[in%WS]:_QS? [Ha, S szax + Ny, S] = —28. (9.12)

U izvodu ovih relacija iskoristeno je svojstvo (9.8) funkcije G. Zahvaljuju-
¢i tim relacijama, koje su identi¢ne komutacijskim relacijama (8.13), daljnji
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koraci, kao i njihov ishod, isti su kao i prije. Dakle, H; prelazi u Hy pod
utjecajem transformacije,

14

H, = e25Hje 25, (9.13)

Ekvivalentnost klase Hamiltonijana (9.9) i skupa super-oscilatora, $to je
demonstrirano relacijom (9.13), je samo nuzan, ali ne i dovoljan uvjet da
bi modeli opisani sa (9.9) bili egzaktno rjesivi. Da bi se pokazala egzaktna
rjesivost, potrebno je pokazati da transformacija slicnosti (9.13) ogranicava
polazni Hamiltonijan na njegov vlastiti Hilbertov prostor, tj. da se putem
inverzne transformacije onoj u (9.13), iz baze za super-oscilatore, mogu kon-
struirati regularne i normalizabilne svojstvene funkcije polaznog Hamiltoni-
jana (9.9).

Super-Hamiltonijan (9.9) posjeduje dinamicku OSp(2]2) supersimetriju.
Bozonska podalgebra SO(1,2) x U(1) od OSp(2|2) prisutna je za siroku
klasu Hamiltonijana H, zbog zahtjeva (9.8) na superpotencijal. Korisno je
primijetiti da je prisustvo algebre SO(1,2) x U(1) bilo dovoljno da bi se
pokazala ekvivalentnost izmedu H i razvezanih super-oscilatora. Super-
simetrija Hamiltonijana u tome nije igrala nikakvu ulogu, sto znac¢i da do-
biveni rezultati vrijede ¢ak i u situaciji kada je OSp(2|2) supersimetrija od
H slomljena, ali je ostala SO(1,2) x U(1) simetrija.

Sada ¢emo pokazati kako se dinamicka OSp(2|2) supersimetrija moze re-
alizirati sa Hamiltonijanom H koji smo netom proucavali. Budu¢i da Hamil-
tonijan H, relacija (9.9), u sebi uklju¢uje Hamiltonijan (8.9) za supersimetri-
¢ni Calogerov model tipa Ay.1, kao i Hamiltonijan za super-Calogero model
tipa BCxn41! koji ¢emo razmotriti u narednoj tocki, to onda konstrukcija
koja slijedi vrijedi i za te modele.

Definiramo dva para supernaboja,

al Ow
ZW pitigs sz

; ow
Zwi(pi—iax — i), ZW pi
i=1 ¢

Ove definicije u potpunosti se podudaraju sa relacijama (8.1) i (8.30). Hamil-
tonijan H, relacija (9.9), moZe se prikazati pomoéu ¢ i ¢' na nacin, H =
2{q,q'}. Analogno, dualni Hamiltonijan H% moze se prikazati pomoéu dru-
gog para supernaboja, ¢ i ¢', na nacin, H? = 2{G,¢'}. Nadalje, uvodimo

),

l\DI»—t

. :)(9.14)

N —

'Kao &to, uostalom, ukljuéuje i Hamiltonijane za supersimetri¢ni Calogerov model
pridruzen i ostalim korjenskim sistemima Lieve algebre.
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slijede¢e operatore

1 1
h=g H+H), U=5H-H),
o I 5, 1 L I 5, 1
B; —BO—Z;xi—Z(N+2E), B; _BO_Z;xi+Z(N+2E),
B _lz 2 8_w 2+82_w_22 0w W@b (9.15)
07 4 - Pi ox; ox? - Ox0x; ] ‘

pri cemu je E = ), xia%i’ Eulerov operator. Bozonski operatori By i h
zadovoljavaju slijede¢e komutacijske relacije,

[h, By] = 2By, [By.By]=h. (9.16)

Gornje relacije izvedene su koristenjem komutatora

0
[Z [L’Z'%, B()] = —260

1

S druge strane, U(1) generator U komutira sa operatorima 15’; ih.
Neis¢ezavajuéi antikomutatori izmedu ¢, ¢, Gi ¢' imaju oblik,

{q7qT} = %(h + U)? {57 QVT} = %(h - U)7 {qT’qT} - BJ? {%6} - BQ_
(9.17)
Ocigledna relacija,
H="Hy;+ 2U, (9.18)

moze se iskoristiti kako bi se odredio spektar od (9.9) u fazi u kojoj je
supersimetrija slomljena.
Preostali neis¢ezavajuéi komutatori OSp(2|2) superalgebre su:

BF.ql=—q", [Bf.dl=—d4", B;,i')=q, [B;,q']=4,
[h7 qT] = qTa [ha Q] = —q, [h7 6] = _da [ha qT] = Q“T7

Bozonski operatori By, h i U ¢ine SO(1,2) x U(1) podalgebru.

U literaturi su razmatrane i neke druge reprezentacije generatora OSp(2|2)
superalgebre u terminima bozonskih i fermionskih koordinata, koje sluze za
opis modela, npr. super-Calogerovog modela. Tako su u [94] razmatrane
dvije mogucée koordinatne reprezentacije generatora OSp(2|2) superalgebre,
tzv. standardna i atipi¢na. Atipi¢na reprezentacija, razmatrana u [94], karak-
teristi¢na je po tome $to se operatori Cy i Cs, relacije (9.5) i (9.6), medusobno
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podudaraju te se stoga Casimirov operator C' moze faktorizirati na samo
jedan nacin. U tom slucaju Scasimir Cy = C, za OSp(1]1) moze se pro-
movirati u Scasimir za OSp(2|2), s obzirom da komutira sa svim bozonskim
generatorima i antikomutira sa svim fermionskim generatorima od OSp(2|2).
S druge strane, standardna reprezentacija razmatrana u [94], a koja se podu-
dara sa onom opisanom u relacijama (9.14)-(9.19), karakteristi¢na je po tome
Sto se za nju operatori Cy i Cy ne podudaraju te se niti jedan od operatora
C, ili C, ne moze promovirati u Scasimir za O.Sp(2|2).

9.3 Super-Calogero model BCy; tipa

Superpotencijal za supersimetri¢ni Calogerov model BCy .4 tipa dan je sa,

G(/\,)\l,)\g):H x; — Ha: H 22)™, (9.20)

1<j

gdje su A\, A\; i Ay proizvoljni parametri. Model tipa Dy,; odreden je sa
A1 = Xy = 0, dok uvjet Ay = 0, odnosnoX, = 0 opisuje Hamiltonijan tipa
Cni1, odnosno tipa Byyi1. U daljnjem se ogranicavamo na Hamiltonijan tipa
Bpn.1, koji je dan sa

1
Hpy,, = —= Z 5 +5 >\ — D) [+ (i x) 7] + Sh( = 1) Zxﬁ

i#]
+_Zx2_%N[1+2A(N—1 + A +ZM) +A12M)x

+)\Z[ > (gl = 9ly) + (@it 2) (wwww])], (921)
i#]

gdje je z;; = x; — x;. Za razliku od super-Hamiltonijana Ay, tipa, relacija
(8.9), ovaj super-Hamiltonijan ima mnogocesti¢ni potencijal koji nije transla-
ciono invarijantan. Iz oblika interakcije vidi se da svaka cestica medudjeluje
sa slikama svih ostalih Cestica i sa samom sobom. Ovakva vrsta Hamil-
tonijana prikladna je za opis sistema sa rubovima. Hamiltonijan (9.21) je
permutacijski invarijantan na kombiniranu zamjenu bozonskih i fermionskih
koordinata x; i ¢;, a takoder posjeduje i diskretnu simetriju, to¢nije, invari-
jantan je na refleksiju (z;,v;) — (—x;, —;).
U supersimetri¢noj fazi osnovno stanje Hamiltonijana (9.21) je dano sa

P = H (:1:22 — x?)/\szle’%Zix? 0>
3

1<j

(9.22)
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pri ¢emu je A, A; > 0, a |0 > je fermionski vakuum. Valna funkcija @
je normalizabilna za A, A\; > —%. Dodatni i jos jac¢i zahtjev da operator
impulsa p; bude hermitski operator za valne funkcije oblika ® vodi na to da
A1 A; moraju biti strogo pozitivni. Faza Hamiltonijana (9.21) u kojoj je
supersimetrija slomljena ima bogatiju strukturu nego sto je to bio slucaj za
model Ay, tipa. U parametarskom prostoru (A, A1), postoje tri podrucja
u kojima je supersimetrija Hamiltonijana (9.21) slomljena. Ta podrudja su:

(i) A< 0, A\; <0, (ii) A <0, A\; > 0 i zadnje, (ili) A > 0, A\; < 0.

9.4 Superkonformno poopéenje Calogero-Marchioro
modela

U ovoj cjelini nastavljamo duz linije zapocete u prethodnom poglavlju te
¢emo razmotriti supersimetricno poopc¢enje Calogero-Marchioro modela koje
takoder posjeduje OSp(2|2) supersimetriju. Zbog toga ¢emo se moéi posluziti
konstrukcijom OSp(2|2) superalgebre, nac¢injenom pred kraj cjeline 9.2, s
time Sto ¢emo samu konstrukciju morati prilagoditi kontekstu vezanom uz,
ne vise jednodimenzionalni, ve¢ D-dimenzionalni mnogocesticni sustav u ko-
jem medudjelovanje opada sa kvadratom udaljenosti. Dakle, razmotrit ¢emo
D-dimenzionalni, N-¢esti¢ni supersimetriéni Calogero-Marchioro model [42]
sa ND bozonskih i ND fermionskih stupnjeva slobode. Cinjenica da taj
model posjeduje dinamicku OSp(2|2) supersimetriju moze se iskoristiti kako
bi se konstruirao beskonacan skup egzaktnih svojstvenih stanja kako u fazi
u kojoj je supersimetrija ocuvana, tako i u onoj u kojoj supersimetrija nije
ocuvana. Ta svojstvena stanja opisuju bozonska i fermionska pobudenja sis-
tema, medutim, ne sva pobudenja, ve¢ samo jedan mali dio. Sam model
je mozebitno interesantan stoga Sto ga je moguée povezati sa efektivnom
niskoenergetskom akcijom za (D + 1)-dimenzionalnu Yang-Mills teoriju, re-
duciranu na (0 + 1)-dimenzionalnu teoriju. Ovo opazanje se zasniva na pos-
tojeéim rezultatima u literaturi [42],(95],(96].

U tre¢em poglavlju proucavali smo visefamilijarni D-dimenzionalni model
opisan Hamiltonijanom (3.34). Model ¢iju supersimetri¢nu verziju ¢emo
ovdje proucavati specijalan je podsluc¢aj modela (3.34) i opisuje identi¢ne
Cestice, tj. situaciju kada su mase svih Cestica jednake (stavimo m; =1, i =
1,...,N) i iznosi svih konstanti vezanja su jednaki (stavimo v;; = g, i,j =
1,...,N). Relevantni Hamiltonijan je

1 o 1 2 9 w2, 9 7 ) Tt
H= §;Pi,u+ 5%:xi,u+ Jlg+D —2);% + Eig;k(riﬂ”rik) Tij Tik s
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Diyp = _iﬁa ﬁj = Fz - Fj? (923)
pri cemu 7; je D-dimenzionalni vektor polozaja i-te Cestice, a z; , su njegove
komponente. Koristimo konvenciju da latinski indeksi idu od 1 do N, dok
grcki indeksi idu od 1 do D. Kao §to je ve¢ opisano u cetvrtom poglavlju,

Hamiltonijan (9.23) posjeduje SU(1,1) simetriju (3.39). Takoder, od tamo
znamo da je valna funkcija osnovnog stanja [40, 44] dana sa

=T[I7 -7 lre2 =, (9.24)
1<J

te da za D > 2, nije poznat kompletni skup svojstvenih stanja, kao ni spektar,
iako je moguce, koristenjem SU(1,1) simetrije, konstruirati beskona¢an broj
egzaktnih svojstvenih stanja koja odgovaraju radijalnim pobudenjima. Ta
konstrukcija je opisana relacijama (3.42) i (3.45),

¥, = (AF) "y, n=20,1,2,.., (9.25)

gdje su 1, svojstvena stanja od H sa energijama F, = Ey+ 2n, pri cemu je
energija osnovnog stanja dana sa Ey = % +gN(N —1)/2.

Sada konstruiramo supersimetri¢nu verziju Hamiltonijana H. Kao i prije,
definiramo supernaboj ¢ i njemu konjugirani supernaboj ¢' na nacin,

q= Z Yl (i —
gdje ND fermionskih varijabli v, , zadovoljava algebru,

(Wi Vit = 0= {0l 0T} (Wi ¥l } = 60, (9.27)

Pored supernaboja (9.26), uvodimo jos jedan dodatni par supernaboja § i g,

aw oW
q_zqu)z,u pz,u, )7 Z¢T,u pz,u+la

7#’ 7#’ hu‘

W ow
)7 q = Z ¢z,u Pip + Za ) (926)

7#’ 7#’ hu‘

). (9.28)

Supernaboji u (9.26) i (9.28) izrazeni su pomoc¢u operatora impulsa p; , =
—zai i superpotencijala W i W,
i

1 ~ 1
W = —w+§ 7:;2, W:w+§ 7:;2, (929)
oG
w = lnG, in#m :dG, (930)
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gdje je d stupanj homogenosti funkcije G, koji moze biti proizvoljna kon-
stanta. Radimo slijede¢i izbor za funkciju G, tj. superpotencijale W i W,

G=][Iw (9.31)
1<j

Gornji izbor daje

Li,p

3w , 1 .0 , T — T,
E 77Z)zp pz,u - Z‘Ii,,u) = 5 E ¢ZT,M —1 —1 E g J_,M_ ) QM
, i

Z¢Z,M Diyp — a— + ixi,u) = %Z¢i’“ —q a +Zzgx]_’»ﬂ_7_7;rz’2ﬂ

1 Cow 1 .0 ' L — i,
qzizqvbi,u(pi,u_la—_lxi’”):_Zq’b”‘ T T

Li,u 27

ow 1 o, , Tjy — T, ,
Zﬁ/) pw—i-z + iz, ,) = 521#1# <_28x» —ngﬁ—wa
Ti,p ‘ i i — T

Sto rezultira super-Hamiltonijanom,
1
H, = H{a.d"}

1
- H+s Z Wu’ ww] _ gN(N —1)
LU

9 Y @i — 23 7 = 1) 75 (0] — 0l5) (9.33)

(EVHL
+20 3 (@i — ) (e — 23 75 (800 — w00 )
iFJuFY

Super-Hamiltonijan H, je supersimetricno poopcenje od H, tj. poopcenje
od D-dimenzionalnog Calogero-Marchioro modela. To se moze ustanoviti
tako da se H, projicira na sektor sa 0 fermiona u 2”%-dimenzionalnom
fermionskom Fockovom prostoru, u kojem je vakuumsko stanje definirano
sa 1;,/0 >= 0. Osnovno stanje za H, u supersimetri¢noj fazi (¢ > 0)
odredeno je sa 1§ = 1|0 >. Valna funkcija osnovnog stanja je normaliz-
abilna za g > —%. Ipak, jos jaci uvjet da je svaki operator impulsa p;,
hermitski za valne funkcije oblika 9§ nalaze da vrijedi g > 0. To znaci da je
supersimetrija o¢uvana za g > 0, dok je slomljena za g < 0 [88, 89, 97, 98].
Supersimetricni Hamiltonijan (9.33) generiran je superpotencijalom (9.29),
gdje je funkcija G homogena funkcija stupnja d. Stoga je bozonski potencijal
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u Hamiltonijanu H, homogena funkcija stupnja —2 i Hamiltonijan H, pos-
jeduje OSp(2|2) supersimetriju. Ta Cinjenica omoguéava nam da i u ovom
konkretnom slucaju slijedimo korake poduzete izmedu (9.14) i (9.19) te na
taj nac¢in konstruiramo operatore koji ¢e zatvoriti OSp(2|2) superalgebru
(9.19). Ovdje treba primijetiti da konstrukcija (9.32) u potpunosti odgo-
vara supernabojima (9.14), uz dodatak da je prilagodena za D-dimenzionalni
slucaj.
Sada je moguce definirati operatore stvaranja i ponisStavanja,

1
Bl = {d"q"}, F=4q" (9.34)
koji opisuju kolektivna pobudenja i zadovoljavaju komutacijske relacije,
[H,,Bl] = 2B, [H,,Fi] =2F]. (9.35)

Relacije (9.34), uz pomo¢ operatora (9.34), omogucavaju konstrukeiju klase
egzaktnih svojstvenih stanja. Specijalno,

U = BY Fi b3, (9.36)

su svojstvena stanja od Hy sa energijama E,, , = 2(n + v). Bozonski kvantni
broj n moze poprimiti bilo koju nenegativnu cjelobrojnu vrijednost, dok
fermionski kvantni broj smije poprimiti samo dvije vrijednosti, v = 0, 1.
U granici ¢ — 0, super-Hamiltonijan H, svodi se na N razvezanih super-
oscilatora u D dimenzija.

Hamiltonijan (8.9) je specijalni slu¢aj Hamiltonijana (9.33) za D =1 i,
kao sto smo vidjeli u osmom poglavlju, poznat je potpuni skup svojstvenih
stanja kao i spektar za taj model, kako u fazi u kojoj je supersimetrija oCuvana
(g > 0), tako i u fazi u kojoj je slomljena ( ¢ < 0 ). Nasuprot tome, u
situaciji kada je D > 2, funkcije 1, 1 pripadne energije £, , opisuju samo
mali dio potpunog spektra, slicno kao i u pripadnom ishodisnom modelu
(9.23), u kojem supersimetrija nije prisutna i gdje skup svojstvenih stanja
(9.25) takoder nije potpun.

Faza od H u kojoj je supersimetrija slomljena karakterizirana je sa g < 0.
U toj fazi takoder je moguce konstruirati klasu egzaktnih svojstvenih stanja
i to koriste¢i svojstvo dualnosti Hamiltonijana H,. U tu svrhu razmatramo
dualni Hamiltonijan H, koji se moze izraziti u terminima supernaboja § i gt
na nacin, H, = %{cj, q'}. Taj se Hamiltonijan isto moze direktno dobiti iz
Hg, rade¢i zamjene g — —g i, < wlu. Osnovno stanje od H,, u njegovoj
vlastitoj supersimetri¢noj fazi ( g < 0), je rjeSenje uvjeta

gy = q'p =0, (9.37)
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i pokazuje se da je oblika

— H\ I e P DL

i<j

ND >, 4] |ND >=0. (9.38)

Moze se vidjeti da je H, povezan sa Hy putem slijedeée relacije,

Hy=H, + - Z[@/}W }—gN(N—l). (9.39)

Zbog zadnje relacije, 1;3 je takoder i svojstveno stanje od H,, sa pripadnom
energijom osnovnog stanja jednakom

Ey = T—QN(N_D,
sto je pozitivno definitna veli¢ina za g < 0. Valna funkcija (9.38) je valna
funkcija osnovnog stanja Hamiltonijana H,, u fazi u kojoj je supersimetrija
slomljena, g < 0. To je posljedica relacije (9.39) i ¢injenice da 1;5 opisuje os-
novno stanje dualnog Hamiltonijana Hj, u njegovoj vlastitoj supersimetriénoj
fazi (g < 0).

Svojstvo dualnosti od Hy omogucéava nam da nacinimo algebarsku kon-
strukciju pobudenih stanja od H, za g < 0. Specificno, klasa pobudenih
stanja od H; moze se dobiti dJelovanJem bozonskog operatora stvaranja
BT i fermionskog operatora stvaranja .7-"2 na osnovno stanje 1/)0, pri ¢emu se
spomenutl operatori mogu dobiti iz (9.34), uz pomoé¢ zamjena g — —g i

¢ZN — ¢7, NTAl
. 1 _
Bi=—{d"d}.  FH=d (9.40)

Dakle, svojstvena stanja i pripadne energije od Hg, u fazi sa slomljenom
supersimetrijom, dani su sa,

Uny = BY F 05, Eny = Bo+2(n+v). (9.41)

Ovaj skup svojstvenih stanja takoder nije potpun. lako, generalno, za dani
model ne postoji opéa metoda za tretman i nalazenje svojstvenih stanja u
fazi u kojoj je supersimetrija slomljena, u ovom konkretnom slucaju, svojstvo
dualnosti od Hy omoguéilo nam je da ipak uspijemo pronaci klasu egzaktnih
rjeSenja za promatrani model, u fazi sa slomljenom supersimetrijom.

OSp(2|2) supersimetrija nije jedina simetrija razmatrana u literaturi, na
koju je moguée progiriti Calogero-Marchioro model. U [42] pokazano je
da se dvodimenzionalni Calogero-Marchioro model moze prirodno uroniti u
SU(1,1|2) superkonformni Hamiltonijan, tj. moze se progiriti na Hamiltoni-
jan koji posjeduje SU(1, 1]2) superkonformnu simetriju.



Poglavlje 10
Zakljucak

Calogerov model je jednodimenzionalan, potpuno rjesiv, model sistema sa
dugodoseznim medudjelovanjem. U svojoj originalnoj verziji on opisuje i-
denticne, nerelativisticke Cestice bez spina smjestene na pravcu, vezane u
zajednickom harmonickom potencijalu i koje medudjeluju preko interak-
cije koja opada sa kvadratom njihove medusobne udaljenosti. U ovoj dis-
ertaciji razmatrana su poopcenja Calogerovog modela. Ta su poopcenja
provedena u dva pravca. Prvi pravac je ukljucio razmatranje visefamilijarnih,
visedimenzionalnih, kao i supersimetricnih poopc¢enja Calogerovog modela.
Drugi pravac je obuhvatio razmatranje poopcéenja racionalnog Calogerovog
modela na nacin da se osnovnoj interakciji koja opada sa kvadratom udal-
jenosti pridodaju dodatna medudjelovanja, npr. Marchioro-Wolfes ili Coulom-
bovog tipa.

Algebarskim pristupom konstruirani su operatori stvaranja i ponistavanja
za Hamiltonijane koji opisuju jednodimenzionalan i visedimenzionalan visefa-
milijarni Calogerov model da dvocesti¢nim i trocesticnim medudjelovanjima.
Pomoc¢u konstruiranih operatora stvaranja i ponistavanja nadena su sva
polinomijalna svojstvena stanja promatranih modela. Spektar koji odgovara
nadenim svojstvenim stanjima linearan je u kvantnim brojevima i takoder
degeneriran za visa pobudenja. Nadeno je da je za spomenutu degeneraciju
odgovorna dinamicka SU(2) simetrija. Visefamilijarni modeli su do sada ispi-
tivani generaliziranom Thomas-Fermijevom metodom i to samo u najnizoj
aproksimaciji. Pri tome su nadene energije osnovnog stanja, kao i nekih
specificnih pobudenja, ali samo za specificne veze izmedu masa cestica, nji-
hove statistike i konstanti medudjelovanja. U ovom radu iste te veze su
interpretirane kao prirodan uvjet iscezavanja trocesticnih medudjelovanja u
modelu.

Pokazano je da je visefamilijarni Calogerov model ekvivalentan matri¢nom
oscilatoru opisanom sa kvadraticnim Hamiltonijanom i deformiranim ko-
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mutacijskim relacijama. U nastavku je uspostavljena veza izmedu matri¢nog
oscilatora i konacnog, regulariziranog matri¢nog Chern-Simons-ovog modela
na osnovu koje se zakljuc¢uje da ta dva modela imaju isti spektar u singletnom
sektoru.

Kljucan rezultat teze je da se svi sistemi koji realiziraju konformnu SU(1, 1)
simetriju mogu preslikati na sustav razvezanih oscilatora. Taj rezultat nam
je omogudio da razvijemo op¢i postupak za konstrukciju potpunog skupa
stanja u Bargmann-ovoj reprezentaciji, za sve sisteme u kojima je realizirana
konformna simetrija. Za takve sisteme moguce je konstruirati operator vre-
mena konjugiran Hamiltonijanu, pri ¢emu konstrukcija ne vrijedi samo za
hermitski, ve¢ i za PT-invarijantan Hamiltonijan.

Koristenjem von Neumann-ove metode pokazano je da racionalni Calo-
gerovi modeli tipa Ay,1 1 BCyy1, sa i bez harmonickog vezanja, dopustaju
novu klasu vezanih stanja, kao i nova stanja u sektoru rasprsenja. Taj rezultat
iskoristen je kako bi se pruzio opis anomalnog rasprsenja elektrona na po-
larnim molekulama.Istom metodom istrazene su neekvivalentne kvantizacije
N-cesticnog, jednodimenzionalnog racionalnog Calogerovog modela kojem je
pridodana interakcija Coulombovog tipa. Kao konacan rezultat analize, do-
bivena su egzaktna stanja i spektar kako u sektoru vezanih stanja, tako i u
sektoru rasprsenja.

Na kraju je dan revijalni prikaz supersimetri¢nih poopcenja Calogerovog
modela sa nekim originalnim rezultatima. Ovdje je predstavljena ¢injenica
da je siroka klasa super-Hamiltonijana kod kojih je realizirana OSp(2|2) su-
persimetrija, koji takoder ukljuc¢uju supersimetricna poopcéenja svih tipova
Calogero-Sutherland-Moser modela kao podskup, ekvivalentna skupu razve-
zanih super-oscilatora. Ta ¢injenica iskoristena je za konstrukciju potpunog
skupa svojstvenih funkcija i pridruzenog spektra, kako u fazi u kojoj je su-
persimetrija ocuvana, tako i u fazi u kojoj je supersimetrija slomljena. Kao
primjer, konstruirana su dva razli¢ita supersimetricna poopcéenja Calogerovog
modela sa N = 2 superkonformnom simetrijom.
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