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SAZETAK

U ovoj disertaciji proucavaju se reprezentacije inducirane ireducibilnim reprezentacijama mak-
simalnih paraboli¢kih podgrupa simplekticke ili specijalne ortogonalne grupe neparnog reda
nad nearhimedskim lokalnim poljem F karakteristike razlicite od 2. Odreduju se njihovi kom-
pozicioni nizovi te posljedi¢no tocke reducibilnosti, duljina i primjeri unitarnih reprezentacija.

Ireducibilni subkvocijenti promatrane reprezentacije su opisani u terminima Langlandsove
klasifikacije, pri ¢emu je temperirani parametar opisan klasifikacijom koju su odredili C. Mce-
glin 1 M. Tadi¢. Vaznu ulogu pri odredivanju ireducibilnih subkvocijenata induciranih repre-
zentacija imaju njihovi Jacquetovi moduli, ¢iji su konstituenti, u slu€aju promatranih grupa,
odredeni strukturnom formulom M. Tadi¢a. Dodatno, kompozicioni niz generalizirane osnovne
serije, kojeg je odredio G. Mui¢, predstavlja temeljni korak u rjeSavanju opisanih problema.

Na opcem linearnom dijelu se inducira iz ljestvicaste reprezentacije koju su definirali E.
Lapid i A. Minguez te njome pojednostavili dokaz klasifikacije unitarnog duala opcée linearne
grupe. Jacquetovi moduli ljestvicastih reprezentacija su takoder poznati prema rezultatu A.
Kreta 1 E. Lapida. Kroz disertaciju ¢esto koristimo rezultate A. Zelevinskog o reducibilnosti
induciranih reprezentacija opce linearne grupe.

Koristeci Cinjenicu da su krajevi komplementarnih serija unitarizabilni, medu promatranim

reprezentacijama su dani primjeri unitarnih.

Kljucne rijeci: teorija reprezentacija p-adskih grupa; kompozicioni niz; ljestvicasta reprezen-

tacija; klasi¢ne grupe
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SUMMARY

In this thesis we study representations induced by irreducible representations of maximal para-
bolic subgroups of symplectic or special odd orthogonal group over a local non-archimedean
field F of characteristics different than 2. We determine their composition series and, as a
consequence, reducibility points, length and examples of unitary representations.

Irreducible subquotients of the considered representation are determined in terms of Lan-
glands classification, while we describe the tempered parameter by the classification of C. Mee-
glin and M. Tadié. Jacquet modules play an important role in the determination of irreducible
subquotients of induced representations. Their constituents are determined by M. Tadi¢’s struc-
tural formula. Moreover, a composition series of a generalized principal series, established by
G. Mui¢, is the essential step in solving described problems.

We induce by ladder representations on a general linear part, which were defined by E.
Lapid and A. Minguez and used to simplify the proof of the classification of unitary dual of
general linear groups. The Jacquet modules of ladder representations are also known by the
results of A. Kret and E. Lapid. Throughout the thesis, we often use the results on reducibility
of induced representations of a general linear group obtained by A. Zelevinsky.

Using the fact that the ends of complementary series are unitarizable, we single out examples

of unitary ones among considered representations.

Keywords: representation theory of p-adic groups; composition series; ladder representation;

classical groups
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EXTENDED SUMMARY

In this thesis we study representations induced by irreducible representations of maximal para-
bolic subgroups of symplectic or special odd orthogonal group over a local non-archimedean
field F of characteristics different than 2. We determine their composition series and, as a
consequence, reducibility points, length and examples of unitary representations.

To describe the considered induced representations, we fix one of the series of classical gro-
ups SOy, 11 (F) and Sp,,/(F) and denote by G, a rank n’ group belonging to this fixed series.
Let us also fix irreducible cuspidal representations p € Irr(GL,(F)) and o, € Irr(G,y). The cha-
racter |det(g)|r of GL,(F) is denoted by v, where | |r is the normalized absolute value on F.
Since the irreducible representation on a general linear part of the considered induced represen-
tations is described in terms of Langlands classification, we recall it in the sequel. For the
irreducible essentially square-integrable representations §; = 8([v¥ip,vYip]) € Irr(GL,,(F)),
i=1,...,0 such that x; +y; < ... < x;+y;, the induced representation 8; x ... x § has the
unique irreducible (Langlands) subrepresentation which we denote by L(J,. .., ;). We consi-
der an important class of ladder representations, which were defined by E. Lapid and A. Min-
guez and used to simplify the proof of the classification of unitary dual of general linear gro-
ups. A ladder representation is a representation of the form L(6y,...,6;) for x; < ... <x; and
y1 <...<y;. The subclass of essentially Speh representations is obtained by taking x; 1 = x; +1
and yj1 =y;+1fori=1,...,]— 1. In the thesis, we have determined the composition series

of the following induced representations:
(i) mp % o, for a ladder representation 7, with positive exponents in its cuspidal support,

(i) L(8([vp,vbp]),8([v**'p,vb*+!p])) x o, for real numbers a and b such that a < 0 and

a<b,

(iii) 7g X O, for an essentially Speh representation g with positive exponents in its cuspidal

support and strongly positive non-cuspidal representation Oy.
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Extended summary

In the first problem, the reducibility of representation 7; x 6, follows directly from the re-
sults of the paper [19]. The tempered subquotients of 7, X O, are necessarily strongly positive
discrete series. Their description, together with some tehnical calculation with Jacquet modules
relying on results of A. Kret and E. Lapid in [15] and M. Tadi¢ in [40], produces the classifi-
cation of the non-tempered subquotients of 77 x 0. Also, there is an elegant formula for the
length of the representation 7z, X o,. If m is the number of indices i € {1,...,/} for which there
exists x € {x;,x;+ 1,...,y;} such that v’p x o, reduces, then 7; x o, is of the length m + 1.

In the second problem, we extensively use the classifications of discrete series by C. Moeglin
and M. Tadi¢ in [28] and tempered representations which are not discrete series by M. Tadi¢
in [42]. The study of embeddings is the main method used to determine tempered subquotients
of the considered induced representations. It is enabled by the simple, yet useful lemma of C.
Jantzen from [14] and the embeddings which describe tempered representations. To determine
the irreducible subquotiens of representation L(8([v¢p, vPp]),8([v¢!p, vb+1p])) x o, it was

neccessary to classify the irreducible tempered subquotients of the representation of the form

L(8([v?p.v*p)),8([v**!p,v**!p])) % o

for 0 <x < b and —a < b. Moreover, we have used the first part of the proof of Theorem 3.1
from G. Mui¢’s paper [30] to show that certain irreducible representation is a subquotient of the
considered induced representation. Results obtained from the first and second problem produce
examples of irreducible unitary representations through the study of the ends of complementary
series, which is a well-known method described in [39, §3c].

In the third problem, the main part is to classify irreducible tempered subquotients of repre-

sentation of the form

L(8([v1p,v'p)),8([vp. v *lp]),....8([vip, v *' 1 p])) x oy

for real numbers xi,...,x; such that 0 < x; < ... < x;. Furthermore, a technical lemma is
proved and used as the main tool to show that certain constituents of Jacquet modules are of
the multiplicity one. It serves to prove that an obtained candidate for a subquotient is the
subquotient of 7y X Oy),. Also, some inductive arguments are applied using the description of
a composition series of a generalized principal series obtained by G. Mui€ in [29]. Solutions
of both second and third problem use two lemmas on ladder representations. They are proved

using representation theory of general linear groups established by A. Zelevinsky [43].
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UvoD

Ireducibilne unitarne reprezentacije imaju ulogu fundamentalnih harmonika u harmonijskoj
analizi na lokalno kompaktnoj grupi. Prema klasifikaciji M. Tadi¢a u [38], esencijalno Speh
reprezentacije su osnovni gradivni blokovi unitarnog duala opce linearne grupe. E. Lapid i A.
Minguez su u [18] pojednostavili dokaz klasifikacije proucavajuci klasu ljestvicastih reprezenta-
cija koja sadrzi esencijalno Speh reprezentacije. Osim u slucajevima niskog ranga, klasifikacija
unitarnog duala klasi¢nih grupa Spy,(F) ili SO, (F) nije poznata. Time se prirodno namede
pitanje poveznice strukture unitarnog duala klasi¢nih grupa i reprezentacija induciranih iz ljes-
tviCaste reprezentacije na dijelu opce linearne grupe i unitarne reprezentacije na klasi¢nom di-
jelu. Motivaciju za proucavanje lokalne teorije reprezentacija pronalazimo i u Langlandsovom
programu kroz dekompoziciju automorfnih reprezentacija, prema ¢lanku D. Flatha [8].

U disertaciji prou¢avamo dopustive reprezentacije konacne duljine grupa G,, za fiksiranu
seriju grupa Spy,(F) ili SO, (F) za n € N. Kategoriju svih takvih reprezentacija oznacimo
sa ¢ (G). Mozemo joj pridruziti Grothendieckovu grupu R(G) jer se radi o Abelovoj kategoriji.
Kompozicioni niz reprezentacije (7,V) € €'(G) je niz podreprezentacija {0} =Vy CV; C ... C
Vi1 C Vi =V od (,V) takav da su reprezentacije Vi1 /V; zai =0,... ,k— 1 ireducibilne. Time
u R(G) vrijedi

VI=Ml+W/Vi]+...+[V/Vii].

Glavna zadaca disertacije je odrediti kompozicione nizove vaznih induciranih reprezentacija iz

% (G). Generalni pristup u teoriji reprezentacija p-adskih grupa se dijeli na dva dijela:
(i) konstrukcija kuspidalnih ireducibilnih reprezentacija u € (G),
(i1) analiza reprezentacija induciranih ireducibilnim reprezentacijama parabolickih podgrupi.

Pitanja kojima se bavimo u disertaciji pripadaju drugom dijelu. Grupe G, sadrZe parabolicke
podgrupe koje su kljucne za definiciju induciranih reprezentacija. Preciznije, imamo Levijevu

dekompoziciju parabolicke podgrupe P = MN na reduktivnu grupu M i unipotentni radikal N

1



Uvod

od P. Grupu M nazivamo Levijev faktor od P te upravo iz reprezentacija u ¢’ (M) induciramo
do reprezentacija u ¢ (G,). Reprezentacije iz (M) je lako opisati zbog sljedeée bijektivne
korespodencije. Za svaku parabolicku podgrupu P = MN od G, postoji jedinstvena k-torka

prirodnih brojeva (my,...,my) takva da vrijedi |m| = m; +...+m; < niM je izomorfna grupi
GLp, X ... X GLipy X G-

Maksimalne paraboli¢ke podgrupe odgovaraju k-torkama za k = 1 te su reprezentacije njihovih
Levijevih faktora oblika 7 ® 6 za w € Irt(GLy,, ) 1 6 € Irr(G,,—,, ). VaZne inducirane reprezen-
tacije kojima se bavimo u disertaciji inducirane su ireducibilnim reprezentacijama maksimalnih
parabolic¢kih podgrupi, pri ¢emu je 7 ljestvicasta reprezentacija s odredenim restrikcijama te ¢
kuspidalna ili strogo pozitivna diskretna serija.

Osvrnimo se na dosadaSanje rezultate ostvarene u podrucju. Teorija reprezentacija p-adskih
grupa svoje pocetke zahvaljuje radu F. I. Mautnera i1 njegovih studenata na pitanjima teorije
reprezentacija grupe GL, nad p-adskim poljem. Daljnji razvoj teorije su potakli duboki rezultati
F. BruhataiJ. Titsa u [5] o strukturi p-adskih grupa. H. Jacquet i R. P. Langlands su u [13] uveli
pojam dopustive reprezentacije za opcu linearnu grupu, ¢ime je otvoren put Cisto algebarskoj
teoriji reprezentacija. Medu brojnim autorima koji su generalizirali te rezultate i doprinjeli
razvoju teorije, vazan utjecaj imali su J. Bernstein, Harish-Chandra i W. Casselman. Vise o
povijesnom pregledu podru¢ja moze se naci u [32].

Uspjesna primjena teorije Jacquetovih modula na rjeSavanje pitanja reducibilnosti induci-
ranih reprezentacija zapocela je algebraizacijom Geometrijske leme radom M. Tadica u [40].
Rezultati G. Mui¢a o kompozicionom nizu generalizirane glavne serije u slu¢aju strogo pozi-
tivne diskretne serije u [29] koriste navedeni princip i1 polaziSte su naSih istraZzivanja. Problem
je dalje generaliziran radom I. Mati¢a u [23], gdje se uz strogo pozitivnu reprezentaciju na kla-
si¢nom dijelu pojavljuju dvije ireducibilne esencijalno kvadratno integrabilne reprezentacije na
opéem linearnom dijelu. Za opis kompozicionog niza proucavane reprezentacije potrebna je
Langlandsova klasifikacija, koju su u sluc¢aju grupe nad nearhimedskim lokalnim poljem do-
kazali A. Borel i N. R. Wallach u svojoj knjizi [16]. Za opis temperiranog parametra bitne su
klasifikacije ireducibilnih temperiranih reprezentacija. Klasifikaciju diskretnih serija pod Os-
novnom pretpostavkom ostvarili su C. Meeglin i M. Tadi¢. Kasnije su J. Arthur, C. Mceglin,
W. T. Gan i L. Lomeli pokazali da klasifikacija vrijedi bezuvjetno. M. Tadié je parametrizirao
ireducibilne temperirane reprezentacije koje nisu diskretne serije kao prirodnu posljedicu klasi-

fikacije diskretnih serija. Suvremena istrazivanja teorije reprezentacija opce linearne grupe nad

2



Uvod

nearhimedskim lokalnim poljem autora E. Lapid, A. Kret i A. Minguez [15, 18] takoder igraju
vaznu ulogu u analizi reprezentacija klasi¢nih grupa.

OpisSimo sada glavne rezultate ostvarene u disertaciji. Kao prvi od rezultata navodimo opis
kompozicionog niza reprezentacije 7z X O, gdje je 7wy ljestviCasta reprezentacija s pozitivnim
eksponentima u kuspidalnom nosacu i o, ireducibilna kuspidalna reprezentacija u Irr(G). Pre-
ciznije, oznac¢imo

m = L(8([v"p,v"p)),...,8([v¥p,v¥p]))
za ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju p opce linearne grupe, prirodan broj ¢ i realne brojeve
aj,bi,zai=1,... t,takveda0<a; <...<a;, b <...<bfia;<b;zai=1,... t. Pretposta-
vimo da je o > 0 takav da je reprezentacija v*p x o, reducibilna. Ako postojii € {1,2,...,¢}
takav da a € [a;,b;], oznaCimo s iy maksimalan, a s i,, minimalan takav indeks. Primijetimo
da ako iy postoji, onda o € [a;,b;] za svaki i € [in,ip], jer vrijedi o € [aj,,,b;,] C [ai,bi]. Na-
dalje, ozna¢imo s k proizvoljan element od [i,;,iy]. Definiramo k,, kao minimalan indeks iz
{1,2,...,t} takav da o — k +ky, < by, Primijetimo da vrijedi ot — k+i € [a;,b;],¥i € [k, k].

Definiramo o} kao jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju od
S([ve*tknp vbunpl) x ... x 8([v¥p,vPp]) x o,
i m, ukoliko je k #rilia; # a —t+izanekii € {1,2,...,t}, kao
L(S([v="p,v=pl),....8([v =" 1p, v=rip]) §([v=Flp, v=%p]),...,
§([v- et Hntlp vyt p]) §([v Pt p, v %atp]), . SV p, v p]); 00).
Sljedeci teorem (2.2.2) opisuje kompozicioni niz od 7, X O,.

Teorem 0.0.1. Pretpostavimo da postoji neki v*p € [m;] takav da je v¥p x o, reducibilna. Tada
se inducirana reprezentacija m;, x o, reducira. Nadalje, neka je o jedinstven pozitivan realan
broj takav da je v*p x o, reducibilna. Tada je semisimplifikacija od 7 x o, jednaka

@) o +L(S(vp,vup]),....8([v " p, v pl)ic) + ), m,

k€lip.t—1]
akoagi=a—t+izai=1,2,...,t,

(i) L(&([vp,v=ap]),....8([v "1p,v 4p]);oe)+ Y, m, inace.

kE[im,im)

Rezultati sljedeceg poglavlja bave se odredivanjem kompozicionog niza reprezentacije oblika

L(8([v'p,v*p]),8([v**'p,v**'p])) x o



Uvod

za ireducibilne kuspidalne reprezentacije p € Irr(GL) i o, € Irr(G) te realne brojeve a, b takve
da vrijedi a < 01 a < b. Pokazuje se da je ekvivalentno odrediti kompozicioni niz opisane
reprezentacije u sluCaju samokontragredijentne reprezentacije p i uvjeta —a < b+ 1. Neka je o
jedinstveni nenegativan realan broj takav da je v%®p x o, reducibilna reprezentacija. Definicije

temperiranih reprezentacija koje se javljaju u sljedeca dva teorema se mogu naci u poglavlju 3.

Teorem 0.0.2. Inducirana reprezentacija L(8([v¢p,v’p]),8([v¢ 1p,vP*1p])) x 0. za 0 <

—a < b sadrzi

(1) ireducibilni temperirani subkvocijent koji nije diskretna serija ako i samo ako —a = b =

a—I:Oili—a:b:a:%ili—a:b2a+1ilia:—a§b.
(i1) diskretnuserijuakoisamoakoa:a—l:O<bi1i—a:a:%<bilib>—a2a+1.

U tom slucaju ireducibilni temperirani subkvocijenti su podreprezentacije od g X O.

(0)

Ako je —a = b, za b= o —1 =0 je temperirani subkvocijent izomorfans 7, ”, zab = @ = % S
(3)
T

,Zab=a>1styzao=1testszaq > %, azab > o+ 1 sudva temperirana subkvocijenta

izomorfnas 73 _ 1 T4 _.

N[—

Ako je —a < b, zaa = o — 1 = 0 temperirani subkvocijent je izomorfan sa 0s, za —a = 0t =

sa Op,za —a = 00 sa T5 _,aza —a > O + 1 s dvije diskretne serije izomorfne s 63 _ i 04 .

Netemperirani subkvocijenti od 7g X 0, su opisani u Teoremu 3.4.4. Zbog preglednosti,
u uvodu navodimo posljedicu dobivenih rezultata kroz primjere unitarnih reprezentacija. De-
finiramo reprezentacije o = L(8([v—%p,v~¢"2b+1p]), §([v=%Hlp,v=¢+20+2p]):0,) i my =
L(S([v=(@p, y=a+2+1p)) §([y=(@2)p y=at242p]): 5y ).

Teorem 0.0.3. Inducirana reprezentacija
L(8([v*2p,v*1p]), 8([v* "' p,v%p])) o
zao—beZi —% < b < a—1 je unitarna i ima sljede¢i kompozicioni niz po slucajevima.

» Ako o —2=b=0, onda je jednak 7+ L(v~'p:7{"L) +L(8([v"'p,p)); G.).

« Ako ¢ —2=5b> 1, onda je jednak 7, +L(§([v~(*Np, v“‘3p]);rl(fx__2)).

« Ako ot —2 =2b > 1, onda je jednak my + 7 + L(8([v_2p,vI~1p]); 00).

* Inace je jednak my + 7.



Uvod

Posljednja skupina rezultata opisuje kompozicioni niz reprezentacije s X Oyp, gdje je Ts
esencijalno Speh reprezentacija s pozitivnim eksponentima u kuspidalnom nosacu te oy, strogo
pozitivna nekuspidalna diskretna serija kojoj je o, parcijalni kuspidalni nosa¢. Ponovno, o
je jedinstveni nenegativni broj takav da se v¥*p x o, reducira i ozna¢imo r = [a]. Glavni

dio rezultata slijedi iz opisa temperiranih subkvocijenata reprezentacije T X Oy, gdje je Oy, =

O(by,....b,) 1
T :L(S([v““p,vbp]),6([v02+1p,vb+1p]),...,6([vck+1p,vb+k_1p])).

. . - . T . N
Analizu rastavljamo na dva slucaja, ovisno o tome je li v2p kratnosti manje ili jednake dva u
kuspidalnom nosacu od |7 x 0y, | ili [7tg % O]. U svrhu ilustracije rezultata, navodimo teoreme

samo u slucaju kratnosti manje od dva.
Teorem 0.0.4. Oznacimo konstante

max{i: 1 <i<rnbj=o—r+i—1}, ako takav i postoji,
S =

0, inace,

‘ min{i:s+1<i<rb;>b+k—1}, ako takav i postoji,
Umin =
r+1, inace,
im=r—ip,+1.
Inducirana reprezentacija T X Oy, sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent ako i samo
akor—m—k>0ici=b,_p_yyizai=1,... k.
Ako T X Oy, sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent, onda je taj subkvocijent strogo
pozitivna reprezentacija Oy, . b, . i by btk—1,b, mi1,by) KOJ@ j€ jedinstvena ireducibilna po-

dreprezentacija od 7 X Oy),.
Za K > 2 definiramo
75 = L(3([vp,vep]), 8([v*+ . vPH pl), ... SV p vP KT o))y,
Zak e {l,...,K} samy definiramo analogon od m iz prethodnog teorema. Ako vrijedi r —my, —

k>0,a—1<br_p_it11br—pm +1<b+k—1, oznaCimo strogo pozitivnu diskretnu seriju

Gk = G(bl7"'7br—mk—k~,ba"'sb+k_17br—mk+l*"'1br) 1

T, = L(5([v_b_K+1p, v—a—K—i—lp])7 o ,5([v_b_kp, v—a—kp])’

6([v_br—mkp’ v_l'l_k"‘lp])7 - 6([v_br—mk—k+1p’ V_ap]), O'k)-



Uvod

Za uniforman opis ireducibilnih netemperiranih subkvocijenata od 7g % o), nekak € {1,...,K}
takoder oznacava maksimalan indeks tako da gornji uvjeti vrijede. Ako takav indeks iz skupa

{1,...,K} ne postoji, definiramo k =0, 6y = Oy i
Mo = L(&([v " Hp,v e K p)), 8([v"p,vp]); 00).

Ako g X Oy, sadrzi ireducibilni temperirani subkvocijent, onda je prema prethodnom teoremu
jedinstven i oznacit ¢emo ga sa 6'!). Ako ozna¢imo s I skup svih indekasa i € {1,...,k} takvih
dab+i—1¢€{by,...,b}, dobivamo sljedeéi teorem.
Teorem 0.0.5. Ako a # % ili by = —%, inducirana reprezentacija g X Oy, je u R(G) jednaka
@ Y mtoW akok=Kiati—1=b,p_jsi+lzai=1, .k
i€{0,....k}\I
i) )  m, inace.
i€{0,...k}\I
Preostalo je opisati sadrzaj prvog poglavlja. Nakon opisa nearhimedskih lokalnih polja,
klasi¢nih grupa i njihovih vaznih parabolickih podgrupa, dajemo pregled rezultata teorije repre-
zentacija p-adskih grupa s dopustivim reprezentacijama kao centralnim pojmom. Zatim dajemo
pregled teorije reprezentacija opCe linearne grupe, uz koju je usko vezana teorija reprezentacija
ostalih klasi¢nih grupa. Reprezentacije su parametrizirane Langlandsovom klasifikacijom, a
osnovni alat kojim rijeSavamo pitanja reducibilnosti 1 kompozicionih nizova odredenih induci-
ranih reprezentacija je Geometrijska lema. Sljedeca dva potpoglavlja donose pregled rezultata
klasifikacije ireducibilnih temperiranih reprezentacija koje su vazna klasa unitarnih reprezenta-
cija. U konacnici opisujemo rezultate ¢lanka G. Muica [29] koji su temeljni korak u rjeSavanju

pitanja disertacije.



1. TEORIJA REPREZENTACIJA p-ADSKIH

GRUPA

1.1. KLASICNE GRUPE

Klasi¢ne grupe koje prouc¢avamo u disertaciji su primjeri linearnih algebarskih grupa. Umjesto
njihove definicije u terminima algebarske geometrije, koja zahtjeva duboku pozadinu, defini-
ramo ih pomodéu matri¢ne realizacije. Oznacimo sa K algebarski zatvoreno polje te sa GL,
opcu linearnu grupu reda n s koeficijentima iz K. Opcenito, za linearne algebarske grupe defi-

nirane nad algebarski zatvorenim poljem K koristimo podebljanu oznaku G.
Definicija 1.1.1. Zan € N, skup K" = K X ... x K zovemo afin n-prostor, u oznaci A".

Definicija 1.1.2. Proizvoljna linearna algebarska grupa je izomorfna zatvorenoj podgrupi od

GL,, zanekin € N.

Primjer 1.1.3. Navedimo vaZne primjere linearnih algebarskih grupa. Aditivna grupa G, je
afin prostor A! s operacijom u(x,y) = x +y. Multiplikativna grupa G,, je afin prostor A\ {0}
s operacijom p(x,y) = xy. Uz Cinjenicu da je direktni produkt dvije linearne algebarske grupe
ponovno linearna algebarska grupa, dobivamo A" ~ ﬁGa 1T, := ﬁGm. Linearnu algebarsku
grupu T, nazivamo torus. - =

Oznadimo s F polje karakteristike razli¢ite od dva s netrivijalnom diskretnom nearhimed-
skom apsolutnom vrijednosti |- |r. Prsten O = {x € F : |x|r < 1} nazivamo prsten cijelih u F.
Radi se o kompaktnom podskupu od F. Lako se pokaze da je O lokalan prsten, to jest sadrZi
jedinstveni maksimalni ideal, koji je jednak idealu pr = {x € F : |x|r < 1}. Zbog pretpostavke
da je apsolutna vrijednost diskretna slijedi da je pr glavni ideal, to jest pr = (7). Zax € F*

postoji jedinstvenin € Z i€ € Up = {x € F : |x|r = 1} takvi da je x = "¢. Time je apsolutna
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vrijednost | - | jedinstveno odredena s |7|r. Prema Poglavlju 7 iz [25], lokalno nearhimedsko

polje F je izomorfno s
* konac¢nim proSirenjem polja p-adskih brojeva Q, za prosti broj p, ako je char(F) =0,

* poljem formalnih Laurentovih redova F,((T')) za konacno polje F, gdje je g potencija

prostog broja p, ako je char(F) = p.

Za prirodan broj n oznacimo s V,, vektorski prostor dimenzije n nad K := F. Izdvojimo dvije
zatvorene podgrupe od GL, Cije su reprezentacije centralni objekti disertacije.

Neka je B : Va,,11 X Va,+1 — K nedegenerirana simetri¢na bilinearna forma, to jest B(vy,v;) =
B(vy,v1) za sve vi,vy € Vo,i1. Za linearno preslikavanje ¢ : V11 — K takvo da g(v) =
B(v,v), Yv € Va1, definiramo kvadratni prostor (V»,41,B,q). Specijalna ortogonalna grupa

neparnog reda 2n+ 1 za n € N je grupa
SO2n+1 ={A € SL(Vau+1) : B(A(v1),A(v2)) = B(v1,v2),Vv1,v2 € Vapt1}
Uz kvadratni prostor je usko povezan pojam izotropnih vektora.

Definicija 1.1.4. Kazemo da je vektor v € V5,1 izotropan ako g(v) = 0. Kvadratni prostor je

izotropan ako sadrZi izotropan vektor, a anizotropan ako nije izotropan.

Definicija 1.1.5. KaZemo da je kvadratni prostor H hiperbolicka ravnina ako postoji baza u
0 1

1 0

kojoj B : H x H — K ima matricu

Prema [31, Poglavlje 42] imamo sljedecu dekompoziciju od V5,41 :
Voppr=H; L ... LH. 1 W

gdje su H; zai = 1,...,r hiperbolicke ravnine i W je maksimalan anizotropan potprostor od
Van+1. U nastavku pretpostavljamo da je W jednodimenzionalan prostor. Tada postoji baza za
Vau+1 takva da je B dana matricom Jy,41, gdje matrica J,, ima jedinice na sporednoj dijagonali

i nule inace. Time dobivamo matri¢nu realizaciju specijalne ortogonalne grupe neparnog reda:
SO 1 = {A € SL2n+1,K) : A-Jopyy Al = 12n+1}.

Neka je B:V x V — K nedegenerirana alternirajuca bilinearna forma, to jest B(v,v) =0, za

sve v € V. Tada dimV = 2n za n € N. Simplekticka grupa ranga n € N je grupa

Sp,, = {A € GL(V2,) : B(A(v1),A(v2)) = B(vi,v2),v1,v2 € Vo, }
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te imamo i njezinu matri¢nu realizaciju

Sp,, = { A € GLy, : A’ A=

Definicija 1.1.6. Torus povezane linearne algebarske grupe je podgrupa od G izomorfna torusu
T, zaneki n € N. Maksimalan torus od G je onaj koji nije sadrzan u drugom (razli¢itom) torusu.

Ako je T ~ T, maksimalan torus od G, onda kazemo da je n rang grupe G.

Zanimaju nas racionalne F-toCke opisanih grupa {SO2,+1},>0 ili {Sp,,}n>1. Grupe iz

fiksirane serije oznacavamo G, a njihove F-racionalne tocke s G,.

Definicija 1.1.7. KaZemo da je maksimalni torus grupe G, F-rascjepiv ako mu je F-rang jed-

nak rangu grupe G,,. Grupa G, je F-rascjepiva ako ima F-rascjepivi maksimalni torus.

Pod uvedenim pretpostavkama, grupe G,, su F-rascjepive. To je jasno prema parametrizaciji

njihovih maksimalnih torusa 7'
o (FX)"—=T, (x1,...,x,) — diag(xy,. .., X, l,x,jl,...,xl_l) za G, ~ SOp,+ 1 (F),

s (F*)' =T, (x1,...,x) — diag(xl,...,xn,x,jl,...,xl_l) za G, ~ Spo,(F).

1.1.1. Sustavi korijena

U ovom poglavlju definiramo parabolicke podgrupe grupa GL,, i G, pomocu sustava korijena.
U nastavku sa G oznacavamo neku od navedenih grupa, a sa T maksimalan torus u G. Opisanu

teoriju i Sire moZe se naci u [12].

Definicija 1.1.8. Grupu karaktera y : T — G,, oznacavamo s X*(T). Grupu homomorfizama
algebarskih grupa ¢ : G, — T koje se nazivaju jednoparametarske podgrupe od T oznaavamo

s Xi(T).
Za'T ~ G,, se moze pokazati da vrijedi X*(T) ~ X,(T) ~ Z.

Definicija 1.1.9. Reducirani sustav korijena ®(G,T) od G obzirom na T je podskup vektor-

skog prostora R @7, X*(T) koji zadovoljava sljedeée uvjete:
(1) ®(G,T) je konacan, razapinje R ®7 X*(T) i ne sadrzi 0,

(2) Akoje @ € ®(G,T) te A € R takav da je Ao € ®(G,T), tada vrijedi A € {1,—1},
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(3) Za a € ®(G,T) postoji refleksija 7, odredena s o koja ®(G, T) preslikava u ®(G, T),
4 Zaa,f € ®(G,T) postoji A € Z takav da je 7g(ax) — B = Aa.

Grupu generiranu preslikavanjima 74 za o € ®(G, T) oznacavamo s W (G, T) i nazivamo Weylova

grupa od G obzirom na T.

Definicija 1.1.10. KaZemo da je podskup A = {a,..., o} koji je baza od R @z X*(T), baza
!

od ®(G,T) ako se svaki o € ®(G, T) moze na jedinstveni nacin zapisati kao Z Aio;za A € R
i=1
istog predznaka. Skup korijena za koje je A; > 0 za svaki i = 1,...,/ oznatavamo ®(G,T)" i

njegove elemente zovemo pozitivni korijeni.

Ireducibilni reducirani sustav korijena grupe G ima Dynkinov dijagram tipa A,, n > 1, B,

n>1iliC,n>3.

Definicija 1.1.11. KaZemo da je podgrupa B grupe G Borelova ako je maksimalna zatvorena,

povezana i rjeSiva podgrupa.

Primjer 1.1.12. Podgrupa B gornjetrokutastih matrica u GL,, je Borelova podgrupa. Lako se
vidi da je B zatvorena i povezana podgrupa od GL,, a primjer u 3. poglavlju iz [16] pokazuje

da je rjeSiva.

Fiksirajmo Borelovu podgrupu B od G. Pokazuje se da je skup Borelovih podgrupi od G u
bijekciji sa skupom baza za reducirani sustav korijena od G obzirom na T. Ozna¢imo sa A bazu

koja odgovara Borelovoj podgrupi B.

Definicija 1.1.13. Standardna parabolicka podgrupa od G, obzirom na fiksiranu Borelovu pod-

grupu B, je izomorfna s BW;B =: P; za neki I C A i podgrupu Weylove grupe Wy = (s¢ : &t € I).
Za I C A1 Pjkao iz prethodne definicije, definiramo sljedece grupe:
* T; = najveca povezana podgrupa od (,; Kero koja sadrZzi identitetu,
* M; = centralizator u G grupe Ty,
* N; = unipotentni radikal grupe Py,
gdje je My =T za Py = B.

Teorem 1.1.14. (Levijeva dekompozicija) Za parabolicku podgrupu P; vrijedi P; = M;N;.

Grupu M; nazivamo Levijev faktor od P;.

10
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Primjer 1.1.15. Opisat ¢emo glavne pojmove definirane u poglavlju primijenjene na klasi¢ne

grupe GL,,, Sp,,, SO2,+1.
e A,_1,n>2: U grupi GL, fiksiramo maksimalni torus
T = {diag(xy,...,x,) :x; €K  zai=1,...,n}.

Preko preslikavanja (ky,...,k,) — ((x1,...,x,) — (xlf‘,...,xﬁ")) dobivamo izomorfizam
grupa Z" ~ X*(T). Oznacimo &(xy,...,x,) =x; zai=1,...,n. Koristeéi aditivnu nota-
ciju, skup korijena ®(GL,,T) je jednak skupu {&; —¢&;:i,j=1,...,n, i # j}. S A ozna-
¢imo bazu korijenskog sustava ®(GL,, T) koja je jednaka {¢; — €41 :i=1,...,n—1}.
Borelova grupa B je grupa gornjetrokutastih matrica u GL,,. Za I C A direktno po defini-

ciji dobivamo
. . ><
T; = {diag(x1, ..., X1,02, ., X2y e ey Xpy ooy Xp) S X],eee X € K*}

gdje se komponenta x; pojavljuje n; putazai=1,...,rte n =ny+...+n,. Time dobivamo
da je Levijev faktor M; izomorfan s GL,,, x ... x GL,,,.
* Cy,n > 1: U grupi Sp,,, fiksiramo maksimalni torus

T= {diag(xl,...,xn,x,jl,...,xl_l) xi€K*zai=1,...,n}.

Preko preslikavanja (ky,...,k,) — ((xl,...,xn,x;l,...,xl_l) > (x]f‘,...,xﬁ")) imamo iz-
omorfizam grupa Z" ~ X*(T). Ozna¢imo 8,-(x1,...,xn,x,jl,...,xl_l) =xjzai=1,...,n.

Koriste¢i aditivnu notaciju, skup korijena ®(Sp,,, T) je jednak skupu
{:l:(8,'—8j) 01 Si<j§n}U{:|:(8i+£j) 1 <i<j<n}.

Baza od ®(Sp,,,,T) jeskupA={e—¢:i=1,...,n—1}U{2¢,}. Borelova podgrupa
odredena bazom A je grupa gornjetrokutastih matrica u Sp,,,. Levijevi faktori paraboli¢-
kih podgrupa od Sp,, su izomorfni s GLy, X ... X GLy, X Spy,_5 g za f = (n1,...,n,)
tako da je |B| < n.

* B,,n > 1: U grupi SOy, fiksiramo maksimalni torus
T= {diag(xl,...7xn717x;17...,x1_1) xi€K*zai=1,...,n}.
Sustav korijena ®(SO»,+1,T) je jednak
{£(gi—¢€j):1<i<j<ntU{E(g+g):1<i<j<ntUu{xg:i=1,...,n},

11



Teorija reprezentacija p-adskih grupa Klasicne grupe

abaza A je skup {g — €41 :i=1,...,n—1}U{g,}. Borelova podgrupa koja odgovara
skupu A je podgrupa gornjetrokutastih matrica u SO»,,, 1. Levijevi faktori imaju analogan

opis kao za grupu Sp,,, te ih time opisujemo za grupu G, kao
GL,, x...xGL,, x Gy

tako da je 2(ny +...+n,)+n' =n.

12
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1.2. DOPUSTIVE REPREZENTACIJE

Glavni pojam ovog potpoglavlja su dopustive reprezentacije grupe G, Cija definicija ovisi o

topologiji grupe. Prije njihove definicije prisjetimo se osnovnih pojmova teorije reprezentacija.

Definicija 1.2.1. Reprezentacija 7 grupe G je homomorfizam grupa 7 : G — GL(V) za kom-

pleksni vektorski prostor V.

Definicija 1.2.2. Podreprezentacija od (7,V) je par (7|w,W) za G-invarijantan potprostor W

odV.

Definicija 1.2.3. Kvocijent od (7,V) je par (7,V /W), gdje je (r|w,W) podreprezentacija od
(m,V)iz(g)(v+W)=m(g)(v)+W zasvakiveVigeG.

Definicija 1.2.4. Subkvocijent od (,V) je par (7|y:,W'/W), gdje su (x|w,W) i (7|y,W’)

podreprezentacije od (7,V) takve daje W C W',

Definicija 1.2.5. KaZemo da je reprezentacija (7,V) ireducibilna ako V # {0} i ne postoji

pravi nenul G-invarijantan potprostor od V.

U nastavku za reprezentaciju (7, V) koristimo krace oznake 7 ili V. Neka je (7,V) repre-
zentacija za koju je {0} =Vp C V; C ... C V,—1 CV, =V lanac G-invarijantnih potprostora
od V takvih da je V;/V,_ ireducibilan za i = 1,...,n. Skup {V;/Vi_; :i=1,...,n} zovemo
kompozicioni niz reprezentacije (7r,V). Prema Jordan-Holderovom teoremu kompozicioni niz
reprezentacije je dobro definiran. Kazemo da je prirodan broj n duljina reprezentacije 7. Kom-
pozicioni niz reprezentacije je temeljni pojam kojeg u disertaciji opisujemo za reprezentacije

konacne duljine.

Definicija 1.2.6. Morfizam izmedu reprezentacija (,V) i (n',V’) je linearni operator ®: V —
V' takav da za svaki g € G vrijedi ®o7(g) = 7'(g) o ®. Ako je morfizam bijekcija, govorimo o
izomorfnim reprezentacijama i piSemo 7 ~ . Ukoliko je ® injekcija, kaZemo da se 7 ulaZe u
7' i piSemo 7w — 7',

Na skupu svih reprezentacija grupe G promatramo klase ekvivalencije po relaciji ~ za koju

su reprezentacije (71, V) i (m, V2) u relaciji ~ ako i samo ako su izomorfne.

Definicija 1.2.7. KaZemo da je grupa G topoloska grupa ako je na G definirana topologija i
ako su grupovna operacija G x G — G, (g1,82) — g1g2 i uzimanje inverza G — G, g — g~

neprekidna preslikavanja.

13
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Topologija na grupi G, je relativna topologija od F™ za m = (2n)?, ako je G, ~ Spa, ili
m = (2n+1)?, ako je G, ~ SO,,1. Grupa G, je ocito topoloska kako su joj preslikavanja
iz definicije racionalne funkcije. Reprezentacije definirane pomocu topologije grupe su funda-

mentalni objekti za opis unitarnog duala grupe G, kojeg definiramo nakon opisa topologije.

Definicija 1.2.8. Kazemo da je topoloska grupa G lokalno kompaktna ako je topologija na G

Hausdorffova i lokalno kompaktna.

Kako je F metri¢ki prostor obzirom na apsolutnu vrijednost |- |, zaklju¢ujemo da je topolo-
gija na G, Hausdorffova. Dodatno, grupe K; = (eg, + p-OF) NG, zat > 1 Cine fundamentalni
sustav okolina od eg, pa je grupa G, lokalno kompaktna. Dokaz sljedeCeg teorema se moze

pronaci u potpoglavlju 1.2 u [33].

Teorem 1.2.9. Na lokalno kompaktnoj grupi G postoji jedinstvena, do na pozitivhu multi-
plikativnu konstantu, netrivijalna desno invarijantna mjera (. Nazivamo ju desno invarijantna

Haarova mjera.

Uoc¢imo da je za lokalno kompaktnu grupu G preslikavanje sa Borelove c-algebre S —
u(g~'S) takoder desno invarijantna Haarova mjera za svaki g € G. Zbog jedinstvenosti do na

pozitivnu multiplikativnu konstantu dobivamo karakter
8 : G — R, zakoji vrijedi pu(g~'S) = 8g(g)u(S).

Funkciju dg nazivamo modularni karakter grupe G. U nastavku navodimo definicije bitne za
teoriju reprezentacija grupa GL, 1 G,. Do kraja potpoglavlja grupa G oznalava grupu G, ili

GL,.

Definicija 1.2.10. KaZemo da je reprezentacija (7,V) grupe G glatka ako je za svaki v € V

stabilizator G, = {g € G : ©(g)(v) = v} od v otvorena podgrupa od G.

Ekvivalentno, za glatku reprezentaciju V vrijedi V = U VK, gdje K ide po familiji otvorenih
K

kompaktnih podgrupa od G i VX je potprostor K-invarijantnih vektora, to jest
VE={veVv .nkky=vVkeKk}.

Skup klasa ekvivalencije ireducibilnih glatkih reprezentacija od G, ili GL, oznaavamo Gy
ili GL,, redom. Oznacimo G = Un>o0 G, i GL = Un>0 GL,. Sljedeca lema opisuje prostor

morfizama ireducibilne glatke reprezentacije, a dokaz se moze naci u [34, Potpoglavlje I11.1.8].
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Lema 1.2.11. (Schur) Neka je (7,V) ireducibilna glatka reprezentacija od GiA:V —V

netrivijalan morfizam reprezentacije 7. Tada je A = Aidy za neki A € C.

Definicija 1.2.12. Neka je (7, V) glatka reprezentacija grupe G. Na prostoru V* = Hom(V,C)

linearnih funkcionala od V definiramo reprezentaciju (7*,V*) grupe G tako da je
7 (g) (V) (v) = v (r(g~(v)) zasvaki v € V¥, v eV, g € G,.

Reprezentacija (7*,V*) ne mora biti glatka po definiciji pa ju restringiramo na vektorski
prostor linearnih funkcionala koji imaju otvoreni stabilizator. Definiranu glatku reprezentaciju
oznatavamo s (7, V) i nazivamo kontragradijent reprezentacije (7,V). Ako vrijedi & ~ 7,

kazemo da je m samokontragradijentna.

Definicija 1.2.13. KaZemo da je glatka reprezentacija (7,V) grupe G unitarna ako postoji
skalarni produkt (-,-) : V xV — R takav da vrijedi (7(g)(v1),7(g)(v2)) = (vi,v2) za svaki

gc G,vi,meV.

Lako se pokaZe da su unitarne reprezentacije konacne duljine poluproste. Skup klasa ekviva-
lencije ireducibilnih unitarnih reprezentacija od G, ili GL, nazivamo unitarni dual i oznacavamo
G, ili éin, redom. Oznagimo G = Un>o0 Gi GL= Un>o0 EZn Prema strategiji Harish-Chandre,

G Klasificiramo po koracima:
1. klasifikacija neunitarnog duala G (problem neunitarnog duala),
2. identifikacija unitarnih klasa u G (problem unitarizabilnosti).

Definicija 1.2.14. KaZemo da je glatka reprezentacija (7,V) od G dopustiva ako je VX konac-

nodimenzionalan za svaku kompaktnu otvorenu podgrupu K od G.
Bernsteinov teorem povezuje glatke i dopustive reprezentacije na sljedeci nacin:
Teorem 1.2.15. Svaka ireducibilna glatka reprezentacija od G je dopustiva.

Dokaz prethodnog teorema se nalazi u [34, Potpoglavlje VI.2.2]. Neka je ' (G) kategorija
dopustivih reprezentacija konacne duljine grupe G, gdje dodatno dopustamo da je G i Levijev

faktor paraboli¢ke podgrupe od G, ili GL,. Lako se vidi da je ¥’(G) Abelova kategorija.

Definicija 1.2.16. Grothendieckova grupa Abelove kategorije ¢ je Abelova grupa R generi-
rana klasama ekvivalencije [A] objekata A od € koji zadovoljavaju relaciju [A] = [A] + [A”]

kadaje 0 - A" —+ A — A” — 0 egzaktni nizu €.
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Grothendieckovu grupu od € (G) oznatavamo s R(G). Za kompozicioni niz {0} =V C
Vic...CVi1CViy=Vod (n,V) € €(G) i egzaktni niz0 — V; -V = V/V; — 0 in-
duktivno dobivamo [V] = [V}] + [Vo/Vi] + ...+ [V /Vik_1]. Kada naglasak nije na rangu grupe,
koristimo R(G) = ©,>0R(G,), R(GL) = &,>0R(GL,). Takoder za ireducibilne reprezentacije
definiramo Irr(G) = @,>0Irr(G,), Irr(GL) = @,>0Irr(GL,). Jednakost 7 = m +... + m u
Grothendieckovoj grupi nazivamo semisimplifikacija reprezentacije 7.

Fundamentalne konstrukcije reprezentacija u 4’(G) su parabolicki inducirana reprezentacija
i Jacquetov modul koje su povezane Frobeniusovim reciprocitetom. Osnove ove teorije su

sadrzaj ¢lanka Bernsteina i Zelevinskog [2].

Definicija 1.2.17. Neka je P = MN parabolicka podgrupa od G s odgovarajuéom Levijevom
dekompozicijom. Za (o,W) € €' (M) definiramo vektorski prostor Ind$ (o) koji se sastoji od

funkcija f: G — W takvih da

1

1. f(mng) =63 (m)o(m)f(g) zasveme M,ne N and g € G,

2. postoji otvorena kompaktna podgrupa Ky od G takva da je f(gk) = f(g) zasve k € Ky i
geq.

Grupa G djeluje na Ind$ (o) desnim translacijama, to jest Ind% (o) (g)(f)(¢') = f(g'g), V¢’ € G.

Reprezentaciju Indg(c) zovemo normalizirana parabolicki inducirana reprezentacija iz ©.

Unipotentni radikal N od P je unija kompaktnih podgrupa prema [7, Teorem 2.1]. Modularni
karakter je neprekidna funkcija pa kompaktnu grupu od G preslikava u kompaktnu podgrupu od
R . Time je slika od dp na N jednaka {1}, zbog Cega smo u prvom uvjetu ekvivalentno mogli
definirati 5; (mn).

Za reprezentaciju T; ® ... ® I ® © € €' (M), gdje je Levijev faktor M izomorfan s GL,,, x
c. X GLy, X G,,_jg| za B = (my,...,my), normaliziranu parabolicki induciranu reprezentaciju
Indg” (Mm®...m®0) od G, oznatavamo s Ty X ... X M X 6. Dokaz sljedeéeg teorema moze

se pronadi u [34, Potpoglavlje IV.2.3].

Teorem 1.2.18. Neka je reprezentacija (o,W) € € (M) unitarna, pri ¢emu je M Levijev faktor

paraboli¢ke podgrupe P od G. Tada je Indg(c) unitarna reprezentacija.

Definicija 1.2.19. Neka je (7,V) € €(G) i P = MN parabolicka podgrupa od G. Definiramo
skup koinvarijanti V(N) = span(z(n)(v) —v | v € V,n € N). Normalizirani Jacquetov modul od

(,V) je reprezentacija (JMy(7w),V /V(N)) Levijevog faktora M definirana s
1
JMy () (m)(v+V(N)) = 8p *(m)w(m)(v)+V(N) zasvakim e M, ve V.
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Zak-torku 8 = (my, ...,my) koja odgovara paraboli¢koj podgrupi Pg od G, i (%,V) € €(G),
normalizirani Jacquetov modul od 7 oznacavamo rg(7r). Tvrdnja sljedeceg teorema je dobro

poznata Cinjenica, a njezin dokaz se moze naci u [34, Poglavlje VI.1].

Teorem 1.2.20. Neka je P = MN parabolicka podgrupa od G s Levijevom dekompozicijom.

Za reprezentacije T € € (G) i ¢ € (M) su preslikavanja
o+ Ind$(c) i mw—s JMy(m)

redom funktori Ind$ : €' (M) — €(G) i JMy : € (G) — € (M). Dodatno, navedeni funktori su

egzaktni i tranzitivni.

Frobeniusov reciprocitet povezuje opisane konstrukcije u terminima prstena morfizama.

Dokaz sljedeceg teorema se moze pronaci u [34, Poglavlje 3, Teorem 2.5].

Teorem 1.2.21. (Frobeniusov reciprocitet) Neka je 7 € ¢ (G) i 6 € €' (M). Tada vrijedi
Homg (7, Ind$ (6)) ~ Homy, (JMy(x), o).

Ako se 7 ulaze u Indg(c) 1 o je ireducibilna reprezentacija, onda po Frobeniusovom reci-
procitetu zaklju¢ujemo da je o kvocijent od JMy ().

Esencijalno unitarizabilne dopustive reprezentacije u G imaju filtraciju s klasama reprezen-
tacija koje su kljucne za teoriju reprezentacija p-adskih reduktivnih grupa. Opisujemo ju prema

teoriji iz [3].

Definicija 1.2.22. Neka je (7,V) glatka reprezentacija grupe G te 1% glatki vektori kontragra-
dijenta V* od (7, V). Funkciju oblika

G—C, g—v(n(g)(v)
za fiksne v € V i ¥ € V nazivamo matri¢ni koeficijent reprezentacije (1,V).

Matricnim koeficijentima definiramo klase reprezentacija koje Cine filtraciju dopustivih re-

prezentacija u G, od kojih je temeljna klasa kuspidalnih reprezentacija.

Definicija 1.2.23. Za glatku reprezentaciju konacne duljine (7,V) grupe G kazemo da je kus-

pidalna ako joj svi matri¢ni koeficijenti imaju kompaktne nosace modulo centar Z(G).

Kuspidalne reprezentacije karakteriziramo u terminima Jacquetovih modula.
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Teorem 1.2.24. Glatka reprezentacija 7 grupe G je kuspidalna ako i samo ako je JMy(7w) =0

za svaku pravu paraboli¢ku podgrupu P = MN od G.

Kuspidalne i normalizirane parabolicki inducirane reprezentacije iz istih iscrpljuju ireduci-

bilne glatke reprezentacije grupe G u smislu sljedeéeg teorema.

Teorem 1.2.25. Za nekuspidalnu ireducibilnu reprezentaciju @ € % (G) postoji paraboli¢ka

podgrupa P = MN i kuspidalna reprezentacija p € ¢ (M) tako da je 7 podreprezentacija od
Indg (p).

Primijetimo da prema Schurovoj lemi 1.2.11 za glatku ireducibilnu reprezentaciju (7,V') od
G postoji karakter @y : Z(G) — C za kojeg vrijedi 7(z) = @z (z)idy, Vz € Z(G). Naime, 7(z) je
morfizam reprezentacije (7,V) jer vrijedi 7(z)(m(g)v) = w(zg)(v) = n(gz)(v) = w(g)(w(2)v)

zasvaki g € G,z € Z(G) iv € V. Nazivamo ga centralni karakter reprezentacije (7,V).
Definicija 1.2.26. Karakter f: G — C* je unitaran ako je |f(g)| = 1 za svaki g € G.

Prisjetimo se, funkcija f : G — C je element L? prostora ako je integral [ |f(g)|’du obzi-

rom na Haarovu mjeru y konacan.

Definicija 1.2.27. KaZemo da je reprezentacija (7, V') kvadratno integrabilna ako ima unitarni
centralni karakter te su joj svi matri¢ni koeficijenti iz prostora L? modulo centar. Ireducibilne
kvadratno integrabilne reprezentacije nazivamo diskretne serije.

Kazemo da je reprezentacija (7, V) temperirana ako ima unitarni centralni karakter te su joj

svi matri¢ni koeficijenti iz prostora L*€ za £ > 0 modulo centar.

Za dobru definiranost integrala

L PR

je potrebno provjeriti da iz g1Z(G) = g2Z(G) slijedi |v(7(g1)v)| = [v(7w(g2)v)|. Pod pretpostav-

kom unitarnog centralnog karaktera reprezentacije 7 raunamo

[W(m(g1)v)| = [P(7(82) (7(g5 'g1)V))| = |@x (83 81)[[7(7(g2)v)| = [F(m(g2)v)].

Definicija 1.2.28. KaZemo da je reprezentacija (7r,V) od G esencijalno kvadratno integrabilna
ako postaje kvadratno integrabilna nakon mnoZenja s nekim karakterom od G. Skup takvih

reprezentacija oznacavamo D(G).
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Vrijede sljedece inkluzije:
{kuspidalne} C {kvadratno integrabilne} C {temperirane} C {dopustive}.

OpisSimo Casselmanov kriterij dokazan u [6] kojim se u terminima Jacquetovih modula ka-
rakterizira temperiranost (i kvadratna integrabilnost) glatkih reprezentacija od G,. Definiramo
karakter opce linearne grupe v : GL,, — R*, g — |det(g)|r. Neka je & ireducibilna glatka re-
prezentacija od G,,. Pretpostavimo da je V¥ p; ® ... ® v p; ® o konstituent od rg(7) za neku
parabolicku podgrupu Pg tako da su xi,...,x; € R, p; ireducibilne unitarne kuspidalne repre-
zentacije op¢ih linearnih grupa GL,,, zai = 1,...,k i o ireducibilna kuspidalna reprezentacija

od G,;. Ako je m temperirana, onda vrijedi

mixi Z 0
mix; +moxy >0
(1.1)

mixy +moaxo+ ... +myx; > 0.

Obratno, ako nejednakosti (1.1) vrijede za svaki takav vip; ® ... ® v*p, ® o u Jacquetovom
modulu, onda je 7 temperirana. Ako su sve nejednakosti stroge, onda su ovim kriterijom oka-

rakterizirane kvadratno integrabilne reprezentacije.
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1.3. OPCA LINEARNA GRUPA

Temelji teorije reprezentacija opCe linearne grupe u p-adskom slucaju su postavljeni ¢lancima
Bernsteina i Zelevinskog [2,43]. Uz vaZnost teorije same po sebi, njezini rezultati imaju velik
utjecaj na teoriju reprezentacija grupa G,. Glavni razlog tome leZi u opisu Levijevog faktora
parabolicke podgrupe u Primjeru 1.1.15. U smislu klasifikacije unitarnog duala GL u [38],
teoriju reprezentacija iz R(GL) razumijemo bolje nego teoriju reprezentacija iz R(G).
Esencijalno kvadratno integrabilne reprezentacije opCe linearne grupe su klasificirane po-

mocu segmenata.

Definicija 1.3.1. Za ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju p grupe GL, skup {p,vp,...,v"p}

zam € N zovemo segment i piSemo [p, V" p]. Skup svih segmenata oznaavamo .7 .

Teorem 1.3.2. Inducirana reprezentacija v"p X --- X vp X p ima jedinstvenu ireducibilnu po-

dreprezentaciju u oznaci §([p, v"'p]). Vrijedi
D(GL)={6(A): zasve A€ ./}.

Za § € 2 postoji jedinstveni ¢(8) € R takav da je v—¢(9)§ unitarizabilna. Konkretno, ako je
0 ~ 6([v¥p,v’p]), onda je e(d) = ’# Kako bismo postigli uniformnost rezultata definiramo
o([v*p,v’p]) ~ 1 zay =x—1, gdje je | jednodimenzionalna reprezentacija trivijalne grupe.
Dodatno, 6 € D(GL) je kvadratno integrabilna ako i samo ako je ¢(8) = 0. Skup kvadratno
integrabilnih reprezentacija u D(GL) oznacavamo s D(GL)".

Paraboli¢kom indukcijom iz reprezentacija iz D(GL) dobivamo parametrizaciju ireducibil-
nih reprezentacija op¢ih linearnih grupa. Za parametrizaciju reprezentacija iz Irr(G) na kla-
si¢nom dijelu induciramo iz temperiranih reprezentacija grupa G,. U disertaciji preferiramo
podreprezentacijsku verziju Langlandsove klasifikacije prema kvocijentnoj. Dokaz sljedeceg

teorema se nalazi u [4, Poglavlje XIII].
Teorem 1.3.3. (Langlandsova klasifikacija)
* Zady,...,0 € D(GL) takve da je ¢(8;) < ... < e(&), inducirana reprezentacija
Op X -+ X 0

ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju koju oznacavamo s L(6y,..., ). Ozna-

¢imo skup svih takvih ireducibilnih reprezentacija s NTg,. Za svaku netemperiranu re-
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prezentaciju 7 € Irr(GL) postoji jedinstvena reprezentacija L(9y, ..., ;) € NTg, takva da

VI‘ijedi T~ L(51, . 61)

* Za temperiranu reprezentaciju T € Irr(G) i 61,...,8 € D(GL) takve daje e¢(8;) < ... <

e(8) < 0, inducirana reprezentacija
Op X -++ X 51 XT

ima jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju koju oznacavamo s L(9y,...,8;1). Oz-
na¢imo skup svih takvih ireducibilnih reprezentacija s NTg. Za svaku netemperiranu
reprezentaciju o € Irr(G) postoji jedinstvena reprezentacija L(Jy, ..., 6;T) € NTg takva

da vrijedi 0 ~ L(9dy,...,0;;7).

Poznavanje kompozicionog niza inducirane reprezentacije d; x 6, za 81,6, € D(GL) je os-

novni korak u opisu teorije reprezentacija opée linearne grupe.
Definicija 1.3.4. Zasegmente A, A, € .% kazemo da su povezani ako A UA; € .7\ {A1,Az}.
Izdvojimo vazan rezultat dokazan u [43].

Teorem 1.3.5. Neka su 6(A;),8(A;) € D(GL). Inducirana reprezentacija 6(A;) x 6(Az) je

reducibilna ako i samo ako su Aj i A, povezani segmenti. U tom slucaju ima kompozicioni niz
L(8(A1),6(A2))+0(A1UA) x 8(A1NAy),
gdje pretpostavljamo da je e(0(A1)) < e(d(Az)).

U Grothendieckovim grupama R(GL) i R(G) vrijede jednakosti medu reprezentacijama za
koje je veza izmedu njihovih ireducibilnih podreprezentacija i kvocijenata odredena u [11, Te-
orem 2.6]. Jasno, poznavanjem jednakosti medu reprezentacijama pojednostavljujemo problem

odredivanja kompozicionog niza istih.

Teorem 1.3.6. Neka su 7, 7wy, m, € Irr(GL). Tada u R(GL) vrijedi m; X m, = m, x ;. Neka je

0 €R(G). Tadau R(G) vrijedi Ty X m X O =M X T XCITX G =T X O.
Za opis unitarnog duala op¢ih linearnih grupa klju¢ne su Speh reprezentacije.

Definicija 1.3.7. Zaac %Zzo, meNid~J§([v“p,vip]), reprezentaciju

m—1

s, v

m—1 m—1

L(iv_74,v2

5)
oznacavamo u(0,m) i nazivamo Speh ili Spehina reprezentacija.
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Prema [38], klasifikacija unitarnog duala GL je opisana sljede¢im teoremom.

Teorem 1.3.8. Neka je
1
S={u(d,m), v®u(&d,m)x v %u(8,m): § e D(GL)", meN, 0 < o < 5}
(i) Akosumy,...,m €S, tada vrijedi m; x ... x m € Irr*(GL).

(ii) Ako je m € Irr*(GL), onda postoje 7y, ..., m € S takvi da vrijedi & ~ m; X ... X m;. Do-

datno, elementi 7y, ..., su jedinstveni do na permutaciju.

U disertaciji, medu ostalim, promatramo reprezentacije inducirane s maksimalnih parabo-

lickih podgrupa koje na opem linearnom dijelu imaju ljestvicastu reprezentaciju.

Definicija 1.3.9. Za m € N i reprezentacije &([v%p,v’ip]) € D(GL) zai=1,...,m takve da

a; <...<anpiby <...< by, reprezentaciju

L(3([vp. V"1 p])..... 8([v*p, vPp])) (1.2)

nazivamo ljestviCasta reprezentacija.
Ako vrijedi aj11 =a;+ 1, bjy1 =b;j+1zai=1,...,m—1 reprezentaciju (1.2) nazivamo

esencijalno Speh reprezentacija.

Time vidimo da su esencijalno Speh reprezentacije, u skladu s opéenitim znacenjem, Speh
reprezentacije pomnoZene karakterom v* za neki x € R. Prema Teoremu 1.3.8, esencijalno
Speh reprezentacije su takoder bitne za opis unitarnog duala opce linearne grupe. LjestviCaste
reprezentacije su prvotno definirane i proucavane u [17, 18]. Pokazano je da se koriStenjem
ljestviCastih reprezentacija moZe pojednostaviti dokaz klasifikacije unitarnog duala, u ¢emu
se ocCituje njihova vaznost. Dodatno, klasa ljestvicastih reprezentacija ima prednost nad klasom
esencijalno Speh reprezentacija na nivou Jacquetovih modula. Naime, rezultati iz [15] pokazuju
da su konstituenti Jacquetovih modula ljestviCastih reprezentacija tenzorski produkti reprezen-
tacija istog tipa. S druge strane, lako se vidi da analogon opcenito ne vrijedi za Jacquetove
module esencijalno Speh reprezentacija. Obzirom da nam se pristup odredivanju ireducibilnih
subkvocijentata induciranih reprezentacija temelji na Geometrijskoj lemi, klasa ljestvicastih re-

prezentacija je u tom smislu prilagodenija zadatku.
n
Definicija 1.3.10. Za 7 € Irr(GL) definiramo preslikavanje m* () = Z r(k)(7) koje po Z-
k=0
linearnosti prosirujemo na R(GL).
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Geometrijska lema implicira da je preslikavanje m* multiplikativno, to jest za 7,7 €
R(GL) vrijedi m*(ﬂ'l X 7'[2) = m*(m) X m*(ﬂfz)

Za ljestviCastu reprezentaciju 7 je prema [15] odredena semisimplifikacija od m* (7).

Teorem 1.3.11. Za ljestviCastu reprezentaciju = = L(S5([v@1 p,vPip)),...,8([v¥p,vbnp])),
m*(7) je jednako

Z()L (vertp,vPp)), .., 8([verttp, vomp))) @ L(8([v p, v p)),..., 8([v"p,vrp])),
Lad

(1.3)
gdje Lad(7) oznacava skup svih m-torki (cy,...,c;,) realnih brojeva takvih da ¢y < ... < ¢,

a—1<ci<biteci—a;€Zzai=1,....m

Definicija 1.3.12. Za reprezentaciju & ~ L(6(Ay),...,0(Ax)) multiskup A; U...UA; nazi-

vamo kuspidalni nosa¢ reprezentacije 7 i oznacavamo [7].

Sljedece dvije leme su jednostavne tvrdnje o ljestviCastim reprezentacijama koje imaju zna-

¢ajnu ulogu u odredivanju kompozicionih nizova reprezentacija proucavanih u disertaciji.

Lema 1.3.13. Neka su L(61(i)7 e 6,55)) zai=1,2,3 ljestviCaste reprezentacije takve da je kus-
pidalni nosac od
2 2 3 3
mo=L(",...,8\)yx L8P,..., 8 xL(8™,..., 88
segment A. Ako postoji ip € {1,2,3} 1 jo € {1,...,n;, — 1} takav da se 6](50) x 80 reducira,

Jo+1
onda 7y ne sadrzi esencijalno kvadratno integrabilni subkvocijent.

Dokaz. Uvedimo oznaku & ]@ = 5(A§-i)). Pretpostavimo da 7y sadrZi esencijalno kvadratno in-

tegrabilni subkvocijent. Zbog jednakosti kuspidalnih nosaca radi se nuzno o 6 (A). Induktivnom
primjenom Teorema 1.3.5 postoje jedinstveni n’,n” € Z> i reprezentacije d;,...,6,,,6/,...,6,, €
D(GL) koje definiraju L(31(i)7 e ,B,Ef)) zai=1,2,3 tako da vrijedi
(
) < HS' x §(A%° UAJE)‘ZL1 X HS”
j=

/ //
n

Frobeniusov reciprocitet sada implicira da vrijedi ® oi® 5(4; (10) UA JE)OJF D ® ® 87 < rg(m)

J=1 j=1
za odgovarajucu parabolicku podgrupu Pg. S druge strane, imamo

A) < m S1—16/><L JO ’ Jo+1 XHSH
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Definiramo IT ~ H _1 0/ xL(6 I(O ) 8t it 1) X H 1 67 Uotimo da su kuspidalni nosaci reprezen-

tacija L(& ](0 ) J(O jzl) §;,6; medusobno disjunktni. Koriste¢i multiplikativnost od m*, vidimo

da je nuzno S(A(lo) U AE;OJ)FI) ®1 <m*(L (5](;0),5];221)) Sto nije moguce jer su to neizomorfne

reprezentacije. |

Lema 1.3.14. Oznacimo sljedece ljestviCaste reprezentacije

m~ L(&([vip,vPip)),...,8([v¥p,vPip])), m ~ §([vip,vimp])

i m o~ L(§([vip,vPip]),...,8([ventp vbmp]), ... 8([v¥p,vPp])) za neki m € {1,... n}.

Tada je 7 subkvocijent od 7y X 7, kratnosti jedan.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati matematickom indukcijom po m. Za m = 1, definiramo induci-

ranu reprezentaciju

I~ 8([v" ' p,v¥1p]) x 8([vp, v p]) x L(3([vp, V™ p))..... 8([v*p, vPp])).

Ocito, w <II1i m x mp <II. Pokazat cemo da se

Mo ~ &([v'*'p, v p]) @ 8([v p, v p]) @ L(8([v*2p, v™p]),..., 8([v""p,v""p]))

nalazi u Jacquetovim modulima od IT1 7; X 7, obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu
s kratnosti jedan. To ¢e implicirati da je & subkvocijent od 7; X 7, s kratnosti jedan.
Prvo, lako je vidjeti da se I1j nalazi u Jacquetovom modulu od 7y X m, obzirom na odgova-

rajucu paraboli¢ku podgrupu. Definicija od 7, i Frobeniusov reciprocitet impliciraju

S([v* o, V1)) @ L(8([vV2p, v2p)), ..., 8([vp, vP"p])) < m* ().

Kako je m* multiplikativno preslikavanje, vrijedi

S([vip.vp]) x (VI p, VP p]) @ LS ([V2p,vP2p]), ... 3([vp, VP pl)) < " (my x m2).

Sada tranzitivnost Jacquetovih modula implicira tvrdnju.
Da bismo pokazali da se Iy nalazi u Jacquetovom modulu od IT obzirom na odgovarajucu

paraboli¢ku podgrupu s kratnosti jedan, primijetimo da u R(GL) imamo

= §([v¥p, v p]) x L(([v*>p,v*p)),...,8([v*"p,v*p])) + (1.4)
L(5([V“1P>V“P])ﬁ([v““P,VblP]))><L(5([V“2P7vbzp])7---75([V“”P,Vb"P]))- (L5)
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Prema formuli (1.3) lako vidimo da se Il nalazi s kratnosti jedan u Jacquetovom modulu od
(1.4) obzirom na odgovarajuéu parabolicku podgrupu. S druge strane, Jacquetov modul od (1.5)
obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu ne sadrzi ireducibilnu reprezentaciju oblika

5([vertlp, vbip]) @ my. Naime, ako je 7] ® 75 konstituent od

m*(L(8([v©2p,v*p)),....8([v™p,v"p])))

takav da 7] 1, onda u [7]] postoji neki v¥p s x > by. Time trazimo §([v1 ™ p, v01p]) @ 1) za
neki ) € R(GL) u m*(L(8([v® p,v¢p]),8([v:1 T p,vP1p]))). Po formuli (1.3) postoje realni

brojevi i, jtakvidajei < j,a;—1<i<ci,c; <j<bi
S(vertlp vPip]) < L(S([vHp,veip]), 8([v/ T p,v™p])).

Kako je nuzno j =cy,1z i < j slijedi i < ¢y — 1. To implicira da je v¢! p u kuspidalnom nosacu
od &([ve1tp, vP1p]), §to nije istina.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za 1,...,m — 1. Za m tvrdnju dokazujemo na slican nacin,

samo s jednostavnijim klju¢nim argumentom. Definiramo

m—1
I ~ (H 5([V“”P7V”"P])) x 8([vap,verp]) x L(8([verttp, vPnp]),.... 8([vep, v p])).

Prema bazi indukcije i definiciji od 7 slijedi © < I1;. Takoder m; x my < II;. Primijetimo da se

m—1

I ~ Q) 8([vip,v’ip]) R L(&([v*"p,v""p)),...,8([v"p,v"p]))
i=1

nalazi u Jacquetovom modulu od I s kratnosti jedan. Naime, postoji to¢no jedan konstituent
m—1

Jacquetovih modula od T1; oblika (X) 8([v¥p,v”p]) ® 7’ za neki &’ € Irr(GL). To lako vidimo
i=1
po formuli (1.3) i nejednakostima a; < ... < a,. OCito,

'~ &([vimp,verp]) x L(§([vertlp,vimp)),..., 8([v¥p,v*p]))

i baza indukcije impliciraju da je L(8([v*p,vb»p)),...,8([v*p,vb=p])) subkvocijent od 7’ s

kratnosti jedan. |

1.3.1. Strukturna formula za klasi¢ne grupe
n
Sli¢no kao za opcu linearnu grupu, za 7 € Irr(G) definiramo p* () = Z ri)(m) € R(GL) ®
k=0
R(G) te po Z-linearnosti prosirimo preslikavanje na R(G). Definiramo preslikavanje
M*:R(GL) - R(GL)®R(GL), M* = (m®1) o (~ @m*)osom”
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gdje je m parabolicka indukcija X : R(GL) ® R(GL) — R(GL) i s : Y xi ®y;i — Y yi@xj. M* je

multiplikativno preslikavanje. Sljedeéi teorem je glavni rezultat lanka [40].

Teorem 1.3.15. (Algebraizacija Geometrijske Leme) Za 7 € R(GL) i 6 € R(G) vrijedi

W (7% 0) = M* () % 1*(0)
pri Cemu je desna strana prethodne jednakosti odredena s (T @ ) X (7' ® 6') = (1 x ') ®
(7'[2 X O ,).

Neka je © = L(8([v¥p,vPip)),...,8([vep,vPnp])) ljestviCasta reprezentacija. Defini-
ramo Lad ()" kao skup svih parova ((c1,...,cm),(d1,...,dm)) iz Lad(m) x Lad(7) takvih da

vrijedi ¢; <d;zai=1,2,...,m. Poznavajuéi m*(r) prema (1.3), za ¢ € Irr(G) imamo formulu

pi(mxo)= Y, L&(v p,v ™p]),....8([v"'p,v p]))

Lad(n)’
XL(&([vI ™1 p,vPrp]),...,8(v** p,vPmp])) (1.6)
LS p,vi1p)),....8([vem*p,vinp])) x (o).

Definicija 1.3.16. Za kuspidalnu reprezentaciju o, € Irr(G) i & € Irr(G) takvu da je w —
O0(A) X ... x 8(Ag) X 0, multiskup A; U...A; UAU... UZkU {0, } nazivamo kuspidalni nosa¢

reprezentacije 7 i oznaavamo [rr]. Multiskup [7] \ {0, } oznatavamo [7]|¢y.

Kuspidalni nosac reprezentacije 7 je dobro definiran prema Teoremima 1.3.151 1.3.
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1.4. DISKRETNE SERIJE

U ovom potpoglavlju ¢emo opisati klasifikaciju diskretnih serija u Irr(G) prema rezultatima
Moeeglin i Tadi¢ u [26,28]. Pretpostavka Basic Assumption pod kojom je klasifikacija dokazana
sada vrijedi prema rezultatima [1], [27, Théoréeme 3.1.1] i [9, Teorem 7.8]. Dodatno ¢emo opi-
sati strogo pozitivne diskretne serije, koje su osnovni gradivni blokovi u klasifikaciji diskretnih
serija, te njihove Jacquetove module.

Diskretnoj seriji u R(G) su pridruZene tri invarijantne: parcijalni kuspidalni nosac, Jordanov

blok i e-funkcija. Klasifikacija tvrdi da ju upravo one jedinstveno odreduju.

Definicija 1.4.1. Neka je o € Irr(G,) diskretna serija. Za kuspidalnu reprezentaciju Ge,sp €
Irr(G) kaZemo da je parcijalni kuspidalni nosa¢ od ¢ ako postoji @ € Irr(GL) takva da vrijedi

O < T X Ogysp-

Primijetimo da je ovom definicijom parcijalni kuspidalni nosa¢ od o jedinstveno odreden.
Druga invarijanta od o je skup Jord(o) parova (a,p), gdje je a pozitivan cijeli broj te p ~ p

kuspidalna reprezentacija u Irr(GLy,, ), takvih da vrijede sljedeci uvjeti:

(i) a je paran ako i samo ako L(s,p,r) ima pol u s = 0. Shahidi je definirao lokalnu L-
funkciju L(s, p,r) u [35,36], gdje je r = A? C™» reprezentacija kvadratne vanjske algebre

za G, ~Spy,ir= Symz(C’”P simetri¢na kvadratna reprezentacija za G, ~ SOy, 1.
.. . .. a—1 a—1 .. -
(ii) Inducirana reprezentacija §([v~ 2 p,v 2 p]) x o je ireducibilna.

Napomena 1.4.2. (Basic Assumption) Neka je p € Irr(GL) samokontragradijentna kuspi-
dalna reprezentacija te O, € Irr(G) kuspidalna reprezentacija. Prema [37], postoji jedinstveni
Op.c,,, = 0 takav da se V% .Geusp p Ocusp Teducira, a po [27, Théoreme 3.1.1] i [9, Teorem 7.8]
vrijedi 20 6,,,, € Z. Skup Jordy (Ceusp) je jednak {2(a — [a] +1)+1,...,2(a — 1) + 1}, ako
je20c+ 1 paranili {1,2(a¢— [a]+1)+1,...,2(ot— 1)+ 1}, ako je 2a + 1 neparan.

Uz opis skupa Trip svih trojki (Jord, 6’,€) definiramo i e-funkciju.
» ¢’ € Irr(G) je kuspidalna reprezentacija.

* Jord je konacan skup parova (a, p) takvih da je p ~ p kuspidalna reprezentacija u Irr(GL)
i a pozitivan cijeli broj koji je paran ako i samo ako L(s,p,r) ima pol u s = 0. Za fiksnu
kuspidalnu reprezentaciju p € Irr(GL) pisemo Jord, = {a: (a,p) € Jord}. Za a € Jord,

s a_ oznaCavamo najveci element od Jord, koji je strogo manji od a, ako takav postoji.
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* ¢ je funkcija definirana na podskupu od Jord U (Jord x Jord) s kodomenom {£1}. Za
(a,p) € Jord, vrijednost €(a,p) nije definirana ako i samo ako je a neparan i (d’,p) €
Jord(o’) za neki pozitivan cijeli broj @’. Nadalje, € je definirana na paru ((a,p), (d’,p’))
ako i samo ako p ~ p’ i a # a'. Time smo definirali domenu funkcije €. Za medusobno

razli¢ite elemente a,a’,a” € Jord, mora vrijediti sljedece:

(i) Ako je €(a,p) definirano, ¢ime je i €(a’,p) definirano, vrijednost € funkcije na
paru ((a,p),(d’,p)) je jednaka €(a,p)e(a’,p)~". Ako €(a,p) nije definirano, onda
£((a,p),(d,p)) takoder formalno oznadavamo &(a,p)e(d’,p)~!.

(i) e(a,p)ela’.p)~! = (e(a,p)e(d.p) ) ((d',p)e(a’,p) ).

(iii) &(a,p)e(d,p)~" =e(d,p)e(a,p)~".
Neka je (Jord,o’,€) i (a,p) € Jord, tako da je a_ definiran, te vrijedi €(a,p)e(a_,p)~! = 1.

Ako oznac¢imo Jord' = Jord \ {(a,p),(a_,p)} te s € restrikciju € funkcije na Jord' U (Jord’ x

Jord'), onda je lako za provjeriti da je (Jord',o’, p’) € Trip.
Definicija 1.4.3. Za prethodno definiranu trojku (Jord', 6’,p’) kazemo da je podredena trojci

(Jord, o’ €).

Definicija 1.4.4. KaZemo da je (Jord,o’,€) € Trip dopustiva trojka alternirajuceg tipa ako

1

vrijedi €(a,p)e(a_,p)”" = —1kada je a_ definiran i ako postoji rastuca bijekcija ¢, : Jord, —

Jordy, (0”), gdje je
Jord,(6’)U{0} , ako je a paran i €(minJord,,p) =1,
Jordj,(0”) =
Jord, (o) , inace.

Skup svih dopustivih trojki alternirajuceg tipa oznacavamo Trip,;.

Definicija 1.4.5. KaZemo da (Jord,o’,€) € Trip dominira trojku (Jord”,o’,€") € Trip ako

postoji niz trojki (Jord;, 6’,¢&;) zai = 1,..., k takvih da vrijedi
* (Jord,o’,€) = (Jord;, o', ).
e (Jord;;1,0’,€&.1) je podredena trojci (Jord;,0”,&) zai=1,... k— 1.
e (Jord”,0’,€") = (Jordy, o', &).

Definicija 1.4.6. KaZemo da je trojka (Jord, ¢’,€) € Trip dopustiva ako dominira trojku alter-

nirajueg tipa. Skup svih dopustivih trojki oznatavamo Trip,,,,
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Vrijede inkluzije Trip,;, C Trip,,,, C Trip. Time smo definirali sve pojmove potrebne za

iskaz teorema koji klasificira diskretne serije.

Teorem 1.4.7. Postoji bijekcija izmedu skupa diskretnih serija u Irr(G) i skupa svih trojki
(Jord, o', €) € Trip,,,, u 0znaci

O = O(Jord,0",¢)
tako da vrijedi

(i) Jord(c) = Jord and Gysp >~ 0.

(ii) Neka je (Jord,o’,¢€) € Trip,;,. Tada moZemo eksplicitno opisati ¢. Za svaki p takav da
je Jord, # 0, oznaCimo elemente od Jord, u rastu¢em poretku a’l) < a’z) <... < ag . Sada
P

je o jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od

XP Xfi] 6([v(¢ﬁ(a1p)+l)/2p7V(a?_l)/zp]) I G/.

(iii) Neka je (Jord,o’,¢€) € Trip,,, i (2b+1,p) € Jord takav da je 2b_+ 1 := (2b+ 1)_ defini-
rani €(2b+1,p)e(2b_+1,p)~! = 1. Oznac¢imo Jord” =Jord\ {(2b+1,p),(2b_+1,p)}

te s £” restrikciju od € na Jord” U (Jord” x Jord”). Tada je (Jord”, o', €") € Trip 4, i
o 8(lv"p,vp]) x 0",
gdje je 0" = O(jord" o ¢)- Dodatno, inducirana reprezentacija
§([v="-p,v*-p]) x 6"

je direktna suma dviju medusobno neekvivalentnih ireducibilnih temperiranih reprezen-

tacija T4 te postoji jedinstveni T € {7_, 7, } tako da

b_+1

o — 8([vb-Tp,vbp]) x 1.

Definicija 1.4.8. Za reprezentaciju ¢ € Irr(G) kazemo da je strogo pozitivna diskretna serija
ako za svako ulaganje 6 < V'1py X --- X V¥ pp X Opysp, gdje su p; € Irr(ézni) zai=1,...,ki

Ocusp € Irr(G) kuspidalne reprezentacije, imamo x; > 0 za svaki i.
Rezultati klasifikacije diskretnih serija obuhvacaju i sljedeéi teorem.

Teorem 1.4.9. Strogo pozitivne diskretne serije iz Irr(G) su toéno one koje odgovaraju alter-

niraju¢im trojkama prema Teoremu 1.4.7.
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Za reprezentaciju G = O(jord,c,,,,.c) 0Znacimo sa R skup svih reprezentacija p € Irr(GL)
takvih da postoji a € Z takav da je (a,p) € Jord(o). Neka je za p € R nenegativan broj o,
jedinstveni takav da se V% p x Ogysp reducira. Kroz disertaciju Cesto koristimo slucaj kada je

skup R jednoclan. Za R = {p} jednostavnije oznacavamo & = 0 i r = [a].

Definicija 1.4.10. Za reprezentaciju o = O(Jord, Guusp.€) kaZzemo da je uredena r-torka realnih

brojeva (iy,...,i,) sp-dopustivaako i) < ... <ip ij—ac€Zia—r+j—1<ijzaj=1,...,r.

Za sp-dopustivu r-torku (x1,...,x,) oznatavamo ¢ = O(x1,....x,) ako je o jedinstvena iredu-

cibilna podreprezentacija od
S([v* " p,vIp]) x ... x 8([VEP,VP]) X Gy

za ranije fiksiranu kuspidalnu reprezentaciju Oy, Sto Ce biti jasno u poglavljima. Radi jed-
nostavnosti dodatno za nekuspidalnu o(,, . koristimo oznaku o, . ). gdje je ¢ najmanji
element skupa {1,...,r} takav da vrijedi ¢« — r —1 < x;.

Jacquetovi moduli strogo pozitivne diskretne serije su prvotno opisani u [21, Teorem 4.6], a

alternativni dokaz se moZze pronaci u [24, Poglavlje 7].

Teorem 1.4.11. Nekaje 0 ~ o0, ). Tadaje

u (o) = L(&(v"Hp,vipl),.... (vt p,vip])) @ oy, i

(i1,---,ir)EAcCC(0)
gdje je (i,...,i;) € Acc(o) ako i samo ako je (ii,...,ir) sp-dopustiva te vrijedi i; < x; za

j=1,...,r
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1.5. KLASIFIKACIJA TEMPERIRANIH

REPREZENTACIJA

Goldberg je u [10] pokazao sljedeci fundamentalni teorem o temperiranim reprezentacijama
iz R(G) kojim se pitanje klasifikacije ireducibilnih temperiranih reprezentacija svodi na kla-
sifikaciju diskretnih serija i reduciranje reprezentacije oblika X ¢ za kvadratno integrabilne

reprezentacije 0 € Irr(GL) i o € Irr(G).

Teorem 1.5.1. Nekasu 6; € Irr(GL) zai=1,...,k i w € Irr(G) kvadratno integrabilne repre-
zentacije. Neka je [ broj medusobno neizomorfnih §; takvih da se inducirana reprezentacija

0; x 1 reducira. Tada je reprezentacija
O X ... X XT (1.7)

duljine 2 i svaki subkvocijent se javlja s kratnosti jedan. Dodatno, ako je 7 ireducibilna po-
dreprezentacija inducirane reprezentacije oblika (1.7), onda su §; zai = 1,...,k i 7 jedinstveno

odredene do na permutaciju i uzimanje kontragredijenata.

Pretpostavimo da je [ = k i ozna¢imo &; X T ~ 5, ® T_5 za svaki i = 1,...,k. Neka su
J1y---s Jjx € {x}. Postoji jedinstvena ireducibilna podreprezentacija T od 6; X ... X & x 7 koja

je podreprezentacija od
Op X ... X 81 X 1 X ... X X Tg,zasvakii=1,... k.

Takvu reprezentaciju 7 oznacavamo s 7; s, Time je jasno da je pitanje klasifikacije tem-

----- k6
periranih reprezentacija svedeno na odredivanje koja ireducibilna podreprezentacija od &; X &
je ms,. Parametrizacija od 7s je opisana u [42, Teorem 1.2] te ju navodimo u slu¢ajevima koji

su zastupljeni u Cetvrtom poglavlju disertacije.

Teorem 1.5.2. Neka je w € Irr(G) kvadratno integrabilna, p € Irr(GL) kuspidalna samokon-
tragradijentna reprezentacija te b € Z-. Pretpostavimo da se za 6(p,b) ~ 6([v_%p, v%p])

inducirana reprezentacija 6 (p,b) x 7 reducira.

(1) Pretpostavimo

Jord, (7) N [1,b] # 0.
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Oznacimo

a =max(Jord, () N[1,b]).

Tada postoji jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 6(p,b) X 7, u oznaci 7g, takva

da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a—1

2 p])xm.

(1) 75 seulaze u §([v'T *lp, v’z p])2 x 8([v=“T p,v
(2) 75 seulaze u §([v'T *1p, v’z p])? x A za neku A € Irr(G).
(i1) Pretpostavimo
Jord, (m) N [1,0] = 0.
Neka je b paran. Tada postoji jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 6(p,b) x 7,
u oznaci g, takva da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(1) 75 se ulaze u §([v2p,v'T p])? = 7.

(2) w5 se ulaze u 5([v%p,v%p])2 x A zaneku A € Irr(G).
Neka je b neparan i Jord, # 0. Ozna¢imo
a :=min(Jord,(7)).

Tada postoji jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od d(p,b) X 7, u oznaci 7g, takva

da su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

b—1
2

(1) mg seulaze u §([vp,v 2 p])? x 5([vp,va;21p]) X p x 7' za kvadratno integrabilnu

reprezentaciju 1’ € Irr(G).

(2) s se ulaze u §([vp,v'z p])2 x 8([vp,vT p]) x A zaneku A € Irr(G).
Nadalje, vrijedi w — &([vp, v p]) x 7' za neku diskretnu seriju 7’ € Irr(G).

Napomena 1.5.3. Reprezentaciju 7’ iz prethodnog teorema moZemo opisati u terminima kla-
sifikacije diskretnih serija prema [42, Teorem 8.2 (5)]. Za m,p kao iz teorema, neka je a €

Jord, () i @ > 3. Pretpostavimo da postoji k € Z~q takav da
la— 2k,a—2]NJord, (1) = 0.

Tada se w ulaze u
a—1 a3 a=2(k=1)—1
2

V2ZPXV2ZPX...XV 2 pXT (1.8)
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za kvadratno integrabilnu 7’ € Irr(G). Neka je 7’ € Irr(G) proizvoljna kvadratno integrabilna
reprezentacija takva da se 7 ulaze u (1.8). Ako je o € Irr(G) takva da vrijedi

a—1 a—3 a—2(k=1)—1
T—=V2PpXVZIPX...XV 2 pXO,

tada vrijedi o ~ 7’. Posebno, ¢ je jedinstveno odredena sa 7.

Standardne oznake za temperirani subkvocijent 75 koje koristimo u disertaciji su 74 := g

17T :=7_s.
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1.6. KOMPOZICIONI NIZ GENERALIZIRANE

OSNOVNE SERIJE

Muic¢ je u [29] odredio reducibilnost i kompozicioni niz reprezentacije oblika
S([vp,vipl)x o (1.9)

zaly, b € R, I} + 1 € Z~y, kuspidalnu reprezentaciju p € Irr(GL) i strogo pozitivnu diskretnu
seriju ¢ € Irr(G). Reprezentaciju §([v~1p,v2p]) kratko oznatavamo 8. Za pitanje redu-
cibilnosti reprezentacije § % ¢ bitni su skupovi Jord(c), Jord, te epsilon funkcija € koji su
pridruZeni reprezentaciji o € Trip,;,. Poznavanje kompozicionog niza reprezentacije (1.9) je
osnovni korak prema odredivanju istog za reprezentaciju oblika 7 x o', gdje je @ € Irr(GL)
ljestviCasta, a 6’ € Irr(G) kuspidalna ili strogo pozitivna reprezentacija. U ovom potpoglavlju
¢emo izdvojiti rezultate navedenog ¢lanka.
Na pocetku reduciramo problem do netrivijalnog slucaja kada vrijedi

Jord, # 0,
P (1.10)

lh—a€Z, V2a+1¢€lordp.

Teorem 1.6.1. Pretpostavimo daje p ~pi2l +1¢€Z.
(i) AkoJord, #0ili —a ¢ Z,za2a+ 1 € Jordy, onda je 6 x & ireducibilna.

(ii) Pretpostavimo Jord, = 0. Tada je 6 x o reducibilna ako i samo ako /; > —% 12l1+1je

paran ako i samo ako L(s,p,r) ima pol u s = 0. Ako je reducibilna, onda u R(G) vrijedi

GH—L(S;G), ako je [y = 1,
OX0o= N
o1+0,+L(6;0), akojel; >0,

gdje su o; za i = 1,2 diskretne serije takve da je Jord(o;) jednak

Jord(o)U{(2L+1,p)}, ako je [y = —3,
Jord(o)U{(2l; +1,p),(2+1,p)}, akojel; >0,

1 njihove epsilon funkcije €5, za i = 1,2 su odredene na sljedeci nacin. Ako je [} > 0,
postoje dva progirenja od € tako da vrijedi &5,(2(; +1,p)e5,2L+1,p) ' =1zai=1,2.

Dodatno, o] i 0; su neizomorfne. Ako je [} = —%, onda &5, (2, +1,p) = 1.
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Dobro poznati rezultat pod pretpostavkama komplementarnim prethodnom teoremu se moze

naciu [41].

Teorem 1.6.2. Pretpostavimo da p 2 p ili 2/; + 1 ¢ Z. Tada je § x ¢ ireducibilna.
U nastavku pretpostavljamo da vrijedi (1.10).

Teorem 1.6.3. Pretpostavimo da je Jordp N[2{; +1,2l,+ 1] =0 il; > 0. Tada u R(G) vrijedi

§x0 =01 +0,+L(8;0),

gdje su 07 i 0, diskretne serije dobivene proSirenjem trojke od ¢ po klasifikaciji.

Pretpostavimo da je /; < —1. Tada uvodimo uznake /y = —a — 11/ = [, te vrijedi
§xo~8(v*p,vip]) xo.

Definiramo 2ag + 1 kao najveci element od Jord, takav da vrijedi 2ap + 1 < 2/ + 1, ako takav

postoji. Ako je ap < [, onda definiramo strogo pozitivnu diskretnu seriju o tako da vrijedi
Jord(op) =Jord \ {(2a0+ 1,p)} U{(21+1,p)}.

Propozicija 1.6.4. (i) Pretpostavimo Jord, N [2a+ 1,2[ + 1] # 0, zbog Cega je 2ag + 1 €
Jordp N [2a+ 1,21 +1]. Ako je ap = [, onda je inducirana reprezentacija 6 x o ireduci-

bilna. Inace u R(G) vrijedi
§x0=L(5([v®p,v 9 p]);c0) + L(8;0).
Posebno, ako je ag = a, onda é X ¢ = 0oy —I—L(g; o).
(ii) Pretpostavimo Jord, N [2a+ 1,2/ + 1] = 0. Tada je 6 x ¢ ireducibilna.
Pretpostavimo da je /; > 0. Prema Teoremu 1.6.3 moZemo pretpostaviti
Jordp N[220 + 1,21+ 1] # 0.
Prije iskaza glavnog teorema pod navedenim pretpostavkama definiramo

2ap+ 1 = max Jord, N[21; + 1,2l + 1]

2bg 41 =min Jord, N [20) + 1,20 +1].
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Strogo pozitivnu diskretnu seriju oy definiramo kao i u slucaju /; < —1 uz odgovarajuée oznake
Jord(op) = Jord \ {(2ap+ 1,p)} U{(2LL+ 1,p)}.

Prema Propoziciji 1.6.4 vrijedi op < §([v¥*!p, v2p]) x 6. Definiramo strogo pozitivnu dis-

kretnu seriju o7 sa
Jord(oy) =Jord \ {(2bo+ 1,p) } U{(2L; + 1,p)}.

Prema Propoziciji 1.6.4 vrijedi o < §([viit!p,v?p]) x 6,. Pomoéu reprezentacije o, defini-
P ] ] p p P ]

ramo strogo pozitivnu diskretnu seriju o¢ tako da vrijedi

Jord(o19) =Jord(op) \ {(2a0+ 1,p) } U{ (2L + 1,p)}.

Prema [22, Propozicija 3.2] razmatramo slucaj kada je ap = bg i Jordp N {211+ 1,21+ 1} =0
te rezultate kombiniramo s opisanim u [29]. OznaCimo jedinstveni element u Jordp N 21 +
1,21+ 1] sa2c+ 1. Kona¢no, definiramo diskretnu seriju o, s odgovaraju¢om dopustivom troj-
kom (Jord', Gysp, €') tako da je Jord’ = JordU{(2/; + 1,p), (2L + 1,p)}, € ((2c+ 1,p), (2L +
1,p))=¢€((2l;+1,p),(2c+1,p)) =1 te je € jednaka —1 na svim ostalim parovima.

Teorem 1.6.5. Pretpostavimo da je [; > 0iJordp N [21; + 1,21, + 1] # 0.
(i) Akoje2l;+1, 2l +1 € Jord,, onda je 6 x o ireducibilna.
(ii) Pretpostavimo da 2/; +1 € Jord, i 2l> + 1 ¢ Jord,. Tada ako je ag = I, u R(G) vrijedi
OX0o= L(g;c) + Gremps

gdje je Oyemp jedinstveni zajednicki ireducibilni subkvocijentod § x o i §([v 1 p, vl p]) x

0p. Ako je ap > [y, onda u R(G) vrijedi

§x0=L(806)+L(S([v"p,v¥p)): o).

(iii) Pretpostavimo da 2/; + 1 ¢ Jord, i 21, 4+ 1 € Jord,. Tada ako je by = l», u R(G) vrijedi
OX0o= L(g;c) + Otemp,

gdje je Oyemp jedinstveni zajednicki ireducibilni subkvocijent od § x ¢ i §([v2p,v2p]) x

o1. Ako je by < I, onda u R(G) vrijedi
§x0=L(8;0)+L(S([v™p,v2p)):on).
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(iv) Pretpostavimo da 2/; + 1 ¢ Jord, i 2/, +1 & Jord,. Razlikujemo dva slucaja. Ako je

bo < ap, onda je u R(G) reprezentacija 6 x ¢ jednaka
L(8:0) +L(8([v—"p,v"'p)): 00) + L(8([v"p, v p]); 01) + L(([v"*p,v™p]); 010).
Ako je ap = by, onda je u R(G) reprezentacija 0 X o jednaka

L(8;6)+L(8([vp,vp]);00) + L(8([v 2p,v°p]); 61) + 4.

Pretpostavimo da je /] = —% i ozna¢imo I, = [. Zelimo opisati kompozicioni niz od
1
8([v2p,v'p]) x 0.

U tu svrhu definiramo 2bg + 1 = min Jord, i sljedecih pet diskretnih serija. Ako je £(2by +

1,p) = 1, definiramo strogo pozitivnu diskretnu seriju o; tako da vrijedi
Jord(oy) =Jord\ {(2b9+1,p)}.
1z definicije alternirajuce trojke slijedi da je o7 dobro definirana. Dodatno,
€5, (min Jord, (61),p) = —1i 6 < 8([vip,v?p]) x .

Pretpostavimo da je Jordp N [2,214 1] =0 ili Jordp N [2,2] + 1] = {2bo + 1} i [ # by. Definiramo

diskretnu seriju 0, tako da vrijedi
Jord(op) =JordU{(2I+1,p)}, €5, ((2L+1,p),(2bo+1,p)) =1
te je €5, jednaka —1 na svim ostalim uzastopnim parovima. Stovige, vrijedi

oy — §([vlp,vPop]) x oy, bo>1,
oy — 8([vPp,vip]) x oy, 1> by.
Ako je €(2bg+ 1,p) = —1 il # by, definiramo strogo pozitivnu diskretnu seriju oy tako da
vrijedi
Jord(op) =Jord\ {(21+1,p)}.

Dobra definiranost slijedi prema definiciji alternirajuce trojke te &g, (min Jord,(0p),p) = 1.

Posebno ako je I < by, onda oy — 8([v%p, vip]) x o. Pretpostavimo da je Jord, N[2,2/+1[£ 0
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te neka je 2ag + 1 najveci element iz tog presjeka. Ako 2/ 41 ¢ Jord,, onda definiramo strogo

pozitivnu diskretnu seriju 03 tako da vrijedi
Jord(o3) =Jord\ {(2ap+1,p)}U{(21+1,p)}
i strogo pozitivnu diskretnu seriju o4 tako da vrijedi
Jord(oy) =Jord(oy) \ {(2ap+ 1,p) }U{(21+1,p)}.

Teorem 1.6.6. (i) Pretpostavimo da je €(2byg+ 1,p) = —1. Tada je u R(G) inducirana re-
prezentacija 5([\/%p7 vlp]) x o je jednaka

(

L(5;6)+60, I < by,

L(8:0) +L(8([v-p,v=2p]);03), 1> by, 20+ 1 ¢ Jord,,

L(5;0), [ =byilil > bg, 21+ 1 € Jord,.
0

\
(ii) Pretpostavimo da je €(2bp+1,p) = 1. Ako je [ = by, onda

Ia vl . —bo ~ ybo
3(Ivip,v'p]) x o 8([v-0p,vP0p]) x oy

imaju jedinstveni zajednicki ireducibilni subkvocijent, u oznaci Gyemp. Dodatno, u R(G)
inducirana reprezentacija 5([v%p, vlp]) x o je jednaka

p

L(8;06)+ 0, 1 < by,

L(8:0) + Gremp, [ = by,
L(8;0)+L(8([v-p,v¥p)); o), [ > by, 21+ 1 € Jord,,

L(8;0) +L(3([v"p,v™2p]); 03)

+L(8([v'p,vPp]);01) + 02, 1 > bo, ap = by, 21+ 1 ¢ Jord,,
L(8;0)+L(8([v="p,v™2p]); 03)
\+L(6([v—’p,vb0p]);cl)+L(6([v*“0p,vb0p]);c4), [ > bo, ap > by, 21+ 1 ¢ Jord,.
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2. REPREZENTACIJE INDUCIRANE IZ

LJESTVICASTE I KUSPIDALNE

Motivirani strukturom reprezentacija u unitarnom dualu opce linearne grupe, prouc¢avamo kom-
pozicioni niz reprezentacija induciranih iz ljestvicastih reprezentacija na opéem linearnom di-
jelu i unitarnih reprezentacija na klasi¢nom dijelu, Sto bi trebalo rezultirati uvidom u strukturu
unitarnog duala ostalih klasi¢nih p-adskih grupa. Reducibilnost takvih induciranih reprezen-
tacija je poznata za kuspidalnu reprezentaciju na klasicnom dijelu prema [19]. Cilj nam je
opisati njihov kompozicioni niz kada kuspidalni nosac ljestvicaste reprezentacije sadrzi samo
reprezentacije oblika v¥p za karakter v(g) = |det(g)|r opce linearne grupe i x > 3.

KoriStene metode se temelje na strukturnoj formuli za Jacquetove module induciranih repre-
zentacija opisanoj u Teoremu 1.3.15. Naime, zajedno s Langlandsovom klasifikacijom, pomocéu
strukturne formule dobivamo kandidate za subkvocijente promatrane inducirane reprezentacije.

Sve ireducibilne temperirane reprezentacije koje se pojavljuju pri analizi su strogo pozitivne.
One imaju veliku ulogu u odredivanju koji od dobivenih kandidata su zbilja subkvocijenti pro-
matrane inducirane reprezentacije. U tu svrhu koristimo i neke dovoljne uvjete na odredene
Jacquetove module, ponajviSe pomocu egzaktnosti Jacquetovih modula i paraboli¢ke indukcije.

U prvom poglavlju odredujemo ireducibilne temperirane subkvocijente reprezentacije indu-
cirane iz ljestvicaste i kuspidalne reprezentacije, gdje je minimalni eksponent u kuspidalnom
nosacu ljestvicaste reprezentacije veéi ili jednak % U posljednjem potpoglavlju dobivamo kri-
terij reducibilnosti prema rezultatima iz [19] 1 opis netemperiranih ireducibilnih subkvocijenata
opisane reprezentacije.

Prije toga uvedimo reprezentacije formalno i iskazimo teorem koji opisuje duljinu proma-
trane reprezentacije, a posljedica je glavnih rezultata (Teoremi 2.1.1 1 2.2.2) koji opisuju iredu-

cibilne subkvocijente. Definiramo reprezentaciju 7y koja je jedinstvena ireducibilna podrepre-
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zentacija od

S([vp,v1p]) x ... x 8([vp,v"p))
za ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju p opcCe linearne grupe, prirodan broj ¢ i realne brojeve
a;,b;,i=1,...,t, takve da % <a<...<a,by<...<bia;<bjzai=1,...,t. Takoder,

definiramo ireducibilnu kuspidalnu reprezentaciju o, iz Irr(G).

Teorem 2.0.1. Neka je m broj indekasa i € {1,...,7} takvih da postoji x € {a;,a; + 1,...,b;}

za koji se V*p x o, reducira. Inducirana reprezentacija 77 X o je duljine m+ 1.

2.1. TEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI OD 7y X O,

U ovom potpoglavlju ¢emo odrediti ireducibilne temperirane subkvocijente od 7, x 6. Ti
rezultati ¢e biti primijenjeni u sljedeCem poglavlju s ciljem odredivanja netemperiranih subk-
vocijenata od 77 @ 0.. Naime, prema Langlandsovoj klasifikaciji, svaki netemperirani subk-
vocijent od 77, % o, je oblika L(Jy,...,8:;7). Ako L(6y,...,0;T) < mp X O, onda egzaktnost
Jacquetovih modula implicira L(9y,...,0) ® T < u*(m; x o,). Sada (1.6) implicira da postoji
((c1,...,¢1),(dy,...,d;)) € Lad(m)' takav da

< L8V o vp]),.... (v p, v p])) o

Primijetimo da su eksponenti u kuspidalnom nosacu ljestvicaste reprezentacije na opéem line-
arnom dijelu pozitivni zbog % <a;<c+1.

Uoc¢imo da je svaki temperirani subkvocijent od 7; X 6, nuzno strogo pozitivan. Da bismo
to pokazali, pretpostavimo da 7, < 0, sadrzi ireducibilni temperirani subkvocijent 7 koji nije
strogo pozitivan. Tada postoji ireducibilna temperirana reprezentacija t’ i a,b € R, a < 0,
a+b > 0 takvi da je T podreprezentacija od 8 ([v¢p, v’p]) x T’. Ako su a i b cijeli brojevi, onda
p € [m % o.], $to nije moguce. Ako su a i b polucijeli brojevi, onda [, x o,] sadrZi multiskup
{v%p7 v%p}, $to ponovno nije mogude.

Sljedeci teorem odreduje kada 7, x 6, sadrzi temperirani subkvocijent.

Teorem 2.1.1. Inducirana reprezentacija 7y, X O, sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent
ako i samo ako postoji o > 0 takav da se v¥p x o, reduciraia;, = —t+izai=1,2,....t.
U tom je slucaju temperirani ireducibilni subkvocijent jedinstven; radi se o jedinstvenoj

ireducibilnoj podreprezentaciji od 7, % 0, koja je izomorfna strogo pozitivnoj reprezentaciji

G(bla"'ab[).
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Dokaz. Pretpostavimo da inducirana reprezentacija 7y X 0, ima temperirani ireducibilni subk-
vocijent. Oznacimo ga s 7. Ranije smo vidjeli da je T nuZno strogo pozitivna reprezentacija.
Tada vrijedi p ~ p te postoji jedinstveni pozitivan realan broj « takav da se v¥p x o, redu-
cira. Oznac¢imo r = [a]. Tada postoji jedinstveni rastui niz realnih brojeva xi, ..., x, takav da
a—r+i—1<xjixi—acZzai=1,2,...,ri7je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
od

S(v* o vip]) x... x 8([v¥p, V¥ p]) X G. 2.1)

Time je podreprezentacija od L(S([v* "+ p,v¥ip]),...,8([v¥*p,v¥p])) x o.. Frobeniusov re-

ciprocitet i egzaktnost Jacquetovih modula impliciraju

L (Ve p v p)), ., 3([VEp, VY pI) 26, < (7, % ).
Po strukturnoj formuli (1.6) postoji ((c1,...,¢),(d1,.-.,d;)) € Lad(m; ) takav da
L(S(v* " p,vip]),.... 8([v¥p,vip])) < (2.2)

L[V p. v p]).....,8([v 1 p,v=p]))x
<L(S([vT 1, vPip]),..., 8([v p, vp)))

o. < L(S([vi'p,vip]),...,8([v " p,v¥p])) x o. (2.3)

Primijetimo da su eksponenti u kuspidalnom nosacu reprezentacije s lijeve strane od (2.2) pozi-
tivne i —a;, —c; < 0 za indekse i € {1,2,...,1} za koje 6([v~“ip,v~%p]) # 1. Kako reprezen-
tacije u (2.2) imaju isti kuspidalni nosac, zakljuujemodac;=a;—1zai=1,2,...,t. 1z (2.3)

dobivamo ¢; =d;zai=1,2,...,t jer je o, kuspidalna reprezentacija. Time (2.2) implicira

L(&(v* " p, vip]),...,8([v¥p, v p))) < L(8([v¥'p,v"'p)),...,8([vp,v7p])).

Kako su ove reprezentacije ireducibilne, dobivamo da su izomorfne. Langlandsova klasifika-
cija sada implicira jednakost skupova esencijalno kvadratno integrabilnih reprezentacija koje ih
definiraju. Time vrijedia, =0 —t+iib,=x,—41;zai=1,2,...,t

Obratno, akojea; = —t+izai=1,2,...,t,onda

L = L(8([v¥ " p,vPip]),..., 8([v¥p, v7p])).

Primijetimo da je m; X o, podreprezentacija od
S([v* o vPip]) x ... x §([v®p,vPp]) x o. (2.4)

41



Indukcija iz ljestvicaste i kuspidalne reprezentacije Temperirani subkvocijenti od 7y, X O,

Jer postoji o > 0 takav da se v¥p x o, reducira, zakljuCujemo da reprezentacija (2.4) sadrzi
jedinstveni ireducibilni temeperirani subkvocijent, u oznaci 7. Radi se o strogo pozitivnoj re-
prezentaciji i jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji od (2.4), zbog Cega je podreprezen-
tacija od 7y x o,. Svaki subkvocijent od 7 X 0, je subkvocijent reprezentacije (2.4) pa se T
pojavljuje u kompozicionom nizu od 77 X O, s istom kratnosti kao i u kompozicionom nizu od

(2.4), koja je jednaka jedan. |

42
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2.2. NETEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI OD 7; X O,

U ovom poglavlju ¢emo odrediti netemperirane sukvocijente od 7, x O, te na taj nacin odrediti
kompozicioni niz reprezentacije 77, X 0,. Prvo ¢emo okarakterizirati reducibilnost inducirane

reprezentacije 77, X O, zasnovanu na rezultatima od [19].

Propozicija 2.2.1. Inducirana reprezentacija 77 X O, je reducibilna ako i samo ako postoji neki

v¥p € [m] takav da je v*p x o, reducibilna.

Dokaz. Prema Teoremu 1.1 iz [19], ako se V¥p x o, reducira za neki v*p € [rz], tada je m; X o
reducibilna.

Obratno, pretpostavimo da je v¥p x o, ireducibilna za sve v*p € [m;]. Prema notaciji
iz [19, Definition 3.12.], za reprezentaciju @ ~ L(6(A;),...,0(Ax)) s (7)4+ oznaavamo re-
prezentaciju L(8(4A;,),...,8(4A;)), gdje je {i1,...,i;} podskup od {1,2,...,k} za sve indekse
takve da je suma minimalnog i maksimalnog eksponenta u A; pozitivna. Kako je 7y ljestvicasta
reprezentacija, Teorem 1.2 iz [19] implicira da je inducirana reprezentacija 7, X o, ireducibilna
ako i samo ako je ()4 x (7z)+ ireducibilna. Iz pretpostavke a; > 1 slijedi (7)1 ~ 7z, a

zbog [20, Lema 4.2] imamo
= L(S([v "B, v p]),....8 (V""" B,v 1))

pa vrijedi (77)+ ~ 1. Kako je 7 ireducibilna reprezentacija, zaklju¢ujemo da je inducirana

reprezentacija 77, X O, ireducibilna, ¢ime dovrSavamo dokaz. |

Jer je v¥p x o, ireducibilna za svaki v¥p € [m] za p koja nije samokontragradijentna, in-

ducirana reprezentacija 7y X O, je u tom sluéaju ireducibilna i izomorfna s

L(S([v ™ p,v ip]),.... (v " p, v p]): ).

Za samokontragradijentnu p postoji jedinstven nenegativan realan broj x takav da se v'p x o,
reducira i ozna¢imo ga s &. Propozicija 2.2.1 implicira da je za & = 0 inducirana reprezentacija
nr X O, ireducibilna. Zbog toga u nastavku pretpostavljamo da je p samokontragradijentna i
o > 0.

Prisjetimo se da su netemperirani subkvocijenti induciranih reprezentacija iz R(G), prema
Langlandsovoj klasifikaciji, parametrizirani s L(6y,...,0;;7), gdje su 6y,...,0; ireducibilne

esencijalno kvadratno integrabilne reprezentacije op¢ih linearnih grupa takve da vrijedi e(9;) <
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...<e(&) <01t elr(Gy) je temperirana reprezentacija. Zbog L(§y,...,6;7) < 1 X O,
iL(8y,...,0)®1 < u*(L(8y,...,0;7)), egzaktnost Jacquetovih modula i strukturna formula

.0) impliciraju da postoj1 ((c1,...,¢¢),(d1,...,ds)) € Lad(7z )" takav da
(1.6) impliciraju da postoji (( ), (dy,....d;)) € Lad(m.)’ takav d

L(81,...,8) < L(S([v=p,.v=apl),....,8([v_1p,v=p]))x (2.5)
<L(S([v 1 p,vPip]), .., SV p, vErp]))

T < L(S([vi'p,v¥p]),...,8([v p, v¥p])) x o.. (2.6)

Zbog e(0;) <0zai=1,2,...,1,iz (2.5) zakljuCujemo d; = b; zai = 1,2,...,t. Naime, proma-
traju¢i kuspidalni nosa¢ reprezentacije na desnoj strani od (2.5) vidimo da ne postoji segment
koji sadrZi 1 pozitivne i1 negativne eksponente. Prisjetimo se da pretpostavke na eksponente
impliciraju —a; < —% idi+1>ci+1>a > % Akojed;+1> 3, onda je razlika izmedu
maksimalnog negativnog i minimalnog pozitivnog eksponenta veéa ili jednaka dva. Ako je
di+1= %, ondaci+1=a; = %, pa vrijedi 6([v “lp,v~?p]) ~ 1. Sada je maksimalni ne-
gativni eksponent manji ili jednak —a;, koji je manji ili jednak —% pa imamo isti zakljucak
kao u prvom slucaju. Time je reprezentacija na desnoj strani relacije (2.5) ireducibilna pa ovi

zakljucci reduciraju (2.5) i (2.6) redom na

L(dy,...,8) = L(&([v=p,v¥p]),....8([v'p, v p]))

T < L(S([vertip,viip]), .., 8([ve T p, vPrp])) x o @.7)

Ako postoji i € {1,2,...,} takav da & € [a;,b;], ozna¢imo s iy maksimalan, a s i,, minimalan
takav indeks. Primijetimo da ako iy postoji, onda & € [a;,b;]| za svaki i € [in,ip], jer vrijedi
a € [aj,,b;,] C [ai,bi]. Nadalje, oznalimo s k proizvoljan element od [i,,ipm]. Definiramo
ky kao minimalan indeks iz {1,2,...,r} takav da o —k +k,, < by,. Primijetimo da vrijedi
o —k+i€ |a;,b;],Vi € [kp,k|. To slijedi iz induktivne primijene sljedeéih nejednakosti koje su

posljediceod a; < ... <a;ib; < ... <by:
bkm+1zbkm—klzoc—k—k(km—i—l)iak_lgak—lgtx—l.

Posljedi¢no su a — k + i pozitivni realni brojevi za i € [k, k]. Definiramo o kao jedinstvenu

ireducibilnu podreprezentaciju od

S([vekthnp vbunpl) s ... x 8([v¥p,vPp]) x o,
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i m, ukoliko je k #rilia; # a—t+izanekii € {1,2,...,t}, kao

L(&([v"p,v=p]),...,8([v 1 p,v=%+1p]), §([v=* 1 p,v=%p]),...,
§([v- ekt p =i p]). §([v 1 p, vt pl), ., S([v o, pl)s o).

Primijetimo da je m; dobro definirana jer vrijedi —by 1 < —by < —ot+1,by, 1 <t —k+ky—1

zbog definicije indeksa &, i —(a; +b;1) < 0.

Teorem 2.2.2. Pretpostavimo da postoji neki v¥p € [r;] takav da je v¥p x o, reducibilna. Tada
se inducirana reprezentacija 7y, x o, reducira. Nadalje, neka je o jedinstven pozitivan realan
broj takav da je v*p x o, reducibilna. Tada je semisimplifikacija od 7; x o, jednaka

@ o +L(S([vp,v=p]).....8([v"p, v Upl)io) + ), m,

k€lip.t—1]
akoai=a—t+izai=1,2,...,t,

(i) L(&([v~p,v=ap]),....8([v "1p,v 4p]);oe)+ Y, m, inace.
kEim,im]
Dokaz. Kao $to smo vidjeli u Propoziciji 2.2.1, ako se v*p x o, reducira za neki v*p € [m],
onda se i inducirana reprezentacija 7, X O, reducira. Postojanje temperiranog subkvocijenta o;
je opisano u Teoremu 2.1.1 pa se u nastavku bavimo netemperiranim slu¢ajem. Zbog v*p € [m
postojii € {1,...,t} takav da o € [a;,b;] pa je [im,im] # 0, dok skup [i,,,t — 1] moZe biti prazan.
Prvo pretpostavimo da je T = L(6y, ..., 6; T) netemperirani subkvocijent od 77, x o,. 1z (2.7)
moZemo vidjeti da je 7, ako nije kuspidalna, izomorfna sa oy za neki k € [i,;,iy]. Naime, po
Teoremu 2.1.1 imamo sljedeée uvjete na realne brojeve ¢; definirane u diskusiji prije Teorema

222jervrijedic;+1>a; > %:

1. Za fiksni k € [y, iy] takav da ¢ + 1 = o, dobivamo ¢; = b; zai =k +1,...,t. Sli¢no jer

jeax—k+i>bjzai=1,2,...,k,—1,dobivamo c; =b;zai=1,2,... k, — 1.

2. Postoji ko € [k, k| takavdac; =b;zai=ky,....ko—1lici+1=a—k+izai=ko,..., k.
Tvrdimo da je kg = k,. Prisjetimo se da vrijedi @ — k+i € [a;,b;],Vi € [k, k]. Prema

tome, iz kg > ky, dobivamo cy,_1 = bg,—1 i cx, +1 = & — k+ ko impliciraju
(X—k+k0—2:Ck0—1 cho_l :bko—l >o—k+ky—1,

Sto nije moguce.
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Na ovaj nacin je 7 izomorfna s L(8([v "% p,v=%p]),...,8([v"?1p,v=%p]);0.) ili s m; za neki
k € [im,im]-

Obratno, pokazimo da je m; subkvocijent od 77, x O, za svaki k € [iy,iy]. Fiksirajmo
neki k € [iy,iy]. Definiramo & = §([v=lip,v=¥p]) zai=1,....ky— Lk+1,....t, § =
S([v-ethitlp v=aip]) zai=ky,...,k,

1
71515)’Z&X...Xak_,_lX5k><...><5ka5km_1><...X61,

M~ ! x L(3([v**Hnp, vPinp)), ... 8(1v%p, v*p])) o
1 n_IEZ) ~L(&,...,01), to jest Langlandsova podreprezentacija od 717,51).

Cilj nam je pokazati da su 7 i 77 X 0. subkvocijenti od II, da oba sadrze Jr,EZ) ® O u

Jacquetovom modulu obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu te da se 7r,£2) ® oy javlja
u Jacquetovom modulu od IT obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu s kratnosti jedan.
Kako je m ireducibilna, iz toga ¢e slijediti m;, < 77 X O.

Primijetimo da je oy < L(§([v**knp vPimp]),...,8([v¥p,v%p])) x o, jer je o jedins-
tvena ireducibilna podreprezentacija od 8 ([v* *+knp vPu p]) x ... x 8([v¥p, vPip]) x o,. Ko-

risteci 717,52) — 71:,51) dobivamo m; < II. Prema Lemi 1.3.14 ljestviCasta reprezentacija

L(3([vnp, v p]),..., 8([V¥p, V¥ p])

je subkvocijent od gk,,, X .. X O X L(§([v**Fknp vbunp]),..., 8([v¥p,vP%p])). Kako u R(G)
viijedi T X M X O =M XM XOCIiAXOC=TX0 zax,a,T < R(GL) i o€ R(G), imamo
7 X o, <II.

Frobeniusov reciprocitet implicira da je n}gz) ® oy, ireducibilni konstituent od p* (7 ) i w* (IT).
Takoder primijetimo da gornja diskusija implicira da mozemo izabrati realne brojeve c; za
i=1,...,t tako da je 71',52) ® o) u W*(my % o). Tranzitivnost Jacquetovih modula implicira da
je & ®...® 6 ® oy subkvocijent od rg(7), rg(m, x o) i rg(I1) za odgovarajucu parabolicku
podgrupu Fg.

Da bismo dovrsili dokaz preostaje vidjeti da se & ® ... ® 6; ® o) pojavljuje u rg(IT) s
kratnosti jedan. Prvo Zelimo odrediti sve ireducibilne konstituente od p*(IT) oblika & ® &
za neki 7 € Irr(G). Prema definiciji od 77, —b; je najmanji eksponent u kuspidalnom nosacu
od IT. Takoder, v~—%p se nalazi u [II] s kratnosti jedan. Ako s 7; ® T, oznadimo ireducibilni

konstituent od u*(IT) takav da je v~ p € [m], tada iz multiplikativnosti od M* slijedi da je
T M =205®1<M*"(§). Prema tome

881 % ... x 8 x L(S([v¥ Hhmp vorpl), . §([v¥p,vPep])) x o,
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sadrzi sve ireducibilne konstituente od p* (IT) oblika & ® & za neki 7 € Irr(G). Induktivno, & ®
..® 8; ® oy se pojavljuje u rg(IT) s istim multiplicitetom kao & @ . .. ® 0; ® Oy u Jacquetovom

modulu od
= 8§ X ... x 8 X L(§([v**thnp vbunp)) .. 8([v¥p,vPp])) x o,

obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu.
Odredimo sada sve ireducibilne konstituente od p*(IT') oblika & ® n’. Primijetimo da
v~ %*1p nije element kuspidalnog nosa¢a od &_; x ... x & jer su minimalni eksponenti u

[6]zai=1,...,kustrogo rastuéem poretku. Prema formuli (1.6) v=%*!p trazimo u

L(S([vp,v2p])..... 8([v mp, vkl 2.8)

gdiejexy, <...<xxia—k+i—1<x;<bjzai=kpy,... k Timeje —x;, = —ot+ 1 za neki
io € {km,....k—1}ixi=o—k+i—1zai=ip+1,...,k. Toimplicira —o+1 = —xj; > —x; =
—a + 1 pokazujuéi da v=%"1p nije konstituent od (2.8). Ako s 7] ® ) oznacimo ireducibilni
konstituent od p*(IT') takav da je v-**1p € [r}], tada iz mulitplikativnosti od M* slijedi da
jem@m=&®1<M*(&). Induktivno, & ®...® & @ oy se pojavljuje u rg(IT) s istim

multiplicitetom kao &, 1 ® ... R 8; ® o u Jacquetovom modulu od

= 8,1 X ... X & X L(8([v¥*Hhmp vbunp)), ... §([v¥p,vPp])) x o,

obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu. Primijetimo da je najveci pozitivni eksponent
u kuspidalnom nosacu od &, _; X ... x 01 jednak by, _, $to je po definiciji od &, strogo vece

od a — k+ k;, — 1. Time su kuspidalni nosaci reprezentacija gkm_l X ... X 51 i

L(8([ve*Fhnp, vPnp]),.... 8([v¥p,v?p]))

disjunktni multiskupovi. Ireducibilni konstituenti od pu*(IT”) oblika 1" ® o} s negativnim eks-

ponentima u [7”] su posljedi¢no sadrZani u
8,1 X .. X 8 QL(S([v* Fhmp vl p]) ... §([v¥p,vPp])) x o.
Jer je oy jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od
L(§([v* *Hhnp VP p]), ... 8([v*p, v™p])) x o,

kona¢no zakljucujemo da se & @ ... ® &) ® o javlja u rg(IT) s kratnosti jedan. Time se javlja
u rg(m) i rg(m x o) s kratnosti jedan pa dolazimo do zakljucka da se 7 javlja u 7, x o s

kratnosti jedan. |
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3. REPREZENTACIJE INDUCIRANE IZ

ESENCIJALNO SPEH I KUSPIDALNE

Glavna zadaca teorije reprezentacija reduktivnih p-adskih grupa je klasifikacija unitarnih re-
prezentacija u Irr(G). Elementarnom ¢injenicom da su krajevi komplementarnih serija unitari-
zabilne reprezentacije, u ovom poglavlju odredujemo unitarizabilne ireducibilne subkvocijente
reprezentacija induciranih iz esencijalno Speh i kuspidalne reprezentacije. Preciznije, ako s 7g
ozna¢imo Speh reprezentaciju te sa o, kuspidalnu reprezentaciju iz Irr(G) tako da je inducirana
reprezentacija 7y X o, ireducibilna, onda su prema [39] reprezentacije V*7g X O, unitarizabilne
za 0 < x < x¢, gdje je xp najmanji nenegativan realan broj za koji je inducirana reprezentacija
V¥ 1g 3 0. reducibilna. Stovise, svi ireducibilni subkvocijenti reprezentacije Vg x G, su uni-
tarizabilni. U Poglavlju 2 smo odredili ireducibilne subkvocijente od v*7mg x o, kada su ekspo-
nenti u [v*7g| pozitivni. Dakle, odredivanjem kompozicionog niza u slu¢aju kada su eksponenti
manyji ili jednaki nula moZemo primijeniti opisanu metodu. To ¢emo uciniti za esencijalno Speh

reprezentaciju izomorfnu s

L(8([v'p,v?p]). 8([v**'p,v"*1p)))

za kuspidalnu reprezentaciju p € Irr(GL) te a <0 i b —a € Z>p. Oznalimo ju s Ty te za

kuspidalnu reprezentaciju o, € Irr(G) odredimo kompozicioni niz inducirane reprezentacije
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Esencijalno Speh i kuspidalne reprezentacije Uvod

TTs X Og.

3.1. UvoD

Na kuspidalnu reprezentaciju p € Irr(GL) i realne brojeve a i b iz definicije od mg moZzemo

uvesti odredene pretpostavke. Uo¢imo da rezultat [20, Lemma 4.2] implicira da u R(G) vrijedi

L(8([v'p.v'p]),8(VH p, v o)) x o = L(&(v>~'p.v 1)), 8([v P, v *p])) x 0.
(3.1)

Slucaj |a| < b prema (3.1) rjeSava i slucaj | —b— 1| < —a — 1. Jer je slucaj b+ 1 < O rijeSen
u poglavlju 2, pretpostavljamo b+1>0. Timeje b+ 1 < —a— 1< a < —b—2. Dakle,

ekvivalentno je odrediti kompozicioni niz od 7y X o, u slu€ajevima |a| <bib < —a < b+2.
Lema 3.1.1. Pretpostavimodap £ pilia,b ¢ %Z. Tada je reprezentacija g X o, ireducibilna.

Dokaz. Prema klasifikaciji ireducibilnih temperiranih reprezentacija, opisanoj u potpoglavljima
1.41 1.5, zaklju¢ujemo da ako vrijedi a,b & %Z, onda 7g X O, ne sadrZi temperirani subkvocijent
te su netemperirani subkvocijenti oblika L(9y,...,0;0.). Ako p nije samokontragredijentna,
onda su temperirani subkvocijenti ili temperirani parametri u Langlandsovoj podreprezentaciji
ireducibilne reprezentacije oblika 8; X ... X & x 0, za & ~ &([v—ip, v¥ip]) ili §([v¥ip, v'ip])
za nenegativan x; € %Z.

U svakom slucaju, ireducibilan subkvocijent od 7g X o, implicira da ”ﬁ(ﬂ's X 0.) sadrzi
konstituent oblika §; ® ... ® & @ o, takav da je e(61) < ... < e(6) < 0 za odgovarajucu para-

bolicku podgrupu Pg. Dakle, 6; ® ... ® J je konstituent Jacqueteovog modula od

L(8([v==p,v=""'p]),8([v 1P, v p])) x L(8([v ' p,v’p]), &([v>"p,v" "1 p]))

obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu za ((cy,c2), (c1,¢2)) € Lad’ (7). Kako smo vi-
djeli u diskusiji prije leme, ekvivalentno je promatrati slu¢aj —b < —a < b+2. Akocr #b+1,
onda postoji i € {1,...,k} takav da je & ~ 8([v*p, v**1p]) za neki x < —b — 1. Prema pretpos-
tavkama leme i Lemi 1.3.13 zakljucujemo da je &; ~ m; zaneki m; @ mp < m*(§([v2Tlp, vPH1p])).
No zboguvjeta —b—1 < a+1 < cp+ 1 <x vidimo da je pretpostavka kriva te da vrijedi co = b+
1. Dakle, §; ~ 7; za konstituent 1 ® 7, od m*(L(§([v="~1p,v=4"1p]),8([v=1p,v9p])) x
S([veitlp,vPp])). Prema Lemi 1.3.13 i zbog neopadajuceg poretka od e(§;) zai=1,...,k
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je & izomorfna s §([v=C"!p,v=a=1p]) ili §([v¢'*'p,vbp]). Ponavljajuéi argumente dobi-
vamo da je & izomorfna s §([v¢p,v’p])ili §([v="p,v~9p]), ovisno o predznaku od a + b.
Uotimo da smo ovdje odbacili opciju za koju postoje &, §; izomorfni s §([ve1p, vPp]) i
S([v=“1p,v7?p]). 1z nejednakosti —c; —a < 01ic;+1+b <0 slijedi b < —1. Primijenom

nejednakosti b < —1 na —b < —a < b+ 2 dobivamo 1 < —a < 1, §to nije moguce. [ |

U nastavku pretpostavljamo p ~pia,b € %Z. Iz Leme 3.1.1 i ranije diskusije zakljuCujemo
da je dovoljno odrediti kompozicioni niz reprezentacije 7g X o, uz uvjete |a| < bilib=—a—1.
Prema Napomeni 1.4.2 postoji jedinstveni nenegativni realan broj ¢ takav da je inducirana
reprezentacija v¥p x o, reducibilna.

Rezultat [ 14, Lemma 5.5] Cesto koristimo u argumentaciji te ¢emo ga zbog potpunosti iska-

zati.

Lema 3.1.2. Neka je « ireducibilna reprezentacija od G, te su M i L Levijevi faktori parabo-
lickih podgrupa od G, takvi da je M C L. Neka je A ireducibilna reprezentacija od M tako da

vrijedi T < Indfj’ (A). Tada postoji ireducibilna reprezentacija p od L tako da vrijedi
(1) @ Ind%(p),
(2) p je subkvocijent od Ind%; (A).

Na kraju istaknimo svojstvo Jacquetovog modula od 7 < o, kojeg Cesto koristimo u argu-
mentaciji. Kao primjer navodimo slucaj kada je —a < b. Pretpostavimo da je 7; subkvocijent od
Ts X O, takav da je V0l p @ 1] < u*(my) za neki 7] € Irr(G). Tada je po egzaktnosti Jacquete-
ovih modula v*+!p ® ] konstituent od p* (s x ©,). Formula (1.3) implicira da to nije moguce

pa 7 nije subkvocijent od g X 0.. Argumentaciju ovog tipa oznacavamo s (x).
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3.2. REPREZENTACIJA T X O,

Oznacimo

x=L(8([v'p,v*p]), (v p,v**'p)))

za0 <x<bi—a<b. Cilj ovog potpoglavlja je odrediti ireducibilne temperirane subkvocijente
inducirane reprezentacije T X ©.. Pokazat ¢e se da su rezultati ovog poglavlja kljucni za odredi-
vanje kompozicionog niza od 7 X o,.. Kako je a <01ib > 0, zakljuujemo da [7 X o] ili sadrzi
p ili sadrzi v%p s kratnosti dva, $to u oba slucaja implicira da & x o, ne sadrZi strogo pozitivhu

diskretnu seriju. Dakle, ako je 7 ireducibilni temperirani subkvocijent od 7 x 6., onda
T 8([v=p,v'p]) % T,

gdje je 7’ ireducibilna temperirana reprezentacija i vrijedi 0 < z < y.

3.2.1. Temperirani subkvocijenti od 7 X &, koji nisu diskretne serije

Trazimo konstituent od u*(7 x o,) oblika 6([v™7>p,v’p]) @ m zay > 0ineki 7 € R(G). U
R(G), u*(m x o) je jednak
Y L(v 2, v o)), (v p, v p])) x L(S([vIH p, vPp]), 8([vEH p, vPH p))) @
Lad(rm)’
(3.2)

L(&([v"' ' p,v¥p]),8([v> ' p,v%p])) x 0. (3.3)

Kako je 6([v™p, v?p]) subkvocijent reprezentacije (3.2), imamo y € {—a,b,b+ 1}.

Ako je y = b+ 1, onda vrijedi d| +1 < b i dy+1 < b+ 1 kako bi v**!p bio element kus-
pidalnog nosaca reprezentacije (3.2). Po Lemi 1.3.13 znamo da tada reprezentacija (3.2) nema
esencijalno kvadratno integrabilni subkvocijent pa zaklju¢ujemo da ovaj slucaj nije moguc.

Akojey=b,ondad, =b+1. Jerje —a <b,poLemi [.3.13imamoc| =bicy=xilico, =b
icy =a—1. U prvom slucaju vrijedi b = ¢1 < ¢ = x, Sto je u kontradikciji s pretpostavkom

x < b. U drugom slucaju je d; = —x — 1 pa imamo kandidate
§([v="p,vPp)) @ VPl p x 8([vHp, v p]) x 0. < pt(m 1 o)

zax< —azboga—1=c <dy =—-—x—1. Ako je x = —a, onda je nuzno b+ 1 = . Ako

je 0 < x < —a— 1, onda prema [23, Lema 3.6] imamo kandidate §([v~?p,v?p]) ® O(p41) 78
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x=a—li—a=bte§([v'p,v’p])® 0441y 2a —a=b=0—1ix=0—2. Uotimo da
smo time pokazali da se dobiveni konstituenti nalaze u u* (7 x o,) s kratnosti jedan.
Akojey= —a,ondad; =bid, =>b+1. Po Lemi 1.3.13 zaklju¢ujemo c; = xic; = —a pa

dobivamo
8([v'p,v=p]) @ L(3([v =" p,v*p]), 3([v* T p,v! 1 p])) x o, < ' (x % ).

Primijetimo da zbog c; < ¢, ovi elementi daju kandidate za subkvocijente od 7 x o, ako je
—a < x. Kako je na dijelu opCe linearne grupe ljestviCasta reprezentacija, ireducibilne temperi-

rane subkvocijente inducirane reprezentacije
L(&([v="*'p,v*p]),8(v*'p,v**1p])) x o (3.4)

¢emo odrediti pomocu Teorema 2.1.1. Zakljucujemo da se radi o strogo pozitivnoj diskretnoj
seriji. Kako je po pretpostavci x < b, zakljuujemodaje —a+1=o—1ix+1 = o. Time smo

dokazali sljedecu propoziciju.

Propozicija 3.2.1. Ako inducirana reprezentacija 7 X o, sadrZi ireducibilni temperirani subk-

vocijent koji nije diskretna serija, onda vrijedi jedno od navedenog:
() x=—aib=a—1,
(i) x=a—-1<—-a—-1i—-a=b,
(iii) x=—a+1=0a-1,
iv) x=o—-21i—a=b=o—-1.

Definirajmo temperirane reprezentacije potrebne za analizu temperiranih kandidata u slu-

Cajuy =b. Neka je 1 < a < b. Po rezultatima 13. poglavlja u [28] imamo

S(Ivp,vep]) x o = B D1y (35)

za realan broj x, takav da & — 1 < x» < b. Reprezentacija 8([v—(*~Vp, vPp]) x O(p+1) sadrZi
tocno dva ireducibilna temperirana subkvocijenta 6 i o_ koji su diskretne serije i vrijedi
ox — 8([v¥p,vPp]) x i Y.

Iz Teorema 1.6.5 (ii) znamo da inducirana reprezentacija

S([v=@Dp v*1p]) x o, (3.6)
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ima zajednicki temperirani subkvocijent s §([v—(*~Vp v®~1p]) x O(p+1)- Stovise, reprezen-
tacija (3.6) je duljine dva, pri cemu je drugi subkvocijent Langlandsov kvocijent, jedinstveni
ireducibilni kvocijent dane reprezentacije. Kako svaka reprezentacija konacne duljine sadrzi
ireducibilnu podreprezentaciju te kako zbog jedinstvenosti ireducibilnog kvocijenta znamo da
reprezentacija iz (3.6) nije poluprosta, zakljuujemo da joj je temperirani subkvocijent jedins-

tvena ireducibilna podreprezentacija.

Temperirane reprezentacije Tz(ﬁ) 1 réxf) parametriziramo po rezultatima potpoglavlja 1.5.

Ako je a > 2, onda je Jordy (0(j11)) N [1,2x2 + 1] # 0 pa Teorem 1.5.2 (i) daje parametrizaciju
ireducibilnih podreprezentacija od 6([v™2p, v*?p]) 3 0(;1). To¢no jedna ireducibilna podre-

prezentacija od (3.5) je podreprezentacija inducirane reprezentacije

S(vep,v2p]) x 8([v* 1o, vop]) x S([v * P p, vE2p) Moy (BT)

(x2)

Oznacimo ju 7, ;’. Primijetimo da je za o € {1, 3} skup Jordp (0(p+1)) N [1,2x2 + 1] prazan.

(x2)

Tada parametrizaciju od 7, " razlikujemo obzirom na parnost elemenata od Jord, (G(b+1)). Za

(x2)

o= % po Teoremu 1.5.2 (ii) imamo 7, }" — 6([v%p7vx2p]) X 6([v%p,v"2p]) X O(p41) Pa smo

u posebnom slucaju analize za o > 2. Za o = 1 po Teoremu 1.5.2 (ii) imamo

o) < 5(vp,v2p]) x 8([vp. v2p]) x 8([vp, VP p) x p x .

+

gdje je ' € R(G) diskretna serija takva da vrijedi 611y — 5([vp,vb*1p]) x #’. Po Napo-
meni 1.5.3, zbog ulaganja 6, 1) — 5([vp,vP*!p]) x o, zaklju¢ujemo da je ©’ ~ o,. Dakle,

parametrizacija daje

(x2)

2 b+1
127_1_

= 8([vp,v=p]) x 8([vp,v=p]) x 8([vp, v’ p]) x p x o

Uotimo da je za & > 3 i x, = o — | reprezentacija oblika v¢~!p @ v*~!p @ n” za 1" € R(G)
konstituent Jacqueteovog modula od /.L*(TZ(O:I) ) obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku pod-

grupu, dok isto ne vrijedi za Jacqueteove module od 8([v~(¢~Vp, vP*1p]) x 6,. Tvrdnja lako
(a—1)

I

slijedi po formuli (3.2) i uvjetu b+ 1 > a. Time je T — §([v-(e=Dp vt+ip]) x o,.
Pod uvjetima b = @ — 1 i —a = x iz Propozicije 3.2.1 (i) smo pri analizi kandidata za tempe-
rirane subkvocijente koji nisu diskretne serije vidjeli da je najvise jedna reprezentacija iz skupa

{Tgi_l), Téfx__l)} subkvocijent od  x o,. Reprezentacija 7 je izomorfna s

L(8([v="p,v*~'p]),8([v* " p,vp])).
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Propozicija 3.2.2. Neka je b = o — 1 i —a = x. Inducirana reprezentacija @ X o, sadrZi ire-

ducibilni temperirani subkvocijent koji nije diskretna serija ako i samo ako x = o — 1. U tom

‘e y . . 0 a1
slucaju je jedinstven, ulaze se u 7 X o, te je za & = 1 izomorfan s 172( ) ,azao > 3 58 Té + )

Dokaz. UsluCajux =1zbog0<x<b=a—1=0jen~L(p,vp), Tég)r & 1'2(?2 >~ p X0

i Téf:)_ je parametrizirana ulaganjem u vp X p X o.. Dakle, ’L‘éol se ulaze u 6([p,vp]) x o ili

L(p,vp) X 0, ~ 1 x O,. Prva opcija nije moguca zbog ulaganja

ré?z — d([p,vp]) X 0. — Vp X p X O,

1 parametrizacije reprezentacije ) Slijedi da je T§0)

>y podreprezentacija od 7 X O.

U slucaju a > %, razlikujemo dvije moguénosti: x =0 —1i0<x<a—2. Zax=o—1 je

% 6. ~L(8([v~ (@ Dp,v*1p]), v¥p) x o,. Definiramo reprezentaciju
I=5§([v*Vp v*Ip]) x v¥p x o..

Uocimo kako zbog inkluzija

12(0_‘F D @rz(fx__l) ~ §([v @ Vp,v¥ ! p]) x 01y — S([v @ Vp,v® I p]) x v¥p x o,
prema Lemi 3.1.2 dobivamo da se ireducibilne reprezentacije Téo_i U,féa__l) ulazu u neki od
sumanada u R(G) od

I1=7nxo0.+8(v % Vp v¥]) xo
Sada Cinjenica ‘L'z o ﬁ S([v=(@=Np v%p]) x o, implicira da je 72( f D podreprezentacija od

7T X O.

Za 0 <x < o —2 ¢emo pokazati da m x 6, ne sadrzi temperirani subkvocijent iz skupa

1 -1 : v _(a—1) ... (a—1 . . .
{ Tzo_i ),Téfx_ )}. Naime, ako sadrzi Téfi ) ili féfx_ ), onda po Frobeniusovom reciprocitetu

Jacqueteov modul od 7 % 0, obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu sadrzi
Ve lpavelpes(v i p,vi P p)) @6y ili (v ¢ Vp,vip]) R .
Redom pokazujemo da to nije moguce.

1. Vidimodaje ((—(x+1),x),(¢—2,a)) € Lad()’ jedini element za kojeg je odgovarajuci

konstituent u y* (7 x o,) oblika v*~!p ® n’ za neki 7’ € R(G). Definiramo

m =L(8([v"p,v* ?p]),8([v**'p.v¥p)))
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te primijetimo da je v*~!p @ m; x 6, < u* (7 x 6,.). Nadalje, u* (7, x o,) ne sadrZi kons-
tituent oblika v*~'p @ 7" za neki #” € R(G). Vidimo da ne postoji ((c1,¢2),(d1,d>)) €

Lad(m;)’ takav da je reprezentacija
L(8([v=2p,v~ " Dp]), 8([v1p,v*p])) x LS (v p, v 2p]), 8([v" ' p,vop]))

izomorfna s v®~!p jer su zbog pretpostavke 0 < x < a — 2 elementi skupa {—(x +

1),x,00 —2, o} razliciti od o — 1.

2. Vidimo da su ((c,d),(c,d)) € Lad(n)’ zac <d, —x—1<c<oa—1lix<d < o je-
dine opcije za koje je m iz m @ mp < u*(m x o) jednaka o,.. Nadalje, po Lemi 1.3.13

zakljucujemo da ako reprezentacija

L(3([v-p.v= D)), 8(Iv=p.vip])) x L(S([v* p, v p). 8([v4+ . v®p]))

sadrzi §([v~(*Dp,v%¥p]), onda ¢ = o — 1 ili d = . Kako sadri v*p u kuspidalnom
nosacu, zbog uvjeta 0 <x < a—2 je nuzno ¢ = @ — 1. No zbog ¢ < d < & zakljucujemo

d = o pa ni ovaj slucaj nije moguc.
|

Pod uvjetima —a=b,x =0 — 110 <x < —a— 1 iz Propozicije 3.2.1 (ii) smo pri analizi
kandidata za temperirane subkvocijente koji nisu diskretne serije vidjeli da je najvise jedna

reprezentacija iz skupa {Tz@r, Tébl} subkvocijent od 7 X o,. Reprezentacija 7 je izomorfna s

L(8([v~"p.v'p]),8(v*p.v*'p])).

Propozicija 3.2.3. Neka je —a=bix= o —1 < —a—1. Tada inducirana reprezentacija

7 X O, sadrzi jedinstveni ireducibilni temperirani subkvocijent koji se ulaze u 7 x o, te je za

—1; (b) 3.0
o = 1 izomorfan s T,_,azad >58 T4

Dokaz. Vidimo da se zbog sljedeéih ulaganja i jednakosti u R(G)

Tg’l EBTS’E ~8([vtp,vPp]) Olpi1) = S([v="lp,vPp]) x 8([v¥p,v**ip]) 0. =

b+1

X 0.+ 8([vlp, v p]) x 8([v¥p,vPp]) x o,

(b)

reprezentacije 7, , ulaZu u neki od sumanada prema Lemi 3.1.2. UoCimo da ako reprezentacija

S([v=p,vP*1p]) x §([v¥p,v’p]) x o, ima temperiranu podreprezentaciju, onda se ona ulaze
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S([v=lp,vtHip]) x (). Druga opcija nije moguca jer se tada ulaZe u reprezentaciju

b+1 b+1

S([v=lp,v"* p) } L(8([v=Pp, v ¥p]);0c) = 8([v-"p,v* " p]) x ([v"p, v *p]) x O =
b+1

8([v"p,v %)) x 8([v"p,v"*'p]) x a,

Sto je kontradikcija s Casselmanovim kriterijem.
(b

U slu€aju o = 1 parametrizacija od T ) daje

) < 8(lvp,v"p]) x 8(lvp,v"p]) x 8([vp, v

()

Iz sljedecih inkluzija vidimo da je nuzno 7,

bH1p]) x p % o

podreprezentacija od &([v="p,v"*!p]) x oy

b+1 b+1

p) x oy = 8([p,v"*'p]) x 8([v="p,v'p]) x 0 =
5((p.v"*'p]) x 8(vp.Vp]) 1 0y~

S([vtp,v

b+1

8(lvp,v’p]) x 8(Ip,v"*'p]) % 01y = 8(Ivp, v*p]) x 8(Ip,v**'p]) x 8([vp,V’p]) x 0, =
b

8([vp,v’p]) x 8([vp,v"p]) x &([p,v"*'p]) x 0.

b+1

8([vp,v"p]) x 8([vp,v"p]) x &([vp,v"*'p]) x p x &

Kako smo vidjeli da se temperirana podreprezentacija od 8 ([v—2p,vt*1p]) x §([vp, v’p]) x o
ulaze u §([v="p,vt+1p]) x O(p), slijedi da nije izomorfna s 7:2({73. Time dobivamo da se Té?l
ulaze u 7 X o.

U sluéaju o > % uotimo da se 7"’

2+
. b
trizaciji od Tz(l

ne ulaZe u 8([v—?p,v?™!p]) x 6. Naime, po parame-
postoji ireducibilna reprezentacija ' € R(G) takva da Jacqueteov modul od ‘L'éi)r
obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu sadrZi reprezentaciju oblika 8 ([v*~!p, v’p]) ®
S([v*~'p,vPp]) @ x'. Uokimo da to ne vrijedi za Jacqueteove module od §([v—p,v?*1p])
O(p)- Svi konstituenti od w (8([v=p,vP*lp]) x O(p)) oblika S([v*1p,vbp)@n" za n" €

Irr(G) su sadrzani u
S(v* 1o, vPpl) @ 8([v*Pp,vP I p]) o).

Uotimo da u*(8([v=(*=2p, vb+1p]) x O(p)) sadrZi konstituent oblika 7; ® 7, takav da je
v®~lp ¢ [m] ako i samo ako je [v*~!p,v?*1p] C [m]. Dakle, ne sadrZi reprezentaciju oblika
S([v*¥lp,vtp)@n" zan" € Trr(G) pase ‘L'z( J)r ne ulaze u §([v="p,v*!p]) O(p)- Time ‘L'( )

nije podreprezentacija od 8 ([v=tp,vb*!p]) x §([v*p,v’p]) x o, pa se ulaZe u 7 x o. [

Definirajmo ireducibilne temperirane reprezentacije potrebne za analizu temperiranih kan-

didata u slu€ajuy = —a. Za 0 < @ — 2 < —a definiramo
S([V 1P, VI p]) X Gy = 7 D 7
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za realan broj x; takav da oo —2 < x; < b — 1. Po Teoremu 1.6.3, za —a < b reprezentacija
S([v=(@2)p v=4p]) x O(p,p+1) sadrZi tono dva medusobno neekvivalentna temperirana sub-

kvocijenta 6 i 6_ u diskretnim serijama. Stovise, vrijedi

x> §([v¥p, v ap]) x T,

Iz Teorema 1.6.5 (ii) znamo da inducirana reprezentacija

S([v*2p,vp]) x o411 (3.8)

ima zajedni¢ki temperirani subkvocijent s 8([v—(*2p v*2p]) x O(p,p+1) koji je podrepre-

zentacija od (3.8). Parametrizaciju reprezentacija Tﬁ_z odredujemo prema rezultatima potpo-

glavlja 1.5. Ako je a > 3, onda je skup Jordy (63, 54 1)) N [1,2( —2) + 1] neprazan pa je prema
Teoremu 1.5.2 (i) tocno jedna od reprezentacija Tl(oft_z) podreprezentacija inducirane reprezen-
tacije

VA2 x v 2p x §([v (@ Ip v p]) O(b,b+1)-

. Ako je o0 = %, po Teoremu 1.5.2 (ii) imamo Tl(i_z)

Oznacimo ju 1'1(

fi_z) < VIp X VIp X
O(pp+1) Pa sSmo u posebnom slucaju analize za o > 3. Za o = 2 je Jordp (03 541)) N[1,2(0 —
(0)

2) + 1] = 0 kako je po pretpostavci b > 1. Po Teoremu 1.5.2 (ii) vrijedi ulaganje 7,

<_>

8([vp,vPp]) x p x o, gdje je &’ € Irr(G) takva da 6y, 1 1) — 8([vp,V’p]) x &'. Zbog ulaga-
(0)

nja oy 1) < 3([vp,vPp]) » O(p+1)» Po Napomeni 1.5.3 dobivamo 7’ ~ (. 1). Dakle, T

je parametrizirana ulaganjem u 8([vp,v?p]) x p x O(p+1)- Uocimo da je za o0 > % reprezen-

(a=2)

tacija oblika v*2p ® v*~?p ® " za " € R(G) konstituent Jacqueteovog modula od 7,

obzirom na odgovarajuéu parabolicku podgrupu, dok isto ne vrijedi za Jacqueteove module od

S([v=(@=2)p vPp]) x O(p+1)- Tvrdnja lako slijedi po formuli (3.2) i uvjetu b > o — 1. Time je
-2 (a—

7% < 8([v- (= Dp, vp]) 1 6y,
Pod uvjetima x = —a+ 1 = o — 1 iz Propozicije 3.2.1 (iii) smo pri analizi kandidata za

ireducibilne temperirane subkvocijente koji nisu diskretne serije vidjeli da je najvise jedna re-

o-2) _(a—
+ T

prezentacija iz skupa {Tl( ~ 2)} subkvocijent od 7 x o,. Tada vrijedi

= L(8([v=*Pp,v’p]), 8([v¥p.v**p))).

Propozicija 3.2.4. Neka je x = —a+ 1 = o — 1. Tada inducirana reprezentacija 7 X o, sadrzi

. . o . . y . . 0
jedinstveni temperirani subkvocijent koji se ulaze u 7 X o, te je za o = 2 izomorfan s Tl( J)r,

5. (a=2)
a Z z S T17_ .

aza
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(a=2)

’

Dokaz. U sluéaju o > 3 smo pokazali da se T ulaze u §([v~(*"2p,vPp]) x 65, 1) pase

ulazeiu
S([v=1*2)p,vPp]) x 8([v¥p,v"1p]) x 0.

Time je rl(fx__z) podreprezentacija od 7 x o, ili od 8([v~(*~2p, vP*1p]) x §([v¥p, vPp]) x o..

Pretpostavimo da vrijedi Tl(a_—Z) — §([v=(*2p, vb+1p]) x §([v®p, v?p]) x o.. Kompozicioni

niz reprezentacije §([v*p, v’p]) x 6. = Op) +L(8([vtp,v=%p]); 0.) i Cinjenica da je Tl(fx__z)

(a=2)

’

ulaze u §([v—(*2p, vb+ip]) x O(»)- No uo¢imo da prema

Teoremu 1.6.5 (ii) ta reprezentacija nema temperiranih subkvocijenata. Dakle, rl(fx__z)

temperirana impliciraju da se T
se ulaze

u T X O.
(0)

| 4 je parametrizirana ulaganjemu 6 ([vp, vbpl) x

U slucaju o = 2 temperirana reprezentacija T
P X O(p4 1) Zbog ulaganja

7L = p 201 = p X 8([vp. V) 2 Oy
slijedi da se ulaze u 8([p, v?p]) Op+1) iliu L(p,8([vp,vPp])) O 1). Po formuli (1.3) vi-

5?1%5([/)#%])%

ulazeunrxo.. N

dimodase §([vp,v’p])®p ne nalaziu M*(L(p,5([vp,v’p]))) paje nuzno t
(0)

O(p+1)- Sada analognim postupkom kao u proslom slu¢aju vidimo da se 7;

Pod uvjetima —a = b =x+ 1 = o — 1 iz Propozicije 3.2.1 (iv) smo pri analizi kandi-
data za temperirane subkvocijente od 7 x o, koji nisu diskretne serije dobili reprezentaciju
S([v—@Dp, ve=lp]) x O(a—1,0) koja je ireducibilna jer je 2(a — 1) + 1 € Jordp (0(g_1 a))-

Reprezentacija 7 je izomorfna s

L(&([v='*Vp, v "p]), 8([v*"p,v¥p))).
Uocimo da je po formuli (1.3) i zbog v*~lp ® O(aq) < 1 (O(q—1,0)) Teprezentacija oblika
v lpevelp®v®lp®nr zaneki ' € Irr(G) sadrzana u Jacqueteovom modulu od
6([V_(a_1)l)ava_lp]) X O(qa—1.a)
obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu. S druge strane, to ne vrijedi za Jacqueteove
module od 7 x o.. Naime, svi konstituenti oblika v*~!p @ v®~!p ® 7" za neki n” € Irr(G)
Jacqueteovog modula od 7 x 6, obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu su sadrzani u
Vi lp@ve o @ L(S([v-*Pp,v*2p]),8([v* ' p,v¥p])) x o.
Po formuli (1.3) vidimo da ako je 71y @ my < u*(L(8([v~(*~2)p,v®2p]), §([v* 1p,v¥p]))
o.) takav da v*~!p € [m], onda je i v*p € [m]. Dakle, §([v—*"Vp,v*~1p]) x 64— ¢ nije

subkvocijent od 7 X O.
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3.2.2. Subkvocijenti od 7 % o, u diskretnim serijama

Pri odredivanju kandidata za ireducibilne kvadratno integrabilne subkvocijente koristimo klasi-
fikaciju diskretnih serija. Naime, po klasifikaciji se diskretna serija ¢ koja nije strogo pozitivna

ulaZe u induciranu reprezentaciju oblika
S([vp,v’p]) x o', (3.9)

gdje je o’ diskretna serija, 0 < z <y tako da je (2y+1)_ = 2z+ 1 u Jord, (o). Prema Frobe-
niusovom reciprocitetu je 6([v2p, v’p|) ® o’ konstituent od p* (o). Kandidate za ireducibilni
kvadratno integrabilni subkvocijent od 7 x o, odredujemo po konstituentima od u* (7 x o)
opisanog oblika.

Na isti nacin kao pri analizi mogudih ireducibilnih temperiranih subkvocijenata vidimo da je

y € {—a,b}. Nekajey=bitime d, = b+ 1. Analizom konstituenata od u*(x x o.) dobivamo:

1. 8([vp,vbp]) @ L(&([vi™p,vap]),8([v-p,vPHip])) x 0. za dy = —a, ¢ = x i

c1 >0,

2. 8([v=2p,vPp) @ L(8([vip, v 'p]),8([v2 T p, vPHlp))) Mo zady = —x = 1, ¢) =

a—1icy >0,

3. §([vitlp,vPpl) @ L(8([vep,v¥ip]),8([vTlp, vPHlp)) o, zaci =a—1, cp = x i
d+1<0.

Kako je u prvom sluajuci+1>11x+1> 1, zbog c; < ¢ = x slijedi da je

L(8([v'*p,vp)),8(v"'p, v"*p]))

ljestviCasta reprezentacija s eksponentima u kuspidalnom nosacu vecim ili jednakim 1. Teorem

2.1.1 opisuje ireducibilne temperirane subkvocijente reprezentacije
L((v*p,v=ep]).8([vHp. v**p))) 1 0.

Zbog c¢1 < cp = x vidimo da je ¢; = —a moguce samo u sluaju —a < x. Tadajex =0 — 1
i kandidati za diskretne serije su sadrZani u induciranoj reprezentaciji 5([v?p, v?p]) x O(h+1)-
Uotimo da takve diskretne serije ne postoje jer uvjet (2b+1)_ = 2(—a) + 1 i analiza Jorda-
novog bloka od o3 1) impliciraju ot — 1 < —a < x, §to nije moguce. Akojeci+1<—ai

x+1<b+1,ondajeci+1=a—1ix+ 1= a. Primijetimo da ako inducirana reprezentacija
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S([v=(@=2)p, vbp]) x O(—a,p+1) SadrZi diskretnu seriju, onda dobivamo kontradikciju s definici-
jom Jordanovih blokova jer je (2b+1)_=2(ot—2)+1,2(—a)+1 €Jordy(c)ia—1 < —a < b.
Dakle, prvi slucaj ukupno ne daje kandidate po klasifikaciji za diskretne serije od 7 X O.

U drugom slucaju inducirana reprezentacija
L3 ([v4p, v p)) (v p vPHp))) o " S (v p, v p)) x 8V p, v p)) e

prema rezultatu [23, Lema 3.6] moZe sadrzavati O(—ap+1) U slucaju 0 < x < —a—1, no isti
argumenti kao u prvom slucaju pokazuju da dobivena inducirana reprezentacija ne sadrzi dis-
kretnu seriju. Dakle, preostaje razmotriti sluajeve x =ax—1lic; =—aza0<x < —a—11l
x=—aicy=0o—1za—a<x Time sukandidati diskretne serije od §([v¢p, v’p]) x O(p+1) 22
0<x<—a—1ili§([v- @ Vp vbp])x O(p+1) za —a < x. Primijetimo da su uvjeti pod kojima
dobivamo opisane diskretne serije —a > aix=a—1za0<x<—-a—li—a=x<a—1za
—a < x.

U treem slucaju reprezentacija

RG — —a X
L(S([vp,vp)), 8([v* p v o)) 2 "E 8([vp,vp]) x (v p, v p)) o

moze sadrzavati diskretnu seriju za —dy = ix=—ailidi=a—1lix=a—-11il —d; =
o —1ix+1=a. Kao iranije, inducirana reprezentacija §([v~(*~2p, v*p]) x O(—ap+1) NE
sadrzi diskretne serije. Dakle, preostaje analizirati slucaj kada se na klasicnom dijelu inducira iz
O(p+1). Zad) = —a i x = —a promatramo diskretne serije u §([v=*~Vp vbp]) x 6(;, ), dok
zady =a—1ix= a— 1 promatramo §([v¢p,v’p]) x O(p+1) koja sadrZi diskretnu seriju ako
i samo ako —a > a — 1 = x. Primijetimo, —a > a — 1 je zajednicki uvjet pod kojim dobivamo
ove kandidate.

Uo¢imo da smo pokazali daje za0 < x < —a— 1 ix = a — | reprezentacija § ([v¢p, v’p]) ®
O(p+ 1) konstituent od * (7 % 6,) kratnosti dva. Za x = —a je reprezentacija S([v-(@=lp vPp])®
O(p+1) konstituent od p* (7 x o) kratnosti jedan.

Analizirajmo u kona¢nici slu¢aj y = —a. Kandidate dobivamo za ((cy,x),(b,b+1)) €

Lad(m)’ od konstituenta
S([v=ip.vp)) @ L(S([v p,vPp)). 8(vp v p)) wae.  (3.10)
Zbog —a > ¢y > 0 jedini kandidat za temperirani subkvocijent reprezentacije

L(8([ver*1p,v*p]),8([v* ! p,v**1p])) x 0.
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je strogo pozitivna diskretna serija dobivenazaci+1=a—1ix+ 1= a. Po Teoremu 1.6.3

inducirana reprezentacija
(v p,vp]) % 0 pat)

sadrzi tocno dvije podreprezentacije u diskretnim serijama uz uvjet —a < b. Kako smo pokazali
da se u u*(m x o,) reprezentacija oblika (3.10) koja daje kandidate nalazi sa kratnosti jedan,
zakljucujemo da je najviSe jedna od njih subkvocijent od 7 < 6.. Ako je —a < x, onda je —a =
x = o — 1 nuZan uvjet zbog nejednakosti —a <x=a—-lia—2< —a. Akoje 0 <x< —a—1,
onda zbog x = ¢ — 1 dobivamo uvjet & < —a.

Sljedeéa lema ¢e nam biti vaZna u nastavku.
Lema 3.2.5. Neka je o diskretna serija koja se ulaZe u induciranu reprezentaciju
8([v7p,vPp]) x O

zamax{0,0 — 1} <y < b te za koju vrijedi &5((2b+1,p), 2(b+1)+1,p)) = —1.

Tada reprezentacija oblika v®*!p @ 7’ za neki 7’ € Irr(G) nije konstituent od p* (o).

Dokaz. Lema 3.1.2 i sljedeca ulaganja
o = 5([v7p,vPp]) x 011y = (v P, vPp]) x VP p x oy

impliciraju da se o ulaze u ([v—>p,v**1p]) x o iliu L(8([vp,v?p]), v**1p) x 6(;). Ako
seulazeu 8([v2p,vt*+1p]) x (), onda Teorem 1.6.5 (iv) implicira da je & =~ 04,. Po definiciji
se vrijednosti od &5 i €5, na paru ((b,p),(b+ 1, p)) razlikuju, Sto nije moguce. Dakle, vrijedi

o — L(8([v™p,vlp]),vtHip) x O(p)- Formula (1.3) implicira da
WHL(S([vp,v"p]), V" p) x o)
ne sadrZi konstituent oblika v®*!p ® 7’ za neki 7’ € Irr(G) pa smo time dokazali tvrdnju. M

Oznacimo sa oy diskretnu seriju od 8([v¥p, v?p]) O(p+1) za koju vrijedi
€q)((2b+1,p),2(0+ 1)+ 1,p)) = —1,
dok drugu diskretnu seriju oznatavamo o).

Propozicija 3.2.6. Ako inducirana reprezentacija T X o, sadrzi diskretnu seriju, onda vrijedi
0<x<—a<bix=aoa—1. U tom slucaju se za o0 > 2 diskretna serija ulaZze u induciranu

reprezentaciju 8([v—(*2p, v=9p]) x O(pp+1)> dok je za o € {1, %} izomorfna sa oy.
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Dokaz. Analizom konstituenata od u* (7 x 6,) smo pokazali da su kandidati za diskretnu seriju

u 7 x o, diskretne serije koje se ulazu u

Q) 8([vip,vPp]) O(p1) ili S([v-(@2p v=p]) x Oppr1) 2a0<x < —aix=a—1,

(i) §([v=(@=Vp, vtp]) x O(pt1), 2aX=—aix#a—1.
Uocimo da su Jordanovi blokovi diskretnih serija iz (i) jednaki. Naime, radi se o skupu Jord, =
{2(=a)+1,2b+1,2(b+1)+1}UJord, (0,) \ {2(a — 1)+ 1}. Diskretne serije od 8([v?p, v>p]) x
O(p+1) Su okarakterizirane €-funkcijom definiranom s

e((2(=a)+1,p),(2b+1,p)) =1,
8((2(05—2)4— 17p)7<2<_a)+ 17p)) 8((2b+ 1,p),(2(b+ 1)+ 17p)) =—1

te je €((x_,p), (x,p)) = —1 za ostale x € Jord,. Diskretna serija o, za koju vrijedi

e (2(a=2)+1,p),(2(=a) + 1,p)) = -1, &g ((2b+1,p), 2(b+ 1)+ 1,p)) = 1,

seulaze u 8([v="p,vP*1p]) x o, — vPHlp x §([v~"p,v’p]) x o.. Po Frobeniusovom recipro-
citetu dobivamo da u Jacqueteovom modulu obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu
sadrZi reprezentaciju oblika v?*!p ® 7/ za neki 7’ € Irr(G). Kao §to smo vidjeli ranije, isto ne
vrijedi za Jacqueteove module od 7 X o.. Dakle, jedini kandidat je diskretna serija o, za koju
vrijedi £((2(ax—2)+1,p),(2(—a)+1,p)) =1, e(2b+1,p),2(b+1)+1,p)) = —1. Time
~(@2)p v=ep]) x O(b,p+1)-

Pokazimo da u sluaju x = —a i x # a — 1 diskretne serije koje se ulazu u induciranu repre-

se za o > 2 diskretna serija op ulaze i u o ([v

zentaciju pod (ii) nisu subkvocijenti od 7 X 6,.. Oznac¢imo sa ¢ diskretnu seriju od

S([v=“Vp,vp]) x 01

za koju vrijedi &5((2b+1,p),(2(b+1)+1,p)) = —1. Za drugu diskretnu seriju, u oznaci o’,
vidimo da nije subkvocijent od 7 x 0. na analogan nacin kao za o). Pokazat ¢emo da se
ulaZe u reprezentaciju oblika v*~'p x 7’ za 7’ € Irr(G). Uo¢imo dazbog x #a—1lia—1<b
zaklju¢ujemo da p* (7 x 6,.) ne sadrZi subkvocijent oblika v®~!p @ 7r’. Frobeniusov reciprocitet

tada direktno implicira da ¢ nije subkvocijent od 7 X ©,.

Neka je a = 1. Prema klasifikaciji diskretnih serija, o se ulaze u §([vp,v’p]) Té(,)-?- ili

5([vp,vbp]) x 12(?3. Prema parametrizaciji vrijedi TZ(?J)F — §([vp,v’*!p]) x p x o, paimamo

(0)

5([VP7VbP]) XNT L = 5([vp,vbp]) > 5([vp7vb+1

pl) X p X 0, ~

b+1

S([vp, v p]) x 8([vp,vPp]) x p x 0. = vPTip s n”
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zaneki 1 € Irr(G). Prema Lemi 3.2.5 zaklju¢ujemo da vrijedi 6’ < &([vp, v’p]) x Téol. Na-

dalje, zbog ulaganja 6 © ¢’ — §([vp,vPp]) x p x O(p+1) i Leme 3.1.2 zakljuCujemo da se ulazu
ud([p,vPp]) x O(p+1) i L(p, 6([vp, vbp])) x O(p+1)- Stovige, Jacqueteovi moduli induciranih
reprezentacija obzirom na odgovarajuée parabolitke podgrupe sadrze §([vp, vlp])®p @ O(p+1)
s kratnosti jedan. Time svaka od njih sadrZi to¢no jednu diskretnu seriju iz skupa {6, 6’ }. Prema

(0)

parametrizaciji od 7, . i Frobeniusovom reciprocitetu slijedi

§([vp.v*p)) ©8([vp,v"*'p]) @ p @ 0 < rp(0)

za odgovarajucu parabolicku podgrupu Pg. Time se ¢’ ne ulaze u L(p,d([vp, vbpl)) O(p+1)
jer Jacqueteovi moduli te reprezentacije ne sadrZe reprezentaciju oblika §([vp, v’p]) @ & za
neki 7 € Irr(G). Slijedi 6 — L(p,8([vp,v’p])) % Op11) = p x 8([vp,V?p]) X G4 1) pa
smo dokazali Zeljenu tvrdnju.

(a—1)

Neka je o > 3. Vidjeli smo da vrijedi 7, ' — 8([v=(*"Dp,vP*1p]) x o.. Zbog

§([vep.v'pl) x &([v- ¥ Vp,v**p]) xoe = §([v= @ Vp, v**p]) x 8([v¥p, v*p]) x o,

(

i Leme 3.2.5 zakljuujemo ¢ < &([v¥p,v’p]) T b e

?_‘; . Prema parametrizaciji od 7:2?:
slijedi
o =+ 8([vp,v'p]) x v* lp x v lp u 7

za ' € Irr(G). Ako se o ulaze u 5([v*~!p,vPp]) x v¥~!p x 7/, onda tvrdnja slijedi zbog
S([v*~'p,vPpl) x v lp =~ v lp x §([v*~'p,vPp]).
Ako se ulaze u L(v*~'p, 8([v¥p,v’p])) x v*~! x 7/, onda tvrdnja slijedi zbog ulaganja
L(v*'p,8([v¥p,v"p])) = v 'p x 8([v*p,v’p]).

Time smo dokazali trazenu tvrdnju i u slucaju « > 3. [

[\S][98)

Propozicija 3.2.7. Inducirana reprezentacija = X o, sadrZi diskretnu seriju ako i samo ako
0<x<—a<bix=a—1. U tom slucaju je diskretna serija sadrZzana u 7 X o, jedinstvena,

izomorfna sa oy i ulaze se u T x ©,.

Dokaz. Ako inducirana reprezentacija 7 X o, sadrzi diskretnu seriju, onda Propozicija 3.2.6
implicira0 <x < —a <bix= o — 1. Obratno, pretpostavimodaje 0 <x < —a<bix=a—1.

Zbog ulaganja

oo — 8([v®p,vPp]) x O(p+1) = 8([vip,vPp]) x 8([v¥p,vtTip]) x o,
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i Leme 3.1.2, diskretna serija oy se ulaZe u 7 x o, ili §([v¢p, v®*1p]) x 8([v®p,Vv’p]) x o.

Ako vrijede sljedeca ulaganja

b+1

0o = 8([vp. v**p]) x 8([v¥p,v*p]) x1 0 — v Tlp x §([vp,v’p]) x ([v*p,v’p]) x o,

onda prema Frobeniusovom reciprocitetu u*(oy) sadrzi konstituent oblika v?*'p @ 7’ za neki
7' € Irr(G). Prema Lemi 3.2.5 to nije moguée. Time slijedi da se oy ulaZe u & x o.. Pokazali
smo da je §([v—(*2p,v ) ® O(p,p+1) konstituent od p* (7 x o) kratnosti jedan pa druga

diskretna serija od 8 ([v—(*~2p v—4p]) x O(p,p+1) Nije subkvocijent od 7 X O. [
Rezultati potpoglavlja 3.2.1 1 3.2.2 su opisani sljedecim teoremom.

Teorem 3.2.8. Inducirana reprezentacija L(8([vp,v’p]),8([v**1p,vtH1p])) x0.za0<x <
b i —a < b sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent ako i1 samo ako vrijedi neki od sljede¢ih
uvjeta: x=—a+1l=a—-1l,x=—-—a=b=a—-1l,x=a—-1<—-a—-11—-a=>bilix=

o —1 < —a < b. U tom slucaju temperirani subkvocijent je jedinstven, u oznaci 7, i radi se o

podreprezentaciji.
Akojex=—a+1=a—1, za @ = 2 subkvocijent 7 je izomorfan s TI(OJ)F, azaQq > % 1(05_—2).
Akojex=0o—1< —a=b,za oo = 1 subkvocijent 7 je izomorfan s Téb) azao > % Téb}r.

Akojex= o —1 < —a < b, onda je 7 diskretna serija izomorfna sa op.

Dokaz. Primijetimo da dokaz ovog teorema slijedi iz Propozicije 3.2.4 u prvom, iz Propozicija

3.2.213.2.3 udrugom te iz Propozicije 3.2.7 u tre¢em slucaju. |
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3.3. TEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI OD Tty X O,

U ovom poglavlju ¢emo odrediti temperirane subkvocijente od g X 0. Sjetimo se,
75 ~ L(8([v'p,v"p]),8([v**'p,v"*'p]))
zaa<0te —a <bilib=—a—1. Sljedea lema ¢e nam posluZiti kao bitan argument u nastavku.

Lema 3.3.1. Neka je m € R(G) takav da je multiskup [7]gL neprazan, elementi su mu oblika

v*p za x € R i kuspidalnu reprezentaciju p € Irr(GL) te neka je M maksimalni eksponent u

(7oL
(i) Ako je diskretna serija o subkvocijent od 7, onda vrijedi 2M + 1 € Jord, (o).
(ii) Ako je M kratnosti barem dva u [r], onda 7 ne sadrzi diskretnu seriju.

Dokaz. Klasifikacija diskretnih serija implicira da za diskretnu seriju ¢ postoje esencijalno kva-
dratno integrabilne reprezentacije 0, . .., & € Irr(GL), k € Ny, takve da je 6; ~ 6 ([v " p;, vVip;])
za realne brojeve x;,y; takve da 0 <x; <y;zai=1,... k, 1strogo pozitivna diskretna serija Oy,
takvada 6 < O X ... x 01 X Oyp i Jordy (0) = Jordy (05,) U{2x;+ 1,2y;+ 1 :i=1,...,k}. Obje
tvrdnje dokazujemo indukcijom po k. Uocimo da je nuzno p; ~ p zai = 1,...,k kako u obje
tvrdnje pretpostavljamo o < 7.

Neka je k = 0, to jest 0 ~ O,. Tada postoji jedinstveni strogo rastuci niz pozitivnih brojeva
Zy.-s2,zar=[al, takvihdajea —z € Z, a —r+i—1<z zai=1,...,r i kuspidalna

reprezentacija o, takva da se Oy, ulaZze u
(v p, vipl) x ... x 8([v¥p,v¥p]) % C. (3.11)
Posebno, 2z, + 1 € Jord, (o;)).
(i) Ako je oy, < 7, onda zbog [0;,| = 7] slijedi z, = M pa je 2M + 1 € Jord, (o).

(ii) Pretpostavimo da je M kratnosti barem dva u [7] te da je 05, < 7. Tada [0,,] = [7], §to

daje kontradikciju jer je z, maksimalni eksponent u [0;),| kratnosti jedan.

Pretpostavimo da tvrdnje (i) i (ii) vrijede za k — 1 i pokazimo da vrijede za k. Neka je o diskretna
serija koja se ulaze u O X ... X 8; X Oy,. Tada postoji diskretna serija 6" — &_; X ... X 8 X Gyp,

takva da 0 — & x ¢’ iJord, (0') =Jordp (o) \ {2x + 1,2y, + 1}.
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(i) Ako je 6 < 7, onda vMp € [6]. Razlikujemo dva slucaja. Ako je yy = M, onda jasno
2M +1 € Jord, (o). U suprotnom je M maksimalan eksponent u [o']. Pretpostavka
indukcije sada implicira 2M + 1 € Jord, (0”) C Jord, (o).

(ii) Pretpostavimo da je o subkvocijent od 7 i M je maksimalan eksponent u [7] kratnosti
barem dva. Po (i) znamo da je 2M + 1 € Jord, (o). Ako je yx = M, onda je v¥p € [0'] pa
ponovnom primjenom od (i) dobivamo 2M + 1 € Jord, (6”) = Jord, (o) \ {2x¢ + 1,2M +
1}, $to nije moguce. U suprotnom, M je maksimalan eksponent u [¢’] kratnosti barem

dva. Sada po pretpostavci indukcije dobivamo kontradikciju.

3.3.1. Sluéaj b= —a—1

Reprezentacija 75 je izomorfna s

L(8([v*p,v=*~"p]),8([v*"'p,v=?p])).

Uocimo da se radi o Speh reprezentaciji jer je izomorfna Langlandsovoj podreprezentaciji od

1

VTES(IVTRp, v p]) x vES([VTEp, v ).

Prema formuli (1.3) vidimo da se ireducibilni temperirani subkvocijent T od g X o, ulaze u

—a—1

S([v2p, v ip]) x 7 ili 8([vp,vp]) x 7"

za temperirane reprezentacije 7', 7" € Irr(G) i realne brojeve y,z takve da0 <y < —a—1i0 <
7 < —a. Ako vrijedi T 8([v?p,v ] x 1" = v 9p x §([v ip,v ¢ !p]) x 1", onda u*(7)
sadrzi konstituent oblika v™¢p ® " za neki 7”7 € R(G), $to ne vrijedi za u*(7s X O,) prema ().
Dakle, u tom slucaju temperirane podreprezentacije nisu kandidati za subkvocijente od 75 X O,.

Konstituenti od p* (g x o) koji sadrze reprezentacije oblika §([v™p,v=“"Ip])® 1 su
§([virHp, va ) L(8([vip,viip)), SV p, v p)) o (B12)
za ((a—1,a),(d,—a)) € Lad(mg)' i
§([v-2p, vl p)) @ L(5([vip, v p]), 8([v v ip) . (1Y)

za ((a—1,¢2),(—a—1,—a)) € Lad(m)'. Vrijedia <d)} < —1i1<c¢;+1 < —a. Oznatimo

s T @ mp neku od reprezentacija (3.12) i (3.13). Kako je —a maksimalan eksponent u [m,]
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kratnosti barem dva, po Lemi 3.3.1 (ii) vidimo da 7, ne sadrzi diskretnu seriju. Time smo

temperirane kandidate reducirali na subkvocijente od
(v o, v 7lp]) x L(8([vip,v "' p]), v p) o

dobivene za dj = a ili c; = —a — 1. Primijetimo da kandidate za temperirane subkvocijente
od L(&([v?p,v=9"1p]),v9p) x o, ne dobivamo od §([v¢*'p, v~ Ip]) @ vip x v=9p x o,
jer —a > 1 pa inducirana reprezentacija v¢p x v “p x o, ne sadrZi temperirani subkvocijent.
Dakle, temperirani kandidati se nuzno ulazu u 6 ([v?p,v—“p]) x t"” za neku temperiranu repre-

zentaciju 7”7 € Irr(G). Time

g

s 5([v v p]) x 8([vp, v p]) a2 = 8([vp v p]) x S([v* T p, v p]) T

pa dobivamo da 7 nije subkvocijent od &g X 6, na analogan nacin kao na pocetku potpoglavlja.

3.3.2. Slu¢aj —a < b

Temperirani subkvocijenti od s x o, koji nisu diskretne serije

Oznalimo s 7 ireducibilnu temperiranu reprezentaciju koja se ulaze u 8([v2p,v’p]) x 7’ za
neku temperiranu reprezentaciju 7' € Irr(G) i y > 0. Ako je 7 subkvocijent od 7g x O, za
—a < b, onda iz (1.3) vidimo dajey € {—a — 1,—a,b,b+ 1}. Zbog argumentacije (*) vidimo
da kandidati za y = b+ 1 ne postoje. Analogni argument ukazuje da ne postoji kandidat za
y = —a kada je —a < b. Analizirajmo kandidate u slu¢aju y = —a — 1. Svi takvi kandidati

postizu se za ((a —1,—a—1),(b,b+1)) € Lad(ns)" i sadrZani su u

§([v**p,v ) @ L(8([v'p,v"p]), 8([v=p,v**'p])) x . (3.14)
U terminima Teorema 3.2.8 je x = —a — 1 te inducirana reprezentacija
L(&([v'p,v’p]),8(v—“p,v""'p])) x o0 (3.15)

sadrzi temperirani subkvocijent akoisamoakox=—a—1=o—1. Akoje —a=b,ondaza ox =
1 sadrzi Tz(f)l, azao > % sadrZi réi)r. Kako su temperirani subkvocijenti iz Teorema 3.2.8 jedins-
tveni te reprezentacija (3.14) sadrZi sve konstituente od u* (7 x o) oblika 8 ([v¢lp, v Ip))®
7' za neki ' € Irr(G), zakljuCujemo da je najviSe jedan temperirani kandidat subkvocijent od

Ts X 0. Ako je —a < b, onda reprezentacija (3.15) sadrZzi diskretnu seriju oy.

67



Esencijalno Speh i kuspidalne reprezentacije Temperirani subkvocijenti od 7tg X ©,

Neka je —a < b. Kandidate za temperirane subkvocijente od 7g X 6, oznatavamo Ts 4 D
Ts,_ o S([v=(@=lp v*=1p]) x 6y. Ako je o = 1, prema Teoremu 1.5.2 reprezentacija Ts.+ je
parametrizirana ulaganjem u vp X p x 7’ za diskretnu seriju 7’. Ako je & > % prema Teoremu

1.5.2 reprezentacija Ts | je parametrizirana ulaganjem u

v@lp x v&lp x 8([v=*2p, v¥2p]) x 0.

Reprezentacija 7is je izomorfna s L(8([v~%p,v’p]),8([v=(@Vp, vt+ip])).

Propozicija 3.3.2. Neka je &« = —a < b. Tada inducirana reprezentacija s X O, sadrZzi jedins-

tveni ireducibilni temperirani subkvocijent koji je podreprezentacija te je izomorfan s 75 _.

Dokaz. Kako se diskretna serija oy ulaze u §([v=%p, vbp]) » O(p+1), imamo ulaganja

0 075, 2 (v, v p]) e 0 < B[y p.vE N p) x 8([vp,vPp]) % ey
~ §([v *p,v’p]) x 8([v* Vp, v !p)) x G411y

0)

Pretpostavimo da je ¢ = 1. Gornja ulaganja impliciraju da se 75 + ulazuu §([v—'p, vbp]) x 1'2( i

ili §([v1p,vbp]) » réol. Prebrojavajudi kratnosti od p ® oy u Jacqueteovim modulima tih re-
prezentacija obzirom na odgovarajuc¢u parabolicku podgrupu, zakljucujemo da se svaka repre-

zentacija iz skupa {75 ., 7s_ } ulaZe u to¢no jednu reprezentaciju iz skupa {§([v~!p,v?p]) x

(0) (0)

T S([v='p,vPp]) x 72(01} Parametrizacija iz Teorema 1.5.2 (ii) implicira da se 7, | ulaZe u

5([p,v"T1p]) x o,. Time zbog Leme 3.2.5 i ulaganja 75 - < p x 6y dobivamo da se reprezen-

tacija iz skupa {75 1,75 _}, koja se ulaZe u

(0)

S(v'p,vPp)) %1y = 8([v ' p,vp]) x §([p, V"

pl) x o,

ulaZe u g X O,.. Slijedeéi argumentaciju (%), lako je uociti da konstituent oblika vp ® 7’ za neki
7’ € Irr(G) nije konstituent od p*(ms X o), zbog Cega niti 75 nije subkvocijent od g X O.

Time dobivamo 75 _ — 75 X O.
(

U nastavku pretpostavljamo o > % Temperirane reprezentacije ngt_

)

se ulazu u

S([v=Vp, v !p]) x 8([v*p,v"*'p]) x o

(a—1)

Prema Teoremu 1.5.2 vrijedi 7, ' < v*~!p x v 1p x §([v=(*"2p v*=2p]) x 04, 1), iz

Gega slijedi da je zajedni¢ki ireducibilni temperirani subkvocijent od §([v—(*~Dp, v@=1p]) x

O(p+1) 1 S([v=(@=Dp vP+1p]) x 6., prema Teoremu 1.6.5 (ii), izomorfan s 'L'éa__l)
klju¢ujemo 75— — 8([v=%p, vPp]) x Téfx__l)

. Time za-

= 8([v-p,vPp]) x 8([v~*Vp,vP*p]) x 0.
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Sada preostaje primijetiti da se 75 ne ulaze u §([v=%p,v**!p]) x §([v=(*"Dp, v*p]) x o..
U suprotnom p*(ts ) sadrzi konstituent oblika v?™!p @ ' za neki 7’ € Irr(G) pa ga sa-
drzi i p*(op) jer vPtip & [v=(@=Dp v@=1p]  Prema Lemi 3.2.5 to nije moguce pa vrijedi

T5_ <> g X O. |

Neka je —a = b. Reprezentacija 7y je izomorfna s

L(8([v-p.v®p]),8([v "« Vp,v*+p])).
Kandidati za ireducibilne temperirane subkvocijente su temperirane podreprezentacije od

pxt!) ,zaa=1ili 5([v-Vp,v* I p]) x 7i

3
27+,Zaa2§

Kako se reprezentacije Téoft) ulazu u §([v=%p,v*p]) X O(¢4 1), parametrizacija temperiranog

kandidata za subkvocijent od 7g % O, je odredena time ulaze li se u

S([v=%p,vep]) x &% ili §([v%p,v¥p]) x 7y,

Neka se za a = 1 ulaze u §([v~!p,vp]) x Tz(?l’

azaa>3ud([v ¥, ,v¥p]) x 1'2(?‘__1). Ozna-

¢imoih T4, za 00 = 1,1 75, za &0 > 3.

Propozicija 3.3.3. Neka je —a = b = a > 1. Tada inducirana reprezentacija s X O, sadrZi
jedinstveni ireducibilni temperirani subkvocijent koji se ulaZe u 7g x o, te je za & = 1 izomorfan

sr4,azaoc2%s1'5.

Dokaz. Neka je T reprezentacija iz skupa {14, 75 }. Pokazat ¢emo da se 7 ulaZe u g X ©,. Prvo

( ) (a—1)

—1 i 3 5 —(o—1 o+l
uoimo da se reprezentacija 7, |, zaa=1,i7,  ’,za@ > 3, ulaZeu §([v (@=1)p votip]) x

O.. Naime, prema Teoremu 1.6.5 (ii) ta inducirana reprezentacija ima zajednicki temperi-

rani subkvocijent s reprezentacijom &([v— (@~ 1

0
&

p,v*1p]) x O(a+1)- Za oo = 1 reprezentacija
je parametrizirana ulaganjem u 8([vp,v?p]) x p x o.. Kako vrijedi 5([p,v?p]) x o, —

5([vp,v?p]) x p x o, temperirana podreprezentacija od 5([p, v?p]) x o, je izomorfna s Téo}r.

Zao> % smo ranije vidjeli da vrijedi ulaganje Tgx__l) — §([v—(@Dp, v*+1p]) x 6. Konkano,

T 8([v %, v¥p]) x 8([v * Vp,v¥Hp)) x o

pa se T ulaZe u g 1 o ili IT = §([v—%p,v*t1p]) x §([v=(®~Vp,v¥p]) x o,. Pretpostavimo
da se ulaZe u IT. Konstituenti oblika 8([v—(¢~Vp, v*1p])® 7’ za &’ € Irr(G) Jacqueteovog

modula od IT obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu su sadrzani u
S([v- = Dp,vep)) @ 8([v %, v+ p]) x v¥p x g
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(1)

Po definiciji od 7 je 1| (@)

,zaa=1,117/ zaa> 3, subkvocijent od §([v=%p,v**ip]) x

,—

v%p x o,. Pokazat ¢emo da to nije moguée. U R(G) vrijedi

S([v %p,v%p]) x 8([v¥p,v*Tp]) x o, = (3.16)
L(8([v %p,v%p]),8([v¥p,v**p])) x 6.4+ 8([v %p,v*Hip]) x v¥p x o. (3.17)

(1)

Teorem 3.2.8 implicira da je 7, (@)

: 3
,zaa=1,1rz’+, 5

za o > 3, podreprezentacija od

L(([v=p,v®p]),8([v¥p.v**'p])) x .

(1)

Dodatno, reprezentacija 7, (@)

,zao=1,11, L,za0 > %, je podreprezentacija od (3.16) kratnosti

jedan. Zbog Frobeniusovog reciprociteta vidimo da podreprezentacija drugog sumanda sadrzi
u Jacqueteovom modulu reprezentaciju oblika v®+!'p @ n/ za neki 7’ € Irr(G), §to ne vrijedi
za prvi sumand. Time sumandi u (3.17) nemaju zajednicku podreprezentaciju pa dobivamo

kontradikciju s pretpostavkom i zaklju€ujemo da se 7 ulaze u 7g < o,. [

Preostaje analizirati subkvocijente oblika §([v?p,v’p]) ® 7 za neki & € Irr(G). Konstitu-

ente od u* (s % o) koji ih sadrZe dobivamo za ((a—1,b),(—a—1,b+1)) € Lad(mws)":
§([v=lp,vPp]) @ L(8([v'p,v=*'p]),v"*'p) x o,
teza ((a—1,a),(a—1,b+1)) € Lad(ms)" ako je —a = b:
S([vp,vtp) @ 8([v-"Vp vt p]) x o, (3.18)
Prvo éemo pokazati da za —a < b ne postoji temperirani subkvocijent reprezentacije
L(8([v'p, v 1p]),vP*Tp) x o, (3.19)
koja je u ovom slucaju izomorfna s §([vép,v=¢"!p]) x v?*!p x o..

Lema 3.3.4. Reprezentacija §([v?p,v=¢"!p]) x vb*!p x o, ne sadrZi temperirani subkvoci-

jentza —a < b.

Dokaz. Pretpostavimo da je T temperirani subkvocijent reprezentacije (3.19). Prema formuli
(1.3), T se nuzno ulaZe u §([v**'p,v=41p]) x 7’ za temperiranu reprezentaciju 7’ € Irr(G)
koja je subkvocijent od v¢p x v**1p x 6. Kako je 1 < —a < b — 1, inducirana reprezentacija
b+1

vép x v°Tip x o, ne sadrzZi temperirani subkvocijent. Dakle, za —a < b ne postoji temperirani

subkvocijent reprezentacije (3.19). [ |
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Za —a = b odredujemo ireducibilne temperirane subkvocijente reprezentacije
L(8([v="p,v"~'p]).v**!p) x .

Kako u R(G) vrijedi

b+1 b—-1

p)xo.~8(v?p,v

L((Iv="p.v*"'p]),v pl) xv**lpxo

o x8([vPp, vl p]) xoe = v p < 8([v P Vp, vPp]) x
= §(Iv=p,vP+p)) w0+ L(S (v p, vPp]), VP ) w o,

vidimo da za b > 1 Teoremi 1.6.3, 1.6.5 1 3.2.8 odreduju temperirane subkvocijente od (3.19).
Za b = 0 sadrZi temperirani subkvocijent ako i samo ako je & = 1. U tom slu€aju se radi o

strogo pozitivnoj reprezentaciji koja je podreprezentacija od vp X o, to jest o(j). Uocimo

da je Jord,(o())) = {3} pa su temperirane podreprezentacije Téoi od p x o) kandidati za

subkvocijente od 7g x 6. Po Teoremu 1.5.2 (ii) parametriziramo reprezentacije Tz(f)i tako da
vrijedi ulaganje ’L‘é% — VP X P X Op.

Propozicija 3.3.5. Neka je —a = b = 0. Inducirana reprezentacija s X O, sadrzi ireducibilni

temperirani subkvocijent ako i samo ako je o = 1. U tom slucaju je jedinstven, ulaze se u
Tts X O, te je izomorfan s 'céol.
Dokaz. Kako je Té ) podreprezentacija od p x vp x o, slijedi da je sadrzana u o([p, vp]) x o

iliL(p,vp) X O, =~ mg X 0,. Ako vrijedi 72( — &([p, vp]) ¥ 0. — Vp X p x O, onda dobivamo

(0) .

kontradikciju s parametrizacijom od T( ) . Dakle, 7, ” je podreprezentacija od 7rg X 0. Formula
(1.3) pokazuje da u*(L(p,vp) x o) ne sadrZi konstituent oblika vp @ 7’ za neki @’ € Irr(G).

Po Frobeniusovom reciprocitetu ga (1 * (TZ(OJL) sadrzi pa réol nije subkvocijent od g X O. ]

Zab= % sadrzi temperirani subkvocijent ako 1 samo ako je & jednak % ili % Za o= % se

radi o O(3), dok za o = % 001 3. Reprezentacija 7g je izomorfna s
272

3
2

L(8([v_2p,v2p]),8([vip,vip])).

1
Zao =3 je Jordp(cr(%)) = {4} i temperirane podreprezentacije ‘L'ézi) od 3([v_%p, v%p]) 03

su kandidati za subkvocijente od g X 6. Po Teoremu 1.5.2 (ii) parametriziramo reprezentacije
Téjz tako da vrijedi Téj v%p X v%p X033
Propozicija 3.3.6. Nekaje —a=b= % Inducirana reprezentacija g X o, sadrzi ireducibilni

temperirani subkvocijent ako i samo ako je @ = % U tom slucaju je jedinstven, ulaZe se u

1
Ts X O te je izomorfan s féz_).
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Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da za o0 = % dobivamo temperirani subkvocijent od 7g x .. Kako

1
su Tz(zi) takoder podreprezentacije od

(v 2p,vip]) x 8([vip,vip]) x ay,

zakljucujemo da se svaka od njih ulaze u mg X o, ili 6([v_%p, v%p]) X v%p X o.. Kako su svi

konstituenti od u*(7s x o) oblika v%p @ 1’ zaneki T’ € Trr(G) sadrZani u
vipwL(v ip,8([vip,v3p])) x o

i ,LL*(L(V_%p, 5([v%p, v%p])) X 0.) ne sadrzi konstituente tog oblika, zakljucujemo da je

(3)  §(ly—tp vl 1
T4 = 6([v72p,v2p]) x vip x o

1
Sada Lema 3.1.2 implicira da se 7,2
()

ulaieu6([v‘%p7v%p]) xL(v_%p;cc) iliS([v‘%p,v%p]) X

temperirana, po Casselmanovom Kkriteriju se ne ulaze u
5([v‘%p, v%p]) mL(v‘%p;cc) — 5([v‘%p,v%p]) X v‘%p X O v‘%p X 6([v‘%p,v%p]) X Op.

1
Dakle, Téaz 0 ([v_% p,v% pl) x o1y Prema Teoremu 1.6.5 (ii) slijedi da reprezentacija
6([\/_%;), v%p]) X o1y sadrzi jedinstvenu ireducibilnu temperiranu reprezentaciju pa je nuzno
1 1
) (2)

Té?_ < Mg x 0. Po Frobeniusovom reciprocitetu slijedi da p*(7,° ) sadrZi konstituent oblika

1
v%p @7’ za neki 7’ € Irr(G). Po formuli (1.3) isto ne vrijedi za u*(ms x o) pa Téaz nije
subkvocijent od g < 0.. S druge strane, za @ = % pokazujemo da ireducibilna temperirana

reprezentacija
|
o([v 2p,vip]) x 013

nije subkvocijent od 7g X o.. Naime, zbog ulaganja reprezentacije 5([\/_% p, V2 pJ) x o1 3)u

6([v‘%p,v%p]) X v%p X v%p X O ~ v%p X 5([v‘%p,v%p]) X v%p X O

vidimo da se 5([v‘%p,v%p]) X013 ulaZe u v%p xL(S([v_%p,v%p]),v%p) X o ili v%p X
5([v_%p, v%p]) X 0,. Posljednje nije moguée jer se temperirana reprezentacija po Casselma-

novom kriteriju ne ulaze u

v%p X 6([v‘%p7v%p]) X Op =~ 5([v‘%p,v%p]) X v%p X Op =~

| 3

o([v zp,vip]) x v"fp X Op =~ v"fp X 5([v‘%p,v%p]) X O.

Dakle, 6([v‘%p,v%p]) i v%p X L(S([v‘%p,v%p]),v%p) X o, pa Frobeniusov reci-

3
2

procitet implicira da je V2 pPRL(&([v™ 2 P, v%p] ), V2p) ® o, subkvocijent Jacqueteovog modula
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od 6([v™ 2p vzp]) X013 obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu. Ako pretposta-

vimo & ([v~ 2p v2p]) X 0 %)<7r5><lcc,0ndajenuznoL( ([v_%p,v%p]),v%p)@)ccsubkvo-

I\J\»— M\'—

cijentod u*(L(v™ 2p, 5([ p,Vv %p])) X 0;). Prema formuli (1.3), konstituenti oblika 7’ ® o, za
' € R(G) od u*(L(v=2p,8([vip,Vv3ip])) x o.) za koje vrijedi ['] = {v_2p,vip,vip} imaju
7’ izomorfnu s L(v‘?p,ﬁ([v%p,vfp])) ili L(v_%p,v%p) X v%p. Sa my oznaCimo reprezenta-
ciju L(6([v_%p,v%p]),v%p). Ocito, L(v_%p,S([v%p,v%p])) nije izomorfna s my. Nadalje,
T nije subkvocijent od L(v_% p,v% p) x V3 p jer je reprezentacija oblika v2 p 7" za neki

n” € Trr(G) subkvocijent od m* (), ali ne i od m* (L(v_%p, v%p) X v%p). |

OpiSimo detaljnije temperirane subkvocijente u sluaju b > 1. Pri analizi reprezentacije
S([v==Dp,vb*1p]) x o, razlikujemo sludajeve kada je skup [2(b— 1) +1,2(b+1) +1]N
Jord, (o.) prazan i kada je neprazan. Time po Teoremu 1.6.3 za b — 1 > o sadrZi dvije dis-
kretne serije 03,04 dobivene po klasifikaciji. Pretpostavimo da je presjek neprazan. Jer su
elementi skupa Jord, (o) uzastopni prirodni brojevi iste parnosti slijedi da je 2(b—1)+1 €
Jordy(o.). Prema Teoremu 1.6.5 (i) slijedi da za 2(b+ 1) + 1 € Jord,(0.) reprezentacija
8([v=®=Vp,vb*+1p]) x 6. nema temperiranih subkvocijenata. Time Teorem 1.6.5 (ii) rjeSava
jedini preostali slucaj i zaklju¢ujemo da pod tim pretpostavkama &([v-(—Vp vt*+ip]) x o
sadrZi temperirani subkvocijent ako i samo ako je b = a. Radi se o zajednickom temperira-
nom subkvocijentu s §([v=(*~Vp, v*~1p]) x 6144 1) = Té o e Téfx__l). Kao $to smo vidjeli u
dokazu Propozicije 3.3.2,za ax =1 je Tz(?_?_, azao> % je 1'2(’_ D zajednicki temperirani subk-
vocijent. Uo¢imo da smo time opisali kandidate dobivene od (3.18).

S druge strane, po Teoremu 3.2.8 reprezentacija L(8([v—¢~Vp,vbp]),vt*+1p) x o, sadri

ireducibilni temperirani subkvocijent ako i samo ako je b = o — 1. Konkretno vidimo da je za

(0)

o = 2 izomorfan 7, 3

azao > % Tl(fx__z) . Ukupno za b > 1 imamo sljedece kandidate:
» 5([vlp,vPp]) x Tf?l, zab=a—1=1
» 5([vlp,vPp]) x Tffx__z), zab=o—1>3,
» 5([vlp,vPp]) x ré?l, zab=a=1
» 5([vlp,vPp]) x réfx__l), zab=a> 3,
o 5([vlp,vPp))x0o3i8([vlp,vlp]) x oy, zab > a+1.
Za b > o+ 1 definiramo temperirane reprezentacije

S([vlp,vPp)xoi=1 @1 _
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zai=3,4. Kako je 2(b—1)+1 € Jord,(o;) N [1,2b+ 1], ispunjeni su uvjeti Teorema 1.5.2 (i).
Prema tome, 7; ; je jedinstvena ireducibilna temperirana podreprezentacija od §([v~"p, v?p]) x
o; koja se ulaze u

vPp x vPp x 8([v==Vp vb71p]) % a;.
Ekvivalentno, 7; 4 se ulaZe u vp x v’p x A; za neku A; € Irr(G).

Propozicija 3.3.7. Neka je —a = b > 1. Inducirana reprezentacija 7g X O, sadrZi temperirani
subkvocijent koji nije diskretna serija ako 1 samo ako b > a. Ako je b = ¢, onda je jedinstveni
ireducibilni temperirani subkvocijent od 7g X 0, izomorfan s 74, a za @ > % s 75. Ako je
b > a+ 1, onda su ireducibilni temperirani subkvocijenti od g X 0, izomorfnis 73 _ 174 _. U

svakom slucaju su temperirani subkvocijenti podreprezentacije od g X O.

Dokaz. Prema opisu kandidata, vidimo da je potrebno analizirati kandidate zab=o— 1, b=«
ib>a+1.

Ako je b = o — 1, onda su ireducibilni temperirani kandidati T podreprezentacije inducirane
reprezentacije oblika 8 ([v—(*~2)p, v®~2p]) x 7’ za temperirani 7 € Irr(G). Jerje —a—1 = o —
2, prema ranijoj analizi zaklju€ujemo da ako je 7 subkvocijent od g X G,, onda je reprezentacija
7/ nuZno subkvocijent inducirane reprezentacije (3.15). No to nije moguée jer reprezentacija
(3.15) sadrzi temperirani subkvocijent ako i samo ako je —a = «a. Dakle, ovi kandidati ne daju
subkvocijente od g X O.

Ako je b = «, kandidati za subkvocijente od 75 X G, su temperirane podreprezentacije od
o([v=%p,v¥p]) x rg)l, zaa=1ili §([v %p,v¥p]) x réfx:l), za o > % Uoc¢imo da su time
T4 1 T5, definirane kao ranije, njihove jedine podreprezentacije koje su subkvocijenti od g X O,

kao Sto je pokazano u Propoziciji 3.3.3.

Pogledajmo sada slu¢aj b > o+ 1. Jer je 6; — 8([v—?"Vp,vP*1p]) x o, dobivamo

b—1) 5 b+l

Tie = 8([v"p,vPp]) x 8([v

p,V p]>>qGC

za i = 3,4. Tada prema Lemi 3.1.2 reprezentacija T € {73 +,74 1} se ulaZe u 7y x o, ili u
S([v==Dp vbp]) x §([v="p,vP*1p]) x 6.. Sljedeéi operatori ispreplitanja i parametrizacija

temperiranih reprezentacija 7; + za i = 3,4 pokazuju da su 73 _ i 74 _ podreprezentacije od
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TTs X O

b+1

(v "Vp.vPp]) x 8([v"p,v** p]) o

S([v==Vp vPp]) x 8([v =Vp v**1pl) x v Pp x o, ~ (3.20)
S([v- " Vp,vPp]) x 8([v0"Vp, vPHp)) x vPp 2 o, ~

—(b=1) 5 b+

VPp x 8([v- D p, v p]) x ([v= " Vp vE T p]) w0

vPp x vep x §([v= " Dp vt 1]y x §([v e Vp vEHp)) x o,

gdje izomorfizam (3.20) vrijedi jer je b > a + 1. Kako se reprezentacija oblika v’p @ vPp @ 1/
za ' € R(G) ne nalazi u Jacqueteovom modulu od g x 0, obzirom na odgovaraju¢u parabo-

licku podgrupu, zakljuCujemo da 7; 4 za i = 3,4 nisu podreprezentacije od g X O. |

Subkvocijenti od 75 x o, u diskretnim serijama

Neka je —a € {0, %} Pretpostavimo da reprezentacija g X o, sadrZi diskretnu seriju o. Brojeéi
kratnosti od p ili V2 p u kuspidalnom nosacu od 7y, zakljuCujemo da se prema klasifikaciji
diskretnih serija o ulaze u 6 ([v™—"'p, v’ p]) x Oy, gdje je Oy, strogo pozitivna diskretna serija
i vrijedi 0 < x; < y;. Time je V'p @ ', y; > 0, konstituent od u*(7g x 6,.) pa formula (1.6)
implicira y; = b. Jer je b+ 1 maksimalan eksponent u [, zaklju¢ujemo [v%p,v?*1p] C
[o5p). Kako je po pretpostavei 8([v—1p,vPp]) ® oy, konstituent od u*(7s x o,), nuzno je

subkvocijent od

* §([v=*"Dp,v7p]) x 8([p, v*p]) @ 8([v*p,v*Tp]) x 6., ako je a =0,

« 8([v-*Vp,v2p]) x 8([vip,vPp]) @V 3p x §([v¥p, VP Ip]) x 0., akoje —a =11
a>%
« 5([v 2p,vPp]) @ 8([vip,vtTip]) x 6, akoje —a=Lia =1

Time je x; = a— 1. Ako je a =01 a > 2, onda vrijedi {2(a¢ —2) +1,2(a— 1)+ 1,20+
1,2(b+ 1)+ 1} C Jordy (o) i vrijednosti &5 funkcije &5((2(ax —2)+1,p),(2(b+1)+1,p)) =
—Les((2(@—1)+1,p),(2b+1,p)) = lies((2b+1,p),(2(b+1) + 1,p)) = —1 impliciraju
e((2(a@—2)+1,p),(2( — 1) +1,p)) = 1. Time je v*~!p ® ©’ konstituent od u*(7s x o)
pa je ov — 1 = b, §to je u kontradikciji s pretpostavkom o — 1 < b. Dakle, & = 1. U slucaju
—a = %, reprezentacija v_%p x 8([v¥p,vP*1p]) x o, sadrzi strogo pozitivnu diskretnu seriju
ako i samo je o = % No tada se 2 nalazi u Jord, (o) sa kratnosti dva, §to nije moguce. Dakle,

1
o=1.
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Zaa=01ia =1 se kandidat za diskretnu seriju ulaze u §([p, v’p]) O(p+1)- Prema Te-
oremu 1.6.3 postoje dvije takve reprezentacije. Oznalimo ih o5 i o%. Jasno, Jord,(os) =
Jordp(o%) = {1,2b+1,2(b+ 1) + 1}. Parcijalni kuspidalni nosa¢ je o, a epsilon funkciju
definiramo za diskretnu seriju O;

eay((1,), (261 1.p)) = 1, eq,(2b+ 1,p). 26+ 1) +1,p)) = 1

i za diskretnu seriju %

86%((17p)7(2b+17p)) =1, 86§((2b+17p)7(2(b+ 1)+ lvp)) =L

Propozicija 3.3.8. Neka je a =01 o = 1. Tada inducirana reprezentacija 7g X o, sadrzi je-

dinstveni ireducibilni temperirani subkvocijent koji se ulaZe u g X o, te je izomorfan sa Os.

Dokaz. Za diskretnu seriju o7 vrijedi €o, ((2b+1,p),(2(b+1)+1,p)) = 1 zbog Cega se ulaze
u §([vp,vP1p]) x o, pa u*(ol) sadrzi konstituent oblika v®*!'p @ 7’ za neki 7’ € Irr(G).
Kako isto ne vrijedi za p1*(7s % ©,), zaklju¢ujemo da o nije subkvocijent od s X 6. PokaZimo

da se o5 ulaZe u g X 0. 1z ulaganja

s < 8([0,vp]) X (1) = 8([p, V’p]) x 8([vp,v"*'p]) x o, =

s % 6.+ 8([p, vPT1p]) x 8([vp,v’p]) x o, (3.21)

i Leme 3.1.2 zakljuCujemo da se 05 ulaze u jednu reprezentaciju iz sume (3.21). Kako po Lemi
3.2.5 u*(os) ne sadrzi konstituent oblika v®*!p @ 1’ za 7’ € Irr(G), zakljuCujemo da se nuzno

ulaZe u g X C,. [ |

Zaa= —% o= % se kandidati u diskretnim serijama ulazu u 6([v_%p,vbp]) X O(py1)-

Pod ovim uvjetima vrijedi
ms = L(8([v=2p.vp]).8([v2p, v pl).

Oznacimo diskretne serije sa 05 i 6. Definiramo ih dopustivim trojkama tako da je Jord, (06) =
Jordp(og) = {2,2b+1,2(b + 1) + 1}, parcijalni kuspidalni nosac je o, a za epsilon funkciju

diskretne serije og vrijedi

866(27p) =—1, 866((2=p)7(2b+ lap)) =1, 866((2b+ 17P)7(2(b+1)+17p)) =—1

i za diskretnu seriju o

€(2,p) =1, €5 ((2,p), (2b+1,p)) =1, €5 ((2b+1,p),(2(b+ 1)+ 1,p)) = 1.
Dokaz sljedeée propozicije ide analogno kao dokaz Propozicije 3.3.8.
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Propozicija 3.3.9. Neka je a = —% o= % Tada inducirana reprezentacija 7g X O, sadrzi

jedinstveni ireducibilni temperirani subkvocijent koji se ulaZe u g X o, te je izomorfan sa og.

Neka je u nastavku potpoglavlja a+ 1 < 0. Koristeéi klasifikaciju diskretnih serija u p* (g x
o.) trazimo konstituente oblika & ([v™?p,v’p]|) ® o za diskretnu seriju 6 € R(G) i 0 < z < y.
Iz (1.3) vidimo da je nuzno y € {—a — 1, —a,b,b+ 1}. Analogno kao kod analize temperiranih
kandidata koji nisu diskretne serije vidimodazay=»b+11y= —a za —a < b ne dobivamo
kandidate za diskretne serije. Zay = —a—10d ((a—1,¢2),(b,b+1)) € Lad(ns)" dobivamo

konstituent jednak
S([v=2p,v T Ip)) @ L(8([v'p.v’p]). 8([vH'p,v** p])) o

Time zahtijevamo 0 < ¢ < —a — 1. U oznakama Teorema 3.2.8 imamo x = ¢;. Dodatno,
pod tim uvjetima Teorem 3.2.8 implicira da L(8([v¥p,v’p]),8([v*T!p,vb+1p])) x o, sadrzi
diskretnu seriju ako i samo ako x = o« — 1 < —a < b. Dakle, ako je &« — 1 < —a — 1, onda su

diskretne serije u
S([v-*Vp,vp]) x oy

kandidati za subkvocijente od 7 < o,. Kako je Jordy(op) N[2(a¢ —1)+1,2(-=a—1)+1] =0,
po Teoremu 1.6.3 zakljucujemo da su kandidati dvije diskretne serije dobivene po klasifikaciji.

One su okarakterizirane proSirenjem € funkcije od oy tako da vrijedi
8((2((1 - 1) + 17p)9 (2(—(1— 1) + 17p)) = 17
8((2(0(—2) + 1,p),(2(06— 1) + lvp)) '8((2(—61— 1) + lap)v (2(—61) + lap)> =1L

Akojee((2(—a—1)+1,p),(2(—a)+1,p)) = 1, onda se diskretna serija ulaZe u reprezentaciju
3([vetp,v=9p]) x ¢’ za diskretnu seriju ¢’. Time sadrZi reprezentaciju oblika v=%p @ 7/
za neki 7’ € Irr(G) u Jacqueteovom modulu obzirom na odgovarajucu paraboli¢ku podgrupu.
Vidjeli smo da isto ne vrijedi za Jacqueteove module od g X o, pa kao jedini kandidat preostaje

diskretna serija za koju vrijedi

e((2(a=2)+1,p),(2(@=1)+1,p)) =&(2(-a—1)+1,p),(2(=a) +1,p)) = —1.

Uo¢imo da se po definiciji ova diskretna serija ulaze u 8 ([v¢p, v?p]) x §([v**1p,vb+1p]) x o..

Time preostaje ispitati kandidate u slu¢aju y = b. Dobivamo 1h od

S([vIrtip, vPp]) @ L(8([vep, v p]), 8([v*+p, v**1p])) x o, (3.22)
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za ((a—1,a),(d),b+1)) € Lad(ms)' i
S([v=ep,vPp)) @ L(8([vip,v =~ p]),8([v 1p,vP*1p])) % o (3.23)
za ((a—1,c2),(—a—1,b+1)) € Lad(ms). Vrijedia—1<d; < -1i0<c; <b—1.

Lema 3.3.10. Neka je o diskretna serija u mg ¥ o,.. Tada vrijedi

o = &([v'p,v'p]) x 8([v**'p,v**p]) x o..

Dokaz. Prebrojavanjem kratnosti od p ili v2 p u kuspidalnom nosacu od s po klasifikaciji dis-
kretnih serija zaklju¢ujemo da se o ulaZe u induciranu reprezentaciju oblika 6 ([v "1 p, V*1p]) x
o([v2p,v2p]) x oyp, gdje je Oy, strogo pozitivna diskretna serija, vrijedi 0 < x; < y; za
i = 1,2 i moZemo pretpostaviti y; < y,. Time je v'1p ® 7’ konstituent od p* (s x o,) pa je
y1 = —a—1ili yy = b. Sluéaj yj = —a — 1 smo izanalizirali prije leme. Dakle, y; = b te
y2 = b+ 1 jer je b+ 1 maksimalan eksponent u [7g]. U nastavku redom analiziramo kandidate
dobivene pomocu konstituenata (3.22) i (3.23) od u* (g x o). Oznaimo —z = d; + 1. Tada je

reprezentacija (3.22) jednaka
S(Iv=p,vtp]) @ L(8([vp,v==""p]), 8([v*+!p,v'*p])) x o, (324)

za 0 <z < —a. Za 7 = —a dobivamo &([v*p,v’p]) @ 8 ([v¢*tp,v*1p]) x o.. Iz opisa subk-
vocijenata od & ([v**!p,v*!p]) x o, koji su diskretne serije vidimo da su ujedno i podrepre-
zentacije pa slijedi tvrdnja leme.

Neka je o’ diskretna serija koja se ulaze u §([v—"2p,v**1p]) x o, tako da vrijedi & <

8([v=1p,vbp]) x o’. Pretpostavimo da je ¢’ subkvocijent od
L(([v'p,v=='p)),8([v** p,v"*1p])) x o (3.25)
za0 <z< —a—1. Ako je z= —a— 1, reprezentacija (3.24) je izomorfna s
S([v**'p,vep) @ L(vp. S([v** ' p v p])) x o

Neka je 71; @ m konstituent od p* (L(vep, §([v¢Tp,vPT1p])) x o,) takav daje §([v2p,vPT1p])
subkvocijent od m;. Po Lemi 1.3.13 slijedi da m; nije izomorfna s reprezentacijom oblika
L(&([v=p, v Ip]),v79p) x | za neke c; € R i @] € R(GL). Time vrijedi —x, = a ili
v p € [m] pa je po Lemi 3.3.1 (i) 2(—a) + 1 € Jord,(0yp), no (2b+1)_=2(—a—1)+1

pa nije moguce 2(—a)+ 1 € Jord, (o). Ako je 0 <z < —a —2, kako u*(ms x o,) ne sadrzi
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konstituent oblika v:p @ 7’ za n’ € Irr(G), prema Napomeni 1.5.3 slijedi —x; = —z+ 1. Po-
novno, neka je 1y @ 7, konstituent od u*(L(8([vip,v="'p]), 8([v¢*!p,vPH1p])) x o) takav
da je 8([v==Hp,vb+1p]) subkvocijent od m;. Kako je —z— 1 > a+ 1, zaklju¢ujemo da se
v~ 1p pojavljuje u kuspidalnom nosadu reprezentacije (3.25) s kratnosti tri. S druge strane,
[71] je segment pa postoji v~¢ !p u [m,]. Time je maksimalni eksponent x u [7,] veéi ili jednak
—a—1pajepoLemi3.3.1 (i) 2x+1 € Jordy (o). Kako vrijedi (2b+1)_=2z+1iz< —a—2,
zakljucujemo da ni u ovom slucaju nema kandidata za diskretnu seriju ©.

Analizirajuéi kandidate za diskretne serije dobivene od (3.23) vidimo da se za ¢; = —a ulazu
u §([vep,vPp]) x 8([v¢lp,vP*1p]) x o.. Za c; > —a+ 1 ne postoji konstituent 7; @ 7 od
W (L(8([vip,v=a1p]),8([v2tlp,vP*+1p])) x o,) takav da je §([v—*2p, v**!p]) subkvocijent

od 7. Ako je 0 < ¢ < —a — 1, tada se v~ “p nalazi u kuspidalnom nosacu reprezentacije
L(8([vip,v"1p]), 8([v"p,v"* p])) x o

s kratnosti dva. Ponovno po Napomeni 1.5.3 vrijedi —xp = —cp+ 1 > a+2 pa v~ “p mora biti
u [0yp] 1 —a je maksimalni eksponent u [0y,]. Ponovno prema Lemi 3.3.1 (i) vidimo da to nije

moguce jer u Jordy (o) vrijedi (264 1)_ = 2c¢ + 1. Time dovrSavamo dokaz leme. |

Ostaje uociti da u slucaju a+ 1 < 0, prema Teoremima 1.6.3 i 1.6.5, inducirana reprezenta-

cija 8([v**1p, v+ p]) x o, sadrzi diskretnu seriju jedino u sluajevima
() 2(-a—1)+1,2(b+1)+1]NJordy(oc) =0,

() 2(—a—1)+1,2(b+1)+1 & Jordy(o,) i 2(—a—1)+1,2(b+ 1)+ 1] NJord,y(oc) je

jednoclan skup.

Posljednje nije moguce jer su elementi od Jord, (0. ) uzastopni brojevi iste parnosti, a minimalni
je jednak 1 ili 2. U slucaju (i), koji je ekvivalentan s —a > o + 1, diskretne serije koje su subk-
vocijenti od §([v¢*!p, v®+1p]) x o, dobivamo po klasifikaciji. Ozna¢imo ih 03, 04. Definirane

su dopustivim trojkama (Jord(o;), o, &g,) tako da
Jord(o;) ={(2(—a—1)+1,p),(2(b+1)+1,p)} UJord(o,).

Epsilon funkciju definiramo tako da vrijedi &, ((2(—a—1)+1,p),(2(b+1)+1,p)) =1 te za
Jord, (0,) =0imamo &5,(2(—a—1)+1,p) =&5,2(b+1)+1,p) =1, €5,(2(—a—1)+1,p) =
€5,(2(b+1)+1,p) =—1,azalord,(0.) # 0 definiramo &5,((x_,p), (x,p)) = —1 za x € Jord(o,)
ie6,((2(@—1)+1,p),2(—a—1)+1,p)) =1, &,(2(x—1)+1,p),2(-a—1)+1,p)) =
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—1. Dodatno, ako je skup Jord,(o.) neprazan i elementi su mu parni brojevi, onda je mini-
mum od Jord, (0;) jednak 2 te vrijedi £5,(2,p) = £5,(2,p) = —1. Klasifikacija diskretnih serija
implicira da za i = 3,4 postoje dvije diskretne serije o; + koje se ulazu u §([vp,v?p]) x o;.

Definirane su dopustivim trojkama (Jord(o; +), ¢, €5, . ) tako da
Jord(o; +) = {(2(—a)+1,p),(2b+1,p)} UJord(o;),

a za epsilon funkcije vrijedi da su na Jord(o;) jednake &, €6, ((2(—a)+1,p),(2b+1,p)) =1
te &, ((2(—a—1)+1,p),(2(—=a)+1,p)) - &, .((2b+1,p),(2(b+1)+1,p)) = 1. Diskretne

serije 0; 1 i1 0; _ razlikujemo prema tome Sto za o; 4 definiramo

86i,+((2(_a_ 1)+ 17p)7(2(_a)+ lvp)) = 86i,+((2b+ 17p)7(2(b+ 1)+ lvp)) = 17

a za 0; _ definiramo

80‘;’,7((2(_61_ 1)+17p)7(2(_a)+ lvp)) = 861',7<(2b+17p)7(2(b+ 1)+ lvp)) =—1L

Za o € {0;+,0;_} postoji jedinstvena ireducibilna temperirana reprezentacija 7 koja se ulaZe
u §([vip,v—9p]) x o; tako da vrijedi o < 8([v=?+'p,vbp]) x t. Dodatno, §([v¢p,v—9p]) x
0; >~ T, + & T, gdje su temperirane reprezentacije parametrizirane po Teoremu 1.5.2 (i) jer je
2(—a—1)+1¢€[1,2(—a)+ 1]NJord, (0;). Dakle, 7; - definiramo kao jedinu reprezentaciju iz
skupa {7; 4,7 — } koja u Jacqueteovom modulu obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu
sadrzi v=9p @ v 9p ® A; za A; € Irr(G). Pokazat éemo da vrijedi o; + < 8([v=¢"p,v’p]) x

Tj’_|_.

Lema 3.3.11. Jedinstvena ireducibilna temperirana reprezentacija 7 takva da se o; 1 ulaze u

S([v=tp,vPp]) x 1 je izomorfnas 7;  zai = 3,4.
Dokaz. Prema definiciji od o; 4 vrijedi

i — 8([v¥p,vp]) x 8([v lp,voT!

p]) x 0c =
(v o, v=p]) x 8([v'p, v+ p]) x 8([v"p,v*~'p]) x 0. =~ (3.26)
S([vetip,v=ap]) x §([vip,v"*'p]) x 8([v ' p,vPp]) x o
S([vitip,v7ep]) x 8([v¢Tlp, vPTlp]) x 8([v9tlp,vPp]) x vip x o, ~ (3.27)
S([velp,v=ip]) x 8([v'*p, v p]) x 8([v =1 p,vPp]) x v ip xi o =

(v p,v=p]) x 8([vtlp,vPp]) x v ep x §([v¢Tp,vPHip)) x o.. (3.28)
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Ako je a > 1, izomorfizmi (3.26) i (3.27) vrijede jer je —a > o + 1 pa Propozicija 1.6.4 (ii)
implicira da su reprezentacije §([v~"!p,v’p]) x 6. i v7¢p x o, ireducibilne. Ako je o €
{0,1}, onda tvrdnja slijedi po Teoremu 1.6.1 (ii) ili ¢injenici da je a jedinstveni nenegativni

realni broj takav da je reprezentacija v*p x o, reducibilna. Uo¢imo da zbog ulaganja
Gy = 8([v'p,vPp]) x 0y = &([v**'p,v’p]) x vip x 0

i Frobeniusovog reciprociteta slijedi da 1t*(o; ) sadrZi konstituent oblika § ([v**!p, vPp]) @ 7/
za neki 7’ € Irr(G). Time je 8([v*H!p,vPp]) x v=ep x §([v?*!p,vb+1p]) x o, subkvocijent
reprezentacije (3.28) u koji se 0; 4 ulaze. Naime, prema formuli (1.3) za svaki

b+1

m@m < u (LS([v¥H p, v p)), (v "'p,v’p])) x v ip x 8([v* T p,vP*p]) x or)

vrijedi 7t o¢ 8([v¢T!p,vPp]). Uoimo da §([v¢F!p,vPp]) sadrzi v=¢"!p i v¢*!p u kuspidal-
nom nosacu sa kratnosti jedan. Time je nuzno 7t; ~ L(S([v**p,v=4p]),8([v *"'p,v’p])) pa

slijedi tvrdnja. Sada imamo

b+1

Gip = (v, vPpl) x 8([v*H o, v ip]) x v ip x 8([v*Hp, v p]) x o —

S([v+p,vEp]) x v p x v ip x 8V p, v p]) x (v p, v pl) w6,
pa je reprezentacija oblika ([v=¢*1p,vPp]) @ v4p ® v=9p ® &' subkvocijent Jacqueteovog
modula od o; ; obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu. Po egzaktnosti Jacqueteovih
modula je konstituent i Jacqueteovog modula reprezentacije 8([v=¢T!p,v’p]) x T u koju se

o; 4+ ulaze. Time je v “p @ v “p ® " za neki n” € Irr(G) konstituent Jacqueteovog modula

od 7 obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu pa zakljuCujemo 7~ 7; .. [
Propozicija 3.3.12. Neka je —a > o+ 1. Tada su 03 _ i 04 _ jedine diskretne serije koje su

subkvocijenti od g < o.. Dodatno, radi se o podreprezentacijama.

Dokaz. Zbog ulaganja o; = — 8([vép,vPp]) x 8([v**!p,vP*!p]) x o za i = 3,4 vidimo da
su o; + podreprezentacije od 7s x o ili od 8([vép,vP*!p]) x §([v¥™p,vPp]) x o,. Uotimo
da sljedeci operatori ispreplitanja

8([v*1p, vPp]) x 8([v'p, v 1p]) 1 0,

S([v="*p,vPp]) x 8([v**p, v p]) x 8([v**p, v *p]) x vip x 0, =
S([v=p,vPp]) x (v p, v p]) x 8([v**'p,v**p]) x v ip x o ~
§([v-1p,vPp]) x vip x B[ p,vp]) x 8([v¢p, vP I p]) i 0,

§([v~1p,vPp]) x vap x v x 8([v¢p,v i pl) x 8([v¢p, v p]) i
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i Lema 3.3.11 impliciraju da 03 _ i 04 _ nisu podreprezentacije od
§([vip,v"pl) x 8([v**'p,vPp]) x o..

Time slijedi 6; ~ — 75 x 0, za i = 3,4. Po definiciji reprezentacija o; 1 slijedi da pu*(o; 1)

sadrzi konstituent oblika v®*!p @ n’ za ' € R(G) pa o0; ;. nisu subkvocijenti od 75 x 6,. W
Time smo dovrSili analizu temperiranih subkvocijenata od g x o, za —a < b.

Teorem 3.3.13. Inducirana reprezentacija L(3([vp,v?p]),8([v**p,vP*1p])) x 0. za 0 <

—a < b sadrzi

(1) ireducibilni temperirani subkvocijent koji nije diskretna serija ako i samo ako —a = b =

o—1=0ili—a=b=0o=jili—a=b>a+lilia=—-a<b.
(ii) diskretnu seriju akoisamoakoa=a—1=0<bili —a:a:%<bilib>—a2(x—|—1.

U tom slucaju ireducibilni temperirani subkvocijenti su podreprezentacije od g X O.

Ako je —a = b, za b= a — 1 =0 je temperirani subkvocijent izomorfan s Téoz, zab=o = % S
1

7:52_), zab=aq>1styzaa=1test5za > %, azab > o+ 1 sudva temperirana subkvocijenta

izomorfnas 73 _ 174 _.

=

Ako je —a < b, za a = oo — 1 = 0 temperirani subkvocijent je izomorfan sa 05, za —a = o =

sa0g,za—a=0a>1sats_,aza—a> o+ 1 sdvije diskretne serije izomorfne s 03 _ 104 _.
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3.4. NETEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI OD 75 X O,

U posljednjem potpoglavlju opisujemo ireducibilne netemperirane subkvocijente od g X O.
Time Ce biti odreden kompozicioni niz reprezentacije g X o,. Neka je L(6y,...,6;T) subk-
vocijent od 7 X 0,. Tada je 8; ® 7’ konstituent od p*(7ms x o,) za neki ' € Irr(G). Dakle,
postoji ((cl,cz), (dl,dz)) € Lad(ms) takav da je &; subkvocijent od (1.6). Jer je e(61) < 0,
zakljuCujemo da je dp = b+ 1. Jer se —a — 1 i —a razlikuju za jedan, Lema 1.3.13 implicira

dvije mogucénosti:
Locr=a—1i8 <8([v2p,v 4 p])x 8([vitip,vp]).

2. co=a,nozboga—1<c;<crjeci =a—1paje § = &([vi+lp,vPp])ividimo da je

ovaj slucaj sadrZzan u prvom.

Ako je d; + 1 < b, onda razlikujemo dva slu€aja: ¢cp =aili co > a+1. Ako je ¢ = a,
onda je ¢(61) < 0 moguée samo za d; + 1 = —b — 1. To implicira a = —b — 1. Dobili smo
S([v=l'p,vtp)) @ 8([vtp,vt*lp]) x o, < u*(ms x o,). Neka je u nastavku ¢; > a + 1.
Ako je d| = —a—11i ¢; = b+ 1, dobivamo §([v>"!p,vPp]) ® 8([vip,v =4 'p]) x 0. <

W (ms x o,). Ako je dy = b, u u*(7g X ©,) imamo

§([v=p,v='p)) @ L(8([v'p,v"p]),8([v> " p,v"*p])) x o,

—b—1

za —a < ¢3 < b+ 1. Primijetimo da smo time u sluaju a = —b — 1 dobili & ([v p,vlp]) ®

S([v=lp,vP*1p]) x 6. < u*(ms x o), dok u sluaju —a < b imamo konstituente

S(Iv=""p,v"p)) @ 8(Ivp, v p)) w0, S([v 1,y p]) @ 8([vp, vp)) x o
§([v=p,v='p)) @ L(8([v*p,v"p]),8([v**'p,v"*p])) Mo, za —a < ey <b.

Da bismo odredili kandidate u slucaju ¢ = 1, za temperiranu reprezentaciju 7, potrebno je odre-
diti temperirane subkvocijente reprezentacija na drugim komponentama. Ireducibilni temperi-
rani subkvocijenti generaliziranih osnovnih serija su opisani u potpoglavlju 1.6, dok za repre-

zentaciju oblika
L(8([v'p,v'p]),8(v*p, V' p])) w0, za —a<x<b

opis nalazimo u potpoglavlju 3.2.
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34.1. Sluéaj b = —a—1

Vidjeli smo da je §([v=""1p,v’p]) @ 8([v~"p, v’*1p]) x o, konstituent od * (75 x 6,) kojim
dobivamo kandidate za netemperirane subkvocijente od g x o, u sluc¢aju b = —a — 1. Kompo-
zicioni niz reprezentacije 8([v~"p, v®*1p]) x o, tada u potpunosti opisuje kandidate. Ako je

b = —1, kandidati su

L(v_ip,v ip;ic.), L(v 2pioy), akojea =3,

1
L(v‘%p,v‘%p;oc), inace.
Akoje b >0,ondasuuz L(§([v=""1p,vPp]),8([v~!p,vPp]); o), koji je kandidat u svakom
slucaju, kandidati
L(S([v="1p,vop]): el M), akojeb=o—1,
L(8([v="""p,vPp)s01), L(8([v™"""p,v"p]);02), akojeb > a,
gdje su o7 i o, diskretne serije dobivene po klasifikaciji koje se ulazu u §([vp,v**1p]) x o.

za b > a. Uo¢imo da su navedeni kandidati subkvocijenti reprezentacije 8 ([v—""!p,v?p]) x

5([v="p,vP*1p]) x o, koja je u R(G) jednaka

b+1

75 % 0.+ 8([v "' p, v *p)) x 8([v"p, vPp]) x ..

Kako su reprezentacija 8([v""!p,vt+1p]) x §([v~"p,vbp]) x o, i njezini ireducibilni subk-
vocijenti temperirani, zakljucujemo da su svi opisani kandidati subkvocijenti od 7g X o.. Do-
datno, uo¢imo da su svi subkvocijenti podreprezentacije od g X O, jer je ova reprezentacija

unitarna pa time i poluprosta.

34.2. Sluéaj —a < b

Diskusija na pocetku ovog potpoglavlja implicira da sljedeci konstituenti od u* (g x o,) daju

kandidate za netemperirane subkvocijente od 7g X O:
L &([v"Tp,veIpl)@8([vp,vp]) x o,
2. 8(vp, v Ip)) @ L(8([vp,v’p]),8([v:T1p,vPT1p])) x 0. za —a < x < b,

3. 8([v""p,vPp) @ 8([vip,v=*"'p]) x 0.
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Da bismo opisali kandidate u prvom slucaju, zanima nas kompozicioni niz inducirane reprezen-
tacije 8([v?p,v’p]) x o.. Ako je —a = b, onda je reprezentacija 5([v~"p, v’p]) x o
ireducibilna, akoje0<hb<a—1,
~ Téﬁ @® Téf’l, akoje b > .

Ako je —a < b, uz L(8([v="p,v=9p]);0.), u sluéaju b > & nalazimo i sljedeée ireducibilne

subkvocijente od §([v¢p, v?p]) x o:

(

L(5([v_(“_1)p,v_“p]);c(b)), akoje0 < —a<oa—2,

3§ T8, akoje —a=a—1,

o7 + oy, akoje —a > «.
\

Ako prema parametrizaciji iz potpoglavlja 1.5 oznac¢imo ireducibilne subkvocijente od
S([v=“Vp,v*'p]) x oy

saT,17_,ondaje g ~7T_zaQ > % 1 73 >~ 74 za o = 1. Diskretne serije 07 i 63 su dobivene
po klasifikaciji. Ozna¢imo s 7y neki od subkvocijenata od §([v¢p,v’p]) x o.. Uoimo da su,

pod odgovarajuéim uvjetima u ovisnosti o @ i —a, ireducibilne reprezentacije
LS([v="tp,v e p]),8([v P p, v pl)sar), L(S([v "' p,v " p])im)
za temperiranu 7o, i L(8([v""1p,v=*"1p]),8([v=(*"Vp, v™“p]); o)) subkvocijenti od
1= §([vep,vPp]) x 8([v* ip,vtTip)) x o.. (3.29)

Oznacimo neku od njih sa ;. Takoder je 75 x o, subkvocijent od II pa je dovoljno poka-

—b—1

zati da je §([v""1p,v*1p]) ® my subkvocijent od p*(II) s kratnosti jedan. Naime, vi-

—b—1

djeli smo da se o([v p,v *!p]) ® m nalazi u u*(ms x o.) kroz odredivanje kandidata

za subkvocijente od mg x o.. U u*(m;) se nalazi po Frobeniusovom reciprocitetu jer vrijedi

m o §([vh!

p,v " 1p]) x my. Dakle, ako se u u*(IT) nalazi sa kratnosti jedan, onda je
nuzno 7, subkvocijent od 7g x 6. Lako vidimo da to vrijedi jer se v™~!p nalazi s kratnosti
jedan u kuspidalnom nosa¢u od IT i zbog toga je nuzno &([v=""'p,v~"!p]) @ my subkvocijent
od

S(v" e, v lph @1) xu*(8([vip,v"p]) x o).
Preostaje vidjeti s kojom kratnosti je 7y subkvocijent od 8([v%p,v?p]) x o. 1z opisa kompozi-

cionog niza ove reprezentacije vidimo da se nalazi s kratnosti jedan i time dovrSavamo dokaz.
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Kandidati u drugom slucaju su opisani kompozicionim nizom reprezentacije
7~ L(3([vp,vp)), 8([v* ' p,v**p))) x a

za —a < x < b. Prvo éemo pokazati da kandidati oblika L(§([v*p,v™*"!p]);7), —a < x < b,
za temperiranu podreprezentaciju T od 7 X 0O, opisanu Teoremom 3.2.8, jesu subkvocijenti od

7ts X 0. Definiramo
IT=8([v=p.v=*"'p]) x L(3([v*p,v*p)), 3([V*" ' p,v**'p))) x a.

Ako pokaZemo da je §([v*p,v*"!p]) ® 7 subkvocijent od u*(IT) s kratnosti jedan, onda
analogno kao u proslom slu¢aju dobivamo da je L(§([v*p,v~¢"!p]); 7) subkvocijent od 7s x
o.. Uotimo da je mg x o subkvocijent od IT po Lemi 1.3.14, a L(8([v*p,v=?"1p]): 1) je
podreprezentacija od IT jer se T ulaze u @ x .. Uocimo da ukoliko je 7| ® @, ireducibilni

konstituent od p* (7 x o,) takav da vrijedi
S(v™p, v lph) @t <M (S([vp,v * p]) x (mem), (3.30)
tada je 7; nuZno trivijalna reprezentacija. Naime, za ((cy,c2),(d1,d2)) € Lad’(7r) vrijedi
i~ L(§([v=2p,v"p]),8([v=1p,v=p])) x L(8 (v p,v*p]), 8 (v p,v" " p))).

Zbog (3.30), minimalan eksponent u [7] je jednak —x pa je co = x. Maksimalan eksponent
je —a — 1 pa takoder imamo ¢y =a—1,d; =bid,=b+1. Dakle, m ~ 1. Jer je x >
—a, §([v*p,v=*!p]) @1 je konstituent od M*(§([v*p,v~*"!p])) kratnosti jedan. Time je
kratnost od 8([v—p,v=¢"!p])® 7 u u*(I1) jednaka kratnosti od T u 7 x o, za koju smo u
Teoremu 3.2.8 vidjeli da je jednaka jedan.

Preostaje analizirati kandidate za subkvocijente od 7g % 0, dobivene od netemperiranih
subkvocijenata od 7 x o,. Prvo traZimo konstituent oblika 6 ® ' od u*(7 x o,) takav da je

e(8([vp,v=4'p])) <e(8) <0.Za ((c1,c2),(d1,d)) € Lad'(7) je 8 subkvocijent od

L(S([v=2p,v ™ p]). 8(Iv 1 p.v—p])) x 8([v 1, v p)),

gdje je dy = b+ 1, kako je b+ 1 maksimalan eksponent u 7] i e(6) < 0. Prema Lemi 1.3.13
jenuino ¢y =a—1ili c; =x. Akoje c; =a—11icy, =x, ondaje § ~ §([vitlp,vtp]).
Jerjea <dy+11i—a < b, ne moZe biti ¢(0) < 0. Akojeci =a—11icy >x+1, onda je
dye{—x—1,b}. Zad; = —x—1 jex= —a, ¢ = b+ 1 i kandidata za netemperirani subkvocijent
dobivamo od

S([vip, v lpl)@8(lv " lp,vp]) @ 0.
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U treéem slu¢aju ¢emo analizirati kandidate ovog oblika. Zady =bje & ~ §([v=2p,v*"1p]),
no time ne vrijedi e(§([v*p,v *"!p])) < e(8). Ako je c; = x, onda je d| € {—a,b}. Za
di = —ajed~8([vp,v’p]), no zbog —c1; > —b ne vrijedi e(8) < 0. Za d; = b kandidate

za netemperirani subkvocijent dobivamo od
S(v=p,v e @8([v =i, v ipl) @ L(S([v i p,vPp]). 8(IvTp, v p))) x o
za 0 < —a < ¢; < x. Uocimo da ljestviCasta reprezentacija
m = L(8([v"' " p.vPp]), 8([v*'p,v"* p]))

ima samo pozitivne eksponente u kuspidalnom nosacu te je kompozicioni niz reprezentacije
7;, X 0. odreden u poglavlju 2. Prema Teoremu 2.1.1 reprezentacija 7y X o, sadrZi ireducibilni
temperirani subkvocijent ako i samo ako je c;+1 =a —11x+ 1 = « te je tada ireducibilan

subkvocijent jedinstven i izomorfan sa 6(; 5 1). U tom slucaju je reprezentacija
7o = L(S([v- @ p,v =), 8([v "2, v p]): (i)
kandidat za subkvocijent od g X O,.
Lema34.1. Akoje0<—a<o—3ia—1<b,ondaje m subkvocijent od g X O.
Dokaz. Oznalimo induciranu reprezentaciju
(v Vv Ipl) x 8([v ' Pp,vp]) x L(&([v* ' p,v"p)), 8([v*p,v**'p])) x 0.
sa I1. Uoc¢imo da su 7y i g X o, subkvocijenti od I1. Primijetimo da ako je
m = 8([v= @ Dp. v p) @ 8([v @ p.v ) @ G

konstituent od rg(IT) kratnosti jedan za odgovarajucu paraboli¢ku podgrupu Pg, onda je 7y <
Tg X Oc. Prvo trazimo konstituente od p*(IT) oblika 8([v—(*~YDp,v=¢"1p]) @ &’ za neki n’ €
Irr(G). Za svaki m @ w3 < M*(8([v—(*2)p,v=9p])) vrijedi da su eksponenti kuspidalnog
nosaca od m, vedi ili jednaki —(ot —2). Jasno, tada v—(®~Vp & [m,]. Nadalje, uocimo da

v_(“_l)p nije element niti kuspidalnog nosaca od
L(S([v=2p,v=%p]),8([v ' p, v * Vp])) x LS (v p,vPp]), 5 ([v2Hp,v0* ! p]))

zasvaki ((c1,¢2),(d1,d)) € Lad (L(8([v*~'p,vPp]),8([v*p,v"*1p]))) jer je minimalan eks-

ponent u [v—(*~p v=4=1p] jednak —(ot — 1) pa je co = ot — 1 > ¢;. Time je nuZno ¢; =
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o — 2. Dodatno, dy = b i dy = b+ 1 jer je maksimalan eksponent u [v—(*~1p v=4=1p] jednak
—a—1<b. Slijedi da je 7 sadrZan u rg(IT) s istom kratnosti s kojom je S([v-(@2p v ®

O(p,p+1) Sadrzan u

wH(S([v- " Pp, v p]) x L(&([v* ' p,vp]), 8([v¥p, VPt p])) x ov).

Sli¢nom analizom slijedi da je kratnosti jedan jer je u konacnici 0y; 5, 1) jedinstvena podrepre-

zentacija od L(S([v® 1p,vPp]), 8([v¥p,vPHip])) x o.. |

Teorem 2.2.2 opisuje netemperirane subkvocijente od 77 X .. Primjenom na reprezen-
taciju m; x o, vidimo da su netemperirani subkvocijenti L(J,...,0;7) za t € {1,2} takvi
da su desni krajevi segmenata od §;, i = 1,...,7 sadrzani u {—x — 1,—c; — 1}. Time vrijedi
e(8) <e(8([v™*p,v=alp]))ilie(&) < e(8([v1p,v9p])), $to je u kontradikciji sa zahtje-
vima Langlandsove klasifikacije.

Kandidati u tre¢em slucaju su opisani konstituentom od p*(7g x o) oblika
S([v=""'p,vPp]) @ 8([vip,v = 'p]) x 0.
Definiramo L = L(§([v=2"1p,v?p]),8([vip,v=4"'p]); 0.).
Propozicija 3.4.2. Neka je —a > a. Tada je L subkvocijent od g X O.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo prilagodbom dokaza Teorema 3.1 iz [30]. Za to nam je potrebno
prvo uotiti da pod uvjetima propozicije reprezentacija 8([vp,v?p]) x o, sadrZi dvije neek-
vivalentne diskretne serije dobivene po klasifikaciji ili dvije neekvivalentne temperirane ire-
ducibilne podreprezentacije. Preciznije, ako je —a < b, onda za Jord,(o.) = @ prema Te-
oremu 1.6.1 reprezentacija §([v¢p,v’p]) x o ima dvije diskretne serije dobivene po klasi-
fikaciji, dok za Jord, (o) # 0 i —a > a to slijedi po Teoremu 1.6.3. Ako je —a = b, onda je
5([v="p,v’p]) x 6. izomorfna direktnoj sumi dviju neekvivalentnih temperiranih ireducibilnih
reprezentacija prema Teoremu 1.5.1.

U dokazu Teorema 3.1 iz [30] je pokazano da je L subkvocijent od &([v®*!p,vP*+!p]) x
5([v®p,vPp]) x o kratnosti dva kada je a < 0, —a < bi §([vp,v?p]) x o sadrZi to¢no dvije
diskretne serije dobivene po klasifikaciji. Lako se moZe provjeriti da analogna argumenta-
cija, StovisSe 1 jednostavnija, dokazuje tvrdnju o kratnosti subkvocijenta L kada je —a = b i
5([v="p,vPp]) x o je direktna suma dviju neekvivalentnih ireducibilnih temperiranih repre-

—b—1

zentacija. Sada tvrdnja propozicije jednostavno slijedi iz racuna kratnosti §([v p,vbp]) ®
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S([vip,v=41p]) x o, u u*(IT) za IT = §([v¢'p,vP*1p]) x §([vip,VvPp]) x o.. Naime, u
R(G) vrijedi jednakost

§([v**Hp, v p]) x 8([vp,vPp]) x 0. = s 3 0.+ 6 (v p, v p]) x 8([v'p,v"*p]) x 0.

(3.31)

Uo¢imo da je §([v""!p,v=*!p]) ®1 jedini faktor u u*(IT) koji sadrzi v—>-!

p u kuspidal-
nom nosacu, kako je —b — 1 minimalan eksponent kratnosti jedan u kuspidalnom nosacu od IT.
Sada za §([v=“p,v’p]) @ 8([v'p,v=*"'p]) i v=p x §([v=*1p,vPp]) @ §([v**'p,vp])
u M*(8([v®p,vbp])) dobivamo da je §([v=""1p,v’p]) @ 8([v¥p,v—9'p]) x o, kratnosti 2 u
w*(IT). Vidjeli smo da je u u* (75 o) kratnosti 1, a kako je 6([v?p,v~%"!p]) ® o, kratnosti

jedan u u*(§([vep,v=*"!p]) x o,), isti zakljucak vrijedi za
S([v"p,vPp) @ 8([vip,vp]) @ o (3.32)

Jer je po Frobeniusovom reciprocitetu (4.4) konstituent od u* (L), zakljuCujemo da je po jedna

kopija od L sadrZzana u svakom od sumanada u (3.31). |
Lema 3.4.3. Ako je % < —a < a— 1, onda L nije subkvocijent od 75 X O.

Dokaz. Zbog sljedecih ulaganja i izomorfizama

L §([v-""p,v*p]) x 8([vp,v~*'p]) x o, ~

S([v""1p,vPp]) x 8(v**p, v p]) x o, ~ 8([v*Hp, v p]) x 8([v "' p,v’p]) x o,
vidimo da pu*(L) sadrZi konstituent oblika v—?p ® 7/, §to nije istina za u*(mg x o,) ako je
—a < b. Ako je —a = b, onda rg(L) sadrZi konstituent oblika vPp @ vPp @ n” za odgovarajucéu

parabolicku podgrupu Pg, §to takoder ne vrijedi za rg(7s @ o). Time smo pokazali da L nije

subkvocijent od g X O. |

Pretpostavimo sada da je —a > 1. Uz reprezentaciju L imamo kandidate za subkvocijente
ovisno o temperiranim subkvocijentima od §([v¢*!p,v=9p]) x o,:
1, akoje —a—1=a—12>0,
021, O, akoje —a—1>oa>1iliae{0,5}.

Primijetimo da smo ovime pokrili slucajeve i kada je Jord,(o.) prazan i kada je neprazan.

Kada postoji, nazovimo sa 7 neki od temperiranih subkvocijenata od §([v¢*!p,v=9p]) x o, i
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Ty~ L(8([v=""1p,v’p]); T). Primijetimo da zbog ulaganja i izomorfizama

Mo — (v "', vPp]) x T

S(Iv="""p,vEp]) x 8([v* p,vp]) 0 = 8([v* p,vp]) x 8([v " p,vPp]) i o

kao i ranije zaklju€ujemo da 7y nije subkvocijent od g X G,.

Ako je —a = % onda za @ = %je kandidat L(8([v—""1p,v*p]); 6(%)). Pokazuje se da nije
subkvocijent od 7g X 0, analogno kao i u slu¢aju —a > 1.

Akoje a=0,ondaje L~ L(8([v"""'p,v’p]);0.) jedini kandidat za subkvocijent te ga je
preostalo analizirati u slu¢aju Jord, (o,) # 0, zahvaljujuci Propoziciji 3.4.2.

Akoje 0 < b+1<a—1, ondaje §([v""!p,v’p]) x 0. ireducibilna reprezentacija te
vrijedi L ~ §([v~tp,v*!p]) x o,. Time pu*(L) sadrzi konstituent oblika v?*!'p @ 1’ za 1’ €
Irr(G), Sto ne vrijedi za u*(7s x 6.) pa u ovom slucaju L nije subkvocijent od 7g X o.

Ako je b+ 1 > o, onda imamo dekompoziciju operatora ispreplitanja

b+1

j8(vp, v pl) xe. = (v " p, vPp]) x o,

prikazanu dijagramom:

8([vlp. vt pl) 3 o s 8([vp, v p]) x 8([vp.pl) 1 o
8([vp,v**'p]) x 8([p. v*p]) x o &
8([p,v*p]) x 8([vp.v**'p]) x 0. L

S([v""1p,vPp]) % o+ 8(Ip.vPp]) x S([v " 1p, v p]) 1 o

Dakle, vrijedi j = fogohoi. Uo¢imo da je Im(g) ~ mg x o,. Kako je L jedinstvena ireducibilna
podreprezentacija od §([v""!p,v?p]) x o, i Im(}) se ulaZe u istu induciranu reprezentaciju,
slijedi L — Im(j). Zbog dekompozicije vrijedi L < Im(j) < Im(f]iy(,)). ZakljuCujemo da
ulaganje L — f(Im(g)) implicira da postoji ireducibilni subkvocijent 7y od Im(g) ~ 75 X o ta-
kav da je f(m) ~ L. Kako su m i L ireducibilne reprezentacije, f inducira njihov izomorfizam.

Dakle, L je subkvocijent od 7g X O.

Teorem 3.4.4. Inducirana reprezentacija g X 0, za 0 < —a < b+ 1 ima sljedece netemperirane

ireducibilne subkvocijente po sluajevima:
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« —a—1=b:L(8([v"""'p,v’p]),8([v-"""p,vPp]):00) i

e

L(V‘%p;o(;)), akob=o—1=—1
L(S([v=o-1p,vip]):tl® M), akobh=a—1>0,
L(S(Iv"p.vop])ion), LS (v, vPp])ion),  akob > a
*a=b
L(§([v21p,v=1p]);8([vtp,vlp]) xo,), ako0<b<a—1,
L(S(v=1p, v pl)izg L),
L(8([v"~ 1;o vPp)),8(v"p,v*'pl)io,),  akob>a,
L(8([v-"p,vo o] %), akob=a—1>1,
| L(8([v v==1p vbp]):0,), akob=0io>1.
« —a<b: L(&(v"p, v 1p]),8([vPp,v?p]);o.) i

p

LS([v 1o, valp]),8([v (®Vp,v-ap]);op), ako —a<a—-2ib>a,
(b)
L(§([vl1p,v=a1p]):13), ako —a=o—1,
| L(5([v v lp,v=alpl)ior), L(S([v""'p, v p]);08), ako —a>a.
L(&([v=@Vp, v Tp]); %)), ako @ =2ia=0,
L(&([v-(@=Dp v=a1p]); rl(a_ 2, ako>31i —a=0a-2,
L(8([v-(*=Vp, v=a1p]);0p), ako o >2i —a>o—1,
L(&([v= @ Np v=a1p)) . §([v(®2p.v=4]);64p1)), ako —a<a—3ib>o—1.
\ (b41)
e —a<b
L(S([v="""p,vPp]),8([v*p,v=~'p])i0or), ako —a>a,

L(8([v-""'p,v"p]):00),

Neka je néb)

Kako smo vidjeli u Teoremu 3.4.4 i potpoglavlju 3.3.1,

Speh reprezentacija L(8([v=2"1p,vtp]),

akoa=01b> o —1.

8([v="p,v**lp]))i

0

1

reprezentacija X O, je tada iredu-

cibilna. Koristeci krajeve komplementarnih serija odredujemo unitarne ireducibilne subkvoci-

jente reprezentacija iz klase esencijalno Speh reprezentacija. Preciznije, neka je y > 0 takav da

je inducirana reprezentacija

vl e, ~ L§([v ",

vPp]), 8([v " p, v p))) o

(3.33)
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ireducibilna za 0 < x < y1ireducibilna za x = Y. Tada su ireducibilni subkvocijenti od v77r§b) X

O, unitarne reprezentacije. Cilj nam je odrediti y. Promotrimo x = &« — b — 1. Tada je reprezen-

tacija (3.33) izomorfna s
L(S([v* 2 2p v ")), 8([ve "' p,v¥p])) x 0.

Uocimo, ako postoji 0 < xgp < & —b — 1 takav da je —b — 1 —xp > 0, onda Propozicija 2.2.1 im-
plicira da je reprezentacija (3.33) ireducibilna za svakixgo <x < o —b—1. Zasve 0 <x < o0 —
b—1takvedaje —b—1+4+x<0zbogb+x < a—1po Teoremima 3.3.13 1 3.4.4 slijedi da je re-
prezentacija (3.33) ireducibilna. Dakle, ako je v®~? _lnéb)
je Y= a —b— 1. Definiramo my = L(§([v~%p,v=*+20+1p]) §([v-*Flp v+ 2p)):6,) i

= L(8([v= (@ Vp, vt p]) §([v(*2)p, v o T242p])i 66y g).

x o, reducibilna reprezentacija, onda

Korolar 3.4.5. Inducirana reprezentacija yo—b-1 néb) xXo.za—beZi —% <b<o—1ima
sljedec¢i kompozicioni niz po slucajevima:

e Akoa—2=5b=0, onda

Vet ad) o, = mo+Lv ' pse ) + L(8([v ', p]) o).

« Akoar—2=5b>1 onda

v(x—b—lnéb) G, = 710+L(5([v‘(“‘1)p,v“‘3p]);rl(f)‘__2)).
e Akox—2=2b>1,0onda
ve b1 al) s 6, = my+ m + L(S([v- 2 p,vE1p]): 0.
* Inace
v“‘b‘lnéb) X O = o+ 1.
Dokaz. Primijetimo da je u slucaju b < o — 2 < 2b reprezentacija v“_b_lﬂ:éb) x o, reducibilna

za svaki @ —2 u [b,2b]. Zbog toga se radi o kraju komplementarne serije za svaki 0 < b < o — 1
i a>0. Teorem 3.4.4 opisuje ireducibilne subkvocijente u sluaju b < o0 —2 < 2b, dok su

subkvocijenti u slucaju o —2 > 2b+ 1 opisani Teoremom 2.2.2. [ ]
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4. REPREZENTACIJE INDUCIRANE IZ
ESENCIJALNO SPEH I STROGO

POZITIVNE

Motivirani klasifikacijom ireducibilnih unitarnih reprezentacija opce linearne grupe, prouca-
vamo prirodnu generalizaciju njihovih gradivnih blokova za klasi¢ne grupe. Konkretno, odre-
dujemo kompozicioni niz induciranih reprezentacija oblika s X O;,, gdje je 0Oy, nekuspidalna
strogo pozitivna reprezentacija iz Irr(G) i g esencijalno Speh reprezentacija s pozitivnim eks-
ponentima u kuspidalnom nosacu. Primijetimo da je u slu¢aju kuspidalne oy;, kompozicioni niz
odreden u Poglavlju 2. Dodatno, pretpostavljamo da za reprezentacije p; € [7s] i p2 € O] pos-
toji x € R takav da je v¥*p; ~ p;. Rezultati Poglavlja 2, zajedno s prethodnom pretpostavkom,
rjeSavaju opisani problem u punoj opéenitosti.

U posebnim slucajevima opisane reprezentacije su ostvareni napretci vezani za opis kompo-
zicionog niza u terminima Langlandsove klasifikacije. Rezultati iz [29], opisani u potpoglavlju
1.6, rjeSavaju problem za g ~ 6(A), dok rezultati iz [23] opisuju kompozicioni niz od 7g < oy,
za g~ L(6(A1),6(Az)) i eksponente u Aj UA; vece ili jednake jedan.

Glavni dio rjeSenja je klasifikacija ireducibilnih temperiranih subkvocijenata induciranih

reprezentacija oblika

L(&([v¥p,v’p]),...,8([v¥p,v" ™ ' p])) x oy (4.1)

zaneN,beRi10<a <...<a,. Analiza kuspidalnog nosaca reprezentacije (4.1) implicira
dvije moguénosti. Ako aj # % ili v2 p nije sadrzan u kuspidalnom nosacu od oy, temperi-
rani subkvocijent inducirane reprezentacije (4.1) je nuzno strogo pozitivna diskretna serija. U
suprotnom, temperirani subkvocijent nije strogo pozitivan te su ireducibilne temperirane repre-

zentacije koje se pojavljuju u ovom slucaju podreprezentacije inducirane reprezentacije oblika
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o([v™*p,v’p]) x o tako da 0 < x <y i o je strogo pozitivna diskretna serija. Potpoglavlja 4.2
1 4.3 se bave tim slu¢ajevima, redom u oznakama I. i II. slucaj.

KoriStene metode su ponovno zasnovane na strukturnoj formuli iz Teorema 1.3.15. Na-
ime, L(&y,...,0,;7) je kandidat za subkvocijent reprezentacije g X Oy, ako je 0] ® -+ ® 6, ® T
konstituent njegovog Jacquetovog modula obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu. Da
bismo dokazali da je subkvocijent, konstruiramo reprezentaciju koja sadrZi obje reprezentacije
i prebrojavamo multiplicitet odredenog konstituenta njihovih Jacquetovih modula. Na klasic¢-
nom dijelu koristimo klasifikaciju ireducibilnih temperiranih reprezentacija opisanu u potpo-
glavljima 1.41 1.5.

Preostalo je napomenuti da u prvom potpoglavlju uvodimo oznake i kljucan tehnicki rezul-
tat, dok u posljednjem konac¢no dobivamo netemperirane subkvocijente od 7g X Oy, 1 zaokruzu-

jemo rezultate navodeci kompozicioni niz promatrane reprezentacije.

4.1. NOTACIJA I POMOCNI REZULTAT

Fiksirajmo notaciju koju ¢emo koristiti kroz cijelo poglavlje. Prvo, fiksiramo kuspidalnu repre-
zentaciju p € Irr(GL) takvu da vrijedi p ~ p. Za a,b € R takve da je % <a<b,KeENiK2>?2

definiramo
s = L(8([v*p,v"p]), 8 (v " p,vP 1 p]),..., (v p, v KT p)).

Takoder, fiksiramo kuspidalnu reprezentaciju o, € Irr(G) te s o ozna¢avamo jedinstveni nene-
gativni broj takav da se v*p x o, reducira. Kako o, nije kuspidalna, imamo a > 0. Kroz

poglavlje fiksiramo strogo pozitivnu diskretnu seriju o5, = O(p, . 5,) za sp-dopustivu r-torku

(b1,...,b,) takvuda @ —r+i < b; zanekii € {1,...,r}. Kao $to smo komentirali na pocetku
poglavlja, cilj je opisati kompozicioni niz inducirane reprezentacije oblika 7g X G;,. Uz strogo
pozitivnu diskretnu seriju oy, veZemo sljedece konstante:

max{i: 1 <i<r bj=a—r+i—1}, ako takav i postoji,
S =

0, inace,
min{i:s+1<i<r b;>b+k—1}, ako takav i postoji,

imin -
r+1, inace,
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te m = r — iyip + 1. Primijetimo da po definiciji od i,,;, imamo m < r —s. Naredna lema je
vazna pri brojanju kratnosti odredenih konstituenata u Jacquetovim modulima reprezentacija

koje promatramo.

Lema 4.1.1. Neka je (i1,...,i) € Acc(oyp) ik € {1,...,K}. Definiramo

77777

tako da vrijedi b,_,,_j1; <e; <b+i—1zai=1,... k te pretpostavimo da je oy, < IIl. Tada

e = br—m—k—‘,—i zai=1,... ,ki G(il,...,i,) >~ Ogp.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi o5, < II. Primijetimo da za svaki v*p iz kuspidalnog nosaca

reprezentacije
§([yrrmtettip, veip]) x o x ([P lp, veip)) 2

vrijedi x € [b,_px1+ 1L,b+k—1]. Zajednos by < ... < b, 11 <br_mj1+1ib+k—
1 <by_pmi1 < ...< by, slijedi da v’ p nije element kuspidalnog nosaca reprezentacije (4.2) za
i=1,....r—m—k+1,r—m+1,...,r. UoCimo da je b, = i, jer su to maksimalni eksponenti
u kuspidalnim nosacima [oy,] i [IT] te vrijedi [0y,] = [IT]. Induktivno, pretpostavimo da vrijedi

bj=ijzaj=jo+1,...,r,gdjeje jo € {r—m+1,...,r—1}. Tada vrijedi

o]\ U V" pvipl =M\ U v p,v0ipl.
j=jotl j=jot1

Time su bj; i ij, maksimalni eksponenti redom lijeve i desne strane jednakosti Cime slijedi
bj, = ij,, Sto smo i htjeli. Analogno se pokaZze b; =ijza j=1,...,r —m—k+1 izjednaCava-
njem minimalnih eksponenata. Teorem 1.4.11 implicira T® 0, ., . 5) < L (0sp). Kako je
(U [Bromtsi + 1) O byt b} = 0. slijedi TR 0\ 4y < (0, i) Pos-

toji jedinstveni konstituent od u*(0;, ... ;,)) tog oblika te vrijedi da je

7 L(S(ve " p,vPip]), ..., (VS ", v mp)))
subkvocijent od
(A 8([vorm ket p,veip])) X L(S(VE " p, vip)),... 8([vE "p,virmp])).  (43)

Primjenom m™* na reprezentacije 7 i (4.3), zbog (Ule [Dr—m—kait l,e,-]) N{b1,...,br—mksr1} =

0, zakljuujemo da je L(8([v* " !p,vPip)),...,8([v* =k 1p vbrmitip])) @ 7’ konstituent
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Esencijalno Speh i strogo pozitivne reprezentacije Notacija i pomocni rezultat

od m*(L(S([ve—p, viip]),...,8([v¥"™p, virm . Konstituent tog oblika je jedinstven,
p.Vip p.Virmp

zbog ¢ega dobivamo da je
m' o L(S([v " 2p, v ezp]) L (v, v pl)
subkvocijent od
(s 8([vPm e p,veip]) ) X L(S([v " 2p virmip]), L 8([vp, virp])).

Preostaje uociti da zbog pretpostavke ey > b,_,, i jer je b,_,, maksimalni eksponent u [7']

imamo ey = b,_,,. Zboge; <erpzai=1,... ,k—1slijedi i,_,, = by—,,. Time je
L(8([v ¥ 2p yhrmkizp]) L §([vE " p, vhenip]))

subkvocijent od

(X 8([vorm st p, veip])) x L(8([vE " 2p, virmkizp]) L 3([vE " p, Vi1 p])).

Induktivnim argumentom dovrSavamo dokaz leme. |
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4.2. TEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI I
Za O5p = O(p, ... 1,)» kroz cijelo poglavlje fiksiramo reprezentaciju
n=L(8([v"' ' p,vPp)), 8([v o, vPH p)), .. (vt p,vP T pl))

takvu da —% <ce<o<..<cgici+1<b+i—1zai=1,...,k. Akojec| = —%, onda
by = —%. Cilj nam je opisati ireducibilne temperirane subkvocijente od 7 X ).

Kao $to smo spomenuli u uvodu, u slucaju da v%p nije sadrZan u kuspidalnom nosacu od
T i Oyp, temperirani su subkvocijenti od 7 X Oy, strogo pozitivne diskretne serije. To slijedi iz
analize kuspidalnog nosaca od 7 % O, zbog restrikcija na ¢y i by. Odredimo sada nuZzne uvjete
na 7 i 05, pod kojima inducirana reprezentacija T X Oy, sadrZi strogo pozitivnu diskretnu seriju

;,)- OznaCimo T = 0y;, ;) te na sli¢an nacin kao u potpoglavlju 4.1 definiramo

-----

max{i:j=a—r+i—1,i=1,...,r}, ako takav i postoji,
=

0, inace.
Definicija 4.2.1. Za o € Irr(G) oznaavamo min(c) = min{|x| : v*p € [o]}.
Po definiciji od s vrijedi min(7 % o;,) < a —r+ s+ 1. Kako relacija T < 7 x o), impli-
cira da su apsolutne vrijednosti eksponenata u kuspidalnim nosaCima od 7 i 7T X O, jednake,
zakljucujemo da vrijedi & —r +¢ + 1 = min(7) = min(7 % O,), Sto implicira t < 5. Takoder,

[t] sadrZi [oy,). Prema Teoremu 1.4.11, proizvoljan konstituent od 1*(7) je oblika
L(S(V'p. vip]),.... (V" p. vipl)) @0y, i (4.4)

za (i1,...,i,) € Acc(t). Egzaktnost Jacquetovih modula implicira da je (4.4) subkvocijent od
w*(m x oyp) zasvaki (iy,...,i,) € Ace(t). Za (i1, ...,ir) = (@ —r,...,00 — 1) € Acc(T) postoje
((c1,---5cx),(d1,...,dk)) € Lad(m)" i (ji,. .., jr) € Acc(Oyp) takvi da vrijedi

LE(vE p,Vip]), .., 8(1vep. virp])) < LISV p,vop)..... (v p, vPH T p]))

4.5)
XL(S(IV/ 1 p, vP1p]),..., 8([vi 1 p, vPpl)),
Olar.a-1) S LV P, vp])... . 8([veTp vipl)) )0y gy (46)
Uo&imo da je nuzno prva k-torka u Lad(7)’ jednaka (ci,...,c;) kako ne postoje eksponenti

manji ili jednaki nula u kuspidalnom nosacu od (4.5). Jer je 0o, . 1) = Oc, iz relacije (4.6)
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zakljuCujemo ¢c;=d;zai=1,...,ki ji=a—r+i—1zai=1,...,r. Zajedno s (4.5) dobivamo

L(&([v* " p,viIp]),....8([v¥p,v"p])) < (4.7)
L(S([v"' ' p,vPp]),..., 8([vH p v p])) x L(S(v* " p,vP1p]),..., 8([v¥p, VP p])).
4.8)

Oznac¢imo 7y = L(8([v-'™1p,vPp]),...,8([veslp, v0Fk=1p])) i

m = L(§([v* " 'p,v"p]),...,8([v*p,vPp))).

Lema 4.2.2. Neka je T=0y;, ;)1 Osp = Oy, .. p,)- Pretpostavimo da je 7 subkvocijent od
Ty X Oy, za Ty € Irr(GL) te ozna¢imo M = max{x : v¥p € [mp|}. Tada vrijedi [; = b; za sve

indekse i takve da je V’ip € [o,,] i b; > M.

Dokaz. Ako je a < b, i b, > M, onda iz jednakosti [t] = [m X O] slijedi da su maksimalni

eksponenti /, 1 b, jednaki. Ovdje je potrebno primijetiti da iz o« < b, slijedi & < /,. Sada vrijedi

[\ [V¥p,v'p] = [mo x o] \ [V¥p, v p]. 4.9)

Akoje ot —1 <b,_11b,_1 > M, onda po jednakosti maksimalnih eksponenata u skupovima iz
jednakosti (4.9) vrijedi /,—1 = b,—;. Induktivno ponavljajuéi argumentaciju dobivamo tvrdnju.

|
Rijesimo sada slu¢aj u kojem vrijedi b, <b+k—11s=t.

Propozicija 4.2.3. Neka su 7 = oy, »,) takvi da je min(7) = min(0p).

..........

Pretpostavimo da je T subkvocijent od 7 X G,,. Ako je br < b+k—1, onda vrijedi
s<r—k,ci=b,_jiiy, l_jri=b+i—lzai=1,....kilj=bjzai=1,...,r—k.

Dokaz. Kako je b, < b+ k—1 1 [, je maksimalni eksponent u kuspidalnom nosacu od (4.8),
dobivamo I, = b+ k — 1. Zasebno ¢emo promatrati svaki od dva slucaja.

(i) Zbog relacije izmedu reprezentacija (4.7) i (4.8), egzaktnost Jacquetovih modula impli-
cira 1o ® 8 ([v®p, vlirp]) < m*(m x mp) za neki 7y € Irr(GL). Prema formuli (1.3) vidimo da je

8([v¥p, v¥p]) subkvocijent od

LSV p, v p]), ..., 8V pvep])) x LIS(vE " p,vFip]),..., 8(Iv®p.v/p]))
(4.10)
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za neke (ey,...,e;) € Lad(m;) and (f1,...,fr) € Lad(m). Kako je @ minimalni eksponent u
kuspidalnom nosacu od &([v%*p,vp]), zakljuujemo f; = o« —r+i—1zai=1,....,r—1.
Prema definiciji od Lad(m;) i Lad(m,) slijedi f, < b, <b+k—1lie; <...<e <b+k—1,
§to zbog maksimalnosti eksponenta /, = b+ k — 1 u kuspidalnom nosaéu od &([v*p, v/ p])
povlaci ey =b+k—1. Dodatno, e¢; =c;zai=1,...,k—1, jer bi u suprotnom postojali povezani
uzastopni segmenti u L(8([v1T1p véip]), ..., 8([vesHp, v¥p])), $to nije moguée prema Lemi

1.3.13. Time dobivamo

§([v*p,vipl) < 8([v¥tp,verp]) x §([v¥p, v/ p)),
Sto povlaci ¢, = f,. Time je 7y subkvocijent od

LSV p v p)). ., 8(VEH p VP H2p])) @.11)

XL(S([v¥ " p,vP1p]),..., 8([v*p,vPr1p]), 8([vH p, vPrp])).

Primijetimo da je /,_; = b+ k —2, jer je I,_; maksimalan eksponent u [mp]|, (4.11) sadrzi

b+k—2

\% p u kuspidalnom nosacuil,_| <[, =b+k—1.

Zadnji argument moZemo induktivno primijeniti. ZakljuCujemo da je [,y =b+i—1 za

vb—i—i—l

i=1,...,kjerje p element kuspidalnog nosaca reprezentacije (4.11) 1 vrijedi /,_;4; <

ly_j+ir1 = b+i. Time direktno slijedi s < r — k.
(i) Nastavljamo induktivno primjenjujuci argumente iz (i). Opisimo (i + 1). korak. Sli¢no

kao u (i), §([v*~p, vi~ip]) je subkvocijent od

L(S([v 1 p,veip)),.... 8([va=p,véip]))x (4.12)
L(5([V"“”“p7vffp])v-.-75([V°“ip7vfr-fp]),5([vck-’+‘“p7vf"—in]),.--,6([vck“p7vﬂp]))

gdiejec;<ei<b+j-lzaj=1,..., k—i,e’l<...<e§(,a—r—i—j—lgf]’vgbjzaj:

Lor—ia 1 <fij <b-jrzaj= i1 f] <...< fi. Takoder,

L[V p,vip]), ..., 8([ve 1 p, v 1p])) (4.13)

je subkvocijent od

L(S([vi T p,vPp]),..., 8([v-tp v p])) (4.14)
L(([v/it'p vPp]),..., (v p,vPrpl)).

Na isti nacin kao u (i), zakljuCujemo fj’- =a—-r+j—lzaj=1,....,r—i—1 Akoe¢, ;<

b+k—i—1,onda (4.14) sadrzi v***=i=1p u kuspidalnom nosacu, ali maksimalni eksponent u
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kuspidalnom nosadu reprezentacije (4.13) je [,y =b+k—i—2. Dakle, e, ,=b+k—i—1.U
kuspidalnom nosaéu od §([v*~p, v/~ip]) su svi elementi kratnosti jedan i c; > ... > ¢cx_jp1 >

Ck—; pa zakljuCujemo f/ 1 = Cr—jrrzaj =1, Time je reprezentacija (4.12) jednaka

L(S([v ' p,veip)),...,8([vei1t1p vi-i1p]), 8([vitlp, vi-ip])) x 8([v*ip, vii-ip]).

Lema 1.3.13 implicira ¢}, = c; za j=1,...,k—i—1. Slijedi f,_; = cx—; i reprezentacija (4.14)

je jednaka
L(S(v" !, v7p), . S([ve 1 p, v 2]
LS([v* " p,vop)),....8([v* " p,vori=1p]), 8 ([veitlp, vPrip]),... 8 ([vetip, v p))).

Nakon k-tog koraka je L(§([v*"+1p,viip]),...,8([v**p,vi+p])) subkvocijent od

LS([v* " p,vp]), .., 8([v* p,vPrtp]), 8([vIH p,vPreipl), ., (v p, v p])).
Langlandsova klasifikacija implicira ; = b; zai=1,...,r—kici=b, jy;zai=1,...;k. 1
Sada smo u poziciji dokazati Zeljenu karakterizaciju.

Propozicija 4.2.4. Neka su 0y, = 0, 51

b+1

7w =L(&([v"*'p,vPp]), 8([v>Hp, v+ p]),... 8([vep,v* 1))

reprezentacije za koje vrijedi —% <ag<ao<..<cgilic+1<b+i—-1lzai=1,...)k1
b = —%, akoc; = —%. Za Konstante

max{i:1<i<r bj=a—r+i—1}, ako takav i postoji,
S =

0, inace,

_ min{i:s+1<i<r b;>b+k—1}, ako takav i postoji,
Umin =
r+1, inace,
im = r— iy + 1, inducirana reprezentacija T X Oy, sadrZi strogo pozitivni ireducibilni subk-
vocijent 7 takav da je min(0,,) = min(t) ako i samo ako je s <r—m—kic;=b,_,y_kii za
i=1,... k.
Definiramo; =b;zai=1,....r—m—k,r—m—+1,...;ril,_, 4y i=b+i—1zai=1,... k.

Ako 7 X 0y, sadrZi strogo pozitivni ireducibilni subkvocijent 7 takav da je min(o;,) = min(7t),
onda je T = 0y, . ;) jedinstveni ireducibilni temperirani subkvocijent od 7 X 0, koji je i

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 7T X Op.
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Dokaz. Pretpostavimo da je T = oy, ;) subkvocijent od 7 x O, takav da je min(0sp) =
min(7). Lema 4.2.2 i Propozicija 4.2.3 impliciraju s <r—m—k, c; =b,_p_y1;izai=1,... k,
li=bijzai=1,....r—-m—kr—m+1,...;ril,_, rri=b+i—1zai=1,...,k. Dabismo

dokazali drugi smjer, primijetimo da je prema Definiciji 1.4.10 uredena r-torka
b1y sbrpisby ...+ k— 1, bp i 1,....by) (4.15)

sp-dopustiva kako je (by,...,b,) sp-dopustiva, b+k—1 < by i1 1 byt <br_pp11=c1 <

b. Oznacimo uredenu r-torku (4.15) s (Iy,...,/,) i definiramo 7 = O(1,,....1,)- Dodatno definiramo
I= (V' p Vo)) s x (VP p v p)) s
Jasno, w x o, — I1. UoCimo da vrijedi [2b,_,, +1,2(b+k—1)+1]NJordy(0,p) = 20—+ 1

jerje2by_+1=(2by_py1+1)_iby_py1 >b+k—1. Zbog toga Propozicija 1.6.4 (i) implicira

7777

od §([vbr-=tlp vbT&=1p]) % 6y,. Induktivnom primjenom Propozicije 1.6.4 (i) dobivamo da

se T ulaze u Il. Neka je
o = 6([\/l7r7mfk+l+1p7 pr]) R 5([\/l7r—m+1p7 Vb+k_lp]> ® Gsp-

Da bismo pokazali T — 7 X 0, dovoljno je vidjeti da se 7 javlja s kratnosti jedan u pu*(IT).
Naime, prema Frobeniusovom reciprocitetu svaka ireducibilna podreprezentacija od IT sadrzi
7o u Jacquetovom modulu obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu. Egzaktnost Jacqu-

etovih modula implicira

Osp < 6([vbr—m—k+l+1p7v€]p]) NEEED < 5([vbr—m+lp7vé’kp]) q G(il i) (416)

77777

gdje je by_ypyyi < e <b+i—1zai=1,... ki (if,...,i;) € Acc(0;p). Lema 4.1.1 im-

pliciradajeutada e; =b,_, pr;zai=1,....ki O(i,...i) = Osp. Preostaje pokazati da se

-----

S([vbr-m—t1tlp vPp) @ - @ §([vbr-=t1p, vPH*=1p]) nalazi u
MA(S([VhrntHp vPp]) e (vt p vPH o)
s kratnosti jedan. Iz relacije
S([vhrmtip v pl) < §([vPrmekn g vhip]) xx S([vPrtp vhp)),

gdieje by 11i < fi<b+i—1lzai=1,... k, zakljuCujemo b, ,, ;= fizai=1,....k—1.

Naime, b,_,, + 1 je minimalan eksponent u kuspidalnom nosacu od §([vr—=*1p v0T&=1p]) i
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vrijedi b, ;1 < ... < by_p. Stoga je fy = b+ k— 1. Induktivno dobivamo da je 7y konsti-
tuent kratnosti jedan u Jacquetovom modulu od IT obzirom na odgovarajuéu parabolicku pod-

grupu. [

Razmotrimo sada slucaj s > . Sljedeca propozicija daje nuZne uvjete na 7, Gy i T u Ovom

slucaju.

Propozicija4.2.5. Nekasut=0y, ;105 =0, . p,). Pretpostavimo da je 7 subkvocijent

[ARES]

od T X 05p. Akojes >t,ondavrijedit =r—m—k,c;="byyi, [ j=b+i—1lzai=1,... ,kil;=

bjzai=1,...;t,r—m+1,...,r.

Dokaz. Prema Teoremu 1.4.11 je L(&([v* " p vieip]), ... 8([v*"p, vip]) @0y, 1)
konstituent od u* (7). Egzaktnost Jacquetovih modula i formula (1.6) impliciraju da postoje re-
alni brojevi ey,...,e  takvidac; <e; <b+i—1zai=1,...,ki(i1,...,ir) € Acc(0y,) za koje

vrijede sljedece relacije

L(§([ve " p,virip]), .. 8([v* "+ p,vhp])) < (4.17)
L(&(v ™' p,vPp]),.., 8([vet o, vP T p)) s L(S([vi i+ p, vPseip]), . 8([ViH p, vPrpl)),

Oty < LSV, v1p]), ., (VT p,verp])) % o

ls+1»--~»ir)'

(4.18)

15
Prvouofimo dajeij=bjza j=r—m+1,...,r. Ako je i, < b, zbog relacije (4.17) imamo
jednakost maksimalnih eksponenata [y = b,. Zbog pretpostavke da oy, nije kuspidalna vrijedi
s < r te postoji [g1 koji je strogo veci od [, Sto nije mogule jer je b, takoder maksimalan
eksponent u [ x 0y,] = [7]. Dakle, i, = b, i induktivno promatraju¢i maksimalni eksponent u
[ 0p] \ Uiz j 1 [V* " p, vPip] = [1] \ U= ;11 [v* " *p, v’ip] dobivamo jednakosti i; = b;
za j=r—m+1,...,r—1. Relaciju (4.17) smo time sveli na
L(S(v* "+ p Vi pl), . 8V p,vhpl)) < (4.19)
L(S([v 9, vp))..., 8([veH p, vo 1 p])) x
L(8([vs+1*p,vis=ip]),..., 8([viHp, vPrrp))),
dok relacija (4.18) i Lema4.2.2 implicirajulj =bjza j=r—m~+1,...,r. Kakoje ey <b+k—1,
lako je uoditi da primijenom p* na (4.18) dobivamo
L8([v* "t lp vieipl),... 8([v*"p,virmp])) < (4.20)
L(S([ve+ p,veipl),....8([vHp, veipl)) x
L(S(v* " p,visip]), ..., 8([vE ", v pl)).
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Uocimo da je o — r+17+ 1 minimalni eksponent u kuspidalnom nosacu od [7] i da je zbog s >t
nuzno c; = e; = & —r-+t. Sada je & — r 4 42 minimalni eksponent u [z] \ {v*~ " *1p} pa
induktivno zakljuCujemo c;=e¢;=a —r+t+i—1zai=1,...,s—¢. Analizirajuéi konstituente

oblika §([v*~"*ip,vlip]) ® m; Jacquetovih modula reprezentacije
L(S(v* " p,v* ")), 8([vet p, vPHEp])) x

obzirom na odgovarajucu paraboli¢ku podgrupuzai=t+1,...,s, po Lemi 1.3.13 zakljuCujemo

davrijedie;=b+i—1zai=s—1t+1,... k. Primijenom dobivenih jednakosti na (4.18) imamo

< L(5([VC“_’+1+IP,Vb+s_tp]),...,6([Vck+1p,vb+k_1p])) 0 G(-

G(ls+l7"'7lr) -

Uocimo da zbog nejednakosti /; > b+i—t — 1 koje slijede iz ranije analize relacije (4.19),
Propozicija 4.2.4 implicira /;1| = b+ s —¢ 1 u ranijim nejednakostima vrijedi jednakost. Sada
direktno slijedi t = r —m — k te je propozicija dokazana u ovom slucaju. Pokazat ¢emo da
slucaj i1 = o — r+ s nije moguc. Izjednacavanjem maksimalnih eksponenata u kuspidalnim

nosadima reprezentacija L(§([v* "5+ p vistip]) ... §([v& " ktip vi-m-kiip])) i
L(6([vcs_z+1+1p7 vb+s—zp])’ o 5([‘/ci+1p7 vb+i—lp]>) w 7"

zai=s—t+1,...,knakon induktivne primijene od m™ na (4.20), dobivamo /,_,, ., =b+i—1
zai=s—t+1,...,k. Posebno vrijedi [;;1 <b-+s—t. Prema (4.19)je [y >b+s—t—1paje
zbog [y < lgyy nuino [y =b+s—t—1. Time zbog [, 1 < ... <[;u (4.19) dobivamo i; = b; za
j=s+1,...,r—m. No tadaimamo & — r+s = is+| = bs+1, Sto je u kontradikciji s definicijom

od s. [ ]

Konacno iskazimo teorem koji klasificira ireducibilne temperirane subkvocijente od 7 % Gy,

pod pretpostavkama potpoglavlja.

Teorem 4.2.6. Neka je 0y, = O(3,, . p,) 1 ljestviCasta reprezentacija
w=L(&([v"'p,v"p]),8([v>Fp,v"*Hp]),... 8([vetp, v p))).

Pretpostavimo da vrijedi —% <cp<ep<...<cici+1<b+i—1zai=1,... kteako je
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c] = —%, onda b = —%. Oznacimo konstante

max{i:1<i<rnbj=a—r+i—1}, ako takav i postoji,
R

0, inace,

_ min{i:s+1<i<nb;>b+k—1}, ako takav i postoji,
Umin =
r+1, inace,
im=r—iy,+1.
Inducirana reprezentacija 7 X Oy, sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent ako i samo
akor—-m—k>0ici=b,__pyizai=1,... k.
Ako T X 0y, sadrzi ireducibilni temperirani subkvocijent, onda je taj subkvocijent strogo
pozitivna reprezentacija Oy, b, i br.btk—1b, mi1,....by) KOJ2 j€ jedinstvena ireducibilna po-

dreprezentacija od 7 X Oy),.

Dokaz. Pretpostavimo da 7 x Oy, sadrzi ireducibilni temperirani subkvocijent. Kao $to smo

primijetili ranije, nuZno je strogo pozitivna diskretna serija. OznaCavamo ju T = 0y, .

1) 24
neku sp-dopustivu r-torku (/1,...,/,) i definiramo

max{i:j=a—r+i—1,i=1,...,r}, ako takav i postoji,
=

0, inace.

Zbog jednakosti apsolutnih vrijednosti eksponenata u kuspidalnim nosaCima od T i T X Oy,
oCito je t <s. Ako vrijedi t = s, onda Propozicija4.2.4 impliciras <r—m—kic;=b,_,_j1;za
i=1,...,k. Zbog s > 0imamo r —m—k > 0. Ako vrijedi t < s, onda Propozicija 4.2.5 implicira
t=r—m—kici=b,_ yrjzai=1,...,k. Zbogt >0 imamo ¢t = r—m—k > 0. Primijetimo
da Propozicije 4.2.4 14.2.5 takoder impliciraju T2 O, 5.\ 1bobtk—1by iy

Da bismo dokazali drugi smjer, primijetimo da ako je r —m — k > 0, onda razlikujemo dva
slucaja: s <r—m—kili s > r—m—k. Prvo pretpostavimo s < r —m — k. Prema pretpostavci
propozicije vrijedi ¢; = b,_;;,_yy; za i =1,... k. Definiramo strogo pozitivou diskretnu seriju

s ediejeli=bizai=1,....r—m—k;or—m+1,...;ril_y j;=b+i—1zai=

1,...,k. U dokazu Propozicije 4.2.4 smo pokazali da je (1,...,l,) sp-dopustiva r—torka. Sada
su ispunjene sve pretpostavke Propozicije 4.2.4 pa slijedi da 7 % Oy, sadrZi 7.
Sada pretpostavimo s > r —m — k. Pretpostavke propozicije daju ¢; = b, za i =

1,...,k. Definiramo o, ;) kao u slucaju s <r—m—k i oznatimo ¢t =r—m—k. Jer je
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s =r—m— (k—s+t1), Propozicija 4.2.4 implicira da inducirana reprezentacija
L(§(VP T p vPHrp]) L (VP p v p)) xay,

sadrzi jedinstvenu ireducibilnu strogo pozitivnu podreprezentaciju, u oznaci o7. Prema Te-

oremu 1.4.7 (i1) zakljucujemo

1) SN L(5([va—r+t+lp7vbp])7.“75([va—r+sp7vb+s—t—lp])) X O].

Tranzitivnost parabolicke indukcije implicira da je oy, ;) podreprezentacija od

77777

1= [‘(6([V()t—r-i—z‘-l-1p7vbp])7 o ?6([v(x—r+sp’ vb-i—s—t—lp])) x

L(§([v*= T p,vP T p]), . 8(vor T p vP T p)) s o,

Tvrdimo da IT sadrzi jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju. Zbog Frobeniusovog recipro-
citeta, Jacquetov modul svake ireducibilne podreprezentacije od IT obzirom na odgovarajucu

parabolicku podgrupu sadrzi

L(a([voc—r—i-t—klp7 pr])7 o 6([‘/(Jc—r-i-sp7 vb—i—s—t—lp]))@ (4.21)

L(6([Vb“'+l+1p, vb-l—s—l‘p])7 o 6([Vbr_m+1p, vb-l—k—lp])) R Oy

Neka je 7’ ® m; subkvocijent od M*(L(8([v*~"+p,vbp]),...,8([v¥ " p,v0Ts=1=1p])))
te 7" ® m, subkvocijent od p*(L(§([vPs+1Tlp, vots=ip]) ... §([vPr-=Tlp v0T=1p])) % 6y))
tako da vrijedi o5, < 7 @ M. Ako je m netrivijalna reprezentacija, kuspidalni nosa¢ od 7
sadrzi v*p tako da vrijedi x < ot —r+ s+ 1. To nije moguce pa vrijedi 7y ~ 1. Dakle, oy, je

subkvocijent od

L(6([vbs+l+lp’vex—l+lp:|)7“‘76([vbr—m+1p7vekp])) X 0

lla"wir)

takodaes_41 <...<epbi<e;<b+i—lzai=s—t+1,....ki(i1,...,i;) € Acc(0yp). Uz
ocito ulaganje
k
L(§([vorittp veiip)), . 8([vortp veip])) = [T 8([v*+*p.veip])

i=s—t+1

1 egzaktnost Jacquetovih modula, Lema 4.1.1 implicira da je

L(a([v(x—r—kt—klp’ pr]), o 5([‘/05—r-i-sp7 vb—l—s—t—lp])) «

L(8([vh1 1 p v p]) 8 ((vhtp v p])) 9 6y
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jedini ireducibilni konstituent oblika 7" ® 6, u u* (IT). Sada zakljuCujemo da se reprezentacija
(4.21) nalazi s kratnosti jedan u Jacquetovom modulu reprezentacije IT obzirom na odgovara-

jucu parabolicku podgrupu. Naime, za minimalni eksponent u kuspidalnom nosacu od
L(8([VP+1+1p, v p]), L 8([vPrmHp, vP T p))

vrijedi by +1 > @ —r+ s+ 1, a vidjeli smo da kuspidalni nosa¢ od 7 sadrzi v¥p za x <
o —r+s+1 paje opet nuzno 7y ~ 1. Time smo pokazali da ima jedinstvenu ireducibilnu
podreprezentaciju i da je izomorfna s o(;, ;). Kako je 7 jedinstvena ireducibilna podrepre-

zentacija od

L(g([v(x—r—kt—klp’ pr]), o 5([‘/(Jc—r-i-sp7 vb—l—s—t—lp])) «

L(S([vbﬁ_l—i-lp7 vb-i—s—tp]), e 6([Vbr_m+1p, Vb+k_1p]))

ireprezentacija Il sadrZi jedinstvenu ireducibilnu podreprezentaciju, zakljuCujemo da je oy, . 1)

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 7T X G). |
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4.3. TEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI II

U ovom potpoglavlju ¢emo dovrsiti opis ireducibilnih temperiranih subkvocijenata reprezenta-

cije T X Oyp, gdje je Osp = Oy, . p,) 1
w=L(&([v"'p,v"p]), 8([v2p,v" " p]),... (vt p, vPHTp))) (4.22)

za —% <ca<o<...<cici+1<b+i—1zai=1,... k Prema rezultatima potpoglavlja
4.2, preostaje rijesiti slutaj c; +1 =3 i by > 3.
Proucimo strukturnu formulu (1.6) primijenjenu na induciranu reprezentaciju 7 X Oy, u slu-

¢aju kojeg promatramo.

HHLS([VEp VP, SV o, v p])) e 0y) =
Y LS(vp, v lp]), ., (v 2p, v ), 8(v v ip)) % (423)
Aeeton
L(&(v/ 1 p,vPp)), 8([v2H p, vPH p)), . 8(v/H p vP T pl)) e (4.24)
L(&([v+p,vPip]), 8([v2H p,vP2p]),..., (v p, vPrp])) & (4.25)

L(3([ver+ip, viip)), 8([v2p, v pl), ... 8([v+p, vfip])) x o (4.26)

1oy
Prvo nam je cilj odrediti kandidate za ireducibilne temperirane subkvocijente od 7 X Oy, prema
klasifikacijama opisanim u potpoglavljima 1.5 1 1.4. Primijetimo da oni ne mogu biti u strogo
pozitivnim diskretnim serijama jer se v%p nalazi u [T X O] s kratnosti dva. Prema rezultatima
potpoglavlja 1.5, trazimo konstituente od p* (7 x Oy,) oblika 6([v—*p,V'p|) @7 za0 <x <y
ineki 7’ € Irr(G).

Jer su eksponenti u kuspidalnom nosacu reprezentacije (4.23) negativni, zakljuCujemo da
je v%p u kuspidalnom nosacu od (4.24) ili (4.25). Ako je fi+1 = %, onda —e; = %, pa je
maksimalan negativan eksponent jednak —c, — 1 koji je manji ili jednak — % Dakle, da bi (4.23)
sadrzavala v—2 p,nuzno jei; +1 = % Takoder primijetimo ako je f; = b, onda f] < ... < f;
implicira da je reprezentacija (4.24) trivijalna. S druge strane, ako f; <b—1, onda Lema 1.3.13
implicira fj =b+i—1zai=2,...,k, Sto je time ispunjeno u svakom slucaju. Lema 1.3.13
takoder povlaci ¢; =e¢; zai =2,...,k jer je (4.23) jedini faktor s negativnim eksponentima.

Na taj nacin smo problem reducirali na pitanje postojanja subkvocijenta 6 € D(GL) od
S([vtp, v 2p]) x 8([v/ 1+ p, vPp])x (4.27)
L(8([vip,v"ip]),8([v2H p.vP2p))..... 8([vir p,vPrp))).
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Jer je kuspidalni nosa¢ od & segment i vrijedi % < e < f1, dobivamo sljedece kandidate:
1. §([v=4p,vPip]),akoje fi=biij=bjza j=2,...,r,
2. 8([v=p,vPp]),akoje fi=biiij=bjzaj=2,...,r,

3. §([v=“p,vPip]), ako postoji I € {2,...,r} takav da iy = b, fi = by ii; =bj za j =
2 d—=1041,....r

Analizu nastavljamo proucavajuci ireducibilne temperirane subkvocijente reprezentacije (4.26)
u svakom od opisana tri slu¢aja. U prvom slucaju, ako postoje, su nuzno strogo pozitivni subk-

vocijenti od

L(5([vel+1p, pr]), 5([VCZ+1P, vb“p])), o 5([Vck+1p, vb—l—k—lp])) 1 G(—%,bz,...,b,)'

Zbog pretpostavki e; + 1,by > %, ako je e; + 1 < b, onda Propozicija 4.2.4 implicira

{61,C2,...,Ck} g {bz,...,b,}.

Posebno, 1 > b,. Obzirom da smo pretpostavili e(8([v—¢'p,v?1p])) = b; —e; > 0, nejednakost
by < by povlati e; = b. Tada iz e) < ey =cy < ... < e, = ¢, dobivamo ¢; =b+i—1 za
i=2,...,k. Definicija od 7 implicira da je to moguce samo u slucaju k = 1, koji je opisan u

potpoglavlju 1.6. Za preostala dva slu¢aja nam je potrebna sljedeéa lema.

Lema4.3.1. Neka je o strogo pozitivna diskretna serija O o) ili B T AT

Neka je reprezentacija
LS (v p, vP1p]), 3([vrt p, v p))), L 8Vt p v pl) we (4.28)

takvada%ﬁel <bpe<r<...<cp,ci+1<b+i—1zai=2,...,kib; <b. Pretpostavimo

da reprezentacija (4.28) sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent. Tada vrijedi e; = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest e; + 1 < b;. Ranije smo vidjeli da ako reprezentacija
(4.28) sadrzi ireducibilni temperirani subkvocijent, onda je on nuZno strogo pozitivan. Oz-
nalimo ga 01 = O(y,,.y)- lada vrijedi min(o1) = min(o) jer je min(o) = % iej+12> %
Time iz Leme 4.2.2 i dokaza Propozicije 4.2.3 dobivamo x; = b; zai =r—m+1,...,r i

Xr—m—k4i=b+i—1zai=2,... k. Teorem 1.4.11 implicira da postoji konstituent 7’ ® o>

77777

L(3([v3p.v2p))..... 8([v* K+l p virm i p])).
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Kao na kraju dokaza Propozicije 4.2.3, dobivamo da je &’ subkvocijent reprezentacije

S(vertlp, vip]) x L(8([vip,v?2p))...., 8([ve K+ p yhrmsip]), (4.29)
5([\,Cz+1p7 vbrfmkaer])? e 5([v('k+1p, vbr-mp]))_

Ako r —m —k = 0, onda vrijedi @' ~ 1 pa je e; = by. Ako je r —m —k > 1, primijenom
preslikavanja m* na reprezentacije (4.29) i &’ te izjednatavanjem njihovih minimalnih ekspo-
nenata dok su strogo manji od e; + 1 dobivamo 9; ~ 8([v_%+"p, vbip]) zai=2,...,iy. Ako je
ip=r—m—k+1,ondax;=b;zai=2,...,r—m—k+ 1 paslijedi e; = b;. Inae reprezenta-
cija (4.29) sadrzi minimalni eksponent s kratnosti dva kako minimalni eksponenti u kuspidalnim

nosacima esencijalno kvadratno integrabilnih reprezentacija koje definiraju
L(3([vEp, v p])....,8([ve " K p vhrom i pl)
rastu za jedan. To jasno nije moguce jer je 7’ ljestviCasta reprezentacija. [

Odredimo kandidate za ireducibilne temperirane subkvocijente u drugom slucaju. Teoremi

1.6.3, 1.6.514.2.6 povlaCe da ako je ¢ ireducibilni subkvocijent reprezentacije oblika

LS(v 1 p v p)), L SV p v ) xo Ly

takav da §([v~21p,vPp]) x & sadrZi temperirani subkvocijent, onda imamo

O €O L bt btk bpersr) Oy by bt btk by pirby) )

Naime, tada je [2b1 +1,2b+ 1]NJord, (o) prazan ili jednoClan skup.
Ako vrijedi ¢ = o-(—%,bz,b-l—l,...,b+k—1,b,_m+1,...,b,)’ onda zbog b, < b — 1, diskretna serija
045 opisana u Teoremu 1.6.5 (iv) je kandidat za temperirani subkvocijent od 7 X 0;,. Ako

je 045 subkvocijent od 7 X Oy, iz njezine definicije i Frobeniusovog reciprociteta dobivamo

S([v=2p,vPp)) ® O (L by bl oo doth—1 by s 1) < uw*(m x oyp). To ocito nije moguce jer se
8([v="2p,v"p]) ne nalazi na listi esencijalno kvadratno integrabilnih subkvocijenata reprezen-
tacije (4.27).

Treéi slucaj analiziramo na analogan nain. Zbog b = i; < b;, da bismo analizirali treci
slucaj koji nije ukljucen u drugi, pretpostavljamo b; > b+ 1. Jer je [ > 2, prema Teoremima

1.6.3 1 1.6.5 jedini kandidat za ¢ je reprezentacija o za k> 2 il

— L b1, btk— bt eby)

1 . F . .
O L bynby 1 bibis1robr) 22 k= 1. Dabi za k > 2 inducirana reprezentacija

—b b
S(VTI P VAP MOt it btk by rby)
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sadrzavala ireducibilni temperirani subkvocijent, nuzno je b; = b+ 1. Tada se prema Teoremu
1.6.5 (iil) u p* (7w x oyp) nalazi §([v=P+Yp vP*lp))@ 7' za o’ € Irr(G). Prema popisu tri
moguca esencijalno kvadratno integrabilna konstituenta reprezentacije (4.27) i by < b; vidimo
da navedena temperirana reprezentacija nije subkvocijent od 7 X Oy,. Zak =1 je nuZno [ =2 te
su diskretne serije od §([v~"1p,v"2p]) x O bbs.y) kandidati za subkvocijente od 7 X< O;),.
Prema Teoremu 1.6.5 (iv) vidimo nisu subkvocijenti od 7 X O),.

Oznadimo by, = min{b, by}, by = max{b,b;} i 0] = (L bt 1, bl b . Za

r—m+1 v--»br)

k=1, akoje b < by, 1k €N, inace, Teorem 1.6.3 implicira da inducirana reprezentacija
6([v_bminp7 vbmmp]) X Gl

ima dvije ireducibilne temperirane podreprezentacije. To¢no jedna od njih je podreprezentacija
od 8([v2p, vininp]) x w1 za Ty € Irr(G), ako byin 7 bmax 1 ([V2P, VEp]) x 8([v2p,vPp]) x 1

za m € Irr(G), inace. Oznadimo ju sa 0, te sa 03 drugu temperiranu reprezentaciju.

Teorem 4.3.2. Neka je 05, = 0, . 51

T =L(8([v'*'p,vPp]), 8([vHp, vPHp]), ... 8([vatlp, vo 1 p))),

=

takodavrijedi—%<c1 <o <...<c¢pci+1 gb—i—i—lzai:l,...,k,cl-i-l=%ib1 >
Neka su konstante

max{i: 1 <i<rnbj=o—r+i—1}, ako takav i postoji,
S =

0, inace.

‘ min{i:s+1<i<nrb;>b+k—1}, ako takav i postoji,
Umin —
r+1, inace.
im=r—ipp+1.
Ako by > b, inducirana reprezentacija T X O, sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent
ako 1 samo ako k = 1.
Ako by < b, inducirana reprezentacija T X Oy, sadrZzi ireducibilni temperirani subkvocijent
akoisamoakor=m+kici=bjzai=2,... k.
Ako 7 X Oy, sadrZi ireducibilni temperirani subkvocijent, onda sadrZzi jedinstveni ireduci-
bilni temperirani subkvocijent koji je podreprezentacija, a diskretna serija je ako i samo ako

by # b. U tom slucaju je jednaka o,.
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Dokaz. Slucaj by > b je rijeSen u Teoremu 1.6.6 (ii). Promotrimo drugi slucaj b; < b. Ranija
diskusija implicira da ako 7 X Oy, sadrzi temperirani subkvocijent, onda r = m+kic; = b; za
i=2,...,k

Pretpostavimo sada da vrijedi r =m+kic; =b; zai=2,...,k. Dokazat ¢emo da je o,

podreprezentacija od T X Oy,. Promotrimo prvo slucaj by < b. Zbog ulaganja
oy < 6([v%p,vblp]) X Ty

za m; € Irr(G) koje vrijedi po definiciji od 07, zanimaju nas ireducibilne reprezentacije oblika
5([v%p, vb1p]) ® 1 u Jacquetovom modulu od §([v—1p, v?p]) x 61 obzirom na odgovarajuéu
parabolicku podgrupu u svrhu odredivanja reprezentacije ;.

Za svaki konstituent 7' @ 7”7 od u*(oy) vrijedi da ako je ' # 1, onda u [7'] postoje ekspo-

nenti koji su veci ili jednaki b+ 1. Pretpostavili smo b; < b pa reprezentacija
Loub 14 ub
§([v2p,v''p])®6([vap,v7p]) x o)

sadrZi sve konstituente od p*(8([v="1p,v’p]) x o1) oblika 5([v%p, vbip]) @ my. Prema Te-
oremu 1.6.6 (i) u R(G) vrijedi

8([vip,vhp]) x 01 = L(8([v™"p, v 2p]):01) + 00

02 < 8([v2p,vP'p]) x L(8([vPp,v=2p])i01) = 8([vip,v¥1p]) x 8([vPp,v 2p]) x o1,

Sto je kontradikcija s kvadratnom integrabilnosti od 6, prema Casselmanovom kriteriju. Time
vrijedi 7 = 0p. Dokazimo da je 0, jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 7 X O),.
Oznacimo

1
IT=5([vip,v"'p]) x 7t x O(_Lpy..by)

29

Primijetimo da je 6([v% p,vP1p]) x 7 ireducibilna reprezentacija. Naime, ako vrijedi
L(81,....8) < 8([vip,vp]) x 7,

onda 6; ® L(8,...,0;) < m*(5([v%p,vblp]) x m). Kako vrijedi b; < b, formula (1.6) i Lema
1.3.14 povlace
81 < ([v*p,v¥ip]) x (v p, vip))
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za —5 <x<b,ze{bb+1,... .b+k—1}, -3 <y<z akojez=bte by <y <z inate.
Pretpostavimo da vrijedi x+1 < by i y+1 <z Zbog toga je y = by i z = b jer vrijedi ne-
jednakost by > b. Takoder, x = —%, jer u suprotnom postoji indeks i € {2,...,1} takav da je
8 = 8([vip,v¥p]) i time e(8)) > e(&;). Zakljudujemo & = 5([v2p,vPp)) i L(&,...,8) =
L(5([v%p, vb1p]), 83,...,8), §to je u kontradikciji s e(8)) > e(8). U sluaju x = by koriste-
njem analognih argumenata dobivamo isti zakljucak. Dakle, 0; = 5([\/% p,vPip])iL(8y,...,8)

je izomorfna Langlandsovoj podreprezentaciji od 5([v%p, vbip]) x 7. Stoga dobivamo
T X Osp — T X 6([v%p,vb1p]) MO py.by) = IT.

Teorem 4.2.6 implicira 0, < 5([v% p,v?1p]) x 6y < I pa je po Frobeniusovom reciprocitetu
I = 6([v%p,vb'p]) DADO 1y, b)) konstituent Jacquetovih modula od 7 x Oy, i 02 Ob-
zirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu. Pokazat ¢emo da se javlja s kratnosti jedan u
Jacquetovom modulu od IT obzirom na odgovarajucu parabolicku podgrupu. Naime, ako je
' @ " ireducibilni konstituent od M* () ili u*(o_ L. »,)) takav da 7' 5 1, onda postoji
x takav da je v¥p € [n] i |x| > by. Stoga je kratnost od IT' u Jacquetovom modulu od IT ob-
zirom na odgovarajuéu parabolicku podgrupu jednaka kratnosti od 7 ® (1) 1 (7
s kratnosti jedan.

Sada pretpostavimo b; = b. Prema definiciji od 6, imamo ulaganje
02 8([v2p,v"p]) x 8([v2p,vip]) x m

za m € Irr(G). Da bismo odredili mp, potrebno je opisati ireducibilne konstituente oblika
6([v%p, vbp]) ® 5([\/%p7 vbp]) ® m, Jacquetovog modula od §([v~"p,v’p]) x o] obzirom na
odgovarajucu parabolicku podgrupu. Ponavljajujuéi argumente iz slucaja by < b, dobivamo
da je 6([v% p,vbp]) ® 5([v%p, vbp]) ® o1 jedinstven ireducibilan konstituent trazenog oblika
Jacquetovog modula od & ([v—"1p,v’p]) x 61 obzirom na odgovarajuéu paraboli¢ku podgrupu,

Sto direktno implicira 7, ~ o7. Na analogan nacin kao u prvom sluc¢aju ozna¢imo

1 _
m=38([v2p,v*pl)* x L(&([v** " p, v**p]),... . 8(v*Hp v pl)) o1y, )

1 dokaZemo da je 0 jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od 7 X Oy,. Naime, Teorem

4.2.6 implicira da je o] podreprezentacija od

L(5([Vb2+1p, Vb+lp]>, o 5([ka+1p, Vb+k_1p])) 0 G(—%,bz,,,,,b,)'
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Time 0, — II. Inkluzija @ x 0y, < II i prebrojavanje kratnosti odredenih konstituenata u
Jacqueteovim modulima slijedi na isti nacin kao u slucaju b; < b.

Preostalo je primijetiti da u slucaju by < b reprezentacija 63 nije subkvocijent od 7 X Og).
Naime, obje reprezentacije 6, i 03 su podreprezentacije od §([v~"1p,v?p]) x 6] te po Frobeni-
usovom reciprocitetu u*(o,) i u*(03) sadrze §([v"1p,v’p]) ® 1. No §([v"1p,vPp]) ® o

se nalazi s kratnosti jedan u u* (7 x o), dobiven od
§([v"1p,vEp]) % S(VI 1 p,vVEp]) @ LS (VP p,vPp]), .., ([vP p, vPH o))

iz M*(m) i 6([v%p,vb1p]) RO Ly ) S u*(osp). Stoga o3 nije subkvocijent od 7 x Oyp.
|
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4.4. NETEMPERIRANI SUBKVOCIJENTI

U zadnjem potpoglavlju odredujemo ireducibilne netemperirane subkvocijente od 75 X O),.
Prema Langlandsovoj klasifikaciji su oblika L(Jy,...,8;;7). Ako je reprezentacija tog oblika
subkvocijent od g X Oyp, zbog p*(L(6y,...,68;7)) > L(di,...,8) ® 7, egzaktnost Jacquete-
ovih modula implicira p*(7s x 0yp) > L(y,. .., 0;) ® T. Razmotrimo dva slucaja.

Ako a # % ili by = —%, tada sljedeci konstituenti od u* (s % 0y,) daju kandidate za iredu-

cibilne netemperirane subkvocijente od g X Oy :

L(S([v=*p,v = *Hp]),....8([v p,v p]))@
L(S([ve' ™ p,vPp]), ..., 8([vs ™ p, vP K= 1p])) x oy, (4.30)

zaneki ((c1,...,ck),(b,...,b+K—1)) € Lad(mg)'. Bitno je primijetiti da ako je ¢j, = b+ io —
1, ondac; =b+i—1 zasve i > iy. Zbog toga oznacimo s k € {1,...,K — 1} indeks za kojeg
vrijedi ¢y #b+k—11 ¢y =b+kili k = K ako cx # b+ K — 1. Maodificirajmo notaciju s

pocetka potpoglavlja 4.2. Ozna¢imo

® min{i:s+1<i<rb;>b+k—1}, ako takav i postoji,
min
r+1, inace,
(k)

imy,=r—i A+ 1. Prema Teoremu 4.2.6, inducirana reprezentacija (4.30) sadrzi ireduci-

min
bilni temperirani subkvocijent ako i samo ako r —my —k >01ic¢c;=b,_p 44 zai=1,... k.
Ako vrijede ti uvjeti, onda restrikcije postavljene na ¢; za i = 1,...,k impliciraju: a —1 <

by—my—k41 1 by +1 < b+k—1. UoCimo da ako vrijede sljedeci uvjeti:
r—mg—k>0,a—1<b_p _t111brpy +1<b+k—1, (4.31)

onda moZemo izabrati ¢; za i = 1,... k takve da reprezentacija (4.30) sadrZi ireducibilni tem-

perirani subkvocijent. Ako uvjeti vrijede, strogo pozitivni subkvocijent od (4.30) ozna¢imo

Gk = G(bl *,'"7br—mk—kab,""5b+k_17br—mk+l a"'abr)
i kandidat za ireducibilni netemperirani subkvocijent od 75 X Oy, je jednak

T, = L(5([v‘b_K+1p, v—a—K—i—lp])7 o ,5([v_b_kp, v—a—kp])’

6([v_br—mkp’ v_l'l_k"‘lp])7 - 6([v_br—mk—k+lp’ V_ap]), Gk)'
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Primijetimo da je uvjet b,_,, +1 < b+k— 1 ekvivalentans b+k—1 & {by,...,b,}. Za unifor-
man opis ireducibilnih netemperiranih subkvocijenata od 7y % oy, neka k € {1,...,K} takoder
oznacava maksimalan indeks tako da uvjeti (4.31) vrijede. Ako takav indeks iz skupa {1,...,K}

ne postoji, definiramo k = 0, 6y = O 1
mo=L(8([v" K+ p, v K p]) . 8([v PP, v ip]): 00).

U svrhu potpunosti rezultata, opisat cemo kompozicioni niz od g X 0Oyp,. Ako sadrzi ireducibilni
temperirani subkvocijent, onda je prema Teoremu 4.2.6 jedinstven i oznacit ¢emo ga sa o),
Ako ozna¢imo s I skup svih indekasa i € {1,... k} takvihdab+i—1 € {by,...,b,}, dobivamo

sljedeci teorem.
Teorem 4.4.1. Ako a # % ili by = —%, inducirana reprezentacija g X Oy, je u R(G) jednaka

i Y mt+oW akok=Kia+ti—l=bppiit+lzai=1,. .k
i€{0,...k}\I

(i) ) m inace.

i€{0,...k}\
Dokaz. Pokazat ¢emodauvjetir—m;—i>0ia—1<b,_,,_;+ vrijede zasvakii € {1,... ,k}\
I. Pretpostavimo k — 1 ¢ I. Obzirom da navedeni uvjeti vrijede za k, lako je vidjeti da vrijede i
za k — 1. Naime, prema definiciji dobivamo my_; > my te zbog b+k—1¢& {by,...,b,}, vrijedi
jednakost. Takoder, lako pokazujemo a — 1 < b, k41 < by_py —k42 1z strogog rasta od b;.
Definiramo cijele brojeve [1,l, > 1 takve dak,....k— L +1 &1L k—1,....k—l1—L+1€l
ik—1 — I, ¢ I. Primijetimo da dokazom da uvjeti vrijede za k — [} — I, induktivno dokazujemo
tvrdnju. Iz ranije argumentacije slijedi my = my_1 = ... = my_;,y1. Zbog by, < b+k—
Lh—1,by<...<bib+(k—i)—1€{by,....b,} zai e {ly,...,I; + 1, — 1}, zakljuCujemo
br—my—ty+1 =b+k—11 —l. Sadab,_,, 1, <b+k—11 —lh—2jervrijedik—l) = ¢ 1. 1z

toga slijedi my_;,_;, = my + [». Preostali uvjeti takoder vrijede:
r—mp—j—i, — (k - ll - 12) > 0 r— my — k+ ll > Oia—1 < br—mk—k-l-l < br—mk—k—i-ll—i—l-

Sada smo u poziciji dokazati m; < g X Oy, za svaki i € {1,...,k} \ 1. Zbog jednostavnije

notacije, dokazat ¢emo za i = k. Oznacimo s IT; induciranu reprezentaciju

(lja([v—brmkﬂp,v-a-f“m)) x

LS ([vPrmsat p vPp]). . (VP n o v o)) e o
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Oznatimo Iy = L(§([v 0~ K*1p y—a=K+lp]) . §([v=0~*p,v=a7*p])) x IT). Definicije od

oy 1 . impliciraju 7, < I;. Primijetimo da Lema 1.3.14 induktivno implicira da je
L(8([vip,v"p]),..., 8 ((v**1p, v?*1p])) s oy
subkvocijent reprezentacije IT, pa stoga 7y X 05, < ITj. OCito je

m = L(§([v " K p vaK¥lp)  S(v o, v Rp]))® (4.32)

L(8([v lrmp v=a = tlp)y . §([vlrmtrip v ip]))® (4.33)
L(§([vorrtatlp vop]),.. 8([vorHp v p])) @y,

sadrzan u Jacqueteovim modulima od g X Oy, 1 T obzirom na odgovarajuce parabolicke pod-

grupe. Pokazat ¢emo da se javlja s kratnosti jedan u Jacqueteovom modulu od IT; obzirom na

odgovarajuéu parabolicku podgrupu. Neka je m; ® m, konstituent od p*(I1y) takav da je repre-

zentacija 7y izomorfna s (4.32). Kako se eksponenti —b — K + 1,...,—b —k ne nalaze u [1] za

n' @n" < p*(I1}), zakljuujemo da vrijedi
Mem<(mel)x(1eIL) <M () x w (I1).
Nadalje, neka je 3 @ &' < M*(L(§([vPr-m+t1T1p vPp]), ... §([vbr-=t1p vPH4=1p]))) takav

da je reprezentacija (4.33) subkvocijent od 3 X " za neki ©” € Irr(GL). Kako su eksponenti

u (4.33) negativni, zakljuCujemo da vrijedi
T3 ~ L(a([v_xrﬂnp’ v_brfm_lp])7 ey 5([\/_xr—m—k+lp7 v_br—m—k+1 _lp]>)

zarealne brojeve x; takve daje b; <xjzai=r—m—k+1,....;r—mtex,_,_jr1 < ... < Xp_p.
Uocimo da je minimalni eksponent u kuspidalnom nosacu reprezentacije (4.33) jednak —b,_,.
Time je X, = by te je & = §([vlrmp,v=¢**1p]) x . Analogno, jer je —b, 1
minimalni eksponent u kuspidalnom nosacu od (4.33) i 3 x & bez [v~br-np, v=a=*+1p] 7a.
kljucujemo x,_,,—1 = by_,—1 1 induktivno dobivamo 73 ~ 1. Time nam je preostalo primijetiti

da se prema Lemi 4.1.1 7 nalazi u Jacqueteovom modulu od ITj s kratnosti jedan. [

Potpoglavlje zavrSavamo analizom preostalog slucaja u kojem je a = % ib > % Prvo

odredimo kandidate analogno kao u prvom sluc¢aju. Konstituenti od p1*(7s < oy, ) oblika
L(S([v-5p,v = p]). .. 8([vp.vp]))e
L(&(v ' p,vPp)),..., 8([vkHp, v R p])) s oy, (4.34)

za neki ((c1,...,ck),(b,...,b+K—1)) € Lad(mg)’ daju dva tipa kandidata. Ako inducirana

reprezentacija (4.34) sadrzi ireducibilnu temperiranu podreprezentaciju, onda je jedinstvena

116



Esencijalno Speh i strogo pozitivne reprezentacije Netemperirani subkvocijenti

(i) strogo pozitivna diskretna serija odredena u Teoremu 4.2.6, ako ¢; > 1,

(i1) ireducibilna temperirana reprezentacija odredena u Teoremu 4.3.2, ako ¢; = — %

U slucaju (i1), definiramo sa o) diskretnu seriju jednaku 62(1), ako b < by, 0'2(2), ako b <
b ili 6(3), ako by = b, analogno definicijama u Potpoglavlju 4.3. Ako b; < b, argumenti iz
dokaza Teorema 4.4.1 impliciraju da postoji najviSe jedan element ke € {1,...,K} takav da
je kiemp €111 = My T kiemp. Naime, ako takav element postoji i kjemp — 1 € I, tada smo
pokazali my,,, = my,, 1 par 7 myg,, 1+ kemp—1. Opéenito, kemp — 11 —1p ¢ 11 tada
M 11—l = Miy,,, + 2. Jer je [; > 1, ponovno nemamo Zeljenu jednakost. Ako je b < by,

tada kyenp = 1. Definiramo reprezentaciju
Teemp = L(S([v=" K p v e EHp]) L §([v " Hemrp y= e p]),
§([v e p,y—akemtipl) L §([v=2p, v p]):6?)

i ako by < b, dodatno pretpostavljamo na ke da vrijedi a < b,. Kandidati za netemperirane

subkvocijente od 7g X Oj;, su takoder dobiveni od konstituenata oblika

L(S([v=5p, v K+ p]) L 8([v=1p, V¥ p]))
L(S([v*p,vop)),....8([velp vP p]) o1y (4.35)

za neki ((ci,...,cx),(b,...,b+K—1)) € Lad(ms)' i ¢; > 3. Primijetimo da je ireducibilni
temperirani subkvocijent inducirane reprezentacije (4.35) nuzno strogo pozitivna reprezenta-
cija. Stoga analiza ide na analogan nacin kao u Teoremu 4.4.1, do na zamjenu oznake k sa k' te
definiramo I’ = I\ {b;}, 6] = O L by by g oLy 10 i
77.7]/( — L(6([V_b_K+1p, v—a—K—l—lp])7 e 5([V_b_kp, v—a—kp])’
S([v rrmp, v ) L (v ekt p vhip] ) o).
Slijedeéi dokaz Teorema 4.4.1 vidimo da je svaki 7! za i € {0,...,k'} \ I ireducibilni subkvo-

cijent od 7g X 0y,. U sljede¢em teoremu opisujemo kompozicioni niz u promatranom slucaju.

Teorem 4.4.2. Ako a = % ib > % inducirana reprezentacija g X Oy, za K > 2 je u R(G)
jednaka
0 )Y m+ Y 7+ Temp ako postoji kiemp € {1,...,K} takav da kiemp & I,

i€{0,....k}\I i€{0,....k"}\I
r= My, + kiemp t€ j€ kiemp = 1 zab < byi1a < by zab; <b,

i )y m+ ) 7 inate.
i€{0,...k\I i€{0,... .k )\’

117



ZAKLJUCAK

Reprezentacije klasi¢nih grupa inducirane iz esencijalno Speh reprezentacije na opem linear-
nom dijelu imaju vaznu ulogu u teoriji reprezentacija p-adskih grupa. Rezultatima disertacije
postignut je vazan napredak u smjeru njihovog razumijevanja te postavljen temelj za daljnja
istrazivanja.

Kao §to smo vidjeli na kraju treCeg poglavlja, poznavanjem kompozicionog niza proma-
tranih reprezentacija bez uvjeta na kuspidalni nosa¢ moguce je odrediti primjere ireducibilnih
unitarnih reprezentacija. Rezultati tog tipa pridonose razumjevanju strukture unitarnog duala
promatranih grupa.

Nastavak istraZivanja u smjeru postignutih rezultata svakako ukljucuje promatranje ljestvi-
Caste reprezentacije na dijelu opCe linearne grupe bez uvjeta na kuspidalni nosa¢. Prirodan
nastavak je takoder determinacija unitarnih reprezentacija u kompozicionim nizovima proma-
tranih reprezentacija. Noviji pristup pitanjima unitarizabilnosti koristi Arthurove pakete te bi
bilo korisno vidjeti njegovu primjenu u nasem sluc¢aju. Dodatno, motivirani induktivnim do-
kazom unitarnosti Speh reprezentacija, namece se pitanje postojanja analognog fenomena u

sluc¢aju klasi¢nih grupa. U narednim radovima ¢emo se baviti opisanim pitanjima.
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