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Sazetak

U ovoj disertaciji izlozeno je istrazivanje iz podrucja teorije dizajna. Pri
konstrukciji dizajna koristimo permutacijske grupe za koje pretpostavljamo
da djeluju tranzitivno po tockama i blokovima trazenog dizajna. Istrazujemo
posebno one dizajne koji imaju grupu automorfizama koja djeluje tranzitivno
po incidencijama. Elementarna podjela tranzitivnih grupa je na primitivne i
imprimitivne pa s obzirom na djelovanje po tockama razlikujemo primitivne
i imprimitivne dizajne s obzirom na danu grupu automorfizama. U radu
su konstruirani i popisani svi primitivni dizajni tranzitivni po incidencijama
koji imaju do 30 tocaka.

Nadalje, medu imprimitivnim dizajnima, potrazeni su oni simetri¢ni i
tranzitivni po incidencijama kojima je parametar A manji ili jednak 10.
Kljuéni teorem u toj potrazi dali su Praeger i Zhou u [I8] pri ¢emu su
ogranicili izbor parametara takvih dizajna. U ovom radu istrazivani su dosad
neistrazeni slucéajevi. Za dani imprimitivni dizajn i sustav imprimitivnosti
grupe automorfizama definiramo kvocijentni dizajn te poddizajn s obzirom
na blok imprimitivnosti danog sustava. Neegzistencija jednog od njih povlaci
i neegzistenciju trazenog imprimitivnog dizajna. Takoder, razvijena je teorija
pomocu koje se analiziraju i eliminiraju neki od preostalih slucajeva. Pritom
je koristena teorija permutacijskih grupa, prosirenja grupa te njihovih lin-

earnih reprezentacija nad kona¢nim poljima.



SAZETAK vii

Pri konstrukciji dizajna i analizi pojedinih sluc¢ajeva koristena je podrska
programskog paketa MAGMA [3] te su dani i algoritmi uz pomo¢ kojih je ta

konstrukcija odnosno analiza provedena.



Abstract

In this thesis, research in the field of design theory is presented. For the con-
struction of designs we use permutation groups that we assume are transi-
tive on points and blocks of the required design. Specifically, we investigated
those designs that have a group of automorphisms that is flag-transitive.
Among transitive groups we distinguish primitive and imprimitive ones, and
depending on the action on points we distinguish primitive and imprimitive
designs with respect to the given group of automorphisms. All flag-transitive
primitive designs with up to 30 points have been constructed and listed.
Furthermore, among imprimitive designs, we looked for the symmetric
flag-transitive ones when parameter A is less than or equal to 10. The key
theorem in this quest was given by Praeger and Zhou in [I8], limiting the
choice of parameters of such designs. In this thesis, we provide insight into
the previously unexplored cases. For the given imprimitive design and system
of imprimitivity of the group of automorphisms, we define the quotient design
and subdesign with respect to the block of imprimitivity of the given system.
The non-existence of one of them entails the non-existence of the required
imprimitive design. Furthermore, we developed a theory to analyze and
eliminate some of the remaining cases. Theory of permutation groups, group
extensions and their linear representations on finite fields was used.

For constructing and analyzing certain cases, the support of the MAGMA



ABSTRACT ix

software package [3] was used, and the algorithms with which the construction

or analysis was carried out are given.
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Poglavlje 1

Uvod

1.1 Grupe

U uvodu ¢emo dati neke pojmove i rezultate iz teorije grupa koji se koriste
u radu u svrhu lakseg razumijevanja teksta kao i upoznavanja s uvedenim
oznakama. Veéina pojmova iz teorije grupa moze se pronaci u [1,21]. Takoder
je vazno napomenuti da za sve grupe u radu pretpostavljamo da su konacne,

jer samo takve i koristimo pri konstrukciji dizajna.

Teorem 1.1 (Prvi teorem o izomorfizmu) Neka je f : G — H homo-

morfizam grupa. Tada je Kerf < G, Im f < H 1 preslikavange
J':G/Kerf —Im, dano s f'(gKerf) = f(g).
je izomorfizam grupa, to jest
G/ Kerf=Imf.

Teorem 1.2 (Drugi teorem o izomorfizmu) Neka je G grupa, A < G

neka podgrupa od G i N < G neka normalna podgrupa od G. Tada je

A/(ANN)= AN /N.
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Teorem 1.3 (Treéi teorem o izomorfizmu) Neka je G grupa i neka su

M, N < G dvije normalne podgrupe od G takve da je N < M. Tada je
(G/N)/(M/N)=G,/M.

Za grupu G, sa C(G) = (zyx~'y™'| z,y € G) oznatavamo komuta-
torsku podgrupu grupe G. Induktivno definiramo podgrupu C*(G), za
svaki k € N, s

CYG) = C(G) i CF(G) = C(C*1(G)), za k > 2.

Definicija 1.4 KaZemo da je grupa G rjesiva ako postoji prirodan broj n

takav da je C"(G) = 1¢.

Teorem 1.5 Neka je G grupa, H podgrupa od G © N normalna podgrupa od
G. Tada vrijedi:

a) Ako je grupa G rjesiva, onda je i grupa H rjeSiva.

b) Ako je grupa G rjesiva, onda je i grupa G/ N rjediva.

c) Ako su grupe G/ N i N rjesive, onda je i grupa G rjesiva.

Definicija 1.6 Neka je G grupa, A neki podskup od G i v € G bilo koji

element iz G. Definiramo centralizator elementa x kao
Co(z) :={9€G|gx=uag},
i opcenitije centralizator skupa A kao
Ca(A):={g € G| gr =g, za svaki x € A}.

Definicija 1.7 Neka je p prost broj. Podgrupu H grupe G nazivamo p-
podgrupom od G ako je H reda p™ za neki prirodan broj n.
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Definicija 1.8 Podgrupu H konatne grupe G nazivamo Sylowljevom p-
podgrupom od G ako je H p-podgrupa od G i indeks |G : H| nije djeljiv s

p.

Teorem 1.9 (Prvi Sylowljev teorem) Neka je G konacna grupa reda n i

p prost broj koji dijeli n. Tada postoji Sylowljeva p-podgrupa grupe G.

Teorem 1.10 (Drugi Sylowljev teorem) Neka je G konaéna grupa reda
n 1 p prost broj koji dijeli n. Tada vrijedi:

a) Svaka p-podgrupa grupe G sadrzana je u nekoj Sylowljevoj p-podgrupi
grupe G.

b) Sve Sylowljeve p-podgrupe od G medusobno su konjugirane.

Teorem 1.11 (Treéi Sylowljev teorem) Neka je G konatna grupa reda

n, p prost broj kojgi dijeli n i syl, broj Sylowljevih p-podgrupa od G. Tada je
syl, =1 (modp) i syl, | n.

Definicija 1.12 Podgrupu H konactne grupe G nazivamo Hallovom ako su
|H| i |G : H| relativno prosti brojevi. KaZemo da je H p’-Hallova podgrupa
od G ako je Hallova i [G : H] = p™ za nekin € N.

Propozicija 1.13 ([11]) Neka je G rjesiva grupa redan i d | n takav da su
d i % relativno prosti. Tada postoji Hallova podgrupa od G reda d.

Definicija 1.14 Neka su H, K grupe. Za grupu G kaZemo da je prodirenje
grupe H grupom K i pisemo G = H.K ako postoji N < G takva da je
N=HiG/N=K.

Za dane grupe H, K uvijek postoji prosirenje H.K (barem H x K),

medutim takvo proSirenje ne mora biti jedinstveno.
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1.2 Djelovanja grupa

Definicija 1.15 Neka je G grupa i ) skup. Djelovanje grupe G na skup
Q je preslikavanje m: G x Q — Q koje zadovoljava sljedeta svojstva:
1) n(g,7(h,w)) = w(gh,w) za sve g,h € G i sve w € Q;

2) m(lg,w) = w za sve w € ).

Primjer 1.16 Neka je G grupa. Preslikavanje m : G x G — G dano s
7(g,z) = gx, za sve g,x € G, je djelovanje grupe G na samu sebe. Nazivamo

ga lyyevim mnoZenjem u grup:.

Primjer 1.17 Neka je G grupa. Preslikavanje 7 : G x G — G dano s
n(g,z) = grg™t, za sve g,x € G, je djelovanje grupe G na samu sebe.

Nazivamo ga konjugacijom.

Cesto ¢emo, na mjestima gdje je jasno ili nebitno o kojem je djelovanju
rije¢, radi jednostavnosti zapisa, sliku djelovanja 7(g,w) zapisivati s gw.
Takoder, za svaki A C Q uvodimo oznaku gA := {7(g,0) | 0 € A}.

U narednim definicijama fiksne tocke, stabilizatora i orbite jasno je da
one ovise o samom djelovanju pa bi umjesto primjerice “fiksna tocka skupa
S” bilo ispravno rec¢i “fiksna tocka skupa S s obzirom na djelovanje 7”.

Medutim, zbog jednostavnosti zapisa i konteksta samih definicija, koristit

¢emo prvi zapis.

Definicija 1.18 Neka je m : G x Q — Q djelovanje grupe G na skup €2,
S C G neki podskup od G i w € §). Kazemo da je w fiksna tocka skupa S
ako je (g,w) = w za svaki g € S. Posebice, ako je S = {g}, onda kaZemo

da je w fiksna tocka elementa g.
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Skup svih fiksnih tocaka elementa g € G s obzirom na dano djelovanje 7

oznacavamo s [, tj.
F,={weQ|n(g,w) =w}
Definicija 1.19 Neka je 7 : G X Q — Q) djelovanje grupe G na skup €. Skup
K.={9eG|F,=Q}

nazivamo jezgrom djelovanga w. Djelovanje m nazivamo vjernim ako je

K, ={1g}.
Primijetimo da je lijevo mnozenje u grupi vjerno djelovanje.

Definicija 1.20 Neka je m : G x 0 — Q djelovanje grupe G na skup € i
neka je w € Q i A C Q. Skup

G, ={9€G|n(g,w) =w}

nazivamo stabilizatorom toéke w.
Skup
Ga={g€G|n(g,A)=A}

nazivamo stabilizatorom skupa A.
Skup
Gy =1{9€G|n(g,0) =0, 2a svaki § € A}

nazivamo stabilizatorom skupa A po tockama.

Za svaki w € () vrijedi 15 € G,. Takoder, lako se vidi da su G, Ga i

G (a) podgrupe grupe G.

Definicija 1.21 Neka je m : G x Q — Q djelovanje grupe G na skup €2,
H<GiACQ. Za skup A kaZemo da je H-skup ako je H < Ga.
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Definicija 1.22 Neka je m : G x Q0 — Q djelovanje grupe G na skup §2 i
neka je w € €. Skup
Gw = {r(g,w) | g € G}

nazivamo G-orbitom ili stazom tocke w. Broj |Gw| nazivamo duljinom
G-orbite tocke w.

Relacija na skupu (2 definirana s

wy ~wy < (g € G) gw = wo
je relacija ekvivalencije ¢ije su klase
w={w"€Q|w~uw}={gwl|g€G}=_GCuw,
pa je skup svih G-orbita na {2 particija skupa €2 koju oznacavamo s
Q]G={Gw|we Q}.

Propozicija 1.23 Neka grupa G djeluje na skup ). Tada je

|Gw| =[G : G, = %, za svaki w € Q.

Dokaz. Pokazimo da je pravilom f(gw) = ¢gG, dobro definirana funkcija
f:Gw — G/G,. Neka je gw = gw. Tada je g7 '¢'w = w pa je g7'¢' € G, tj.
g € gG,. Sada je gG, = ¢'G,,. Kako se lako vidi da je ta funkcija bijekcija,
to su skupovi Gw i G/G,, ekvipotentni. m

Propozicija 1.24 Neka grupa G djeluje na skup ) i neka je H < G. Tada

je svaka G-orbita na 2 unija nekih H-orbita na 2.

k

Dokaz. Neka je [G: H] = k. Tada je G = |J Hg; za neke g; € G, pa za
i=1

proizvoljni w € 2 vrijedi

k k
Gw:UHgiw: UH(giw)

i=1 i=1

Cime je tvrdnja dokazana. m
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Propozicija 1.25 Neka grupa G djeluje na skup Q2 i neka je o broj razlicitih
G-orbita na ). Tada je

1
O:@Z‘Fg"

geqG

Dokaz. Prebrojimo skup {(g,w) | g € G,w € Q, gw = w}. S jedne strane,

{(g.w) g€ GweQgu=wl = |F,l.

geG

S druge strane,

{gw) | g€ G uweQgu=w} =) |G,

weN

Izjednacavanjem desnih strana ovih jednakosti dobivamo trazenu relaciju.

Definicija 1.26 KaZemo da je djelovanje grupe G tranzitivno na skupu €2

ako za svaka dva elementa wy,ws € ) postoji g € G takav da je gw; = wo.

Alternativno mozemo reéi da je djelovanje grupe G tranzitivno na skupu

Q) ako je skup €2 G-orbita bilo koje svoje tocke.

Definicija 1.27 KaZemo da je djelovanje grupe G semiregularno na skupu

Q ako je Gy, = {1¢}, za svaki w € Q.

Definicija 1.28 KaZemo da je djelovanje grupe G regularno na skupu §2

ako je tranzitivno i semireqularno na €.
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Definicija 1.29 Za grupu koja djeluje tranzitivno (semiregularno, reqularno)

na skupu ) kazemo da je tranzitivna (semiregularna, regularna) na .

Propozicija 1.30 Neka je G grupa koja djeluje tranzitivno na Q, H < G, i

G, stabilizator tocke w € Q). Tada vrijedi
G=G,H =HG, < H je tranzitivna na €.
Posebno, jedina tranzitivna podgrupa od G koja sadrzi G, je sama grupa G.

Dokaz. Buduci da za H, K < G vrijedi HK < G & HK = KH onda iz
G = HG,, slijedi G,H = HG,,.

Neka je G = HG,,. Kako je G tranzitivna na () vrijedi Gw = (2. Kako je
G=HG,, toje HG,w = Hw = () pa je H tranzitivna na ).

Obratno, neka je H tranzitivna na 2 i g € G. Zbog tranzitivnosti od H
postoji h € H takav da je hw = gw. Onda je h™'g € G, paje g € HG,. m

Definicija 1.31 Neka je m : G x Q — §Q tranzitivno djelovanje grupe G
na skup Q. Particiju {A; € Q : i € {1,...,d}} skupa Q takvu da za svaki
i € {1,...d} i za svaki g € G postoji j € {1,..,d} takav da je gA; = A,

nazivamo blokovnim sustavom djelovanja 7.

Svako tranzitivno djelovanje ima bar dva trivijalna blokovna sustava: par-
ticiju na jednoclane skupove i cijeli skup (2.
Netrivijalni blokovni sustav nazivamo sustavom imprimitivnosti. Nje-

gove elemente nazivamo blokovima imprimitivnosti.

Propozicija 1.32 Neka je 7 : G x Q0 — Q tranzitivno djelovanje grupe G
na skup Qi neka je N < G normalna podgrupa grupe G. Tada skup svih

N-orbita na 2 tvori blokovni sustav.
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Dokaz. Neka su g € G i w € € proizvoljni. Vrijedi gNw = Ngw, tj. g
preslikava, N-orbitu tocke w u N-orbitu tocke gw. Dakle, svaki g € G' ¢uva
skup N-orbita. m

Definicija 1.33 Vjerno tranzitivno djelovanje nazivamo primitivnim ako
dopusta samo trivijalne blokovne sustave. Inace ga nazivamo tmprimai-

tivnim.

Propozicija 1.34 Svaka netrivijalna normalna podgrupa primitivne grupe

je tranzitivna.
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije [1.32, m

Definicija 1.35 Neka je Q konacan skup. Grupu svih bijekcija (permutacija)
f:Q — Q, obzirom na kompoziciju kao binarnu operaciju, nazivamo stmetricnom
grupom na ) i oznacavamo sa Sym(Q2). Podgrupu G < Sym()) nazivamo

permutacijskom grupom na €.

Propozicija 1.36 Neka permutacijska grupa G djeluje tranzitivno na skup
Q koji ima barem dva elementa. Tada je G primitivna ako i samo ako je za

svaki w € Q) stabilizator G, maksimalna podgrupa od G.

Dokaz. Neka je H podgrupa od G koja sadrzi G,. Prvo pokazimo da orbite
podgrupe H tvore blokovni sustav. Dovoljno je pokazati da za svaki g € G
iz gHw N Hw # 0 slijedi gHw = Hw. Pretpostavimo da je gHw N Hw # 0,
tj. da postoje hy,hy € H takvi da je ghiw = how. No tada je hy'gh, € G,
tj. g € hoG h{* paje g € H,aonda jei gHw = Huw.

Dakle, orbite od H tvore blokovni sustav koji je, po Propoziciji [1.30}

trivijalan ako i samo ako je H = G ili G, pa slijedi tvrdnja. =
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Primjer 1.37 Neka grupa G djeluje tranzitivno na skup ). Kazemo da je G
ranga r ako G, za neki w € ) ima r orbita. DokaZimo da su grupe ranga
2 primitivne. Pretpostavimo da je A blok imprimitivnosti i w € A. Buduci
da je A G,-skup, on je unija orbita od G, a one su u nasem slucaju {w} i
Q\{w} pa je moguée konstruirati samo trivijalne blokovne sustave, tj. grupa
ranga 2 je primitivna.

Permutacijska grupa Sym(§2) je grupa ranga 2 pa je primitivna. Na skup
QO? = {(wi,ws) | wi,wy € Q, w1 # wa} grupa Sym(Q) djeluje imprimitivno
jer je skup svih

Ay ={(w,w) |wi €Q, w #w} za svakiw € 2
netrivijalni blokovni sustav.

Definicija 1.38 Neka je G grupa i Sym(S2) simetricna grupa na Q. Svaki
homomorfizamp : G — Sym(Q) nazivamo permutacijskom reprezentaci-
jom grupe G na skupu Q). Reprezentacija je vjerna ako je p monomorfizam,

tj. ako je Kerp = {1g}.

Primijetimo da svako djelovanje 7 : G x 0 — () inducira jednu per-
mutacijsku reprezentaciju p : G — Sym(f2) grupe G na skup 2, pravilom
plg) =f:Q—=Q, flw) =7n(g,w), zasve g € Giw € Q. I obratno, svaka
reprezentacija p : G — Sym(€)) inducira jedno djelovanje 7 : G x Q — ,

pravilom 7(g,w) = p(g)(w), za sve g € G iw € Q.

Primjer 1.39 Neka je G grupa. Preslikavanje p : G — Sym(G) dano prav-
ilomp(g) = f: G — G, f(x) = gz, inducirano djelovanjem iz Primjera[1.16],
je vjerna reprezentacija grupe G na samu sebe, pa je G = {p(g) | g € G} <

Sym(G) tj. svaka grupa je izomorfna nekoj permutacijskoj grupi.

10
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1.3 Linearne reprezentacije
Sljedete definicije i rezultate mozemo pronaci u [II, 20, 21].

Definicija 1.40 Neka je G grupa i V' konacnodimenzionalni vektorski pros-
tor nad poljem F. Linearna reprezentacija grupe G nad poljem F' je ho-
momorfizam iz G u GL(V). Tada V' zovemo G-modulom, a dimenziju od

V' nad F' nazivamo stupnjem linearne reprezentacije.

Dakle, linearna reprezentacija grupe G nad F' je svako preslikavanje p
koje zadovoljava sljedeca svojstva:

i) za svaki x € G, p(z) je linearni regularni operator na V;

ii) p(zy) = p(x)p(y) za sve z,y € G.

Iz definicije je ocito da je linearna reprezentacija ujedno i permutacijska

reprezentacija jer je GL(V) < Sym(V).

Definicija 1.41 Neka je p : G — GL(V) linearna reprezentacija. Za pot-
prostor W < V' kaZemo da je G-podmodul ako je p(g)W = W za svaki
g €.

Definicija 1.42 Neka je p : G — GL(V) linearna reprezentacija. Ako V
ne sadrzi netrivijalne G-podmodule, kazZemo da je p treducibilna linearna
reprezentacija, a V ireductbilan G-modul. U suprotnom, kazemo da je p

reducibilna linearna reprezentacija, a V reducibilan G-modul.

Propozicija 1.43 Neka je p : G — GL(V) linearna reprezentacija it W <V
G-podmodul. Tada je pw : G — GL(V /W) linearna reprezentacija defini-
rana s pw(g)(v+W) = p(g)v+W. G-modul V /W nazivamo kvocijentnim
G-modulom od V po W.

11



Poglavlje 1. Uvod

Definicija 1.44 Kompozicijski niz G-modula V je niz Vo, Vi, ..., V,, G-
podmodula od V' za koje vrijedi

{0}=W<W<.<V,=V
i za svaki i = 1,...,m kvocijentni G-moduli V; /V;_1 su ireducibilna.

Svaki G-modul V' ima kompozicijski niz. Ako odaberemo bazu od V;
{v1, .., Vaimv; }, bazu od V, odaberemo tako da prosirimo bazu od V; do
{v1, .., Vaim1, } te kona¢no odaberemo bazu od V kao prosirenje baze od
V-1, onda je matri¢ni zapis od p(g) gornje trokutasta blok-matrica pri ¢emu
su blokovi na dijagonali matri¢ni zapisi R; (¢) linearnih operatora p;(g) na
kvocijentima V; /V;_;. Prikaz p(g) mozemo vidjeti u sljedecoj matrici pri

¢emu su A; ; matrice tipa (dim V;, dim V}).

Ry (g) A1,2 c A1,m
0 Rag) - Ao
0 0 .. Rm(g)

Linearne reprezentacije ¢emo upotrebljavati na sljedeci nacin.
Neka je N < G normalna podgrupa grupe G i neka je ¢ : N — F?

izomorfizam grupa. Tada je s

p(9)(v) = (g9 (v)g™"),

za svaki v € F' 1 za svaki g € G, definirana linearna reprezentacija p : G —

GL(F}) grupe G nad poljem F,.

12
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Za jezgru od p vrijedi:
Kerp={g€G|plg)(v) =vzasvakive F,}

={9€G|o(gp ' (v)g~") =v zasvakiv € F]'}

={g€G|gop " (v)g " =¢ '(v) zasvakiv € E'}

={g€G|ghg™' =hzasvaki h € N}

= Ca(N).
Napomena 1.45 Neka su ¢, ..., ps sve, do na izomorfizam, razlicite ire-
ducibilne reprezentacije grupe G stupnja manjeg od n i neka su J; = Ker(p;),
za svaki i € {1,...,s}. Pretpostavimo da postoji element v € G takav da je
x € J; za svaki i = 1,...,s i neka p ne dijeli red od x. Matriéni zapis o;(x)
je jediniéna matrica za svaki i = 1,....s pa je matriéni zapis p(x) gornje
trokutasta matrica s jedinicama na dijagonali. U teoriji grupa se pokazuje da
je Sylowljeva p-podgrupa grupe GL(n,p) = GL(F}') grupa svih gornje troku-
tastih matrica s jedinicama na dijagonali (vidi [20]) pa je p(x) u Sylowljevos
p-podgrupi tj. p(x) je identiteta odnosno x € Cq(N). Ovo je razmatranje na

koje cemo se u kasnijim dokazima pozivati.

1.4 Afine grupe

Definicije i rezultati iz afinih grupa mogu se pronaéi u [10].
Definicija 1.46 Generalna afina grupa AGL(n,q) je skup svih (z, A) pri
cemu je v € F', A€ GL(n,q), a mnoZenje je dano s
(z,A)(y, B) = (v + Ay, AB) za sve v,y € F}' i sve A, B € GL(n,q).
Skup 7' = {(x,I) | € F}} je normalna podgrupa grupe AGL(n,q)
i nazivamo ga podgrupom translacija. Pokaze se da vrijedi AGL(n,q) =

F? x GL(n,q), pri ¢emu je x oznaka za poludirektni produkt grupa.

13
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Prirodno djelovanje afine grupe na F;' dano je sa:
(z,A)y =z + Ay za svaki (z, A) € AGL(n,q) isvakiy € F.

Definicija 1.47 Za svaku grupu H takvu da je T'< H < AGL(n,q) kaZemo

da je grupa afinog tipa.

Propozicija 1.48 Za svaku grupu afinog tipa H postoji Hy < GL(n, q) takva
da je H = F}' x Ho. Pritome je Hy ={A € GL(n,q) | 3z € F} (v, A) € H}.

Propozicija 1.49 Neka je H = F] x Hq grupa afinog tipa. Grupa H je

primitivna grupa ako i samo ako je Hy ireducibilna podgrupa od GL(n,q).

Propozicija 1.50 Neka je H primitivna grupa afinog tipa. Tada je T jedin-

stvena minimalna normalna podgrupa od H.

1.5 Incidencijske strukture

Definicija 1.51 Neka su P i B neprazni disjunktni skupovi i [ C P x B.
Uredenu trojku I' = (P, B, I) nazivamo incidencijskom strukturom. Ele-
mente od P nazivamo tockama, eclemente od B blokovima, a elemente od

I incidencijama (eng. flag).

Definicija 1.52 Za incidencijske strukture 'y = (Py, By, 1) i Ty = (P, Bo, )
kazemo da su tzomorfne ako postoji bijekcija ¢ : PLUB; — Py UBy za koju
vrijedi (Py) = Py, @(By) = By i ako za svaku totku p € Py i svaki blok
B € By vrijedi:

(p, B) € I = (¢(p), p(B)) € L.

Funkciju ¢ nazivamo tzomorfizmom incidencijskih struktura. Skup suvih

izomorfizama incidencijske strukture I' u samu sebe nazivamo punom grupom
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automorfizama incidencijske strukture I' i oznacavamo s Autl'. Grupa
automorfizama incidencijske strukture je svaka podgrupa pune grupe auto-

morfizama.

Za incidencijsku strukturu I' = (P,B,I), tocku p € P i blok B € B
uvodimo oznake:

I'(p) ={B€B:(pB)el}

I'(B)={peP:(p,B) €}

Definicija 1.53 Za incidencijsku strukturu I' = (P, B, I), tocku p € P (blok
B € B) broj |[I'(p)| (IT'(B)]) nazivamo stupnjem tocke p (bloka B ).

Definicija 1.54 Za tocku (blok) p € P (B € B) incidencijske strukture
I' = (P,B,1I) kazemo da je izolirana totka (blok) ako je stupanj tocke
(bloka) jednak nuli.

Definicija 1.55 KaZemo da grupa G djeluje na incidencijsku struk-

turu I’ = (P, B, 1) ako G djeluje na P i B te za svaki g € G vrijedi
gl =1,

pri temu je djelovanje na I definirano na prirodan nacin s g(p, B) = (gp, gB)

za svaki (p, B) € I.

Definicija 1.56 Neka G djeluje na incidencijsku strukturu I' koja mema
izoliranth totaka mi blokova. KaZemo da je incidencijska struktura TI' G-
tranzitivna po tockama (blokovima, incidencijama) ako G djeluje

tranzitivno na skup tocaka (blokova, incidencija).

Alternativno kazemo da je I' to€kovno tranzitivna (blokovno tranz-

itivna, flag-tranzitivna) incidencijska struktura s obzirom na grupu G.
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Definicija 1.57 Kazemo da je incidencijska struktura I' tranzitivna po
tockama (blokovima, incidencijama) ako postoji grupa automorfizama G
incidencijske strukture I' takva da je I' G-tranzitivna po tockama (blokovima,

incidencijama,).

Ako neka grupa djeluje tranzitivno na neki skup, onda i svaka njena
nadgrupa djeluje tranzitivno na isti skup pa bi bilo ekvivalentno re¢i da
je T' tranzitivna po tockama (blokovima, incidencijama) ako AutI' djeluje

tranzitivno na skup tocaka (blokova, incidencija).

Definicija 1.58 Neka G djeluje na incidencijsku strukturu I' koja mema
izoliranth totaka mi blokova. KaZemo da je incidencijska struktura I' G-
primitivna (G-imprimitivna) po totkama ako G djeluje primitivno (im-

primitivno) na skup tocaka.

Definicija 1.59 KaZemo da je incidencijska struktura T' primitivna (im-
primitivna) po totkama ako postoji podgrupa G < Autl' takva da je T

G-primitivna (G-imprimitiona) po tockama.

Primijetimo da incidencijska struktura moze istovremeno biti i primitivna

i imprimitivna.

Primjer 1.60 Promotrimo jednostavnu incidencijsku strukturu I' = (P, B)
s P =1{1,2,3,4} B={P}. Dana incidencijska struktura prikazana je na
Slici 1.1 bipartitnim grafom.

Na ovu incidencijsku strukturu simetricna grupa Si djeluje primitivno
po tockama, dakle dana incidencijska struktura je Sy-primitivna, a samim
time i primitivna. S druge strane, na ovu incidencijsku strukturu djeluje i
grupa C2 = ((1,2)(3,4),(1,3)(2,4)) generirana dvjema permutacijama i to

imprimitivno.  Primijetimo da djelovanje te grupe cuva svaku od particija
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Q)
Slika 1.1: Incidencijska struktura

{11,253, 4} ({131 {2, 40}, {{1,4},{2,3}} (na slici je prikazana proa
particija). Dakle, te su particije sustavi imprimitivnosti te je dana inciden-

cijska struktura C2-imprimitivna, a samim time 1 imprimitivna.
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Incidencijske strukture

tranzitivne po incidencijama

Propozicija 2.1 Neka grupa G djeluje na incidencijsku strukturu I’ = (P, B, I)
bez izoliranih tocaka i blokova i neka jep € P, B € B. Tada su sljedece tvrdnje
ekvivalentne:

i) Grupa G je tranzitivna po incidencijama na T

i1) Grupa G je tranzitivna po totkama i G, je tranzitivna na I'(p).

i11) Grupa G je tranzitivna po blokovima i G je tranzitivna na I'( B).
Dokaz.

i) = ii)

Neka su p1, po € P. Kako su svi stupnjevi tocaka pozitivni brojevi, postoje
By, By € B takvi da je (p1, B1), (p2, B2) € I. Sada, zbog tranzitivnosti po
incidencijama, postoji g € G takav da je g(p1, B1) = (p2, B2), to jest gp1 = pa,
pa je G tranzitivna po tockama. Nadalje, neka su By, By € I'(p). Tada je
(p, B1), (p, B2) € I. Zbog tranzitivnosti po incidencijama, postoji ¢ € G
takav da je g(p, B1) = (p, B2), to jest gp = p i gBy = B, pa je g € G, te je
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dokazana tranzitivnost na I'(p).

it) = iii)

Neka su By, B € B. Kako su svi stupnjevi blokova pozitivni brojevi,
postoje p1,pe € P takvi da je (p1, B1), (p2, B2) € I. Zbog tranzitivnosti
po tockama, postoje hi,he € G takvi da je hip; = p i heps = p. Sada je
hi(p1, B1) = (p, h1B1) te ha(p2, Bs) = (p, haBs). Kako su hy By, ho By € T'(p),
zbog tranzitivnosti G, na I'(p), postoji g € G, takav da je ghyB; = heBs.
Konacno, hy'gh1B; = B,, ¢ime je dokazana tranzitivnost po blokovima.
Nadalje, neka su py,p, € I'(B). Tada je (p1, B), (p2, B) € I. Zbog tranzi-
tivnosti po tockama, postoje hi, he € G takvi da je hip; = p i hopy = p. Sada
je hi(p1, B) = (p, h1B) te ha(ps, B) = (p, hoB). Kako su h; B, ho B € T'(p),
zbog tranzitivnosti G, na I'(p), postoji g € G, takav da je ghy B = heB, to
jest hy'gh1B = B, pa je hy 'gh; € G. Kona¢no hy 'ghipi = hy'gp = hy'p

= D2.

Q1) = 1)

Neka su (p1, By), (p2, Ba) € I. Zbog tranzitivnosti po blokovima, postoje
hi,hy € G takvi da je hy By = B i hoBy = B. Sada je hy(p1, B1) = (hip1, B)
te ha(pa, Ba) = (hape, B). Kako su hypy, hops € I'(B), zbog tranzitivnosti G
na I'(B), postoji g € Gp takav da je ghip; = hapa, to jest h;lghlpl = ps.
Takoder, hy'gh1B; = hy'gB = hy'B = B,. Konacno, hy'ghi(pi, B1) =
(p2, B2) pa je dana incidencijska struktura tranzitivna po incidencijama na

' m
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2.1 Incidencijska podstruktura i kvocijentna
incidencijska struktura

U ovom dijelu ¢emo definirati incidencijske podstrukture i kvocijentne inci-
dencijske strukture. Takve konstrukcije za posebne incidencijske strukture
(dizajne) opisane su u [8, 22], a ovdje poopéavamo tu konstrukeiju na sve inci-

dencijske strukture tranzitivne po incidencijama i imprimitivne po tockama.

Definicija 2.2 Neka je G grupa, I' = (P, B, 1) incidencijska struktura G-
tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po totkama, ¥ sustav im-
primitivnosti za G na skupu tocaka @ A € 3. Incidencijsku strukturu IU'a =
(A, Ba,In), pri cemu je Bn = {B € B: ANT(B) # 0}, a In = IN(A X Ba)
nazivamo incitdencigskom podstrukturom od I' s obzirom na blok im-

primitivnosti A.

Primjer 2.3 Na Slici 2.1 je prikazana incidencijska struktura tranzitivna
po incidencijama bipartitnim grafom, pri cemu se gore nalaze tocke, dolje
blokout, a skup incidencija je prikazan bridovima izmedu tocaka i blokova koji
su medusobno incidentni. Takoder, grupa automorfizama ove incidencijske
strukture cuva particiju tocaka na tri bloka imprimitivnosti koji su naznaceni
na slic.

Incidenciyska podstruktura ove incidencijske strukture s obzirom na prvi
(s lijeva) blok imprimitivnosti je prikazana na Slici 2.2. Dakle, uzete su
samo tocke iz prvog bloka imprimitivnosti i oni blokovi koji su incidentni s
bilo kojom od tih tocaka. Incidencije su naslijedene iz polazne incidencijske

strukture.

20



Poglavlje 2. Incidencijske strukture tranzitivne po incidencijama

Slika 2.1: Incidencijska struktura tranzitivna po incidencijama

Slika 2.2: Incidencijska podstruktura

Propozicija 2.4 Neka je G grupa, I' = (P, B, I) incidencijska struktura G-
tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po tockama, 3 sustav imprim-
itivnosti za G na skupu tocaka i A € ¥. Tada je I'a incidencijska struktura

G a-tranzitivna po incidencijama.

Dokaz. Pokazimo da za svake dvije incidencije (p1, B1) i (p2, B2) iz Ia postoji
g € Ga takav da je g(p1, B1) = (p2, B2). Kako su (p1, B1) i (p2, B2) iz Ia,
one su svakako incidencije i u I. Zbog G-tranzitivnosti po incidencijama od
', postoji g € G takav da je g(p1, B1) = (p2, B2). Kako je gp1 = p2, a p1 i po
su iz A, to je, zbog G-imprimitivnosti od I', gA = A pajeg € Gao. =
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Definicija 2.5 Neka je G grupa, T' = (P, B, 1) incidencijska struktura G-
tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po totkama, ¥ sustav im-
primitivnosti za G na skupu tocaka i A € ¥. Incidencijsku strukturu I'/¥ =
(3, B, Iy), pri cemu je (A, B) € Ix, ako je ANT(B) # 0, nazivamo kvocijent-

nom incidencijskom strukturom od I' po sustavu imprimativnosts X.

Primjer 2.6 Za incidencijsku strukturu iz Primjera prikazimo kvoci-
jentnu incidencijsku strukturu po danom sustavu imprimitivosti.  Vizual-
1zacije radi, mozemo zamisliti da se sve tocke unutar istog bloka imprim-
itivnostt “spajaju” u jednu “novu” tocku, a blokovi su incidentni s onim
“novim” tockama ako su bili incidentni s bilo kojom tockom od onih koje
su se spojile u tu “novu” tocku. Kvocijentna struktura prikazana je na Slici

2.3.

Slika 2.3: Kvocijentna incidencijska struktura

Propozicija 2.7 Neka je G grupa, I' = (P,B,I) incidencijska struktura
G-tranzitivna po incidencijama i G-imprimitivna po tockama, ¥ sustav im-
primitivnosti za G na skupu tocaka. Tada je T'/% incidencijska struktura

G-tranzitivna po incidencijama.
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Dokaz. Pokazimo da za svake dvije incidencije (A, By) i (Ag, Bs) iz Ix
postoji g € G takav da je g(Ay, By) = (Ag, Bs). Kako su (Ay, By) i (Ag, Bs)
incidencije u Iy, to znaci da postoje p; € Ay i py € Ay takvi da su (py, By)
i (p2, B2) incidencije u I. Kako je I' G-tranzitivna po incidencijama, to
postoji g € G takav da je g(p1, B1) = (p2, Ba) pa je gp1 = pa $to, zbog G-
imprimitivnosti od I', povlaéi gA; = A, pa je sada g(A1, By) = (Ay, Bs).

2.2 Pojednostavnjenje incidencijske strukture

Definicija 2.8 Za incidencijsku strukturu I' = (P,B,I) kaZemo da je jed-
nostavna ako za sve By, By € B iz I'(By) = I'(Bs) slijedi By = Bs.

Propozicija 2.9 Svaka jednostavna incidencijska struktura T' = (P,B, 1)
izomorfna je incidencijskoj strukturi I' = (P,B',I') gdje je B' neprazna

familija poskupova od P, a I' incidencija dana sa:
(p,B)el' < pe B, zasvakipe PiBebB.

Nadalje ¢emo jednostavne incidencijske strukture I' = (P, B, I) u kojima
je B C 2F, a incidencija dana relacijom “biti element” oznacavati s I' =

(P, B).

Definicija 2.10 Neka je I' = (P, B, 1) incidencijska struktura. Incidenci-
jsku strukturu T° = (P, {['(B), B € B}) nazivamo pojednostavnjenjem

incidencijske struktrure I

Primjer 2.11 Na Slici 2.4 je prikazana incidencijska struktura tranzitivna
po incidencijama s tri tocke i devet blokova. Blokovi koji su incidentni s istim

skupom tocaka grupirani su na nacin kako je prikazano na slici.
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Slika 2.4: Incidencijska struktura tranzitivna po incidencijama

Pojednostavnjenge te incidencijske strukture prikazano je ma Slici 2.5.
Primijetimo da smo pojednostavnjenje dobili tako $to smo od svakog skupa

blokova incidentnih s istim skupom tocaka odabrali samo jednog predstavnika.

Slika 2.5: Pojednostavnjenje incidencijske strukture

Propozicija 2.12 Neka je G grupa i1 I' = (P, B, I) incidencijska struktura
G-tranzitivna po blokovima. Tada vrijedi:

i) Za svaki B € B i g e G je gI'(B) =T(¢9B).

i1) Za svaki B € B broj |[{B’ € B|I'(B) =T'(B')}| je konstanta i jednaka

je | |é§)’. Ovaj broj nazivamo multiplicitetom incidencijske strukture I'.

i11) Incidencijska struktura ' = (P, B, I) izomorfna je incidencijskoj struk-

turi ' = (PA(T(B), B € B} x {1, ...521y 1) pri cemu je (v, (0(B), 1)) €
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I' ako je (p,B) € I.
Dokaz.

i)

Neka su B € B i g € G proizvoljni i a € gI'(B).

To znaci da postoji tocka p € P incidentna bloku B takva da je a = gp.
Kako je (p,B) € I, to je (gp,gB) € I, tj. (a,gB) € I, pa je a € T'(¢gB).
Dakle, ¢gI'(B) C I'(¢9B).

Neka su B € Bi g € G proizvoljni i a € I'(¢B).

To znaci da je (a,gB) € I pajei (g ta,g7'gB) = (g ta, B) € I, tj.
g 'a € T'(B), paje a € gI'(B). Dakle, I'(¢B) C gI'(B) paje I'(¢9B) = gI'(B).
Neka su B; i By dva proizvoljna bloka iz B. Zbog tranzitivnosti po
blokovima od G postoji g € G takav da je gB; = Bs. Ozna¢imo s T'(B;)

skup:
T(B))={B € B:T(B;)=T(B")}.

Sada je

gT(B1) ={gB'| B' € B, I'(B1) =T'(B)}
={9B' € B| gI'(By) = gI'(B')}
={9B € B|T'(9B:) =T'(9B")}
={9B' € B|I'(B:) =T (9B)}
=T(By).

Pokazali smo da su za svaki B € B skupovi T'(B) ekvipotentni. Pokazimo

|Gres)|
|G| -~

da je njihova kardinalnost
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Neka je B € B proizvoljan. Prvo pokazimo da je djelovanje grupe Grg)
na T'(B) dobro definirano.
Neka je g € Gp(p) te neka je B’ € T(B). Kako je B’ € T(B), to je

T(B') = [(B)
gl (B') = gI'(B)

['(gB) =T(B),

pa je gB' € T(B).

Sada pokazimo da je djelovanje grupe Gr(gy na T'(B) tranzitivno. Neka
su By i By dva proizvoljna bloka iz T'(B). Zbog blokovne tranzitivnosti od
G postoji g € G takav da je gB; = By. Onda je I'(gB;) = T'(Bs) pa je
gl'(By) = I'(Bsy), a kako je I'( By) = I'(By) = I'(B), to je gI'(B) = I'(B) pa
je g € Gr(p).

Jos pokazimo da je Gp < Gr(p). Neka je g € Gp tj. gB = B. Tada je
I'(gB) =T(B), tj. gI'(B) =T'(B), pa je g € Gr(p).-

Sada vrijedi da je |T(B)| = [Gr) : G] = ‘G|(F;f\)’

i)

Definirajmo relaciju ~ na skupu B tako da za By, By € B vrijedi By ~

By ako i samo ako je T'(By) = I'(Bs). ~ je ocito relacija ekvivalencije i
particionira skup B na klase ekivalencije veli¢ine “g%f‘ (zbog ii).

Oznac¢imo s By, ...,B; te klase ekvivalencije. Sada, za svaku klasu B;

G
definirajmo funkciju \; : B; — {1, ,| ‘gBB'”} tako da \; bude proizvoljna
.. .. . , . . G . .
bijekcija. To je moguée jer su B; i {1, ,| ‘gBB')’} ekvipotentni.

26



Poglavlje 2. Incidencijske strukture tranzitivne po incidencijama

Sada je funkcija A : PUB—PU{(I'(B), B € B} x {1, ..., |G|é§)| } definirana

Ap) = p; zasvakip € P
AB) = (I'(B), \i(B)); za svaki B € B;

izomorfizam danih struktura.
Pokazimo to. Takva funkcija je ocito bijekcija. Nadalje, neka sup € P i
B € B takvi da je (p, B) € I. Neka se B nalazi u B;. Tada je (A(p), A(B)) =
. .. G . . .
(p. (D(B), ) zaneki j € {1, . 1520} Alakoje (p, B) € I, toje (p. (I(B). j)) =
(A(p),A(B)) e I'. m

Propozicija 2.13 Neka je' = (P, B, I) incidencijska struktura G-tranzitivna

po incidencijama. Tada je I'° G-tranzitivna po incidencijama.

Dokaz. Neka su (p1, B1) i (p2, B2) incidencije u T'° tj. p; € By i py € By. To
znaci da je postoje blokovi By, By € B takvi da je By = ['(B}) i By = I'(BY)
i (p1, BY), (p2, B}) € I. Sada zbog G-tranzitivnosti po incidencijama od I’
postoji g € G takav da je g(p1, B]) = (p2, BS). No kako je gB; = gI'(B}), a po
Propoziciji gI'(B}) =T'(¢gBy) = I'(B}) = Bs, to je g(p1, B1) = (p2, Ba).

Propozicija 2.14 Neka je I' = (P, B) incidencijska struktura G-tranzitiona
po incidencijama i ')y = {P,B x {1,..,n}, I,} pri cemu je I, = {(p, (B,1)) :
p € Byie{l,..,n}}. Tada je T',, (G x S,)-tranzitivna po incidencijama.

Dokaz. Definirajmo djelovanje grupe G x S,, na tocke i blokove incidencijske
strukture T',,. Neka je (g,7) € G x S,,. Tada je (g,7) p = gp, za svaki p € P
i(g,m)(B,1) = (¢9B,n(i)), za svaki (B,i) € B x {1,..,n}. Pokazimo prvo
da G x S, djeluje na incidencijsku strukturu I',,. Neka je (g, 7) € G x S5, i
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(p. (B,14)) € L. Tada je (g,7) (p, (B,4)) = (gp. (9B, 7(1))) , akako je gp € gB,
to je G x S, grupa automorfizama od I',.

Neka su (p1, (B1,11)),(p2, (Ba,i2)) € I,. Zbog p1 € By 1 py € By i G-
tranzitivnosti po incidencijama od I' postoji ¢ € G takav da je gp; = po
i gB; = ¢Bs. Takoder, postoji m € S, takav da je m(i;) = iy. Sada je
(g,7m) (p1,(B1,i1)) = (p2, (Bs,i2)) pa je tvrdnja dokazana. m
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Poglavlje 3

Dizajni tranzitivni po

incidencijama

3.1 Dizajni
Sljedece definicije i rezultati iz teorije dizajna mogu se pronaéci u [2} 6l 9, [15].

Definicija 3.1 Incidencijsku strukturu D = (P,B,I), |P| = v, nazivamo
t-(v, k, ) dizagnom ako vrijedi:

i) za svaki blok B je |I'(B)| =k < v,

i) za svakih t razlicitih tockaka py,po,...,pr € P je

ID(py) NT(p2) N ... AT(p2)| = A

Nadalje ¢emo broj blokova t-(v, k, \) dizajna D = (P, B, 1) oznacavati s
b (|B] = b). Dizajn ¢emo nazivati trivijalnim ako je broj blokova u pojed-

nostavnjenju tog dizajna jednak (Z) Inace ga nazivamo netrivijalnim.

Propozicija 3.2 Ako je D = (P,B, 1) t-(v,k,\) dizajn, onda je D (1-1)-

v—t+41
k—t+1°

(v, k, A*) dizajn pri cemu je A* = A



Poglavlje 3. Dizajni tranzitivni po incidencijama
U daljnjem radu bavit éemo se iskljucivo 2-(v, k, A) dizajnima.

Propozicija 3.3 Neka je D = (P, B, 1) 2-(v, k,\) dizajn. Tada vrijedi:

)Esf__ll)) € N takav da za svaku tocku p € P vrijedi |T'(p)| = r;

i) Postojir =
i) bk = rv.

Propozicija 3.4 (Fisherova nejednakost) Nekaje D = (P,B,I) 2-(v,k, \)

dizagn. Tada je v < b.

Definicija 3.5 2-(v,k, \) dizajn u kojem je broj totaka jednak broju blokova,

tj. v =0, nazivamo (v, k, \) simetriénim dizajnom.

Propozicija 3.6 Neka je G grupa i D = (P,B,I) 2-(v,k,\) dizajn G-

tranzitivan po blokovima i B € B. Tada }GD(B)‘ dijeli X\ |G| i D° je jednos-

AGB|

tavni 2-(v, k, Gocm]

) dizajn G-tranzitivan po blokovima.

Dokaz. Po Propoziciji 2.12] (iii) vrijedi da je D® jednostavna incidenci-
jska struktura G-tranzitivna po blokovima. Takoder, po Propoziciji [2.12] (ii)

za svaki B € B broj |CTZEBB|)| = |{B' € B: D(B) = D(B')}| je konstanta.

Kako za svake dvije razlicite tocke p,q € P vrijedi |D%(p) N D%(q)| =

|D(p) N D(q)] ‘gg;;'), )\ ,slijedi |Gpesy| | A |G| i DS je 2-(v, k, A|£§)’>

|G Bl
|G|
dizajn. m

Korolar 3.7 Neka je G grupai D = (P,B,I) 2-(v,k, \) dizajn G-tranzitivan

po incidencijama. Tada je dizajn D° G-tranzitivan po incidencijama.
Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz Propozicija i3.60., m

Propozicija 3.8 Neka je D = (P,B,I) 2-(v,k, \) dizajn i n € N. Inciden-
cijska struktura D,, = {P,B x {1,...,n}, I}, pri ¢emu je I, = {(p,(B,1)) :
(p,B) € I,i € {1,..,n}}, je 2-(v, k,n\) dizajn.
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Propozicija 3.9 (Zieschang, [22]) Neka jeI' = (P, B, I) incidencijska struk-
tura G-tranzitivna po incidencijama, |P| = v, p € P, B € B, (p,B) € [ i
IT(B)| = k. Tada je T 2-dizagn ako i samo ako vrijedi

IT(B)NQ| = w, za svaku orbitu @ od G, u P\{p}.

Dokaz. Neka je @ orbita od G, u P\{p} i ¢ € Q. Djelovanjem s G, dobi-
vamo da je [T'(p) NT'(q)| = |T'(p) NT(¢)| za sve ¢’ € Q. Zbog tranzitivnosti
po incidencijama vrijedi |I'(B) N Q| = |I'(B') N Q| za svaki B’ € I'(p) (jer
je G, tranzitivna na I'(p) po Propoziciji . Sada prebrojavanjem skupa
{(¢,B")eI:q €@, B €I(p)} na dva nacina dobijemo

|QT(p) N T (q)| = IT(p)| IT(B) N Q.

AkO je T 2—dizajn, onda je |1’\( ) N Q| w — MTQ| — (k;i)ﬂQ" za
svaku orbitu @ od G, u P\{p}.

Ako vrijedi [T(B) N Q| = &=L |Q| , onda je |T'(p) NT(q)| = C@UIBINQ] _ )”‘22('3)“@'
%. Kako |T'(p)| ne ovisi o izboru p zbog tranzitivnosti po incidenci-

jama, to je broj blokova koji je incidentan dvjema razli¢itim tockama neovisan
o izboru tih tocaka. Takoder, |I'(B)| iz istog razloga ne ovisi o izboru B pa

je I' 2-dizajn. m

Propozicija 3.10 Neka je D = (P,B, 1) 2-(v,k, \) dizajn G-tranzitivan po
incidencijama 1 G-imprimitivan po tockama te ¥ sustav imprimitivnosti na
skupu tocaka. Tada postoji pn € N takav da je |D(B)NA| € {0,u} za sve
B eBisveAeX.

Dokaz. Pokazimo da su svi neprazni presjeci to¢aka incidentnih nekom bloku
iz B i nekog bloka imprimitivnosti iz ¥ ekvipotentni. Neka je D(B;)NA; # ()
i D(B2)N Ay # (). Neka su (py, By), (p2, B2) € I za neke dvije tocke p; € Aq i
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p2 € Asy. Kako je dizajn D G-tranzitivan po incidencijama, postoji neki g € G
takav da je g(p1, B1) = (p2, Bz). Pokazimo da je g(D(B1)NA1) € D(B2)NAs.
Neka je a € D(By)NA;. Tada je a € D(By) paje ga € gD(By) = D(gB;) =
D(Bsy). Takoder, kako za p; € Ay vrijedi gp; = p2 € Ag, a zbog toga §to je X
sustav imprimitivnosti na skupu tocaka, mora biti gA; = A, pa je ga € As.
Dakle,

[D(B1) N Al = |g(D(B1) NA1)] < [D(Bz) N Agf.

Analogno odabirom ¢g~! € G pokazemo da je |D(By) N Ay| < |D(By) N A
pa je konac¢no

u

Nadalje ¢emo za svaki blok B € B i svaki blok imprimitivnosti A € ¥,
takav da je D(B) N A # (), kardinalnost skupa D(B) N A oznacavati s p.
Takoder ¢emo, za svaki blok B € B, broj blokova imprimitivnosti A € ¥
takvih da je D(B) N A # (), oznacavati s ¢. Dakle,

S=H{A eS| DB)NA#D.

Lako se vidi da je tada k = pd. No kako ni k ni ¢ ne ovise o izboru bloka

B € B, to ni ¢ nije ovisan o takvom izboru.

Propozicija 3.11 Neka je D = (P, B,1) 2-(v,k, \) dizajn G-tranzitivan po
incidencijama i G-imprimitivan po totkama, ¥ sustav tmprimitivnosti na
skupu tocaka koji se sastoji od d blokova imprimitivnosti kardinalnosti c 1 A €
Y. Tada je Da 2-(c,p, \) dizajn Ga-tranzitivan po incidencijama. Takoder
vrijeds

v—1 ¢—1

k—1 pu—1
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Dokaz. Ako su p,q € A dvije razlicite tocke, onda je

|Da(p) N Da(q)l = {B € Ba | (p, B), (¢, B) € 1}
=|{B€B]|(p,B),(q,B) € I}

= |D(p) N D(q)|

=\

Po prethodnoj propoziciji vrijedi da su svaka dva neprazna presjeka bloka
dizajna s blokom imprimitivnosti ekvipotentna pa su svi blokovi dizajna Da
ekvipotentni.
Jer su D i Da 2-dizajni vrijedi A(v —1) =r(k—1)i Mc—1) =7r(p—1).
Ako bi bilo g = 1, onda iz A(c — 1) = 0 slijedi ¢ = 1 sto je u kontradikciji s
r_ v=l _ c—1

¢injenicom da je Y sustav imprimitivnosti. Stoga imamo ¥ = = = .
A k—1 pn—1

Dizajn Da nazivamo poddizajnom dizajna D s obzirom na blok

imprimitivnosti A.

Propozicija 3.12 Za dani 2-(v, k, \) dizajn D = (P, B,I) G-tranzitivan po
incidencijama 1 G-imprimitivan po tockama, broj blokova ba njegovog pod-

dizajna Da jednak je %

Dokaz. Prebrojimo na dva nacina sve incidencije dizajna Da. On ima c
totaka od kojih je svaka incidentna s r blokova. S druge strane, svaki od

njegovih ba blokova je stupnja p. Dakle c¢r = bapu, tj. ba = % ]

Propozicija 3.13 Neka je D = (P, B, 1) 2-(v,k, \) dizajn G-tranzitivan po
incidencijama 1 G-imprimitivan po tockama, 3 sustav imprimitivnosti na
skupu tocaka koji se sastogi od d blokova imprimitivnosti kardinalnosti c. Tada

je D/¥ 2-(d, 9, Cj—?) dizagn G-tranzitivan po incidencijama.
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Dokaz. Neka su A; i Ay dva razlicita bloka imprimitivnosti. Tada je
D/3(A)ND/Y(Ay)) ={BeB|A;ND(B)#0,i=1,2}.

Skup IT = {(p1,pe, B) | B € B,p; € A;N D(B),i = 1,2} je kardinalnosti
c*\. Za funkciju 7 : 11 — D/3(A;) N D/X(As) definiranu s

W(p17p27B) = B7 za svaki <p17p27B> € H7

vrijedi da je 771(B) ekvipotentan skupu (A; N D(B)) x (Ay N D(B)), a on
je kardinalnosti p? za svaki B, pa je D/3(A;) N D/Y(A,) kardinalnosti C:—Q)‘
Takoder, ozna¢imo s ¢ broj blokova imprimitivnosti s kojima proizvoljni blok
B € B ima neprazan presjek u D tj. 6 = D/X(B). Tada za svaki blok B € B
vrijedi |B| = dp, tj. 6 = £, paje D/S 2-(d,6,%3) dizajn. w

Dizajn D /¥ nazivamo kvocijentnim dizajnom dizajna D s obzirom
na sustav imprimitivnosti X.

Nadalje ¢emo za dani sustav imprimitivnosti ¥ koristiti oznake

¢ =|A| za svaki A € ¥;

d=13.

Konstrukcije poddizajna i kvocijentnog dizajna s obzirom na dani sustav
imprimitivnosti opisane su u [8, 22].
Dizajni Da i D /Y. opéenito nece biti jednostavni dizajni pa ¢emo nadalje

za njihove multiplicitete koristiti oznake 6; i 6, redom.
3.2 Neki primjeri dizajna tranzitivnih po in-

cidencijama

Navedimo nekoliko primjera dizajna tranzitivnih po incidencijama.
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Primjer 3.14 (Afina geometrija, [2]) Neka je V n-dimenzionalni vektorski
prostor nad poljem F;, i d prirodni broj strogo manji od n. Afina geometrija
AGy(n, q) je incidencijska struktura kojoj su totke svi vektori iz V', a blokovi
svi translati d-dimenzionalnih potprostora tj. x + W, pri ¢emu je x € V,
a W je d-dimenzionalni potprostor od V. Incidencija je dana relacijom “biti
element”.

Afina geometrija AG4(n, q) je 2-(v, k, \) dizajn pri cemu jev = ¢", k = ¢,
A= [Ziﬂq, r= m . ib=q"? [’Cﬂq. Pritom je mq broj svih i-dimenzionalnih
potprostora n-dimenzionalnog vektorskog prostora nad F;, poznat kao Gaussov

koeficigent i vrijedi

rﬂ _ @ =1 =) (T 1)

i (¢ =1 (g *-1)..(¢—1)

Grupa automorfizama tog dizajna je AGL(n,q). PokaZimo da je afina
geometrija tranzitivna po incidencijama. Neka su (z,y + W) i (2, ¢y + W)
incidencije u AGg(n,q). Kako je x € y+ W, to jex+W = y+ W i analogno
+W' =y +W'. Sada odaberemo A € GL(n,q) koji bazu vektorskog prostora
W prevodi w bazu prostora W'. Konaéno imamo (' — Az, A) € AGL(n,q)
za koji vrijedi:

(2 — Az, A)(x,y+ W) = ((«' — Az, A)z, (' — Az, A)(z + W))
= (2 — Ax + Az, 2’ — Ax + Ax + AW)
= (o', 2" + W)
= («",y +W').
Primjer 3.15 (Projektivna geometrija, [2]) Neka je V' (n+1)-dimenzionalni
vektorski prostor nad poljem F, pri cemu je n prirodni broj strogo veti od 1.
Projektivna geometrija PGy(n,q) je incidencijska struktura kojoj su tocke

svi jednodimenzionalni potprostori od V', a blokovi svi (d + 1)-dimenzionalni
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potprostori od V', za d € {1,...,n — 1}. Incidencija je dana relacijom “biti
potprostor”.
Projektivna geometrija PG4(n,q) je 2-(v,k,\) dizajn pri ¢emu je v =

[”Jl“l]q, k= [dJ{l}q, A= [Z:ﬂq, r= [Z]q ib= [Ziﬂq. Primijetimo da za d =

n+1} — [nJrl
q

n—limamob:[n 1

}q = v tj. projektivna geometrija PG, (n,q) je
simetrican dizajn.

Puna grupa automorfizama projektivne geometrije je PT'L(n + 1,q) =
PGL(n + 1,q) x Aut(F,). PokaZimo da je ona tranzitivna po incidenci-
jama. Neka su ({(x1) , W) i ((z}),W’) incidencije u PGy4(n,q). Odaberimo

baze {x1,xa,...xq} @ {2}, xh,..2l)} prostora W i W' redom. Sada odaberimo

A e PGL(n+1,q) takav da vrijedi A (x;) = (%) . Konaéno imamo:
A((1) , W) = (A(x1) , AW))
= ((z1), W").

Primjer 3.16 (Cameron-Praeger, [7,19]) Neka su c,d, u,d prirodni brojevi
za koje vrijedi 1 < p < cil < <d. Nekaje P ={1,..,c}x{1,....,d} i A; =
{1,...,c} x{j}, za svaki j € {1,...,d} . Takoder, neka je B skup svih B C P
takvih da je |B N A;| € {0, u} za svakij € {1,....d} i |[{j € {1,...,d} | BNA; # 0} =
0. D = (P,B) je 2-(v,k,\) dizajn pri cemu je v = cd, k = pd, b = (?) (C)d,

i

k
e

Puna grupa automorfizama ovog dizajna je wreath produkt grupa S. © Sy
tj. G = S. wr Sy. Elementi grupe G su funkcije na P oblika (7, 0), pri cemu
je = (m1,....,mq) € S¢, i 0 € Sy definirane s (m,0) (i, j) = (7o(;) (i), 0 (j)) -
Skupovi A; su blokovi imprimitivnosti grupe G po tockama i D je po totkama
imprimations dizagn tranzitivan po incidencijama.

U radu [7] Cameron i Praeger opisuju konstrukciju opéenitijih blokovno

tranzitivnih dizajna, ali mi navodimo samo primjer kad su takvi dizajni tranz-

ittvng po incidencijama.
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Primjer 3.17 (Paley, [9]) Neka je F, polje za koje je ¢ = 3(mod 4) i Fq(2) =
{x2 |z € Fq*} Definiramo jednostavnu incidencijsku strukturu P, kojoj su
tocke Iy, a blokovi svi x + Féz) za svaki x € Fy. Incidencijska struktura P, je
simetricni (q, q;;, %) dizagn.

Neka je G grupa svih f,p : F, — F, bijekcija danih sa fop(x) = ax +b
za svaki a € Fq(Q) i svaki b € Fy,. Grupa G je grupa automorfizama dizajna
P,. Pokazimo da djeluje tranzitivno po incidencijama. Neka je (a, b+ Fq@)
proizovljna incidencija. Tada je fi1_y (a, b+ Fq(2)> = <a — b, Fq(2)>, a kako
jea—be Fq(z), to postoji (a —b) " € Fq(z) te vrigedi f, -1 (a — b, Fq(2)) =
(1, Fq(2)> ¢ime je dokazana tranzitivnost po incidencijama.

Puna grupa automorfizama dizajna Py, za ¢ > 19, je skup svih fopo :

F, — F, bijekcija danih s fopo () = ao(x) +b za svaki a € F? i svaki
be F, isvaki o € Aut (Fy). (vidi [13])

Primjer 3.18 (Sferna geometrija, [9]) Neka je q potencija prostog broja i
Q = FpnU{oo}. Neka je G = PGL(2,q") grupa koja se sastoji od svih
bijekcija f : Q@ — § koje su za sve a,b,c,d € Fyn, za koje je ad — bc # 0 dane
pravilom

_aa:+b

f(x)—m, zax# 00 icr+dF#0,

f(o0) =00, zac=0,

J(00) ==, zac#0,
c
d
f(==) =00, zac#0.
c
Incidencijsku strukturu kojoj je skup totaka $2, a skup blokova G (F, U {c0})
nazivamo sfernom geometrijom SG (n,q). Ona je jednostavni 2-(¢" + 1,q +

n_1 .. .- . . ..
]., q_) dZZCl_]TL tranzitivan po mczdenczyama.
q—1
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Poglavlje 4

Primitivni dizajni tranzitivni

po incidencijama

Cesto nam se prilikom potrage za imprimitivnim dizajnima javlja potreba
za konstrukcijom odredenog primitivnog dizajna ili dokazivanjem neposto-
janja primitivnog dizajna s odredenim parametrima. U ovom poglavlju
opisat ¢emo algoritam trazenja dizajna s danim parametrima ¢ija grupa au-
tomorfizama djeluje primitivno uz pomo¢ rac¢unala, konkretno ra¢unalnog
programa MAGMA. Svi algoritmi mogu se pronac¢i u Dodatku.

Prvo ¢emo konstruirati algoritam za provjeravanje tranzitivnosti po in-
cidencijama nekog jednostavnog dizajna. Pritom ¢emo koristiti uvjet dan

u Propoziciji Toc¢nije, za dani dizajn odabrat ¢emo proizvoljnu tocku

|ONB|

0] jednak % za svaku

p € P nekog bloka B € B te provjeriti je li omjer

netrivijalnu orbitu O stabilizatora tocke p.

Blokovno tranzitivni dizajn D = (P, B) je jednozna¢no odreden uredenim
parom (G, B) gdje je G tranzitivna podgrupa od Sym (P), a B proizvoljan
element iz B. Skup svih blokova B jednostavno mozemo dobiti kao G-orbitu

bloka B. Sada mozemo za uneseni par (G, B) odrediti je li D = (P,GB)
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dizajn tranzitivan po incidencijama. Algoritam radi upravo to.

Sada opisimo algoritam za trazenje netrivijalnih dizajna tranzitivnih po
incidencijama s nekom primitivnom grupom automorfizama G. Prvo ko-
ristenjem Propozicije [3.9| odredimo moguce parametre k takvog dizajna. To
radimo tako $to za stabilizator proizvoljne tocke p odredimo netrivijalne or-
bite {Oq,...,0,} te za sve njih brojeve k za koje vrijedi da je E |0;| € N

za svakii € {1,...,n}. Za tako odredene k potrazimo sve moguce parametre

b. Pritom koristimo sljede¢e uvjete: b | |G|, r =% € N, X = bf(g]’:l)) eNi

b < (Z) Za sve uredene parove (k,b) odredimo sve podgrupe od G indeksa
b jer su one kandidati za grupu Gpg, a zatim odredimo njihove orbite kardi-
nalnosti k. Ako takve postoje, onda su one kandidati za neki blok B. Sada
koriste¢i Algoritam provjerimo je li par (G, B) generira dizajn tranzi-
tivan po incidencijama. MAGMA sadrzi biblioteku svih primitvnih grupa
danog stupnja v < 4095. Algoritam [6.3] za dani v ra¢una, do na izomorfizam,
sve moguce primitivne dizajne tranzitivne po incidencijama kojima je broj
tocaka kardinalnosti v .

Koristeéi algoritam [6.3 konstruirali smo sve primitivne dizajne tranzitivne

po incidencijama stupnja v < 30. Popis takvih dizajna nalazi se u dodatku

u Tablici 10.

Sljedeti rezultat daje nam dovoljne uvjete za primitivnost po tockama
dizajna tranzitivnog po incidencijama. Ovaj teorem ¢emo posebno koris-
titi za dokazivanje primitivnosti po tockama Steinerovih 2-dizajna (A = 1)

tranzitivnih po incidencijama.

Teorem 4.1 (Kantor, [14]) Grupa automorfizama G dizajna D tranzitivnog
po incidencijama djeluje primitivno po tockama ako vrijedi nesto od sljedeceg:

i) r > Ak —3);
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i) A > M(r,\)(M(r,\) —1);

iii) M(r,\) = 1;

i) M(r,\) =21\ #2;

v) M(r,\) =2 ir #2(k—3);

vi) M(r—\Ek) =1,

vit) M(v, k) =1, r=k+ X i k nije kvadrat.
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Poglavlje 5

Simetriéni imprimitivni dizajni

tranzitivni po incidencijama

Teorem nam daje naslutiti da je ve¢ina dizajna tranzitivnih po inciden-
cijama primitivna po tockama. Naravno, simetricnost nam daje dodatnu re-
strikciju pa mozemo pretpostaviti da ima jako malo simetri¢cnih po tockama
imprimitivnih dizajna tranzitivnih po incidencijama. U daljnjem radu bavit
¢emo se iskljucivo takvim dizajnima, a primjeri simetri¢nih po tockama prim-
itivnih dizajna mogu se pronaéi u [4].

U ovom poglavlju pokusat ¢emo pronaci sve simetri¢ne imprimitivne diza-
jne tranzitivne po incidencijama kojima je parametar A < 10. Pri filtriranju

moguéih parametara pomoéi ¢e nam i sljedeéi teorem iz [9].

Teorem 5.1 Neka je D (v,k,\) simetricni dizajn i neka je g € Aut(D).
Tada automorfizam g 1ma jednak broj fiksnih tocaka © fiksnih blokova.

Koristenjem Propozicije [1.25] i Teorema [5.1] lako dobijemo sljede¢i rezul-
tat.
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Teorem 5.2 Neka je D = (P,B,1I) (v, k,\) simetricni dizajn i neka je G
grupa automorfizama dizajna D. Tada je broj G-orbita na skupovima P i B

jednak.

Vaznu ulogu u filtraciji dopustivih parametara potencijalnih dizajna ima

i sljedeci teorem.

Teorem 5.3 (Bruck-Ryser-Chowla, [9]) U (v, k, \) simetricnom dizajnu
vrijedi:

i) ako je v paran, onda je k — X\ kvadrat prirodnog broja;

ii) ako je v meparan, onda postoji uredena trojka (x,y, z) € Z3\.{(0,0,0)}
takva da je

v—1

o= (k= Ay +(-1) 7

22

Kljucan teorem u potrazi za simetricnim imprimitivnim dizajnima tranz-
itivnim po incidencijama s “malim” A dali su Praeger i Zhou. Teorem

daje nuzne uvjete koje takvi potencijalni dizajni trebaju ispunjavati.

Teorem 5.4 (Praeger, Zhou, [18]) Neka je G grupa, D = (P, B) netriv-
ijalni (v, k,\) simetricni dizajn G-tranzitivan po incidencijama, ¥ sustav
imprimaitivnosti za G na skupu tocaka koji se sastoji od d blokova imprimi-
tivnosti kardinalnosti c¢. Tada postoji i € N takav da je |BNA| € {0, u} za
sve B € B i A € X i takoder vrijedi jedna od sljedecih tvrdngi:

(a) k < 2072

(0) (v, k,N) = (AN2A+2), \A+1),\) i (e, 1) € {(AN), (A +2,2)};

(c) (v, k,\e,p) = (w, ’\72,)\, 242 9) i vrijedi A = 0(mod 4) ili
A = 2u?, u neparan, u > 3 1 2(u® — 1) kvadrat prirodnog broja;

(d) (v, k, A\ e, 1) = (()‘+6)(Az+4x_1), A(’\;m , A, A+6,3) i vrijedi A = 1(mod 6)
ili A = 3(mod 6).
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Propozicija |3.13| nam omogucava poboljsanje prethodnog rezultata.

Propozicija 5.5 U Teoremu[5.4 u slutaju (b), za ¢ = X + 2 vrijedi da je A
paran, a u slucaju (d) X = 3(mod 6).

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ = A+ 2 i da je A neparan. Tada je D/X¥
2-(d, 9, C:—Q’\) dizajn sto je kontradikcija jer % ¢ N.

Nadalje, u slu¢aju (d) pretpostavimo da je A = 1(mod 6). Onda postoji
u € Ny takav da je A = 6u + 1. Tada je D/¥ 2-(d, 5,05—2’\) dizajn, sto je
kontradikcija jer Cj—;‘ = (6“”)2# =24u + 600’ + 22u+ 2 ¢ N. =

Sada ¢emo koristenjem poboljsanog prethodnog teorema popisati sve moguce

petorke parametara (v, k, A, ¢, i) simetriénih dizajna tranzitivnih po inciden-

cijama i imprimitivnih po tockama za koje je A < 10.

Teorem 5.6 Neka je G grupa ¢ X < 10, D = (P, B) netrivijalni (v, k, \)
simetricni dizajn G-tranzitivan po incidencijama, Y netrivijalni sustav im-
primitivnosti za G na skupu tocaka, koji se sastoji od d blokova imprimi-
tivnosti kardinalnosti ¢ i neka je p € N takav da je |[BNA| € {0, u} za sve

B € Bisve A € X, Tada takav dizajn ima jednu od petorki parametara danih

43



Poglavlje 5. Simetri¢ni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

u Tablici 1:
Tablica 1

br. retka | v k A | slucay iz Teorema (5.4
1 16 6 2 |4 2 | (b)
2 45 12 ({3 |9 3 | (b)i(d)
3 96 20 |4 |16 |4 | (b)
4 96 20 |4 |6 2 | (b)
5 15 8 4 |3 2 | (o
6 175 130 |5 [25 |5 | (b)
7 288 |42 |6 |36 |6 | (b)
8 288 |42 |6 |8 2 | (b)
9 27 14 |7 |3 2 | (a)
10 441 |56 |7 |49 |7 | (b)
11 640 |72 |8 |64 |8 | (b)
12 640 |72 |8 |10 |2 | (b)
13 125 |32 |8 |5 2 | (¢
14 35 18 |9 |5 3 | (a)
15 891 (90 |9 |81 |9 |(b)
16 435 163 |9 |15 |3 | (d)
17 39 20 |10 |3 2 | (a)
18 120 |35 [ 10|15 |5 | (a)
19 1200 | 110 | 10 | 100 | 10 | (b)
20 1200 | 110 | 10 | 12 | 2 | ()

Dokaz. Prvo po Teoremu imamo da za dizajn koji je tranzitivan po
incidencijama iz (r, \) = 1 slijedi da je primitivan po tockama, pa za A = 1
nemamo simetri¢nih dizajna imprimitivnih po tockama. Sada potrazimo

moguce parametre za dizajne s A € {2, ..., 10}.
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Slucaj b) Teorema ¢e nam za svaki A\ € {2,4,6,8 10} dati po dvije
moguce petorke parametara takvog potencijalnog dizajna, posebno ¢e za A =
2 te dvije petorke biti jednake, dok ée za svaki A € {3,5,7,9} dati po jednu
mogucu petorku parametara. Tih trinaest slucajeva se nalaze u retcima 1,
2,3,4,6,7, 8,10, 11, 12, 15, 19 i1 20 Tablice 1.

Slucaj c) zbog uvjeta A = 0(mod4) ili A = 2u? u > 3 daje parametre
samo za A € {4, 8}, dok slucaj d) zbog uvjeta A = 3(mod 6) daje parametre
za A € {3,9}. Pritom za A = 3 dobijemo istu petorku parametara kao i u
slucaju b) za A\ = 3. Slucajevi c) i d) se nalaze u retcima 2, 5, 13 i 16 Tablice
1.

Analizirajmo jo§ moguce petorke parametara koje proizlaze iz slucaja a)
Teorema [5.4]

Za dani A mozemo odrediti gornju granicu za parametar k£ takvog poten-
cijalnog dizajna. Za A = 2,3 vrijedi £ < 0 $to je nemoguce. U Tablici 2

navedimo gornje granice za parametar k za svaki A € {4,...,10}.

Tablica 2

A(A—3) )

gornja granica parametra k ( 5

2
)
9
14
20
27
10 | 35

Ol | |o o |~ | >

Kako za sve dizajne vrijedi A(v — 1) = r(k — 1), a posebno za simetri¢ne
dizajne imamo r = k, to je v = k(kT_l) + 1. Kako broj tocaka mora biti

prirodan broj, to nam reducira broj mogu¢ih kandidata za k. Takoder, zbog
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k < wv, vrijedi r = k > A. U Tablici 3 navedimo kandidate za parametar k za

svaki A € {4, ...,10} uzimajuéi u obzir gornje granice dane u Tablici 2.

Tablica 3

A | kandidati za parametar k

4 | nema

5 | nema

6 | 7,9

7 18,14

8 19,16, 17

9 |10, 18,19, 27

10 | 11, 15, 16, 20, 21, 25, 26, 30, 31, 35

U svakom imprimitivnom dizajnu vrijedi 6 # 1. Naime kad bi § bio

c—1
pn—1

jednak 1 onda bi zbog k = ud vrijedilo k = p pa bi zbog Z;_i = vrijedilo
v = ¢, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je dizajn imprimitivan. Kako
smo ve¢ prije pokazali da je i u # 1, to zna¢i da u imprimitivnom dizajnu k
ne moze biti prost broj. Izracunajmo sada pripadne parametre v za svaki od

mogucih parova parametara (A, k). Rezultati su dani u Tablici 4.

Tablica 4

NE) (v | (ME) o
(6,9) | 13| (10,15) | 22
(7,8) |9 |(10,16) | 25
(7,14) | 27 | (10,20) | 39
(8,9) | 10| (10,21) | 43
(8,16) | 31 | (10,25) | 61
(9,10) | 11 | (10,26) | 66
(9,18) | 35 | (10,30) | 88
(9,27) | 79 | (10,35) | 120
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Budu¢i da u imprimitivhom dizajnu vrijedi v = ¢d pri ¢emu suicid
razlic¢iti od 1 to v ne moze biti prost broj. Takoder, kako trazimo iskljucivo
netrivijalne dizajne, mora vrijediti £ < v — 1. Dakle, jedini moguce trojke
parametara (v, k, \) proizaslih iz slucaja a) su sljedece: (27,14,7), (35,18,9),
(22,15,10), (25,16,10), (39,20,10), (66,26,10), (88,30,10), (120,35,10).

Odmah vidimo da zbog slucaja i) Teorema5.3|trojke parametara (22,15,10),
(88,30,10) nisu dopustive.

Razmotrimo moguce parametre c i p za preostalih 6 trojki parametara.

1. U slucaju (v, k, \) = (27,14, 7) parametar ¢ mora biti element skupa
{3,9}. Po Propoziciji vrijedi <% = 2 tj. za ¢ = 3 imamo p = 2, a za

"
¢ =9 imamo u = 5, a kako 5 1 14, to mora biti (v, k, A, ¢, u) = (27,14, 7, 3, 2).

2. U slucaju (v, k,\) = (35, 18,9) parametar ¢ mora biti element skupa

{5,7}. Sada iz ;:11 = 2 slijedi da za ¢ = 5 imamo u = 3, a za ¢ = 7 imamo
=4, a kako 4 1 18, to mora biti (v, k, A\, ¢, u) = (35,18,9,5,3).

3. U slucaju (v, k, \) = (25,16, 10) parametar ¢ mora biti 5, ali onda bi
po Propoziciji (1t morao biti % sto je nemoguce pa je time ovaj slucaj

eliminiran.

4. U slucaju (v, k, ) = (39,20, 10) parametar ¢ mora biti element skupa
{3,13}. Sada iz ;:11 = 2 slijedi da za ¢ = 3 imamo u = 2, a za ¢ = 13 imamo
=17, akako 7120, to mora biti (v, k, A, ¢, u) = (39, 20, 10, 3, 2).

5. U slucaju (v, k, A) = (66,26, 10) parametar p mora biti element skupa

{2,13}. Sada iz ::11 = 2 slijedi da za g = 2 imamo ¢ = 2, a za p = 13

imamo ¢ = %. Kako nijedan od ova dva ¢ nije prirodan broj, ovaj je slucaj
eliminiran.

6. U slucaju (v, k, \) = (120, 35, 10) parametar p mora biti element skupa
{5,7}. Sada iz % = I slijedi da za p =5 imamo ¢ = 15, a za p = 7 imamo

¢ = 22. Kako 22 1 120, to mora biti (v, k, A, ¢, u) = (120, 35,10, 15, 5).
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Cetiri dopustive petorke parametara iz slucaja a) nalaze se u retcima 9,
14, 17 i 18 Tablice 1.

Time smo ispitali sve moguénosti za parametre (v, k, A, ¢, 1) potencijalnog
dizajna iz teorema. m

Sada ¢emo potraziti dizajne s danim petorkama parametara iz Tablice 1
ili pokusati dokazati njihovu neegzistenciju.

Prvo ¢emo navesti poznate rezultate za slucajeve iz prvih pet redaka
Tablice 1.

Q.M. Husein je u [12] dokazao sljedeti rezultat:

Teorem 5.7 Postoje tocno tri do na izomorfizam razlicita simetricna (16,6,2)

dizagna.

Napomena 5.8 Regueiro je u [19] pokazala da su totno dva od tri simetriéna

(16,6,2)-dizajna tranzitivni po incidencijama i imprimitivni po tockama.

Napomena 5.9 Praeger je u [17] opisala konstrukciju i dokazala da postoji
samo jedan simetricni imprimitivni po tockama (45,12,3)-dizajn tranzitivan

po incidencijama.

Napomena 5.10 Law, Praeger i Reichard su u [16] dokazali da postoje ¢e-
tiri do na izomorfizam simetricna imprimitivna po tockama (96,20,4)-dizajna

tranzitivna po incidencijama.

Napomena 5.11 Praeger i Zhou su u [18] dokazali da postoji tocno jedan
simetrieni imprimitivni po tockama (15,8,4)-dizajn tranzitivan po incidenci-

jama.

Primjer 5.12 Neka je D = (P,B,1) 2— (v, k, \) dizajn. Incidencijska struk-
tura D¢ = (P, B, I¢), pri cemu je I = (P x B)\U, je2—(v,v — k,b — 2r + \)
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dizajn. Nazivamo ga komplementom dizajna D. Opcenito vrijedi AutD =
AutD¢. Tranzitivnost po incidencijama dizajna D ne povlaci nuino i tranz-
itivnost po incidenciyjama dizajna D¢. U napomeni (15,8,4)-dizajn je
izomorfan komplementu projektivne geometrije PGs(3,2). Puna grupa au-
tomorfizama dizajna PG5 (3,2) i PG3(3,2)° djeluje tranzitivno po inciden-
cijama i primitivno po tockama na oba dizajna. Medutim, dizajn PG3 (3,2)¢
ima grupu automorfizama koja djeluje tranzitivno po incidencijama i imprim-

itivno po tockama, dok dizajn PG3(3,2) nema takvu grupu.

Propozicija 5.13 Ne postoje (v, k, ) simetricni dizajni tranzitivni po inci-
dencijama 1 tmprimitivne po tockama s parametrima iz redaka 13 1 16 Tablice

1.

Dokaz. (Slucaj 13) Pretpostavimo da postoji (v, k, A) simetricni dizajn
tranzitivan po incidencijama i imprimitivan po tockama s danim parametrima.
Kako je v = 125 neparan broj, to po Teoremu [5.3| postoji uredena tro-
jka (z,y,2) € Z3\ {(0,0,0)} takva da je x? = 24y* + 8z%. Ako trojka
(x,y, z) zadovoljava jednadzbu x? = 24y? + 822, onda ju zadovoljava i trojka
(px,py,pz) 1 obratno za svaki p € Z pa mozemo odabrati trojku (z,y, z),
koja zadovoljava danu jednadzbu, takvu da je M(z,y,z) = 1. Sada je z* =
222(mod 3). Pretpostavimo da je z # 0(mod 3). Tada je (f)2 = 2(mod 3),
$to je nemoguce, pa je z = 0(mod3) tj. z = 3z za neki 2 € Ny. Sada je
1?2 = 24y? + 7222 paiz 3 | 2% slijedi i 3 | ¥ pa je v = 3z za neki xy € Ny.
Slijedi 322 = 8y* + 2422 pa iz 3 | ¥ slijedi i 3 | y te je y = 3yo za neki
yo € Ny. Sada je M(x,y,z) = M(3z0,3y0,320) # 1 $to je kontradikcija s
odabirom trojke (z,y, 2).

(Slucaj 16) Pretpostavimo da postoji (v, k, A) simetri¢ni dizajn tranzi-

tivan po incidencijama i imprimitivan po tockama s danim parametrima.
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Kako je v = 435 neparan broj, to po Teoremu postoji uredena trojka
(w,y,2) € Z*\{(0,0,0)} takva da je z? = 54y*—92z2. Opet mozemo odabrati
trojku (x,y, 2), koja zadovoljava danu jednadzbu, takvu da je M (z,y, z) = 1.
Sada je 2 = 0(mod 3) pa iz 3 | z? slijedi i 3 | = pa je x = 3¢ za neki z € N,
Sada je 22 = 6y* — 22. Sada je 22 = 22%*(mod 3). Pretpostavimo da je z #
0(mod 3). Tada je (%)2 = 2(mod 3) §to je nemoguée pa je z = 0(mod 3) tj.
z = 3z za neki zg € Ny.Tada slijedi da je 23 = 6y? — 922. tj. 3 | 2o pa
imamo i 3 | ¥?, a onda slijedi i 3 | y pa je y = 3yo za neki yo € Ny. Sada
je M(x,y,2) = M(3xg,3y0,320) # 1 8to je kontradikcija s odabirom trojke

(z,y,2). m

Propozicija 5.14 Ne postoje (v, k, ) simetricni dizajni tranzitivni po inci-
dencijama 1 tmprimitivnt po tockama s parametrima iz redaka 9 1 17 Tablice

1.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje simetri¢ni dizajni tranzitivni po inciden-
cijama i imprimitivni po tockama kojima je petorka parametara (v, k, A, ¢, i)
jednaka (27,14, 7,3,2) ili (39, 20, 10, 3, 2). No tada je po Propoziciji para-
metar Ap/s; njihovog kvocijentnog dizajna jednak Cj—ﬁ, odnosno redom % ili

%, §to je nemoguce. m

5.1 Eliminacije uz pomo¢ MAGME

Za daljnje eliminacije bit ¢e nam potrebno definirati jos neke pojmove.

Definicija 5.15 Neka su ¥ ={A, CQ|ie{l,..,d}} i¥ ={ACQ|ic
{1,..,d'}} sustavi imprimitivnosti djelovanja grupe G na skup Q2. KaZemo da
je sustav imprimitivnosti ¥ podsustav od Y i pisemo ¥ < ¥/ ako za svaki

A; € X postoji j € {1,..,d'} takav da je A; C A
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Definicija 5.16 Neka je X sustav imprimitivnosti djelovanja grupe G na
skup Q2. Kazemo da je ¥ manimalni sustav tmprimativnosti tog djelovanja

ako za svaki sustav imprimitivnosti X' tog djelovanja iz X' < X slijedi X' = X.

Definicija 5.17 Neka je ¥ sustav imprimitivnosti djelovanja grupe G na
skup 2. Kazemo da je ¥ maksimalni sustav imprimitivnosti tog djelo-
vanja ako za svaki sustav imprimitivnosti ¥ tog djelovanja iz X < Y slijedi

Y =3

Propozicija 5.18 Neka su X i X sustavi imprimitivnosti djelovanja grupe

G na skup Q. Ako je X <3, onda |A| | |A']| za sve A € ¥ i sve A" € 3.

Dokaz. Kako je svaki A € ¥ sadrzan u nekom A’ € ¥/, to je svaki A’ unija
nekih A € ¥ koji su medusobno ekvipotentni pa postoji n € N takav da je
N[ =n-|Atj. [A[[]A]. =

Neka je ¥ = {A; C P | i € {1,..,d}} sustav imprimitivnosti grupe
G automorfizama dizajna D = (P, B, ) G-tranzitivnog po incidencijama i

G-imprimitivnog po totkama. Definirajmo djelovanje grupe G na skup .
gA;, = A; & (T e A)(Fy € Aj) gz =v.

Neka je vy : G — Sym(X) permutacijska reprezentacija grupe G na
skupu ¥. Ozna¢imo s K = G(x) jezgru i s G* sliku tog homomorfizma.
Tada je po Teoremu G/K = G*. Jasno, ako je ¥ maksimalni sustav
imprimitivnosti, onda je G* primitivna na X.

Neka je pa : Ga — Sym(A) permutacijska reprezentacija grupe Ga
na proizvoljnom skupu A € X. Jezgra tog homomorfizma je G(a), a sliku
ozna¢imo s (Ga)?. Jasno, ako je ¥ minimalni sustav imprimitivnosti, onda
je (Ga)? primitivna na A.

Sada pogledajmo dosad neeliminirane slucajeve prikazane u Tablici 5:
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Tablica 5

v k A e 1
6 |[175 |30 |5 |25 |5
7 288 |42 |6 |36 |6
8 288 |42 |6 |8 2
10| 441 |56 |7 [49 |7
111640 |72 |8 |64 |8
121640 |72 |8 |10 |2
14 | 35 18 [9 |5 3
151891 |90 |9 |8 |9
181120 |35 |10 |15 |5
19 | 1200 | 110 | 10 | 100 | 10
20 | 1200 | 110 | 10| 12 | 2

Primijetimo da je po Propoziciji [5.18 u svim preostalim slu¢ajevima sus-
tav imprimitivnosti ¥ istovremeno i minimalan i maksimalan. Samim time
u svim preostalim sluéajevima su grupe G i (Ga)? primitivne.

Daljnju teorijsku analizu provodimo isklju¢ivo za slucéaj kad su G~ i
(Ga)? primitivne.

Sljedecu eliminaciju provest ¢emo uz pomo¢ programskog paketa MAGMA:

Propozicija 5.19 Ne postoje (v, k, ) simetricni dizajni tranzitivni po inci-
dencijama 1 imprimitiont po tockama s parametrima iz redaka 18, 19 1 20

Tablice 1.

Dokaz. (Slucaj 18). Pretpostavimo da postoji takav dizajn. Tada za broj

blokova b; njegovog poddizajna vrijedi b = % = %. Sada iz 01|\ i by > csli-
jedi by € {21,105}. Kako su parametri poddizajna (15, 5, 10), to su parametri

pojednostavnjenja tog dizajna (15,5, %), a lako se vidi da takav primitivan
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dizajn tranzitivan po incidencijama s trazenim brojem blokova ne postoji
(vidi Algoritam [6.4)).

(Slucaj 19). Analognim zaklju¢ivanjem dobijemo b; € {110,220, 550, 1100},
a 2-(100, 10, é—?) primitivan dizajn tranzitivan po incidencijama s takvim bro-
jem blokova ne postoji (vidi Algoritam [6.4]).

(Slucaj 20). Pretpostavimo da postoji takav dizajn. Tada za broj blokova
by njegovog kvocijentnog dizajna vrijedi by = 5= = %20. Sada iz by > d sli-
jedi by € {100, 120, 200, 240, 300,400, 600, 1200}, a 2-(100, 55, %) primitivan

dizajn tranzitivan po incidencijama s takvim brojem blokova ne postoji (vidi

Algoritam [6.4). =

Za daljnje eliminacije promotrimo dva bitno razli¢ita slu¢aja u ovisnosti
o K, tj. kada je K trivijalna i kada nije.

Ako je K trivijalna, onda je G izomorfna primitivnoj grupi stupnja d
(G =G /K = G*). Kako G djeluje tranzitivno na skup incidencija kojih ima
bk (u simetri¢nim dizajnima isto §to i vk), to kardinalnost skupa incidencija
mora dijeliti red grupe G koja je podgrupa od Sy. Dakle, mora biti ispunjen
uvjet

vk | d\.

Dani uvjet nije ispunjen u sluc¢ajevima iz redaka 6, 7, 10, 11 i 15 pa znamo
da sigurno ne postoje dizajni tranzitivni po incidencijama s tim parametrima
kojima bi K bila trivijalna. Eventualne dizajne tranzitivne po incidencijama
iz slucajeva 8, 12, i 14 potrazimo uz pomo¢ MAGME.

U ovim slu¢ajevima prvo uzmemo sve primitivne grupe stupnja d koje su
kandidati za grupu G* i u svakoj od njih odredimo stabilizator proizvoljne
tocke. On je kandidat za grupu Ga. U takvoj grupi potrazimo sve maksi-
malne podgrupe indeksa c koje su kandidati za stabilizator tocke G,,. Trazimo

iskljuc¢ivo maksimalne podgrupe jer su sustavi imprimitivnosti trazenih diza-
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jna minimalni. Konstruiramo permutacijsku grupu G stupnja v = cd koja je
izomorfna grupi G* kojoj je stabilizator tocke G,. Kako trazimo simetri¢ne
dizajne, imamo v = b pa potrazimo podgrupe grupe G indeksa v koje su
kandidati za grupu Gp, a zatim u takvim grupama potrazimo orbite kar-
dinalnosti k£ koje su kandidati za blokove B trazenog dizajna. Konacno,
provjerimo da li je D = (P,GB) dizajn tranzitivan po incidencijama. U

slucajevima 8, 12 i 14 nema takvog dizajna za K = 1. (vidi: Algoritam [6.5)).

Razmotrimo sada slucaj kada je K netrivijalna. Tada vrijede sljedeci

rezultati.

Napomena 5.20 U svim sljedecim teoremima pretpostavijamo da je D =
(P,B,I) (v, k, \) simetricni dizajn G-tranzitivan po incidencijama i G-imprimitivan
po tockama pri cemu G djeluje vjerno i cuva particiju 3 na d blokova imprim-
itivnosti kardinalnosti c. Takoder, pretpostavljamo da je kardinalnost svakog
nepraznog presjeka nekog bloka v bloka imprimitivnosti jednaka p kao i da je
za svaki B € B broj blokova imprimitivnosti s kojima blok B ima neprazni

presjek jednak 6.

Promotrimo djelovanje grupe K na proizvoljni blok imprimitivnosti A tj.

homomorfizam f : K — Sym (A). Ozna¢imo s K2 sliku tog homomorfizma.
Lema 5.21 Neka je K # 1. Tada je K® # 1 za svaki A € X.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji A € ¥ takav da je K = 1.
Promotrimo djelovanje K na skup tocaka P. Neka je £ € K proizvoljan
i p € P proizvoljna tocka. Oznac¢imo s A’ blok imprimitivnosti u kojem
se nalazi p. Neka je ¢ € G takav da je gA = A’. Kako je p € A/, to je
g 'p € A. Sada je gkg 'p = gg~'p = p. Pa vidimo da za svaki k € K, gkg~*

djeluje trivijalno na svaku tocku p’ € A’ tj. gKg~ ! djeluje trivijalno na A/,
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a kako je K < G, to je gKg~! = K. Sada imamo da K djeluje trivijalno
na A’, a kako je p’ odabran proizvoljno, to K djeluje trivijalno na svaki blok
imprimitivnosti, tj. ' = 1 sto je u kontradikciji s po¢etnom pretpostavkom.

[
Lema 5.22 Neka je K # 1. Tada K* djeluje tranzitivno na A.

Dokaz. Prvo uo¢imo da je K netrivijalna normalna podgrupa grupe (Ga)2.
Sada tvrdnja slijedi direktno iz Propozicije [1.34. m
Za proizvoljni blok B € B promotrimo restrikciju homomorfizma f : K —

Sym (A) na stabilizator bloka Kp. Oznacimo s K§ sliku tog homomorfizma.
Lema 5.23 Neka je K # 1. Za svaki B € B vrijedi [K : Kg] = c.

Dokaz. Kako K2 djeluje tranzitivno na A, to i K djeluje tranzitivno na A i
to vrijedi za svaki A € 3. Dakle, K pri djelovanju na P ima d orbita duljine
c. Po Teoremu K pri djelovanju na B takoder ima d orbita koje su, zbog
K < @G, jednake duljine, a kako zbog simetri¢nog dizajna imamo |B| = |P|,
to one moraju biti duljine ¢. Sada po Propoziciji [1.23] vrijedi [K : K| = ¢ za
svaki BeB. =

Propozicija 5.24 Neka je K # 1. Tada je 05 = c.

Dokaz. Prvo uo¢imo da je S ={B' € B| D/X(B') = D/%(B)} K-skup
za svaki B € B. Za proizvoljni k € K vrijedi D,/ %(kB') = k(D,/%(B’)),
a kako je k € K = G(x), on djeluje trivijalno na svaku tocku kvocijentnog
dizajna pa je k(D X(B')) = D/%(B’) tj. kB’ € S. Sada je S unija orbita
od K, a kako je |S| = 6, i sve orbite od K po blokovima su duljine ¢, to
postoji n € N takav da je #, = nc. Sada koristec¢i Fisherovu nejednakost na

pojednostavnjenju kvocijentnog dizajna dobijemo:

b v cd
d < — = — = —,
T Oy Oy O
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tj. 05 < c. Kona¢no, mora bitin =11tj. fp =c. =
Propozicija 5.25 Neka je K # 1. Tada je D,/%° simetricni dizajn.

Dokaz. Kako je f; = ¢, to je broj blokova dizajna D, ¥° jednak % =2 =

C

“ — d, sto je jednako broju tocaka tog dizajna. m

Propozicija 5.26 Neka je K # 1. Indeks grupe K* po podgrupi K5 dijeli
c.

ee 1. K KA2||K,
Dokaz. Vrijedi [K : Kg| = “I<B“ = ]I|<§H|LB(2’)| =

Kako je [K : Kp] =c, to [K®: K§] |c. =

(K2 KR [Ka) : Kpa)] -

Propozicija 5.27 Neka je K # 1. Postoje orbite od K5 ¢ija je unija kardi-

nalnosti p.
Dokaz. Skup BN A je K§-skup i kardinalnosti je y. =

Propozicija 5.28 Ne postoje (v, k,\) simetricni dizajni tranzitivni po in-
cidencijama © imprimitivni po tockama s parametrima iz redaka 7, 12 1 14

Tablice 1.

Dokaz. (Slucaj 7.) Prvo izra¢unajmo broj blokova pojednostavnjenja pod-
dizajna DX. On je jednak %, akakoje 6, | A, tojeb € {42,84,126,252}. Sada
uz pomo¢ MAGME potrazimo mogu¢e kandidate za grupu (Ga)®. Takva
grupa za b € {42,126} ne postoji. Za b € {84,252} jedini kandidati za te
grupe su PSL(2,8) i PT'L(2,8). Sada potrazimo kandidate za grupu K2.
Jedina normalna netrivijalna podgrupa grupe PSL(2,8) je ona sama, dok je
u PI'L(2,8) osim nje same normalna i grupa PSL(2,8). Koriste¢i Propozi-
ciju potrazimo kandidate za K% tj. grupama PSL(2,8) i PT'L(2,8)
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potrazimo sve podgrupe takve da indeks tih podgrupa dijeli ¢. Svi kandi-
dati na skupu od 36 tocaka imaju jednu od sljedece Cetiri orbitne strukture:
{11,141 211}, {11, 73,141}, {8',28'} i {36'} (orbitne strukture zapisujemo
kao multiskupove). Kako po Propoziciji u trazenom dizajnu mora pos-
tojati unija orbita grupe K% kardinalnosti 6, vidimo da takav dizajn ne
postoji.

(Slucaj 12.) Racunajuéi kao i u slu¢aju 7 broj blokova pojednostavnjenja
poddizajna D mora biti iz skupa {45,90, 180,360}, no kako je ¢ = 10 i
1 = 2, to je maksimalan broj blokova jednostavnog dizajna (120) pa mora biti
b = 45.

Dalje postupak ponavljamo kao u dokazu slucaja 7. Svi kandidati za
grupu K% imaju jednu od sljede¢e dvije orbitne strukture: {1%,9'} i {101},
Kako po Propoziciji [5.27 u trazenom dizajnu mora postojati unija orbita
grupe K% kardinalnosti 2, vidimo da takav dizajn ne postoji.

(Slu¢aj 14.) Broj blokova pojednostavnjenja poddizajna DX mora biti
iz skupa {10,30}, no kako je ¢ = 51 p = 3, to je maksimalan broj blokova
jednostavnog dizajna (g) pa mora biti b = 10. Orbitne strukture potencijalnih
grupa K% su {1!,4'} i {5!} pa vidimo da ne postoji unija orbita kardinalnosti

3, a samim time ni trazeni dizajn. m
Lema 5.29 Za svaki A € ¥ grupa K2 je izomorfna grupi KGa /Gy

Dokaz. Po Teoremu je K& = K /K. Kako se u K(a) nalaze svi
elementi iz K koji fiksiraju cijeli A, o¢ito je K(a) = K N G (). Sada imamo
K/ Ky = K/(K N Gy), a kako je Giay < G po Teoremu vrijedi
K /(K NG@)) = KGy,/Gay. Konacno imamo KA =~ KGn) /Gy =

Propozicija 5.30 Postoji normalna podgrupa N grupe (Gz) A fzomorfna

grupi Gay,/ Ky takva da je (GE)A/N =~ (Ga)2 /KA.
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Dokaz. Neka je N = KGa)/ K. Prvo pokazimo da je N = G(a)/ K(a).
Dakle, po Teoremu KGan/K = G/ (Gay NK) =G/ Ka) pa

je prva tvrdnja dokazana. Sada dokazimo da je (Gz)A /N = (Gpa)2 /KA.

Prvo uoé¢imo da je po Teoremu (G¥), = Ga/K. Sadaje (G¥), /N =
(Ga/K)/(KG)/K), atagrupa je po Teoremuizomorfna grupi Ga,/ KGa).
S druge strane grupa (Ga)?,/K* je po Teoremu i Lemi |5.29 izomorfna
grupi (GA/G(A)) / (KG(A)/G(A)) koja je po Teoremutakoder izomorfna
Ga/KG(p) Cime je propozicija dokazana. m

Primjenom Propozicija [5.26], [5.27]1[5.30| moZemo ograniéiti izbor moguéih

kandidata za grupe (Ga)®, K® i G¥, a u nekim slu¢ajevima ih ¢ak i u
potpunosti eliminirati. U slucaju iz retka 11 ne postoji kombinacija tih grupa

koja bi zadovoljila sve tri propozicije.

Propozicija 5.31 Ne postoje (v, k, \) simetricni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama @ itmprimitioni po tockama s parametrima iz retka 11 Tablice 1.

Dokaz. Prvo uz pomo¢ MAGME odredimo sve moguée kandidate za grupu
(GE) A » @ zatim odredimo sve njihove normalne podgrupe i njihove indekse.
U ovom slucaju indeks takve normalne podgrupe mora biti u skupu {1, 2, 4, 8,
16, 36, 72, 144, 181440, 362880}. Sada potrazimo kandidate za grupu (Ga)*
i njihove normalne podgrupe K &iji je indeks iz prethodno navedenog skupa.
U svim K potrazimo kandidate za K4 . Orbitne strukture takvih potencijal-
nih grupa K5 su sljedece: {11,3% 211}, {1197}, {11,94 271}, {11, 9 272},
{11182 271}, {11,271, 361}, {11,631}, {41,125}, {16,481}, {28,361}, {64!}
pa vidimo da ne postoji unija orbita kardinalnosti 8, a samim time ni trazeni
dizajn. m

Pogledajmo koje kombinacije grupa (Ga)?, K2 i G* zadovoljavaju Propozi-

cije |5.26} [5.271[5.30| u preostala ¢etiri slu¢aja (Tablice 6-9)
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Napomena 5.32 U prikazima grupa koristimo notaciju iz programskog paketa

MAGMA. Oznaka pr(X,Y) oznacava primitivnu grupu koja se u MAGMINOJ

biblioteci primitivnih grupa stupnja X nalazi pod identifikacijom Y. Oznaka

(X,Y) oznacava grupu iz MAGMINE biblioteke grupa reda X pod identifikaci-

jom Y.

Tablica 6

Slucaj 6: (v, k, A\, ¢, ) = (175,30,5,25,5)

Grupa

(Ga)?

KA

GZ

pr(25,13)

100, 11)

pr(7,4)

pr(25,14)

pr(7,5)

pr(25,19)

(
(100,11)
(100,11)

pr(7,5)

Tablica 7

Slucaj 8: (v, k, A\, ¢, u) = (288,42, 6, 8,2)

Grupa | (Ga)® | K& | G®
pr(8,3) | (8,5) | pr(36,14)
Tablica 8

Slucaj 10: (v, k, A, ¢, n) = (441,56,7,49,7)

Grupa | (Ga)? K~ G*
pr(49,9) | (98,4) pr(9,5)
pr(49,10) | (98,4) pr(9,2)
pr(49,22) | (98,4) pr(9,7)
pr(49,23) | (294,13) | pr(9,5)
pr(49,24) | (294,13) | pr(9,2)
pr(49,29) | (294,13) | pr(9,7)

99



Poglavlje 5. Simetri¢ni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

Tablica 9
Slucaj 15: (v, k, A\, ¢, ) = (891,90,9,81,9)
Grupa | (Ga)? K~ G*
pr(81,45) | (648,711) | pr(11,4)
pr(81,110) | (162,54) | pr(11,5)
pr(81,115) | (324,164) | pr(11,5)
pr(81,120) | (648,711) | pr(11,5)
pr(81,133) | (324,164) | pr(11,6)
pr(81,138) | (648,711) | pr(11,6)
U svim moguéim sluéajevima kandidati za grupu (Ga)® i K2 su grupe

afinog tipa.

Nadalje pretpostavljamo da je (Ga)? primitivna grupa afinog tipa stup-
nja ¢ = p®. Primijetimo da K ne mora nuzno biti primitivna.

Sada za grupu X, s [X], ozna¢imo skup { N < X | [N| = p® za neki a € No} .
Oznatimo s O,(X) maksimalnu grupu u skupu [X] . Kako iz Ny, Ny € [X],
slijedi N1 Ny € [X], vidimo da je O,(X) dobro definirana, tj. postoji jedin-
stvena takva grupa u [X], .

Podgrupu translacija od (Ga)® oznaéit ¢emo s T(A). Moze se pokazati
da je O,((Ga)?) = T(A) (vidi [16]).

Cesto temo tocke iz skupa A poistovjetiti s elementima iz T(A) buduéi da
d

T(A) djeluje regularno na A. Takoder, skup € poistovjetujemo s UT(AZ-), a

i=1
d d

K ¢e biti podgrupa skupa (HT(AZ)) x G L(n, p)? koja djeluje na UT(Ai)
i=1 i=1

(x, A)v = x; + A,

za sve (z, A) € (HT(Ai)) x GL(n,p)?, v e T(A;).
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Propozicija 5.33 Ako je N 1 G, onda je gN(a)g~" = Niga) za sve A € ¥ i

sve g € G. Takoder, tada su svi Nay = 1 ili su svi Nay medusobno razliciti.

Dokaz. Neka su A € ¥ i g € GG proizvoljni.
Neka je © € gNayg . Tada postoji h € Na) takav da je x = ghg™'.
Neka je gd € gA proizvoljan. Sada je

zgd = ghg 'g6 = ghd = ¢,

pa je x € Gyay. Kako je N 4 G, to je ghg™' € N pa je konacno
WS N(QA). Dakle, gN(A)g_l - N(QA).
Obratno, neka je v € Nya). Neka je 0 € A proizvoljan. Tada je go € gA

'zgd = 6. Sada je g~'xg € G(a). Takoder,

zasvaki g € G pajexrgd = g tj. g~

zbog normalnosti od N je g 'zg € N pa je g 'ag € Nia) tj. = € gNiayg ™.
Pokazimo sada drugu tvrdnju. Na skupu ¥ definirajmo relaciju ekviva-

lencije sa A ~ A’ ako i samo ako Nia) = N(ar). Kako iz A ~ A’ za svaki

g € G slijedi N(gA) = gN(A)gfl = g]\[(A’)gi1 =

Nigan tj. gA ~ gA’, vidimo
da je ovo G-relacija, odnosno G ¢uva particiju induciranu ovom relacijom pa
ta particija tvori blokovni sustav s obzirom na GG. No kako K djeluje trivi-
jalno na ovaj blokovni sustav, to je ova particija blokovni sustav s obzirom
na G*. Sada, kako je G* primitivna grupa, slijedi da ili imamo d blokova
imprimitivnosti kardinalnosti 1 ili jedan blok imprimitivnosti kardinalnosti
d. U prvom slu¢aju za svaka dva razlicita A, A’ € ¥ vrijedi A « A’ tj.
Ny # Nean. U drugom slucaju imamo da su svi N(a) jednaki no onda
iz N Gy = 1 slijedi Arng(A) = 1, a zbog jednakosti svih N(a) imamo

AeX
N(A) =1 m

Propozicija 5.34 Za svaki A € ¥ vrijedi da je O,(K)> = Ey i postogi 3 >
a takav da je Op(K) = FY. Takoder, Op(K) < G i Cq(Op(K))NK = Op(K).
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Dokaz. 1z O,(K) char K <4 G slijedi da je O,(K) <4 G i O,(K)* < (Ga)®
pa je Op(K)™ < 0,((Ga)®) = T(A) zasvaki A € £10,(K)* = T(A) = 2

(vidi [I6]). Buduéi da je O,(K) < HT(A), a iz definicije od O,(K) slijedi
Aex
O,(K)=GnN H T(A)iO,(K) je elementarna abelova p-grupa dakle postoji

Ae¥
B > a takav da je Op(K) = FJ.

Budu¢i da je O,(K) abelova grupa vrijedi da je O,(K) < Cq(O,(K))NK.
Neka je sada x € Cg(O,(K))N K. Tada je xs = sz za svaki s € O,(K). Sada
je pa(z)eals) = pals)pa(x) paje pal(z) € Cigya(0p(K)*) = Op(K)™ pa
je © € Op(K) (u teoriji primitivnih grupa se pokaze da je C,)a(T(A)) =
T(A), vidi [10]). =

Propozicija 5.35 Ako je Op(K)a) # 1 zaneki A € 3, onda je C(Oy(K)) =
O,(K).

Dokaz. Pretpostavimo da je Cq(O,(K)) # O,(K). Onda po Propoziciji
5.34| postoji element x iz C(O,(K)) koji nije u K. Kako je centralizator
normalne podgrupe normalna podgrupa, to je Ce(O,(K))K /K netrivijalna
normalna podgrupa od G* pa djeluje tranzitivno na . Onda i Cq(O,(K))
djeluje tranzitivno na ¥. To znaci da za A 1 A’ iz ¥ postoji g € Cq(O0,(K))
takav da je gA = A’. Po Propozicijivrijedi Op(K)(a) = 90u(K) (ayg ' =
Op(K)(ga) = Op(K)(an pa su svi Op(K)ay = 1, sto je u kontradikeiji s
pocetnom pretpostavkom. Dakle, C(O,(K)) = O,(K). =

Za dokazivanje Propozicije koristit ¢emo sljedeci poznat rezultat iz

teorije simetri¢nih dizajna dan u [9]:

Teorem 5.36 Ako je f broj fiksnih tocaka netrivijalnog automorfizma simetriénog

(v, k, A) dizajna, onda je f < k+ Vk — .
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Propozicija 5.37 Ako je k++vk — X < 2c, onda je Ka)N Ky =1 za sve
razlicite blokove imprimitivnosti A, A" € ¥ te |K| < |KA‘2 i |0, (K)| < .

Dokaz. Neka su A i A’ razliciti elementi iz ¥. Ako je Ky N K(ar) netrivi-
jalan, onda postoji nejedini¢ni element u G koji ima barem 2c¢ fiksnih tocaka
sto je u kontradikciji s brojem fiksnih tocaka netrivijalnog automorfizma
simetri¢nog dizajna pa mora biti K(a) N Ky = 1. Kako je Ka) Ky C K,
a iz Propozicije vrijedi da ‘K (A)‘ ne ovisi o izboru A, to imamo

K
K| > | Ky Kan] = K| [Kan| = [Ka)|* = |KA|27
tj. |K| < ‘KA‘2. Analogno dobijemo i |0, (K)| < |O, (K)A , a kako je

‘Op (K)A’ =|T(A)| = ’FZ?| = p® = ¢, imamo trazeni rezultat. m

Napomena 5.38 Primijetimo da je uvjet k++'k — A < 2c ispunjen u tri od
preostala Cetiri slucaja: 6, 10 15. Za te slucajeve nam Propozicija [5.37 pri
konstrukciji potencijalnog dizajna daje ogradu za redove grupa K i O, (K).
Propozicija 5.39 Neka je A € X, Y1 < F 1 K2 =T(A)x Y, pri éemu je
Y ={yl |y e Y1} =Y. Tada vrijedi:

i) Grupa K je izomorfna podgrupi od (HT(AZ)) x Y i O,(K) je

izomorfna podgrupi od HT (A

it) Postoji Ky < Ki:tlakva da je K = O, (K) x Ky, i Ky je izomorfna
podgrupi od Y.

iti) Ako je Op (K) a0y (K)(Aj) trivijalna grupa za sve razlicite A;, A; €
Y i|Y]| <d, onda je Ky =Y.
Dokaz. i) Budué¢i da je K < G djelovanja od K na, svim A € E su izomorfna
pa slijedi prvi dio tvrdnje. Kako je O, ( GHHT ) < HT ), slijedi

druga tvrdnja.
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d d
ii) Neka je N = (HT(A,)) x Y% Bududi da je HT(AZ-) < N rjesiva
i=1

i=1
d

i N/HT(AZ-) =~ Y4 rjegiva slijedi da je N rjesiva grupa. K je podgrupa
i=1

rjeSive grupe pa je i sama rjesiva. Kako je Y1 < FJ i ‘F];‘

= p — 1, slijedi

d
da p t [Y]* pa je HT(Ai) p-Sylowljeva podgrupa grupe N. Buduéi da je
i=1

0, (K) < ﬁT(Ai) slijedi da je O, (K) p-Sylowljeva podgrupa grupe K.
Kako je K ;j:eléiva podgrupa, po Propoziciji postoji p’~-Hallova podgrupa
Ko te vrijedi K = O, (K) x K.

iii) Neka je s € O) (K) 4,y - To znaci da je s; = 0 pa iz trivijalnosti od
Op (K)(ay N Oy (K)(a,) slijedi da za svaki s € O, (K) za koje je s; = s; = 0,
za neke i # j, vrijedi da su svi 5; = 0. Iz |Y| < d slijedi da za svaki
A= (a11,...,a4]) € Ky, pri ¢emu su a; € Y, postoje razliciti ¢, j takvi da je

a; = a;. Sada uo¢imo da za svaki s € O, (K) vrijedi:
(0, A)(s, 1)(0, A) ™ (s, 1)~ = (As, A)(0, A™")(~ais, I)
= (As, I)(—a;s,1)
= (As —a;s,1).
Kako je s € O, (K) < K, to je As —a;s element iz O, (K) kojemu su i-ta
i j-ta koordinata jednake 0 pa su mu sve koordinate jednake 0, tj. As = a;s.

Sada je a; = ag = ... = aq4 pa je svaki A € Ky oblika (a17, ...,a11) tj. Ko =Y.

Propozicija 5.40 Ne postoje (v, k, \) simetricni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama imprimitivni po tockama s parametrima iz retka 6 Tablice 1.

Dokaz. Prvo navedimo sve moguée kombinacije grupa (Ga)®, K2 i G* za

slucaj 6.
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(Ga)® KA G
pr(25,13) | (100,11) | pr(7,4)
pr(25,14) | (100,11) | pr(7,5)
pr(25,19) | (100,11) | pr(7,5)

Kako je G tranzitivna po incidencijama, mora vrijediti vk | |G|. Kako je
vk =2-3-5-71|G| =|G*||K|, mora vrijediti 5° | |G*| |K]|. S obzirom da
su jedine moguce grupe G* pr(7,4) i pr(7,5) redova 42 i 168 redom, vidimo
da 51 |G*| pa mora vrijediti 5% | |K] .

Pokazuje se (u MAGMI) da je K = T(A) x (2I) pa iz Propozicije [5.39)
slijedi K = O (K)  (2I) .

U grupi G postoji element = reda 7 koji nije element iz Oy (K). Neka
je grupa H = O (K) (x) . Grupa (z) je 7-Sylowljeva podgrupa od H. Broj
7-Sylovljevih podgrupa syl; dijeli red od Os (K) te je syl; = 1(mod 7). Kako
je zbog Propozicije |05 (K)| < 252, slijedi da je syl; = 1. Sve Sy-
lowljeve podgrupe od H su normalne pa element = komutira s Os (K) po
elementima. Sada je x € Cg(Os5(K)) # Os(K) pa po Propoziciji vrijedi
da je Os(K) ) = 1, odnosno Os(K)A = O5(K),/Os(K)a) = Os5(K). Sada je
|O5(K)| = 25 pa vidimo da |K| = |Os (K)| [{(2I)| = 100 $to je u kontradikciji
sH | |K|. =

Propozicija 5.41 Ne postoje (v, k, \) simetricni dizajni tranzitivni po inci-

dencijama i itmprimitioni po tockama s parametrima iz retka 10 Tablice 1.

Dokaz. Prvo navedimo sve moguée kombinacije grupa (Ga)2, K2 i G* za

slucaj 10.

65



Poglavlje 5. Simetri¢ni imprimitivni dizajni tranzitivni po incidencijama

(Ga)? KA o
pr(49,9) | (98,4) pr(9,5)
pr(49,10) | (98,4) pr(9,2)
pr(49,22) | (98,4) pr(9,7)
pr(49,23) | (294,13) | pr(9,5)
pr(49,24) | (294,13) | pr(9,2)
pr(49,29) | (294,13) | pr(9,7)

Kako je G tranzitivna po incidencijama, mora vrijediti vk | |G|. Kako
je vk =2%.32.7 i |G| = |G¥||K|, mora vrijediti 7° | |G®| |K|. S obzirom
da su jedine moguée grupe G* pr(9,2), pr(9,5) i pr(9,7) redova 72, 144 i 432
redom, vidimo da 7 ¢ }Gz‘ pa mora vrijediti 73 | | K] .

Pokazuje se (u MAGMI) da je za K& = (98,4) = T(A) x (61), a za
KA = (294,13) = T(A)x(3I) pa iz Propozicije[5.39slijedi K = Oy (K)x{al)
pri ¢emu je a € {3,6} tj. Ky je ciklicka grupa reda 6 ili 2.

Kako je zbog Propozicije |07 (K)| < 492, slijedi da je |O; (K)| = 77,
pri cemu je B € {3,4} . Takoder, jer je |Or (K)| # 49 = ’07 (K)™
O7(K)a) # 1 pa vrijedi Cg(07(K)) = O7(K).

Po Propoziciji ii) vrijedi Ky & K /0,(K), a kako imamo

, onda je

(G/O,(K)) /(K /Oy(K)) = G/K = G,

to je G /O,(K) prosirenje Kq.G>.

Sada u MAGMI potrazimo progirenja Ky.G* za slucaj Ky = Cy i G* =
pr(9,2). Za ta prosirenja se pokaze da je presjek svih jezgri ireducibilnih
linearnih reprezentacija stupnja manjeg ili jednakog / = 4 kardinalnosti 9.
Pritom primijetimo da je Cy < Cg 1 pr(9,2) < pr(9,5) < pr(9,7) pa su

progirenja Cy.pr(9,2) podgrupe progirenja Ky.G* za sve izbore Ky i G* pa
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je i njihov presjek svih jezgri ireducibilnih linearnih reprezentacija stupnja
manjeg ili jednakog § = 4 kardinalnosti djeljive sa 9. To znaci da u svakom
slucaju prema Napomeni mora vrijediti 9 | |Cq(O7(K))| = |O7(K)], $to
je kontradikcija jer je O;(K) 7-grupa. =

Sva prethodna analiza iz ovog poglavlja dovodi nas do sljedeceg glavnog

rezultata:

Teorem 5.42 Neka je A < 10. Postoji totno osam do na izomorfizam netriv-
ijalnih simetricnih (v, k, \) - dizajna D za koje je (v, k, \) razlicit od (288,42, 6)
i (891,90,9) te za koje postoji grupa automorfizama G takva da je dizajn D
G-tranzitivan po incidencijama i G-imprimitivan po tockama. Posebno, pos-
toje takva

dva (16,6,2) dizajna,

jedan (45,12,3) dizajn,

jedan (15,8,4) dizajn i

cetirt (96,20,4) dizajna.

Dokaz. Teorem nam daje moguce petorke parametara (v,k, A\, c, i)

takvih dizajna. Eliminacijske Propozicije [5.13] [5.14] [5.19} [5.28] [5.31], [5.40
i i uvjet teorema (v,k, \) ¢ {(288,42,6),(891,90,9)} nam eliminiraju

sve osim prvih pet petorki parametara. Napomene[5.8] [5.9;[5.10/i opisuju

broj dizajna s parametrima iz prvih pet redaka. m
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Dodatak

6.1 Algoritmi

U ovom dijelu dat ¢emo neke algoritme koje smo koristili pri konstrukciji
dizajna odnosno pokazivanju njihove neegzistencije. Kako su glavni fokus
ovog rada dizajni tranzitivni po incidencijama, prvi od njih je algoritam koji
za dani G 1 B provjerava je li incidencijska struktura D = (P, B) dizajn

tranzitivan po incidencijama, pri ¢emu je G < Sym(P), a B = GB.

Algoritam 6.1 FTD:=function(G,B);

p:=Representative(B);

orb:={Set(x):x in Orbits(Stabiliser(G,p))};

orb:={x:x in orblz ne {p}};

k:=#B; v:=Degree(G);

ftd:=false;

if (#O0rbit(Stabiliser(G,B),p) eq k) and (forall(u) {x:x in orb|#(B meet
z) eq ((k-1)*#x)/(v-1)}) then ftd:=true;

end if;

return ftd;
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end function;

Sljedete ¢emo dati pomoéni algoritam koji ¢e nam listu dizajna filtrirati

na nacin da ukloni dizajne koji su medusobno izomorfni.

Algoritam 6.2 [Z0:=function(lista_ dizajna);

dizagni:=[];

izo_ dizagni:=[];

for x in lista_ dizagna do
if © notin 1zo_ dizagni then
dizagni:=dizajni cat [z];
izo__dizajni:=izo_ dizajni cat [y:y in lista_ dizajna|IsIsomorphic(x,y)];
end if;

end for;

return dizajni;

end function;

Sada ¢emo dati algoritam koji smo koristili pri konstrukciji svih primi-
tivnih dizajna s v to¢aka. Sama konstrukcija algoritma je detaljno opisana
u 4. poglavlju. Primijetimo da brojac¢ i broji do n — 2 jer su zadnje dvije
grupe u MAGMINQOJ biblioteci uvijek A4, i S,, a takve nam daju trivijalne

dizajne.

Algoritam 6.3 PFTD:=function(v);
lista:=[];
n:=NumberOfPrimitive Groups(v);
for iin {1..n-2} do
G:=Primitive Group(v,i);
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S:=Stabiliser(G,1);
orb:=[#x:x in Orbits(S)|#x ne 1];
kk:={k:k in [3..v-8]|forall(w){z:x in orb|IsIntegral((k-1)*z/(v-1))}};
kk:=[x:xz in kk|#G mod x eq 0];
for k an kk do
bb:={z:x in [2..#G-1]|#G mod x eq 0};
bb:={x:x in bb|IsIntegral(k*z/v)};
bb:={x:x in bb|IsIntegral(((k-1)*k*z)/((v-1)*v))};
bb:=[x:x in bb|z It Binomial(v,k)];
redGB:=[Floor(#G/x):x in bb/;
for iin {1..#redGB} do
GB:=[x‘subgroup:x in Subgroups(G:OrderEqual:=red GB[i])];
for s in GB do
orbs:=[Set(x):x in Orbits(s)|#x eq kf;
orbs:=[z:x in orbs| FTD(G,x)];
for o in orbs do
lista:=lista cat [IncidenceStructure<v| Orbit(G,0)>];
end for;
end for;
end for;
end for;
end for;
return 120 (lista);

end function;

Algoritam nije pogodan za v > 30 pa ¢emo dati i algoritam koji

takoder trazi dizajne tranzitivne po incidencijama s v tocaka, ali za tocno
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odredeni k£ i b. Ovo preciziranje parametara k£ i b nam daje moguc¢nost za
trazenje dizajna s nesto ve¢im parametrima v. Takoder, kao i u Algoritmu
ne trazimo dizajne s grupom automorfizama A, ili S, jer za takve znamo

da su trivijalni.

Algoritam 6.4 PFTD:=function(v,k,b);
lista:=[];
n:=NumberOfPrimitive Groups(v);
for i in {1..n-2} do
G:=PrimitiveGroup(v,i);
if (#G mod b eq 0) then
GB:=Subgroups(G:OrderEqual:=Floor(#G/b));
GB:=[x‘subgroup:x in GBJ;
for s in GB do
orbs:=[Set(x):x in Orbits(s)|#x eq k/;
orbs:=[z:x in orbs| FTD(G,x)];
for o in orbs do
lista:=lista cat [IncidenceStructure<v|Orbit(G,o0)>];
end for;
end for;
end if;
end for;
return 1Z0(lista);

end function;

Sada navedimo algoritam za trazenje simetri¢nih po tockama imprimi-
tivnih dizajna tranzitivnih po incidencijama kojima je jezgra djelovanja na

sustav imprimitivnosti trivijalna.
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Algoritam 6.5 SVFEFTD:=function(d,c,k);
Gsigma:=[Primitive Group(d,z):x in [1.. NumberOfPrimitive Groups(d)]];
lista:=[];
for G in Gsigma do
Gdelta:=Stabilizer(G,1);
MS:=[x‘subgroup:x in MazimalSubgroups(Gdelta)| #Gdelta/#x eq c/;
for mms in MS do
gg:=CosetImage(G,mms);
GB:=[z‘subgroup:x in Subgroups(gg:OrderEqual:=#mms)];
for ba in [1..#GB] do
orb:={Set(x): x in Orbits(GB[ba])|#x eq k};
orb:=[x:x in orb| FTD(gg,z)];
lista:=lista cat [IncidenceStructure< GSet(gg) | Orbit(gg,x)>:x
in orb];
end for;
end for;
end for;
return IZO(D);

end function;

6.2 Primitivni dizajni tranzitivni po inciden-
cijama za v < 30

Popis parametara svih 2-(v,k,\) dizajna tranzitivnih po incidencijama i
primitivnih po tockama za koje je A < 30 dan je u Tablici 10. Uz para-

metre dizajna navedena je i njihova puna grupa automorfizama G.
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Tablica 10

(v,k,\) | G (v,k,\) |G

v="6 |(6,3,2) | PSL(2,5) (10,4,4) | PTL(2,9)

v="7 1(7,3,1) | L(3,2) (10,4,24) | PT'L(2,9)
(7.3,2) | AGL(1,7) (10,5,8) | M(10)
(7,3,4) | L(3,2) (10,5,16) | PTL(2,9)
(7,4,2) | L(3,2) (10,6,5) | S(6)

v=28 |(8,4,3) | ASL(3,2) (10,6,10) | PT'L(2,9)
(8,4,6) | PGL(2,7) | v=11](11,3,3) | L(2,11)
(8,4,9) | PGL(2,7) (11,3,6) | L(2,11)
(8,4,12) | ASL(3,2) (11,4,6) | L(2,11)

v=9 |(9,3,1) | AGL(2,3) (11,5,2) | L(2,11)
(9,3,6) | AGL(2,3) (11,5,4) | AGL(1,11)
(9,4,3) | ATL(1,9) (11,5,12) | L(2,11)
(9,4,6) | ATL(1,9) (11,5,12) | M(11)
(9,4,9) | AGL(2,3) (11,5,72) | M(11)
(9,6,5) | AGL(2,3) (11,6,3) | L(2,11)

v =10 (10,3,4) | 5(6) (11,6,15) | L(2,11)
(10,4,2) | S(6) (11,6,18) | M(11)
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(v, k, \) G
(12,4,15) | PGL(2,11)
(12,4,15) | M(11)
(12,4,30) | PGL(2,11)
(12,4,30) | M(11)
(12,5,20) | PGL(2,11)
(12 5,20) | M(11)
(12,6,5) | M(11)

(12 6,25) | PSL(2,11)
(12 6,25) | PGL(2,11)
(12,6,25) | M(11)

(12 6, 30) M(12)
(12,6,50) | PGL(2,11)
(12,6,180) | M(12)
(12,8,70) | PGL(2,11)
(12,8,70) | M(11)
(13,3,2) | AGL(1,13)
(13,3,2) | L(3,3)
(13,3,9) | L(3,3)
(13,4,1) | L(3,3)
(13,4,3) | AGL(1,13)
(13,4,18) | L(3,3)
(13,6,5) | AGL(1,13)
(13,6,15) | L(3,3)
(13,6,45) | L(3,3)
(13.8,42) | L(3,3)
(13,9,6) | L(3,3)
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16

(v,k,\) |G
(15,7,24) | PSL(4,2)
(15,8,4) | PSL(4,2)
(15,9,24) | A(7)
(15,9,96) | PSL(4,2)
(15,10, 18) | A(7)
(15,10,54) | A(7)
(15,10,72) | PSL(4,2)
(15,12,22) | PSL(4,2)
(16,3,2) | ATL(2,4)
(16,3,4) | ASL(2,4) : 2
(16,3,6) | 21.5(6)
(16,3,8) | 21.5(6)
(16,3,12) | ATL(2,4)
(16,4,1) | ATL(2,4)
(16,4,2) | ASL(2,4) : 2
(16,4,3) | 24.5(6)
(16,4,3) | AGL(1,16) : 2
(16,4,4) | 24.5(6)
(16,4,6) | ATL(2,4)
(16,4,7) | 2*.PSL(4,2)
(16,4,12) | 2*.5(6)
(16,4,12) | AT'L(1,16)
(16,4,36) | AT'L(2,4)
(16,4,84) | 24 PSL(4,2)
(16,5,4) | ATL(1,16)
(16,5,8) | 21.5(6)

(v, k, N) G

(16,5,16) | ASL(2,4): 2
(16,5,24) | ATL(2,4)
(16,5,48) | 24.A(6)
(16,5,56) | 24.A(7)
(16,5,96) | 24.5(6)
(16,5,168) | 24.A(7)
(16,5,224) | 2. PSL(4,2)
(16,6,2) | 24.5(6)
(16,6,4) | ASL(2,4):2
(16,6,6) | ATL(2,4)
(16,6,10) | AGL(1,16) : 2
(16,6,10) | ASL(2,4): 2
(16,6,12) | (S(4)xS(4)): 2
(16,6,12) | 2%.A(6)
(16,6,14) | 24.A(7)
(16,6,15) | 24.5(6)
(16,6,20) | ATL(2,4)
(16,6,20) | ASL(2,4):2
(16,6,24) | 24.5(6)
(16,6,30) | 24.5(6)
(16,6,30) | ATL(2,4)
(16,6,42) | 24.A(7)
(16,6,56) | 2*.PSL(4,2)
(16,6,60) | ATL(2,4)
(16,6,105) | 24.PSL(4,2)
(16,7,42) | 2.PSL(4,2)
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(v, k, \) G

(16,8,7) 24 PSL(4,2)
(16,8,28) | ATL(2,4)
(16,8,84) | 24.5(6)
(16,8,196) | 2*.PSL(4,2)
(16,9,48) | AT'L(2,4)
(16,9,48) | 2%.5(6)
(16,9,336) | 24.A(7)
(16,9,1344) | 2*.PSL(4,2)
(16,10,6) | 21.5(6)
(16,10,12) | ASL(2,4) : 2
(16,10,18) | AT'L(2,4)
(16,10,36) | 2*.A(6)
(16,10,42) | 2%.A(7)
(16,10,72) | 2%.5(6)
(16,10,126) | 2*.A(7)
(16,10,168) | 2*.PSL(4,2)
(16,12,11) | ATL(2,4)
(16,12,22) | ASL(2,4) : 2
(16,12,33) | 21.5(6)
(16,12,44) | 2*.5(6)
(16,12,66) | AT'L(2,4)
(16,12,77) | 2*.PSL(4,2)
(17,4,3) AGL(1,17)
(17,4,15) | PT'L(2,2%)
(17,4,45) | L(2,2%) : 2
(17,4,90) | PT'L(2,2%)

(v, k, \) G
(17,5,5) PTL(2,2%)
(17,6,150) | PTL(2,2%)
(17,6,75) | L(2,2%) : 2
(17,8,7) AGL(1,17)
(17,8,105) | PTL(2,24)
(17,8,420) | PTL(2,24)
(17,10,135) | PTL(2,2%)
(17,12,33) | PTL(2,2%)
(18,3,8) PSL(2,17)
(18,4,12) | PSL(2,17)
(18,4,24) | PGL(2,17)
(18,4,48) | PGL(2,17)
(18,4,48) | PGL(2,17)
(18,6,10) | PSL(2,17)
(18,6,20) | PGL(2,17)
(18,6,40) | PGL(2,17)
(18,6,80) | PGL(2,17)
(18,8,28) | PSL(2,17)
(18,8,56) | PGL(2,17)
(18,8,112) | PGL(2,17)
(18,9,32) | PSL(2,17)
(18,9,64) | PGL(2,17)
(18,12,44) | PSL(2,17)
(18,12,88) | PGL(2,17)
(18,12,176) | PGL(2,17)
(19,3,1) 19:9
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(v, k, \) G (v, k, \)
(19.3,2) | AGL(1,19) (21,4, 48)
(19,6,5) | AGL(1,19) (21,4, 72)
(19,9,4)  |19:9 (21,5,1)
(19.9,8) | AGL(1,19) (21,5,12)
v=20](20,4,9) | PSL(2,19) (21,5, 16)
(20,4,18) | PGL(2,19) (21,5,32)
(20,4,27) | PGL(2,19) (21,5, 48)
(20,4,54) | PGL(2,19) (21,6, 4)
(20,4,54) | PGL(2,19) (21,6,8)
(20,5,36) | PGL(2,19) (21,6,12)
(20,6,45) | PGL(2,19) (21,6, 60)
(20,6,45) | PSL(2,19) (21,6,120)
(20,6,90) | PGL(2,19) (21,6, 180)
(20,6,90) | PGL(2,19) (21,6, 240)
(20,8,42) | PGL(2,19) (21,7,12)
(20,8,126) | PGL(2,19) (21,7, 24)
(20,9,72) | PGL(2,19) (21,7, 36)
(20,10,81) | PGL(2,19) (21,8, 28)
(20,10,81) | PSL(2,19) (21, 8,336)
(20,10,162) | PGL(2,19) (21,9,12)
(20,12,99) | PGL(2,19) (21,9, 48)
(20,12,198) | PGL(2,19) (21,9,192)
v=211(21,3,3) | PTL(3,4) (21,10, 72)
(21,3,16) | PTL(3,4) (21,10, 144)
(21,4,3) | PTL(3,4) (21,10, 216)
(21,4,24) | PSL(3,4) (21,12, 66)
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Poglavlje 6. Dodatak

(v, k,\) G
(23,10,2520) | M(23)
(23,10, 15120) | M(23)
(23,11,5) 23:11
(23,11, 10) AGL(1,23)
(23,11,280) | M(23)
(23,11,3360) | M(23)
(23,12,336) | M(23)
(23,12,4620) | M (23)
(23,14,2730) | M(23)
(23,14, 10920) | M(23)
(23,15,210) | M(23)
(23,15,1680) | M(23)
(23,16,120) | M(23)
(24,4, 33) PGL(2,23)
(24,4, 33) PSL(2,23)
(24, 4, 66) PGL(2,23)
(24,4, 66) PGL(2,23)
(24,4, 66) PGL(2,23)
(24,6, 55) PGL(2,23)
(24,6, 55) PSL(2,23)
(24,6, 55) PSL(2,23)
(24,6,110) PGL(2,23)
(24, 6,110) PGL(2,23)
(24,6,110) PGL(2,23)
(24,6,1155) | M(24)
(24,6,6160) | M(24)

(v, k, \) G

(24,7, 462) M(24)
(24,8,77) PGL(2,23)
(24,8, 77) M (24)
(24,8, 154) PGL(2,23)
(24,8, 154) PGL(2,23)
(24,8,64680) | M(24)
(24,9,73920) | M(24)
(24,10,27720) | M(24)
(24,11,110) | PGL(2,23)
(24,11,6160) | M(24)
(24,12,121) | PSL(2,23)
(24,12,121) | PGL(2,23)
(24,12,121) | PSL(2,23)
(24,12,242) | PGL(2,23)
(24,12,242) | PGL(2,23)
(24,12,616) | M(24)
(24,12,8470) | M(24)
(24,12, 243936) | M (24)
(24,14,30030) | M(24)
(24,15,4620) | M(24)
(24,16,330) | PGL(2,23)
(24,16,330) | M(24)
(24,18,62832) | M(24)
(25,3, 20) AGL(2,5)
(25,4,12) (S(5) x S(5)) : 2
(25,4,18) (S(5) x S(5)) : 2
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(v, k, \) G (v, k, \) G
(25,4,30) | AGL(2,5) (26,8,56) | PTL(2,25)
(25,4,60) | AGL(2,5) (26,8,84) | PT'L(2,25)
(25,6,50) | AGL(2,5) (26,8,168) | PTL(2,25)
(25,8,140) | AGL(2,5) (26,8,336) | PTL(2,25)
(25,10,90) | AGL(2,5) (26,8,336) | PTL(2,25)
(25,10,90) | AGL(2,5) (26,10,108) | PSL(2, 25)
(25,12,55) | ASL(2,5): 2 (26,10, 216) | PTL(2,25)
(25,12,110) | AGL(2,5) (26,12,66) | PXL(2,25)
(25,16, 150) | AGL(2,5) (26,12,66) | PXL(2,25)
v=26(263,12) | PLL(2,25) (26,12,132) | PTL(2,25)
(26,4,12) | PXL(2,25) (26,12,132) | PTL(2,25)
(26,4,18) | PXL(2,25) (26,12,264) | PTL(2,25)
(26,4,24) | PTL(2,25) (26,13,72) | PSL(2,25)
(26,4,36) | PTL(2,25) (26,13,144) | PTL(2,25)
(26,4,72) | PGL(2,25) (26,16,360) | PT'L(2,25)
(26,4,72) | PTL(2,25) (26,20,38) | PYL(2,25)
(26,4,144) | PTL(2,25) (26,20,76) | PTL(2,25)
(26,5,12) | PXL(2,25) |v=27|(27,3,1) | AGL(3,3)
(26,5,24) | PTL(2,25) (27.3,3) | 3%:13.3
(26,6,3) | PXL(2,25) (27,3,6) | ATL(1,27)
(26,6,6) | PT'L(2,25) (27,3,24) | AGL(3,3)
(26,6,60) | PXL(2,25) (27,4,36) | AGL(3,3)
(26,6,120) | PGL(2,25) (27,4,216) | AGL(3,3)
(26,6,120) | PTL(2,25) (27,6,5) | AGL(1,27)
(26,6,240) | PTL(2,25) (27,6,5) | ATL(1,27)
(26,8,28) | PXL(2,25) (27,6,15) | ATL(1,27)




Poglavlje 6. Dodatak

(v,k,\) G (v,k,\)
(27,6,15) | ATL(1,27) (27,18, 1836)
(27,6,15) | ATL(1,27) (27, 24, 92)
(27,6,15) | ADL(1,27) | v =28 | (28,3,2)
(27,6,20) | AGL(3,3) (28,3,2)
(27,6,180) | AGL(3,3) (28,3,2)
(27,6,270) | AGL(3,3) (28,3, 4)
(27,6,1080) | AGL(3,3) (28,3,8)
(27,8,28) | AGL(3,3) (28,3, 10)
(27,8,504) | AGL(3,3) (28,3, 16)
(27,8,1512) | AGL(3,3) (28,4,1)
(27,9, 4) AGL(3,3) (28,4,1)
(27,9,12) | 3%:13.3 (28,4, 4)
(27,9,24) | ATL(1,27) (28,4,5)
(27,9,96) | AGL(3,3) (28,4,13)
(27,9,216) | AGL(3,3) (28, 4, 39)
(27,9,432) | AGL(3,3) (28,4, 48)
(27,12,132) | AGL(3,3) (28,4,78)
(27,12,792) | AGL(3,3) (28,4, 78)
(27,12,1188) | AGL(3,3) (28, 4, 80)
(27,13,6) | 3%:13.3 (28, 4,234)
(27,13,12) | ATL(L,27) (28,5, 160)
(27,13,864) | ASL(3,3) (28, 5, 640)
(27,13,1728) | AGL(3,3) (28,6, 5)
(27,16,1080) | AGL(3,3) (28,6, 10)
(27,18,17) | AGL(3,3) (28,6, 10)
(27,18,918) | AGL(3,3) (28,6, 10)




Poglavlje 6. Dodatak

(v, k, \) G
(28,6,10) | PTL(2,8)
(28,6,10) | PTL(2,8)
(28,6,20) | PTU(3,3)
(28,6,40) | PTU(3,3)
(28,6,40) | PSp(6,2)
(28,6,40) | PTU(3,3)
(28,6,50) | PSp(6,2)
(28,6,80) | PSp(6,2)
(28,6,130) | PGL(2,27)
(28,6,130) | PTL(2,27)
(28,6,195) | PSL(2,27) : 3
(28,6,200) | PSp(6,2)
(28,6,390) | PT'L(2,27)
(28,6,390) | PTL(2,27)
(28,6,390) | PTL(2,27)
(28,6,480) | PSp(6,2)
(28,7,2) | PTL(2,8)
(28,7,6) | PTL(2,8)
(28,7,16) | PSp(6,2)
(28,7,48) | PTU(3,3)
(28,7,78) | PTL(2,27)
(28,7,5760) | PSp(6,2)
(28,8,14) | PTU(3,3)
(28,8,56) | PTU(3,3)
(28,8,56) | PTU(3,3)
(28,8,70) | PSp(6,2)

(v, k, N) G
(28,8,182) | PGL(2,27)
(28,8,546) | PTL(2,27)
(28,8,1680) | PSp(6,2)
(28,9, 8) PTL(2,8)
(28,9, 8) PTL(2,8)
(28,9,16) | PTL(2,8)
(28,9,32) | PTU(3,3)
(28,9,104) | PTL(2,27)
(28,9,312) | PSL(2,27):3
(28,9,320) | PSp(6,2)
(28,9,624) | PTL(2,27)
(28,9,7680) | PSp(6,2)
(28,10,40) | PSp(6,2)
(28,10,45) | PSp(6,2)
(28,10,1440) | PSp(6,2)
(28,12,11) | PSp(6,2)
(28,12,11) | PTL(2,8)
(28,12,44) | PTU(3,3)
(28,12,88) | PTU(3,3)
(28,12,143) | PSL(2,27) : 3
(28,12,176) | PTU(3,3)
(28,12,286) | PI'L(2,27)
(28,12,660) | PSp(6,2)
(28,12,858) | PTL(2,27)
(28,12,858) | PI'L(2,27)
(28,12,880) | PSp(6,2)




Poglavlje 6. Dodatak

v,k \) G v,k \) G

28,12,2640) | PSp(6,2) 30,5,28) | PSL(2,29)
28,13,156) | PT'L(2,27) 30,5,56) | PGL(2,29)
28,14,169) | PT'L(2,27) 30,6,35) | PGL(2,29)
28,14,169) | PSL(2,27): 3 30,6,70) | PSL(2,29)
28,14,338) | PT'L(2,27) 30,6,70) | PSL(2,29)
28,15,280) | PSp(6,2) 30,6,70) | PGL(2,29)
28,15,560) | PSp(6,2) 30,6,140) | PGL(2,29)
28,16,20) | PSp(6,2) 30,6,140) | PGL(2,29)

(

(
28,18,34) | PT'L( 30,6,140) | PGL(2,29)

28,18,136) | PSp(6,2) 30,7,42) | PSL(2,29)

28,18,442) | PT'L(2,27) 30,7,84) | PGL(2,29)
28,21,20) | PTL(2,8) 30,8,196) | PGL(2,29)
28,24,46) | PTU(3,3) 30,8,196) | PGL(2,29)
28,24,230) | PSp(6,2) 30,10,126) | PGL(2,29)
28,24,598) | PT'L(2,27) 30,10,126) | PSL(2,29)
v =129 | (29,4,3) AGL(1,29) 30,10,252) | PGL(2,29)
29,7, 6) AGL(1,29) 30,10,252) | PGL(2,29)
29,14,13) | AGL(1,29) 30,12,154) | PSL(2,29)
v =30 | (30,3,14 PSL(2,29) 30,12,308) | PGL(2,29)
30,4, 42 PSL(2,29) 30,12,308) | PGL(2,29)
30,4, 42 PGL(2,29 30,12,308) | PGL(2,29)

30,14,91) | PSL(2,29)

30,4, 84

30,14,182) | PGL(2,29)
(

30, 4, 84 30,14, 364) | PGL(2,29)
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30,4,84) | PGL(2,29
)
)
)

30,4, 84 30,15,98) | PSL(2,29)




Poglavlje 6. Dodatak

(v, k, \)

(30,15,196)

PGL(2,29)

(v, k, \)

G

(30, 20, 532)

PGL(2,29)

(30, 24, 644)

PGL(2,29)
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