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Sazetak

U ovom radu razvija se varijanta tehnike Bellmanovih funkcija potrebna za dokaz
odredenih L” ocjena u kontekstu dva ili tri razli¢ita martingala. U slucaju kad su martin-
gali adaptirani obzirom na istu filtraciju, konstruira se odgovarajuc¢a Bellmanova funkcija,
koja zadovoljava odredena svojstva konveksnosti, na domeni odredenoj s kona¢no mnogo
kontrolnih parametara. Konstruirana funkcija koristi se za dokaz L ocjena martingal-
nog paraprodukta (s neprekidnim i diskretnim vremenom) te za alternativni dokaz L”
ogranicenosti paraprodukta obzirom na toplinski tok.

U slucaju kad su martingali adaptirani obzirom na razli¢ite filtracije, konstruira se izraz
Bellmanovog tipa, tj. kontrolni proces, koji imitira svojstva Bellmanovih funkcija. Doka-
zuje se nekoliko novih martingalnih ocjena i razmatraju se njihove primjene u razlicitim
matematickim granama. Dobivaju se nove L” ocjene za poopcéeni zapetljani paraprodukt
obzirom na dvije opéenite multiplikativne dilatacijske grupe. Takoder, daje se i jedan
moguci smjer prosirenja Itove teorije stohastickog integriranja izvan ogranicenja Bichteler-
Dellacherie teorema. Konstruira se stohasticki integral u jednom specificnom kontekstu

kada integrator nije nuzno semimartingal.

Kljuéne rijeci: tehnika Bellmanovih funkcija, martingalni paraprodukti, paraprodukti

obzirom na toplinski tok, opé¢i zapetljani paraprodukt, neadaptirani stohasticki integral.



Summary

This thesis develops the Bellman function technique needed in the proofs of the LP
estimates in the context of two or three different martingales. If the martingales are
adapted to the same filtration, the corresponding Bellman function, which satisfies certain
convexity-type properties, is constructed on the domain determined by finitely many con-
trol parameters. The constructed function is used to prove L” estimates for the martingale
paraproduct (both in discrete-time and in continuous-time) and to give an alternative
proof of L” boundedness of the heat flow paraproducts.

On the other hand, if the martingales are adapted with respect to different filtrations,
a certain Bellman-type expression (a control process) which imitates the properties of
Bellman functions is constructed. Several novel martingale estimates are proved and then
applied in different branches of mathematics. New L” estimates are established for the
general twisted paraproduct with respect to two general multiplicative groups of dilations.
Also, a possible direction in which Ito’s integration theory can be extended beyond the
limitations of the Bichteler—Dellacherie theorem is presented. The stochastic integral is

constructed in a specific context, where the integrator is not necessarily a semimartingale.

The thesis is organized as follows. Chapter 1 (“Introduction”) introduces the Bellman
function technique and explains the objectives and hypotheses of this research.

In Chapter 2 (“Preliminaries”) we give some preliminary results and definitions regar-
ding conditionals expectations, martingales and stochastic integration.

In Chapter 3 (“Bellman function and L” estimates for dyadic paraproducts”) we give
an explicit formula for one possible Bellman function associated with the I” boundedness
of dyadic paraproducts regarded as trilinear forms. The constructed function has a similar
form to the one constructed by F. Nazarov and S. Treil in [46] (for the problem of Haar
multipliers). For a special choice of exponents, we also construct simpler Bellman functions
that give us asymptotic behavior of the constants.

In Chapter 4 (“L? estimates for paraproducts”) we apply the same Bellman function
(constructed in the previous chapter) in various other settings, to give self-contained
alternative proofs of the L? estimates for several classical operators. These include the
martingale paraproducts of Banuelos and Bennett and the paraproducts with respect to
the heat flows.



Summary

In Chapter 5 (“L” estimates for the generalized martingale transform”) we introduce a
variant of Burkholder’s martingale transform associated with two martingales with respect
to different filtrations. Even though the classical martingale techniques cannot be applied,
we show that the discussed transformation still satisfies some expected L? estimates. To
do so we construct an appropriate control process with required “convexity” properties.

In Chapter 6 (“Twisted paraproducts and stochastic integrals”) we apply the martingale
inequalities obtained in Chapter 5 to general-dilation twisted paraproducts, particular
instances of which have already appeared in the literature. That way new L” estimates
are established for paraproducts with respect to two different dilation structures. As
another application we construct stochastic integrals [; H,d(X,Y,) associated with certain
continuous-time martingales (X;);>o and (Y;);>0. The process (X;Y;)i>0 is shown to be a
“good integrator”, although it is not necessarily a semimartingale, or even adapted to any
convenient filtration.

Finally, in Chapter 7 (“Noncommutative martingale paraproducts”) we present L”
estimates for martingale paraproducts of dyadic algebra-valued martingales. For a special
choice of exponents we construct the Bellman function that yields estimates with sharp

constants.

Keywords: Bellman function technique, martingale paraproducts, heat flow paraproducts,

general-dilation twisted paraproduct, non-adapted stochastic integral.
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PocLAVLJE 1

Uvod

Tehnika Bellmanovih funkcija temelji se na radovima primijenjenog matematicara R.
E. Bellmana iz stohasticke optimalne kontrole nastalima sredinom dvadesetog stoljeca. U
podrucju teorije vjerojatnosti prvi je tu tehniku razvio i koristio D. L. Burkholder. On je

u [12] pokazao da za realni martingal f i 1 < p < oo vrijedi

9llr@y < (" = DI fllLr@),

gdje je g martingalna transformacija od f obzirom na neki realni predvidivi proces v koji
je uniformno ogranicen s 1, a p* = max{p, p%l}. Kako bi dokazao da je konstanta p* — 1
zaista i najbolja moguca, Burkholder je dao eksplicitni oblik Bellmanove funkcije koja
zadovoljava odredena svojstva konkavnosti. Modifikacije te funkcije kasnije su koristene za
dokaz brojnih drugih martingalnih ocjena (vise detalja moze se pronaéi u [15] i [13]). Osim
u teoriji vjerojatnosti, tehnika Bellmanovih funkcija nasla je svoju primjenu i u podrucju
harmonijske analize. F. Nazarov, S. Treil i A. Volberg su u seminalnim radovima [46] i
[47] tu tehniku prilagodili problemima ocjene normi integralnih operatora.

Spomenuta tehnika Bellmanovih funkcija za dokazivanje ocjena u teoriji vjerojatnosti

i analizi najcesée se provodi u tri koraka:

(1) formulira se problem u terminima martingalne ocjene;

(2) dokaze se da je Zeljena ocjena ekvivalentna s egzistencijom Bellmanove funkcije s

odredenim svojstvima;

(3) konstruira se konkretna Bellmanova funkcija s odredenim kontrolnim parametrima.

Na ovaj nacin teoretske martingalne ocjene se svode na konstrukciju samo jednog i sa-
svim konkretnog objekta: eksplicitne funkcije s odgovaraju¢om domenom, kodomenom i
zeljenim svojstvima poopcene konveksnosti. Bellmanovu funkciju najcesée trazimo kao
modifikaciju ve¢ poznatih Bellmanovih funkcija iz literature ili rjeSavanjem odgovarajuc¢ih
diferencijalnih jednadzbi.

Razvojem moderne multilinearne analize pojavili su se problemi ograni¢enosti mul-

tilinearnih singularnih integralnih operatora za ¢iji dokaz se martingalni pristup cini
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najizglednijim. U tu skupinu pripadaju razni singularni operatori koji su invarijantni na
vrlo generalnu dilatacijsku strukturu uvedenu u [55], a najjednostavniji primjer su tzv.
paraprodukti. Jedan takav operator je i tzv. zapetljani paraprodukt kojeg su uveli Demeter
i Thiele u [25]. Problem njegove ogranic¢enosti rijesio je V. Kovac¢ u [38] prikladno mo-
dificirajué¢i tehniku Bellmanovih funkcija za multilinearne ocjene. Prirodno se postavilo
pitanje daljnje prilagodbe tehnike Bellmanovih funkcija na veéu klasu problema u multili-
nearnoj harmonijskoj analizi, ali i srodnim matematickim granama. Prvi rezultati u tom
smjeru postignuti su u radu V. Kovaca [37], u kojem se tehnikom Bellmanovih funkcija
dokazuju nestandardne ocjene za dijadske martingale. U ovom doktorskom radu cilj je
razviti varijantu tehnike Bellmanovih funkcija potrebne za dokaz L” ocjena za dva (ili tri)
razli¢ita martingala, koji ne moraju biti dijadski i koji nisu nuzno adaptirani obzirom na

istu filtraciju.

U Poglavlju 2 navodimo neke osnovne pojmove i poznate rezultate iz teorije vjerojat-
nosti koji ¢e nam biti od koristi u daljnjem radu. Vise detalja o martingalima s diskretnim
vremenom moze se pronaéi u [31] i [59], dok za martingale s neprekidnim vremenom i
stohasticku integraciju upuéujemo na [30] i [53].

Poglavlje 3 posveceno je dokazivanju L” ogranic¢enosti tzv. dijadskog paraprodukta.
Dokazat ¢emo da postoji konac¢na konstanta C, ,, > 0 koja ovisi samo o tri eksponenta
p,q,r takva da je

[Ac(f,9,h)] < Cpgr

| fllee@) llgllLe@) || Pl @) (1.1)

kad god su 1 < p,q,r < 00, Il) + % + % =11 f, g, h funkcije iz odgovaraju¢eg prostora test
funkcija. U gornjoj nejednakosti A (f, g, h) je trilinearna forma koja se dobije dualizacijom
dijadskog paraprodukta II.(f, g) (vidi Odjeljak 3.1). Iako je ocjena (1.1) dobro poznata,
mi ¢emo prezentirati nesto drugaciji, direktniji, dokaz koristenjem tehnike Bellmanovih
funkcija. Takav dokaz nam moze dati precizniju kvantitativnu ovisnost konstanti Cp,, i
omogucuje nam da istu Bellmanovu funkciju primijenimo u razli¢itim kontekstima. Dat
¢emo eksplicitni izraz za odgovaraju¢u Bellmanovu funkciju, a pritom éemo koristiti
strukturu jednostavnije Bellmanove funkcije koju su konstruirali F. Nazarov i S. Treil za
problem Haarovih mnozitelja u [46]. U dokazu da konstruirana Bellmanova funkcija zaista
zadovoljava trazena svojstva koja povlace (1.1) (Odjeljak 3.2) koristit ¢emo i programski
paket Mathematica [60]. Kona¢no, pokazat ¢emo kako za poseban izbor eksponenata p, ¢, r
mozemo konstruirati i jednostavnije Bellmanove funkcije koje ¢e nam dati asimptotsko
ponasanje konstanti C, ,, (Odjeljak 3.3).

U Poglavlju 4 primijenit ¢emo Bellmanovu funkciju konstruiranu u Poglavlju 3 kako
bismo dokazali L” ograni¢enost martingalnih paraprodukta i paraprodukta obzirom na

toplinski tok. U Odjeljku 4.1 dokazat ¢emo da za sve eksponente p,q,r takve da je
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1<p7Q7T<OO7Q>Ti%+%+%zlvri‘jedi

X Y)allr Spar 1 Xnllel[YallLe, (1.2)

gdje je r’ konjugirani eksponent od r. Ovdje je ((X : Y)n) OO_O martingalni paraprodukt
dva martingala s diskretnim vremenom, (X)), i (Y,,)5%,, definiran po uzoru na Burkhol-
derovu martingalnu transformaciju uvedenu u [14]. Definiciju martingalnog paraprodukta

((X : Y)t>t20 dva martingala s neprekidnim vremenom, (X;);>0 i (Y})¢=0, preuzet éemo iz
¢lanka Banuelosa i Bennetta [3]. U Odjeljcima 4.4 i 4.2 dokazat ¢emo da i ((X . Y)t)t>0
zadovoljava ocjenu oblika (1.2) i to u kontekstu filtracije obzirom na Brownovo gibanje i
opcenite filtracije s neprekidnim vremenom koja zadovoljava neke standardne pretpostavke
(Definicija 2.22). Konac¢no, u Odjeljku 4.3 iskoristit ¢emo istu tu Bellmanovu funkciju

kako bismo dali elegantni dokaz ocjene

NS 9, )| Spaer 1 e gl Loyl Al Lr &), (1.3)

gdje je A(f, g, h) paraprodukt obzirom na toplinski tok, a eksponenti p, ¢, r zadovoljavaju
gore navedene pretpostavke. Materijal obuhva¢en Poglavljima 3 i 4 moze se pronac¢i u
¢lanku [40].

U Poglavlju 5 uvodimo jednu varijantu Burholderove martingalne transformacije pri-
druzene dvama martingalima obzirom na dvije razli¢ite filtracije (Definicija 5.1). Dokazat
¢emo da takve transformacije i dalje zadovoljavaju neke L” ocjene, tj. da za realne martin-
gale (X,,)2 1 (Y,)2, adaptirane obzirom na dvije razlicite (premda ne sasvim proizvoljne)

filtracije (F,,)22 1 (Gn)5%, postoji apsolutna konstanta C' > 0 takva da vrijedi

IEX Yl < CI1Xalluall (5 - Y)allee, (1.4)
15 - XY Yalliars < € (IXallallCE - Y )ulle + [Vallell (B - X0alliz), (15)

i to za svaki nenegativan cijeli broj n. U gornjim nejednakostima (K,)5°, je adaptirani
proces obzirom na presjecnu filtraciju (F, N1 G,)5° . Uz neke dodatne uvjete na filtraciju

(Fn N Gp)o2,, pokazuje se da postoji konstanta C, . > 0 takva da vrijedi

IEX Y )allir < Cpgr A% (| masx | Killo ) 110 o[ Yoo (1.6)
i to za svaki nenegativan cijeli broj n i eksponente p, ¢, za koje vrijedi 1/r =1/p+ 1/q
il<r<2<p,q< oo Dokaz ocjena (1.4) i (1.6) opet se temelji na varijanti tehnike
Bellmanovih funkcija. U ovom slucaju ipak ne¢emo konstruirati Bellmanovu funkciju
s odredenim kontrolnim parametrima (kao Sto smo napravili u Poglavlju 3), veé ¢emo
naprosto konstruirati izraz Bellmanovog tipa sa svim Zeljenim svojstvima. Vise ne¢emo

govoriti o Bellmanovoj funkciji, ve¢ naprosto o kontrolnom procesu.
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U Poglavlju 6 pokazat ¢emo kako mozemo primijeniti martingalne ocjene (1.4), (1.5)
i (1.6) iz Poglavlja 5. U Odjeljku 6.1 uvodimo opéi zapetljani paraprodukt obzirom na
dvije opcenite dilatacijske strukture na R¢ (preuzete iz [55] i [35]). Kako bismo dokazali
L? ogranicenost takvog operatora, trebat ¢emo martingalnu ocjenu (1.5) prevesti u ocjenu
na R?, koji uz spomenutu dilatacijsku strukturu postaje prostor homogenog tipa. Kod tog
prijenosa koristit ¢emo Christovu konstrukciju dijadskih kocaka na opcéenitom prostoru
homogenog tipa ([19]) i ocjenu kvadratne funkcije Jonesa, Seegera i Wrighta ([35]). U
Odjeljku 6.2 ¢emo spomenute martingalne ocjene iskoristiti za konstrukeciju stohastickog
integrala fot Hqd(XY;) povezanog s odredenim martingalima s neprekidnim vremenom
(Xt)e=0 1 (Yi)e=0. Itova konstrukcija stohastickog integrala [33] je davno poopcena na
integratore koji su semimartingali. Poznati Bichteler-Dellacherie teorem ([10], [9] i [24])
nam kaze da je to ujedno i najsiri doseg klasi¢ne teorije, tj. da adaptirani “dobri integratori”
moraju biti semimartingali. Pokazuje se da je ipak i proces (X;Y};)i>0 “dobar integrator”,
tj. da dobro integrira jednostavne predvidive procese, iako nije nuzno semimartingal, jer
nije ¢ak ni adaptiran obzirom na bilo koju prigodnu filtraciju. Dosad u literaturi nisu
postojali takvi primjeri. Poglavlja 5 i 6 objavljena su u [41].

Konacno, u Poglavlju 7 dajemo osvrt i na martingalne paraprodukte nekomutativnih
dijadskih martingala koji poprimaju vrijednosti u algebri. Pokazuje se da i oni zadovolja-
vaju odredene L? ocjene te da je za poseban izbor eksponenata moguce ¢ak i konstruirati

Bellmanovu funkciju koja nam daje ocjenu s najboljom konstantom.



POGLAVLJE 2

Osnovnl pojmovl 1 rezultati

U ovom poglavlju definirat ¢emo neke osnovne pojmove i prezentirati neke poznate
rezultate iz teorije vjerojatnosti. Ti rezultati ¢e nam biti od pomod¢i pri dokazivanju novih

rezultata u sljede¢im poglavljima ovog doktorskog rada.

2.1 Martingali s diskretnim vremenom

2.1.1 Uvjetno ocekivanje

U ovom odjeljku zbog lakSeg pracenja kasnijeg teksta navodimo osnovne rezultate iz
teorije martingala. Da bi prikaz bio pregledniji, rezultate ostavljamo bez dokaza koji se

mogu pronadi u literaturi (npr. [31], [59]).

Definicija 2.1 Kazemo da neko svojstvo (P) vrijedi gotovo sigurno (skraéeno g.s.) na
nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) ako postoji skup A € F vjerojatnosti 1 (P(A) =
1) takav da (P) vrijedi za svaki w € A.

Neka je X sluCajna varijabla na nekom vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P) i neka je G
proizvoljna o-podalgebra od F, tj. G C F. Zelimo definirati wvjetno ocekivanje sluc¢ajne
varijable X uz danu c-algebru G. Prvo pretpostavimo da je X : {2 — R nenegativna

slu¢ajna varijabla s konac¢nim ocekivanjem.

Definicija 2.2 Neka je X nenegativna slucajna varijabla na (2, F,P) za koju je EX < oo
i neka je G o-podalgebra od F. Uvjetno ocekivanje od X uz dano G se definira kao slucajna

varijabla Y : Q — [0, 00| za koju vrijedi
(i) Y je G-izmjeriva;
(i) E(14Y) =E(14X), za sve A € G.

U tom slucaju pisemo Y = E(X|G).
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Iz definicije se lako vidi i da uvjetno ocekivanje mora biti P|g-g.s. jedinstveno (P|g je
oznaka za vjerojatnost P restringiranu na o-algebru G).

Napomena 2.3 Ako definiramo funkciju Q : G — [0, oo formulom
Q(A) == / 1A XdP=E(1,X), Aeg,
Q

lako se vidi da je Q < P|g, tj. Q je apsolutno neprekidna s obzirom na P|g. Prema

Radon-Nikodymovom teoremu postoji G-izmjeriva funkcija -2 dIF”I za koju vrijedi

dQ dQ

dQ
A= | —dPlg= | — dP=E (]1 ) 2.1
Q) =/, Pl; g = Pl APl (2.1)
pa ona ocito zadovoljava svojstva (i) i (ii) uvjetnog ocekivanja. Dakle, Radon-Nikodymova,
derivacija dIP(% je verzija uvjetnog ocekivanja E(X|G). [

Za proizvoljnu slucajnu varijablu X : 2 — R koja ima ocekivanje, definiramo uvjetno

ocekivanje od X s obzirom na G kao
E(X]G) =E(X"|G) - E(X|g).

U gornjoj definiciji, Xt i X~ predstavljaju pozitivni i negativni dio slu¢ajne varijable X

i definiraju se kao
Xt = max{X, 0}, X~ = —min{X,0}.
Uocimo da ako je X : 2 — R G-izmjeriva sluc¢ajna varijabla, tada je
E(X|G) =X g.8.
Isto tako, iz definicije uvjetnog ocekivanja slijedi da je
E(E(X]G)) = EX.

Bit ¢e nam vazna i sljedeca svojstva uvjetnog ocekivanja.

Propozicija 2.4 Neka je X : 2 — R slucajna varijabla s kona¢nim ocekivanjem na
(Q, F,P), te neka je G o-podalgebra od F.

(a) Ako su X i X, integrabilne sluc¢ajne varijable, a1, as € R, tada je

E(a1X1 + a2X2|Q') = al]E(Xlg) + CLQE(X2|Q) g.5.

(b) Ako je X >0 g.s., tada je i E(X|G) > 0 g.s.
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(¢) Ako je Y omedena G-izmjeriva sluc¢ajna varijabla, tada je

E(YX|G) = YE(X|G) g.s.

(d) Ako je H C G C F, tada je

E(E(X|0)|H) =E(X|H) gs.
(e) Ako je X nezavisna s G, tada je E(X|G) = EX g.s.
(f) Ako je Y integrabilna slucajna varijabla, vrijedi

E(XY]0)? < E(X2G)E(V?G) gs.

(g) Neka je ¢ : R — R konveksna funkcija i neka je E|jp(X)| < co. Tada vrijedi

o(E(X|0)) <E(p(X)|6) &s

Svojstva (a) i (b) su svojstva linearnosti i monotonosti. Svojstvo (f) je zapravo uvjetna
Cauchy-Schwarzova nejednakost, a (g) je uvjetna Jensenova nejednakost.
Za uvjetno ocekivanje vrijede i uvjetni teoremi o monotonoj i dominiranoj konvergenciji,

te uvjetna Fatouova lema.

Propozicija 2.5 (a) Neka je (X,)32, rastuéi niz nenegativnih sluc¢ajnih varijabli i neka

je X =lim, X,,. Tada je zbog monotonosti uvjetnog ocekivanja
0 <E(X1[9) <E(X,/0) < - <E(X|G) gs.

i vrijedi

imE(X,|G) = E(X|G) g

(b) Neka je (X;,)9% niz slucajnih varijabli takvih da je | X,,| < Y zasven € N, EY < oo

i X =lim, X,, g.s. Tada je X integrabilna sluc¢ajna varijabla i vrijedi

limE(X,|G) = E(X|G) gs.

(c¢) Neka je X, > 0 za sve n € N. Tada vrijedi

E(limninf Xn|G) < limnianE(Xn|Q) g.s.
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2.1.2 Definicija i1 svojstva martingala
Kre¢emo s nekoliko osnovnih definicija.

Definicija 2.6 Neka je (€2, F) izmjeriv prostor. Slucajni proces s diskretnim vremenom

je niz slu¢ajnih varijabli X = (X, : n > 0).

Definicija 2.7 Familija (F,)32, o-podalgebri od F takvih da je F, C F,+1 za svaki

n > 0 naziva se filtracijom.

Definicija 2.8 Za slucajni proces (X,,)22, kazemo da je adaptiran obzirom na filtraciju
(Fn)o2, ako je slucajna varijabla X,, F,-izmjeriva za svaki n > 0.
Ako za slucajni proces (X,,)°%, definiramo F° := o(Xy, X1,...,X,), onda filtraciju

(F2)e, zovemo prirodnom (kanonskom) filtracijom procesa X .

Definicija 2.9 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, F = (F,)>, filtracija i X = (X, :

n € Np) proces adaptiran s obzirom na filtraciju F. X je martingal ako vrijedi:
(i) E|X,| < oo za svaki n > 0;
(i) E(Xy1|Fn) = X, g.s. za svaki n > 0.

Ako u (ii) znak jednakosti = zamijenimo s < ili >, tada je X supermartingal ili submar-

tingal.

Primjer 2.10 (Slucajna Setnja) Neka je (&,)n>1 niz nezavisnih, jednako distribuiranih
slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) s ocekivanjem nula (E&; = 0).
Proces X = (X,,)n>0 definiran kao Xo = 01 X,, = & + -+ &, za n > 1 nazivamo
slucajnom Setnjom. Definiramo o-algebre Fy = {0,Q} i F, = 0(&,...,&,) zan > 1.
Ocito je X adaptiran obzirom na filtraciju (F, )5, i vrijedi E|X,,| < oo za svaki n > 0.

Buducdi da je za svaki n > 0 slucajna varijabla &, nezavisna s F,,, a X,, je F,-izmjeriva,

iz linearnosti uvjetnog ocekivanja slijedi
E(Xpi1|Fn) = E(X,|Fn) + E(&ra|Fn) = X + B = X

Time smo pokazali da je X martingal. [

Lako se pokaze da za martingal X = (X,,),>0 adaptiran s obzirom na filtraciju (F,),>0
vrijedi

E(X,|Fn) = X gs. zasve 0 <m <n.

Isto tako, iz uvjetne Jensenove nejednakosti slijedi da, ako je ¢ : R — R konveksna
funkcija takva da je E|p(X,)| < oo za sve n > 0, tada je (gp(Xn))@O submartingal.

Do kraja odjeljka ¢emo pretpostavljati da radimo na vjerojatnosnom prostoru (€2, 7, P)
na kojem je dana filtracija F = (F,,)n>o0-

Uvodimo i pojam martingalne transformacije.
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Definicija 2.11 Neka je X = (X,,),>0 adaptirani proces, te neka je H = (H,,),>0 pre-
dvidiv proces. Martingalna transformacija procesa X po procesu H je slucajni proces
H-X = ((H-X)n)nso0 definiran kao

(H-X)o:=0,

(H-X)y =) Hu(Xp — X41) zan > 1. (2.2)
k=1

U gornjoj definiciji slucajni proces H = (Hy)n>0 zovemo predvidivim ako je Hy Fo-
izmjeriva, a H,, F,_i-izmjeriva za svaki n > 1.
Za predvidiv proces H takav da je H, ogranicena slucajna varijabla za sve n > 0

vrijedi sljedece:
o Ako je X martingal, onda je i H - X martingal.

o Ako je X supermartingal (odnosno submartingal) i H, > 0 za sve n > 0, onda je i

H - X supermartingal (odnosno submartingal).

Definicija 2.12 Funkcija T : Q2 — Ny U {oo} zove se vrijeme zaustavljanja s obzirom na
filtraciju F ako vrijedi {T' > n} € F,, za sve n > 0.
Za slucajni proces X = (X,,),>0 mozemo definirati i proces zaustavljen u vremenu T,
XT = (XT),50 kao
X i= Xonr = X lpnery + Xrlpsry-

Ako je X martingal, tada je i zaustavljeni proces X7 takoder martingal. To se vidi iz
¢injenice da je zaustavljeni proces X7 zapravo martingalna transformacija procesa X po
procesu (1<} )n>0-

Ako je X martingal, a T' vrijeme zaustavljanja takvo da je P(T" < oo) = 1, uz odredene
uvjete mozemo zakljuciti i da vrijedi EX7r = EX{ (npr. T ograniceno ili X ogranicen).
Teoremi tog tipa zovu se teoremi o opcionalnom zaustavljanju i jedni su od najvaznijih u

teoriji martingala, jer ih koristimo za dokazivanje brojih drugih rezultata.

Nas ¢e u ostatku rada ipak najvise zanimati martingalne L” ocjene pa navodimo i

vazne nejednakosti koje ¢emo koristiti u njihovim dokazima.

Definicija 2.13 L?-norma slucajne varijable Z definira se kao
1Zer == (E|Z|7)7,

za bilo koji 1 < p < .

| Z || se jednostavno definira kao esencijalni supremum od |Z|, tj.

|Z||Le =inf{C > 0:|Z(w)| < C gs.}.
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Kre¢emo s Doobovim nejednakostima.

Teorem 2.14 (Doobove nejednakosti) Neka je (X,,),>o martingal, A > 01 p > 1. Defini-

ramo maksimalni proces (X)n>o

X, = max{|Xo|, | X1|,...,|Xn|} zan > 0.
Tada vrijedi
1
P(X,; > \) < X”Xn”Ll za svaki n > 0; (2.3)
X7 e < LlHXnHLp za svaki n > 0. (2.4)
p_

Nejednakost (2.3) zovemo jos i Doobova maksimalna nejednakost, a (2.4) Doobova LP
nejednakost.
U dokazu (2.4) koristimo sljede¢u lemu, koja ¢e nam kasnije trebati i u Poglavlju 5,

pa je navodimo zbog boljeg pregleda.

Lema 2.15 Neka je Z nenegativna slucajna varijabla. Tada za svaki p > 1 vrijedi
E(Z7) = / ptPIP(Z > 1) dt. (2.5)
0

Sljedeca nejednakost bit ¢e nam vazna za ograniCavanje kvadratne varijacije i kvadratne
funkcije u Poglavljima 4 i 5. Dokazali su je Burkholder, Davis i Gundy u [16], ¢emu su

prethodili neki posebni slucajevi pokazani od strane istih autora.

Teorem 2.16 (Burkholder-Davis-Gundy nejednakost) Neka je (X,,),>0 martingal adapti-

ran obzirom na filtraciju (F,),>o. Definiramo kvadratnu varijaciju ([X],)ns0 kao

[(XTn =D (X — Xg—1)? zamn > 1.
k=1

Tada za svaki p € (1, 00) postoje konstante c,, C, > 0 koje ovise samo o p takve da vrijedi

el Xanllir < (X132

n

S Col| Xonlle zan > 0. (2.6)

Napomena 2.17 Ako je martingal (X,),>0 L” ogranicen, tj. sup,q | Xn|lr < oo,
onda on konvergira u L” prema nekoj slu¢ajnoj varijabli X. Uz oznaku X* := sup,, | X,|,
nejednakost (2.4) daje
* p
137 e < == 11Xl (2.7)

i Stovise, konstanta p%l je najbolja moguca.

10
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Uz oznaku

00 1/2
o= (- X))
k=1
iz. nejednakosti (2.6) slijedi i ocjena

[X]eell < CollX o (2:8)

LP

[
Konacno, navodimo i poznatu nejednakost koju je dokazao Donald Burkholder. On
se bavio proucavanjem martingalnih transformacija i pokazao je da one zadovoljavaju

odredene L” ocjene.

Teorem 2.18 (Burkholderova nejednakost) Za svaki 1 < p < oo vrijedi

|- X0, < 07 = D max 17l )1 Xalor (2.9)
za svaki n > 0. Pritom smo oznacili p* = max {p, p%l}. Konstanta p* — 1 je najbolja

moguca.

Napomena 2.19 Nejednakost (2.9) je jedan od najveéih znanstvenih doprisnosa Donalda,
Burkholdera. Burkholder je u svom dokazu primijenio i razvio tehniku Bellmanovih
funkcija, koja se kasnije pocela koristiti za dokazivanje raznih martingalnih ocjena. Vise

detalja moze se pronaéi u [12] i [13]. m

2.1.3 Dijadski martingali

Dijadski martingali su specijalan sluc¢aj martingala s diskretnim vremenom. Oni se

prirodno pojavljuju u realnoj analizi i zato ih posebno spominjemo u ovom pododjeljku.
Neka je €2 :=[0,1) i definiramo

D, = {[2—nk72—n(k + 1)) ke {07 1,2,...,2" — 1}}, D = U D,.
n=0

Intervale iz D nazivamo dijadskim intervalima, a intervale iz D,, dijadskim intervalima
duljine 27™.

Dijadski intervali imaju sljedeca svojstva:
e Zan >0ilI, € D, postoji jedinstveni I,,_, € D, takav da je I,, C I,,_;.

o Zasvaki I € D duljine 27" postoje dva intervala lijevi, laesni € D duljine 271 takva
da je
I = Dijjevi U Lgesni-

Dijevi 1 Lgesni Nazivaju se lijeva i desna polovica intervala 1.

11
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o Za svaka dva neprazna dijadska intervala I i J vrijedi
INJ#A#0) = ICJ ii JCI.

Dakle, svaka dva neprazna dijadska intervala ili se sijeku ili je jedan podskup drugoga.
e Zasvaki x € 2 in > 0 postoji jedinstveni I, € D,, takav da je x € I,,.

Za svaki n > 0 mozemo definirati o-algebru F,, := o(D,,) generiranu dijadskim inter-
valima duljine 27", Filtracija F = (F,,),>0 se tada naziva dijadskom filtracijom. Sada za
f € L*([0,1)) mozemo definirati i dijadski martingal (X,)n=o kao

X, =E(f|Fn) zan > 0.

Eksplicitno,
Xn = Z [f]l]lb

1€Dy,,

pri ¢emu je 1; indikatorska funkcija intervala I, a

=17 )1

je prosjek funkcije f na dijadskom intervalu /. S |I| oznacavamo duljinu intervala I.

Martingalne razlike mozemo eksplicitno zapisati kao

Xn+1_Xn: Z <f71f1]>1f1]: Z |I|_1<f71h]>1h[,

1€Dy, 1€Dy,,

pri cemu su
~ _1 .
hl = |I‘ 2 (]‘IIijevi - jn‘Idesni) 1 ]hI = jn‘Ilijevi - :[I‘Idesni

Haarove funkcije normalizirane u L? i L™ redom.

Napomena 2.20 Lako se vidi da je
{1[071)} U {]B[ 1 e Dn}
n=0

ortonormirana baza od L*([0, 1)). ]
Neka su sad

Mf = splf N 0L 1 SF = (SR
e MU B S

1€D

dijadska maksimalna funkcija i dijadska kvadratna funkcija. 1z Doobove nejednakosti (2.7)

12
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primijenjene na martingal (X,,),>o slijedi
p
1M f e o)) < p—1 I lle o), (2.10)

za svaki 1 < p < 00. S |- |lLr(o,1)) je oznacena LP norma na [0, 1) obzirom na Lebesgueovu

mjeru, tj.

1/p
_ P
| fllte o,1)) </[071) | f] l’)

Ocjena za dijadsku maksimalnu funkciju M moze se dobiti i imitirajué¢i dokaz za Hardy-
Littlewoodovu maksimalnu funkciju (vidi [32]), ali na taj nacin ne dobijemo najbolju
konstantu.

S druge strane, ako primijenimo Burkholder-Davis-Gundy nejednakost (2.8) na mar-

tingal (X,,)n>0, dobit éemo ocjenu za dijadsku kvadratnu funkciju

1S f e o,y < Cpll fllLr(o,1)) (2.11)

za 1 < p < oo. Postoji i analiticki dokaz gornje ocjene pomocu tzv. Calderén-Zygmundove
dekompozicije (vidi [54]).
Napomena 2.21 Umjesto 2 = [0,1) mozemo uzeti i 2 = R, pa promatrati dijadske

intervale na R. Tu modifikaciju ¢emo koristiti u sljede¢em poglavlju. [

2.2 Slu¢ajni procesi s neprekidnim vremenom

2.2.1 Osnovne definicije

Neka je (€2, F,P) potpun vjerojatnosni prostor na kojem je dana filtracija F = (F;)i>0-
Filtraciju isto kao u prethodnom odjeljku definiramo kao rastuc¢u familiju o-algebri, tj.

familiju koja zadovoljava Fy, C F; za s < t.

Definicija 2.22 Za filtrirani potpuni vjerojatnosni prostor (2, F,F,P) kazemo da zado-

voljava standardne pretpostavke ako vrijedi
(i) Fo sadrzi sve dogadaje iz F P-mjere nula;

(ii) filtracija IF je neprekidna zdesna, tj.

}"t:ﬂ]:u za sve t > 0.

u>t

Definicija 2.23 Slucajna varijabla T : Q — [0, 0] je vrijeme zaustavljanja ako je za svaki
t > 0 dogadaj {T' < t} € F;.

Ako pretpostavimo da je filtracija neprekidna zdesna, onda je T" vrijeme zaustavljanja
ako i samo ako je {T' <t} € F; za svaki t > 0.

13



Poglavlje 2. Osnovni pojmovi i rezultati

Definicija 2.24 Neka je T vrijeme zaustavljanja. Zaustavljena o-algebra Fr definira se
kao
Fr={AeF: An{T <t} € F, zasvakit > 0}.

Zaustavljenu o-algebru Jr mozemo zamisljati kao “informacije” nakupljene do slucaj-

nog vremena 7.

Definicija 2.25 Familija (X;):>o sluc¢ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P)
naziva se slucajnim procesom s neprekidnim vremenom. Za proces X = (X;)i>0 kazemo
da je adaptiran s obzirom na filtraciju F ako vrijedi da je X; Fi-izmjeriva, za svaki t > 0.

Kazemo da je slucajni proces Y verzija procesa X ako je X; = Y; g.s., zasvakit > 0 (to
nekad zovemo i stohastickom ekvivalencijom). Za procese X i Y kazemo da su nerazlucivi
ako je g.s. zasvet > 0 X; =Y}, tj. ako postoji skup A C Q vjerojatnosti 1 takav da je
Xi(w) =Y (w) zasvew € Aisvet > 0.

Funkcije ¢t — X;(w) nazivaju se putevima (trajektorijama) slucajnog procesa X.

Definicija 2.26 Za slucajni proces X kazemo da je cadlag ako g.s. ima puteve koji su
neprekidni zdesna i imaju limese slijeva. Analogno, slucajni proces je caglad ako g.s. ima

puteve koji su neprekidni slijeva i imaju limese zdesna.

Ako su X 1Y dva cadlag slucajna procesa takva da je Y verzija od X, tada su X i Y
nerazlu¢ivi. Stovise, ista stvar vrijedi i ako procesi X i Y imaju samo puteve koji su g.s.
neprekidni zdesna.

Kad govorimo da slucajni proces zadovoljava neko svojstvo, podrazumijeva se da to
svojstvo zapravo zadovoljava g.s. (do na skup vjerojatnosti 0). Stoga je proces koji
promatramo ¢esto moguce zamijeniti nekom njegovom verzijom koja ima ljepsa svojstva,

npr. neprekidna je zdesna ili slijeva.
Definicija 2.27 Funkcija f : [0,¢] — R koja je neprekidna zdesna je funkcija ogranicene
varijacije ako je
k
1
ViR () = sup 3 1£(t5) = f(t5-0)] < oo,
j=1

gdje se supremum uzima po svim k£ € N i svim particijama

segmenta [0, ¢]. Ako je gornji supremum beskonacan, kazemo da je f funkcija neogranicene

varijacije.

Definicija 2.28 Neka je A = (A;);>0 cadlag proces. Kazemo da je A proces konacne
varijacije ako su putevi od A g.s. ogranic¢ene varijacije na svakom kompaktnom podskupu
od R;.

14
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Primjer procesa konacne varijacije je kompenzirani Poissonov proces, M = (M;);>0,
koji se definira kao
Mt = Nt — )\t,

gdje je (Ny)i=o0 Poissonov proces s parametrom A.

2.2.2 Martingali 1 Brownovo gibanje

Neka je (Q, F,F,P) potpuni filtrirani vjerojatnosti prostor koji zadovoljava standardne

pretpostavke (Definicija 2.22).

Definicija 2.29 Adaptirani proces X = (X;)>0 je martingal (s neprekidnim vremenom)

ako vrijedi:
(i) E|X:| < oo za svakit > 0;
(i) E(X¢|Fs) = X5 g.s. za sve s < t.

Ako u (ii) znak jednakosti = zamijenimo s < ili >, tada je X supermartingal ili submar-

tingal.

Ako je X = (X;);>0 martingal, tada postoji jedinstveni cadlag proces Y koji je verzija
od X. Stoga ¢emo uvijek kad spominjemo martingal s neprekidnim vremenom podrazu-
mijevati da se radi o njegovoj verziji koja je cadlag.

Martingali s neprekidnim vremenom isto zadovoljavaju odredene L? ocjene. Preciznije,
i za njih vrijedi Doobova L” nejednakost (2.7).

Za slucajni proces X i vrijeme zaustavljanja T" mozemo definirati i zaustavljeni proces
X7 kao

X[ = Xinr = Xilpery + Xrlgsry.

Definicija 2.30 Adaptirani, cadlag proces X je lokalni martingal ako postoji niz vremena

zaustavljanja (7,,)>°, koji zadovoljava sljedeca svojstva:
o (T,,)5, g.s. raste, tj. P(T,, < T,,41) = 1 za svaki n > 0;
o lim, o7, = 0 g.s.;

o zaustavljeni proces X = (X;ar, )i>0 je martingal (s obzirom na filtraciju (Fiar, )i=0)

za svaki n > 0.

Lako se vidi da je svaki cadlag martingal ujedno i lokalni martingal, jer mozemo uzeti

niz T, = n. S druge strane, lokalni martingal ne mora biti martingal.

Definicija 2.31 Adaptirani proces B = (By);>0 koji poprima vrijednosti u R" je n-

dimenzionalno Brownovo gibanje ako vrijedi:
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Poglavlje 2. Osnovni pojmovi i rezultati

(i) za0 < s <t < o0 je By — Bs nezavisno od F; (inkrementi su nezavisni od proslosti);

(i) za 0 < s < t, slufajna varijabla B; — B, ima n-dimenzionalnu normalnu distribuciju
s ocekivanjem nula i kovarijacijskom matricom (¢ — s)C, gdje je C' neka matrica
dimenzija n x n: By — By ~ N, (0, (t — s)C).

Kazemo da Brownovo gibanje krece iz tocke x € R™ ako je P(By = z) = 1.

Moze se pokazati da svako Brownovo gibanje B ima verziju koja ima g.s. neprekidne
puteve. Stoga ¢emo uvijek pretpostavljati da koristimo upravo tu verziju. Ako dodatno
pretpostavimo da je C' = I, jedini¢na matrica i da je P(By = 0) = 1, tj. da gibanje krece
iz 0, tada kazemo da se radi o standardnom Brownovom gibanju.

Uocimo da ako je B standardno n-dimenzionalno Brownovo gibanje, gdje je B; =
(B},...,B") za0 <t < oo, tada su B',..., B" medusobno nezavisna jednodimenzionalna
standardna Brownova gibanja.

Vrijedi i sljedece:

o Neka je B = (By)i>0 jednodimenzionalno standardno Brownovo gibanje. Tada je

proces (M) definiran kao M, := B? — t martingal.

e Za gotovo sve w € ) putevi t — By(w) standardnog Brownovog gibanja B su

neogranicene varijacije na svakom intervalu.

Dokazi svih navedenih rezultata i dodatna svojstva mogu se pronoaci u [53] i [30].

2.3 Stohasticka integracija

U ovom odjeljku navest ¢emo osnovne definicije vezane uz klasi¢nu Itovu teoriju sto-
hasticke integracije. Kao i u prethodnom odjeljku, pretpostavit é¢emo da je (Q, F,F,P)
potpuni filtrirani vjerojatnosti prostor koji zadovoljava standardne pretpostavke (Definicija
2.22).

Definicija 2.32 Za proces H = (Hy)s>0 kazemo da je elementarni predvidiv proces ako

se moze zapisati kao

Hy = Holyoy(s) + D HiLtu,1)(5), (2.12)
k=1

gdjesu 0 =t; < -+ < typ1 < 00, Hy je Fy, izmjeriva i [Hy| < oo g.s. zasve 0 < k < n.

Familiju elementarnih predvidivih procesa ¢emo oznacavati s P.

Neka je sada X = (X;)i>0 sluc¢ajni proces. Operator Ix na P, induciran procesom X,

mora zadovoljavati dva osnovna svojstva da bi se mogao zvati stohastickim integralom:

(1) Ix je linearan operator;
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Poglavlje 2. Osnovni pojmovi i rezultati

(2) Ix zadovoljava odredenu varijantu teorema o ogranicenoj konvergenciji. Preciz-
nije, htjeli bismo da uniformna konvergencija H" — H povlaci konvergenciju po
vjerojatnosti Ix(H") — Ix(H).

Pokazuje se da proces X mora biti semimartingal da bi bio “dobar integrator”, tj. da

bismo mogli definirati operator Iy koji zadovoljava svojstva (1) i (2).

Definicija 2.33 Neka je (X;)i>0 slucajni proces adaptiran s obzirom na filtraciju (F)sso-

(Xt)i=0 je semimartingal ako ga mozemo rastaviti kao
Xt = Mt + At; za svaki ¢ 2 O,

gdje je (M;)¢o lokalni martingal, a (A;)¢0 je proces konacne varijacije.

Lako se vidi da je Brownovo gibanje semimartingal. Takoder i cadlag martingali su
semimartingali.
Oznacimo sada s D prostor svih adaptiranih procesa s cadlag putevima, a s I prostor

svih adaptiranih procesa s caglad putevima.

Definicija 2.34 Kazemo da niz procesa (H"),>; konvergira prema procesu H uniformno

na kompaktima po vjerojatnosti (skra¢eno ukv) ako za svaki t > 0

sup |H} — Hg| — 0

0<s<t
po vjerojatnosti.

Oznacit ¢emo s Dygy, Lyke 1 Pure prostore D, IL i P opremljene s ukv topologijom.

Sada smo spremni za definiciju stohastickog integrala.

Definicija 2.35 Neka je X cadlag proces i H € P elementarni predvidiv proces definiran

s (2.12). Tada moZemo definirati linearno preslikavanje Jy : P — D kao

Jx(H) = HoXo+ > Hyp(Xy,,, — Xu,). (2.13)
k=1

Jx(H) zovemo stohasticki integral od H s obzirom na X.

Za stohasticki integral koriste se razli¢ite notacije, npr.
Jx(H) = /HSdXS —H-X.
Mozemo definirati i odredeni integral kao

t n
Tx(H), = /O H,dX, = HoXo+ > Hi(Xoy 0t — Xipnt). (2.14)

k=1
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Poglavlje 2. Osnovni pojmovi i rezultati

Zeljeli bismo prosiriti definiciju stohastickog integrala (2.13) i (2.14) i na iru klasu

integranada od P. Za to ¢e nam trebati sljedeéi teorem iz [53].

Teorem 2.36 (a) Prostor P je gust u L s obzirom na ukv topologiju.

(b) Neka je X semimartingal. Tada je preslikavanje Jx : Pyry — Dyr, neprekidno.

Iz gornjeg teorema sada vidimo da se operator Jx moze po neprekidnosti prosiriti s P
na L.

Definicija 2.37 Neka je X semimartingal. Neprekidno linearno preslikavanje Jx : Lx, —
Dy dobiveno prosirenjem operatora Jx : P — D po neprekidnosti naziva se stohastickim

integralom.

Poznati Bichteler-Dellacherie teorem (vidi [10], [9], [24]) nam govori da “dobre integra-

tore”, tj. semimartingale, mozemo karakterizirati i na sljede¢i nacin.

Teorem 2.38 (Bichteler-Dellacherie) Neka je (X;)ss0 cadlag proces adaptiran s obzirom

na filtraciju (Fs)sso. (Xs)s=0 je semimartingal ako i samo ako je skup

t
{/ H.dXs : (Hs)s0 je elementaran predvidiv proces, sup ||Hl||pe < 1}
0 t

0<s<
ograni¢en po vjerojatnosti.

Napomena 2.39 Elementarni predvidiv proces H = (H;);>o mozZe se definirati i kao

H, = H(J]l{O}(t) + Z Hkﬂ(Tk,Tk+1](t>7

k=1
gdjesu 0 =T, < --- < T,,41 < oo vremena zaustavljanja, Hy je Frp, izmjeriva i [Hy| < 0o
gss. zasve 0 < k < n. U tom slucaju se stohasticki integral procesa H s obzirom na

semimartingal X definira kao

H- X ::]10)(0<+-:£: }{k()(7%+1 _-)(Tk).
k=1

Definicija se Siri i na ovu veéu klasu integranada na prethodno opisani nacin. Za vise
detalja pogledati [53]. ]
Zanimljiv ¢e nam biti i sljedeé¢i teorem o reprezentaciji martingala, ¢iji se dokaz moze

pronadi takoder u [53].

Teorem 2.40 Neka je B = (B!, ..., B") n-dimenzionalno standardno Brownovo gibanje i
neka je F = (F})i>0 njegova upotpunjena prirodna filtracija. Tada svaki lokalni martingal

M = (M;)=o adaptiran s obzirom na F ima reprezentaciju
oot .
M, :]\/[0+Z/ HidBi,
i=170
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Poglavlje 2. Osnovni pojmovi i rezultati

gdje su H', i = 1,...,n, predvidivi procesi.

Zavrsit ¢cemo ovaj odjeljak definicijom procesa kvadratne varijacije i kovarijacije, te

Itovom formulom.

Definicija 2.41 Neka je X semimartingal. Tada definiramo proces kvadratne varijacije

[X] = ([X]t)t>o kao o
[X]; == lim Z (th _ th_l)Q’ (2.15)

m—00
k=1

gdje je (mm)m niz profinjavajuéih subdizivija intervala [0, ¢];

T = (0=t < ¢ <.y lim Am) = 0.

Limes u (2.15) se interpretira kao limes po vjerojatnosti.

Definicija 2.42 Neka su X i Y semimartingali. Proces kvadratne kovarijacije [X,Y]| =
([X,Y]¢)¢=0 definiramo kao

[Xv Y]t = lim Z (th - th—1)(Y;5k - Kk—l)’ (2'16)

m—00
k=1

gdje je opet (m,,)m niz profinjavaju¢ih subdizivija intervala [0, t].

Za X iY semimartingale, te H i K procese iz L vrijedi
t
H-X,K-Y], = / H.K,d[X,Y],. (2.17)
0

Definicija 2.43 Neka je X semimartingal. Jedinstveni predvidivi rastuéi proces (X) =
((X)¢)i=0 takav da je (X)o = 0 i X? — (X), je lokalni martingal naziva se predvidivom
kvadratnom varijacijom.

Neka su X i Y dva semimartingala. Jedinstveni predvidivi proces koji je lokalno
ogranicene varijacije (X,Y) = ((X,Y)¢)=0 takav da je (X,Y)o =01 X;Y; — (X, Y); je

lokalni martingal naziva se predvidivom kvadratnom kovarijacijom.

U slucaju da su X i Y neprekidni martingali, vrijedi
[X]t = <X>t i {X, Y]t = <X, Y>t za svaki t 2 0.

Posljedi¢no, ako su X i Y neprekidni martingali, uzimanjem ocekivanja u (2.17) dobi-

vamo da vrijedi

t
E[H-X,K-Y], :E/ H.K, d[X,Y].. (2.18)
0

Jednakost (2.18) se naziva [tova izometrija.

19



Poglavlje 2. Osnovni pojmovi i rezultati

Teorem 2.44 (Itova formula) Neka je X = (X! ..., X™) n-torka neprekidnih semimar-
tingala i neka je f : R® — R funkcija koja ima neprekidne parcijalne derivacije drugog

reda. Tada je f(X) semimartingal i vrijedi

F0) — F0) = Y [(osaxi+ 3 3 [ 0o f(x)dx XL (219)

3,j=1
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POGLAVLJE 3

Bellmanova funkcija 1 LP ocjene za
dijadske paraprodukte

Prema Jansonu i Peetreu [34] pojam paraprodukt oznacava vise ideju nego neki je-
dinstveni objekt. U literaturi se pojavljuju razli¢iti tipovi paraprodukata (i u analizi i u
vjerojatnosti) i uvijek su nam odredena svojstva ogranic¢enosti (tj. neprekidnosti) nuzna
za njihovu daljnju primjenu. Povijesni prikaz razvoja paraprodukata i daljnje reference
mogu se na¢i u kratkom preglednom ¢lanku [6].

U ovom poglavlju dat ¢emo eksplicitnu formulu za jednu moguéu Bellmanovu funkciju
povezanu s LP ogranicenoséu dijadskih paraprodukata, koje promatramo kao bilinearne

operatore ili trilinearne forme.

3.1 Dijadski paraprodukti i Bellmanova funkcija

[e.9]

Neka je D familija dijadskih intervala na R i neka su h; := 1Lp,.., — L.,

normalizirane Haarove funkcije kao u Pododjeljku 2.1.3.

Definicija 3.1 Za dvije funkcije f i g iz odgovarajuceg prostora test funkcija definiramo

njihov dijadski paraprodukt kao bilinearni operator na sljedec¢i nacin:

Ic(f,9) == > eI 72(f, 11){g, )l (3.1)

I€D
Ovdje su €; realni brojevi za koje vrijedi da je |e;| < 1 za svaki I € D.

Uocimo da, ako izaberemo ¢; € {—1, 1}, oni jednostavno predstavljaju + i — predznake.
Prigodni izbor za test funkcije su takozvane dijadske step funkcije, tj. konacne linearne
kombinacije indikatorskih funkcija na dijadskim intervalima.

Tipicno se takav objekt promatra kao linearni operator u g s fiksiranom funkcijom f
i u tom slucaju postaje poseban slucaj Burkholderove martingalne transformacije (2.2).
Alternativno, mozemo fiksirati g i promatrati ga kao linearan operator u f i u tom slucaju
je poznat kao linearni paraprodukt. Mi ¢emo na Il gledati simetri¢no i promatrati njegova

svojstva kao bilinearnog operatora. Dijelom motivacija za to dolazi iz multilinearne
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Poglavlje 3. Bellmanova funkcija i L” ocjene za dijadske paraprodukte

harmonijske analize, gdje se proucavaju singularni operatori ovakvog tipa (vidi knjigu
[57]).
Ekvivalentno, dijadski paraprodukt se moze definirati i kao trilinearna forma. Uzme

se treca test funkcija h i dualizira (3.1) da bi se dobilo

Aé(fagah) - = ZEI|I‘_2<f7 HI><galhI><ha1hI> (32)

1€D

-> efuuf]f([g]fmw . [ghdesm) <[hhmevi . [hhdesm).

1eD

Dobro je poznato da (3.2) zadovoljava odredene L” ocjene, tj. da postoji kona¢na

konstanta Cp 4, = 0 koja ovisi samo o tri eksponenta p, ¢, r takva da je

[Ac(frg,h)| < Cp.ar

| llr @yl glle @y l| 2l L ) (3.3)

kad god su 1 < p,q,r < o0 i % + % +1 =1 S| |rm je oznacena L” norma na R s
obzirom na Lebesgueovu mjeru.

Najjednostavniji dokaz nejednakosti (3.3) kad su ¢, r < oo koristi ograni¢enost dijadske
maksimalne funkcije i dijadske kvadratne funkcije. Prvo moramo primjeniti Cauchy-

Schwarzovu nejednakost, pa zatim i Holderovu nejednakost da bismo dobili

[Ac(f, 9, h)] < /R(Mf)(Sg)(Sh) <M fllee @[S gllie @[ Shllur @)-

Sada iz ocjena za dijadsku maksimalnu i dijadsku kvadratnu funkciju, (2.10) i (2.11),
slijedi (3.3).

(1,0,0)

(0,1,0) P =00 (0,0,1)

Slika 3.1: Banachov trokut s baricentri¢nim koordinatama (%, %, %)

Na stranici p = oo trokuta na Slici 3.1 bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
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da je f = 1. Najbolju konstantu u (3.3) je nasao Burkholder u [12] i ona iznosi
Coo,gr = max{q— 1,7 — 1}.

S druge strane, na stranicama ¢ = co i r = oo umjesto L” ocjena prirodnije je proucavati
odredene BMO ocjene, ali njima se ne¢emo baviti.
Na visini ¢ = r trokuta na Slici 3.1 L” ocjene za trilinearnu formu (3.2) mogu se

reducirati na L” ocjene za dijadsku kvadratnu funkciju buduéi da je

/Rf(sg)2 = Ae(fagag)

u slucaju da je e; = 1 za svaki I € D. Iz toga slijedi da je

H(Sg>2HL‘Y/2(]R) < Cp,q,qu”iQ(Rp t]. HSHL‘I(R)HL‘](R) < Y Cpaa-

Zapravo, u slucaju kad je konstanta C, , , optimalna, zadnja nejednakost prelazi u jednakost.

Najbolju konstantu je nasao Davis u [22] i ona iznosi

gdje je z7 najmanja pozitivna nultocka konfluente hipergeometrijske funkcije M,(z) koja

se definira kao

Ako je ¢ paran prirodan broj, tada je z; zapravo najmanja pozitivna nultocka Hermiteovog
polinoma reda ¢. (Za vise detalja vidi [1].)

Posebni slucajevi koje smo naveli u gornjim odlomcima su dosta proucavani u literaturi
i za njih su cak nadene i odgovaraju¢e Bellmanove funkcije. Za p = oo mozemo ih naci u
radovima Burkholdera [12], Nazarova i Treila [46], Vasyunina i Volberga [58], Banuelosa
i Osekowskog [4], dok za ¢ = r Bellmanovu funkciju nalazimo u knjizi Osekowskog [50].
Stoga ¢emo se, zbog simetrije, u sljede¢a dva poglavlja ograniciti na razmatranje trojki
eksponenata (p, ¢, 7) koje zadovoljavaju

1 <pqgr<oo, q>r, 1_1_14_1:17 (3.4)
rp q T
i odgovaraju desnoj polovici Banachovog trokuta prikazanog na Slici 3.1.

Cilj nam je dati direktni dokaz ocjene (3.3) koriste¢i tehniku Bellmanovih funkcija.
Takav tip dokaza nam najc¢esée daje bolju kvantitativnu kontrolu i istu Bellmanovu
funkciju ¢esto mozemo primjeniti u vise razli¢itih okruzenja.

Prvo uoc¢imo da mozemo pretpostaviti da su funkcije f, g, h nenegativne, jer ih inace

mozemo rastaviti na pozitivne i negativne dijelove. Takoder mozemo uociti da je jednos-

23



Poglavlje 3. Bellmanova funkcija i L” ocjene za dijadske paraprodukte

tavnije zamijeniti desnu stranu || f||Le ) ||g||Lem) [|2]lLr®) v (3.3) s veli¢inom

1 1
I Er + HgHanR ot L4 P

koja je vec¢a po Youngovoj nejednakosti, ali nova nejednakost je zapravo ekvivalentna s
(3.3), zbog homogenosti lijeve strane.

Buduéi da su |e;] < 1 proizvoljni, dovoljno je dokazati nehomogenu ocjenu

[h]fnjevi - [h] Tgesni
2

Z ‘[l[f]l‘ [g]lnjevi ; [g][desni

1€D

< Coar (1 eyt 2oyt 1 s )

(3.5)
Ako Zelimo dobiti pocetnu ocjenu, moramo samo homogenizirati gornju nejednakost i
primjeniti ogranic¢enost od €;.

Za proizvoljan dijadski interval I € D definiramo izraz

Z |J| ]Jlijevi - [g] Jdesni [h]Jlijevi - [h] Jdesni

Qi(f,9.h :
JCI 2 2

i

koji je invarijatan na skaliranje. Na taj nacin dobijemo i normaliziranu ocjenu

D4(f,9,) < Cpaqr (171 + = (o) + (0] ) (3.6
95 Cpar » I q g1 , I])- .

koja je ekvivaletna s Zeljenom ocjenom (3.5). To se lako vidi mnozenjem (3.6) s || i
pustajuci n — oo uz izbore I = [0,2") i I = [-2",0). Rastavljanjem 3 ;c; na ¥ cp,...»

> JCIy; 1 J = I dobije se sljedeci skalirajuci identitet:

] 1500 — [P

I desni

1 |[g] ijevi [g] esni
i(bldesni (f7 97 h) + [f]] h 2 a

Tjjevi

1
7®Ilijevi<f7 9, h) +

(I)I(fagah) = 9

(3.7)

Sad mozemo definirati apstraktnu Bellmanovu funkciju

B(U, v, w, U7 ‘/7 W) ‘= sup q)l(fa g, h’))
I.g:h
gdje se supremum uzima po svim nenegativnim dijadskim step funkcijama f, g, h za koje
je
fli=wu, lgli=v, [hri=w, [fi=U l¢'Li=V, [Ali=W
Uocimo da gornji supremum ne ovisi o izboru “baznog” intervala I, radi invarijantnosti
svih veli¢ina na kompozicije s afinim transformacijama na R.

Navedimo neka svojstva te apstraktne Bellmanove funkcije.
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(B1) Domena: Sve Sestorke (u,v,w,U,V, W) koje zadovoljavaju
u,v,w, U VW >0, " <U, 1<V, w <W.

Gornje ograde jednostavno slijede iz Jensenove nejednakosti:

up_(l/f)p<1/fp_U Up_(l/)zl/q_v

) st T ) St
1 r 1

r— (= [n <—/h":W.

v (|I|/1) 17 /s

(B2) Slika:
1 1 1
0 < B(u,v,w, U, V,W) < vaq,r(pU_l— §V+ r ),

gdje smo na desnoj strani pretpostavili da ocjena (3.6) vrijedi.

(B3) Glavna nejednakost:

—_

[v1 — v w1 — wa|
2 2 ’

1 1
B(X) = EB(}Q) + §E(X2) + 5(%1 + UQ)
za sve Sestorke x = (u,v,w,U, VW) i x; = (u;, v, w;, U;, Vi, Wy), i = 1,2, koje

pripadaju domeni i zadovoljavaju

1 +1
X = =X —Xo.
A

Lako se vidi da glavna nejednakost mora vrijediti uzimanjem supremuma u skaliraju¢em

identitetu (3.7) po svim nenegativnim funkcijama f, g, h za koje je

[f]flijevi = Uz, [g]flijevi = U1, [h]flijevi = wy, [fp]flijevi = Ul’ [gq]fhjevi = ‘/17 [hr]llijevi - W17
[f]-[desni = u27 [g][(lesni = ,U27 [h]ldesni - w2’ [fp]-[desni = U2’ [gq]ldesni = ‘/2’ [hr]ldesni = W2

Obratno, pretpostavimo da smo ve¢ nasli funkciju B sa svojstvima (B1)—(B3). Pokazat
¢emo kako njena egzistencija povlaci ocjenu (3.3). Primjena nejednakosti (B3) n puta s

fiksnim izborom funkcija f, g,h > 0 i fiksnim baznim intervalom I daje

B ([ gl Bl L7090, (71e) = 2 1 TIB (s [dos (R, LF71, (9%, [R7))

JCI
|J|=27" 1

[g]Jijevi - [g]J esni [h]Jijevi - [h]J esni
+ Z [f]J ‘ l 9 - ‘ l 9 - :
JCI
|J[>27" 1]
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Buduéi da je zbog (B2) prva suma nenegativna i

B0 gl (A0 (710 10, 1) ' o (1700 + 1o+ 1))

pustanje n — oo nas dovodi do ocjene (3.6), a prema tome i do (3.3).

Bit ¢e korisno naéi funkciju B koja takoder zadovoljava i sljede¢i uvjet:
2
B(x) + (dB)(x)(x; — x) = B(x;) + gu\vl —v||w; — w], (B4)

za sve Sestorke x = (u,v,w, U, V,W) i xy = (uy, vy, wy, Uy, Vi, W7) koje pripadaju domeni
(B1). Ovdje dB oznacava diferencijal od B kao linearnu formu koju promatramo u tocki
X i primjenjujemo na vektor x; — x.

Sad zZelimo naci eksplicitnu formulu za jedan moguéi izbor funkcije B. Oznacimo

domenu

D = {(u,v,w,U,V,W) € [0,00)° : u? < U,v? < V,uw" < W}

i definirajmo funkciju B : D — R kao
1 1 1
B(u,v,w, U, V,W) :=Cpqr <pU + gv + TW) — A(u, v, w), (3.8)

gdje je A:[0,00)% — R dana s

A(u,v,w) = (3.9)
AuP + Bv? + Cuw™; u? <w" <o,
A(ppi%up + Bv? + y%uw%%; wh S u st
A(pf].;:iB‘i’c)up + %uvqf% + pCTpluwrfg; w” < v! < up,
Wup + %mﬂwl—% + %’%ﬁ‘”uw“%; v < w" < up,
AuP + p(foz) vl + gf((g:;))vzwr_% + wr_zié(q_ﬂwr; W vt S w'

Koeficijenti A, B, C' > 0 ¢e biti izabrani na odgovarajuéi nacin i ovisit ¢e jedino o ekspo-

nentima p, ¢,r. U tom slucéaju ¢emo moci uzeti
Cpqr = max{Ap, Bq,Cr}.

Moze se primijetiti da funkcija A u stvari ima slican oblik kao Bellmanova funkcija koju su
konstruirali Nazarov i Treil za problem Haarovih mnozitelja u [46] i koju u nasoj notaciji

mozemo pisati kao

27 4+ (2 —1)w'; v > w"
NT(U,U)) — A(Uq +wr) + B q (7" ) ) )
U2w2—r; vi < w'.
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Ona odgovara rubnom slucaju p = oo, 1 < r < 2 < ¢ < oo. Umjesto jedne kriticne

krivljue v? = w" za N'T, u naSem slucaju postoje tri kriti¢ne plohe:
uP =01, uwP =w", vi=w". (3.10)

Konacno smo spremni iskazati glavni teorem.

Teorem 3.2 Za eksponente p, ¢, r koji zadovoljavaju (3.4) moguce je izabrati koeficijente
A, B, C takve da je funkcija B definirana s (3.8) klase C' na cijeloj domeni (B1) i zadovo-
ljava uvijete (B2), (B3) i (B4).

Pod tvrdnjom da je B klase C! na cijeloj domeni podrazumijevamo da je funkecija A
neprekidna na [0,00)3, A je neprekidno diferencijabilna na (0, 00)? i parcijalne derivacije
od A se mogu neprekidno prosiriti na [0,00)%. U tockama ruba diferencijal dB u (B4)
interpretira se kao linearna forma ¢iji su koeficijenti ve¢ spomenuta neprekidna prosirenja
parcijalnih derivacija u toj tocki.

Motivacija za pronalazenje eksplicitne Bellmanove funkcije (umjesto koristenja apstrak-
tne) proizlazi iz ¢injenice da je u nekim kontekstima korisno znati bas eksplicitnu formulu.
Na primjer, u [17] i [18] Carbonaro i Dragicevi¢ su koristili ¢injenicu da se eksplicitna
Bellmanova funkcija sastoji od potencija. Jos jedan izvor motivacije je taj da bismo htjeli
nadi direktan dokaz (ne koristeéi argumente vremena zaustavljanja) ocjena za “zapetljani”
paraprodukt kojeg je proucavao Kova¢ u [38] ili ocjena za “zapetljane” kvadrilinearne
forme koje je razmatrala Durcik u [27] i [28]. Isto tako, mozda bismo mogli i prosiriti
raspon eksponenata za normu varijacije ergodickih usrednjenja obzirom na dvije komuti-
rajuce transformacije u [29]. Jedino Sto se zasad moze reéi je da bi Bellmanova funkcija
za bilo koji od gore navedenih problema morala u sebi imati na neki nac¢in implementi-
ranu funkciju iz Teorema 3.2, jer su dijadski paraprodukti najjednostavniji multilinearni

mnozitelji.

3.2 Dokaz Teorema 3.2

Dokaz Teorema 3.2 rastavit ¢emo na nekoliko dijelova i pritom ¢emo uvjete (B3) i
(B4) svesti na odgovarajuée uvjete koje mora zadovoljavati funkcija A. Kre¢emo s dvije

propozicije koje nam rjesavaju pitanje glatkoce i ogranicenosti funkcije B.

Propozicija 3.3 Funkcija A : [0,00)* — R definirana s (3.9) zadovoljava sljedeca svojstva:
(i) A je neprekidna na [0, 00)?;
(i) A je neprekidno diferencijabilna na (0, 00)?;

(iii) parcijalne derivacije od A se mogu neprekidno prosiriti na [0, 00)?.
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Dokaz. Svojstvo (i) je lako provjeriti. Zaista, uo¢imo da su svi eksponenti koji se pojavljuju
u definiciji od A pozitivni. Stoga je A ocito dobro definirana funkcija i neprekidna na
svakom od Sest zatvorenih podrucja odredenih s nejednakostima za varijable u, v, w. Treba
se jos samo provjeriti da su tih Sest formula kojima je funkcija zadana kompatibilne na
zajednickim rubovima. Zbog jednostavnosti ¢emo s A1, As, . .., Ag oznaciti formule kojima

je funkcija definiranana na tih Sest zatvorenih podrucdja.
(1) Rub izmedu prvog i drugog zatvorenog podrucja je podskup krivulje u? = w" i
vrijedi

Ay

= (A+C)uP + Bv? = A,y

uP=w" uP=w""

(2) Rub izmedu drugog i tre¢eg zatvorenog podrudja je podskup krivulje u? = v? i vrijedi

—1)(A+B)-C
uP=v49 p_l p_l

A

(3) Rub izmedu treceg i ¢etvrtog zatvorenog podrudja je podskup krivulje v? = w
vrijedi
Alp—1)—(B+C) (B+C)p q

_ p -2 _
vi=w" pP— 1 v p— 1 wo A4 vi=w"’

As

(4) Rub izmedu cetvrtog i petog zatvorenog podruéja je podskup krivulje u? = w
vrijedi

2p

_ A+ O)p-1) = Blpg—prt2r) , Bg oz,
2

A =
Hur—or 2r(p—1)

uP=w"’

(5) Rub izmedu petog i Sestog zatvorenog podrucja je podskup krivulje u? = v? i vrijedi

_ Apl¢—2)+Bgq ,  Bqlg— T)u%pw,,,%r . 2Cr — B(g—r)

— r— A
wer T pg-2)  2(g—2) 0T

As

(6) Rub izmedu Sestog i prvog zatvorenog podruéja je podskup krivulje v = w" i vrijedi

Asg

— AuP + (B + Ot = A,

vI=w" ’u‘?:wr.

Time smo pokazali da su formule kojima je funkcija A zadana kompatibilne na zajednickim
rubovima, pa zaista mozemo zakljuciti da vrijedi (i).
Da bismo pokazali da vrijedi (ii) trebaju se izracunati parcijalne derivacije prvog reda

na svakom od prethodno spomenutih Sest podrucja.
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(1) Prvo podrucje (u? < w" < v?):

aAl _ p—1 1 _ q—1 aAl _ r—1

5 (u,v,w) = ApuP™", 9 (u,v,w) = Bquv?™", 9 (u,v,w) = Crw" .
(2) Drugo podrudje (w" < uP < v9):

0A, Ap(p—1)-Cp ., Cp = 0A 1

Y2 — e e ') — B!

aa'i?(u,v, w) = Cruwa.

(3) Trece podrudje (w" < v? < uP):

04 (o) = PRV = BXOR pr | BP0ty OP g
aA?’ q ('3A3 r

- =B p Yo _ 5

a'U (u7 v) w) qu/U y aw (’U/, U, w) CTU'LU

4) Cetvrto podrudie (v? < w" < uP):
p ]

0A, _Ap(p-1)—-(B+C)p , 1, Bq 4y 1_x  20pr—Bplg—r) , -

5 (u,v,w) = P uP 4 5 VW 2 (p—1) w7,
0A4 B _r 0Ay _B(g—71) 4 r 20r*=DBr(qg—r) =«
W(u,v,w) = Bquow 1, %(u,v,w) = uv w9 + o uw

(5) Peto podrucje (v? < uP < w"):

2Apr(p—1) - B Bq o
%<U,U,w) - pr(p ) (q + T) up_l + lu?_gyza
o 2r(p—1) 2
04 Bg o Bq(qg—7r) 2
— U0, w) = —F7u v+ —F—vw 1,
G (L0 0) = - s S
) = HL D 4 202 |

(5) Sesto podrucje (uP < v? < w"):

0Ag - p—1 0A5 B Bg? - Balg—1) . =
gu (W ow) = Apu, g S v w) = e -2 " "
0Ag . B(q_T) 9 r_rT QCT—B(q_rp) 1
aw (U,U,w> - 2 vw + 2 w ]

Vidimo da se gornje formule za parcijalne derivacije unutar bilo kojeg podruc¢ja mogu
neprekidno progiriti na cijeli otvoreni oktant (0, 00). Stovise, te formule su kompatibilne,

tj. podudaraju se na zajednickom rubu svaka dva susjedna podrucja.
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(1) Rub izmedu prvog i drugog podrudja je podskup krivulje u? = w" i vrijedi

DA A DA A
u |, T | |, TR T |
0.A, e A
] S

(2) Rub izmedu drugog i treéeg podrucja je podskup krivulje u? = v? i vrijedi

9A, _App=1)=Cp .y Cp .z OA
ou P D — 1 b — 1 du wuP=vd
0A, » OAs 0A; » OA;s
o2 — By s = 978 o2 _ s _ Y/
O | g qu o |y Ow| ,_ Cruw ow | ,_.,

ub izmedu treceg i ¢etvrtog podrucja je podskup krivulje v? = w” i vrijedi
3) Rub i du treceg i cetvrt drucja j dskup krivulje v? " 1 vrijedi

. As CAplp—1)—(B+C)p ., (B+COp .0 A
— = u +—v" P = —— y
au vI=w" p—= 1 b= 1 au vi=w"
DA; . OA DA; B 0A
W vI=w" B Bqu - W vq:wT7 67 vi=w" B Cruv - 87 vi=w"

(4) Rub izmedu ¢etvrtog i petog podrucja je podskup krivulje u? = w” i vrijedi

A, _ 2Apr(p—1) — Bp(g + r)up N Bq vop o OAs |
du uP=w" 27’([) - 1) 2 ou I
a-/44 _2p (9./45
b — Boul Ty = 278
OV | e “werr=g, .
(9.44 o B(q—T) 1—2 9 20r—B(q_r) 142 aAE)
aw uP=w" B 2 ! v 2 “ N 8w uP=w"

(5) Rub izmedu petog i Sestog podruéja je podskup krivulje u? = v? i vrijedi

8./45 _ 8-/46
) — ApyPl = 222
ou | b O | g
0As5 B Bq¢? Pt Bq(q — T)ugwr_%r _ 0Ag
v uP =vd B p(q - 2) T(q - 2) B v uP:q}lI’
0A; _Bl@g—r1) 2 rr» 20r—B(g—7) ., 0As
ow o N 2 wew + 2 v ow o

(6) Rub izmedu Sestog i prvog podrudja je podskup krivulje v? = w” i vrijedi

0As

04, oA
ou

ou

04,
T Ov

v9=w"

04

= ApuP~ ! =
P ov

= Bqi ! =

9

V=" v9=w" vi=w"
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0 Ag — Orp? 7 = %

Ow | 4o OW | 4
Stoga moZemo zakljuciti da je funkcija A stvarno klase C*' na (0, 00)?, tj. da vrijedi (ii).

Preostaje nam dokazati da vrijedi i svojstvo (iii), odnosno da postoji limes parcijalnih
derivacija u svakoj tocki ruba oktanta [0, 00)3.

Uocimo da su svi eksponenti koji se pojavljuju u parcijalnim derivacijama na prvom,
drugom i tre¢em podrucju pozitivni. Stoga je ocito da postoji limes parcijalnih derivacija u
svakoj tocki ruba oktanta [0, 00)3. Na ¢etvrtom, petom i Sestom podrucju su svi eksponenti
koji se pojavljuju u parcijalnim derivacijama po u i po v pozitivni, pa takoder postoje
trazeni limesi. Dakle, problemati¢ne su jedino parcijalne derivacije po w na c¢etvrtom,
petom i Sestom podrucju. Oc¢ito su u tom slucaju jedine problemati¢ne tocke one koje
se nalaze na dijelu ruba koji lezi u ravnini w = 0, pa samo za njih moramo provjeriti

egzistenciju limesa.

(1) Na cetvrtom podrucju je 0 < v? < w" < wP, pa vrijedi ;’}—3 < 1, i slijedi

w?"

lim — (u,v,w) = lim uwa uwa
w—0 Jw w—0 2

0A, <B(q2— T) r<vq>§+26’r—B(q—r) 'r> o

(2) Na petom podruéju je 0 < v? < v < w", a na Sestom 0 < u? < v? < w". Opet

4

slijedi .= < 1, pa je

. 0A
}UILI%) 7(“7 7’(1)) = 111)11% ) (U7U7w)
_ a2 ., _ _
i (B(q T) (U)qu+q n 2Cr — B(g—r) r1> _0
w—0 2 w" 2

Time smo pokazali da se sve parcijalne derivacije mogu neprekidno prosiriti i na cijeli

3

zatvoreni oktant [0, 00)?, ¢ime je dokaz propozicije zavrSen. O]

Propozicija 3.4 Funkcija A zadovoljava
0 < A(u,v,w) < AuP + Bv? 4+ Cw" (A2)

za sve A, B,C > 0.

Dokaz. Lijeva nejednakost u (A2) slijedi zbog nenegativnosti varijabli u,v,w, a desna
nejednakost se jednostavno pokaze primjenom Youngove nejednakosti. Za uP < w” < 09,

Imamo
A(u,v,w) = AuP + Bv? + Cw'".
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Za w" < uP < v?, imamo

Ap—1)—-C C v
A(u,v,w)zuup—i—Bvq—l— L
p—1 p—1
Ap—1)—-C C 1 —1
cAp=D-C Bvq+p<up+pwr>'
p—1 p—1\p p
Za w" < v? < uP, imamo
Ap—1)—(B+C B g C r
A(u,v,w) = =1 - (B+ )u”—i- Pt + =2 s
p—1 p— p—1
Alp—1)— (B+C B 1 -1 C 1 —
< p=1) =B+ )p—l— b (up+p q)—l— b (up pu/")
p—1 p—1\p —1\p

Alp—1)—(B+C) Bq o .- 2Cpr—Bp(g—r) z

e p —_— q =
A(u, v, w) P uf + 5 uUtw + 2 —1) uw
Ap—-1)—(B+C Bq /1 2 —
< =1 - (B >up+q<up—|—vq—|—q Tw”)
p—1 p q qr
2Cpr— B — 1 —1
pr — Bplq M(qﬂ+p wﬂ'
2r(p — 1) p p

Za v? < uP < w", imamo

_2Ar(p—1)—B(q+r) , B¢*  , w5 Bglg—r) 5 .2

Al v, 0) = 2r(p—1) T ag-" T T ="
n 207 —5((] — r)wT
24r(p—1) = Blg+1) , . B¢ <m—aw+2w>
2r(p—1) 2p(g=2)\ ¢ q
S

I na kraju za uP < v? < w”, imamo

Bq 4. Bala=r1) 5 2z 20— Blg—r1)
plg—2) 2r(q —2) 2r
Bq Bq(q—r1) /2 q—2 2Cr — B(g—r)
< AuP + v+ <vq + w”) + w”.
p(g—2) 2r(g —2) \q q 2r

r

Au,v,w) = AuP +

Sredivanjem gornjih izraza dobijemo nejednakost (.42). O

Uocimo sad da je svojstvo (B3) ekvivaletno s

|U1 — Uy |w1 - w2|

2 2 ’

1 1
§A<U1, (%0 '11)1) + 5"4(“27 Vg, wQ) - A(U, v, w) Z (ul + Ug) (A3>

N | —
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gdje su (u,v,w), (ur,vi,wy) i (ug,va, ws) iz [0,00) za koje vrijedi

1 1
(u,v,w) = i(ul,vl,wl) + 5(U2,v2,w2)> (3.11)

dok je svojstvo (B4) ekvivaletno s
2
A(ur, v, wr) > A(%71,w)+(d«4)(u>an)(ul—%Ul—U,wl—w)+§u|vl—v||w1—w|, (A4)

gdje su (u,v,w) i (uy,v,w;) iz [0,00)3. Umjesto da dokazujemo (A3) i (A4) direktno,
dalje ¢emo ih reducirati na nejednakosti medu kvadratnim formama.

Neka je (u,v,w) € (0,00)? tocka koja ne leZi niti na jednoj od tri kriticne plohe (3.10).
U tom slu¢aju je funkcija A klase C? na nekoj otvorenoj kugli oko te tocke. Uzmimo
proizvoljne dvije tocke (uy, vy, wy) i (ug, va, ws) iz te otvorene kugle takve da (3.11) vrijedi

i uvedimo supstitucije

U + U Up — U V1 + U2
u= , Au = , U= , Av =

V] — U2 w1 + Wo
w=—>"
2 2 2

2 2

w1 — Wa

2

, Aw =

Zbrajanjem Taylorovih formula u tocki (u, v, w) za A(u £ Au,v + Av,w + Aw) iz (A3)

dobivamo infinitezimalnu verziju tog svojstva:
(d®A)(u, v, w)(Au, Av, Aw) > 2u]Av||Aw]. (A3)

Ovdje d*A oznacava drugi diferencijal od A kao kvadratnu formu, koju promatramo u
tocki (u,v,w) i primjenjujemo na vektor (Au, Av, Aw). Uoc¢imo da (.A3") ne vrijedi na
cijeloj domeni funkcije A, koja je [0,00)3, ali vrijedi na svih Sest podrucja na koja tri
kriti¢ne plohe dijele otvoreni oktant (0, 00)?.

Obratno, (A3') povlaéi (A3), tj. dvije nejednakosti su ekvivaletne za neprekidno
diferencijabilne funkcije, sto slijedi iz konveksnosti domene. Da bismo to pokazali, korisna

¢e nam biti sljedeca lema.
Lema 3.5 Neka je f : [a,b] — R funkcija klase C' takva da je f' apsolutno neprekidna

na [a,b]. Tada je

[0 0t = (1D F(0) ~ (£ ) (0) F F0) % o).

Dokaz. Primjenom parcijalne integracije (u varijanti za apsolutno neprekidne funkcije;

vidi [20]) i Newton-Leibnizove formule slijedi

b b
F | f(t)dt

a a

u=1=xt = du = %dt

b
/a (L0 (1)t = { dv= f"(t)dt = v=f'(r)

} = (1£0)f(t)
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= (1£0)f'(0) — (1 £a)f'(a) F f(b) + f(a),
sto nam daje trazenu jednakost. O]

Propozicija 3.6 Ako funkcija A zadovoljava nejednakost (A3'), tada zadovoljava i nejed-
nakosti (A3) i (A4) na otvorenom oktantu (0, 00)3.

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu tocku (u, v, w) € (0,00)% i vektor (Au, Av, Aw) € R? za koje
je (u =+ Au,v £+ Av,w 4+ Aw) € (0,00)3. Sada definiramo funkciju o : [~1,1] — R kao

a(t) == A(u + tAu, v + tAv,w + tAw). (3.12)

Buduéi da je prema Propoziciji 3.3 funkcija A klase C' na (0,00)?%, i funkcija « je nepre-
kidno diferencijabilna na [—1,1]. Stovise, a je i po dijelovima klase C* na [—1,1]. To
slijedi zbog toga $to je funkcija A klase C? na (0,00)® bez kriti¢nih ploha (3.10), ima
ogranicene parcijalne derivacije drugog reda kad se odmaknemo od koordinatnih ravnina
u=0,v=01iw=01isegment {(u+ tAu,v + tAv,w + tAw) : t € [—1,1]} sijece tri
kriticne plohe u kona¢no mnogo tocaka.

Ako oznacimo te tocke s t; < ty < - -+ < t,, tada primjenom Leme 3.5 i teleskopiranjem
dobijemo

1 1 1

Sa(=1) + 5a(1) = a(0) = (1— |t))a” (t)dt, (3.13)

.....

t1 t2 1
IR AEatE
—1 t1 tn
Iz (3.13) sada zakljuc¢ujemo da je

1 1
E.A(u + Au,v + Av,w + Aw) + §A(u — Au,v — Av,w — Aw) — A(u, v, w)

Konacno, iz (A3') slijedi da je zadnji izraz barem
1
(1 —[t)2(u + tAu)|Av||Aw|dt = u|Av||Aw|,

Sto nam daje tocno (A3).
Na sli¢can nacin ¢emo dokazati da vrijedi i (A4). Opet uzmemo proizvoljnu tocku
(u,v,w) € (0,00)% i vektor (Au, Av, Aw) € R3 za koje je (u+Au, v+Av, w+Aw) € (0,00)>.

Definiramo « : [0, 1] — R opet formulom (3.12). Primjenom Leme 3.5 i teleskopiranjem
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dobijemo da vrijedi identitet

i stoga je

A(u + Au,v + Av,w + Aw) = A(u, v, w) + (dA)(u, v, w)(Au, Av, Aw)
+ / (1 —t)(d*A)(u + tAu, v + tAv, w + tAw) (Au, Av, Aw)dt. (3.14)
0,1\ {t1,stn}

77777

Buducdi da je
u+tAu= (1 —t)hu+t(u+ Au) > (1 —t)u, (3.15)

primjena gornje nejednakosti i nejednakosti (\A3') nam daje

.....

(A3)
> (1 —1)2(u + tAu)|Av||Aw|dt
[0,1]\{t1,....tn}
(3.15) 5 2
> 2(1 — t)*u|Av||Aw|dt = zu|Av||Aw|,
[0,0\{t1,.tn } 3

gdje zadnja jednakost slijedi integriranjem po t. Sad iz prethodnog rac¢una i (3.14) zaklju-

¢ujemo da je
2
A(u 4+ Au, v+ Av,w + Aw) = A(u, v, w) + (dA)(u, v, w)(Au, Av, Aw) + §u|AvHAw|,

Sto je tocno (A4). O

Napomena 3.7 Na ovaj nacin smo dokazali da (.A43') povlaci (A3) i (LA4), ali samo

na otvorenom oktantu (0, cc)?

. Da vidimo da te dvije nejednakosti tada vrijede i na
[0, 00)3 moramo samo prosiriti dobivene nejednakosti po neprekidnosti od A i dA. Veé
smo komentirali da u tockama ruba diferencijal dA interpretiramo kao linearnu formu ¢iji
su koeficijenti neprekidna prosirenja parcijalnih derivacija u toj tocki. [

Preostalo nam je samo dokazati da funkcija A zadovoljava (A3'), $to ¢emo napraviti

u sljedecoj propoziciji.
Propozicija 3.8 Funkcija A definirana s (3.9) zadovoljava (A3').

Dokaz. Da bi vrijedilo (A3'), dovoljno je dokazati da su matrice

2A  0,0,A 00 A
0.0, A O2A 0,0, ALu (3.16)
00w A 00w ALtu  RA
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pozitivno semidefinitne na svakom od Sest podrucja na koja kriticne plohe (3.10) dijele

otvoreni oktant (0, 00)3. Da bismo to dokazali koristit ¢emo Sylvesterov kriterij i pokazati

da su sve tri glavne minore matrica pozitivne. Preciznije, pokazat ¢emo da je moguce

izabrati konstante A, B, C' tako da to vrijedi.

v v . oy . . . q T, v .
Racun se moze malo pojednostaviti uvodenjem supstitucija ¢ = 2, s = 17> i uoCavanjem

da je
A(u,v,w) = uPy(t, s),
gdje je v : (0,00)*> — R dana s
A+ Bt + C's; 1<s
1
7‘4(};_1370 + Bt + %31;5; 1 s<1
¢ 5) Ap=D=(BA0) 4 Boyl=y 4 Dol s <t
yS) = —1)— 2 1.1 — ) 1.1
7 Alp=)=(B+C) 2_}3—1—0) + %tqsr q2+ 720p2r(ff§§2 )812 P t<s
2Ar(p—1)—B(gq+r) Bg¢® 42 Bq(q—r) ;2 1-2 2Cr—B(q—r) .
S Taenl tagalts Tt st
B Bg(gq—r) 4= 1—= 2Cr—B(q-r) .
A+ p(qEZ)t + 27?(;172) tos @+ qu’ I<t
S
A %
X
s=1
|
t

Slika 3.2: Sest podrudja odredenih nejednakostima za varijable ¢ i s.

Uvrstavnjem (3.17) u (3.16) i mnozenjem obje strane dijagonalnom matricom
w0 0
0 uP/a—p/2 0
0 0 up/m—p/2

dobijamo matrice M = (m;;), ¢iji su elementi

my = p(p — 1)y(t, s) —pp — )tdy(t, s) — p(p — 1)s0s7(2, s),

— =+ o+

»

INCINCINCIN N A
VA

(3.17)
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+ 2p%ts0,0,7y(t, 8) + p*t2027(t, s) + p*s°02v(t, s),

Mis = may = —pat' 159,057 (t, 8) — pat> 1 02(t, ),

mi3 = M3z = —prtsl_%ataﬂ(ta 5) — PTSQ_%aSQV(@ s),

2
Mmoo = q(q — l)tlﬁﬁﬂ(t, s) + q2t2*%8t27(t, s),

Ma3 = M3y = thl_%Sl_%atasW(t» s) £1,

2
-

maz = r(r —1)s' 7 0sy(t,5) + 7"232_%8527(757 s),

i problem smo reducirali na provjeru da su gornje matrice zaista pozitivno definitne

na svakom Sest podrucja odredenih nejednakostima za t i s prikazanima na Slici 3.2.

Prvo ¢emo izracunati tri glavne minore gornjih matrica za svako podrucje, a zatim ¢emo

objasniti zasto mozemo izabrati koeficijente A, B, C' tako da sve one budu pozitivne.

Sljededi izrazi izracunati su koristenjem softwarea Mathematica [60].

(1) Prvo podrudje: 1 <s <t

e Prva minora: | Ap(p —1)

o Druga minora: ABp(p — 1)q(q — 1)t1_%

« Determinante (s £):

2

ABCp(p —1)q(q — D)r(r — 1)t17531_%

—Ap(p—1)

(2) Drugo podrucje: s <1<t

e Prva minora: |p(A(p—1)—C)

o Druga minora: | Bp(A(p—1) —C)q(q — 1)251_%

o Determinante (s %):

2 1_1

(3) Trece podrucje: s <t <1

o Prva minora: |p(A(p—1)—B—-C)

e Druga minora:

BCp(A(p—1) — C) (g — 1)r*t' "asi~ 7| — BC?q(q —

2 2

Dr2t' " asa —p(A(p—1) = C)

. B2q2t%

BCp(Ap(q+1) —qr(B + C))t%_%s%_? — B2Cqr’tisir — BC2gPrtrasa

—p(A(p — 1) — B— C) £ 2BCqrt+ s
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(4) Cetvrto podrucje: t < s < 1

e Prva minora: |p(A(p—1)—B—-C)

1 2 2_2
T | — B?¢*tasra

S =

o Druga minora: | Bp(A(p—1) — B —C)gs

o Determinante (s +):

;A(p —1) = B=O)(Bpr(2Cr = Blg—1)) = 2p) | - zllBQ(QC'T — Blg—r))’s

1 2 2 1 1
—isz(A(p —1)—-B—-C)(q—r7r)2g—r)tis a £ Bq(2Cr — B(q —1))tasr
1 1 1 4 1_3

F2Bp(A(p —1) = B=C)(g = r)tis 7 + 7B = r)(3¢ — r)tast s

2

1 1 2 1
+§BQq(20r —B(qg—71))(q— 21“)1%3?_% + B%q(q — r)t§s7_5

(5) Peto podrudje: t <1< s

e Prva minora:

pRAr(p—1) = Blg+7r)) |, Bpla—r) 2
2r 2r

e Druga minora:

Bpglq —r)2Ar(p—1) = Blg+7)) 12| Bq*(pg+q—2p) 2  Bpalg—r)* 2,2
2r2(q — 2) 2p(q - 2) 2r2(q — 2)

{Bq?(mm— - B(q+r>>}

2r(q — 2)

o Determinante (s £):

Blg—r)(p+q¢)2Ar(p —1) - Blg +1))(2Cr — Blg—1)) 2| Bplg—r1),2

SP || —

4r(q — 2) 2r
[ B@RAr(p—1) = Blg+7))(20r = Blg = n))@(r = 1) ;2
4r(q — 2)
SBplg=r)? s iy Blg-r)QArp—1) — Bla+r)2pg—3p—q)2 22
r 4r(q — 2)
Bl —r)(gr —2r+4q) 1 22 Bq*(pg—2p+q)(r —1)(2Cr = Blg = 7)) 2 ;2
4r?(q —2) 4p(q —2)
_Blarg =20+ q)a=r)la=p),s 21 Bpalg=r)*(r —1)(2Cr = Blg—=1)) 2 2
4p*(q—2) 4r?(q —2)
L Brla=r)@Ar(p—1) = Blg+ 7)1 11 pRAr(p—1) = Blg+7))
r 2r
+BQq(q —r)(g—p)2Ar(p—1) ~ Blg+1)) 2 2,
4p(q —2)
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(6) Sesto podrudje: 1 <t < s

e Prva minora: || Ap(p — 1)

e Druga minora:

ABpg(p—Dla—7) 52| [ABq%p ~ D=1 -

S
r(q —2) q—2

QN

o Determinante (s +):

AB(2CT = B(g —r)(p —1)(g =7)(p+a) 2 T 2ABp(p— 1)(q — r)thsi

2(¢ - 2)
ABgrp=1)(g=1g=r)p=q), 21 AB(p—-1)(¢—r)’2pg—=3p—q) 2 2 2
2p(q — 2) 2(q —2)
{AB@OT - Blg —272(>qqr_<pz . Dig—Dp+ q)tl_gsla App— 1)

U svakom od gornjih izraza postoji dominantan c¢lan (gledajuéi prema eksponentima
od t i s) koji je jedinstven i on je dvostruko uokviren. Izabrat ¢emo proizvoljan B (recimo
B =1), a zatim uzeti C' dovoljno velik (koji ovisi o B, p,q,r) i konacno A dovoljno velik
(koji ovisi o C, B, p,q,r). Dok to radimo, vodit éemo ra¢una o tome da je koeficijent u
dvostruko uokvirenom ¢lanu vec¢i od sume apsolutnih vrijednosti koeficijenta ¢lanova koji
nisu niti uokvireni niti zaokruzeni.

To mozemo napraviti jer uzimanjem dovoljno velikog C' izraz koji mnozi A u koeficijentu
dominantnog ¢lana postaje veéi od sume apsolutnih vrijednosti odgovarajucih izraza u
ostalim neuokvirenim i nezaokruzenim ¢lanovima koji sadrze A. Posljedi¢no, kad pustamo
da A tezi u beskonac¢nost koeficijent u dominantnom ¢lanu raste brze nego suma apsolutnih
vrijednosti drugih koeficijenta u ¢lanovima koji nisu niti uokvireni niti zaokruzeni. To
znaci da mozemo izabrati dovoljno velik A tako da dominantan ¢lan zaista dominira sumu
svi ostalih neuokvirenih i nezaokruzenih ¢lanova u svakom izrazu.

Jedini problemati¢ni ¢lanovi koje ne mozemo dominirati dominantnim ¢lanom su oni
zaokruzeni. Medutim, ako uzmemo

C>B(q—7") DA B(qg+7)

2r 2r(p—1)
mozemo posti¢i da su svi oni nenegativni, pa samo pridonose pozitivnosti izraza.
Malo ¢emo detaljnije objasniti prethodno opisani nacin zakljuc¢ivanja, tj. kako izabrati
koeficijente A, B i C'. Uzet ¢emo da je B = 1 pa vidjeti kakvi trebaju biti C'i A na

svakom podrucju.

Prvo podrucdje: Prva i druga minora imaju samo jedan ¢lan i ocito su pozitivne. U

determinantama je dvostruko uokvireni ¢lan zaista dominantan, jer iz 1 < s < t
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slijedi i > 1. Dovoljno je uzeti C' takav da je Cq(q — 1)r(r — 1) > 1, pa ¢e
determinante biti pozitivne.

Drugo podrudéje: Opet prva i druga minora imaju samo jedan ¢lan i bit ¢e pozitivne ¢im
1 1 2 2 1
1_1 1—2

je A(p—1) > C. Buduédi da je s < 1 <t vrijedi H17Gsa7r >t asa it Tasu T > 1,
pa opet vidimo da je dvostruko uokvireni ¢lan dominantan u determinantama. Ako

uzmemo dovoljno velike C'i A takve da je
Clg—1)>2 i Ap(p—1)>Clp+20),

dominantan ¢lan ¢e biti dva puta veci od svakog od preostalih ¢lanova, pa ¢e i cijela

determinanta biti pozitivna.

Treée podruéje: Ako uzmemo A takav da je Ap(p — 1) > Cp + p + r, prva minora ¢e
ocCito biti pozitivna. Zbog t < 1 je £ > t%, pa slijedi i pozitivnost druge minore.

Na tre¢em podrucju je s < t < 1, pa je

feb 1 hd it < bl
sto znadi da je dvostruko uokvireni ¢lan dominantan u determinanti. Ako uzmemo
C takav da je Cqr > 4, onda je Cp*(q + 1) > 4p(p — 1), tj. izraz koji mnoZi
A u koeficijentu dominantnog c¢lana je cetiri puta veci od izraza koji mnozi A u
koeficijentu jedinog drugog ¢lana koji sadrzi A. Koeficijenti preostala tri ¢lana ni
ne sadrze A, pa mozemo uzeti A dovoljno velik tako da dominantni ¢lan bude cetiri
puta veci od bilo kojeg drugog ¢lana, tj. da dominira sumu preostalih ¢lanova. Tako

postizemo pozitivnost determinante.

Cetvrto podrudje: Za A takav da je Ap(p — 1) > Cp + p + ¢ ée prva i druga minora
biti pozitivne, jer je na c¢etvrtom podrucju §774 > tasr . Nadalje, uo¢imo da je

dvostruko uokvireni ¢lan zaista dominantan u determinanti, jer iz ¢t < s < 1 slijedi

2 1 1 3 1

1,1 01 1 11 2 2 3 1.2 4 1.3 0.0
sa'r tas a,tasr, tes 9, tasr a, tasr a,tast @ < 1=1"5".

Mozemo uzeti dovoljno velik C' takav da je
r(2Cr —q+7r)>28(q—r)+2 i r(2Cr—q+7r)>T7(qg—7r)(2¢—1)+2.

Na taj nacin je izraz koji mnozi A u koeficijentu dominatnog ¢lana sedam puta vedi
od izraza koji mnozi A u koeficijentima dva druga clana koja sadrze A. Koeficijenti
preostalih pet ¢lanova uopée i ne sadrze A, pa ocito mozemo uzeti dovoljno velik A
tako da dominantni ¢lan bude sedam puta veéi od bilo kojeg drugog ¢lana. Na taj

nacin ¢e dominantni ¢lan biti ve¢i od sume preostalih ¢lanova, tj. determinanta ce
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biti pozitivna.

Peto podrucje: Zbogt <1 je ta < 1, pa je dovoljno uzeti A takav da je Ar(p —1) > ¢
da bi prva minora bila pozitivna. U drugoj minori je dvostruko uokvireni ¢lan
dominantan, jer je na petom podrucju 50> tg,tgsk%, 1. Ako uzmemo A takav da
je

2¢r°(pq + ¢ — 2p) + p*(¢* — 1°)

2Ar(p—1) > i 2Ar(p—1) > 3q—r,
(p—1) T (p—1)>3¢q

dominantan ¢lan ¢e biti dvostruko veci od preostala dva ¢lana koja nisu zaokru-
zena. Buduéi da mozemo postic¢i da je zaokruzeni ¢lan nenegativan, minora ¢ée biti

pozitivna.

Preostaje nam provjeriti pozitivnost determinante. Vidimo da je dvostruko uokvireni

¢lan dominantan jer zbog t < 1 < s vrijedi

2

2 2 3 2
isiTl 1 < so.

_ 2 111
asp ~, tasp, tasr 4,
Dovoljno je uzeti C' takav da je

10griq —p
2Cr—q+7)p+q) > maX{lo(q —1)[2pg — 3p — q|, #,

20p(q — 2) }

40p(q — 2
p(q —2), p—

da bi izraz koji mnozi A u koeficijentu dominantnog ¢lana bio deset puta vedéi
od izraza koji mnozi A u koeficijentima cetiri druga ¢lana koja sadrze A (i nisu
zaokruzena). Koeficijenti preostalih Sest ¢lanova koji nisu zaokruzeni uopcée ne sadrze
A, pa o¢ito mozemo uzeti dovoljno velik A tako da dominantni ¢lan bude deset puta
veéi od bilo kojeg drugog nezaokruzenog c¢lana. Budud¢i da mozemo postié¢i da je
zaokruzeni ¢lan nenegativan i da je dominantni ¢lan vec¢i od sume nezaokruzenih

¢lanova, determinanta ¢e biti pozitivna.

Sesto podrudje: O¢ito su prva i druga minora pozitivne. Opet se lako vidi da je u

determinanti dvostruko uokvireni ¢lan dominantan, jer je
11
tasgr

zbog 1 <t < s. Uzet ¢éemo dovoljno veliki C' takav da je
4gr(q —1)lp —q|

P
(q—2)}'

8p
4(q —7)|2pq — 3p — ql,
q—T'

(2Cr — g +7)(p + q) > max {16p(q —2),
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Tako ¢emo dobiti da je izraz koji mnozi A u koeficijentu dominatnog ¢lana cetiri
puta veci od izraza koji mnozi A u koeficijentima preostala cetiri ¢lana koja nisu
zaokruzena. Ako uzmemo dovoljno velik A, moéi éemo posti¢i da dominantan ¢lan
bude cetiri puta vec¢i od bilo kojeg neuokvirenog i nezaokruzenog c¢lana. Bududci
da nam odgovarajuci izbor A i C' daje i nenegativnost zaokruzenog clana, cijela

determinanta je pozitivna.

Kona¢no, trebamo odabrati dovoljno veliki C, pa zatim dovoljno veliki A (u ovisnosti o C)
tako da odgovarajuce nejednakosti na svakom od Sest podrucja budu zadovoljene. Tako se
postize pozitivnost svakog izraza, sto je tocno ono Sto smo trebali i time je dokaz svojstva
(A3') zavrsen. O

Iz prethodno navedenih Propozicija sada lako slijedi i dokaz Teorema 3.2.

Dokaz Teorema 3.2. 1z Propozicije 3.3 slijedi da je funkcija B klase C' na cijeloj domeni
(B1). Ocjena (B2) slijedi direktno iz definicije funkcije B i svojstva (A2) (Propozicija 3.4).

Nenegativnost od B na D je garantirana ako je
Cp,q,?" 2 maX{Ap7 Bq7 CT}?
jer je u tom slucaju

1 1 1
B(u,v,w,U,V,W) =Cpyr (pU + gV + TW) — A(u, v, w)

> AU + BV + CW — A(u,v,w)

(A2)
> AuP + Bv? + Cuw" — A(u,v,w) > 0.

Konacno, iz Propozicija 3.4 1 3.6 te Napomene 3.7 slijedi da A zadovoljava (A3) i (A4),
tj. da B zadovoljava (B3) i (B4).

Time smo zavrsili 1 dokaz Teorema 3.2. OJ

U sljede¢em poglavlju nekad ¢e biti zgodnije koristiti infinitezimalnu varijantu svojstva

(B3):
—(d*B)(u, v, w, U, V, W) (Au, Av, Aw, AU, AV, AW) > 2u|Av||Aw|. (B3')
Opet, (B3') vrijedi samo za tocke (u,v,w, U, V, W) za koje je drugi diferencijal od B dobro

definiran, tj. za tocke za koje (u,v,w) ne lezi ni na jednoj od tri kriticne plohe (3.10).
Ekvivalentnost od (B3') i (B3) slijedi iz ekvivalentnosti od (A3') i (\A3).

42



Poglavlje 3. Bellmanova funkcija i L” ocjene za dijadske paraprodukte

3.3 Bellmanova funkcija za poseban izbor
eksponenata

U ovom odjeljku éemo pokazati kako je za poseban izbor eksponenata p,q,r ipak
lakse konstruirati Bellmanovu funkciju pomocéu koje mozemo dati direktan dokaz ocjene
(3.3). Promatrat ¢emo slucaj ¢ = r, tj. visinu Banachovog trokuta na Slici 3.1, koju nismo
razmatrali u Odjeljku 3.1. Jos jednom napomenimo da su za ovaj posebni slucaj u literaturi
ve¢ konstruirane Bellmanove funkcije, a ¢ak su i odredene optimalne konstante. Ipak, nas
pristup ¢e biti nesto drukdiji, jer ¢emo raditi s dualiziranom formom, a i konstruirana
Bellmanova funkcija ¢e biti homogena. Osim toga, metodologija iz ovog odjeljka bit ¢e

nam korisna u narednim poglavljima.

Neka su f, g, h funkcije kao u Odjeljku 3.1 1 p,q € (1, 00) takvi da je

1 2
R
P g

Definirajmo veli¢inu

— (9] 14eens >2.

K(f) g) — Z |I|[f]l([g]llijevi 5

1eD

Buduéi da iz |e;| < 1 i Cauchy-Schwarzove nejednakosti slijedi

IA(S, g, h)| < A(f,9)2A(f, )3, (3.18)

dovoljno je dokazati da vrijedi ocjena

A(f9) < Cpgall Fllr @) 191IEo ), (3.19)

za neku pozitivnu konstantu C, ,, koja ovisi samo o eksponentima p i ¢. Tada iz (3.18) i
(3.19) dobijemo (3.3).
Sada da bismo dokazali (3.19) trebamo konstruirati Bellmanovu funkciju B(u,v, U, V)

koja ¢e zadovoljavati sljedeca svojstva.

(B1) Domena: Sve Cetvorke (u,v,U, V) koje zadovoljavaju

u,v, U,V >0, P <U IV

(B2) Slika:
0 < B(u,v,U, V) < Cpq UV,
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(B3) Glavna nejednakost:

. 1 2
B(u,v,U, V) >

U1 + Us
2

U1 — U2

2

~ 1 -~
B(uhvla U17 ‘/1) + 58(“2,’(}2, U27 ‘/2> +

)

N |

za sve cetvorke (u,v, U, V') i (u;,v;, Uy, Vi), i = 1,2, koje pripadaju domeni i zadovo-
ljavaju

1 1
(U,'U, U7 V) = §<U1,U1, Ula ‘/1) + 5(”271}27 U27 ‘/2)

Uz supstitucije

Uy +u
u= 12 2,Au: , U= Av =

B(u,v,U, V) >

N =

Pretpostavimo dodatno da je 1 < p < 2. Definirat ¢emo Bellmanovu funkciju B na
domeni (B1) kao

B(u,v,U,V) = (CU — aup)%(CV — bvqﬁ — duv?, (3.20)

gdje su C, a, b, d neke pozitivne konstante koje ¢emo naknadno definirati.
Zelimo dokazati da uz odgovarajuéi izbor konstanti funkcija definirana s (3.20) zado-

voljava svojstva (B2) i (B3). Buduéi da su u,v > 0, ocito je
B(u,v,U,V) < CU»Vs.
Isto tako, bududi da je U > uP i V > v9 vrijedi

B(u,v,U,V) > [(C = a)¥(C = b)s — d]uv?,
pa je dovoljno uzeti C' takav da je

(C—a)r(C—b)i >d ()

da bi B bila nenegativna. Uo¢imo da (U;) direktno povlaci i C' > max{a,b}. Preostaje
nam dokazati da vrijedi i (B3).
Zbrajanjem Taylorovih formula u tocki (u, v, U, V) za B(ufAu, v£Av, UL AU, VEAV)
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dobit ¢emo infinitezimalnu verziju svojstva (B3):

1
—§(d2l5’)(u,v, U, V)(Au, Av, AU, AV) > u(Av)2. (B3)
Opet se kao u Odjeljku 3.2 moze pokazati da su (B3') i (B3) ekvivalentni, pa ¢emo dokazati

da vrijedi (B3'). To ¢emo napraviti tako da dokazemo da je matrica

—?B —0,0,B  —0,00B —0,0vB
_ 3 _92R _ _ 3 _ 3

5 |-008 —02B-2u0 -0,00B -0,0,8 5.21)
—0,0uB  —0,00B  —02B —0y0yB

—0,0vB  —0,0vB —0yoyB —0B

pozitivno semidefinitna na domeni. Da bismo to dokazali, pokazat ¢emo da se uz od-
govarajuci izbor konstanti moze posti¢i da su sve cetiri glavne minore nenegativne. Oz-
nac¢imo minore s By, By, B3 i B4 redom. Nuzan uvjet za pozitivnu semidefinitnost je
B,,B;,B3, B, > 0, dok nam uvjet By = 0 daje svojevrsnu optimalnost. Mi ispitujemo
spomenuti nuzni uvjet kako bismo nasli Bellmanovu funkciju, a nakon toga ¢emo htjeti
zakljuciti da njena matrica B doista jest pozitivno semidefinitna. Sylvesterov kriterij se
moze primijeniti samo ako su prve tri minore By, By, B3 strogo pozitivne, a determinanta
B, je nenegativna. Ovdje to ne mora biti slucaj za funkciju B uz optimizirane para-
metre, ali vrijedi za svaku vecu vrijednost parametra C' pa pustanjem na limes takoder
zakljucujemo pozitivnu semidefinitnost.

Uz pomo¢ softwarea Mathematica [60] i uz supstitucije

dobiju se sljededi izrazi.
(1) Prva minora:
B, = Caruv?(p — 1)(Cz — a)72+%(0y - b)k%.

(2) Druga minora:

By = —4d*0* + 2abv*(Cx — a)_2+%(Cy - b)_%( —2ab — Cxb(p — 1) + C*(p + 1)1:y)

+ 2av*(Cz — a)_2+%(C’y - b)_5< *(p—1)(d — 1)zy — 4abd
— Cab(dp — 5d — p+1)).

(3) Treéa minora:

_2C%(p ~ 1)(Cr—a) T (Cy -~ b)r

B;
p2 u2p—11)2q—4

<ab(p +1)(Cr—a)i N (Cy — b)'
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+ad—m@—nam—aﬁ1¢@—mlé—mﬂ.

(4) Determinanta:
B, =detB =0.

Uoc¢imo da zbog z,y > 11 (U;) vrijedi da je By > 0. Dakle, trebamo jos odrediti uz
koje uvjete su druga i treca minora nenegativne. Pritom ¢emo voditi racuna o tome da
konstante biramo optimalno.

Lako se vidi da je B3 > 0 ako i samo ako je

ab(p + 1)2%_1 +a(d—1)(p— 1)z%_1 > 2d*  za svaki z > 0, (Uy)

gdje je z = gz:‘; (O¢ito je z > 0 zbog (Uy) i z,y > 1.) Stovie, iz (Us) slijedi i

nenegativnost druge minore, jer je tada

B, > 2abv*(Cx —a) *(Cy — b)z% <sz +(p+ 1)a)
+ 2av*(Cx — a) 2 (Cy — b)z% (4bdz +(p—1)(d— l)a) > 0.

Prvo éemo promatrati slucaj p = 2. Tada (Us) postaje
a(d — 1)2_% +3ab > 2d* za svaki z > 0,

pa ocito mora biti d > 1. Buduéi da gornja nejednakost mora vrijediti za svaki z > 0,
pustanjem z — oo slijedi
3ab > d°.

S druge strane, iz (U;) imamo
(C—a)2(C —b)2 >d.

Preostaje nam optimizirati po a, b i d koji zadovoljavaju gornje uvjete da bi dobili

6 6
d=1 a=p="0 o1 V0 (3.22)
3 3
Neka je sada p < 2. Iz (U;) vidimo da mora biti d > 1, jer u slucaju d < 1 mozemo
posti¢i da nejednakost ne vrijedi kada z — 0+. Iz tezinske nejednakosti izmedu aritmeticke
i geometrijske sredine slijedi
b 1 -1
(p—n“ffihi1+@—pmm—1g_pﬁl
>abH(d = 1) P(p+ 1) p — )2 - p)
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gdje se jednakost postize za z takav da je

Stoga iz (Us) zakljucujemo da mora vrijediti
avbi > 2vdr(d— 1) (p+ 1) (p— 1) (2 - p)r (Us)
Sad nam optimizacija po a i b koji zadovoljavaju (Us) i (U;) daje

a=b=dr(d—1) "2 (p+ 1) Fr(p—1)> 2 —p)r ' i C=a+d (323

=a(p)

Trazimo optimalnu konstantu C', Sto znaci da moramo minimizirati izraz
C=0C(d)=d+alp)ds(d—1)"r""

po svim d > 1. Tocka minimuma je d koji zadovoljava jednadzbu

2

P Pd—-1)2(2 - d) = ap)?, 3.24
(d—1)7( p ) (p) (3.24)
i tada dobijemo da konstanta C' iznosi
(2—p)d
C=-—"" 3.25
> pd (3.25)

Time smo dokazali da funkcija B definirana s (3.20) i konstantama a,b,d i C' koje
iznose (3.22) za p = 21 (3.23), (3.24) 1 (3.25) za 1 < p < 2 zaista zadovoljava svojstvo
(B3), pa stoga i (B3). Sada isto kao i u Odjeljku 3.1 dokazemo da egzistencija funkcije
sa svojstvima (B1), (B2) i (B3) povladi ocjenu (3.19).

Funkciju B smo posebno izdvojili jer je homogena i zadovoljava jednadzbu det B = 0,
pa je na neki na¢in “bliza” optimalnoj (apstraktnoj) Bellmanovoj funkeiji nego funkcija B
definirana s (3.8) u Odjeljku 3.1.

Ipak, pokazuje se da ni ova funkcija nije prava Bellmanova funkcija, jer ne daje uvijek

optimalne konstante. Naime, za 1 < p < 2 dobijemo
*\ —2
Cpaq > (’Zq) )

gdje je Cpqq = C definirana s (3.25). S druge strane, moze se vidjeti da je

Cpaq~4q kad g — oo,

47



Poglavlje 3. Bellmanova funkcija i L” ocjene za dijadske paraprodukte

a iz [1] znamo da je

1
z, ~ — za velike g,
q

pa Cpgqi (2 )~2 imaju bar asimptotski jednako ponasanje. Dodatno, buduéi da je najmanja

pozitivna nultocka Hermiteovog polinoma reda 4

25 =13 -6,

pa vrijedi C' = Cyysq = (2}) 7%, u slucaju p = 2 zaista dobijemo i optimalnu konstantu.
Napomena 3.9 Prethodno definirana funkcija B, naravno, nije jedinstvena Bellmanova

funkeija za dokazivanje (3.19). Mogli smo svojstvo (B2) zamijeniti s
~ 1 2 /
ongmﬂwngm(U+xQ, (B2)

p q

pa traziti nehomogenu funkciju B definiranu na domeni (31) koja zadovoljava svojstva
(B2') i (B3) (kao u Odjeljku 3).

Pokazuje se da je dobar izbor funkcija

Bmuavy:@m@U+?ﬁ—Awm,

gdje je A :[0,00)2 — R dana s

a uP + byv? + diuv?; 1<p
A(u,v) i =< aguP + byv? + dyuv? + 62Ué+gﬂ;
asuP + bgv? 4 dsuv? + egulv;
Analogno kao u Odjeljku 3.2 (samo uz puno jednostavniji rac¢un) se vidi da uz odgovarajuéi
izbor konstanti gore definirana funkcija zaista zadovoljava Zeljena svojstva. Na primjer, u

slucaju 1 < p < 2 mozemo uzeti

&1:4(], blzl i 01:2.
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[P ocjene za paraprodukte

U ovom poglavlju ¢emo na nekoliko primjera demonstrirati kako mozemo iskoristiti
egzistenciju Bellmanove funkcije iz Teorema 3.2. Svi problemi koje navodimo su dosta
standardni i mogu se rijesiti na vise razli¢itih nacina, ali cilj nam je pokazati kako se
mogu direktno dokazati koristenjem Teorema 3.2. Stovise, dovoljna nam je samo egzisten-
cija Bellmanove funkcije sa svojstvima (B1)—(B3), iako je svojstvo (B4) dosta korisno u
Odjeljku 4.1.

4.1 Martingali s diskretnim vremenom

Kre¢emo s definicijom martingalnog paraprodukta dva martingala s diskretnim vreme-

nom na danom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).

Definicija 4.1 Neka su X = (X)), 1Y = (¥,,)52, dva martingala s diskretnim vre-
menom adaptirana obzirom na filtraciju F = (F,,)52,. Paraprodukt martingala X i Y je

slucajni proces ((X : Y)n) OO_O definiran kao

(X-Y) =0,
(X - Y):=> Xua(Y = Y1) zan>1 (4.1)
k=1

Gore definirani proces mozemo shvatiti kao posebni slu¢aj Burkholderove martingalne
transformacije (2.2) martingala Y obzirom na pomaknuti adaptirani proces X. Takoder,
namec¢emo i martingalno svojstvo na X, jer zZelimo tretirati X i Y simetri¢no i jer to
zahtijeva egzistencija LP ocjena u unutrasnjosti Banachovog trokuta na Slici 3.1. Zelimo

dokazati da vrijedi sljededi teorem.

Teorem 4.2 Za sve eksponente p, ¢, r koji zadovoljavaju (3.4) vrijedi ocjena

XYl Spgr 1 X ller[[Yollws (4.2)
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uniformno za sve prirodne brojeve n € N, gdje je ' konjugirani eksponent od r, tj.

Napomena 4.3 Za dvije nenegativne veli¢ine A i B pisemo A <p B ako postoji apsolutna
konstanta C'p > 0 koja ovisi samo o skupu parametara P takva da je A < CpB. [
Umjesto dokazivanja ocjene (4.2) direktno, dokazat ¢emo ocjenu za dualiziranu formu,

tj. da za proizvoljnu slucajnu varijablu Z € L" vrijedi nejednakost
E((X - Y)nZ)| Spagr [ XalleolYallusl| 2] (4.3)

Prema obratu Holderove nejednakosti znamo da su ocjene (4.2) i (4.3) ekvivalente.
Dodatno, mozemo pretpostaviti da je || X,||rr < 00, ||Ya|lLe < 0o i || Z]|r < o0, jer u
protivnome nejednakost (4.3) trivijalno slijedi.

Definirajmo sada treéi martingal Z = (Z,,)22, obzirom na filtraciju (F,,)32, kao
Z, =E(Z|F,) zan=0.
Za svaki k € N slucajnu varijablu Z mozemo rastaviti kao sumu
Z =21+ (2 — Ze) + (2 = Z4),
pa je zbog linearnosti ocekivanja

E((X -Y)aZ) = 3 E(Xp (Vi - Yi1)2)

B
Il
—

n

E(Xk_l(yk — Y}{:—I)Zk—l) + Z]E(Xk—l(yk - Yk—l)(Z - Zk))

k=1

I
M=

=
Il
—

+ f:]E(Xk—l(Yk — Y1) (Zk — Zj-1))-

Bududi da je Xj_17Z;_1 Fr_1-izmjeriva slucéajna varijabla, iz svojstva uvjetnog ocekivanja

(Propozicija 2.4) slijedi

(X5 (Ve = Yie1) Zeo1) = B(E(X4o1 (Vi — Yie1) Zoo1 | Fin))
= E(Xp-1Zp 1 E(Ye — Y| Fio1))
pu— O,

gdje zadnja jednakost vrijedi zbog martingalnog svojstva, tj. E(Yy — Yi_1|Fr_1) = 0.

Analogno, Xj_1(Yy — Yr_1) je Fr-izmjeriva slucajna varijabla, pa opet iz Propozicije
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2.4 slijedi

(X1 (Y — Yie)(Z = Z1)) = E(E(Ximr (Y — Yir)(Z — Z)| F))
= E(Xpo1 (Y = Y1) E(Z — Z| Fi))
= 0.

Zadnja nejednakost vrijedi jer je E(Z — Zi|Fy) = 0, opet zbog martingalnog svojstva.

Sada vidimo da je zapravo
E((X Y).Z) = Z (X1 (Ye = Yie ) (Zi — Zior)).

Posljedi¢no, da bismo dobili ocjenu (4.3) dovoljno je dokazati da vrijedi sljede¢a propozi-

cija.

Propozicija 4.4 Za sve eksponente p, ¢, r koji zadovoljavaju (3.4) vrijedi

> B(XeaV = Vo) (Ze = Ze0)| Spar Xallo Wl Zalhr, (40
k=1

uniformno za sve prirodne brojeve n € N.

Ocito (4.4) povlaci (4.3), jer iz uvjetne Jensenove nejednakosti slijedi da je || Z, || <
| Z]|L- za svaki n € N.

Ocjena (4.4) je dobro poznata i njen dokaz koristi niz klasi¢nih nejednakosti.

Dokaz Propozicije 4.4. Uoc¢imo da je

n

> E(Xk—l(Yk — Y1) (Zy — Zk:—l))‘ <

k=1

—1(Ye = Yi1)(Zi — Zi—1)

Ll
n

< H ( Z X2 (v _ Yk_l)Q) v ( > Zk_l)z) v
(E o)),

Ll
n 1/2
(= 2)

Ovdje druga nejednakost slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti, a treca iz Holderove

LT'

nejednakosti. Jos jedna primjena Holderove nejednakosti daje nam

n

3 12 1/2
: - 2 < ( _ 2)
H(’;Xk_1(n Y1) ) L S OIEI?<}$L|XI€| ;(Yk Y1) y
n 1/2
< [ g 15l | (o005 - vie?)

k=1
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pa zakljucujemo da je

ng(Xk (Ve = Yer) (Ze = Ziea))|

< | g 5l (- vie)
=1

0<k<n L

g (;:(Zk — Zk—1)2>1/2

Kona¢no, iz Doobove L? nejednakosti (2.4) slijedi

H max
0<k<n

X o,

a iz Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti (2.6)

(S )"

S 1 Zal
k=1

n 1/2
Sl 1 |(X 2 - 2m0?)
L4 k=1 L

sto nam daje upravo (4.4). O

Sada ¢emo dati i alternativni, direktniji dokaz ocjene (4.4) koriStenjem Bellmanove

funkcije (3.8) konstruirane u prethodnom poglavlju.

Dokaz Propozicije 4.4 koristenjem Bellmanove funkcije. Dokazat ¢emo (4.4) za fiksnin €
N. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da su X, Ys, Zp > 0za 0 < k < n,
jer inace rastavimo varijable X,,,Y,,, Z, na pozitivne i negativne dijelove. Uvest ¢emo i tri

nova martingala (Uy)k, (Vi)r 1 (Wi)k koja definiramo na sljedeéi nacin:

Neka je B Bellmanova funkcija definirana s (3.8). Iz Teorema 3.2 slijedi da funkcija B
zadovoljava svojstvo (B4), pa uz oznaku Xy, = (X, Yk, Zk, Uk, Vi, Wy) dobijemo da vrijedi

2
B(Xy—1) + (dB)(Xp1)(Xp — Xp1) = B(Xy) + ng—1|Yk; — Yl Zk — Z1l,

za svaki k = 1,...,n. Uzimanjem uvjetnog ocekivanja obzirom na o-algebru Fy_; u
gornjoj nejednakosti i koristenjem martingalnog svojstva, tj. E(Xp — Xg_1|Fr_1) = 0,

dobijemo
2
B(Xi1) 2> E(BXe)|Fim) + 3E(Xea[Yi = Yers[| Zi = Zi| | Fimn).
iz ¢ega uzimanjem ocekivanja slijedi

E(Xx1|Ye = Yio1llZk — Zial). (4.5)

[GVIN )

E(B(Xs-1)) — E(B(X)) >
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Sada nam sumiranje (4.5) po k = 1,...,n, teleskopiranje i svojstvo (B2) funkcije B daju

2 n n

30 E(Xpa|Vi = Vil Zs = Zial) < 3 (EB(Xy-1) — EB(Xy)) = EB(X,) — EB(X,)
k=1 k=1 —

<EB(X,) 2 C E<1U+1V+1W)—C (1||X 120+ Svale, + 2112 ||r>
X 0) X D,q,T D 0 q 0 r 0) — Ypaq,r D n||LP q n|l14q r n||IL" |-
Preostaje iskoristiti homogenost od ZZZIE(Xk_ﬂYk — Yl Zk — Zk_1|) i zamijeniti

Xn Yn ZTL . o1
Xn, Yn, Zn S 1XnllLe? [YallLa? | ZnllLr? da bismo dobili

2 B( X Ve = a1 2k — Zia)
||Xn||Lp||Yn||LQ||Zn||LT ~ p,q,T*

Konacno, mnozenjem s 3| X, ||z [|Ya||Le|| Z, || dobit ¢emo trazenu ocjenu (4.4), a stoga i
(4.2). O

4.2 Martingali s neprekidnim vremenom

Neka je (2, F,F,P) filtrirani vjerojatnosni prostor koji zadovoljava standardne pretpos-
tavke (Definicija 2.22) i neka su X 1Y dvije slucajne varijable na tom prostoru. Definiramo

martingale (X;);=0 1 (Y3)i=0 kao
Xy =EX|F,) i Y;:=E{Y|F) zasvakit>0.

Pretpostavljmo da su gore definirani martingali cadlag, tj. da radimo s njihovim cadlag

verzijama.

Definicija 4.5 Martingalni paraprodukt procesa X i Y je slucajni proces ((X . Y)t)

t>0
koji se definira kao stohasticki integral

(X-V), = [ X, dv, (4.6)
0+
Buduéi da mozemo izabrati gusti podskup na kojem gornja definicija ima smisla (i
kasnije prosiriti po neprekidnosti), zbog jednostavnosti mozemo prepostaviti da je X
slucajna varijabla ograni¢ena u L™, a Y sluc¢ajna varijabla ograni¢ena u L?. Zelimo
dokazati da neprekidni martingalni paraprodukt (4.6) zadovoljava iste L” ocjene kao i
diskretni martingalni paraprodukt (4.1).
Da bismo dobili trazene ocjene, uzmimo niz (m,,)5_, profinjavajué¢ih subdivizija

0=t <™ <ti" <. <t =t

m)
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intervala (0, t] takav da ocice subdizivija konvergiraju u 0, t;.

lim A(m,) = 0.

m—ro0

Za m > 0 definiramo proces X™ = (X/")>0 kao

kl’k

nim
mo.__
k=1

Vidimo da je X™ elementarni predvidiv proces i da X™ konvergira prema X uniformno na
kompaktima po vjerojatnosti (ukv). Stoga se prema Definiciji 2.37 neprekidni martingalni

paraprodukt (4.6) moze izracunati kao limes Riemannovih suma na sljedeéi nacin:

n(m)

t
X,_dY, = lim deY = hm E X(m) Y(m }/;(m)). (4.7)
k-1

0+ m=00 Jo+

Gornji limes se interpretira kao konvergencija po vjerojatnosti (za vise detalja pogledati
[53]).
Buduéi da desna strana u (4.7) konvergira prema neprekidnom martingalnom parapro-

duktu (4.6) po vjerojatnosti, to znaci da postoji podniz (m;);>o takav da je

n(mq) t
lim Z X(ml) Y(ml) Y;(ml)> = Xs_dY; g.s8. (48)
[—o00 el te1 k—1 0+

Uoc¢imo da je lijeva strana u (4.8) zapravo limes diskretnih martingalnih paraprodukta.

Sad koristenjem Fatouove leme i primjenom (4.2) dobijemo trazenu L” ocjenu za (4.6):

n(my)

||<X ' Y)tHLr’ < lim inf
l—o0

~ Yy

L S | Xel|Le ]| Yel|La
za eksponente p, ¢, r koji zadovoljavaju (3.4).

4.3 Paraprodukti obzirom na toplinski tok

Pretpostavimo da su f, g, h funkcije klase C* na R s kompaktnim nosacem. Neka je

1 22

e 2t
V2t

toplinska jezgra na R i neka je u toplinsko prosirenje od f koje definiramo kao:

k(x,t) =

/f k(z —y,t)dy.
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Uoc¢imo da je u rjeSenje jednadzbe provodenja topline
8—182 Cetni et li t)=f 4.9
= 50;u s pocetnim uvjetom  lim u(z,t) = f(x). (4.9)

Analogno definiramo v i w kao toplinska prosirenja od ¢ i h.

Definicija 4.6 Toplinski paraprodukt, tj. paraprodukt obzirom na toplinsku polugrupu,

definiramo kao trilinearnu formu

A(f,g,h // u(z,t) Opv(x,t) Opw(x,t) dt dx. (4.10)

Uz oznake

0s(1) := k(z,5%), (z) = —21/24 Ok (z, 5?)

i supstituciju t = s? dobijemo malo poznatiji izraz:

Afom = [ [T p)@ ge )@ oev)@) Car @)

Glatki paraprodukti kao (4.11) se prirodno pojavljuju u dokazu T(1) teorema (vidi [23]),
iako nam u tom slucaju treba dodatna fleksibilnost pri izboru “bump” funkcije ¢, i “bump”
funkcije 1, srednje vrijednosti nula.

Opet Zelimo dokazati odgovarajuce LP ocjene za (4.10), tj. zelimo dokazati da vrijedi

sljededi teorem.

Teorem 4.7 Za sve eksponente p, ¢, 7 koji zadovoljavalju (3.4) vrijedi

A, 9 W) Spar 1 e @llgloe (2]l @)- (4.12)

U dokazu Teorema 4.7 opet ¢emo koristiti Bellmanovu funkciju konstruiranu u Poglav-
lju 3 i imitirat ¢emo “tehniku toplinskog toka” koju su koristili Petermichl i Volberg u

[51], odnosno Nazarov i Volberg u [48].

Da bismo uopée mogli primijeniti konstruiranu Bellmanovu funkciju za dobivanje L”
ocjena za toplinske paraprodukte, prvo je potrebno danu funkciju “zagladiti”.
Neka je ¢ : R?* — R neka fiksna nenegativna parna funkcija klase C> s nosac¢em u

(—1,1)3 za koju dodatno vrijedi da je
/( P01 (4.13)
Za proizvoljan € > 0 definiramo funkciju A, : (g,00)? — R formulom
A (u,v,w) = /7“ e3p(eta, e, e e)A(u — a,v — b,w — c)dadbdc,

b )3
95



Poglavlje 4. L? ocjene za paraprodukte

gdje je A funkcija iz Poglavlja 3 definirana s (3.9). Zapravo, A. je konvolucija funkcije A
s L'-normaliziranom dilatacijom funkcije ¢, p.(x) = e 3p(e™!
klase C*°.

Buduéi da funkcija A zadovoljava svojstvo (.A3) vrijedi

x), pa je oc¢ito A. takoder

1 1
iA(ul—a,vl — b, wy —C)+§A(u2—a,02—b,w2—0)—A(u—a,v—b,w—c)

[v1 — o w1 — wy|

> (o),

(4.14)

za sve (u,v,w), (uy, v, wy), (ug,ve, we) iz (£,00)% i (a,b,¢) iz (—e,€)? takve da je

1 1
(u,v,w) = i(ul,vl,wﬂ + 5(“2,02,102)-

Sada mozemo nejednakost (4.14) pomnoziti s e (e 'a, e 7'b, e~ ¢) i integrirati po (—¢, €)?
da bismo dobili

1 1
§A5(U1,U17 wl) + 5-/45(“2, V2, w2) - Ae(uﬂ%w)

> /( )3(u — a)|Av||Aw|eBp(e " a, e 1b, e Le)dadbde,

gdje je Av = 252 i Aw = “5*2. Preostaje integrirati desnu stranu gornje nejednakosti
koriste¢i (4.13) i ¢injenicu da je ¢ parna da bismo dobili da i A, takoder zadovoljava uvjet
(A3). Stoga A. zadovoljava i (A3') u svakoj tocki domene (e, 00)?.

Isto tako, buduéi da A zadovoljava (A2) vrijedi da je funkcija A, nenegativna i

A (u,v,w) < / e3p(eta, e b, e ) (A(u —a)l+Blv—-0"+C(w— c)r>dadbdc

(_575)3

< max{2P,29 2"} (AuP + Bv? + Cw"), (4.15)

za u,v,w > e. Ovdje smo u prvoj nejednakosti iskoristili (A2), a u drugoj (4.13) i ¢injenicu
daza u,v,w >¢eia,b,ce (—¢,¢) vrijedi (u—a)? < 2PuP, (v—"0)7 <2991 (w—c)" < 2"W".

Opet formulom (3.8) s A. umjesto A definiramo funkciju B. koja je sad klase C*.
Bududi da A, zadovoljava (A3'), slijedi da B, zadovoljava svojstvo (B3') za sve u,v,w > ¢
iU >wP, V>0l W >w. StoviSe, iz (4.15) vidimo da A. zadovoljava i svojstvo (A2)
do na gubitak s faktorom max{2?,2% 2"}, Sto garantira da B. zadovoljava (B2) za neku

(dovoljno veliku) konstantu C, , , koja ne ovisi o e.

Sada smo spremni za dokaz Teorema 4.7.

Dokaz Teorema 4.7. Pretpostavimo da su f, g i h nenegativne funkcije i da niti jedna
od njih nije identicki jednaka nuli. Fiksiramo R > 0, § > 0, T" > 2, i uo¢imo da je
u(z,t),v(z,t),w(z,t) > e zasve x € [-R,R], t € [0,T — 6] za neki dovoljno mali € > 0
koji ovisi o R,9,T i o funkcijama f,g,h. Uvodimo U, V i W kao toplinska proSirenja
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funkcija fP, g? i h" i definiramo
bz, t) = Be(u(w, t), v(x, 1), w(x,t), Ulx, 1), V(x,t), W(x, 1),
gdje B. prethodno definirana funkcija. Ra¢unamo

ob = (VB.)(u,v,w, U, V,W) - (Oyu, Oy, Ow, 0U, 0,V, O, W),
O.b = (VB)(u,v,w,U, V., W) - (0,u, v, pyw, 0, U, 0,V, 0, W),
02b = (d’B.)(u, v, w, U, V,W)(0,u, v, Opw, 0,U, 0, V, 0, W)

+ (VB.)(u,v,w, U, V,W) - (0*u, 0*v, 0w, O*U, 0>V, O>W ),

i stoga je

(0 = 302)b = (VB (w,0,w, U, V,W) - (0, — 182) (u,v,w, U, V, W)
1

- §(d25’€)(u, v, w, U, V, W) (0u, Opv, Oyw, 0,U, 0, V, 0,W). (4.16)

U gornjim racunima smo zbog jednostavnosti izostavili pisanje varijabli z i ¢. Buduci
da w,v,w,U,V,W zadovoljavaju jednadzbu provodenja topline (4.9), prvi ¢lan na desnoj

strani (4.16) je jednak nuli i iz (B3’) stoga slijedi
(00— 302)b(w,t) = ul, 1) |0pv(z, 1) Dpw(x, B)].

Iz gornje nejednakosti mnozenjem s k(z, T — t) i integriranjem po [—R, R| x [§,T — 0]

dobijemo

k(x, T —1 t) |0, 1) 0y )| dx dt
//[—R,R]x[é,T—(ﬂ (= Ju(x,t) |0yv(x, t) Qpw(w,t)| dx

< _ 192 . .
< //[_R’R]X[&T_d] ke, T — )(0, — 102)b(x, t) du dt (4.17)

Parcijalna integracija nam daje

T—6

/ k(. T — 1)0b(x, t) dt = k(z, T — )bz, 1)
[6,T—4] )

R

A (amk;(x,T _ t))b(x,t)

-R

+ / (aik(x, T — t))b(x, t) d,
[—R,R}

/[ b, T = 0050w, 1) do = (. T = 1)0:b(a 1)
-R,R

-R

57



Poglavlje 4. L? ocjene za paraprodukte

pa slijedi da je desna strana u (4.17) jednaka

_ 192 B B
//[R’R]X[&T&] b(f’%t)(@t + an)k(xaT t) dx dt + /[R,R] k(x,8)b(z, T — ) dx

1
- / k(. T — 8)b(x,8) de —~ / B(R,T — )(01b(R. t) — 0ib(—R. 1)) dt
[~ R,R] 2 Jis1-0)
>0 zbog b >0 (B2)

| R 1 R
' (R, T — bR,tdt—f/ U LR, T — t)b(—R,t)dt .
2 6r-5 T —1 ( DR ?) 2Jr-61 T —1 ( )b )

>0 zbog b >0 (B2) >0 zbog b >0 (B2)

Buduéi da je (9, + 302)k(z,T — t) = 0, slijedi

// k(x, T — t)u(z,t)|0.v(x, t) Opw(zx,t)| dx dt
[—R,R]x [5,T'—5]

1
< — — —
< /[_RVR}k(a:,é)b(x,T 9) dx 2/

[6,T—4]

(R, T —)(0ib(R, t) — 01b(~R, 1)) dt.
Za toplinsku jezgru u smislu konvergencije distribucija vrijedi da je
lim k(z,8) = 0(x),

gdje je 6(x) Diracova delta funkcija. Stoga prvo pustanjem R — oo, a potom i § — 0

dobijemo
géo o F OB, T=6) dr = Jim /IR k(x, 8)b(x, T—8) da = /R 3(2)b(z, T) dx = b(0,T),
pa je

/ /R oz ¥ T = u(z, £) 19:0(2, 1) Oowo(z, 1)] der dt < b0, T). (4.18)

U gornjoj nejednakosti smo iskoristili da je limg_,o k(R,T — t) = 0, uniformo po ¢ €
[0, T — 4.
Iz definicije funkcije b i svojstva (B2) koje zadovoljava funkcija B. mozemo dobiti

ocjenu

b(0,T) < Cpqr<1U(o T) + 1V(o T) + W(O T))

2 1 y2
pqr( /f e~ 2Tdy+ / e2Tdy+r/Rh(y)Te2Tdy).

71im V2rTk(x, T —1t) =1,
— 00

uniformno po (z,t) € [—Ry, Ry] x (0,71] za neke fiksirane Ry > 0 i 7} > 0, mnoZenje

Bududi da je
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(4.18) s V27T i pustanje T'— oo nam daje

/ / (@, ) |00(x, t) Byw(x, t)| d dt
[—R1,R1]x(0,T1]
1 1 1
< Cpar (51w + 2 lglhoo + Il ).

Preostaje pustiti da Ry — oo i 17 — oo kako bismo dobili
1 1 1
IACf, 9, h) < Cpgr <p||f||LP(R) + 5||9||LQ(R) + T||h||LT(R))7 (4.19)

odakle homogenizacijom (kao u Odjeljku 4.1) slijedi (4.12). O

Napomena 4.8 Ovaj trik “zagladenja” Bellmanove funkcije se veé¢ pojavljuje u [51] i

[48], i za njegovu primjenu nije nuzno imati eksplicitnu formulu. m

4.4 Martingali obzirom na Brownovsku filtraciju

Neka je F = (F})i=0 (upotpunjena) prirodna filtracija standardnog jednodimenzional-
nog Brownovog gibanja B = (B;);>o i neka su X = (X;)i=0 1 Y = (Y});> martingali
adaptirani obzirom na F. Zbog jednostavnosti, dodatno ¢emo pretpostaviti i da je Yy = 0,
jer u protivnome martingal (Y;);>0 mozemo zamijeniti martingalom (Y; — Yy);>0. U tom

slu¢aju martingalni paraprodukt postaje
t
(X -Y) = / X.dY,, (4.20)
0

jer sada (X¢)i=0 1 (Y3)i=0 imaju g.s. neprekidne puteve. Martingalne paraprodukte de-
finirane s (4.20) su proucavali Banuelos i Bennett u [3] i ustanovili da oni zadovolja-
vaju odredene L, H” i BMO ocjene. U svom dokazu L” ocjena oni koriste Doobovu i
Burkholder-Davis-Gundyjevu nejednakost.

Mi ¢emo u ovom odjeljku prezentirati drugaciji dokaz L” omedenosti paraprodukta
(4.20), koji koristi svojstva Bellmanove funkcije iz Teorema 3.2. Umjesto aproksimacije
neprekidnog martingalnog paraprodukta limesom diskretnih martingalnih paraprodukata
kao u Odjeljku 4.2, koristit ¢emo Itovu formulu. Opet ¢ée biti jednostavnije ocijeniti

trilinearnu formu koju dobijemo dualizacijom paraprodukta (4.20):
M(X,Y, 2) =E((X - Y)Z) =E((X -Y)(Z — %)),

gdje je Z slucajna varijabla, a Z, := E(Z|F;) je pripadajué¢i martingal. Dakle, Zelimo

dokazati da vrijedi sljede¢a ocjena:

[A(X, Y, Z)| Spaor [ Xellw [Vl luoll Zelor, (4.21)
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uniformno za sve t > 0 i sve eksponente p, ¢, r koji zadovoljavaju (3.4).

Koristenjem Itove izometrije (2.18) slijedi

M(X,Y, Z) = ((/XdY)(/OtleS>>:E/OtXSde,Z)S,

gdje je (Y, Z); proces predvidive kvadratne kovarijacije, koji se u slu¢aju Brownovske
filtracije podudara s kvadratnom kovarijacijom [Y, Z];.

Da bismo uopée mogli primijeniti Itovu formulu, nuzno je da nasa Bellmanova funkcija
bude klase C? na cijeloj domeni. To ¢emo postiéi prelaskom na B. kao u Odjeljku 4.3.

Opet mozemo pretpostavit da je || X[ < 00, [|[Vi||ns < 00, [[Zi]|rr < oo i da su
slucajne varijable X;, Y; i Z; nenegativne, jer ih u protivnom rastavimo na pozitivne i
negativne dijelove. Nadalje, fiksiramo parametar € > 0 i definiramo pomaknute martingale
X,Y, Z formulama X, := X, +2¢, Y, ==Y, + 2¢, Z, := Z, + 2e. Zamijenimo li XY, Z
u Zeljenoj ocjeni (4.21) redom s X.Y,Z, dobit éemo novu nejednakost, koju éemo znati
dokazati, i koja pustanjem ¢ — 0 implicira upravo (4.21). Radi toga mozemo umjesto
X,Y, Z naprosto opet pisati X,Y,Z i odmah pretpostaviti da vrijedi Xg > ¢, Yy > ¢,

Zs > ¢ za svaki s € [0,t]. Za fiksni ¢t i s € [0, ] uvodimo tri nova martingala:
U, =E(X?|Fs), Vi:=EYYF,), W,:=E(Z]|F,),

i oznac¢imo

X, = (X, Ye, Z, U, Vi, W) = (X5,

Sada iz Itove formule (2.19) primijenjene na X i funkciju B, slijedi

B.(X,) — / OB.(X,)dX! + Z / 0,0,B.(X,)d[X", X7),.  (4.22)
1] 1
Buduéi da su X? i = 1,...,6, martingali adaptirani obzirom na prirodnu filtraciju

Brownovog gibanja (B;);>o, koristeéi teorem o reprezentaciji martingala (Teorem 2.40)
mozemo ih zapisati u obliku

. . to
Xi=Xi+ [ AlaB,,
0

gdje su A, i =1,...,6, predvidivi procesi. Iz (2.17) slijedi
(AP B, A B / Al AT d[B, B,
a [B, Bls = s, pa je d[ X, X7], = AL Alds. Sada (B3') povlaci

S A0BX)AAL — L @BIX(AL > X424,

2]1

60



Poglavlje 4. L? ocjene za paraprodukte

gdje smo oznadili A = (A, ..., A%), pa iz (4.22) dobivamo

t 6 ¢ )
+ /0 X1A2A3ds < B.(Xo) — B.(X,) =3 /O 9B.(X,)dX!
=1

N\

1 1 1 6t :
< Cpgr (UO +-Vo+ Wo) — Z/ 0;B-(X,)dX.
p q r i=1"0
Ovdje smo u drugoj nejednakosti iskoristili svojstvo (B82). Uzimanjem ocekivanja slijedi
bl 19 a3 1 1 1
+E / X1A2A3ds < Cp7q7T<EUO +-EVp+ EWO)
0 P q r

1 1 1
= G (Il + Vil + N2l

Ovdje smo iskoristili ¢injenicu da je za svaki ¢ = 1,...,6, proces ( I 8iBE(Xs)dX§>
t>0
martingal koji krece iz nule, pa mu je ocekivanje jednako nula. Konacno, iz

X1A2A3ds = X d[Y, Z].,

slijedi
1 1 1
XY, 2)] € G (SIXll + IVl + FIZ ). (1.29
Preostaje nam homogenizirati (4.23) (kao u Odjeljku 4.1) da bismo dobili trazenu ocjenu
(4.21).
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POGLAVLJE 9

[P ocjene za generaliziranu
martingalnu transtormaciju

U ovom poglavlju uvest ¢emo varijatu Burholderove martingalne transformacije pridru-
zene dvama martingalima obzirom na dvije razlicite filtracije. Iako klasi¢ne metode nisu

primjenjive, pokazat ¢emo da takve transformacije i dalje zadovoljavaju neke L? ocjene.

5.1 Diskretne ocjene

Definicija 5.1 Neka su (Ug)52, 1 (Vi) dva proizvoljna slu¢ajna procesa s diskretnim

vremenom. Definiramo novi proces (U - V)52 s

(U-V)o:=0,
U-V)p=> Ua(Vik = Vir1) zan>1. (5.1)
k=1

U posebnom slucaju kad je (V})52, martingal i (Uy)52,, ograniceni i adaptirani proces s
obzirom na istu filtraciju, gornji proces je to¢no Burkholderova martingalna transformacija
(2.2). Odgovarajuce ocjene za martingalnu transformaciju imaju vaznu ulogu u nalazenju
optimalnih konstanti za brojne singularne integralne operatore [5], u teoriji UMD prostora,
[15] 1 u raznim nejednakostima za stohasticke integrale [11]. (Za vise detalja i referenci
na relevantnu literaturu vidi [13] i [2].) Medutim, u ovom poglavlju ¢emo raditi u nesto
drugacijem okruzenju, motiviranom vjerojatnosnim metodama koje se pojavljuju u dokazu
omedenosti odredenog dvodimenzionalnog operatora (paraproduktnog tipa) proucavanog
u [38].

Zapocinjemo s opisom vjerojatnosnog prostora na kojem ¢emo raditi i dviju specificnih
filtracija (Fx)72o 1 (Gr)e koje ¢emo koristiti u ovom i sljede¢em poglavlju.

Neka su (21, A,P1) i (22, 8,Ps) dva vjerojatnosna prostora i neka je

(legg,A(@B,PlX}Pg) (52)
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njihov produkt. Pretpostavimo da imamo dvije filtracije (Ag)32, 1 (Br)i, o-algebri A i
B takve da su za svaki k > 0 A, i By, o-algebre generirane prebrojivim particijama od €

i Q9 redom. Definirajmo sada dvije nove filtracije na sljede¢i nacin:
Fro =A, 0B, G.:=ARDB; za svaki k > 0. (5.3)

Mozemo zamisljati (Fx)52, 1 (Gr)i2, redom kao “horizontalne” i “vertikalne” filtracije
produktne o-algebre A ® B. Lako se provjeri da je F, NG, = Ak ® By za sve k, £ > 0.
Uoc¢imo da dvije filtracije u (5.3) ne moraju biti nezavisne; zapravo jako rijetko to jesu.
Stovise, moze se pokazati da su o-algebre Fy i Gy zapravo uvjetno nezavisne obzirom na
presjek o-algebri F N G, (vidi Odjeljak 5.4).
Napomena 5.2 Buduéi da éemo raditi na produktnom vjerojatnosnom prostoru (5.2),
kad god pisemo samo [E, podrazumijevat ¢emo da se radi o ocekivanju obzirom na pro-
duktnu mjeru P = P; x P,. Sli¢no ¢éemo oznacavati i Lebesguove prostore i njihove norme.
n
Neka su sad (Xj)g2, martingal obzirom na filtraciju (Fy)32, koji poprima realne
vrijednosti te (V)72 , martingal obzirom na filtraciju (Gx)32, koji poprima realne vrijed-
nosti. Konac¢no, neka je (Kj)p2, realni adaptirani proces obzirom na presjecnu filtraciju
(Fr N Gr)i2y. Promatrat ¢emo procese (KX -Y),)5% 1 ((K - XY),)22,, koji se prema
(5.1) definiraju kao

(KX Y), ZKk 1 X1 (Vi = Vi),
k=1

(K- XY), ZKk (X Yy — Xp—1Yi—1).

Ovi procesi vise nisu adaptirani obzirom na odgovarajuce filtracije, pa ih ne mozemo
tretirati na isti nac¢in kao i Burkholderovu martingalnu transformaciju. Svejedno se i

ovakvi procesi pokazuju korisnima i zadovoljavaju odgovarajuée L? ocjene.

Teorem 5.3 (L4/ ? ocjene) Postoji apsolutna konstanta C' > 0 takva da za svaki nenegati-

van cijeli broj n vrijedi:

KX - Y)allis < CUXalual| (K- Yoz, (5.4)
1K - XV )l < C (IXallia | (B - ¥)alliz + 1Yallal (B - X)allis). (5.5)

Da bismo mogli proSiriti raspon eksponenata u prethodnom teoremu potrebno je

nametnuti dodatni uvjet na presjecnu filtraciju (Fr N Gr)o -

Definicija 5.4 Filtracija (Hy)52, zadovoljava svojstvo “uniformnog rasta”, tj. ima “uni-
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formno ogranicene skokove”, ako postoji konstanta A > 0 takva da vrijedi
[E@IH),.. < A[EUH],. (5.6)

za svaku slucajnu varijablu U > 0 i proizvoljan £ > 0.

Teorem 5.5 (L” ocjene) Pretpostavimo da filtracija (Fj N Gi)72,, zadovoljava svojstvo
(5.6). Tada za sve eksponente p, ¢, za koje vrijedi 1/r = 1/p+1/qil <r <2 <p,q < c©

postoji konstanta C,,, > 0 takva da za svaki nenegativni cijeli broj n vrijedi

IEX - Y)allir < Cpar A% (| max | Kl ) X o[ Yalvs. (5.7)

0<k<n

Napomena 5.6 Naglasavamo da konstante C' i C,,, ne ovise o filtracijama niti o
pripadajué¢im procesima. Ne znamo je li svojstvo (5.6) nuzno za ocjenu (5.7), ali ga
trebamo da bismo u dokazu mogli iskoristiti argument zaustavljanja. S druge strane,
ocjene (5.4) i (5.5) ne zahtijevaju nikakve dodatne uvjete na martingale. ]

Tipi¢ni primjer filtracije s uniformno ogranic¢enim skokovima je filtracija generirana
dijadskim kockama u R". Zaista, nejednakost (5.7) je ve¢ dokazana u [38] u posebnom

slucaju kad su (Ag)52, 1 (Br)32, standardne jednodimenzionalne dijadske filtracije.

5.2 Konstrukeija kontrolnog procesa

Zapocinjemo s nekoliko jednostavnih redukcija u Teoremima 5.3 i 5.5. Prvo ¢emo
pokazati da je nejednakost (5.5) zapravo posljedica nejednakosti (5.4). Primijetimo da

varijablu (K - XY), koju zelimo ogranic¢iti mozemo rastaviti na sljede¢i nacin:

M=

(K- XY), =Y Ky (XY — X1 Yi)

e
Il
—

I
NE

Ky (kal(Yk — Y1) + Y1 (X — Xpm1) + (X — X)) (Y — qu))

B
Il
—

S (KX Y+ (KY - X)u S Kt (Xe — Xo)(Ye — Yio). (5.8)

k=1

Prva dva ¢lana na desnoj strani od (5.8), (KX -Y), i (KY - X),, su analogna zbog
simetrije i njihova omedenost slijedi iz (5.4), pa nam je preostalo ograniciti treéi ¢lan.

Uoc¢imo da je

z”: K1 (X = Xpo1) (Ve —Yio1)

k=1 L4/3
n 1/2
](ZK,% (Xe—Xes ) (Z (Y=Y s )
=1 k=1 L4/3
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n

( Z (Y _Yk—1>2> "

k=1

L2 LL

n 1/2
(s
k=1

Ovdje prva nejednakost slijedi iz Cauchy-Schwarzove nejednakosti, a druga iz Hoélde-
rove nejednakosti. Iz Burkholder-Davis-Gundyjeve nejednakosti (2.6) slijedi da postoji
konstanta C' > 0 takva da je

. S;éiny%HL4a

|(Sorie0) ™,

a zbog Itove izometrije (u diskretnom vremenu) je

n n 1/2412
IG5 XDallte = E S K (X=X = | (30 K2 (= X))
k=1

k=1

L2

pa se lako dobije i trazena ocjena

> K1 (X —Xp1) (Y= Yio1) »

k=1

< CONE - X)nlleallYalles-

Nadalje, tvrdimo da bez smanjenja opcenitosti mozemo prepostaviti da je Ky =1 za

svaki k > 0 prilikom dokazivanja ocjena (5.4) i (5.7). Zaista, bududi da je
(K- Y)k— (K- Y)iy = Ky 1 (Vi — Yi),

vrijedi

(KX Y)y=(X-(K-Y)) ,
n=0"
Istu pretpostavku mozemo koristiti i prilikom dokaza nejednakosti (5.7), jer zbog

za svaki n > 0. Stoga je (5.4) zapravo ocjena za martingale (X,,)% i ((K . Y)n)

omedenosti martingalne transformacije (2.9) znamo da postoji konstanta C, > 0 (koja

ovisi samo o ¢q) takva da vrijedi

1O Yo < Cq (, max (1Kl ) [Vallis,

0<k<n—

za bilo koji 1 < ¢ < o0.
Uocimo da se za k > n slucajne varijable X; i Y; ne pojavljuju niti u jednom od

gornjih izraza, pa uz oznake X := X,,, Y =Y, slijedi
E(X|Fr) =X, i E(Y|Gr) =Y, zasvakik=0,1,...,n.

Sada ¢e nam X 1Y oznacavati i slucajne varijable i martingale (X;)32 1 (Yx)52,- Navedene
oznake koristit ¢emo u cijelom poglavlju.

Prema obratu Holderove nejednakosti slijedi da je ocjena (5.4) ekvivalentna s ocjenom
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E((X ) 2)|  CIXJwsllY lle 2], (5.9)

za proizvoljnu slucajnu varijablu Z € L1, dok je (5.7) ekvivalentna s
E((X Y)0 2)| < Coar A2 X oY 1o Z ] (5.10)

za. proizvoljnu slucajnu varijablu Z € L, gdje je 7’ konjugirani eksponent od r, tj.
" = r/(r —1). Umjesto da direktno dokazujemo ocjene (5.4) i (5.7), dokazat ¢emo

navedene dualizirane ocjene (5.9) i (5.10).

Zbog linearnosti ocekivanja je
n—1 n—1
E(X Y),Z) = JE( 3 Xi (Vs — Yk)Z) = > (Vi1 —Yi) Xk Z).

k=0 k=0

Slucajnu varijablu X;Z mozemo rastaviti kao
XiZ = (XpZ = B(XiZ|Gri1)) + (B(XuZ|Gks1) — B(XkZ|Gk)) + E(X:Z|Gr)

pa slijedi

o)

+ E((YkH -Y%) (E<sz|gk+1> - E(XkZ’gk>)>

gk)>

U gornjem rastavu smo koristili svojstvo uvjetnog ocekivanja, tj. da za proizvoljnu slucajnu

E((Yi1—Yi)XiZ) = E(E((ml—m(xkz — E(X,Z|Gis1))

+E (E((Ykﬂ —Yi)E(Xi Z|Gy)

varijablu U vrijedi
EU = E(E(U|Gr1)) 1 EU =E(E(U|G)).
Dodatno, (Y11 — Yx) je Grr1-izmjeriva slucajna varijabla, pa vrijedi

E( (V=Y (X~ B ZIGe11)) (Gt ) = (Vi1 YDB(XiZ ~B(XiZ|Ges1)|Grrr) = 0.

Isto tako, E(X:Z|Gy) je po definiciji Gy-izmjeriva sluc¢ajna varijabla pa zbog martingalnog
svojstva, tj. E(Yii1—Yk|Gr) = 0, vrijedi

E(<n+l—n>E<XkZ|gk>

gk) = E(X% Z|Gr)E(Yyqr1 —Yi|Gr) = 0.
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Sada lako slijedi
E((Yi1—Yi) XiZ) = E((Ykﬂ—m (E(X4ZIGrs1) — E(szm))

= E(E((Yk+1_yk) (]E(X;CZ|Q;€+1) - E(Xk:Z|gk)> ‘]:k N gk))

pa mozemo pisati
n—1

E(X Y),2)=E> a(X,Y,2), (5.11)

k=0

uz oznaku
(X, Y, 7) = 1&«:((Yk+1 V) (E(XZ|Gs1) — E(X,Z1G)) ‘]—“k N gk).

Na taj nacin ¢emo raditi s procesom koji je adaptiran obzirom na presjecnu o-algebru
(Fr N Gr)e2,, iako on nema svojstva martingalnog procesa.
Cilj nam je naéi odgovarajuéi kontrolni proces (u smislu Propozicije 5.7) koji ée nam

pomo¢i da ograni¢imo sumu

n—1

Z ]ak|.

k=0
Ovo mozemo smatrati varijantom tehnike Bellmanovih funkcija. Umjesto da konstruiramo
funkciju s odredenim kontrolnim parametrima (kao u Poglavlju 3), naprosto ¢emo kons-

truirati izraz Bellmanovog tipa koji zadovoljava Zeljena svojstva konveksnosti. Zbog toga

vise 1 ne govorimo o Bellmanovoj funkciji, ve¢ o kontrolnom procesu.

Propozicija 5.7 Postoji proces (Bx(X,Y, Z))32, koji je adaptiran s obzirom na filtraciju

(Fe N Gr)32, 1 zadovoljava

(X, Y, 2)| < E(Ben(X,Y, 2)|F N Gi) = Bu(X, Y, 2), (5.12)
1 1 1
0 < Br(X,Y,Z) < 5E(Xﬂfk NGr)? + 5IE(YQW NGy) + iE(ZQ\]-“k NGr)? (5.13)
za svaki nenegativni cijeli broj k.

Da bismo uopcée mogli eksplicitno zapisati kontrolni proces iz Propozicije 5.7, potrebno

je uvesti sljede¢u notaciju.

Definicija 5.8 Operatori Eﬁ/:“’ i A‘j{:‘” djeluju na slucajnoj varijabli U i definiraju se

kao

B4 U (W) = BUIA) (W) 1 AYU(W) = BSU (W) — 409U (W),

Ak41

zaU € LY (Q, AP),weQik>0.
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Uoéimo da je E(U|.Ax) uvjetno ocekivanje obzirom na pod-o-algebru Ay vjerojatnosnog
prostora (£21,.4,P;). U daljnjim ra¢unima baratat ¢emo izrazima koji sadrze vise varijabli,
poput V(w',w”,...), i morat ¢emo primjenjivati ove operatore po vlaknima, na primjer
samo u varijabli w’. Iz tog razloga samim oznakama Ej’:‘” i A‘j{:“ zelimo naglasiti da se
uvjetno ocekivanje uzima po varijabli w’ i da se rezultat evaluira u w.

Analogno definiramo i operatore ]E‘g;j‘“ i A‘g?“’.

Kroz sljede¢u lemu navest ¢emo svojstva ovih operatora.

Lema 5.9 (a) Zasvaki k>0, V € L1(Q; xQ, AQA, Py xPy) i w € Q; vrijedi
Ew—)wEw —>w (w/7w/) Ew%wEw —>w (w/7 w//)' (514)
(b) Zasve k, £ >0, W € LY xQy, AQB, Py xPy), wy € Qi wy € Qy vrijedi

E 1leVV(cui,wg) = E(W|Fy) (w1, wa), ]EBﬁWW(wl,wé) =E(W|G,)(w1,wa), (5.15)

BB W (W), wh) = Ea U ET W (W wh) = EWIF N G)(wrw).  (5.16)

(c) Zasve k >0, U, Uy € LY(Qy, A, Py) i w € Q vrijedi

w%w(Aw ! Ul( )) (Aw ! (w//))
= B (B2 0 ) (B2 Uale)) — (B 01 (B o) ). (5.17)
Podrazumijeva se da svi identiteti vrijede g.s. obzirom na odgovarajucu vjerojatnosnu

mjeru. Tvrdnje (a) i (c) vrijede i u slucaju kada se filtracija (Ag)22, zamijeni s (Bg)52,, a

vjerojatnosni prostor (€2q,.4,P1) se zamjeni s (25, B, Py).

Dokaz. (a) Prvo ¢emo pokazati da (5.14) vrijedi u posebnom slucaju kad je V' = Tg,«s,

za neke Sy, Sy € A. Iz definicije operatora Ej/k_“" i svojstva uvjetnog ocekivanja slijedi

B “ES 7 Ls, (W) s, (W) = w_m(ﬂsl( E (ﬂsz|«4k)(w/)) = E(ﬂle(ﬂSsz)‘Ak) (w)
= E(Ls, [Ar) (W) E(Lsy | Ar) (w) = B4 “ES 71, () g, (w"),

sto znaci da vrijedi (5.14). Ako oznacimo
P={S1 x5 :5,5%€cA} i D={Se€ A® A: 1g zadovoljava (5.14)},

tada je o¢ito P C D. Primijetimo da vrijedi sljedece:

o )y x € se nalazi u D, jer se nalazi u P.

e Neka su Dy, Dy € D takvi da je Dy € D,. Tada je 1p,\p, = 1p, — 1p,, pa je zbog

linearnosti uvjetnog ocekivanja i Dy \ Dy € D.
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o Neka je (D,)32, niz iz D takav da za svaki n vrijedi D,, C D,,.;. Tada je 1U°°,1 D, =

lim, o 1p,, pa je zbog teorema o monotonoj konvergenciji i U, D,, € D.

Zakljuc¢ujemo da je D Dynkinova klasa, a buduéi da je P ocito m-sistem, prema teoremu o
Dynkinovim klasama vrijedi da je o-algebra generirana s P sadrzana u D. To znaci da sve
slucajne varijable oblika V' = 1g, S € A® A, zadovoljavaju (5.14) (jer je A® A = o(P)).

Konacno, standardnim argumentima linearnosti i aproksimacije jednostavnim funkci-
jama prosirimo rezultat i na sve slucajne varijable V € L*(Q; x Qy, AQ A, P; xPy).

(b) Relacije (5.15) su zapravo Fubinijev teorem. Da bismo dobili (5.16), dovoljno je
pokazati jednakost prvog i treceg izraza. Ta jednakost trivijalno slijedi za sve W = 1g, «5,,
S €A, Sy € B, jer je

SRS 1 g, () L, () = E(1s, | Ag) (@) E(Ls, | By) (ws)
(L, x50 | AR ® By)(wi,w2)

(L, x5, |Fre N Gr) (w1, wa).

E
E

Koristenjem teorema o Dynkinovim klasama kao u (a) pokazemo da ista jednakost vrijedi

izasve W =1g,za S € AR B, pa se onda standardnim aproksimacijskim argumentima
prosiri i na sve W € LY(Q x Qo, AQB, Py xPy).

(¢) Oduzimanje lijeve strane od desne strane u (5.17) daje

(B Vi) (B o) = (B () (B Ua(w")
— B (B2 U — B () (B2 Uale”) — B (o))

Akt Akt

— B (B4 Vi) — B U ") (B V"))

+ (B Uw") (B2 Ualw) — B Unw)) )

- E(]E(UllAkH)—E(Ule) Ak)(w) E(Us|Ap) (w)

=0

+ (U140 (@) B(E(U| Ari) ~E(Usl A1)

Ak) (W) =0,

=0

gdje smo u zadnje dvije jednakosti koristili definiciju operatora j’k—’w, j';_"‘" i E%;jf' i

svojstva uvjetnog ocekivanja. 0
Sada smo spremni za dokaz Propozicije 5.7.

Dokaz Propozicije 5.7. Oznacimo

W= w1 mw— w1 wh—w 2
Ye(V, W) (w1, ws) 1= I[E/‘fk_> EA: (EB? ZV(wi,wé)W(wY,wéD
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zak > 01izaV,W € L*(P; xPy). Sada proces () mozemo definirati eksplicitno kao

1 1 1 1
Be(X,Y, Z) = §E(Y,f|]-"k) + 5%()(, 7Z)+ ka(X, X) + ka(Z, 7).

Ocjena (5.13) dokazuje se direktno. Primjenom uvjetne Cauchy-Schwarzove nejedna-

kosti i relacija (5.16) dobije se

(VW) (o, wa) < ESLELT™ (B2 ™V (wh,wh)?) (i "W (] 05)°)
(V2|]:k N Gi)(wr, wa) E(qu:k N Gx) (w1, wa),

pa stoga primjenom nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine slijedi
(X, Z) < ;]E(X2|]-"k NG)* + ;]E(Z2|]-"k NGk)*,
(X, X) <E(X?|F.NGh?,  w(Z Z) <E(ZYFe N Gi)2 (5.18)
Takoder, uo¢imo i da nam uvjetna Jensenova nejednakost daje
E(V2|F) = E(E(Y|G)?| ) < E(E(Y?IG)|Fi) = E(Y?[F N Gr). (5.19)

Konacno, iz svojstva pozitivnosti uvjetnog ocekivanja, (5.18) i (5.19) slijedi ocjena (5.13).

Tehnicki najzahtjevniji dio dokaza je uspostavljanje nejednakosti (5.12). U tu svrhu
¢emo transformirati oy (X, Y, Z) koristenjem formula (5.16), (5.15) i (5.14) redom da bismo
dobili

Oék(X, Y, Z)(wl, LL)Q)
—E«mywmo—EWWQMMXMWHQ—Eupmmﬂﬂngawhw)
= EAHMEWQ_}W (A _WQY( 17W2)) (AUJZ)_M2 (EMI_MIX( 17“2))Z<W/17W§/)>

— BRI R (A‘gf‘%y(w’l, 5) (A;‘;ﬁ“’ZX( Wi, W) Z(wh,wh)). (5.20)

S druge strane, uo¢imo da je fi(X,Y, Z) (Fr N Gi)-izmjeriva pa mozemo raspisati desnu

stranu nejednakosti (5.12) kao

(ﬁkﬂ(x Y, Z) = Bu(X,Y, Z)|Fi N Gy
S (Vi —YoFen ) + 3 E(wen (X, 2) (X, 2)|Fn Ge)

+ iE(%H(X, X) = (X, X)|Fe N Gi) + iE(%H(z, Z)=w(Z, 2)| F 01 Gy).

U gornjem raspisu smo koristili ¢injenicu da zbog linearnosti uvjetnog ocekivanja, martin-
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galnog svojstva i Gg-izmjerivosti slucajne varijable Y} vrijedi
E((Yirr — Ye)?1Gk) = E(V241Gk) — 2Yi E(Yiaa|Gr) +Y72 = B(Y24]Gr) — V2
Y,
=Y

Ako sada oznacimo

S (V. W) (wri,w2) i= E (Y1 (V. W) =3 (V, W)| Fie 1 G ) (wr, )
_ EAlk—wl Ew2—>w2 (Ewi’%wiEw?'ﬁw’l (]Ewé'%wgv( W, Wl )W(wm w//))Z

Apr1 Ak Bit1 1592

(.AJ OJ w w W 2
_E — 1]E 1H 1(E 5 QV( 1,w2)W(wi",w2)) )7
mozemo pisati

E(Bei1(X,Y, 2) = Bu(X,Y, Z)|Fi N Gy
1 1 1 1
=3 E((Yeri— Y| FnGi) + 506X, Z) + J0u(X, X) + J0(Z, 2). (5.21)
Sada nam je cilj oy ocijeniti gore navedenim izrazima, tj. izrazima koji se pojavljuju
u (5.21). Prvo primijenimo nejednakost izmedu geometrijske i aritmeticke sredine, |ab| <

sa® + 3b?, na (5.20) da bismo dobili

la (X, Y, Z)(wq, ws)|

1 W1 Wo—rW2 wh 2
<G EL R (AT (W wh))
1 E 1aw1]Ew leEw2~>wz A asz AR A 2
+2 Ax ( (Wi, wp) (%awz)) :
::Ek(X7Z)

Prvi ¢lan na desnoj strani je tocno %E((Ykﬂ —Yk)Q‘]:k N gk)(wl, wsy), a dvostruki drugi
¢lan ¢emo oznaditi s e (X, Z)(wy,w2). Uzastopnim primjenama formula (5.17) i (5.16)

mozemo raspisati e, (X, Z) (w1, ws) kao

er(X, Z) (w1, wa)

W1 W] W1 Wo—>Ww2 wi—w 2
— BB E T (X ) 2 0))

— (B X W) 264, 0)))

111 111

—>WQ w —)OJ w. —)UJ —>w w. —)UJ
2 EB2 2 82 2 E 2 E 2 2
k+1 k+1

= Ey (
(B X ( 1,w2>X<w1, '"))(E o 2w, wh) Z (W, )
. EBZ—NUQ (Ew2—>w2 wé —wh, E —>w2 sz —>w2) ]E 1—>w1

Br41 Brt1

(B84 X o, ) X 0) (B 20 )20
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- EwQ—MUQE —>w2E —>w2 E 1—>w1

((Ew Sl X ) (B 2 w2 o) )

w2—>w2 w2—>w2 w2 —>w2 1—>w1
+Ejg EBk+1 IEBk+1 Ey

(B Xl ) X ) (B 2 ) 2 )
o (Aw leX( 1,w2)X(w ///)) (A W*ﬂdlz( /1”,(,02)2((,0/1”,(,0;”)))
A1 T Apg Bi+1

— E *)L‘ME 2*)&)2 ]Ew %lewl *)(4)1 Ew2%w2X ’w Z w///’ w// 2
Ay, By 1 2 1 2

B E (B X W) 2 up)))

0k (X,2)

_F 2—>w2Ew2—>w2Ew2 "Swh mwi—wr
B Bk+1 Bk+1 -Ak

((Aw —>w1X( 17w2)X(w1 ’ w;//)) (AL:XI:—)WiZ( 1”,&)2)Z(wllu,wé”)>) .

=Ck(X,2)

Prvi ¢lan u zadnjoj jednakosti je to¢no 0 (X, Z)(wq,ws), a drugi ¢lan (bez minusa) ¢emo

oznaciti s (x(X, Z)(wy,ws) pa slijedi

1 1
(X, Y, 2)] < S B((Yeer = Vi) Fe N Gi) + S0e(X. 2) + S [G(X. 2)]. (5.22)

N —

Konacno, (x(X, Z) ¢emo ocijeniti kao

lnk(Z), (5.23)

iﬁk(x) +

gdje je
W2 W —wh wl'— Wl w wi—w] 2
M (X) (wi, wa) = EBQ_> 2EBi: QEBi: *E} 1_> 1(A,4_> "X (w 1/,w§/)X(w/1/,w§//)) :

Transformiramo 7, (X) koristeéi formulu (5.17) dva puta, slicno kao za e, (X, Z),

dobijemo

(X)) (w1, w2)

Wh—w wh—wh Wl —w! ' w1
_ E 2 ]EBQ 2E 2 E 1
k+1

(JJ w w 9
<(EA’:11X( 17“’2)X(W1/7W§")> (EA_> "X (w 1>w2)X(wi',w§')> )

2
1—>w1 wi—w] ' —w] wl—m)l wl —w] w2—>w2 wi—wh "
=E 7 (B R —EOEL ) Eg T (B X (W, W) X (w, wh)

Apr1 T Agt

w1 w (IJ w UJ w. w2 (.AJ 2
Y R UpAE) Dy O (E X (w I,WQ)X(w;”,wg))

Ary1 T Arg

|—w1 i —w] %w’l wéﬁwg
S R Oyt Oyt o
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Wl sl 2 W’ 2
(B X @ X @) + (M X @l ) X))

— 6k:(X> X) _ E‘j&;ﬁm Ej{'ﬁlegiﬁwz (Az’i’ﬁwéX(wllly wé’)X(wi”, wé/))Q ‘
>0
Stoga je
ne(X) < 0x(X, X), m(Z) < 0(Z,2). (5.24)

Kombiniranjem (5.22)—(5.24) dobijemo

1 1 1
|ax(X, Y, 2)| < S B((Yeer—Yi)*| Fe N Gi) + 50:(X. Z) + 100X, X) + 202, 2),

1
2

sto nam zbog (5.21) daje to¢no ocjenu (5.12). O

5.3 Dokaz Teorema 5.31 5.5

Sada smo sve pripremili za dokaz ocjena (5.9) i (5.10), koje onda uspostavljaju Te-
oreme 5.3 i 5.5, kao Sto smo vec prije komentirali. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da nijedna od varijabli X, Y, Z nije identicki jednaka nuli, jer u tom sluc¢aju

zeljene ocjene trivijalno slijede. Zbog jednostavnijeg zapisa, uvest ¢emo i oznaku
Hk = fk N gk

Dokaz Teorema 5.3. Uzimanjem ocekivanja u (5.12), sumiranjem po k i teleskopiranjem

dobije se
n—1 n—1
S E|ax(X, Y. 2)| < 3 (B (X.Y, Z) — EB(X, Y. 2)
k=0 k=0
—_—

=0

gdje smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili nenegativnost procesa (k)72 ((5.13)).

Posljedi¢no, iz (5.11) i nejednakosti trokuta slijedi
E((XY)nZ)| <EB.(X,Y, 2).
Uzimanjem ocekivanja u (5.13) i primjenom uvjetne Jensenove nejednakosti dobijemo

EB,.(X,Y,Z) = ; E((E(X2y7{n))2 +E(YH,) + (E(Z2y%n))2)
< ;E(E(X“]Hn) +E(Y?H,) + E(Z4\Hn)>

1 1 1
= SIX I+ SIY I + 5120,
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Konacno, preostaje iskoristiti homogenost od E((X -Y),Z) i zamijeniti X,Y, Z s

Xl
HY)iLz’ 1214 , da bismo dobili
E(Xv2)| s
[ X [JpallY 2l Z s 2
Time smo dokazali (5.9), a stoga i (5.4) i (5.5). 0

Dokaz od (5.10) ¢emo koristeéi Propoziciju 5.7 reducirati na nesto kompliciraniji, ali

svejedno standardni argument zaustavljanja kojeg preuzimamo iz [56] ili [38].

Dokaz Teorema 5.5. Fiksirajmo dva vremena zaustavljanja o i 7 obzirom na filtraciju
(Hi)i2, za koja vrijedi

o< T<nNn.

Rastavljanjem obzirom na sve moguce vrijednosti od o i 7, primjenom (5.12) i teleskopi-

ranjem dobijemo

E( S Jan(X, yzﬂ%): ) E(f|ak(X7Y,Z>|]Hi)ﬂ{om}

ICE[U,T) 0<i<g<n k=1

< Y E(Z( (Bust (XY, Z)[Ha) = (X, Y, 2)) e ) L omirmsy

o<i<i<n k=i

-1
> (Z E(Br:1(X,Y, 2) = B(X, Y, Z) ]Hi)) L rej)
k=1

0<i<j<n
= ¥ (EGXY.2)H) - B(X.Y. 2))Ljomirmy)
(XY, Z)|[Hy) = Bo(X, Y, 2). (5.25)
Bududéi da je 5,(X,Y,Z) > 0 i da su obje strane nejednakosti (5.25) jednake nuli izvan

skupa
{o <71} C{o<n}n{r >0},

uzimanjem ocekivanja u (5.25) dobijemo da je

E Y k(XY 2)] < |

k€lo,T)

BA(X,Y, )1 (rsqy|, . Plo < ). (5.26)

Zbog Propozicije 5.7 prirodno je uvesti tri nova martingala obzirom na filtraciju ()52,

koja ¢emo definirati kao

Xp = E(X|Hy), Vh:=E(Y?[Hy), Zi:=E(Z*Hy)
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i pripadajuce maksimalne procese

X, := max X, ‘= max Z ‘= max Z,.
k= max A, Vi 0<£<kye, k1= max

Primjenom (5.13) nejednakost (5.26) postaje

E Y (XY, 2)] < 5 ([€1mnl. +

k€lo,T)

2
3271{T>0}HL0o + HZTl{»o}HLm) P(o < n).

Stovise, iz gornje nejednakosti slijedi i (na prvi pogled ja¢a) nejednakost

1/2 1/2 1/2

E Y |w(X,Y,2) HX Loy

k€lo,T)

2, 1{T>0}H P(c <n). (5.27)

V-1 {T>0}H

(5.27) dobijemo prvo uz normalizaciju

|10, =

3771{T>0}HL0o = Hzfl{wO}HLoo =

a onda i u opcenitom slucaju koriste¢i homogenost od a(X,Y, Z) u svakoj od varijabli
X,Y, Z. (Zamijenimo X,Y, Z s S L Z )

12 Lrsoy 27 Ve Lrsoy 27 12- 10} IE2

Za svaki m € Z definiramo vrijeme zaustavljanja T¢ s obzirom na filtraciju (Hy)52,

kao
TY :=inf{k >0: 2, >2""} An

i analogno definiramo 77 i T72.

Lako je uociti da je T% , = T za sve osim za kona¢no mnogo m. Zaista, ako je
X1/2 > 2™ za neki mg € Z, onda je T = 0 za svaki m < mg. S druge strane, ako je
| X || < 270 za neki mig € Z, onda je T'¥ = n za svaki m > miy. Posljedi¢no, postoji

samo konac¢no mnogo nepraznih slucajnih intervala oblika

[T;fl 17T7‘7)f> [T’r?ljz 17TT:))1,) ) [Tjg 17T7§3) (528>
za mi, me, ms € Z i oni tvore slu¢ajnu particiju skupa {0,1,2,...,n — 1}.

Sad ¢emo primijeniti ocjenu (5.27) na svaki slucajni interval [o,7) oblika (5.28), tj
kad je
o=Tn VTY VTZ

m3—1

i —7TX Yy Z
i =TI ATY ATZ,
Prvo, uo¢imo da na skupu {7 = k}, za k > 1, iz svojstva (5.6) i definicije slucajne varijable

T slijedi

mi

X, =X, <A|| Xt ||oe < A2P™ g5,
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. . . . . v . X . .
gdje zadnja nejednakost slijedi zbog toga sto je k —1 <7 < T . Stoga dobivamo da je

|1, <224 |

Velisa|, L <22™A 2200 L <22 (5.20)
Isto tako, uoc¢imo da je
{a<n}:{TX 1<n} {Ty 1<n} {TZ 1<n}
c{x, z2m 2 n{y, =222 n{z, > 222} (5.30)

Sada iz (5.27) i (5.29) slijedi

3
E > |a(X,Y,2)| < §A3/22m1+m2+m31£’>(a <n)

kelo,T)
pa nam sumiranje po svim my, mg, mg € 7Z i koristenje (5.30) daje

n—1
E Z ‘Oék(X, Y, Z)’ 3 AS/Z Z gmi+ma+ms

k=0 mi,mz,m3z€EZL
min {]P()En > 22"“*2),]?(37” > 227"2*2),[?(2” > 22”13*2)}. (5.31)
Ovaj put ¢emo normalizirati varijable X, Y, Z tako da vrijedi

[ Xl = IY[lee = 1 2] = 1.

Prisjetimo se da je 2 < p, ¢, < oo pa nam Doobova L? nejednakost i uvjetna Jensenova

nejednakost daju

— p/2 p/2
p—2 2

p —_—
D p/2 P p/2

<(5) e -(G5) 63

p—2 p—2
Uoc¢imo i da je iz Leme 2.5
_ o _ 92m
R T R TR 5 /m R > b d
; Z - (22”1*2?‘11@@71 > 2
2p+1 > 2mPP(X, > 22, (5.33)
meZ

gdje smo u drugoj nejednakosti koristili da je t — /27! rastuca funkcija te da je t —
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P(X, > t) padajuéa funkcija. Sada iz (5.32) i (5.33) slijedi

Y 2MP(X, > 2°") < ),
meEZ

i analogno

Y 2PV, 22 < Cy Y 2MP(Z, 222 <G,

mEeZ meZ
za neke pozitivne konstante C,, Cy, C, koje ovise samo o eksponentima p, ¢ i 7 redom. Da
bismo mogli kontrolirati desnu stranu u (5.31) podijelit ¢emo skup po kojem sumiramo, Z3,
na tri podskupa ovisno o tome koji je od brojeva pmy, gms, r'ms najveéi. Zbog simetrije

dovoljno je ograniciti jednu od ove tri podsume. Kad je pm; najveéi broj vrijedi

Z 2m1+m2+ﬂ’L3 min {]P)(.)E‘n 2 22m1—2) ’ ]P)(:j}n 2 22m2—2) ’ P(Zn 2 22m3—2)}
mi,mo,m3EL
pmi2gma, pmi>r'ms

< Z 2pm1( Z 2m2(p/q)m1> ( Z 2m3(p/r’)m1> P()Evn > 22m172)

mi1€Z mo€Z ms3 €7
ma<(p/q)m1 m3<(p/r')ym1

<4y 2mP(x, =22 <2,

mi1E€Z

[e.9]

gdje smo u treéem retku iskoristili da je >0° ;27" = 2. Analogno, kada je gms ili 7'm;

. s . . ’ v eV . . ! v .
najvedi, pripadajuée sume mozemo ograniciti s 2972 c,i2" +2C, redom. Konacno, iz (5.31)

slijedi
3 ,
\E((X : Y)nZ)‘ < 5(21’*2 C, + 20172 C, 4 2" +2 cr) 43/2.
:=Chp,q,r
Opet preostaje iskoristiti homogenost od E((X -Y),,Z) i zamijeniti X,Y, Z s ”X)ﬁm, ||Y1ﬁLq7
#. To dovrsava dokaz ocjene (5.10), a prema tome i (5.7).
LT

5.4 Uvjetna nezavisnost o-algebri

Na kraju ovog poglavlja zZelimo jos razviti malo bolju intuiciju o o-algebrama iz pret-
hodnih odjeljaka.

Dokazat ¢emo da su o-algebre Fi i G, zapravo nezavisne uvjetno na njihov presjek
Fr NG, za bilo koje trenutke k i £. U sljedecoj propoziciji promatramo opcenite o-algebre
¢ija uvjetna ocekivanja komutiraju, ali uz dodatnu tehnicku pretpostavku na potpunost

vjerojatnosnog prostora.

Propozicija 5.10 Neka je (€2, £, P) potpuni vjerojatnosni prostor te neka su F,G C £ o-

algebre koje sadrze sve dogadaje iz £ P-mjere nula. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(a) E(E(X|F)|¢) = E(E(X|G)|F) gs. za svaki X € LY;
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(b) F i G su uvjetno nezavisne na F NG, tj.
P(ANB|FNG)=PAIFNG)P(B|FNG) g.s.
zasve Ac FiBeg.
Dokaz. (a) = (b): Zbog potpunosti uvjet (a) takoder povlaci
E(E(X|F)|G) = E(E(X|G)|F) =E(X|FNG)  gs. (5.34)

Naime, lijeva strana u (a) je G-izmjeriva funkcija koja je g.s. jednaka nekoj F-izmjerivoj
funkciji pa ona, zbog potpunosti vjerojatnosnog prostora, mora biti i F-izmjeriva. To pak
znaci da imamo (F N G)-izmjerivost. Primjena gornje jednakosti na indikatorsku funkciju
1p za neki B € G daje

E(1p|F) = E(E(15|9)|F) = E(15lF NG)  gs.
i stoga za A € F imamo

P(ANB|FNG) =E(1alp|F NG) = E(E(1a15|F)|F NG) = E(14E(15|F)|F N G)
E(1L4E(151F NG)|FNG) = E(14|F NG)E(1[F NG)
P(AIFNG)P(B|IFNG) gs.,

sto je i trebalo dokazati.

(b) = (a): Uzmimo proizvoljan X € L. Zbog simetrije je dovoljno pokazati da je
E(E(X|F)G) =E(X|FNG)  gs. (5.35)

Uvjet nezavisnosti primijenjen na slucajne varijable E(X|F) i 1p za proizvoljan B € G

daje nam

E(E(X|F)15/FNG) = E(X|FNG)E(15FNG)
=E(E(X|FNG)15FNG)  gs.

Konac¢no, uzimanjem ocekivanja u gornjoj jednakosti dobijemo
E(E(X|F)15) = E(E(X|FNG)1p),

Sto po definiciji uvjetnog ocekivanja tocno dokazuje (5.35). [

U prethodnim odjeljcima nismo pretpostavljali potpunost vjerojatnosnog prostora, ali

u tamo razmatranom slucaju je jednakost (5.34) dokazana u sklopu Leme 5.9 pa vrijedi

78



Poglavlje 5. L” ocjene za generaliziranu martingalnu transformaciju

analogon prethodne propozicije.

Napomena 5.11 Motivirani Propozicijom 5.10 mozemo uociti da nam uz pretpostavku
potpunosti vise ne treba pretpostavka da su Ay i By o-algebre generirane prebrojivim
particijama od €2 i 25 koja nam je trebala za dokaz Leme 5.9 (b).

Preciznije, pretpostavit ¢emo da su sada (€2, 4,Py) i (Q9, B,[Py) dva potpuna vjero-
jatnosna prostora te da su filtracije (Ax)52, 1 (Br)io, o-algebri A i B takve da A, sadrzi
sve dogadaje iz A Pi-mjere nula, a By sadrzi sve dogadaje iz B Py-mjere nula. To je
upravo diskretna varijantna standardnih pretpostavki na filtrirane prostore. Radit ¢emo
na vjerojatnosnom prostoru

(Q’ 87 IP))?

gdje je Q = Q; x Qy, P = P; x Py je produktna mjera, a £ = A ® B je upotpunjenje
produktne o-algebre A ® B obzirom na mjeru P. Filtracije (Fx)2, 1 (Gr)52, ¢emo sada

definirati kao upotpunjenja filtracija (5.3) obzirom na produktnu mjeru P:

Fr =A. @B, G,:=AR B, za svaki k > 0.

Lako se pokaze da i uz ovako definiran vjerojatnosni prostor i filtracije vrijedi Lema
5.9 (b). Relacije (5.15) su opet Fubinijev teorem. Prva jednakost u (5.16) trivijalno slijedi
za sve W = 1g,xs,, S1 € A, Sy € B, jer je

By B s, (W) s, (@) = E(Ls, [ Ar) (w1)E(Ls, | Br) (w2).

Koristenjem teorema o Dynkinovim klasama pokazemo da ista jednakost vrijedi i za sve

W =1g,za S € AR B. Isto tako, oéito je za N € £ takav da je P(N) =0

B BT (w], wh) = 0 = B B (), w)),
pa se onda standardnim aproksimacijskim argumentima tvrdnja proSiri i na sve W &
LY(€, &,P). Nakon $to uspostavimo tu jednakost, moZemo je drugacije zapisati koristedi
(5.15) kao

]E(]E<W|gf>’fk) = E<E(W|Fk)‘gé), (5.36)

pa zbog potpunosti obje strane moraju biti jednake E(W|F, NG,) (kao sto smo obrazlozili
u Propoziciji 5.10). Napomenimo jos da podrazumijevamo da svi prethodno navedeni
identiteti vrijede g.s. obzirom na mjeru P.

Ostatak Leme 5.9 i Propozicija 5.7 dokazuju se kao u Odjeljku 5.2. Stoga i u ovom
sluéaju vrijede ocjene iz Teorema 5.3 i 5.5. Te ocjene bit ¢e nam vazne za konstrukciju

stohastickog integrala u sljede¢em poglavlju. [
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Zapetljani paraprodukti 1 stohasticki
integrall

U ovom poglavlju bavit ¢emo se primjenom martingalnih ocjena dobivenih u Teoremima
5.315.5.

Prva primjena ¢e biti dokaz odredenih L” ocjena za zapetljane paraprodukte s obzi-
rom na opce dilatacije, ¢ije se varijante pojavljuju u literaturi. Druga primjena ¢ée biti
konstrukcija stohastickog integrala [ Hyd(X,Y;) povezanog s odredenim martingalima
s neprekidnim vremenom (X;);>0 i (Yi)i=0. Pokazuje se da je proces (X;Y;);>0 “dobar
integrator”, iako nije nuzno semimartingal, jer nije cak ni adaptiran na bilo koju prigodnu

filtraciju.

0.1 Zapetljani paraprodukt

Jednu verziju paraprodukta, takozvani zapetljani paraprodukt, uveli su Demeter i Thiele
u [25], kao poseban sluc¢aj dvodimenzionalne varijante dobro poznate bilinearne Hilbertove
transformacije [42], [43].

Neka su ¢, 1 dvije Schwartzove funkcije na R takve da je supp()) C {£ € R : 1€ <
2}, gdje supp(t)) oznacava nosac funkcije 1, a ¥ je Fourierova transformacija funkcije 1

koja se definira kao
() = [ vy,
Za svaki k € Z definiramo i dijadske dilatacije funkcija ¢ i ¥,
pr(x) = 2"p(2"2) i g(x) = 2%)(2").

Definicija 6.1 Zapetljani paraprodukt je operator T koji se definira kao

T(F,G) =Y (POF)(PPq), (6.1)

keZ

za funkcije F, G : R? — R2.
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- C (2 7 . C g . .
U gornjoj definiciji su Pg(,? i P, Littlewood-Paleyjeve projekcije u prvoj i drugoj

varijabli, tj.

(PP w,y) = [ Fle =ty i (PPG)ay) = | Glay -ttt
L? ocjene za operator (6.1) bile su glavni rezultat u ¢lanku [38].

Teorem 6.2 (Kovac)
IT(F, G)lur @) < ClIEF|lLr @) |GllLa@2), (6.2)

za sve eksponente 1 < p,q < 00,1 < r < 2 takve da je 1/r = 1/p+ 1/q. C je pozitivna

konstanta koja ovisi samo o p, q,r.

U ovom poglavlju zZelimo generalizirati L? ocjene oblika (6.2) na zapetljane parapro-
dukte obzirom na op¢u dilatacijsku strukturu.
0.1.1 Opéi zapetljani paraprodukt

lako ¢emo zapravo slijediti dokaz Teorema 6.2 iz [38], Zzelimo pokazati kako se Teorem
5.5 moze prevesti u operatore konvolucijskog tipa koristenjem Christove konstrukcije
dijadskih kocki u prostorima homogenog tipa ([19]) i ocjene kvadratne funkcije od Jonesa,
Seegera i Wrighta ([35]).

Pocet ¢emo s uvodenjem opce dilatacijske strukture (koja je uglavnom preuzeta iz [55]
i[35]).

Neka su dy, dy dva prirodna broja i neka je d = d; + ds, tako da se euklidski prostor
R? rastavlja kao R% x R%. Neka su ((5t(1))t>0 i (5§2))t>0 dvije multiplikativne dilatacijske

grupe s jednim parametrom na R% i R% redom. Drugim rije¢ima, vrijedi:
e 69 R% — R% je linearna transformacija za t > 0, j = 1,2,
e« 0V je identiteta i 69 = 6969 za s,t >0, j = 1,2,
o preslikavanje (0, +00) x R% — R% | (¢, 1) 5,5(j)x je neprekidno za j = 1,2,
o limy,00Y2=0zazeRY, j=1,2.

Moze se pokazati da dilatacijske grupe moraju biti oblika
0 =1t = eloe 50, j=1,2

za neke matrice A; € My, (R) takve da sve njihove svojstvene vrijednosti imaju pozitivne

realne dijelove (za dokaz vidi [55]). A; je zapravo infinitezimalni generator grupe. Napome-
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nimo da ovdje preferiramo promatrati grupe s multiplikativnim parametrom ¢ € (0, +00),
dok se logaritmiranjem lako prelazi u ¢esée koriSteni aditivni parametar 7 = logt € R.
Primjer 6.3 Neizotropne dilatacije (dilatacije koje nisu uniformne u svim smjerovima)

na R" definiraju se kao

0(T1, .. my) = (t‘“xl, . ,t“”xn),

za fiksirane parametre aq,...,a, > 0. One ocito ¢ine dilatacijsku grupu u kojoj je
pripadajuca generatorska matrica dijagonalna, tj. A = diag(ay,...,ay,). [

Neka su sad V) : R4 — C, j = 1,2 dvije Schwartzove funkcije normalizirane s

/Rdj oV (z)dx = 1.

Njihove dilatacije obzirom na dilatacijske grupe (515] ))t>0 oznacavamo s
cpgj)(x) = (det (5t(j)> W) (5t(j)x), reRY t>0, j=1,2. (6.3)

Diskretizirat ¢emo skale tako da uzmemo dva parametra 0 < «, < 1 i promatramo
njihove cjelobrojne potencije. U kasnijim dokazima prirodno e se pojaviti poseban izbor
parametara « i (3, slicno kao sto je prirodno uzeti a« = § = 2 za standardnu dijadsku
dilatacijsku strukturu.

Za svaki cijeli broj k € Z s P,(Cl) i Pf) ¢emo oznaciti sljedece glatke “projekcije”,

(P )y = [ F(o =) (w)du,

R41
(P;(f)f)(ﬁﬁ,y) = /RdQ flz,y — v)gogk)(v)dv.

Vidimo da su P,(j ) f, i =1,2, zapravo parcijalne konvolucije funkcije f s dilatacijama ).

Po analogiji s [38] uvodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 6.4 Opci zapetljani paraprodukt je operator T, g koji se definira kao

Tos(f.9) = (V1) (Piig — PYg). (6.4)
keZ
Izraz (6.4) je dobro definiran za funkcije f i g klase C! s kompaktnim nosa¢em. Vazna
karakteristika ovog operatora paraproduktnog tipa je da ima svojstvo ponistavanja iako
projekcije Pl(:) i razlike P,(jzl — P,(f) djeluju na razlicitim skupovima varijabli.
Po uzoru na Teorem 6.2 mozemo formulirati sljedeci rezultat, koji je zapravo posljedica

ocjena iz Teorema 5.5.

Korolar 6.5 Postoje parametri 0 < o, 3 < 1, koji ovise samo o dilatacijskoj strukturi,
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takvi da ocjena
|Tas(f.9)

vrijedi za sve eksponente 1 < r < 2 < p,q < oo takve da je 1/r = 1/p+ 1/q. C je

L7 (Rd) < CHfHLp(Rd)HgHLq(Rd) (65)

pozitivna konstanta koja ovisi o p, ¢, 7, o, 5, oM, 0 i dilatacijskim grupama.

Korolar 6.5 bi se mogao prosiriti i na opcenitije singularne integralne operatore, na
veci raspon LP prostora, ili ¢ak na odredene Soboljevljeve prostore kao $to je i napravljeno
za poseban slucaj u [7], [8], [37], [38] i [39]. U ovom radu ne¢emo raspravljati o navedenim
generalizacijama, jer se onda previse udaljavamo od martingalne metode jednom kad
uspostavimo ocjenu (6.5).

Prije dokaza Korolara 6.5 dajemo i definiciju prostora homogenog tipa na kojem ¢emo

raditi.

Definicija 6.6 Prostor homogenog tipa je uredena trojka (X, p,u), gdje je X skup s

kvazimetrikom p, a u je pozitivna mjera na Borelovim podskupovima od X za koju vrijedi
M(B(:E,r))<oo zasvex € Xir>0
i postoji konacna konstanta C' < co takva da je

,u(B(x, 2r)> < Cu(B(a:,r)) zasvex € X ir > 0. (6.6)

Kvazimetrika p je funkcija p : X x X — [0, 0o] koja zadovoljava sljedeéa svojstva:
(i) p(x,y) = 0 ako i samo ako je z = y;
(i) p(z,y) = ply, x) za sve z,y € X;
(iii) p(x,y) < Cop(z, 2) + Cop(z,y) za sve x,y, z € X, za neki Cj < oo.

B(x,r) oznacava kuglu sa sredistem u x polumjera r > 0, tj.

B(z,r) ={y € X : p(z,y) <r}.

Svojstvo (6.6) naziva se svojstvom dubliranja.

Klasi¢ni primjeri prostora homogenog tipa su
o R" sa standardnom euklidskom metrikom i Lebesgueovom mjerom;

o kompaktna Riemannova mnogostrukost klase C*° s Riemannovom metrikom i volu-

menonmnl.

Definiciju prostora homogenog tipa su prvi uveli Coifman i Weiss u [21] u jo$ vecoj

opcenitosti. Oni su postali standarno okruzenje u teoriji singularnih integrala.
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6.1.2 Dokaz Korolara 6.5

Neka su (5,§1))t>0 i (5}2))00 dilatacijske grupe iz Pododjeljka 6.1.1. Stein i Wainger
su
pokazali su da se eksplicitno mogu konstruirati kvazinorme pt): R% — [0,00), j = 1,2,

za koje vrijedi
P ) =tpW(x) za zeRY >0, j=1,2. (6.7)

Stovige, R% zajedno s kvazimetrikom 5% (koja je inducirana kvazinormom p\W) i d;-
dimenzionalnom Lebesgueovom mjerom |- | postaju prostori homogenog tipa. U kontekstu
Definicije 6.6 pod tim podrazumijevamo da je Lebesgueova mjera kona¢na na pt)-kuglama

i da ima svojstvo dubliranja, tj. vrijedi
‘Bp(j)(l‘,27‘)‘ < M‘Bp(j)(J?,T)‘ (68)

zasve x € R%, r >0, j = 1,2, uz neku apsolutnu konstantu M > 0.

Michael Christ je u [19] dokazao da se na opéenitom prostoru homogenog tipa (X, p, i)
moze konstruirati familija otvorenih skupova {Q* : k € Z,a € I} koje nazivamo dijad-
skim kockama. {Q*} moZemo zamigljati kao analogone euklidskih dijadskih kocki koji
zadovoljavaju slicna svojstva.

Bududi da su (R%, 59, |-|), j = 1,2, prostori homogenog tipa, Christova konstrukcija

nam daje egzistenciju dviju familija
{ ,(Cjz) ke, e I,gj)}, =12, ],gj) su prebrojivi skupovi indeksa,

pY-otvorenih skupova Q,(fz i konstanti 0 < 71,72 < 1, ¢ > 0, M’ < oo sa sljedeéim

svojstvima.

(1) Za fiksni k € Z i j € {1,2} skupovi {Q,(gz) NS I,gj)} tvore prebrojivu particiju od

R% do na skup mjere nula.

(2) Za sve kK € Z, k > K, i € I, ¢ e 1Y, j e {1,2} ili je QY) € QY
ili Q,HHQ ,—Q)

(3) Zasve k,k' € Z, k > k', i € I,S’), j € {1,2} postoji jedinstveni i’ € 19 takav da j je
Qk,z’ = Qk’,i"

(4) Zasve k € Z,i € IV, j € {1,2} postoji tocka i) € R% takva da je

Bp(j) (x,(jl,’yj) Q CB J>($l(c]2>M/PY]]?)'
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(5) Akosuk€Z, i€ I,gj), i' € I,gjjl, J € {1,2} takvi da je Q,(i)rl,i, - Q;(JZ, tada je

‘Qk‘—l—l i’

> e[ Q)]

(6) Zasve k€ Z,ic IV, je{1,2}i9>0 vrijedi

{ze @) : p (a2, RU\QY)) < 00} < Mo

Napomena 6.7 Po (2) i (3) vidimo da {Qg Z} imaju neka svojstva euklidskih dijadskih

(]

kocaka. Svojstvo (4) nam kazZe da svaka “kocka” Qp; sadrzi neku otvorenu kuglu sa

sredistem u a;,(jz i sadrzana je unutar neke otvorene kugle sa sredistem u a:,(fz Zapravo,

,(f 2 mozemo zamisljati kao kocke ili kugle promjera otprilke ”y]'-“ sa srediStem u :U,(f 2
Svojstvo (6) kaze da masa dijadske kocke Q,(g Z) nikad nije jako koncentrirana blizu ruba,

tj. da je indikatorska funkcija od Q,gjz na neki nacin glatka. [

Za svaki k € 7Z definiramo o-algebre

A = 0({ ,(Clz) : iE],gl)D, By = 0({ ,(fz) : ie],@})

na R% i R% redom. Neka su sad Fy i G o-algebre na R? definirane s (5.3).
Lebesgueova mjera na R? nije konac¢na, ali ako ograni¢imo nasu pozornost na samo

jednu veliku “produktnu kocku” Q,(fll) X Q,fz,, tada svakako mozemo normalizirati mjeru

da dobijemo vjerojatnosni prostor. U tom slucaju su uvjetna ocekivanja obzirom na Fj i

Gy jednostavno

(f|fk x y ’Qk i1 (1) f(u7y)du7
k,iq

( |gk T y ’lez (2) f(ﬂj,'U)d'U,
k,ig

gdje su i € I,gl), iy € Ilg g.s.-jedinstveni indeksi za koje je = € Qk i YE Q,(€232
Stovise, presjecna filtracija (Fj, N Gi)r=o zadovoljava uvijet (5.6) (svojstvo uniformnog

rasta) jer za f > 0 i
1 1 2
(z.9) € Qi x Q2 4, € QL) < QL)

vrijedi

E(f[Fk+1 N Gry1) (2, y) ‘Qk—o—l i ‘Qlﬁ—l i)

) (et

/Q“) 0@ f(u,v) dudv

k+1, z k+1, 7,

< (g|@i)

-1
) [ e Flws) dudv = e E(IF N Go) ),

kyig
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gdje nejednakost slijedi iz svojstva (5) dijadskih kocaka. Stoga mozemo uzeti A = 2.

Napomena 6.8 Da bismo dokazali ocjenu (6.5) za T, g dovoljno je pokazati da ista

ocjena vrijedi za parcijalne sume

To(f.9) = nf (P"f) (PCLg — PPg) (6.9)
k=0

s konstantom koja ne ovisi o n. Tada mozemo pomaknuti indekse u sumi i zatim prosiriti
ocjenu s konacnog raspona indeksa k na cijeli Z pustanjem limesa i koristenjem Fatouove
leme. [

Za dokaz Korolara 6.5 trebat ¢e nam jos i neke dodatne ocjene. Od velike vaznosti bit
¢e nam ocjena kvadratne funkcije Jonesa, Seegera i Wrighta ([35]), koja kontrolira razliku
izmedu konvolucija i uvjetnih ocekivanja.

Neka (X, p, ) prostor homogenog tipa i {Q* : k € Z,a € I} Christova familija
dijadskih kocaka koja zadovoljava svojstva (1)—(6) s konstantama 0 < v < 1, & > 0i
M' < oo. Ako za svaki k € Z definiramo o-algebru

ﬁk = O'({QZ o€ [k}>,
tada vrijedi sljedeca propozicija.

Propozicija 6.9 (Jones, Seeger, Wright) Neka je ¢ Schwartzova funkcija na R? takva da

je Jga p(z)dz = 1. Definiramo kvadratnu funkciju

Siswf = (Z ‘Pkf —E(f|]}k)‘2>1/2,

kEZ

gdje je
Puf = [, fla—thos(t)it,

konvolucija funkcije f s dilatacijama funkcije ¢, a v € (0, 1) konstanta koja se pojavljuje
u konstrukeiji dijadskih kocki. Tako definirana kvadratna funkcija je ogranicena s LP(R?)

na LP(R%) za 1 < p < oo, tj. vrijedi

[Sasw f ller@ay < Cpl| f e ey
za pozitivnu konstantu C), koja ovisi samo o p.

U gornjoj propoziciji su ¢, dilatacije funkcije ¢ obzirom na neku dilatacijsku grupu
(0¢)¢=0 definirane s (6.3).

Konac¢no smo spremni za dokaz korolara 6.5.

Dokaz Korolara 6.5. Fiksirajmo eksponente p, q,r kao u iskazu korolara i uzmimo f &
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LP(RY), g € LY(R?). Izabrat éemo parametre o =y, i 8 = 72, gdje su 7y i 72 konstante iz
konstrukcije dijadskih kocki {Q,(jz keZicll}, j=1,2

Definirajmo slucajne procese (Xi)rez, (Yi)rez 1 (Kk)rez S
Na njih mozemo primijeniti Teorem 5.5 da bismo dobili ocjenu

|7t )] g < Coar A2 gl e (6.10)

Lr(RY)
za operator

T.(f.9) = gmﬂfk)(mgwm ~E(9IGh)-

Preciznije, (5.7) se mora primijeniti na procese (Xx) i (Yx) koji su lokalizirani na samo jednu
“veliku” produktnu kocku, da bi uz odgovarajuc¢u normalizaciju mogli dobiti vjerojatnosni
prostor. Ocjena (6.10) se potom moze progiriti i na cijeli R? zbog odgovarajuéeg skaliranja,
1/r =1/p+1/q. To radimo standardnim argumentima prijenosa.

Jednom kad imamo ocjenu (6.10), dovoljno je ograniciti razliku T, (f, g) — Tu(f,9),

koju mozemo raspisati kao

_ n—1
Tu(f,9) = Tu(f.9) = > (P = E(fIR)) (Pihg — PPg)

k=0

- Z (E(f|1Ferr) —E(fIF)) (Piig — E(glGii))
+E(f|F) (PPg — E(g1G,)) — E(f|Fo) (PEg — E(g]Go)).
Iz Propozicije 6.9, zapisano u nasim oznakama, slijedi
1SS f ln@a) < Coll flnga i [SEwglioms < Callgllioa). (6.11)

gdje su

sites = (SPr-0Af)" 1 St = (S -2e)

keZ keZ

Ako jos oznac¢imo

9\ 1/2 o\ 1/2
Stwg = (S[Phe—PPe[) 1 St = (S [EUIF) —EGIF))

k€EZ kEZ
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iz nejednakosti trokuta i Cauchy-Schwarzove nejednakosti slijedi

’Tn(fv g) - fn(f’ g)’ < ( §éW )(Skonvg> ( martf)( JSWg)
+ [B(f1F)| (PP gl + [E(g1G.)]) + [E(fIFo) (IPE 9] + 1E(9]Go)] )

Poznato je da je “glatka” kvadratna funkcija ngw ograni¢ena u L? (vidi [26]), dok je Sﬁgrt
L? ograni¢ena prema Burkholder-Davis-Gundyjevoj nejednakosti (2.6). Dakle, vrijedi

182 gllia@ty < Collglliomey 1 1SSme f Loy < Collf oy, (6.12)

za neke pozitivne konstante C; i €, koje ovise samo o eksponentima ¢ i p redom.
Uzimanje L"-normi i primjena Holderove nejednakosti i nejednakosti Minkowskog nam

daje

(2)

(1)
Jswd

L) S HSJSW (2)

konvd

|T(f.9) = Tul . 9)

La Rd) + HSmart
Dgl + B9 pa
09l + [E(91G0) 1|,

LP(R4)
+ 1ECf |Fn) e ey |[P

+ [[E(f]Fo) e ray|| P

Lp(R4) La(R%)

Preostaje primijeniti (6.11), (6.12), uvjetnu Jensenovu nejednakost i Youngovu nejednakost
da bismo dobili

| T 9) = Tu( £, 9)

ey S (GGl + CoCy + 4) 1S g lg o

Konacno, iz gornje nejednakosti slijedi ocjena (6.5) za parcijalne sume (6.9), pa prema

Napomeni 6.8 slijedi i ocjena (6.5) za zapetljani paraprodukt T, g. O

0.2 Stohasticki integrali

U ovom odjeljku cilj nam je prezentirati moguci smjer u kojem se moze prosiriti klasi¢na
[tova teorija stohasticke integracije ([33]). Drugim rije¢ima, Zelimo pokazati kako mozemo

prosiriti klasu “dobrih integratora” usprkos ogranic¢enju iz Bichteler-Dellacherie teorema.

0.2.1 Neadaptirani stohasticki integral

Neka su (F¢)i=o0 1 (Gr)i=0 dvije filtracije koje su konstruirane na analogan nacin kao u
prethodnom poglavlju, u Odjeljku 5.4 (Napomena 5.11). Jedina razlika je u tome $to sad
promatramo filtracije s neprekidnim vremenom, dok su u Poglavlju 5 one bile s diskretnim
vremenom.

Prirodan primjer se moze dobiti ako uzmemo dva nezavisna slucajna procesa s ne-

prekidnim vremenom, (A;);0 1 (B¢)i=0, koji su konstruirani na produktnom prostoru i
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definiramo

Frimo(fA. 05 <)) Vo({B. 0% <)) o
G = o(1A, 0 <s <) Vo({B0<s <))

Intuitivno, (F;)¢so je filtracija koja progresivno slijedi prvi proces, ali ne filtrira relevante
informacije za drugi proces. Analogno, (G;)o je filtracija koja progresivno slijedi drugi
proces. Potom je jo$ prakticno dobivene filtracije augmentirati, tako da zadovoljavaju
standardne pretpostavke (Definicija 2.22), ali ¢emo ih i dalje oznacavati istim slovima.
Dovoljno zanimljiv slucaj se dobije ve¢ kad je (As, By)i=o dvodimenzionalno Brownovo
gibanje.

Pretpostavimo sad da je (Xs)s>o martingal koji poprima realne vrijednosti obzirom
na filtraciju (F;)s=o 1 da je (Ys)s>0 martingal koji poprima realne vrijednosti obzirom na
filtraciju (Gs)ss0. Fiksirat éemo ¢t > 0 i dodatno pretpostaviti da su X;,Y; € L4 Htjeli

bismo konstruirati stohasticki integral oblika
t
| Hdxy,), (6.14)
0

gdje je (Hj)s=0 predvidiv proces obzirom na presjeénu filtraciju (Fs N Gg)s>o-
Naglasavamo da (6.14) nije uobicajeni stohasticki integral pa se ne mogu primjeniti
rezultati iz klasiCne teorije integracije. Zaista, integrator (X;Y;)s>o nije nuzno adaptiran
obzirom na neku razumnu filtraciju i nema nuzno puteve ogranic¢ene varijacije. Ono $to
je donekle iznenadujucée je da je taj proces i dalje “dobar integrator” u smislu Korolara
6.10 1 6.11 koji su navedeni u daljnjem tekstu.
Kreéemo s konstrukcijom integrala (6.14) za elementarni (Fs N Gg)sso-predvidivi inte-

grand. To je proces H = (H;)s>0 eksplicitno definiran kao

K_{ zas=0,
H, = K, 1 zat,_1<s< tr, k= 1,2,...,n, (615)
0 za § > t,
gdje je
O=to<ti<tra<...<th1<t,=t (6.16)

particija segmenta [0,t], K_; je (Fo N Gp)-izmjeriva slucajna varijabla i K}, je (Fi, NGy, )-

izmjeriv za svaki k = 1,2,...,n. U ovom posebnom slucaju integral (6.14) se definira
direktno kao
/ HAX.Y) =Y Kir(Xo Yy — Xo Vi), (6.17)
k=1

Uoc¢imo da gornja definicija ne ovisi o nacinu na koji reprezentiramo (Hy)s>o, jer ako je
Ky_o = K}, tada vrijedi

Kk*2<th}/;«k - th72}/;fk—2> = Kk*Q(th—lnkfl - th72}/tk72) + kal(thYtk - thfl}/tk—l)'
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Jednostavna posljedica Teorema 5.3 je sljededi rezultat.

Korolar 6.10 Uz prethodno navedene uvjete skup

0<s<t

t
{/ Hd(XsY5) @ (Hs)sso je elementaran (Fs N Gs)sso-predvidiv, sup ||Hg||Le < 1}
0

je ograni¢en u L*3 te stoga i po vjerojatnosti.

Bichteler-Dellacherie teorem naveden u Odjeljku 2.3 karakterizira semimartingale (“do-
bre integratore”) kao cadlag procese (Z5)s>0 koji imaju svojstvo da je skup integrala
fot HdZ, s obzirom na ogranicene elementarne predvidive integrande ogranicen po vjero-
jatnosti. Korolar 6.10 je zanimljiv jer pokazuje da proces (XYs)s=0 takoder posjeduje
to svojstvo, iako nije nuzno semimartingal, pa ¢ak niti adaptiran obzirom na filtraciju
(Fs N Gy)ss0. StoviSe, ne postoji kanonski nacin na koji ga mozemo rastaviti kao sumu
procesa konac¢ne varijacije i lokalnog martingala (vise u Pododjeljku 6.2.3).

Za elementarni predvidiv proces definiran s (6.15) mozemo definirati i pripadajuéu
polunormu

n n 1/2
[l = (B Y K200~ X0 P+ E S K2, (Y, F) . (6.18)
k=1 k=1
Definicija (6.18) opet ne ovisi o reprezentaciji procesa (Hy)s>o, jer ako je Ky o = Ky 1,

vrijedi identitet
E KI%—Z(th _th_2)2 =E KZ—2 ((th—1 _th—2)2 + (th _th—1)2) :
Gornji identitet je zapravo posljedica od

E K]?—Q(th—l _th—z)(th _th—l) = ]E(E <K2—2(th—l _th—z)(th _th—1>|‘/—-;5k—1)>

= ]E(Kg—Q(th—l _th—z) E(th _th—1 |thk—1)> - Oa

gdje smo u drugoj jednakosti koristili da je K7 o(X;, ,—X;, ,) Fi,_,-izmjerivo, a u trecoj
jednakosti smo koristili martingalno svojstvo, tj. E(X;, —X;,_,|F:,._,) = 0.
Sljededi rezultat ¢e takoder biti direktna posljedica Teorema 5.3. Preciznije, ocjena

(5.5) ¢e biti zamjena za Itovu izometriju u klasi¢noj konstrukeiji.

Korolar 6.11 Postoji apsolutna konstanta C' > 0 takva da za prethodno definirane procese
(Fs)s205 (Gs)ss0, (Xs)ss0 1 (Ys)ss0, za svaki t > 0 i za svaki elementarni (Fs N Gy)s>0-
predvidiv proces (Hy)sso vrijedi

l

t
| Hax.y,)
0

<C ||H||X,Y,t<||Xt||L4 + ||Yt||L4)~ (6.19)
1.4/3
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Posljedi¢no, ako je
() -
(Hs] )820, j=12,...

Cauchyjev niz elementarnih (Fs;NGs)s>o-predvidivih procesa obzirom na polunormu ||-|| x v+,

tada niz slucajnih varijabli
t .
/ HO4(X,Y,), j=1.2... (6.20)
0

konvergira u L*/3.

Skup svih elementarnih (FsNG;)s=o-predvidivih procesa (6.15) s kona¢nom polunormom

(6.18) je vektorski prostor u kojem mozemo identificirati sve H i H za koje je
|H — H|xy: = 0.

U tom slucaju ¢emo s Px y,; oznaciti upotpunjenje dobivenog normiranog prostora s obzi-
rom na normu || - ||x,y¢. Korolar 6.11 prosiruje definiciju stohastickog integrala (6.14) po
neprekidnosti na sve procese iz Px y;. Integrale (6.20) mozemo dozivljavati kao Rieman-
nove sume od (6.14). Stoga je stohasticki integral zapravo definiran kao limes u L*/3 pa
prema tome i po vjerojatnosti.

Namjerno se nisu spominjale kvadratne varijacije martingala (X;);>0 1 (Y2)i=0. Medu-
tim, ako obje filtracije zadovoljavaju standardne prepostavke (Definicija 2.22) i kvadratne
varijacije ([X]s)s=0 1 ([Y]s)s=0 postoje, tada Korolar 6.11 zapravo moze prosiriti definiciju

integrala (6.14) i na predvidive integrande (Hy)s>o koji zadovoljavaju
t
]E/ H2d([X],+[Y],) < oo.
0

Jedna (mozda pomalo naivna) interpretacija veli¢ine (6.14) je sljedeca. Cijena dionice se
formira kao produkt dva martingala (Xs)ss0 i (Ys)s=0 koji prate dva nezavisna procesa
(Ag)s=0 1 (Bs)ss0. Medutim, X; ovisi o koli¢ini informacije koja je dostupna iz prvog
procesa sve do trenutka t, ali ne znamo na koji nacin ovisi o drugom procesu. To bi
znacilo da je X, izmjeriv s obzirom na o-algebru F; definiranu s (6.13). Analogan zahtjev
¢emo postaviti i na martingal (Y;)sso. Slucajna varijabla (6.14) ¢e u tom slucaju biti
jednaka akumuliranom dobitku do trenutka t ako koristimo strategiju trgovanja (Hs)s>o-

Zavrsit ¢emo ovaj odjeljak s komentarom da nismo inzistirali na trazenju minimalnih
dovoljnih uvjeta koji bi omogucavali konstrukciju (6.14). Na primjer, dva martingala su
mogla biti i lokalna u smislu da ih niz vremena zaustavljanja s obzirom na (Fs N Gs)s=o
reducira do L* martingala. S druge strane, particija segmenta [0, ¢] je mogla biti i slu¢ajna,
tj. sastojati se od vremena zaustavljanja obzirom na (F, N G,).0, kao u [53]. Sto
jednostavnije pretpostavke su nam pomogle da teziste ipak stavimo na ocjene (5.4) i (5.5)

iz Odjeljka 5.1 i nove rezultate koje dobivamo njihovom primjenom.
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6.2.2 Dokaz Korolara 6.101 6.11

Neka su (Fs)s=0, (Gs)ss0, (Xs)sz0, (Ys)ss0 1 (Hs)ss0 kao u prethodnom odjeljku i

fiksirajmo ¢ > 0. Oba korolara su direktna posljedica diskretno-vremenske ocjene (5.5).

Dokaz Korolara 6.11. Neka je H = (Hy)s>0 elementarni predvidiv proces (6.15) povezan s

nekom particijom (6.16) segmenta [0, ¢]. Definiramo i procese X = (X3, )i_o, ¥ = (Y2, )10

i K = (K};)}Z s diskretnim vremenom da bismo na njih mogli primijeniti ocjenu (5.5).
Uocimo sada da za 0 < i < j < n—11iz F;-izmjerivosti slucajne varijable K; K;(Xy,,, —

X;,) i martingalnog svojstva slijedi

E<Kin(Xti+1 - th‘)(thJrl - th)) = EOE(Kin(XtiH - Xti)<th+1 - th)’th)>

= E(Kin<Xti+1 - Xy >E<th+1 B thl]:ti)) =0,

i

=0

pa je
n 2 n
I X0allte =B Y- Kia(Xy=X,,)) =B Y KE(X,~ X, )% (621)
k=1 k=1

Primijetimo da identitet (6.21) zapravo nije nista drugo nego Itova izometrija u diskretnom

vremenu. Analogan identitet vrijedi i za Y, pa slijedi
[H %y = 1 - X)allfz + [[(K - Y)nll72- (6.22)

Konacno, iz (5.5) i (6.22) slijedi (6.19).
Druga tvrdnja Korolara 6.11 tada slijedi iz (6.19) i linearnosti. Zaista, za i,j € N je

t ) t . t . .
H / HOd(X,Y,) — / H94(X,Y,) / (HY — HY)d(X.Y,)
0 0 0

1.4/3 - ’ 1.4/3
<CIHD = HO |y (| Xells + [Yillws).

Stoga, ako je (Hﬁj)) o J € N, Cauchyjev niz elementarnih (Fs N Gy)sso-predvidivih
procesa s obzirom na polunormu || - || xy,, onda je [y HYd(X,Y,), j € N, Cauchyjev niz

u L3, Bududi da je LY? potpun prostor, slijedi i konvergencija u L*/3. O

Dokaz Korolara 6.10. Opet neka je H = (H)sso elementarni predvidiv proces (6.15)
povezan s nekom particijom (6.16) segmenta [0, ¢] i neka su X = (X3 )i, Y = (V2,)i 1

K = (K},)}Z; procesi s diskretnim vremenom. Dodatno, pretpostavimo da je i || Kp|[r~ < 1
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za k=0,1,...,n — 1. Sad iz definicije (6.18) i E(X,, — X;,_,)? = EX? —EX?  slijedi

||H"§(,Y,t < E Z(th_thq)z +E Z(}/tk_)/;kfl)2
k=1 k=1
= E (X7 - X3+ Y2 -Y3) < |1 Xul2 + Vil

Konacno, koristenjem (6.19) dobije se sljede¢a ocjena za L4/3-normu od (6.14),

Desna strana od (6.23) je konacna jer smo pretpostavili da su X;,Y; € L*, pa je time

t
| Hd(x.y,)
0

1/2
e SC(IXKIE: + 1302 (1l + 1Yalles)-— (6:23)

dokaz zavrsen. O

0.2.3 Primjer dobrog integratora koji nije semimartingal

U ovom pododjeljku ¢emo na jednostavnom primjeru pokazati da se konstrukcija
opisana u Pododjeljku 6.2.1 ne moze realizirati metodama klasi¢ne teorije.

Pretpostavimo da su (A;)i=o 1 (By)i=o dva standardna jednodimenzionalna Brownova,
gibanja konstruirana na potpunim vjerojatnosnim prostorima (1, A, P;) i (Q, B, Py)

redom. Neka su dvije filtracije na produktnom prostoru dane s (6.13), tako da je
.Eﬂgt:a({As,Bs:0<s <t}>

zapravo kanonska filtracija dvodimenzionalnog Brownovog gibanja. Potom se sve tri
filtracije augmentiraju, kao sto je veé¢ bilo receno. Definiramo slucajne procese (X;)i>o i
(Y2)e=0 kao

Xi(wr, we) = Ag(w1)V(w2), Yi(wi,ws) :=U(wy)Bi(w2), (6.24)

za neku A-izmjerivu slucajnu varijablu U i neku B-izmjerivu slu¢ajnu varijablu V. U

svakom trenutku ¢ = € > 0 imamo
(XeYo)(wr, wa) = (AU)(wi)(B:V)(wa).
Bududi da je Py(A. = 0) = Py(B. = 0) = 0, vidimo da moze vrijediti
XY, =1cxp g.s.

za bilo koji skup C' x D € A® B. To povla¢i da upotpunjenje o-algebre generirane
produktima X.Y. moze sadrzavati cijelu o-algebru &£, tj. upotpunjenje produktne o-
algebre A ® B, za bilo koji fiksni trenutak € > 0. To znaci da proces (X;Y;);>0 ne mora
biti adaptiran obzirom na upotpunjenje filtracije (F; N G¢)i>o-

S druge strane, putevi od (X;Y;);>0 ne moraju nuzno biti ogranicene varijacije, Sto se

93



Poglavlje 6. Zapetljani paraprodukti i stohasticki integrali

moze vidjeti jos jednostavnijim kontraprimjerom. Definirajmo
Xi(wr,wa) = Ay(wr),  Yi(wr,wo) = 1.

Buduéi da Brownovo gibanje ima puteve neogranicene varijacije, i proces (X;Y;);>o ima
puteve neogranic¢ene varijacije.

Primjer (6.24) takoder iskljucuje moguénost kanonske dekompozicije procesa (X;Y;)i>0
kao sume procesa konaé¢ne varijacije i lokalnog martingala (Sto je svojstvo semimartingala).
Na primjer, u slucaju neprekidnih martingala s obzirom na istu Brownovsku filtraciju

produktni proces bismo mogli dekomponirati kao
XY = (X4, Vi) + M,

gdje je

(X0 Ye) = i 3 (Xas = X ) (Vi — Yeeo)

kvadratna kovarijacija i gornji limes se interpretira kao limes po vjerojatnosti. Ta ista
dekompozicija u primjeru (6.24) ne daje nuzno proces (M;);>o koji je adaptiran obzirom

na upotpunjenje presjecne filtracije (F; N Gy)io-
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POGLAVLJE 7

Nekomutativni martingalni
paraprodukti

U ovom poglavlju proucavat ¢emo L” ocjene za martingalne paraprodukte i kvadratnu
varijaciju nekomutativnih dijadskih martingala koji poprimaju vrijednosti u algebri. Za
poseban slucaj eksponenata konstruirat ¢emo i odgovaraju¢u Bellmanovu funkciju koja ¢e

nam dati ocjenu s optimalnom konstantom.

7.1 Nekomutativni L? prostori
p

Neka je H kompleksan Hilbertov prostor i oznac¢imo s B(H) algebru svih ograni¢enih
linearnih operatora na H. Uz preslikavanje x : B(H) — B(H), koje operator = € B(H)
preslikava u adjungirani operator z*, B(H) postaje C*-algebra s jedinicom. Jedinica je u
ovom slucaju identiteta na H koju oznacavamo s 1. Preslikavanje * : B(H) — B(H) ima

sljedeca svojstva:
(i) za svaki x € B(H) vrijedi (z*)* = z (involucija),
(i) za sve z,y € B(H) vrijedi (z +y)* = 2" +y* i (zy)* = y*z~,
(iii) za svaki A € C i svaki x € B(H) vrijedi (\x)* = \a*,
(iv) za svaki z € B(H) vrijedi ||z*z| = ||z||||z*| = ||=|]*.

Definicija 7.1 Von Neummanova algebra na H je C*-podalgebra M od B(H) koja sadrzi

operator identitete 1 i koja je w*-zatvorena.

Pozitivan dio od M oznacavamo s M. Svaki element iz M se moze prikazati kao
linearna kombinacija Cetiri pozitivna elementa. Modul (apsolutna vrijednost) operatora
M se definira kao

] = (a*2)',

pri ¢emu je funkcija (-)'/? primijenjena na hermitski operator z*z putem neprekidnog

funkcionalnog racuna.
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Definicija 7.2 Neka je M von Neumannova algebra i M, njen pozitivan dio. Normalni

vjerni konacni trag na M je linearni funkcional 7 : M — C koji je
(i) pozitivan: 7(z) > 0 za © € M,
(ii) normaliziran: 7(1) = 1,
(iii) zadovoljava 7(zy) = 7(yx) za x,y € M.

Ako je M von Neumannova algebra, a 7 : M — C normalni vjerni konacni trag na

M, tada (M, 1) nazivamo nekomutativnim vjerojatnosnim prostorom.

Definicija 7.3 Za 1 < p < oo definiramo p-normu, || - ||, : M — [0,00) na M s
lzllp := 7(|2 )7,
gdje je |x| modul operatora.

Svojstva p-norme dana su sljede¢om propozicijom iz [61].

Propozicija 7.4 Neka je M von Neumannova algebra, 1 < p < oo i p’ konjugirani

eksponent od p. Vrijedi:
(@) Nzl = [llll, = "], za svaki z € M;

(b) za svaki z € M
[l := sup{[T(zy)| : y € M, |lylly <1};

(c) Holderova nejednakost
[Tyl < lzllpllylly, vy € M;
(d) nejednakost Minkowskog

Iz +ylly < llzlly + Yl 2.y € M;

(e) Cauchy-Schwarzova nejednakost

Ty ) < 7(@"2)7(y"y), Ty, €M

Uoc¢imo i da iz (e) i nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine slijedi i

(o) < Sr(a'e) + oor(vy) (A-G)

za bilo koji realan broj ¢ > 0.
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Definicija 7.5 Upotpunjenje od (M, || - ||,) nazivamo nekomutativnim LP-prostorom aso-

ciranim s (M, 7) i oznacavamo s LP(M, 7).

Zbog jednostavnosti LP(M, 1) éemo oznacavati s LP(M). S L>°(M) oznacavamo von
Neumannovu algebru M opremljenu s operatorskom normom, tj. ||z||. = ||z]|.

Primjer 7.6 (Nekomutativni LP-prostori)

(1) Komutativan slucaj

Neka je M = L*(Q,F,P) za neki vjerojatnosni prostor (€2, F,P). Za funkciju

f € L mozemo definirati njen trag kao

(f) ::/QdeP:Ef.

Pokazuje se da je 7 normalni vjerni konac¢ni trag na M, a iz definicije p-norme na
M se vidi da je u tom slucaju LP(M) = LP(Q, F,P). Stoga vidimo da klasi¢ni

(komutativni) L” prostori spadaju u klasu nekomutativnih L? prostora.

(2) Schattenove klase

Neka je M = M,(C), algebra kompleksnih matrica dimenzija d x d. Za A € M
mozemo definirati trag kao
1
T(A) = gTr(A),
gdje je Tr(A) standardni trag matrice A. S tako definiranim tragom 7 nekomutativni

L? prostori, L?(M), postaju Schatennove klase, S7.

Vise svojstava i primjera nekomutativnih L” prostora moze se naé¢i u [61].

7.2 Nekomutativni dijadski paraprodukti

Na nekomutativnim L? prostorima definiranim u prethodnom odjeljku ima smisla
definirati i nekomutativne martingale. Medutim, nas nec¢e zanimati opc¢eniti nekomutativni
martingali, ve¢ samo dijadski martingali koji poprimaju vrijednosti u von Neummanovoj
algebri M.

Neka je (92, F,P) vjerojatnosni prostor takav da je Q@ = [0,1), F = B([0,1)) i
P je Lebesgueova mjera na [0,1). Promatrat ¢emo prostore LP(2; LP(M)) Bochner p-
integrabilnih funkcija na €2 koje poprimaju vrijednosti u L”(M). Odgovorajuée p-norme
na LP(§2; LP(M)) se definiraju kao

Ihssasion = ( [ 0P ) "
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Neka je sad F = (F,)%, standardna dijadska filtracija na [0, 1):

E kE+1

Fn = O'(Dn)7 Dy = {[27’ QT

)ik=01,...2"~1}.

Definicija 7.7 Nekomutativni dijadski martingal je niz (f,)22, P-g.s. klasa F-izmjerivih
funkcija koje poprimaju vrijednosti u M (tj. niz slucajnih varijabli koje poprimaju

vrijednosti u M) za koje vrijedi
E(fot1lFn) = fn, za svaki n > 0.

Uvjetno ocekivanje iz gornje definicije se definira kao

E(f|F.) == > Llfls,

IED"L
gdje [f]; oznacava prosjek vektorske funkcije f na intervalu I.

Definicija 7.8 Neka su (f,)5, 1 (gn)5>, dva martingala koji poprimaju vrijednosti u
M. Tada je diskretni stohasticki integral od (f,,)7, s obzirom na (g,)>2, slu¢ajni proces

(( £ g)n) OO:() kojeg definiramo kao
(f-9)o:=0,

(f - g)n = Zn: feoi(ge —gr1)  zan =1 (7.1)
k=1

Uocimo da je (f - g)n takoder slu¢ajna varijabla koja poprima vrijednosti u M, i to za
svaki n > 0.
Napomena 7.9 Primjenom nekomutativne Holderove nejednakosti Definiciju 7.8 bismo
mogli prosiriti i na martingale ()%, 1 (9.)5, koji poprimaju vrijednosti u LP(M) i
LY(M). Medutim, buduéi da je M gust potprostor od LP(M) i LI(M), to neéemo raditi.

n
Definicija 7.10 Martingalni paraprodukt od (f,)5 o 1 (9n)5, se definira kao
0(f,9) = (f 9o = D fr-1(gk — gr1) (7.2)
k=1

kad god gornji red konvergira u LP(€; LP(M)) za neki p > 1.

Buduéi da nas zanimaju apriorne ocjene za (7.2), uvijek ¢emo razmatrati konacne
parcijalne sume (f - g),.

U neprekidnom vremenu za Brownovsku filtraciju ovu terminologiju su koristili Baniu-
elos i Bennet u [3]. U nekomutativnom okruzenju neki autori gornji izraz oznacavaju s 11"

jer se na neki nacin radi o retcanom paraproduktu, a stupcani paraprodukt bi u tom slucaju
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bila analogna veli¢ina
o0

Hc(fa 9) = Z(gk - gk—l)fk—l-

k=1
Gornje oznake takoder ovise o gledistu; da li Zelimo naglasiti da se radi o operatoru koji
djeluje na f ili na g. Mi éemo na (7.2) gledati simetri¢no i promatrati ga kao bilinearni
operator.

Neka su sada f, g, h tri slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) koje
imaju separabilne slike (ili ¢ak poprimaju samo kona¢no mnogo vrijednosti) i poprimaju

vrijednosti u M. Za njih definiramo odgovaraju¢e martingale
fo =E(fIFn), 9gn:=E(g9|Fn), h,:=E(h|F,) zasvakin > 0.

Dualizirat ¢emo paraprodukt s obzirom na trag tenzorskog produkta E ® 7 na von Ne-
umannovoj algebri

M :=L®(Q, F,P)SM.

M je zapravo w*-zatvarac linearne ljuske generirane elementarnim tenzorima oblika ¢ ® z,

p € L>(Q, F,P), x € M. Na taj nacin za fiksni n > 0 dobijemo trilinearnu formu:

An(fs 9, ) :=Ex((f - g)nh)- (7.3)

Neka je (F,®@M)2 , produktna filtracija i neka su (&,)%2, odgovarajuéi operatori uvjetnog
ocekivanja definirani kao
&, = E(|F,) @idpm. (7.4)

Korisno je uociti da je zapravo &, = E(:|F,), jer se ta projekcija s (7.4) podudara na
elementarnim tenzorima oblika ¢ ® x, p € L=(Q, F,P), x € M:

Enlp @) =E(p|F,) @z =E(p® x| F,).

Rastavom h = hy_1 + (hy — hx—1) + (h — hy), te koriStenjem linearnosti i martingalnog

svojstva dobijemo da Vrijedi

An(f, 9, N Z ®7)(feo1(g — gr-1)h)

3

an (fk 1 E-1(grk — gr—1) his— 1)

=1 -0

T (fk71<gk - 9k71)(hk - hkfl))

=

+3 (s
+Y (Ee

T (fk—l(gk - gk—l) gk:(h - hk))

=0

o
ey
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i (196 — ge) i — B 1)),

Stovise,

w(f,9,h (fk 1E—1((gr — gr—1) (hiy — Py 1)))

i

@ 7)(fEar((gr — gumr) (i — hin))) = Er (flg.h)a),  (75)

ol
—

gdje smo oznacili
= Z E((gk = ge—1) (i — hk—1)|fk—1>'
k=1

Proces ((g, h)n)<, se naziva predvidivom kvadratnom kovarijacijom dijadskih martingala
(gn)ozo 1 (ha)nZo-

Uoc¢imo da je (-, ) zapravo bilinearni adjungirani operator paraprodukta IT defi-
niranog s (7.2). Buduéi da su martingali dijadski, (gx — grx—1)(hx — hx—1) je zapravo

Fi_1-izmjeriva slucajna varijabla koja poprima vrijednosti u M, pa slijedi
Z Ik — Gk—1) (A — hi—1),

odnosno predvidiva kvadratna kovarijacija jednaka je kvadratnoj kovarijaciji. Ako u gornji
izraz uvrstimo g = h*, kao poseban slucaj dobit ¢emo i nekomutativnu dijadsku kvadratnu

funkciju

o) 1/2
Sh = (Z By — hk_1|2> — (b )2, (7.6)
k=1

7.3 L? ocjene

Zelimo dokazati da trilinearna forma A, (f,g,h) zadovoljava odredene L¥ ocjene, tj.

da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem 7.11 Trilinearna forma A,, definirana s (7.5) zadovoljava

[An(f, 9, )| < Cpgell fller e 19 lle @i (a1 2] L @inr (a), (7.7)

za sve eksponente p € (1,00], ¢, € (1, 00) koji zadovoljavaju %—I— é + % = 11 to uniformno

za svaki n > 1.

Napomena 7.12 Zbog monotonosti L” normi prethodno navedene ocjene povlace i ocjene
za eksponente koji zadovoljavaju ]% + % + % < 1, ali njima se ne¢emo baviti jer nemaju

lijepi uvjet skaliranja (i ne mogu se transferirati s [0, 1) na cijeli R). [
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U proslom odjeljku smo vidjeli da ocjene tipa (7.7) generaliziraju i ocjene za dijadski
paraprodukt i ocjene za dijadsku kvadratnu funkciju. Za potonje samo moramo uociti da
je

Ao(f. 9", 9) = E7(f(S9)*).

Tada iz (7.7) po obratu Holderove nejednakosti i iz definicije norme operatora slijedi
15 1les e sra@smy) <y Crag

zasve 1 <p<ooi?2<q< oo takve da je % + % = 1. U slucaju optimalne konstante
nejednakost prelazi u jednakost.

U nekomutativnom slucaju (¢ak i kad je M algebra matrica) nema ocjena na stranicama
q = oo i r = oo Banachovog trokuta na Slici 7.1. Za odgovarajuce definiran BM O prostor,
Nazarov, Pisier, Treil i Volberg su u [49] dokazali da nema ocjena s ||g||pyo, odnosno
|h||Baro- Da nema ocjena ¢ak ni s ||g||Le=, tj. ||h]|lLe pokazao je Mei u [45]. Zaista, za
M = My(C) konstanta Cs o 2 raste kao logd kad d — oo. Stovise, dokazano je i da je to
najbolji moguéi red rasta u [36] i [49].

I dalje postoje ocjene na donjoj stranici Banachovog trokuta i u unutrasnjosti kao sto

je prikazano na Slici 7.1.

g %
,Q)Q@/ ESY %- \%
& T B o,
A )
s/ g 2 \
Ne)
/ g = \

(Oa 17 0) Mei (2010) (07 Oa 1)

Slika 7.1: Banachov trokut s baricentri¢nim koordinatama (%, é,

).

= =

Ocjene na donjoj stranici (p = oo) i na visini (¢ = r) Banachovog trokuta na Slici 7.1
dokazuju se koristenjem nekomutativnih Burkholder-Gundy ocjena od Pisiera i Xua (vidi

[52]). One kazu da za f € LP(Q; L?(M)) i pripadnu kvadratnu funkciju S(f) definiranu s

(7.6) vrijedi sljedeca propozicija.
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Propozicija 7.13 (Pisier-Xu) Neka je f € LP(Q; LP(M)) i S(f) kvadratna funkcija (7.6).

(i) Za 2 < p < oo vrijedi
| fllLr@ir vy ~p max{[|S(f)[lLe@r vy, 1S (F)llLe@imr vy }-

(i) Za 1 < p < 2 vrijedi

(7.8)

I fllee@ie oy ~p ELIS(f)lle e vy + 1S () le@ieomyy = f = fu + f2} (7.9)

U Propoziciji 7.13 oznaka A ~p B znaci da postoji konstanta cp, koja ovisi samo o

skupu parametara P, takva da je cp'A < B < cpA.

Bit ¢e nam potrebna i sljedeca Lema preuzeta iz [44].

Lema 7.14 (Mei) Neka su (ag)7_; € LP(M), (by)i—; € LY(M). Tada vrijedi
n 1/2

(o)
k=1

za sve p,q € (1,00) i1 € [1,00) takve da je % = % + %. Isto tako, vrijedi
n 1/2

(S laif)
k=1

za sve p,q € (1,00) takve da je % + é =1.

n
Z CLZbk
k=1

n 1/2
(2 )
k=1

<| H ,
M) LP (M) LI (M)

Y

LI(M)

n
Z CLZbk
k=1

n ) 1/2
(X wir)
k=1

< |
LY(M) LP(M)

Dokaz. Ulozimo aq,as,...,a, u prvi stupac matrice A € M,(C) @ M i by, bs,...

prvi stupac matrice B € M, (C) ® M, tj.

aq 0 ... 0 b1 0O ... 0

a 0 ... 0 b 0 ... 0
A= .2 . o B= .2 . N

an 0 0 b, 0 0

Uocimo da je
aj aj ay by Yohqarby 0 0
0o 0 ... 0 b, 0 ... 0 0 0 ... 0
A*B: . . . : . . . = . . . . :

0 0 0 b, 0 ... 0 0 0 0

(7.10)

(7.11)
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Primjenom Holderove nejednakosti na M, (C) ® M dobijemo

|A*B|lr (s, ©om) < || Allr s, ©em) IBllLe (i, ©em)
= [[(A*A) " ||r (@000 | (BB 2 |La s, )0y

Ocito iz gornje nejednakosti slijedi Zeljena ocjena (7.10).

Za (7.11) uocimo da iz Propozicije 7.4 i svojstva traga slijedi

> agby = sup Z vagb| = sup |7 bi(vay)
k=1 LIM) wllvlm<t] g2 v flvllams<th =1
= sup Z *(vay,) sup || > (bp)*(vay) :
vflvflamas<t k=1 o llvlla<t I =1 LY (M)
Preostaje primijeniti (7.10) da dobijemo
noo N2 n N
< su < by ) H( vay, >
L) elet kz::1| H La(M) Z' 2 1P (M)
n \1/2 1/2
aj, bl ) ,
(,;’ g ) LP(M)H(Z| k LI (M)
gdje smo u zadnjoj nejednakosti iskoristili da za ||v]|a < 1 vrijedi |vaj]? < |aj|?. O

Koristenjem Propozicije 7.13 i Leme 7.14 Mei je u [44] dokazao i ocjene za kvadratnu

kovarijaciju definiranu s (7.2).
Propozicija 7.15 (Mei) Za g € LY(€; LY(M)), h € L"(;L"(M)) i 1 < ¢,r < oo takve
da je % + % = 1 vrijedi

(g, k) Corllgllsraonp IRl @iy, (7.12)

L (L1 (M) S
gdje je C, > 0 konstanta koja ovisi samo o g i 7.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je r < ¢ (jer ¢emo slucaj ¢ = r
posebno razmotriti) i fiksirajmo funkciju h € L"(Q2; L"(M)). Slijedi r < 2, pa zbog (7.9)

mozemo izabrati funkcije hy i hy takve da je h = hy + ho 1 vrijedi

1S (h) lur @ (my) + 1S (RS) L @ir vy < eellhllur@nr () + €. (7.13)

Stoga vrijedi

(g, 1)

p S |9 i) Tt (9. 72 L QL (M)

< ||S(9>HL4(Q;Lq(M)) HS(hl)”LT(Q;LT(M))
+ 15 (g s @uws mp 15 (h2) | @i vy

LY QLY (M LY QLY (M

103



Poglavlje 7. Nekomutativni martingalni paraprodukti

< cqler +E)[glluama vy 1L @i ()

gdje smo u prvoj nejednakosti primijenili nejednakost Minkowskog, u drugoj Lemu 7.14,
a u trecoj (7.8) i (7.13). Preostaje pustiti € — 0 da bismo dobili (7.12). O

Ako sada uzmemo f € L™(Q;L>(M)) iz (7.12) lako dobijemo da za p = oo vrijedi
ocjena (7.7).
Malom modifikacijom dokaza Propozicije 7.15 mozemo dobiti i L” ocjene na visini

Banachovog trokuta na Slici 7.1.
Propozicija 7.16 Neka su f € LP(;LP(M)) i g,h € LY(;LY(M)). Tada trilinearna

forma (7.3) zadovoljava

AL (], 9, 0)] < Cpggll fller@rr iy |9 llLe@mamy | Pl La@iLe ). (7.14)

za sve eksponente p € (1,00],¢ € (1,00) koji zadovoljavaju 113 + % = 11 to uniformno za

svaki n > 1.

Dokaz. Neka je p’ konjugirani eksponent od p. Buduéi da je ¢ > 2 iz Leme 7.14, (7.10), i
definicije kvadratne kovarijacije (7.2) direktno slijedi

1/2

g, 1)

H 1/2

’fL

L (L' (M) S H 9,9") L9(Q;L9 (M L2(Q;LI(M))
1S(g )IILQ(Q;LQ(M))HS( MILa@La )

<
< Elglluas o 1Bl La@ia () -

Ovdje smo u zadnjoj nejednakosti koristili nekomutativnu Burkholder-Gundy nejednakost
Pisiera i Xua (7.8).
Sada koristenjem Holderove nejednakosti lako slijedi

An(f, 9 )] < 1 fllmsnrany | (g

< fllr e o 19 llLa @i vy 1l La@iLs (),

n L7 (1P (M)

sto je i trebalo dokazati. O
Konacno smo spremni i za dokaz ocjene (7.7).

Dokaz Teorema 7.11. 1z Propozicija 7.15 1 7.16 slijedi da ocjena (7.7) vrijedi na stranici
p = oo i na visini ¢ = r Banachovog trokuta na Slici 7.1. Interpolacijom tih ocjena

dobijemo da (7.7) vrijedi i u cijeloj unutrasnjosti Banachovog trokuta. O]
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7.4 Bellmanova funkcija

U ovom odjeljku Zelimo vidjeti da li moZemo nesto rec¢i o ponasanju konstanti C, ., iz
Teorema 7.11 koristenjem tehnike Bellmanovih funkcija.

Zbog jednostavnosti promatramo samo poseban slucaj eksponenata (p, q,7) = (2,4,4).
Buduci da bismo htjeli na¢i optimalnu konstantu Cs 44, ve¢ smo komentirali na pocetku
Odjeljka 7.3 da je dovoljno naéi optimalnu konstantu u L* ocjeni za kvadratnu funkciju.

Dakle, trazimo optimalnu konstantu C' takvu da je

IA(f, % )] < CllFlle oz 190 0.0z ) (7.15)

Dodatno ¢emo pretpostaviti da su f i g samoadjungirane, tj. f*= fig* =g.

Konstantu C' ¢éemo nadi tako da konstruiramo odgovarajué¢i Bellmanovu funkciju. Po
uzoru na funkcije u Poglavlju 3, cilj nam je pronaci (konstruirati) funkciju B koja zadovo-

ljava sljedeca svojstva.

(B1) Domena: Sve cetvorke (u,v, U, V') koje zadovoljavaju

ueEM,veM, UVeER,, 1@)<U 1)<V

(B2) Slika:
1 1
0< B(u,v,U,V) < C(aU + 5V).
(B3) Glavna nejednakost:

U1 — U2

B(u,v,U, V) >

1 2
B(“lavala‘/l)—{_2B<u27v27U2?‘/2)+7—<u )

za sve cetvorke (u,v, U, V), (uy,v1, Uy, V1) 1 (ug,ve, Uy, V3) koje pripadaju domeni i

DN | —

zadovoljavaju

1 1
(U, v, U7 V) = 5(“17 U1, Ula ‘/1) + 5(’&2, V2, U27 ‘/2)
Pokazimo sad kako iz egzistencije funkcije sa svojstvima (B1)—(B3) lako slijedi i ocjena
(7.15). Opet postupamo kao u Poglavlju 3.

Uoc¢imo prvo da je

2>’

A(f.9,9) = /0 r(f(gg)2) - Z |I|T([f]1‘ (91145001 ; (9] 10ems

[ 71) IeD

zbog
[g]llijevi - [g}ldesni 2
2

‘gn - gn71’2 = Z

j=2-r+

1;.
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Buduéi da za svaki dijadski interval I € D iz (B3) slijedi

ER( -

Lol Y 2 (01 g 71700710

- |IlijeVi|B([zﬂ Dijevio [g]flijevi’ T[f2]flijevi’ T[g4hlijevi)
- |Idesni|8([f:|1desni7 [g]Idesni7 T[fQ]Idesni’ 7—[94]Idesni)7

sumiranjem po svim dijadskim intervalima I € D i teleskopiranjem dobijemo

A(fv 9,9) < B([f] [0,1)5 [9] [0,1)5 T[fz][o,l), 7[94] [0,1))
1

2 1, \
< C<27[f Jlo,1y + 57[9 ][0,1))

1 1
= C<2||f||i2([0,1);L2(M)) + 2||9||i4([0,1);L4(M))>- (7.16)

Sada treba iskoristiti homogenost od A(f, g, ¢) i zamijeniti figs
da bismo dobili (7.15).

f i g
120,120y 19MlLa 0,104 ()

Definirat ¢emo Bellmanovu funkciju B na domeni (B1) kao

1 1 1 1
B(u,v,U, V) = (2 + \/6>U+ (2 + \/6>V - A(u,v),
gdje je

A(u,v) = T(\}EUQ + \}604 + qu).

Moramo pokazati da ovako definirana funkcija zadovoljava i svojstva (B2) i (B3).

Iz (A-G) slijedi
1 1
[m(u®)] < 57(u?) + 57(v?),
2 2
pa je zbog pozitivnosti traga

0 < A(u,v) < (; + \}6) (T(UQ) + 7(1;4)).

Buduéi da na domeni (B1) vrijedi 7(u?) < U i 7(v?) <V o€ito je

11
0< Blu,v,U.V <(+)U+v,
v )< (54 )@+ V)

¢ime smo pokazali da vrijedi (52).
Preostalo nam je jos pokazati da B zadovoljava glavnu nejednakost (B3), a za to je

dovoljno dokazati da A zadovoljava nejednakost

;A(u + Au,v + Av) + ;A(u — Au,v — Av) — A(u,v) > 7(u|Av)?), (7.17)
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. Raspisivanjem se lako dobije da je

gdje smo oznacili Au = #1152 i Ay = 152

1 1
§(u + Au)? + §(u — Au)? —u? = (Au)?

;(v + Av)* + ;(U — Av)t — ot = 0¥ (Av)? + (Av)*0® + (Av)* + (vAv + Avp)?
;(u + Au)(v + Av)? + ;(u — Au)(v — Av)? — uv® = u(Av)® + AuvAv + Aulvw,
pa slijedi

;A(u + Au,v + Av) + ;A(u — Au,v — Av) — A(u, v)
Au)? + \}602(Av)2 + \}E(Av)%ﬁ + ;E(Av)‘l + \}E(UAU + Avv)?
u(Av)? + AuvAv + AuAvv). (7.18)

EY

Desnu stranu jednakosti (7.18) drugacije mozemo zapisati kao

1 ., V6 2 1 4 2
T(\/B(Au) + T(UAU + Avv)? + Au(vAv + AuAvv)) + %T((Av) ) +7 (u(Av) )

>0 >0

+2\1/67(2UQ(AU) + 2(Av)*0? — (vVAv + Avw) )

Prva dva ¢lana gornjeg izraza su nenegativna zbog (A-G) i pozitivnosti traga, a za Cetvrti

clan vrijedi
7'(21)2(Av)2 + 2(Av)*0? — (vAv + Avv)2> = T(\UAU]Q + | Avv)? — (vAv)? — (Avv)2) > 0.

Stoga zakljucujemo da je desna strana u (7.18) barem T(u(Av)z), iz, Cega slijedi (7.17),
pa smo gotovi.
Vazno je uociti da nam konsturirana Bellmanova funkcija zaista daje optimalnu kons-

tantu

Znamo da je konstanta optimalna, jer je optimalna i u realnom slucaju (Odjeljak 3.3).

Slijedi da je L* norma kvadratne funkcije (7.6)

“|S

HS|’L4([0,1);L4(M))HL4([0,1);L4(M)) =\/1+

Napomena 7.17 Zanimljivo bi bilo odrediti i optimalne konstante za druge izbore
eksponenata ili barem opisati asimptotsko ponasanje konstanti. Medutim, to je joS uvijek

otvoreni problem. n
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Zakljucak

Dosad nisu bile konstruirane Bellmanove funkcije za multilinearne martingalne ocjene,
cak ni u posebnom slucaju dijadskih martingala. Stoga su ciljevi ovog rada bili prilago-
diti tehniku Bellmanovih funkcija na trilinearne martingalne forme i potom primijeniti
konstruirane Bellmanove funkcije na neke nove i neke ve¢ poznate probleme.

U radu je dana eksplicitna formula za Bellmanovu funkciju povezanu s L ogranice-
noséu dijadskih paraprodukata. Konstruirana funkcija je potom iskoristena za davanje
alternativnog dokaza LP ograni¢enosti martingalnih paraprodukata (s diskretnim i nepre-
kidnim vremenom) i paraprodukta obzirom na toplinski tok. Takoder, dana je i eksplicitna
formulacija kontrolnog procesa za zapetljani paraprodukt, na nivou dva martingala ob-
zirom na dvije razlicite filtracije. Posljedi¢no, dobivene su prve L? ocjene za zapetljani
paraprodukt obzirom na poopcéenu dilatacijsku strukturu. Isti kontrolni proces iskoristen
je i za konstrukciju stohastickog integrala u jednom specificnom kontekstu kada integrator
nije nuzno semimartingal.

Pored navedenih rezultata, oc¢ekivano je da ¢e konstrukcija spomenutih Bellmanovih
funkcija i kontrolnih procesa imati brojne primjene u budué¢im projektima, npr. u proble-

mima iz ergodicke teorije.
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