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Abstract

In the first part of the thesis we study extensions of a Lie algebra gy with basis
{X1,X5,...,X,,} by an Abelian familiy of generators 7),,, 1 < p,v < n, which act
on the enveloping algebra U(gg). This action describes the commutation relations
betwee X, and arbitrary monomials in U(g). Furthermore, we study realizations
of the Lie algebra go, i.e. embedding of go into A, where A, is the completion of
the n-th Weyl algebra A, by the degree of the differential operator 9952 ... 9% . In
particular, we study realizations which induce the symmetric ordering on the envelo-
ping algebra U(gg). Using properties of the extended Lie algebra it is shown that the
corresponding symmetric realization is given in terms of the generating function for
the Bernoulli numbers. To each realization of the Lie algebra gy one can associate a
star—product on the symmetric algebra X = Clzy, x9,...,2,] C A, which is defined
using the canonical action of the algebra A, on the subalgebra X. We introduce
the notion of left-right dual star—products and the corresponding realizations. The
left-right duality is studied in detail in case of the symmetric realization using the
aforementioned extension of the Lie algebra gy. The second part of the thesis deals
with bicovariant differential calculus on the quantum space U(gg). For this purpose
we construct a Lie superalgebra g = go @ g1 where the basis elements &1,&s,...,&,
of the odd part g; are interpreted as one—forms on the space U(gp). By generalising
the result from the first part of the thesis we obtain an extension of g by an Abelian

family of generators 7}, whose action on the enveloping algebra U(g) describes



the commutation relations between one—forms and monomials in U(gy). We also
construct a realization, i.e. an embedding of the superalgebra g into a completion
of the Clifford-Weyl algebra Anm In case when dim(go) = dim(g;) we define an
exterior derivative d: U(go) — Q where Q = @}_,U(go)¢, is an U(go)-bimodule.
The first order differential calculus (d, ) is bicovariant with respect to the primitive
Hopf structure of U(gy). Using the realization of the Lie superalgebra g, the differen-
tial calculus is obtained as a deformation of the classical differential calculus on the

Euclidean space.



Sazetak

U prvom dijelu disertacije se proucavaju prosirenja Liejeve algebre gy generirane ba-
zom { X1, Xo, ..., X, } s Abelovom familijom generatora 7, 1 < p, v < n, koji djeluju
na omotacku algebru U(gg). Pomocu tako definiranog djelovanja mozemo opisati ko-
mutacijske relacije izmedu X, i proizvoljnih monoma u U(go). Nadalje, proucavamo
realizacije Liejeve algebre go, tj. njezina ulaganja u A, gdje je A, upotpunjenje n—
te Weylove algebre A, obzirom na stupanj diferencijalnog operatora 9f'ok2 ... gkn.
Posebno se proucavaju realizacije koje induciraju simetricno uredenje na omotackoj
algebri U(gg). Koristeéi svojstva prosirene Liejeve algebre pokazano je da je odgo-
varajuca simetri¢na realizacija izrazena pomocu funkcije izvodnice za Bernoullijeve
brojeve. Svakoj realizaciji Liejeve algebre gy pridruzen je zvijezda—umnozak (engl.
star—product) na simetri¢noj algebri X = Clzq,x9,...,2,] C A, koji se definira
pomocu kanonskog djelovanja algebre A, na podalgebru X. Uveden je pojam lijevo—
desno dualnih zvijezda—umnozaka i njihovih pripadnih realizacija. Lijevo—desna dual-
nost detaljno je proucena u sluc¢aju simetricne realizacije gdje se koristi konstruirano
prosirenje Liejeve algebre go. Drugi dio disertacije se bavi bikovarijantnim diferen-
cijalnim ra¢unom na kvantnom prostoru U(gg). U tu svrhu konstruirana je Liejeve
superalgebra g = go @ g1 gdje se elementi baze &1,&,,. .., &, neparnog dijela g; in-
terpretiraju kao jedan—forme na prostoru U(go). Generalizacijom rezultata iz prvog
dijela disertacije dobiveno je prosirenje od g s Abelovom familijiom generatora 7,

¢ije djelovanje na omotacku algebru U(g) opisuje komutacijske relacije izmedu jedan-

v



formi i monoma u U(gg). Takoder je konstruirana realizacija, tj. ulaganje superal-
gebre g u upotpunjenje Clifford—Weylove algebre Anm U slucaju kada je dim(go) =
dim(g1) definirana je vanjska derivacija d: U(go) — 2 gdje je Q = @};_,U(go)§,. bi-
modul nad U(gp). Diferencijalni rac¢un prvog reda (d,€2) je bikovarijantan obzirom
na primitivnu Hopfovu strukturu od U(gp). Koristeéi realizaciju Liejeve superalgebre
g, diferencijalni racun je dobiven kao deformacija klasicnog diferencijalnog ra¢una na

Euklidskom prostoru.
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Poglavlje 1
Uvod

Zadnjih godina postoji veliki interes u istrazivanju nekomutativnih prostora, njihove
strukture i njihovih primjena u fizici [1, 2, 3, 4, 5], narocito u proucavanju struk-
ture prostor-vremena na Planckovoj skali. Problemi koji se proucavaju vezani su
uz matematicki formalizam potreban za opis nekomutativnih prostora, njihove si-
metrije te algebarska i geometrijska svojstva. Prvi primjer nekomutativnog prostora
uveo je Snyder [6] kao model nekomutativnog prostora invarijantnog na Lorentzove
transformacije. Drugi model nekomutativnog prostora je tzv. kanonski prostor cije
komutacijske relacije ovise o antisimetri¢cnom tenzoru drugog reda. Ovaj tip prostora
ima primjene u teoriji struna i nekomutativnoj kvantnoj teoriji polja [3]. Majid i
Ruegg uveli su k-deformirani prostor Minkowskog ¢ije koordinate zatvaraju Liejevu
algebru [7]. Komutacijske relacije ovise o parametru deformacije s koji je povezan s
Planckovom duljinom. Motivacija za proucavanje ovog prostora lezi u ¢injenici da je
kovarijantan s obzirom na djelovanje k-Poincaréove algebre koja je deformacija Poin-
caréove algebre. Prostor k-Minkowskog ima vaznu ulogu u matematickom formalizmu
deformirane specijalne teorije relativnosti [8] i u algebarskom pristupu kvantnoj gravi-
taciji. Takoder se proucava generalizacija k-deformiranog prostora ¢ije komutacijske

relacije ovise o deformacijskom vektoru a € R™. Drugi tipovi nekomutativnih pros-
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tora ukljucuju ujedinjenje k-deformiranog prostora i kanonskog prostora $to je prvi
put koristeno u proucavanju Wess-Zumino-Witten modela [9]. Problem generalizacije
ujedinjenog k-deformiranog i kanonskog prostora proucavan je u radu [10] gdje je
teorija primjenjena na Nappi-Witten tip nekomutativnog prostora. Jedan od mate-
matickih problema koji imaju vrlo vaznu primjenu u teorijskoj fizici je konstrukcija
diferencijalnog ra¢una na nekomutativnim prostorima [5, 11, 12, 13, 14, 15, 16]. Je-
dan od osnovnih alata u proucavanju matematicke strukture nekomutativnih prostora
tipa Liejeve algebre je metoda koja koristi realizacije njegovih generatora u algebri
formalnih redova diferencijalnih operatora [17, 18, 19]. Svakoj realizaciji mozemo
pridruziti i zvijezda-umnozak [10, 13, 19, 20, 21, 22|. Ovaj umnozak je vazan kao
jedan od pristupa u teoriji deformacijske kvantizacije [20]. Matematicka struktura
deformiranih algebri funkcija kod kojih je komutativni umnozak zamijenjen zvijezda-
umnoskom vrlo je vazna u teoriji kvantizacije i formulaciji kvantne mehanike na faz-
nom prostoru. Zvijezda-umnozak se moze poopciti i na diferencijalnu algebru tj. na
forme viseg reda [16]. Uz problem konstrukcije diferencijalnog racuna prirodno se
vezu i problemi konstrukcije vektorskog polja i Liejeve derivacije na nekomutativnim
prostorima [12]. Tema ovog istrazivanja je proucavanje matematicke strukture neko-
mutativnih prostora tipa Liejeve algebre. Kod ovog tipa prostora algebra koordinata
je dana kao omotacka algebra U(g) neke kona¢nodimenzionalne Liejeve algebre g.
Rezultati dobiveni u drugom i tre¢em poglavlju su objavljeni u ¢lanku [36].

U drugom poglavlju prou¢avamo prosirenja konacnodimenzionalne Liejeve alge-
bre g generirane bazom { X7, ..., X} ¢iji elementi zadovoljavaju komutacijske relacije
(X, X0l => 0 CuvaXa. Ideja je prosiriti Liejevu algebru g s Abelovom familijom
operatora T, koji djeluju na omotacku algebru U(g) te ¢emo takvo prosirenje oznaciti
sa g”. Na analogan nacin ¢emo g prositi sa operatorima 7T i;} koje ¢emo oznaciti sa
g'. Motiv za progirenjem Liejeve algebre g s operatorima 7}, (T,ful) lezi u ¢injenici da

pomocu djelovanja operatora T}, (T},,') na U(g) mozemo izraziti pomicanje elemenata
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X, na desnu (lijevu) stranu u monomu X7*--- X»* € U(g), odnosno opisati komu-
tacijske relacije izmedu X, i proizvoljnog monoma u U(g). Konac¢no ¢emo definirati
asocijativnu algebru H generiranu sa n + 2n* elemenata X, Ty, iT,,'. U algebri
H ¢emo definirati elemente Y, = >"_ X, T, ;Ial te ¢emo pokazati da tako definirani
elementi komutiraju sa generatorima X,. Prethodni rezultat ¢emo kasnije iskoristiti

kod proucavanja simetri¢nih realizacija Liejeve algebre g.

U tre¢em poglavlju ¢emo proucavati realizacije Liejeve algebre g i pridruzene im
zvijezda-umnoske na simetricnoj algebri S(g). Pod realizacijom Liejeve algebre sma-
trat ¢emo ulaganja od g u A, gdje smo sa A,, oznacili upotpunjenje Weylove algebre
A,, s obzirom na stupanj diferencijalnog operatora d,. Promatrat ¢emo realizacije
oblika p(X,) = > ", Za@au(0), gdje je pa,u(0) formalni red potencija u operatorima
01, ... 0y koji ovisi o strukturnim konstantama C),,,. Komutacijske relacije u g impli-
ciraju da funkcije ¢, zadovoljavaju sistem parcijalnih jednadzbi ¢ija rjesenja opcenito
ovise o parametarskim funkcijama. Realizaciju Liejeve algebre g interpretiramo kao
deformaciju komutativnih koordinata x,. Uz realizacije univerzalne omotacke algebre
usko je vezan i pojam zvijezda-umnoska (engl. star-product) na simetri¢noj algebri
X = S(g). Simetri¢na algebra X je izomorfna sa U(g) kao vektorski prostor. Ovaj
izomorfizam se moze konstruirati pomoc¢u kanonskog djelovanja algebre A,, na podal-
gebru X. Koriste¢i navedeno djelovanje definirat ¢emo zvijezda-umnozak na prostoru
X koji predstavlja deformaciju komutativnog mnozenja na X. Zvijezda umnozak
ovisi o strukturnim konstantama Liejeve algebre g i prelazi u komutativno mnozenje
u limesu kada strukturne konstante iS¢ezavaju. Prostor X je unitalna asocijativna
algebra s obzirom na zvijezda umnozak. Kona¢no, moze se pokazati da je omotacka
algebra U(g) izomorfna algebri X sa zvijezda-umnoskom, a izomorfizam ovisi o reali-
zaciji Liejeve algebre g. Nadalje, posebno ¢emo proucavati realizacije koje induciraju

simetricno uredenje na omotackoj algebri U(g). Pokazat ¢emo da je odgovarajuca
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realizacija od g izrazena preko funkcije izvodnice za Bernoullijeve brojeve. Liejevoj
algebri g ¢emo pridruziti lijevo-desnu dualnu Liejevu algebru iste dimenzije te ¢emo
definirati pojam lijevo-desno dualnih zvijezda umnozaka. Proucavat ¢emo odnose
izmedu dualnih realizacija Liejevih algebri i dualnih zvijezda-umnozaka. Posebno
¢emo teoriju dualnosti detaljno proucavati u slucaju simetricne realizacije, gdje ¢emo
koristiti operatore 7}, definirane u drugom poglavlju.

U cetvrtom poglavlju ¢emo primijeniti gore opisanu teoriju na k-deformiranom
prostoru g, kao jednom od najvaznijih primjera nekomutativnog prostora tipa Li-
ejeve algebre. Ovaj prostor je definiran komutacijiskim relacijama [X,, X,] =
(a, X, —a,X,), 1 < p,v<n te predstavlja deformaciju Euklidskog prostora ukoliko
je deformacijski vektor a € R™ ili deformaciju prostora Minkowskog ukoliko je a € RY.
Za ilustraciju, proucavat ¢emo linearnu i simetricnu realizaciju prostora g,.

U petom poglavlju ¢emo proucavati diferencijalni ra¢un na nekomutativnim pros-
torima. Na pocetku poglavlja navodimo osnovne definicije vezane za konstrukciju
diferencijalnog racuna na algebrama i kvantnim prostorima [23]. Navest ¢emo i os-
novne definicije vezane za Liejeve superalgebre jer ¢emo konstruirati diferencijalni
racun na U(g), gdje je g Liejeva superalgebra. Ideja je prosiriti Liejevu algebru go sa
jedan-formama £, na nacin da konstruiramo Liejevu superalgebru g = go® g1, gdje su
9o = span{ Xy, ..., Xp}ig1 = span{&,...,&n}. Elementi baze od g zadovoljavaju su-
perkomutatore [ X,,, X,] = > " CowaXa, [£0:6] =0, [ X0 =3 0 KwaX&a-s
a njihove stupnjeve ¢emo definirati sa | X,| =0 1 |§,|=1.

Liejevu algebru g ¢emo analogno kao i u prvom poglavlju progiriti Abelovom fami-
lijom operatora T}, (odnosno Tu_ul) te dati formule za njihovo djelovanje na omotacku
algebru U(g). Sa A, ,, ¢emo oznaciti Clifford-Weylovu superalgebru generiranu ba-
zom {z;,D;|i,j=1...n+m}, gdjeje z; =a;, i=1,...,n, zizn =&, i =1,...,m
iD;=0;, 7=1,...,n, Djs, = ¢q;, j =1,...,m te emo razmatrati realizacije

Liejeve algebre superalgebre g u upotpunjenju Weylove superalgebre A,, ,, s obzirom
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na stupanj diferencijalnog operatora D,,, i = 1,2,...,n+m. Konac¢no ¢emo konstru-
irati vanjsku derivaciju d na U(g) kao linearni operator za kojeg vrijedi Leibnitzovo
pravilo i d(X,,) = ,. Konstrukciju vanjske derivacije provodimo u slucaju kada je
broj jedan-formi ,, jednak broju nekomutativnih koordinata X,. Pokazat ¢emo da je
tako konstruirani diferencijalni rac¢un bikovarijantan s obzirom na Hopfovu strukturu
U(go). Na kraju ¢emo promatrati realizaciju vanjske derivacije d u Clifford-Weylovu
algebru A,,,. Definirat ¢emo d: A,, — A,, sa d(¢(X,)) = [do, (X,)], za neki
clement dy € flnn kojeg ¢emo odrediti tako da vrijedi ci(gp(Xu)) = (&)



Poglavlje 2

Prosirenja Liejevih algebri i lijevo

desna dualnost

Neka je g kona¢nodimenzionalna Liejeva algebra nad poljem K karakteristike 0. Neka

je {X1,..., X, } uredena baza od g za ¢ije elemente vrijede sljedece relacije:
[X;u Xz/] = Z C,UJJOéXOM (21)
a=1

gdje su C),, strukturne konstante od g. Strukturne konstante zadovoljavaju
Cuva = —Cupua (2.2)

i Jacobijev identitet:

n

Z(Cuapcpﬂv + Caﬁpcp/w + Cﬁupcpw/) = 0. (2'3)

p=1
Da bi motivirali nasu daljnju raspravu promotrimo prvo jednostavan problem. Ako
identificiramo X, s njegovom kanonskom slikom u univerzalnoj omotackoj algebri

U(g), tada izraz (2.1) mozemo zapisati kao
X, Xy =) pua(X,) Xa, (2.4)
a=1

6
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gdje je pua(Xy) = 640Xy +Cha. Opcenito, ako je X € U(g) monom, tada pomicanjem
elementa X, na desnu stranu u umnosku X, X generiramo polinome p,,(X) takve

da vrijedi
XX =) pualX)Xa. (2.5)
a=1

Polinom p,,,(X) je jedinstveni polinom oblika p,.(X) = §,.X + ¢lanovi niZeg reda.
Pokazat ¢emo da su polinomi p,,(X) vezani uz problem prosirenja Liejeve algebre
g s Abelovom familijom generatora 7),, koji djelujuéi na U(g) generiraju polinome
Pua (X)), tj. T » X = pua(X).

S druge strane, neka su po,(X) polinomi generirani pomicanjem generatora X, na

lijevu stranu u umnosku X X, tako da je

XX, = znjxapw()(). (2.6)

a=1
Pokazat ¢emo da se Liejeva algebra g moze prosiriti s Abelovom familijom operatora
Spa tako da vrijedi S, » X = Dau(X).
Neka je g’ prosirenje Liejeve algebre g skupom generatora {7}, | 1 < p,v < n} za

koje vrijede relacije:

[TMVv Taﬁ] = Oa (27)
Ty, X2) = CrzaTow- (2.8)

a=1
Da bi pokazali da je ovim relacijama definirana struktura Liejeve algebre moramo
provjeriti da su zadovoljeni svi Jacobijevi identiteti. Jedini netrivijalni Jacobijev

identitet je
[(Tap, Xp], Xo] + [ Xy, Xo ], Tag] + [[Tag, Xol, X,]

=Y > [CapinCravp + ChuvnCrap + CoanCrauol Tps = 0, (2.9)

k=1 p=1

gdje smo koristili relaciju (2.3).
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Teorem 2.1 Neka je U(gh)@U(g) — U(g) linearno preslikavanje , a® X — a » X,

definirano sljedeéim relacijamas:

1» X=X, X,»X=X,X, (2.10)

Tww»1=56,1 (ab)» X =aw» (br» X), (2.11)

gdje su X € U(g), a,b € U(gh). Tada je » lijevo djelovanje univerzalne omotacke

algebre U(gh) na U(g) za koje vrijedi

T, » (XY) = zn:(T,m > X)(To, » V), VX,Y € U(g). (2.12)

a=1
Dokaz Prvo ¢emo pokazati da je uz pretpostavke (2.10)-(2.11) relacija (2.12) je-
dinstveno odredena komutacijskim relacijama na U(g’) i normalizacijskim uvjetom

T » 1 =6,,1. Iz relacije (2.8) slijedi da je

[T, X2 > 1= (D) CnaTun) » 1 (2.13)

a=1

sto uz relacije (2.10)-(2.11) povlaci

T » (> 1) =X > (T » 1) =Y Chralop: (2.14)
a=1
TIW » X, = 5;WX/\ + Cu/\u- (215)

Neka je sada Y proizvoljni element iz U(g). Pokazimo prvo da vrijedi sljede¢i identitet:

Tww» (X0Y) =T, X\ » Y+ X\(T»Y). (2.16)
Primjetimo da je
T, X0Y ] 1 =T, » (X)) = X, Y (T, » 1), (2.17)
iz ¢cega slijedi
Tww» (X0Y) =T, X0\Y|» 1+ X\ Y (T, » 1). (2.18)
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S druge strane koristec¢i Leibnizovo pravilo imamo da je

T, X0Y ] 1= ([T)0, XuJY + Xn[Tw,Y]) » 1
=T, X0 » Y + X0 (T » Y) = X, Y (T, » 1). (2.19)

Sada uvrstavajuci (2.19) u (2.18) dobijamo trazeni identitet (2.16). Iz relacije (2.8) i
identiteta (2.18) slijedi

T » (X0Y) = Cura(Tow » V) + Xs(Tp »Y)

a=1

= Z(Cw\a + 5;ch/\)(Tow > Y)

a=1

- i(Tw > X3) (T » V). (2.20)

Ovim smo pokazali da relacija (2.12) vrijedi za sve monome X, stupnja jedan. Kao
korak indukcije pretpostavimo da (2.12) vrijedi za sve monome X stupnja k. Tada

za monome stupnja k + 1 vrijedi

n

T » (X0X)Y) = (To » X3)(Tow » (XY))

a=1

S |l

O (Tha » X5)(Tag » X)) (Tp »Y)

i
I

)=

(T » (X0 X)) (T, » Y). (2.21)

MR
I

Stoga, dokazali smo da relacija (2.12) vrijedi za sve monome X iz U(g) te je linearno
mozemo prosiriti na sve elemente iz U(g).

Sljedec¢i korak je pokazati da je djelovanje » dobro definirano. Da bi to dokazali
moramo provjeriti da relacija (2.1) lezi u jezgri djeovanja i da je konzistentna s relaci-
jama u U(gh). Ovo ocito vrijedi za djelovanje od X 1> stoga tvrdnju trebamo provjeriti
samo za djelovanje od T),,. Koriste¢i (2.12) dobivamo

T » (XaXs) = 6,0 XaXs + CugvXo + CavXp + Y _ ChapClsy (2.22)

p=1
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iz cega slijedi
T » [Xon X3] = 0 Xar X5 + ) (CrapClsy + CppClan)- (2.23)
p=1

S druge strane, (2.15) implicira da je

n

> (Z Caﬁpo) = O [Xa, Xp] — Z CappCopr- (2.24)

p=1 p=1

Sada iz Jacobijevog identiteta (2.3) slijedi

T Xav X/J’ Z CaﬁpX Z(Cuapcpﬁv + Caﬁpcpuv + Cﬁupcpow) =0. (2-25)

p=1
Jos nam preostaje pokazati da je djelovanje od T}, konzistentno s relacijama (2.7) i
(2.8). Konzistentnost s relacijom (2.7) ¢emo pokazati indukcijom po stupnju monoma

X € U(g). Za monome stupnja jedan imamo
(TaﬁTuy) > Xp = lop » (T,W > Xp) = 5aﬁ5;pr + 5MVCQP@ + 5QBCW,,. (2.26)

S obzirom da je izraz (2.26) invarijantan na zamjenu indeksa («, ) — (p, v), trivijalno
slijedi da je [Thp,T,] » X, = 0. Kao korak indukcije pretpostavimo da vrijedi da
je [Top, T)w] » X =0, za sve monome X stupnja k. Tada za monome stupnja k + 1
vrijedi

(TaﬁTuV) > (X/JX) =Top » (T/w > (XpX))

n

= Top » (O (640X + Craon) (T » X))

k=1

= Tog > (X, (T > X))+ Tag » (3 Coope(To > X)
k=1

= X, (TogTyw » X) + > Cope(TepTow » X) + Y Crape(TapT » X).

k=1 k=1

(2.27)

10
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Koristedi pretpostavku indukcije imamo da je
[Top: Ty » (X, X) = (TapTyw — ThwTap) » (X, X)
=X, [Tos, Tpw] » X + i CoprlTip T » X + i Crpr|Top: T » X = 0. (2.28)
k=1 k=1
Stoga je [Twp, T,w] » X = 0 za sve monome X € U(g). Konzistenciju s relacijom

(2.8) dobijamo koristedi relaciju (2.15), tj. za svaki monom X € U(g) imamo da je
T, Xo] & X = T » (X3X) — X(Tpw » X)

= (80X + Csa)(Taw » X) = X\(Ty » X)

a=1

= () CusaTw) » X. (2.29)
a=1

[
Ako je X € U(g) monom, tada polinome 7}, » X mozemo izracunati rekurzivno
koristeci (2.12) iz

n

T » (XoX) = Xo(Tp » X) + Y Chaa(Th » X). (2.30)
A=1

Sljede¢im rezultatom ¢emo pokazati da djelovanje 7}, » X generira upravo polinome

Pua(X) iz relacije (2.5).

Lema 2.1 Neka je X € U(g) monom. Ako generator X,, pomaknemo na desnu
stranu u umnosku X, X, tada je
n
X, X = (Tha » X)X (2.31)
a=1
Dokaz Dokaz ¢emo provesti indukcijom po stupnju monoma X. Koristeci jednadzbu

(2.15), za monome stupnja jedan imamo

XXy =X, X+ CuaXa =Y (Tha » X,) Xa. (2.32)

a=1 a=1

11
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Kao korak indukcije pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve monome X stupnja k.

Sada iz (2.12) za monome stupnja k + 1 slijedi

n

Xy (X0 X) =) (Tha » X2)(XoX)

a=1

(Tyo » XU(XH:TQB > X)Xﬁ

)=

a=1 B=1

N [i(TW > X0)(Tos » X)]Xﬁ
5=1 o=l

_y <T#B>(XAX))X5. (2.33)
B=1

Ovim smo pokazali da relacija (2.31) vrijedi za sve monome X € U(g). B

Ocito relaciju (2.31) mozemo prosiriti linearno na sve elemente iz U(g). Analogno

prosirenju algebre g s operatorima 7,

w»> sada mozemo prosiriti algebru g operatorima

Sua tako da je S,q » X = Dau(X), gdje su polinomi p,,(X) generirani pomicanjem
elementa X, na lijevu stranu u umnosku X X,. Uvest ¢emo formalnu oznaku §,, =
T, .

Teorem 2.2 Neka je g™ Liejeva algebra sa bazom {X,,T,' | 1 < uv < n} koja

zadovoljava relaciju (2.1) i relacije

[Tos T =0, (2.34)
[T;:z/la XA] == Z Ca/\uT,;al' (235)
a=1

Tada postoji lijevo djelovanje »: U(g?) @ U(g) — U(g) za koje vrijedi:

I» X=X, X,»X=X,X, (2.36)
T, »1=0,1, T, » (XY)=> (T » X)(T, »Y) (2.37)
a=1

za sve X,Y € Ul(g).

12
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Dokaz Prvo ¢emo indukcijom po stupnju monoma X pokazati da vrijedi formula
(2.37) za djelovanje T,,! na umonzak dvaju monoma. Primjetimo da iz relacije (2.35)

i normalizacijskog uvjeta slijedi da je
T, » X\ =0 » X5 — Cun (2.38)
Iz relacije (2.35) i identiteta (2.18) slijedi

T, » (X)Y) = ZCW (T »Y)+XAT,) »Y)
- Z a)\u + 5uaX/\)<T ! > Y)

Z (To) » X0) (Tl » V). (2.39)

Ovim smo pokazali da relacija vrijedi za sve monome X, stupnja jedan. Kao korak
indukcije pretpostavimo da (2.37) vrijedi za sve monome X stupnja k. Tada za

monome stupnja k + 1 imamo

T (X)) = (05w X0)(T2 » (XY))

Sl

— ZT‘ > X0)(T5 » X)),  »Y)
6_ a=1

> (XOX) (T, »Y). (2.40)

EMs

Stoga, dokazali smo da relacija (2.37) vrijedi za sve monome X iz U(g) te je linearno
mozemo prosiriti na sve elemente iz U(g).

Sada ¢emo pokazati da je djelovanje » dobro definirano. Ovdje ¢emo pokazati da je
djelovanje konzistentno s relacijom (2.1), a konzistentnost s relacijama (2.34) i (2.35)

se pokazuje slicno kao i u dokazu prethodnog teorema. Iz relacije (2.37) slijedi da je

T % (XaXs) = 6 XaXs — CupnXa — CuawXs + > CugpCan- (2.41)

v
p=1

13
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Prethodni izraz implicira da je
T,:ul > [Xa, Xp] = 0 [Xa, Xp] + Z(Cuﬁpcpav — CuapCopv)- (2.42)
p=1
S druge strane, (2.38) implicira da je

anﬁpx = 0 [ Xy X5] +anﬁp i (2.43)

p=1 p=1
pa iz Jacobijevog identiteta (2.3) slijedi da je

n

Z(Cuﬂpcpav - uap p/?’l/ Z aﬂp RV <2'44)
p=1
iz Cega slijedi da je
Tt v (X, Xo] - ZCaBpX> (2.45)

Polinome 7}," » X sada mozemo rekurzivno racunati iz relacije (2.38) i

T, » (XoX) = Xo(T,) » X) =) Coan(T,,) » X). (2.46)

p=1

Sljedecim rezultatom ¢emo pokazati da vrijedi T, » X = po,(X).

Lema 2.2 Neka je X € U(g) monom. Ako generator X, pomaknemo na lijevu stranu

u umnosku XX, tada je

XX, =Y Xo(T,) » X). (2.47)

a=1
Dokaz Dokaz provodimo slicno kao i u prethodnoj lemi, tj. tvrdnju ¢emo dokazati
indukcijom po stupnju monoma X. Za monome stupnja jedan iz relacije (2.38) slijedi

da je

14
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X, X =X, X =) CuvaXa
a=1

= iXa(éa,uXu - C,uua) - Z(T;L_al > XI/) (248)

a=1 a=1
Kao korak indukcije pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve monome X stupnja k.

Sada iz (2.12) za monome stupnja k + 1 slijedi
X, =Y XXo(T,) »X,)
a=1
- Zxﬁz ((Ta—ﬂ1 > X)(T5 > X ))

a=1

_ZXB( > (XX )) (2.49)

Ovim smo pokazali da relacija (2.31) vrijedi za sve monome X € U(g). B

Prirodno je algebru U(g) prosiriti s obje familije generatora T, i TM_U1 na nacin
da je njihovo djelovanje na U(g) dano jednadzbama (2.12) i (2.37). Ukoliko takvo
prosirenje postoji, tada direktno iz normalizacijskih uvjeta za T, i T;;} slijedi da

umnozak generatora mora zadovoljavati uvjet

ZH:T,;;TM ZT T.) =0dul, (2.50)
a=1

sto opravdava uvedenu oznaku T,

Definicija 2.1 Neka je H unitalna asocijativna algebra generirana skupom od n-+2n?
generatora { X, T, T} | 1 < pv < n}, koji zadovoljavaju relacije (2.1), (2.7), (2.8),
(2.34), (2.35) i dodatni uvjet (2.50).

Algebra H nasljeduje djelovanje od U(gh) i U(g") na podalgebru U(g) koje je dano sa

(2.12) i (2.37). Lako se pokaze da su sve relacije konzistentne. Pokazimo za primjer

15
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da je navedeno djelovanje konzistentno s dodatnim uvjetom (2.50). Koriste¢i (2.12) i
(2.37) imamo da za svaka dva monoma X,Y € U(g) vrijedi

n

Z(TJ;T Z > (XY))
= ZZ > (Tpo » X) (T » Y)
- Z Z Z [ > (T)o » X)} [T;ﬁl(TaV > Y)}

-3y [(T@}Tpa) > X] [(Tl;ngaV) > Y}

a=1 =1 p=1
=2 D s X)(T5T0) » Y
a=1 B 1
ZT AT, » Y = 3,,(XY). (2.51)
Definirajmo sada elemente
V,=) X, €H 1<p<n (2.52)
Iz (2.47) slijedi da je

Vb X =Y Xo(T,) » X)=XX,, VX € U(g). (2.53)

a=1
Stoga, elementi X, i Y, djeluju kao operatori lijevog i desnog mnozenja na U(g) jer
je
X, p» X =X,X, (2.54)
Y, » X =XX,, VXeU(g). (2.55)

S obzirom da operatori lijevog i desnog mnozenja komutiraju, ocekujemo da to vrijedi

1 za generatore X, 1Y,.

16



Poglavlje 2. Prosirenja Liejevih algebri

Propozicija 2.1 U algebri H vrijedi sljedeci identitet:
(X, Y, ] =0, 1<puv<n. (2.56)

Dokaz Iz relacija (2.1), (2.34) te koriste¢i Leibnizovo pravilo imamo da je

n

[ Yl = D7 (X Xl T = X721 X,1) (2.57)
a=1
_ Xn: i(cwﬁxﬁT;; - CﬂﬁaXaT;g) ~0. (2.58)
a=1 =1

17



Poglavlje 3

Realizacije Liejevih algebri i

pridruzZeni zvijezda-umnosci

3.1 Uvod

Realizacije Liejevih algebri kao vektorskih polja na mnogostrukostima od velikog su
interesa jer imaju Siroku primjenu u analizi diferencijalnih jednadzbi [24, 25] i klasifi-
kaciji parcijalnih diferencijalnih jednadzbi [26]. Zasad je problem klasifikacije realiza-
cija rijesen samo za odredene klase Liejevih algebri malih dimenzija. Nuzan korak za
proucavanje klasifikacije realizacija Liejevih algebri je proucavanje klasifikacija samih
Liejevih algebri tj. klasifikacija svih mogu¢ih komutacijskih relacija izmedu eleme-
nata baze. Najvaznije i najelegantnije rezultate vezane za realizacije Liejevih algebri
dobio je S.Lie u radovima [27, 28]. Klasifikacija svih moguéih realizacija algebre
s0(3) je dana u radovima [29, 30], a u radu [31] je konstruiran kompletan skup ne-
ekvivalentnih realizacija svih Liejevih algebri dimenzije < 4. Mi ¢emo u ovom radu
koristiti metodu realizacija generatora Liejeve algebre preko komutativnih koordinata
i pripadnih operatora derivacije. Takav tip realizacija konstruiran je koriste¢i Bar-

gmanovu reprezentaciju te metode dobijene proucavanjem deformiranih oscilatora i
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oscilatorne algebre. Takoder, ovaj oblik realizacija je vrlo vazan kao jedan od pris-
tupa pri proucavanju nekomutativnih prostora tipa Lijeve algebre. U radu [17] dana je
formula za reprezentaciju generatora kona¢nodimenzionalne Liejeve algebre u obliku
formalnih redova potencija s koeficijentima u Weylovoj algebri. U spomenutom radu
dobijena je realizacija izrazena pomocu funkcije izvodnice za Bernoullijeve brojeve i
ovisi samo o strukturnim konstantama Liejeve algebre g. Svakoj realizaciji Liejeve
algebre odgovara uredenje na pripadnoj omotackoj algebri. Realizacije u slucaju si-
metri¢nog i normalnog uredenja proucavane su u radovima [12, 17, 32]. Vrlo vazan
primjer nekomutativnog prostora je r-deformirani prostor (o kojem ¢emo vise reéi
nesto kasnije) ¢ije su realizacije proucavane u radovima [19, 18]|. Beskona¢na familija
nekovarijantnih realizacija r-deformiranog prostora je konstruirana u [19]. U radu
[18] su proucavane kovarijantne realizacije k-deformiranog prostora koje su kovari-
jantne s obzirom na djelovanje algebre rotacija so(n). Tako dobijene realizacije su
parametrizirane proizvoljnim analitickim funkcijama, a za poseban izbor ovih funkcija
dobiju se posebni tipovi realizacija: lijevo-kovarijantna, desno-kovarijantna i kanon-
ska realizacija. U [10] su konstruirane realizacije Nappi-Witten tipa nekomutativnog
prostora koji je dobijen ujedinjenjem k-deformiranog prostora i #- deformiranog pros-
tora. Pokazano je da postoji beskonacna familija relazacija takvog prostora koje su
parametrizirane s dvije funkcije te se za poseban izbor tih funkcija dobiju tri vazne

realizacije: desna, simetricna lijeva-desna i Weylova realizacija.

Svakoj realizaciji mozemo pridruziti zvijezda-umnozak [10, 13, 19, 20, 21, 22]. Po-
jam zvijezda-umnoska vezan je uz problem kvantizacije kao jedan od pristupa u teoriji
deformacijske kvantizacije [33, 20]. Objasnit ¢emo ukratko motivaciju za definiranje
pojma zvijezda-umnoska. U klasicoj mehanici skup svih stanja nekog sistema tvori
Poissonovu mnogostrukost M, a klasi¢ne observable tvore komutativnu algebru glat-
kih funkcija C*°(M). U kvantnoj mehanici sva moguéa stanja tvore Hilbertov prostor

H, a kvantne observable su nekomutativni hermitski operatori koji tvore C*-algebru.
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Stoga se postavlja pitanje na koji na¢in mozemo pridruziti klasicnim komutativnim
observablama kvantne nekomutativne observable. Kao alternativni pristup ovom pro-
blemu, u radu [33] je predlozeno da se komutativni umnosak na C*°(M) deformira u
nekomutativni asocijativni zvijezda-umnosak. Opcenito u matematici, pod deforma-
cijom nekog objekta podrazumijeva se familija objekata koji ovise o nekom parametru.
Neka je X objekt u kategoriji C'. Deformacija od X je familija objekata X. € Obj(C)
koja ovisi o parametru ¢ tako da je X = X, za odredeni ¢y. Stoga, ideja je de-
finirati familiju asocijativnih umnozaka na C*°(M) koji glatko ovise o parametru
h € R, tako da u slucaju kad je h = 0 dobijemo komutativni umnosak. Egzistenciju
zvijezda-umnoska na simplektickom faznom prostoru su prvo pokazali DeWilde i Le-
comte [34] 1983. Konstrukciju zvijezda-umnoska za opéu Poissonovu mnogostrukost

dao je Kontsevich 1997. u [35]. Mi ¢emo ovdje navesti definiciju danu u radu [20].

Definicija 3.1 Zvijezda umnosak na Poissonovoj mnogostrukosti (M, {-,-}) je aso-
cijativni C|[h]]-bilinearni umnosak x: C*°(M)[[h]] x C®°(M)[[h]] — C>*(M)[[h]] dan
sa

Fxg=> Bulf,9)h", Vf,g € C*(M) (3.1)

n=0

tako da vrijedi
1. f*gln=0= fg,
2. fxg—gxf=ih{f,g} + - (potencije viseq reda od h),
3. fxl=f=1x/f,
4. B, je bidiferencijalni operator,

gdje je {-,-} Poissonova zagrada na M.
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Primjer 3.1 (Moyalov zvijezda-umnozZak )

Na prostoru C*°(R*") Poissonova zagrada je definirana sa

{0} = 232}%%ﬁ?§i (32)

=1 j5=1
Ako je {z;,x;} = const., tj. {x;,z;} = auj, j = —ay; € R, tada Poissonovu zagradu
mozemo zapisati kao
2n  2n
af 9y
= Q; 3.3
{f?g} ZZ ]axlaxj ( )
=1 j=1
U slu¢aju konstantne Poissonove zagrade (3.3) Moyalov zvijezda-umnoZak definiramo

Sa

f*xg=po 6%0(% Zaijai ® aj)(f ®9), (3.4)

.3
gdje je p(f ®g)=f-9g, a
emp( ZO‘U > =1+ Zawﬁ ® 0; + O(h?). (3.5)
4,

Stoga je

fxg=p <f®g+zaw< gi)+0(h2)>

Zﬂg+§UﬂPHXW)

Matematicka struktura deformiranih algebri se osim u kvantizaciji proucava u
raznim kontekstima matematicke fizike. Mi ¢emo u ovom radu proucavati zvijezda-
umnozak induciran realizacijom Liejeve algebre te ¢emo uvesti pojam lijevo-desne
dualnosti zvijezda-umnoska. Zvijezda-umnosci vezani za realizacje Liejevih algebri
proucavani su u [10]. Ovakav zvijezda-umnozak se moze poopditi i na diferencijalne

forme §to je opisano u radu [13].
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3.2 Realizacije Liejevih algebri

U ovom poglavlju proucavamo realizacije nekomutativnih prostora tipa Liejeve alge-

bre. Neka je g, Liejeva algebra definirana relacijama
(X0 X)) =) Cuva(h)Xa, pv=12,...,n, (3.6)
a=1

gdje strukturne konstante C,,,4(h) ovise o deformacijskom parametru h € R tako da
je limy,o Cpa(h) = 0. Svaku Liejevu algebru g definiranu strukturnim konstantama
Ciwe mozemo deformirati na ovaj nacin skaliranjem strukturnih konstanti C),. —

hC,.q. Prisjetimo se da je n-ta Weylova algebra A, asocijativna algebra nad poljem

K generirana elementima x4, . .., x,, 01, . .. 0, koji zadovoljavaju komutacijske relacije
[z, 2] =[0,,0,] =0, [04,0,] = 0y (3.7)
Algebra A, ima vjernu reprezentaciju na vektorski prostor polinoma K[z, ..., z,]

gdje x, predstavlja operator mnozenja sa x,, a d, predstavlja parcijalnu derivaciju
%. Neka je sa A,, oznaceno upotpunjenje Weylove algebre A,, s obzirom na stupanj
diferencijalnog operatora. Primjetimo da tada A, sadrzi formalne redove potencija
u 0y, ali samo polinome u z,. Stupanj diferencijalnog operatora 0" = 0y ---du"
definiramo sa |v| = v1+- - - v,. Nekaje f = ZMEO po(x1, ..., 2,)0" € A,, formalni red,
gdje sumacija ide po multiindeksu v = (v, ..., 1,). Tadasa l(f) definiramo najmanju
duljinu multiiindeksa |v| € N takvu da je p,(z1,...,2,) # 0, a za f = 0 definiramo
da je [(0) = +oo. Neka su f =3, 5opu(1,...,22)0" 19 =37 150 qu(T1, ..., 20)O"

dva razli¢ita formalna reda iz fln Metriku na An definiramo sa
d(f,g)=2"U"9, (3.8)

a topologija na A, je inducirana tako definiranom metrikom.
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Definicija 3.2 Realizacija Lijeve algebre (3.6) je monomorfizam Liejevih algebri

O g — A,, oblika
P(X0) =D Tapan(d), (3.9)
a=1

gdje je pau(0) formalni red potencija u operatorima 0, . . . Oy, takav da je limp_,0 9o, (0)
)

ap-.

Prema univerzalnom svojstvu omotacke algebre, Liejev morfizam ¢ ima jedinstveno
progirenje na homomorfizam algebri @: U(g,) — A, takav da je @(c(X)) = p(X)
za VX € gp, gdje je 0: g — U(g) kanonski morfizam. Radi jednostavnosti ¢emo
identificirati morfizam ¢ sa ¢ te X, s njegovom kanonskom slikom o(X,) € U(g). Za

realizaciju od X, uvest ¢emo oznaku z, = ¢(X,). Tada

Bu=  TaPau(0) (3.10)
a=1

mozemo promatrati kao deformaciju komutativne koordinate x, jer je limy_,o &, = x,.

S obzirom da je ¢ Liejev morfizam, vrijedi
[j:,LLu j;l/] - Z nyaja7 (311)
a=1

iz cega slijedi da je U(gy) izomorfna s algebrom X C A, generiranom elementima
Z1,...,Ty. Simetricna algebra S(g,) trivijalno je izomorfna sa podalgebrom X C A,
generiranom komutativnim koordinatama x1,...,x,. Sljedeta propozicija nam daje

vezu izmedu relacije (3.11) i izbora funkcije ¢,,(0).

Propozicija 3.1 Generatori &, = Y »_ ZaPau(0), 1 < p < n, zadovoljavaju rela-
ciju (3.11) ako i samo ako su funkcije p,,(0) riesenja sljedeceg formalnog sustava
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

O, 2w, N S g Ar=1,2.n (3.12)
621(38&“0 aaﬁ*‘) ;NW’ V=% n
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Dokaz

Koristeci realizaciju (3.10) dobivamo

(2, 20 Z Z TaPau, TaPaY] (3.13)

a=1 =1

= D (%ol o Tal0sw + TlTar Pa)Par)- (3.14)
a=1 g=1
U Weylovoj algebri vrijedi formalna relacija

of

£(0).a] = 5.

, Vf(0) € (3.15)

gdje je f(0) monom u 0y,...0, te se (3.15) moze jednostavno prosiri na formalne

redove potencija u d,. Stoga, vrijedi da je

OPa ory
xu,xul—ZZ(wa P = 0 ). (3.16)

a=1 B=1

Koriste¢i prethodni izraz imamo da (3.10) vrijedi ako i samo ako je
S ar(X (Gpten = Gazen) = XX Cuern). 07
=1 a=1 aa aaa ' =1 a=1 '
S obzirom da izrazi koji sadrze funkcije ¢, ovise samo o diferencijalnim operatorima

d,, relacija (3.17) vrijedi ako i samo ako je

Z(aa%w o a% ) Zwaa (3.18)

a=1

|
Za danu Liejevu algebru g sustav (3.12) opéenito ima beskona¢no mnogo rjesenja koja

su parametrizirana proizvoljnim realnim analitickim funkcijama.

Neka je H, podalgebra od A, generirana sa Z1,...,%, 1 01,...,0,. H, mozemo
interpretirati kao fazni prostor od U(g,) = X ko ji je dobijen prosirenjem nekomutativ-

nog prostora X operatorima momenta d,. Za danu realizaciju T, = Y o _ Ta@au(0),

24



Poglavlje 3. Realizacije Liejevih algebri

generatori od H, zadovoljavaju relacije (3.11) i relacije
00,001 =0, [0, 20] = 0 (0). (3.19)

H, mozemo sada promatrati kao deformaciju Weylove algebre jer u limesu kad A — 0
relacije (3.11) i (3.19) prelaze u standardne relacije (3.7) koje definiraju A,,. Primje-

timo da deformacija od A, nije jedinstvena jer ovisi o danoj realizaciji ¢.
3.2.1 Zvijezda-umnozak pridruzen realizacijama

Realizacije Liejevih algebri usko su vezane uz pojmove uredenja na omotackoj algebri
U(gn) i zvijezda-umnoska na simetri¢noj algebri S(gn) = X. U ovom ¢emo poglavlju
opisati vezu izmedu realizacije Liejeve algebre gy, i zvijezda-umnoska na X. Da bismo
to pokazali uvest ¢emo pojam djelovanja >: A, ® X — X, a® f — a> f, definiranog

Sa
Lz, > f=x,f,
2. 8M>f:£—i,
3. (ab)> f=ar> (b> f), VfelX.

Ovako definirano djelovanjemo mozemo linearno prosiriti na sve formalne redove po-

tencija u fln.

Za danu realizaciju ¢: g, — A,, definirajmo linearno preslikavanje

A

O X =X, Qf)=f>1. (3.20)

S obzirom da je svaka realizacija oblika z, = x,+O(z, d), slijedi da ¢e €2, svakom mo-
nomu f stupnja k > 1 pridruziti polinom Qu( f ) stupnja k. Ocito za svaku realizaciju
@ vrijedi

Qp(T,) =z, 1 (1) =1. (3.21)
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Za monome viseg reda f = Ty Lpy - - - Ty, vrijedi
Qsﬁ(f) = xmxuz s xun +pk’—17 (322)
gdje je pr—1 polinom stupnja & — 1 u varijablama x,,,z,,,...,x,,, Ciji egzaktni oblik

ovisi o realizaciji ¢.

Lema 3.1 Neka je : gn, — A, realizacija Liejeve algebre (3.11). Tada je 2,: X >

X izomorfizam vektorskih prostora.

Dokaz
Neka je X}, prostor svih monoma u z1, ..., x, stupnja < k i neka je X, = K. Nadalje,
neka je X prostor svih monoma u z1,...,Z, stupnja < k i neka je X, = K. Tada

imamo sljedece filtracije vektorskih prostora:

XoC X1 CXy.. .X, X = Ugolek, (323)

XcXicXy. .. X, X=U2 X, (3.24)

Da bi dokazali tvrdnju dovoljno je pokazati da je ,: X \Xk—> Xy izomorfizam za
svaki k. Dokaz provodimo indukcijom po k. Za slucaj kada je k = 1, dokaz je
trivijalan jer je Q,(2,) = x,. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za neki £ > 1.

Iz relacije (3.22) slijedi da za svaki monom =z, € X1 vrijedi

o x,uk-kl
Q@(‘%Ml T ‘%Mk+1> = Ty Tpgs - Ty T P (325)

za neki polinom p; € Xj.

Prema pretpostavci indukcije postoji jedinstveni py € X, takav da vrijedi

Qip<ﬁk<£m£l¢2 e ",“%/Jk+1)) = pk('r,ulvx,uzv SR 7xﬂk+1)' (326)

Prethodna relacija implicira da je

Qw(iuljm e ‘j:/ik+1 - ﬁk) T T Tpgy o Lpgyys (3'27)
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iz cega slijedi da je Q, | b surjekcija. 1z Poincaré-Birkhoff-Wittovog teorema slijedi
da baza za Xkﬂ sadrzi sve monome oblika (1252 - - 24" takve da je la] <k+1. 1z
prethodnog slijedi da je dim(Xy41) = dim(Xy.1). Sada po teoremu o rangu i defektu
imamo da je €2, | %, Injekcija iz cega zakljucujemo da je

¢ |5, Xk41 izomorfizam

vektorskih prostora.
|

Prethodni rezultat osigurava egzistenciju inverznog preslikavanja Q;l X 5 X pomodcu
kojeg ¢emo definirati nekomutativni zvijezda-umnozak na X tako da vektorski pros-

tori X i X budu izomorfni i kao algebre.

Definicija 3.3 Zuvijezda-umnozZak x: X®X — X induciran realizacijom ¢: gn, — A,

definiramo sa

Frg =0, (N (9), VfgeX. (3.28)

Zvijezda-umnozak je deformacija komutativnog umnoska na X jer vrijedi

lim(f xg) = fg. (3.29)

h—0

Propozicija 3.2 (X, +, %) je unitalna asocijativna algebra.

Dokaz

Za svaki f € X imamo da vrijedi

fx1=09,(0,' ()1 (1) = (271 ()1) = f. (3.30)
Slicno se pokaze da vrijedi 1* f = f. Neka su sada f,g,h € X. Iz definicije zvijezda-
umnoska i asocijativnosti mnozenja na X slijedi da je
(f % g) xh = Qu[Q,' (f * 9)Q," (h)]
= Q[0 (1), (9)Q, ' (h)]
= Q[Q.1 () (g h)] = f* (g% h). (3.31)
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Ako oznagimo sa f = Q'(f) 1 g =9.'(9), tada zvijezda-umnozak mozemo

ekvivalentno zapisati kao

A

frg=(fr>l=frg (3.32)

Oznacimo sa X™* asocijativnu algebru X sa zvijezda umnoskom. Iz definicije (3.28)

proizlazi da je

~ ~

Q(f9) = Q(f) * (), Vf.geX, (3.33)

Sto pokazuje da je : X — X* izomorfizam algebri. Iz komutacijskih relacija (3.11)
i (3.33) slijedi

Ty * Ty — Ty * Ty = Z CivaZa. (3.34)
a=1

Stoga je struktura algebre X* odredena relacijama
2 2] =Y Cvatia, (3.35)
a=1

gdje je [z, z,]. = x, * x, — x, * x, zvijezda-komutator.
3.2.2 Lijevo-desna dulnost zvijezda-umnoska

U ovom ¢emo dijelu uvesti pojam lijevo-desne dualnosti zvijezda umnoska. Neka su

gn 1 gn Liejeve algebre iste dimenzije definirane komutacijskim relacijama:

9h - [X,uu XU] = Z C,uuozXaa (336)
a=1
gh : [Y;u Yl/] = Z éuuaya- (337)
a=1
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Neka su ¢: gn, — fln iQ:gn— fln realizacije od g, i g, dane sa

(p(XM) = i'u = Z xagoau(a)a (3.38)
PY) =0 = TaPau(0). (3.39)

Oznac¢imo sa * i % zvijezda umnoske inducirane realizacijama ¢ i Q.

Definicija 3.4 KaZemo da su zvijezda umnosSci x 1 % u lijevo-desnoj dualnosti ako
vrijedi
fxg=gxf, Vf,geX. (3.40)

U ovom slucaju kaZemo da su ¢ 1 ¢ dualne realizacije.

Ukoliko su ¢ i ¢ dualne realizacije, tada postoji veza izmedu algebri gy 1 gp,. 1z (3.35)

imamo da vrijedi

Ty * Ty — Ty * Ty = Z CivaZa, (3.41)
a=1

T, *T, — Ty*T, = Z C’Waa:a. (3.42)
a=1

Iz uvjeta dualnosti x, * x, = z, %z, iiz (3.41) i (3.42) slijedi da je

C;uxoa = _Ouya- (343)

Stoga je Liejeva zagrada za g, dana sa

n

[YW YV] == Z C,uzanaa (3.44)

a=1

pa su gy, 1 gp izomorfne sa izomorfizmom X,, — —Y),.

Sljededi rezultat nam daje karakterizaciju dualnih realizacija.
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Propozicija 3.3 Neka su ¢ i ¢ realizacije Liejevih algebri (3.6) i (3.44) dane sa

X,)=2,= Zxagoaﬂ(ﬁ), D =y, = Z ToPap- (3.45)
a=1

=1

Tada su inducirant zvijezda-umnosci * @ * u lijevo-desnoj dualnosti ako i samo ako je

24,9, =0, Vu,v=1,...,n

Dokaz
Pretpostavimo prvo da su * i * u lijevo-desnoj dualnosti. Iz definicije izomorfizma
Q,: X — X proizlazi da je Q;l(xu) =2, 1 Q;l(yﬂ) = y,. Sada za svaki f € X slijedi
da je
2k [ = Qu(Q7 (20)Q5 () = (2,9;'(f) > 1 (3.46)
=2, > QN (f)> 1) =2, > f. (3.47)

Slicno pokazemo i da je x,*f = g, > f. Prethodno nam implicira da je
[fw@/] > f - (iuﬂy) > f - @ufl/) > f
:]A;ub(xu;f>_@ul><xu*f)
=z, * (v, %f) — 2, %(z, * f)
=z, * (fxx,) — (2% f) x 2, =0, (3.48)

gdje smo u zadnjoj jednadzbi iskoristili svojstvo dualnosti f* g = g% f i asocijativnost

zvijezda-umnoska. Komutator za Z,, 1 g, je oblika Y ", z,ka(0) za neki formalni red

a=1

potencija k4 (9) € A,. Stoga,
[0, 0] > f = Zxa N> f=0,VfeX (3.49)

implicira da vrijedi [Z,,9,] = 0.

Pretpostavimo sada da vrijedi [Z,,9,] = 0 Vu,v = 1,...,n. Koristed (3.32)
imamo da je fxg = Q'(f)>g i g&f = Q' (g) > f. S obzirom da je Q'(f)
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polinom u z, i le(g) polinom u g,, tada pretpostavka [Z,,7,] = 0 implicira da

polinomi Q_'(f) i Q;'(g) komutiraju. Sada imamo da je

0=1[Q,'(f), Q' (9)] > 1
=0 (N> (95 (9) > 1) - 95 (9) > (2,1 () > 1)
= QNN >g—Q g > f=fxg—g*f.

Stoga, fxg=gxf, Vf,g € X, tj. %1 % su u lijevo-desnoj dualnosti. Il

3.3 Simetri¢ne realizacije Liejevih algebri

Realizacije Liejevih algebri su usko vezane uz pojam uredenja na omotackoj algebri.
Pokazali smo da je €),: X — X izomorfizam vektorskih prostora pa s obzirom da
monomi

Ty Ty - Tpyy 1 <o < oo <y, k2>1 (3.50)

tvore bazu za X, onda monomi
Q;l(xmxm Ty )y i S < <y, k>1 (3.51)

> o . , . -1 sial . e ,
tvore bazu za X. Ocito je da ¢e monomi Q71 (x,,2,, . . . 2, ) ovisiti o realizaciji ¢ pa ce
razlicite realizacije inducirati razli¢ite baze na X. Mi ¢emo u ovom dijelu proucavati

realizacije koje induciraju simetricno uredene na X.

Definicija 3.5 Neka je S(V') simetricna algebra nad vektorskim prostorom V' i neka
je A asocijativna algebra, obje nad poljem K. KaZemo da je linearno preslikavanje
f:S(V) — A simetrizacija ako vrijedi
1
F@ Ty B) = — S F @) f @) - (@) n> 1, (3.52)
gESy

20 SV€ Ty Tpgy - -y Ty, €V
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Opcenito, linearno preslikavanje f: S(V) — A je simetrizacija ako i samo ako
f@") = (f(=)", YzeV,n>1 (3.53)

Pretpostavimo sada da €, : XX zadovoljava svojstvo

Qv(% > G oy ) = T Ty k20, (3.54)
o€ Sk
za sve generatore T, , Lp,, ..., 2y, € {21,...,2,}. Tada zbog Q;l(asu) = 2, slijedi da
je
O (g - ) = % S 0 ) B) - O ) (3.55)
o€S

iz cega slijedi da je Q;lz X5 X simetrizacija. U tom slucaju vrijede relacije

Q¢1((§;k#xy)m) - (zk)m (3.50

odnosno

(i%%)m >1= (g}kuxu)m, Vk, €K, m>1. (3.57)

Cilj nam je konstruirati realizaciju koja zadovoljava svojstvo (3.57). Prvo ¢emo

promatrati takvu realizaciju za algebru H koju smo uveli u definiciji (2.1).

3.3.1 Weylova simetri¢na realizacija algebre H

U ovom dijelu ¢emo konstruirati realizaciju algebre H koja inducira Weylovo sime-
tricno uredenje na podalgebri U(g,) C H. Ova realizacija je izrazena preko funkcije

izvodnice za Bernoullijeve brojeve:

—1)*
( k') Byt (3.58)

NE

»(t) =

1—et

i

0

uz konvenciju By = —3.
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Neka je C = [C,,] n x n matrica diferencijalnih operatora ¢iji su elementi dani
sa

Cv = CruowOa, (3.59)
a=1

gdje su C,,,, strukturne konstante Liejeve algebre (3.11). Definirajmo matricu €€ kao

formalni red potencija sa
— 1
c _ k
€ =) +C" (3.60)
k=0
Prije konstrukcije simetri¢ne realizacije algebre H dokazat ¢emo nekoliko tehnickih

rezultata koji su klju¢ni u daljnjem izlaganju. Takoder, u dokazima ¢emo Kkoristiti

sljededi indetitet koji vrijedi u asocijativnoj algebri:

n n n+1
n n n-+1
—1*apb,q_p — —1*ap b, = —1*apb, i n.

(3.61)

Propozicija 3.4 Matricni elementi C,p, =Y ChanOa 2zadovoljavaju sljedeci identi-

tet:
D (C™aCarv =D > [Z (Z”) (—1)’“(C’“)M(Cm—’“)5y] Cragr m>1. (3.62)
a=1 a=1 =1 k=0

Dokaz

Dokaz provodimo indukcijom po m. Mnozeéi Jacobijev identitet

n

Z (C,LL)\CMCQI{U + C)\naca,uu + Cn,uaca)\u) =0

a=1
sa 0, 1 sumirajuéi po k dobijemo izraz

n

Z C,uaca)\y - Z (C,u)\acoa/ - Cyauc)\a)
a=1

a=1

sto je jednadzba (3.62) u slucaju kada je m = 1. Pretpostavimo sada da tvrdnja

vrijedi za m > 1. Tada za m + 1 imamo

n n n

> (C M aCar = (X_j Cu(C")pa ) Cars = 2_: Coip( D2(C™)aCans ).

a=1 a=1 a=1
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Koristedi pretpostavku indukcije slijedi da je

n

S (C™ ) uaCons = ZZ[Z( > (—1)*(C*)ra(C™F) ](Zcﬂpopaﬂ)

a=1 a=1 g=1

Uvrstavanjem (3.62) u prethodni izraz dobijemo

a=1 =1 k=0 p=1

“E Y (1) (X €l ) | o
p=1 a=1 k=0 p=1

_ ~y [i (?)(—1)k<2(ck)AaCQp><Cm )gv | Cups
p=1 =1 Lk=0 a

-y [Z () e85 = 3 (1) DMl )| G
a=1 =1 Lk=0 k=0
(3.63)
Koristec¢i identitet (3.61) iz (3.63) proizlazi da je
. tlR m+1
D (C" ) Cary = ZZ [Z( >(—1)k(Ck)Aa(Cm+1_k)ﬂu Cuag:  (3.64)
a=1 a=1 =1

¢ime je tvrdnja dokazana za Vm € N. B

Propozicija 3.5

n n

aaA 2 Cas

a=1 g=1

i( ) )FH(CH) a(C’”"“)ﬁV] . m>1 (3.65)
Dokaz

Dokaz provodimo indukcijom po m. Za slucaj kada je m = 1 desna strana od

(3.65) je jednaka

Z Cﬂaﬁ I)/BV = Cyab’a}\aéﬁu = UV (366)
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S obzirom da je %CW = C)nv, vidimo da tvrdnja vrijedi za m = 1. Pretpostavimo

sada da tvrdnja vrijedi za m > 1. Tada, koristec¢i Leibnizovo pravilo imamo da je

(CmH)uv = %(Z(Cm)upcpu)

p=1

9
90,

n

- a m m
= Z (9_(9,\(0 )upcpv + Z(C )upCpx\v- (3-67)
=1

p=1

Sada za prvi ¢lan u (3.67) uz pretpostavku indukcije dobivamo

Zaa (G W:Z<ZZ% Z(k)<—1>‘“—1<C‘“—1>m<cm—’f)ﬁp

_ a—1 =1

- Z Z Chs |2 (7;) (=D HC ) D (C" M Ch
a=1 g=1 Lk=1 o—1

= Z Z Cua,B Z ( ) k 1 Ck 1) Z(Cm+1_k)ﬁu] )
a=1 f=1 =1 o—1

Iz prethodne propozicije slijedi da je drugi ¢lan u (3.67) jednak

n

> (CMwCo = ZZ@M[Z( )( 1)k(C’“)Aa(Cm*k)ﬁy}. (3.68)

p=1 a=1 g=1

Zbrajajuéi (3.67) i (3.68) i koriste¢i binomni identitet (%) + (") = ("™") dobivamo

k—1
a Cm+1 E E :
a Cuaﬁ

a=1 B=1

m—+1
Z (m;— 1) (_1)k1(ck1>/\a<cm+lk)ﬁy] . (3.69)

¢ime smo dokazali tvrdnju za Vm € N.

Lema 3.2

W= 330w (R @) (3.70)
aaA e i\ e ) '

a=1
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Dokaz

Iz prethodne propozicije slijedi da je

0 1 90 .
8_8)\(6 )uu—;ma—&(c )
n n oo m 1 -
=22 Chas ZZ@( ) 1R H(CF ) (C %]- (3.71)
a=1 =1 m=1 k=1

Izraz (3.71) mozemo napisati kao umnozak dva reda koriste¢i formulu za Cauchyev

umnozak
ii/xk 1Bk (CF )00 (C™ ) (ZA (C™)x ) (i B,,(C )
o " (3.72)
gdje je Ay = (=1)*/(k+1)! i By =1/k!. Tada je
-~ L (m k=1 k-1 m-ky _
33 () e e =
— (-~ 1 1—e©
(mzzo (fn +)1)'(Cm))\a> (mz:() |(Cﬁl/) - ( C ))\a (ec)ﬁua
iz cega slijedi
n o n . G_C
305w = 23 Cons (5 ) 3.7

Propozicija 3.6

Z Z Cﬁpa _C HP C)Om = an;m<€c)ﬁa (374)
Z Z Cauﬂ(ec)ﬂa@iC)w = Z Cﬁpl{(eic%,;p (3.75)
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Dokaz

Iz propozicije (3.4) slijedi da je

azn:lca‘“(ec)ﬁ" - mzo <Z Cope(C™) )
- ZZ [Z ml Z ( ) )E(CH),p(C7 ) o

p=1 a=1 Lm=0

Chpa  (3.76)

S druge strane, razvojem (e~C),,,(€€)as u formalni red potencija te primjenom formule

za Cauchyev umnosak dobivamo

(e_c)up(ec)om = Z i Z (7:) (_1)k(ck)up(cm_k)am (3.77)

Z Oa“” Z Z O,Bpa up )om- (378)

a=1 a=1 p=1

Drugu tvrdnju éemo dokazati tako da (3.78) pomnozimo sa (e~©),, i sumiramo po &

¢ime dobivamo

33 o)l O = 33 e ), <Z<e0>aﬁ<e—0>w>

a=1 k=1 a=1 p=1 1
- Z Z Cﬁpa(eic)upéau = Z Cﬂpﬁ<€7c)up. (3.79)
a=l p=1 a=1

Koristec¢i prethodne rezultate, sada mozemo konstruirati realizaciju algebre H

koja je dana sljede¢im teoremom.

Teorem 3.1 Algebra H dana definicijom (2.1) ima realizaciju oblika

= Zxa%a(c% T/w = (ec)uvv T;;ul = (eic);w' (3-80)
Ovdje 1, (C) ozncava (p,v)-ti element matrice (C), gdje je (t) dana sa (3.58).
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Dokaz

Promatrajmo prvo podalgebru U(g”). Definirajmo realizaciju od T}, sa T w =
(€©)w- Tada je ocito TW > 1 = §,,1. Nadalje, ocito vrijedi da je [ s 5] = 0.
Zelimo definirati realizaciju od X, oblika &, = 3", %09 (0) tako da vrijedi

MV,:L‘A ZCMAOC av (381)

Lema (3.2) povlaci da je

n

_ 1—e" -
) Chra Ts,, 3.82
86 # = Mﬁ( C )/\a B ( )

a=

iz cega slijedi da je komutator [TW, Z,] oblika

1—e©€
,u,w LL’)\ Z Z C;Laﬁ Z < C ) Pr

a=1 g=1
Iz (3.83) je ocigledno je da za funkciju ¢,y treba odabrati odabrati funkciju izvodnicu

Ts,. (3.83)

za Bernoullijeve brojeve, tj.

P (0) = (1 —). Z 1')mBm (C™)an, (3.84)

uz konvenciju B; = —3. Sada jednadzba (3.83) ima oblik

/w, .I/\ Z Z CHQB(SQATBV Z CMAﬁTBW (385)
a=1 =1 B=1

kao $to smo i zahtijevali relacijom (3.81). Za izbor funkcije ¢, relacijom (3.84),

generatori &, su dani sljede¢im izrazom

T, = Zxawua(c) = Z <_k1') kaa(ck)uw (3.86)

gdje je ¥(t) funkcija izvodnica za Bernoullijeve brojeve (3.58). Sljede¢i korak u

dokazu je pokazati da generatori Z, zadovoljavaju komutacijske relacije [Z,,2,] =
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> CuvaZa- S obzirom da je algebra A, asocijativna, operatori T,g, &, 1 &, zado-

voljavaju Jacobijev identitet
(12, 2], Tag] + ([0, Tag], &) + [[Tap, 2], 2] = 0. (3.87)

Uvrstavajudi (3.81) u (3.87) imamo da je
[[QE“, .Ty + Z Z Ca,u,pCpu)\ CaupCpl/)\> T/\ﬂ =0. (388)
A=1 p=1
Koriste¢i Jacobijev identitet za C), iz relacije (3.88) slijedi

n

Hj:,u«? jrl/]? Taﬂ] - Z (Z C,uupCpa)\> T)\B' (389)

A=1 \p=1

S obzirom da je matrica 1(C) invertibilna, varijablu z, mozemo izraziti kao z, =

o 20 H(C))ya- Ovo implicira da je

2y, 2, pr wp( (3.90)

za neki formalni red potencija k,,,(0) sto povlaci
Hiwiu]a Taﬁ] = Z[@?Taﬁ]kuw Z (Z kwfp pak) TAB- (3-91)
p=1 A=1 \p=1

Usporedujuéi jednadzbe (3.89) i (3.91) i uzimajuéi u obzir da je matrica T =
invertibilna zakljucujemo da je
Z kIWP<a)CPOé/\ = Z C,uupcpa/\' (392)
p=1 p=1
Stoga, formalni red potencija sadrzi samo konstantni ¢lan, tj. k,,,(0) = kgl,p e K.

Tvrdimo da je kwp Clvp- 1z relacije (3.90) i definicije djelovanja > slijedi da je

[, 2] > 1 = Z kS, 7, (3.93)
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Lijeva strana jednadzbe (3.93) je jednaka
[T, 2] > 1=2,>x, —T, >z, (3.94)

Iz ¢injenice da je &, dan relacijom (3.86) te da za operator (CF),, vrijedi

(

dpaly, k=0
(C)a >0 = Chpey, k=1 (3.95)
0, k> 2
\
proizlazi da je
1 n
T, >z, = 2,1, + 5 Z ChvpTp. (3.96)
p=1

Konaéno, relacije (3.94) i (3.96) impliciraju da je

['@,ua i.l/] >1= Z C/Ll/pxp7 (397)

p=1

tj. K, = Chp.
Slicno se pokaze i da algebra U(g¥) ima realizaciju definiranu sa (3.86) i Tu_yl =

(e7©),w- Nadalje, ocito vrijedi da je

n

S i = 3 T, = (3.98)
a=1

a=1

iz cega slijedi da je (3.80) realizacija algebre H. B

Ovdje je prezentiran alternativni dokaz za realizaciju (3.86) koja je pronadena
u radu [17]. U navedenom radu dano je nekoliko dokaza koristeéi direktni racun,
formalnu geometriju i strukturu koalgebre. Nas pristup omogucava da pomocu njega
dobijemo realizaciju algebre H i konstruiramo lijevo-desne dualne realizacije sto ¢emo
kasnije i pokazati. Kako smo ve¢ istakli, razli¢itim realizacijama odgovaraju razlicita
uredenja na omotackoj algebri U(g) s obzirom na izomorfizam vektorskih prostora
QX = X = U(g). Sljedeéim rezultatom éemo pokazati da realizacija (3.86)

inducira Weylovo simetri¢no uredenje na U(gy,).
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Teorem 3.2 Neka su generatori od U(gy) dani realizacijom (3.86). Tada Z, zado-

voljava simetrizacijsko svojstvo

(Z k@) >1 = (Z ku:cu> ,m>1, Yk e R™ (3.99)
p=1 p=1

Dokaz

Relaciju (3.99) ¢emo dokazati indukcijom po m. Za m = 1 tvrdnja ocito vrijedi jer
je ,>1 = z,. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki m > 1. Tada po pretpostavci

indukcije imamo

n m+1 n n m
<Z kﬂgeﬂ) >1= (Z mﬂ) > (Z kuxu> : (3.100)
p=1 pn=1 pn=1
Definirajmo polinome
= (Z k#x#> , m>1. (3.101)
pn=1

Realizacija od %, je oblika

Bp=2u+ Y Y awa(CH) (3.102)

k=1 a=1

gdje je ar = (—1)*By/k!. Uvrstavajuéi (3.102) u (3.100) dobivamo

(i k:ﬂi"ﬂ> >1= Z (k‘ T, +Zzakku$a Jua B> P (x ))

pu=1 k=1 a=1
= Pyl —I—ZZakxa (Zk (C*) o > Py )). (3.103)
k=1 a=1

Promatrajmo sada djelovanje matri¢nog elementa (C*),,, na polinom P,,(z). Zak =1

imamo

Clo > Po(x) = mP, 4 Zcupak (3.104)
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Definirajmo koeficijente K, = ZZ:l Clpakp. Za k = 2 vrijedi

(C?) o > P Z Cus > (Cpo > Pon()) = m(m — 1) Prz(2) Y KK ga.
. (3.105)

Lako se pokaze da je za k > 2 djelovanje dano sa

(Ck)ua > Pm(l‘) (m—k Z Z Z kalK/kalﬁka s Kﬂwf'

B1=1 B2=1 Br_1=1

(3.106)
Radi jednostavnosti uvedimo sljedece oznake:
K, = Kua, (3.107)
Kk, = Z Z > Kup K g, Kpa, k> 2 (3.108)
B1=1 Ba=1 Br_1=1
Tada jednadzbe (3.105) i (3.106) mozemo zapisati u obliku
CH)yo > Pra) = —" P k> 1. 3.109
( )MO‘ l> m(x) — m m—k( ) u,a? ( . )
Koristec¢i antisimetri¢nost strukturnih konstanti, C,,» = —C, ., sada slijedi da je
> kKo =YY Cipak, =0 (3.110)
n=1 pn=1 p=1

Sto implicira

ZkﬂKﬁa = Z Z T Z <Z kMKu5k1> K,kallgka s Kﬁla =0, k>1
pn=1

B1=1 B2=1 Br—1=1 \p=1
(3.111)
Sada supstitucijom (3.111) u (3.1()9) dobivamo
k ko _
D Eu(CH)a > Prlz) = (m—k Zk KF, =0, Vk > 1. (3.112)

p=1

Iz prethodne relacije slijedi da drugi ¢lan u relacul (3.103) izcezava, stoga je

n m+1
(Z kuzfcu> > 1= Pq(z). (3.113)
pn=1
Dakle, tvrdnja (3.99) vrijedi za svaki m € N. W
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3.3.2 Lijevo-desna dualnost Weylove simetri¢ne realizacije

U drugom poglavlju smo u prosirenoj algebri H definirali elemente Y, = > " _, X, T, M_al
koji djeluju kao lijevo mnozenje sa X, , Y, » X = XX,, VX € U(g). Oznac¢imo
sa 7, realizaciju od Y,. Tada uvrStavajudi realizaciju (3.80) za generatore X, i Tl;,l
dobivamo

Un = ZiaTJO} - foﬂzua(c)a (3.114)
a=1 a=1

gdje je Q;/w[ = (e*CLb(C))W. Primijetimo da je ¥(t) = e “)(t) takoder funkcija

izvodnica za Bernoullijeve brojeve jer je

ST e

9t) = (t) = ;

k=0
uz konvenciju By = 1/2. Sljede¢im teoremom ¢emo pokazati dasuZ, = > . _| Za¥ua(C) 1
Uy = 22:1%4@%@((3) dualne realizacije Liejeve algebre g, jer inducirani zvijezda-

umnosci zadovoljavaju f * g = gxf, Vf,g € X.

Teorem 3.3 Neka su g i gn Liejeve algebre (3.6) i (3.44). Definirajmo linearna

preslikavanja ¥ : g — A, i ¥ gn — A, sa

n

Y(Xy) =2p = Z%&a(c) i YY) =9, = xa&ua(c)a (3.116)

gdje sup(t) =t/(1—e ) i (t) =t/(e' —1). Tada su inducirani zvijezda-umnosci
Frg= QNG (9) © Fig= Q5 (N2 () (3117)

u lijevo-desnoj dualnosti, tj. fx g = gxf, Vf,g € X.

Dokaz

U teoremu (3.1) smo pokazali da je homomorfizam v realizacija od gj,. Sada ¢emo

pokazati da je 1) realizacija od §j,. Elementi Uy € A, su definirani sa Uy =Dy j:aT;al
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pa iz propozicije (2.1) slijedi da &, i g, komutiraju. Stoga imamo da je

y,LH yl/ Z 'TCM ua ) yl/ (3118)
Iz relacije (2.35) slijedi
T ) =D > CopaTy, T4 (3.119)
B=1 p=1

stoga uvrstavajuéi prethodni izraz (3.119) u (3.118) dobivamo
y,lu yl/] Z Z Z Cﬁpaxa lT 1 (3120)
a=1 g=1 p=1
Koristedi o =Y »_, gjﬁfm, izraz (3.120) mozemo napisati u obliku
il = Y (z S S Co T ) | 121
a=1 =1 p=1

Iz propozicije (3.6) slijedi da operatori TW = (€)1 T ! = (e€);! zadovoljavaju

Qv

sljedeci identitet

Z Z CoopTonTy, = CopoTh (3.122)
a=1

a=1 p=1

Mnozec¢i gornji izraz sa T;ﬁ i sumirajuc¢i po [ nalazimo da

i iicﬂapTanT T8 = —Chun. (3.123)

a=1 =1 p=1

Iz (3.121) slijedi da generatori g, zadovoljavaju komutacijske relacije
y}m yl/ = Z Ouw{yi{ (3124)

stoga je 1 realizacija od §,. Nadalje, s obzirom da je [Z,,9,] = 0, iz propozicije (3.3)

slijedi da su zvijezda-umnosci (3.117) u lijevo-desnoj dualnosti. B
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Poglavlje 4

Kapa-deformirani prostor i neke
realizacije kapa-deformiranog

Euklidskog prostora

4.1 Uvod

Vrlo vazan primjer nekomutativnog prostora u matematickoj fizici je k-deformirani
prostor. Kapa-deformirani prostor u oznaci g, je nekomutativni prostor tipa Liejeve

algebre definiran komutacijiskim relacijama:
(X, X =i(a, Xy —aXy), a,€R 1< pv<n. (4.1)
Iz prethodnog slijedi da su strukturne konstante od g, dane sa:
Chn = 10,0, — 10,0, (4.2)

Liejeva algebra g, predstavlja deformaciju Euklidskog prostora ukoliko je deformacij-
ski vektor a € R™ ili deformaciju prostora Minkowskog ukoliko je a € R}, gdje je R}

n-dimenzionalni prostor Minkowskog ¢ija s metrikom 7, = diag(—1,1,...,1). Povi-
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jesno gledano, k-Minkowski prostor je jedan od prvih primjera nekomutativnog pros-
tora tipa Liejeve algebre [7] i ima vaznu primjenu u specijalnoj teoriji relativnosti, ne-
komutativnoj teoriji polja, te kao jedan od pristupa u proucavanju kvantne gravitacije.

Realizacije k-deformiranog prostora proucane su u radovima [10, 13, 16, 18, 12, 19].

4.2 Linearna realizacija

Pokazimo da postoji realizacija algebre (4.1) koja je linearna u diferencijalnim ope-
ratorima 0y, s, ...,0,. Neka je realizacija od (4.1) oblika Z, = > "_| Za@apu. gdje
je .
Pop = Oap + Y Koy, (4.3)
p=1
Zelimo odrediti koeficijente K,,up tako da vrijedi relacija (3.12), gdje su strukturne
konstante C,,, dane sa (4.2). Uvrstavajuci jednadzbu (4.3) u sustav (3.12) dobijemo

da je
K)\,uzz - K)\u,u + Z Z(K)\,uaKasz - K)\zxaKa,uﬁ)aB (44)
a=1 =1
= Luv + Z Z C,uuocK)\aﬁaﬁ' (45)
a=1 p=1

Prethodni izraz implicira da koeficijenti K, zadovoljavaju sljedeci sustav nelinearnih

diferencijalnih jednadzbi:

K}wy - K/\Vu = Luvxs (46)
Z(KAuaKauﬁ - K)\l/aKauﬁ) = Z C;u/aK/\a,B (47)
a=1 a=1

S obzirom da za strukturne konstante C,, vrijedi relacija (4.2) tada iz (4.6) slijedi
da je
K)\/W — K)\VH = iau(SM — Z'Cl,,é.u)\. (48)
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Prethodno nam sugerira da definiramo
K/\,uu = iauéuz\' (49)

Za ovaj izbor koeficijenta K, obje strane jednadzbe (4.7) iS¢ezavaju pa je stoga
jedno od rjesenja sustava (4.6)-(4.7) dano sa (4.9). Dakle, linearna realizacija k-

deformiranog Euklidskog prostora je oblika:
T, =, +1a, Z Lo Oa, (4.10)
a=1

gdje je funkcija p,,, dana sa Qo = 0oy + 10,0,. Primjetimo da vrijedi limq—o £, =

Ty

4.3 Weylova simetri¢na realizacija

Iz (4.2) slijedi da su matriéni elementi matrice diferencijalnih operatora C (3.59)

jednaki
Co =Y _ ChiawOa = 0,0, — <z - aaaa) Sy (4.11)
a=1 a=1

Ako definiramo vektore retke a = (ay,...,a,) 1 0 = (04, ...,0,), tada matricu dife-

rencijalnih operatora C mozemo zapisati kao
C=ia®0— (ia-0)I, (4.12)

gdje je I n x n jedini¢na matricaia-9 =Y "_, 4,0, Indukcijom po k se lako pokaze
da je
Ct= (-4 ia®0) + (-4, k>1, (4.13)
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gdje je A diferencijalni operator A = ia - 0. Neka je 1 funkcija izvodnica za Bernoul-

lijeve brojeve (3.58). Tada je

C)_I+in(_k‘)
k=1

_I+§:Bk(_

(ZB —Ak) I— (ZB A’“ 1) (ia ® O)

A 1( A

- I —
ed —1 Aled -1

[(—1) A (ia ® 0) + (—1)F A*]

- 1) (ia ® 9). (4.14)

Iz prethodnog slijedi da su matri¢ni koeficijenti 1,,,(C) dani sa

A 1 1 .
w#a(C) = eA—_l@wé + (Z - eA _ 1) za,ﬁa. (415)

Stoga je Weylova simetri¢na realizacija x-deformiranog Euklidskog prostora oblika

= Z xoc'lvb,uoz(c
a=1

A _ 1 1
A_l-l-zau(x-@)(Z—eA_l). (4.16)

Takoder, mozemo odrediti i Weylovu simetri¢nu realizaciju proSirenja Liejeve al-
. . _1 o . ’ “eg . .o .
gebre g,; sa operatorima 7),, 1 7. Navedeno prosirenje ¢emo oznaciti sa H,. Vrijedi

da je

k=1 k=1
LA
=1+ I (ia ®0) + (e — 1)1
_A 1—e™ .
=e I+ " (ia ® 0). (4.17)

(4.18)
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Sliéno se pokaze da vrijedi

et —1
A

Tu_yl = (e_c)uv = eA(S;u/ - iauay (419)

Izrazi (4.16), (4.18) i (4.19) nam daju realizaciju asocijativne algebre H, u kojoj je
sadrzana algebra U(g,). Iz teorema (3.3) slijedi da je dualna realizacija za simetri¢nu

realizaciju (4.16) dana sa

S A _ 1 1
Yu = ;xawua(c) = xum + ZCLM(JT . 0) (Z — m) . (420)

4.4 Simetricnailinearna realizacija k-deformiranog

prostora kao poseban slucaj familije realizacija

U radu [18] je konstruirana familija realizacija k-deformiranog prostora oblika
i, =z, +i(a- )08 +ia,0%Bs) +i(x - 9)(a,m + ia*0,72), (4.21)

gdje su ¢, ;1 funkcije od A =ia-01i B = a*-0?. Za granicne uvjete se zahtjeva da
vrijedi p(0) = 1 te da su §;(0) i 7;(0) konaéni tako da Z,, — x,, kada a — 0. Posebno
su promatrane realizacije u slucajevima kada je 5y = 8o =015y =11 6, =0. U

prvom sluc¢aju dobijena je realizacija tipa I
&, = 2,0+ +i(z - 0)(a, + ia*0,7s), (4.22)

gdje iz (4.1) slijedi da su za zadanu funkciju ¢ funkcije v; i 2 dane sa

(1+22)+¢

M= B} o\ (4'23)
v — (Az5 +2B55)
255
Yo = — . — (4.24)
p — (Az5 +2B35)
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U slucéaju p; = 11 2 = 0 dobijena je realizacija tipa II
ip=xzup+i(a )0, +i(a-9)(a, +ia*d,72), (4.25)

gdje iz (4.1) slijede uvjeti

(1+g—ﬁ)+g0

Y= = —, (4.26)
©— (Aa—ﬁ + 2B8—§)
9 _9(p+ A)22

7, = 24 Lot 4o (4.27)

p— (AZ5 +2B3%)

Za poseban izbor funkcija ¢ mozemo dobiti neke klase jednostavih realizacija tipa
I:
Lijeva realizacija:

Puv = (1 - A)a,uua ® = 1— A, (428)
Desna (linearna) realizacija:
Ly = 5uu + iayau, Y = 1, (429)

Simetricna realizacija:

et —A-1 A

A
v — —5 v ) yau—, = —Q. 430
P = Ca om0 (eA—1)A A — (4:30)
U slucaju realizacije tipa II konstrirana je prirodna realizacija:
o = (—A+ V1 — B)ou +ia,0,, (4.31)

gdje je

p=—-A++1-B. (4.32)
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Poglavlje 5

Diferencijalni racun na

nekomutativnim prostorima

5.1 Uvod

Diferencijalni racun na asocijativnim algebrama je vrlo vazan za razvoj teorijske fi-
zike. Landi je u radu [5] dao konstrukeiju diferencijalne algebre formi za opéu asoci-
jativnu algebru. Konstrukcije diferencijalnog racuna na nekomutativnim prostorima
tipa Liejeve algebre dane su u radovima [5, 11, 13, 14, 15, 16, 21]|. Posebno, konstruk-
cija diferencijalnog racuna na k-deformiranom prostoru je proucavana u radovima
[13, 16, 11, 12|. U konstrukciji diferencijalnog racuna na nekomutativnim prosto-
rima koristi se pristup preko Hopfovih algebri (kvantne grupe) i pristup metodom
realizacija uvedenim u prethodnim poglavljima. Metoda realizacija se zasniva na
deformacijama standardnog diferencijalnog racuna na Euklidskom prostoru ili pros-
toru Minkowskog. U radu [13] konstrukcija diferencijalnih formi i vanjske derivacije
na k-deformiranom prostoru dobijena je koristeci realizacije nekomutativnih koordi-
nata koje su opisane u trecem poglavlju. Vanjska derivacija d i jedan-forme &, na

r-prostoru su definirane kao formalni redovi u Liejevoj superalgebri generiranoj ko-
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mutativnim koordinatama z,, derivacijama d, i jedan-formama dz,. Na taj nacin
dobiven je klasi¢ni nekomutativni diferencijalni racun s obzirom da je broj jedan-formi
&, jednak broju nekomutativnih koordinata. Definirane su forme viseg reda te je po-
kazano da je vanjska derivacija nilpotentni operator koji zadovoljava graduirano Leib-
nizovo pravilo. Realizacije vanjske derivacije i jedan formi su povezane s realizacijama
nekomutativnih koordinata preko sistema parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Poka-
zano je da za danu realizaciju nekomutativnih koordinata postoji beskonacna familija
realizacija derivacija i jedan-formi. Kao pristup konstrukciji diferencijalnog ra¢una
uz metodu realizacija koristi se i konstrukcija bikovarijantnog diferencijalnog racuna
na Hopfovim algebrama [23]. Najvaznije rezultate na ovu temu je dao Woronowicz
u radu [14] gdje se proucava konstrukcija bikovarijantnog diferencijalnog ra¢una na
kompaktnim matri¢nim pseudogrupama (kvantne grupe). Zahtjev da diferencijalni
racun bude bikovarijantan i kovarijantan s obzirom na oc¢ekivanu grupu simetrija do-
vodi do odredenih problema. Prvi rad u kojem se promatrao spomenuti problem je
[11] u kojem je Sitarz proucavao konstrukciju bikovarijantnog diferencijalnog racuna
na ¢etverodimenzionalnom k-deformiranom prostoru Minkowskog. Pokazano je da ne
postoji cetverodimenzionalni bikovarijantni diferencijalni ra¢un koji je i kovarijantan
s obzirom na djelovanje Lorentzove algebre jer dolazi do kontradikcije s Jacobijevim
identitetom za generatore diferencijalne algebre. Konstruirana je diferencijalna alge-
bra koja ima pet jedan-formi od kojih jedna nema klasicnu interpretaciju. Gonera je

generalizirao ovu konstrukciju na n-dimenzionalni prostor [15].

5.2 Diferencijalni racun na algebrama

U ovom dijelu ¢emo navesti osnovne definicije i pojmove vezane za konstrukciju di-
ferencijalnog racuna na unitalnim asocijativnim algebrama. U daljnjem tekstu ¢emo

pod pojmom algebra podrazumijevamo unitalna asocijativna algebra.
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Definicija 5.1 Neka je X algebra nad poljem K. Diferencijalni racun prvog reda na

X je X-bimodul I s linearnim preslikavanjem d: X — T takvim da vrijedi:

1. d zadovoljava Leibnizovo pravilo tj.

2. T =span{x-dy z|x,y,z € X}.

Uredeni par (I',d) se zove diferencijalni racun prvog reda na X .

Definicija 5.2 Dwva diferencijalna racuna (I'y,dy) i (T's,do) na X su ekvivalentna ako
postoji bygektivno preslikavanje p: I'y — 'y takvo da je

olx-dyy-z)=x-dyy-z, Vz,y,z€X.

Primjer 5.1 Kanonski primjer
Neka je A algebra s mnozenjem m: AQA — A u oznaci m(a®0b) = ab, ¥ a,b € A.

Na ker (m) mozZemo definirati strukturu A-bimodula sa:

C (Zak@)bk) :ank®bk7 (51)
k=1 k=1
(Zak@)bk)c:Zak@bkc, Vee A (5.2)
k=1 k=1

Sada definirajmo linearno preslikavanje d: A — kerm sa
db)=1®b—-bx1, Vbe A (5.3)
Lako se vidi da je (ker (m),d) diferencijalni racun prvog reda na A.

Primjer 5.2 Diferencijalni racun prvog reda na algebri polinoma

Neka je X = Clz| algebra polinoma i neka je I' slobodni desni X -modul s bazom

{dz},
I' = span{dx - f(x) | f(z) € C[X]}. (5.4)

93



Poglavlje 5. Diferencijalni racun na nekomutativnim prostorima

Odaberimo polinom p(x) € Clz| i definirajmo
z-dx =dzx-p(x). (5.5)
Relacija (5.5) implicira da je

f(2)-do = do- f(p(x)), ¥ f € Cla]. (5.6)

Sada imamo jedinstvenu strukturu X - bimodula na I" koju ¢emo oznaciti s I'),. Zelimo
definirati preslikavange d tako da (I'p,d) bude diferencijalni racun prvog reda na X.
To znaci da moramo definirati linearno preslikavanje d: X — T koje zadovoljava
Leibnizovo pravilo. Da bi to vrijedilo, definirat éemo d sa
d(z") = Z v dr-2?, n>2. (5.7)
i+j=n—1

i linearno prosiriti na X. Tada za f(z) = Y ¢ _ ana™ € Clz] imamo da je

k

d(f(x) =" > apa'-du-al. (5.8)

n=0 i+j=n—1

Definicija 5.3 Diferencijalni racun viseg reda nad algebrom X je graduirana alge-

bra TN = @02, T (umnoZak A u T je preslikavanje sa T\ x TN™ o TAEm) )

linearnim preslikavanjem d: T — T'" proog stupnja, tj. d: T — T D) takvim da
vrijedi:

1. d*=0

2.d(pANC)=dpNC+ (—1)"pANd(, VYpel™ V(elh

3. TN =X i " = span{xo ANdxy A\ -+ Ndxy, | xo, 21, 2, € X}, n € N,

Uvjet (2) se naziva graduirano Leibnizovo pravilo.
Indukcijom po n mozemo pokazati da se uvjet (3) moze zamijeniti uvjetom:
M0 = X il = X .dl""" D pn € N. Koristedi uvjete definicije (1) i (2) lako se

pokaze da u svakom diferecijalnom racunu nad X vrijede identiteti:
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1. d(xg ANdxy A -+~ ANdzy) = dzg ANdzy A -+ A dxy,
2. (xo ANdxy A ANdxp) A (X1 ANdTpgo Ao AN dTpy)

= (—1)"woz1dzo A ANdxpsg+> o (1) Txodry A Ad(p T 41) - AT

5.3 Kovarijantni i bikovarijantni diferencijalni racun
na kvantnim prostorima

Sada ¢emo uvesti osnovne pojmove vezane za kovarijantnost i bikovarijantnost dife-

rencijalnog ra¢una na kvantnim prostorima.

Definicija 5.4 Koalgebra

Koalgebra je vektorski prostor A nad poljem K s linearnim preslikavanjima

AtA—-A®RA i e A—-K (5.9)

takvima da vrijeds
(A®id) o A= (id® A)o A (koasocijativnost), (5.10)
(e®id)o A= (id®¢€)oA=1id (kojedinica). (5.11)

Koriste¢i Sweedlerovu oznaku za koprodukt
Ala) = Za(l) ®agp), a€A, (5.12)

uvjete (5.10) i (5.11) mozemo zapisati kao

D (aw)m ® (am)@ @ ae) = Y aw) @ (ae)q) @ (a@)e) (5.13)

> ela) @ap =Y aw ®elag) = a. (5.14)
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Definicija 5.5 Koreprezentacija
Neka je A koalgebra i neka je V' wvektorski prostor nad poljem K. Desna koreprezen-

tacija od A na 'V je linearno preslikavanje

p:VoaVeA (5.15)

takvo da vrijeds
(p®id)oy = (id® A)op, (5.16)
(id®€)op =1id. (5.17)

Vektorski prostor V' zajedno s linernim preslikavanjem ¢ naziva se desni A-komodul.

Slicno mozemo definirati lijevu koreprezentaciju kao linearno preslikavanje ¢: V' —
A x V koje zadovoljava analogne uvjete. Ako stavimo da je V = A1 ¢ = A, tada je
A: A — A® A lijeva i desna koreprezentacija jer su uvjeti (5.16) i (5.17) ekvivalentni

s uvjetima koprodukta u koalgebri A.

Definicija 5.6 Kwvantni prostor
Neka je X algebra i neka je A bialgebra. KazZemo da je X desna A-komodulna aglebra

ili desni kvantni prostor ako vrijedi:

1. X je desni A-komodul,

2. desna koreprezentacija p: X — X ® A je homomorfizam algebri, tj. (xy) =
w(x)e(y) i (1) =1®1, gdje je mnozenje u X @ A dano sa (a3 ®by)(as @be) =
(arasz) @ (b1by).

Slicno definiramo i lijevi kvantni prostor.

Neka je X = Aip = A. Tada je desna (i lijeva) koreprezentacija ¢: X — X @ X
homomorfizam algebri i A(1) = 1 ® 1 pa je X desni (i lijevi) kvantni prostor nad
samim sobom.

U daljnjem tekstu ¢emo sa X oznaciti lijevi kvantni prostor za Hopfovu algebru A.
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Definicija 5.7 Kovarijantni diferencijalni rac¢un prvog reda na kvantnom
prostoru
Diferencijalni racun prvog reda I nad lijevim kvantnim prostorom X s koreprezen-

tacijom p: X — A ® X je lijevo kovarijantan ako postoji lijeva koreprezentacija

Pv: ' > ART od A nal tako da vrijedi:

1. p(zpy) = p(@)(p)p(y), Vz,yeX, Vpel,
2. Y(dx) = (id®d)op(z), VzelX.

Uvjeti (1) i (2) povlace da je lijeva koreprezentacija 1) od A na I' kompatibilna s

koreprezentacijom ¢ od A na X te impliciraju da vrijedi

(zdy) = o(x)(id © d)p(y). (5.18)

Drugi nam uvjet govori i da A djeluje na I' na isti nac¢in kao Sto djeluje na X. S
obzirom da svaki p € I' mozemo zapisati kao p = > | x;dy;, 1 je potpuno definiran

koreprezentacijom p: X — A ® X i diferencijalom d: X — T.

Definicija 5.8 Diferencijalni racun viseg reda I'* nad lijevim kvantnim prostorom X
je lijevo kovarijantan s obzirom na A ako postoji homomorfizam algebri ¢™: TN —

AT koji je lijeva koreprezentacija od A na T' takva da je
PMNz)=p(@), Vael=X i ¢"(dp) = (id®d)¢"(p), Vpe™

Kazemo da je diferencijalni racun I' bikovarijantan ako je lijevo i desno kovarijantan

u odnosu na koprodukt A: A —+ A ® A.

Primjer 5.3 Diferencijalni racun na simetriénoj algebri
Neka je X simetricna algebra generirana elementima x1, o, . .., x,. Zelimo definirati

diferencijalni racun viseq reda na algebri I' generiranoj s x;, dx;, 1 = 1,2,...,n za koje
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vrijede relacije:

Tilj = T34, (519)

Koristit éemo oznaku dx;dx; = dx; N\ dxj, gdje N\ oznacava standardni vanjski

umnozak formi. Algebra T' je direkina suma potprostora I' = @;_, I'* gdje je
1. T =X,
2. TF = spanf{ydrg A - Ndrg, |y € X,1 <y <ip < -+ <ip <n}.
Zelimo definirati linearno preslikavanje d: T — T tako da vrijedi:
1. d: Tk — D+
2. d* =0,
3. dwAn)=dvAn+ (=) fwAdy, VYwel* Vnpel.
Prvo definiramo d: X — I'! sa
d(xz;) =dz;, i=1,2,...,n, (5.22)
d(zy) =d(z)y + zd(y), Vaz,ye X. (5.23)
Zatim definiramo d: TF — T*+D sq
d(ydzy A -+ Ndxy) =dy ANdzy A -+ N dxg. (5.24)

Lako se provjeri da za ovako definirani d vrijede svojstva (1)-(3) pa je (I',d) dife-
rencijalni racun viseqg reda na X. Na X je definirana standardna struktura bialgebre
sa

Alxg) =1®@zp+x,®1, e(xg) =0. (5.25)
Ocigledno je A: X — X ® X lijeva i desna koreprezentacija. Sada Zelimo definirati

linearno preslikavanje Ap: I' — X @ I' koje zadovoljava sljedeca svojstva:
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1. A je homomorfizam algebri, Ay |ro= A,
2. Ay je lijeva koreprezentacija,
3. Ap(dp) = (id@d)Ar(p), VpeT.
Ako definiramo Ap: T' - X QT sa
Ap(ydeiy A -+ Ndzg) = Aly) (1 @ dxig A -+ Adzyy), (5.26)

onda se lako pokaze da vrijede svojstva (1)-(3), stoga je (I',d) lijevo kovarijantni

diferencijalni racun viseq reda na X.

5.4 Liejeve superalgebre

U ovom dijelu ¢emo navesti osnovne definicije vezane uz Liejeve superalgebre koje
proucavamo u kontekstu konstrukcije diferencijalnog racuna na nekomutativnim pros-
torima. U daljnjem tekstu ¢emo podrazumijevati da su svi vektorski prostori i Liejeve

algebre nad poljem K = C.

Definicija 5.9 Liejeva superalgebra je Zo graduirani vektorski prostor g = go P g1

zajedno sa bilinearnim preslikavanjem [,]: g X g — g takvim da vrijedi:
1. [0, 85] C Gatp, Yo, € Zy (Zy-gradacija),
2. [a,b] = —(=1)l9Pl[b, a] (graduirana antismetricnost).

3. (=Dlellel[q, [b, c]] + (=1)elPl[b, [c, a]] + (=1)lel[¢, [a, 8] = 0, Va,b,c € g, (gradu-

irani Jacobijev identitet).

Umnozak [,] nazivamo Liejev superkomutator. Stupanj homogenog elementa a € g;

oznacavamo sa |a| i definiramo sa |a| = 0 ako je a € go (parni elementi) i |a] = 1
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ako je a € g; (neparni elementi). Stupanj elementa [a, ] je suma stupnjeva od a i b
modulo 2. Parni dio gy Liejeve superalgebre je Liejeva algebra, a ukoliko je go = 0,

tj. ako g sadrzi samo neparni dio, tada je g Abelova.

Primjer 5.4 Za svaku asocijativnu superalgebru A = Ay ® Ay moZemo definirati

superkomutator za homogene elemente iz A sa:
[,y) = ay — (1)l ya (5.27)

i linearno ga posiriti na sve elemente iz A. Algebra A je sada zajedno sa tako defini-

ranim superkomutatorom Liejeva superalgebra.

Definicija 5.10 Neka je A Zy graduirana algebra nad poljem C. Linearno preslika-

vanje D: A — A stupnja o € Ny za koje vrijedi
D(ab) = D(a)b+ (=1)*D(a)b, VYa,b € A. (5.28)

nazivano lijevom superderivacijom. Slicno, D nazivamo desnom superderivacijom

stupnja o ako vrijeds
D(ab) = aD(b) + (=1)*FlaD(b), Ya,b € A. (5.29)
Vrijede sljedeca pravila za racunanje superkomutatora:

[1’,y2] = [x,y]z + (_1>|x\|y|y[x’ Z]? (530)

lyz, 2] = ylz, 2] + (=) [y, 2]z, Va9, 2 € g. (5.31)

Definicija 5.11 Neka je g Liejeva superalgebra nad poljem C i neka je U unitalna
asocijativna C-algebra. Tada je U zajedno sa linearnim preslikavanjem o: g — U

unwwerzalna omotacka algebra od g ako vrijedi:

60



Poglavlje 5. Diferencijalni racun na nekomutativnim prostorima

o([z,y]) = o(x)o(y) — (=1)c(y)o(z), * € g, y € g (a,b=0,1). (5.32)

2. Za svaku unitalnu associjativnu C-algebru U’ i C-linearno preslikavanje o' : g —
U’ za koje vrijedi (5.32), postoji jedinstveni homomorfizam algebri p: U — U

takav da je poo =0 .

Omotacku algebru mozemo konstruirati na sljedeéi nacin. Neka je T'(g) tenzorska

algebra od g i neka je I dvostrani ideal generiran elementima
{zey— (D" 0z—[r,y, r€gs y€ o (a,b=01)} (5.33)

Oznacimo sa U(g) kvocijentnu algebru T'(g)/I. Neka je o: g — U(g) restrikcija na g
kvocijentnog epimorfizma 7: T'(g) — U(g). Tada je (U(g), o) univerzalna omotacka
algebra za Liejevu superalgebru g. Sljedeci teorem je generalizacija PBW-teorema za

univerzalnu omotacku algebru Liejeve algebre g.

Teorem 5.1 Neka je {xi,...,z5} uredena baza za g koja se sastoji od homoge-

nih elemenata. Tada je skup svih elemenata oblika {x}*---zPs | p; > 0 i p; =

0,1 za neparne elemente z;, ¥0 =1} baza za U(g).

Sada ¢emo konstruirati Liejevu superalgebru g koju ¢emo dobiti prosirenjem
Liejeve algebre gq sa jedan-formama. Neka je go = span{Xi,...,X,} 1 neka je
g1 = span{&y, ..., &n . Elemente baze od gg interpretiramo kao koordinate na neko-

mutativnom prostoru U(gg), a elemente baze od g; kao jedan forme. Liejeva superal-
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gebra g = go @ g1 nad poljem C je definirana na sljede¢i nacin:

[X,Lu XI/] - i CuVaXQH (534)
a=1
[€: &) =0, (5.35)
[5}17 Xl/] - Z Kuuafa' (536)
a=1

Strukturne konstante C),,o 1 K, zadovoljavaju Jacobijeve identitete:

n

Z(Cuapcpﬂu + Caﬁppr + CﬁupCpaV) =0, (5-37)
p=1
Z K)\uaKalzB - Z K)\,uach,B + Z C,ul/aK/\a,B =0. (538)
a=1 a=1 a=1
Bazu od g mozemo oznaciti sa {Z1,..., Zp1m} gdje je Z; = X;, i = 1,...,n i
Zivn =&, 1 =1,...,m. Stupanj elementa Z; definiran je sa:
0, 1<i:<n
| Zi| = (5.39)

1, n+1<i<n+m.

Elementi baze od g sada zadovoljavaju superkomutator:

n+m

2, 2) = AwaZa, (5.40)
a=1

gdje su strukturne konstante A, dane sljedecom tablicom:

1.
Civa, 1Zp,v<n, 1<a<n,
Ao = (5.41)
0, 1<puv<nn+l1<an+m.
2.
0, 1<pm<n l1<v<m l<a<n,
Apmtvya
—Kopa—ny, 1<p,<n, 1<v<m,n+l1<a<n+m

(5.42)
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Aptyinir)a =0, 1< pv<m, 1<a<n+m. (5.44)

Kao posljedica graduirane simetrije i graduiranog Jacobijevog identiteta za elemente

baze Z, slijedi da je:

Ao = —(=1)M A4, (5.45)
n+m
> (=D)AL Asas + (D) A Apas + (=DM AL 0 Ayeg) = 0. (5.46)
a=1

5.5 Prosirenje Liejeve superalgebre

Analogno kao u prvom poglavlju Liejevu superalgebru g mozemo prosiriti Abelovom

familijom generatora {7}, | 1 < p,v < n+m} za koje vrijede relacije:

[Tum Taﬁ] = Oa (547)
n+m

[T,U«l” ZA] = Z A,u)\ozTaV- (548)
a=1

Radi jednostavnosti uvodimo sljedece oznake za T,

Ty, =Tw, 1<pv<n, (5.49)
T2, = Tynv), 1<p<n, 1<v<m, (5.50)
15, = Toipw: 1<p<m,1<v<n, (5.51)
T = Tnswntr), 1< v <m, (5.52)
gdje stupnjeve od 7}, definiramo sa:
T, 1=0, |T3|=1, |T;l=0, |T,|=0. (5.53)
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Iz relacije (5.48) slijedi da je:
;wv ZC;LAa av? (554)
uw Z K)\uoc av?’ (555)

;uﬂ Z C,u/\a av? (556)

/,Lw Z KAHCX av) (557)
T, X Z 3, (5.58)
[T5,,6\] =0, (5.59)

T, X Z el (5.60)

[ uwg)\] =0. (561)

Progirenje superalgebre g sa operatorima T}, ¢emo oznaciti sa g”. Elementi baze
{Z\, T | \p,v = 1,2,...,n +m} od g* zadovoljavaju relacije (5.40), (5.47) i
(5.48). Pokazat ¢emo da je relacijama (5.40), (5.47) i (5.48) definirana struktura
Liejeve superalgebre, tj. provjerit ¢emo da su zadovoljeni svi Jacobijevi identiteti.

Jacobijevi identiteti
[Tap: Xul, Xo] + [ X Xo], Togl + (X0, [Tag, X, (5.62)

- Z [Z Ca/ﬂicnup + Cumcmp + CW%CWP} Tplﬁ =0.

H uv ] 55] [[XavfﬁL ,uz/] [557[ ) ]] (563)
- Z Z Kﬁal) PUK Z Kﬁup par T Z Clj,apKﬁpK =0
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proizlaze iz (5.37) i (5.38), dok
[T §als €8] + [[6ar €8], T — (€55 [T Sull = (5.64)
proizlazi iz (5.55) i (5.59). Relacija
175 Xl Xo] + [[Xp0, X ], Tag] + (X0, [Toig, Xl = 0 (5.65)
se pokaze jednako kao i (5.62). Identiteti

— [Ty, Xal, €6] + [[Xa, €61 T + (€6, [T, Xl] (5.66)

- Z Z Kﬁ“p POk Z Kﬁaﬂ pUK + Z CaupKﬁpm = 07
k=1

H /,nga] gﬁ] [[€a7§B]aT3y] - [5 [ ;wvgu]] - (567)

slijede iz relacija (5.57) i (5.61). Nadalje, vrijedi

(T2, Xul, Xo] + [[X, X ]’Tc:jﬁ] + X0, [T5s, Xul] (5.68)
—z; 2 wp K par Z pap pﬂn+icaﬁpKupﬁ}Tsu:0>
dok
[T, Xals 6] + [[Xa €8], Ti) + (€5, [T, Xull = 0, (5.69)
[T €al, 6] + [[6as 8] T — (65, [T €ul] =
proizlazi iz relacija (5.58) i (5.59). Konacno, za operatore T, relacija (5.38) implicira
da je
[Tops Xl Xo] + [ X, Xo], Tap] + [Xo, [T, Xo] (5.70)
—z; Z KuppKpoar — Z nop pﬂm“‘zcaﬁp uon| Ty = 0
i
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a iz relacije (5.61) slijedi da je

H o ] 5/3] [[Xavfﬁ]?Tju] [5&[ uwo H =0, (5'71)
[[ ,uwgoé] 5,3] Hgaagﬁ]v MV] [§5 [ ,u,wg,u]] =0

Teorem 5.2 Neka je g* Liejeva superalgebra generirana bazom {Z\, T | N\ p,v =
1,2,...,n + m} ¢iyi elementi zadovoljavaju relacije (5.40), (5.47) ¢ (5.48). Tada
postoji lijevo djelovanje U(g*) @ U(g) — U(g) univerzalne omotacke algebre U(g")

na U(g), a @ b — a » b, definirane sa

1>f:f7 ZM’f:Zva (572)
T,w»1=65,1 (ab)»Z=aw (b Z),¥VZcU(g),Ya,b € U(g"), (5.73)

n-+m

> (f9) =Y (=)W T > [)(Tor » g), Vf,9 € Ulg)- (5.74)
a=1
Dokaz
Dokaz provodimo u nekoliko koraka.
1. korak
U prvom koraku dokaza pokazat ¢emo da je djelovanje operatora T}, na generatore
Zy € U(g) jedinstveno odredeno komutacijskim relacijama na U(g") uz pretpostavke

(5.72)-(5.73). 1z relacije (5.48) i normalizacijskog uvjeta slijedi da je

n+m
[Ty, Za) > 1= (D ApraTow) > 1 (5.75)
a=1
T » (Zyw 1) — (=1) T2 7, (T, > 1) ZA,W " (5.76)
T » Zy = (=1)TwliZls 7y + Ay, (5.77)
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Iz relacije (5.77) dobijamo sljedeéu tablicu za djelovanje operatora Tl’jy, k=1,2,3,4

na generatore Zy = Xy, 1 Zyin =&\ ¢
Ty, » Xx = 0wXx + Conv,
ij > 5)\ = 5ul/€)\7
T2, » X\ =0,

Tiy > 5)\ = _KA;U/’

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

T, > X, =0, (5.82)
T, > & =0, (5.:83)
T, » Xy =6, X+ Ky, (5.84)
Ti & = 0,6 (5.85)
(5.86)

Da bi dokazali da vrijedi relacija (5.74), prvo moramo dokazati sljede¢u tvrdnju.

Tvrdnja
Th > (fg) = [TF,, f]» g+ (—1) T f(TE » g), Vf, g€ Ulg), k=1,2,3,4.
(5.87)
Iz definicije superkomutatora imamo da je
[Ty, fgl » 1=Tp, » (fg) — (=)0 fg (T}, » 1), (5.88)
S druge strane koristec¢i graduirano Leibnizovo dobivamo
(T, fg)» 1= ([T}, flg + (= 1) F(T, g]) w1 (5.89)
= [T, S1 % g+ () TWVIF(TE, e g) — (~)Tl8lfg(Th e 1) (5.90)

Usporedujudi izraze (5.88) 1 (5.90) slijedi tvrdnja (5.87). Nadalje, relaciju (5.74) ¢emo
dokazati promatrajuci posebno slucajeve za generatore Tl'fy, 1 <k <4. U tusvrhu

dokazat ¢emo sljedece cetiri tvrdnje koje vrijede za svaki f, g € U(g).
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Tvrdnja 1.
W > (f9) = (T » NI, » 9). (5.91)
A=1
Tvrdnja 2.
=Y (TAH» (T, > 9) 1) Z (T}, » ) (T2 »q). (5.92)
A=1
Tvrdnja 3.
> > (fg) =0. (5.93)
Tvrdnja 4.
L (f9) =D (T » )T, » g). (5.94)
A=1

Dokaze ¢emo provoditi indukcijom po stupnju od monoma f, dok je g € U(g) monom
proizvoljnog stupnja. Opcenito je monom f € U(g) oblika f = Z*Zy* ... ZWim €
U(g) stupnja |v| = Y70 " 1. Za k = 1 iz relacija (5.54) i (5.87) slijedi

X/\g ZCM,\Q > g +X)\(TJV > g)

= Z(C;m + 040 X0) (Th, > 9) = ) (Tho » X0)(Th, > g),  (5.95)

a=1 a=1

a iz relacija (5.55) 1 (5.87)

Sag ZKauB Tﬁy > 9) + fa( > g)
B=1

n n

= (0&)(Th, > g) = > (Thy » &)(TH, » 9), (5.96)
=1 A=1

¢ime smo pokazali da vrijedi

n

T, » (Zag) = > _(Thy » Za)(Th, » 9). (5.97)
=1
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za svaki monom Z, stupnja jedan. Kao korak indukcije pretpostavimo da (2.12)

vrijedi za sve monome [ stupnja k. Tada je za monome stupnja k + 1

T, » (Z0f)9) =D _(Tho » Z3)(To, » (f9))

a=1

Sl

n

(D _(Ta ™ Z0)(Tas » F)(T5, > 9)

1 a=1

(Tﬁg > (Z0)) (T3, » 9), (5.98)

B

Sl

¢ime smo dokazali da relacija (5.91) vrijedi za sve monome f € U(g) te je linearno
mozemo prosiriti na sve elemente iz U(g).

Tvrdnja (5.93) slijedi trivijalno iz (5.82) i (5.83), a tvrdnju (5.94) dokazujemo ana-
logno kao i prethodnu. Iz (5.60) i (5.87) slijedi da je

T;ilu > (Xag) = ZKMOU\(Ti/ > g) + X (T)L\ll/ > g)
A=1

= (Kpan + 00 Xa) (Th, » 9) = > (T » Xo) (T, » g).  (5.99)
A=1 A=1

a iz (5.61) i (5.87) dobivamo

m

> (gag) = Z(é,ukfa)(T;\lu > g)

A=1
=S (&) (Th, » 9) = Y (Th » €)(T, » 9). (5.100)
A=1 A=1

Neka je f € U(g) monom stupnja k. Koristeéi slucaj za n = 11 pretpostavku indukcije

imamo da je

(Tox » Za)(Ty, > (f9))

Ms

T » ((Zaf)g)

>
Il
—

Z o » Za) TAB > f))(TZ%V > g))

A=1

Ms

™
~
_

(Ts » (Zaf)) (T3, » 9). (5.101)

T
I
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Tvrdnja (5.94) je sada dokazana za Vf € U(g). Konacno, tvrdnje (5.91),(5.93) i
(5.94) ¢emo iskoristiti da bi dokazali tvrdnju (5.92). Iz (5.56) i (5.87) imamo da je

>
—_

(Tyix » Xa)(T, » 9)

A=1

m

|TV||Xa|Z > ) +Z (T2, » Xo)(Th, » 9),

-1
gdje smo u zadnjem redu koristili relaciju T, » X, = 0. Koristeéi (5.57) i (5.87)
dobijamo da je

Eag Z fa Z Kaup )

p=1
‘Tuy|‘§a| Z > goc T)\V S g —+ Z } ga » g) (5102)
p=1

Tvrdnju (5.92) smo sada dokazali za sve monome Z,, € U(g) stupnja 1. Pretpostavimo
sada da tvrdnja vrijedi za sve monome f € U(g) stupnja k. Iz prethodno dokazanog

te iz tvrdnji (5.91), (5.94) i pretpostavke indukcije slijedi da je

T2 » (Zofg) = Z i > Za)(Ty, » (f9))

1)1ZallT2| Z T, » (f9))
— Z (Z(TjA > Z.)(Txs » f)) (T4, » 9)
B=1 \\=1

1)/l Z (Z T2, Z.)(Ths » f)) (T5, » 9)

1) el T3 Z (Z (T}, » Zo)(T)s » f)> (T5, » 9)

(T2 » (Zaf) (T4, » g) + (=) 2N (T w (20, 1))(TF, > 9).

1 6=1

Ms

=
Il
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2. korak

U drugom dijelu dokaza pokazat ¢emo konzistentnost djelovanja od 7}, sa relacijama

(5.54)-(5.61) koristeci jednadzbu (5.74). Za svaki monom f € U(g) imamo da je

[Tl X/\] > f - ij > (X)\f) - X)\<T;}1/ > f)

pv?

= Z((SHQX)\ + O“)\a)(T;V > f) - X)\(T;}V > f)

a=1

(3G >
a=1

[T;iwg)\] > f = ij > (gkf) - g)\(T;iu > f)

- Z(éuaf/\)(Talu > f) — X)\(T;V S f)
a=1

= _<Zn:K)\HCVT21/> > f?
a=1

(17, XAl » [ =T, » (Xaf) = Xa(T5, » f)

pv

= (75, » X)(T2, > f) = XA(T2, » f)
a=1

= Z((;NQX)\ + O“)\a)(To%y > f) - X)\(Til/ > f)

a=1

(XG> 1
a=1

[Tiwfk] > f = Tiy > (€Af) +§/\(T,31/ > f)

m

(Tyo ™ (T, > f)

Q
I

M-

A
I
—

[
NE

( - K)\,U,OlT(;ly> > f7

Q
Il
—

(ij > 5&)(Tp21/ > f) + éA(Tiu > f)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)
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[T3 X)\] > f - T,Sl/ > (X/\f> - X)\(Tju > f)

pv?
= O (Z Kﬂ)\aTagu> > fv
a=1

(15,6 » [ =T, » (&f) — &I, » f) =0,

[Th,, X0 » f

p

[
NE

(T/ila > X)\)<Tsy > f) - X/\(T;ily > f)

a=1

|
NE

(5MC¥X>\ + Kﬂ)\a)(Téu ’ f) - X)\(Tﬁy » f)
1

Q
Il

I
M

Ku/\aTiy> > f7

1

(e}

[T/ilwg)\] > f = Z(Tﬁa > gk)(Toilu > f) - éA(T:LLl/ > f)

a=1
m

- Z <(5uaf/\(Ta4u > f)— Xg(T;lV > f)) = 0.

a=1

3. korak

Tiv > (XaXﬁ) = 6HVX0¢X5 + C#BVXa + CWVXB + Z Cuapcpﬁv

p=1

Th, » [Xo Xs] = 0, [Xa, X5 + Y (ClapCosy + CppClan)-

p=1

(5.107)

(5.108)

(5.109)

(5.110)

Nadalje, trebamo pokazati da je djelovanje generatora T [fV dobro definirano, tj. da
je konzistentno sa relacijama (5.34)-(5.36). Pri dokazivanju konzistentnosti koristimo
jednadzbu (5.74) i Jacobijeve identitete (5.37) i (5.38). Za djelovanje generatora T},
iz (5.74) slijedi da je

(5.111)

(5.112)
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S druge strane je

anﬁpX ) = 5#1/ XaaXB Z aﬁp PRV (5'113)

p=1

te iz Jacobijevog identiteta (5.37) slijedi

Ty, » ([Xa, X5] — Z Copp X))

= Z(OW,,CPBV + CapClo + CoupChos) = 0. (5.114)

p=1

Nadalje, iz (5.74) imamo
P (Eals + E560)
_ Zn;(%ﬁa)(%éa) " iwﬂpﬁm(aﬂy&a)
p= p=
= 0 (adp +858a) = 0, (5.115)

te

Lo (EaXp — Xpéa — Z Kopréy)

A=1

= ;uxfaX,B + C,uﬁl/ga - C;,L,BVSOA - 5,111/504)(6 - Z Ka6A§A5uV = 0. (5116)

A=1
Za T}, konzistentnost trivijalno slijedi iz Cinjenice da je T}, » Zy = 0. Provjerimo

sada konzistentnost za Tﬁy. Imamo da je

Th, » (XaXp) = 6,0 XaXs + KXo + Ko Xs + Z K o0, (5.117)
p=1
iz Cega je
T, » [Xon Xa] = 0 (Xa, Xa] + Y (KpapKpsw — KoK par)- (5.118)
p=1
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S druge strane je
T;ilu > (Z Ca,@p ) - 5uu XouXﬁ Z Oaﬁp LY (5119)
p=1
a iz Jacobijevog identiteta (5.38) slijedi

Th, » ([Xa, X5] — Z CspX,)

= (Z KuaprBV - Z KuﬂpraV Z +CaﬁpruV) = 0. (5‘120)

p=1 p=1 p=1

Iz relacije (5.74) se lako pokaze da je

" P (Cas + Eata)

m

Z Mpga prﬁ +Z upéﬁ pvga 5111/(5@56"'565@) =0 (5‘121)
p=1

) > (gaXﬂ - Xﬁga - Z KOZBA&A)

= OubaXs + Kupulo — Kupuba — 6€aXp = Y Kagréabyuw = 0. (5.122)

Konzistencija djelovanja generatora T2 S relacijom (5.34) slijedi trvijalno jer je T,fl, >

X = 0. Pogledajmo sada djelovanje T2, » [£,,&5]. 1z (5.74) imamo da je
> (Salp) = z o P &a) (Ty, » &5) — Z(Tﬁ,\ > &) (T3, » &)
A=1 p=1
Ka;wgﬁ + Kﬁyu€a7 (5123)

iz Cega slijedi da je
o P (Eabs +Es6a) = 0. (5.124)

Konac¢no, imamo da je

2> (6aX5) = =Ko X5 — > KapnKp, (5.125)
A=1
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a
Tiu > (X,B£Oé> = _KOé,LLVXﬁ - Z CpoKapy- (5126)
p=1
S druge strane je
Z Kaprén) = Z KaprKxuw, (5.127)

pa iz Jacobijevog identiteta (5.38) slijedi da je
> ([€as Xg] — ZKQ,BASA = 0. (5.128)

Provjerimo jos i da je djelovanje konzistentno sa relacijom (5.47). Imamo da je

(TopTw) » Zx =Top » (T » Z))
=Tz » ((_1>‘THVHZA‘5MVZ>\ + Cu/\u)

= (_1)|pr\|ZA\(_1)|To43\lle(gwgaﬂzA + (_1)\Tuu||ZA|5WCa/\ﬂ + 003Curs- (5.129)

Iz prethodnog slijedi da za svaki Z, = X\ 1 Zy;, = & vrijedi da je [T,,Tag] »

Zy =0, iz ¢ega se indukcijom pokaze da tvrdnja vrijedi za svaki monom f € U(g). B

Lema 5.1 Neka je f = Xi' - Xk € U(go) monom. Tada vrijedi

n+m

IZnf = (Tn ™ )2y, (5.130)
p=1

V=X XEn € U(go), Y20 = X, Zagn =

Dokaz Dokaz provodimo indukcijom po stupnju monoma f = X* ... Xk € U(g,).
Neka je f = X,. Tada iz komutacijskih relacija (5.40) i (5.78) slijedi

XoXo = Xo X0+ > CrapX

p=1
= (03 Xa + Chrap) X,
p=1
n n+m
=D (T, » X)X, = > (T, » Xa)X,,, (5.131)
— p:l
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a iz (5.40) i (5.84)

gAXa = XagA + Z K)\apgp

= Z((S,\an - K/\ap)fp

p=1
n n+m
=D (T, » Xo) = D (Th, » Xa)&, (5.132)
p=1 p=1

¢ime smo tvrdnju dokazali za sve monome f = X, € U(go) stupnja jedan. Pretposta-
vimo sada da tvrdnja (5.170) vrijedi za sve monome f = X' ... X*» € U(g,) stupnja

k. Imamo da je

n—+m
(ZAXa)f = Z(TM > Xa)(pr)
=1
:+mn+m n+m
=" (T » (D> Xa)Zs =Y (Tas » (Xaf))Z5
p=1 B=1 B=1

Analogno kao i u prvom dijelu, superalgebru g mozemo prosiriti generatorima S, .

Teorem 5.3 Neka je g% Liejeva algebra sa bazom {Z, S, | 1 < A\ p,v < n+m}

¢iji elementi zadovoljavaju superkomutator (5.40) i relacije
[Sa,ﬁa S;w] =0, (5.133)

n+m

Sy, Z Z AorwSpa- (5.134)

Tada postoji lijevo djelovanje w: U(g?) @ U(g) — Ul(g) za koje vrijedi:

e f=Ff, Z.»[f=2.F, (5.135)
Sw»1=03,1 (ab)» Z=aw (b» Z),VZ €U (g),Va,be U(g"), (5.136)
n+m
> (f9) =D (=D)IlN(Se, > f)(Sua » 9), YS9 € Ulg). (5.137)
a=1
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Dokaz Konzistentnost djelovanja generatora S, sa relacijama (5.40), (5.133) i
(5.134) te svi Jacobijevi identiteti se dokazu analogno kao i u prethodnom teoremu.
Ovdje ¢emo samo dokazati da vrijedi tvrdnja (5.137). Iz pretpostavki (5.135)-(5.136)
i relacije (5.134) slijedi

n+m

(S, Zo] » 1= —( 3 AWSW) > 1
a=1
S W Zy = (=1)5wlZls 7y — A, (5.138)

Definirajmo generatore S*

s 28k =1,2,3,4 analogno generatorima Tﬁy. Tada imamo

sljedecu tabilicu djelovanja operatora S l’jy na elemente baze Zy:

Sy » Xa = 6, Xx — Cus, (5.139)
Sy ® Ex = 0ux, (5.140)
S2,» X\ =0, (5.141)
S, w6 = Ky, (5.142)
Sp, > X5 =0, (5.143)
Spy & =0, (5.144)
Sy ® Xo = 0, X5 — Ky, (5.145)
Sy » Ex = O (5.146)

Da bi dokazali formulu za djelovanje (5.137) dokazat ¢emo prvo sljedece tvrdnje za
svaki f,g € U(g).
Tvrdnja 1.

n

Sy ® (f9) =D (S, » )(Spr » 9). (5.147)

A=1
Tvrdnja 2.

n

S2, (fg) = _(S3, > [)(Sh » g) + (1)1l (85, » £)(S25» g). (5.148)
B=1

A=1
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Tvrdnja 3.
Sy, (fg)=0. (5.149)
Tvrdnja 4. .
S ® (f9) =D (S, » [)(Sis > 9)-- (5.150)
A=1

Po analogiji s prethodnim teoremom dokaze tvrdnji ¢emo provoditi indukcijom po
stupnju monoma f € U(g), dok je g € U(g) monom proizvoljnog stupnja. Za n = 1
iz formule (5.87) i relacije (5.134) slijedi

Sh » (X29) = =Y Coro(She » 9) + Xa(Sh, » 9)
a=1

n

= Z(_Co&\u + 5vaX>\)(S;£a > g) = Z(Sclw > X/\)(S;lm > g), (5.151)
a=1

a=1

te

n

Sh ® (E29) = Z((Sua&)(sﬁa > g)

a=1

= (50, > E&)(Sha > 9), (5.152)

¢ime smo dokazali slu¢aj n = 1. U koraku indukcije pretpostavimo da relacija (5.147)

vrijedi za sve monome f stupnja k. Tada je za monome stupnja k + 1

n

S/.lw > ((Z)\f)g) = Z(Solw > Z>\)<S;1LC! > (fg))

a=1

Sl

n n

=3 (Do(Sh > Z0)(Sha > 1) (Shs > 9) = D(Sh, > (Zaf)(Shs > ).

B=1 a=1 B=1

(5.153)

¢ime smo dokazali da relacija (5.147) vrijedi za sve monome f iz U(g) te je linearno
mozemo prosiriti na sve elemente iz U(g).

Tvrdnja (5.149) slijedi trivijalno iz (5.143) i (5.144). Tvrdnja (5.150) proizlazi iz
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(5.87) i (5.134), tj. vrijedi

Sio» (Xag) == Kaxn(Sh, » 9) + Xa(Sh, » 9)
a=1
= Z(_KMV + 5vaX>\>(S;1m > g) = Z(S;lw > XA)(‘Sﬁa > g), (5.154)
a=1 a=1

> (6n9) = Z (60a&2) (Sua ® 9)

MSH

(Saw » ) (Spa » 9)- (5.155)

Il
i

U koraku indukcije pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za monome f stupnja k. Tada

je

S ® (Z01)9) = D _(Say, » Z3)(Spa ™ (f9))

NE

—

«
n n

Sl

=3 (D088 > 20(Sh > 1) (Sks > 9) = (S5, > () (Sks > 9).
B=1 a=1 B=1
(5.156)
Pokazimo sada tvrdnju (5.148). Iz (5.87) i (5.134) slijedi
wa > (X)\g) = = ZKa)\V(Sia > g) + X)\(S/_Q,,y > g)
a=1
= (6arXa — Kaxs)(So0 » 9) = Y (Sh, » X3)(S2, »g)  (5.157)
a=1 a=1
i
f,\g Z K)\azz gA( )
Z o » ) (S > 9) = D (S5 » E)(SEs e g). (5.158)
B=1
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Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za sve monome f € U(g) stupnja k. Iz pret-

hodno dokazanog te iz tvrdnji (5.147), (5.150) i pretpostavke indukcije slijedi da je

3

S2w (Zafg) = (52, % Z:)(Sha » (f9) + ‘f"%‘z > 2)(S%5 > (f9))

a=1

n

=3 (82, » Z3)(Sk, » f)(SL, > )

p=1

m

|f||55|Z(Z Sﬂu>ZA Sgg’f))( )

1171825 Z DIISE(S3, e Z)) (S5 £))(S2, > g)

n

= (S5, % (Za)(Sps > 9) 1) M1 Z > (Z,1)(Sk, » 9).

0=1

(5.159)

Lako se pokaze da relacija (5.137) slijedi iz tvrdnji (5.147)-(5.150). W

Lema 5.2 Neka je f = Xi' - Xk € U(go) monom u varijabli Xy. Tada vrijedi

n+m

fZ)\ - Z Zp(‘s)\p > f), (5160)

p=1

V=X Xk e Ulgo), V2o = Xy, Zain = En.

Dokaz
Dokaz provodimo indukcijom po stupnju monoma f € U(gg). Neka je f = X,. Tada
iz komutacijskih relacija (5.40) i (5.139) slijedi

XaX/\ - X)\Xa - Z C)\apo - Z Xp(é)\an - C)\ap)

p=1 p=1
n n+m
=) X, (S, > Xa) = X,(Sx, > Xa), (5.161)
=1 =1
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dok relacije (5.40) i (5.145) povlace

Xabr = &Xa ZKMpép pr Orp X = Kap)

p=1 p=1
n+m
= ng(sﬁp > Xo) =D &S, > Xa). (5.162)
p=1 p=1

Time smo tvrdnju dokazali za sve monome f = X, € U(gg) stupnja jedan. Pret-
postavimo sada da tvrdnja (5.160) vrijedi za sve monome f = XI' ... X*» ¢ U(go)

stupnja k. Sada je
n+m
f(XaZ/\) = f( Z (S)\p | Xa)
=1
+

z S,\/,VX)

n+m n—+m
Z > Z5(Spa > £)(Sap » Xa) = Y Zp(Sap > (fXa)).  (5.163)
p=1 p=1 B=1
|
Analagno kao i u drugom poglavlju algebre U(g”) i U(g®) mozemo uloziti u uni-
talnu asocijativnu algebru generiranu sa {Zx, Ty, S | A\, v = 1,2,...,n+m} u

kojoj vrijedi

n+m n+m

Z TpaSaV = Z S,uozTaZ/ = 5,uy- (5164)
a=1 a=1

5.6 Realizacija Liejeve superalgebre g

Neka je A,, ., Clifford-Weylova superalgebra generirana bazom {z;, D, | i,7 =1...n+
m}, gdjeje z =, i =1,....n, gy =6, i =1,....miD; =0;, j=1,...,n,

Djin, =qj, 3 =1,...,m. Stupnjeve generatora definiramo sa:
2| = [0u] = 0 (5.165)
10u] = lgu| = 1. (5.166)
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Komutacijske relacije medu generatorima su dane sljede¢im superkomutatorima:

[z, 2] = [0;,0;] =0, [0;, x| = by, (5.167)
[0:,05] = lai, q5] = 0, [0i,¢;] = dsj, (5.168)
[i,0;] = [24,q5] = [0;,0;] = [0, 5] = O, (5.169)

gdje je superkomutator definiran sa [a,b] = ab — (=1)lPlpa, Va, b € A, ,,. Neka
je sa flnm oznaceno upotpunjenje Clifford-Weylove superalgebre A, ,, s obzirom na

stupanj diferencijalnog operatora D,, u=1,2,...,n+m.

Teorem 5.4 Realizacija Liejeve superalgebre g definirane sa (5.34) — (5.36) je mo-

nomorfizam Liejevih superalgebri p: g — Anm definiran na elementima baze sa

- Z JZQ@ZJ(C
a=1

P(&u) = O, (5.171)

Z K&w ~45 (5170)
146=1

Ms

Y

gdje je gdje 1,,(C) ozncava (p, a)-ti element matrice

00 1 k
:Z< k') B,CF, (5.172)
k=0 )

a C=[CL] jen xn matrica diferencijalnih operatora u kojoj su elementi dani sa

C/w = Zzzl Cuavaa'
Dokaz Da bi dokazali teorem trebamo provjeriti da vrijede relacije
[2(X,), (X)) =D Cuvatp(Xa), (5.173)
a=1

[p(&u), 0(&)] =0, (5.174)
(&) Z wasp(Ea)- (5.175)
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Promotrimo prvo sljedeé¢u relaciju
[90<Xﬂ>7 ()O(XV)]

= [ eattOho = 303 Kbt 3 ©

Ms

Y Kbl

a=1 =1 é=1 k=1 p=1
— | Y 20t(Cyas D wst(C)ug| + [ZZK&W 5 0 D Kunbeay| (5.176)
a=1 B=1 y=1 6=1 k=1 p=1

Prvi ¢lan slijedi iz teorema (3.1) tj. imamo da je

[ixaw( WZW ] Z%m(ZxE@/} ) (5.177)

Za drugi clan koristeéi Lelbnlzovo pravilo i relacije (5.167)-(5.169) slijedi

[‘97%57 QﬁqlJ] = [evq(% QN]Qp + 05 [QWQ& Qp] - 5(5;407%) - 57p‘9HQ6~ (5178)

Sada imamo da je

[i Emf Ky 05, Z i Kbty

y=1 6=1 k=1 p=1
m m m

Z Z Z KPV/‘CKKM’Y p;me/'y)e'yqp

v=1 p=1 k=1

n

2.0 - ZCMV/\ Koxy045), (5.179)

y=1 p=1

gdje se u zadnjoj relaciji korisiti Jacobijev identitet (5.38). Konacno je

[@(Xﬂ)v @(XV)] = Z CMVA(erw(C)Me - Z ZKp)\'ye'yC_Zp) = Z Cu,,)\cp(X)\).

v=1 p=1
Nadalje,
(6, (X)) = [0, 3 20t(Chua = DD Kooty
a=1 v=1 é=1
[ew Z Z Ky 7‘15] = Z Z K005, = Z Konp(&),
y=1 6=1 y=1 6=1 y=1
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dok je
[p(&u), 0(&u)] = [04,6.] = 0. (5.180)

Neka je g” prosirenje Liejeve superalgebre g Abelovom familijom generatora {7}, |
1 < p,v < n+m} za koje vrijede relacije (5.47) i (5.48). U proucavanju realizacija

algebre g’ korisno je uvesti sljedeée oznake:

T, =Tw, 1<pv<n, (5.181)
T, =Tyniv), 1<p<n, 1<v<m, (5.182)
15, = Tospyw, 1<p<m,1<v<n, (5.183)
T;V =T, 1< p,v<m. (5.184)

Kao i u prvom poglavlju promatrat ¢emo ulaganja superalgebre g u superalgebru
An,m- Da bi dokazali teorem koji nam daje takve realizacije potrebno je dokazati

sljededi tehnicki rezultat:

Lema 5.3 Neka je C = [C,,| n X n matrica diferencijalnih operatora u kojoj su
elementi dani sa C,, = > CuanOa @ neka je K = [K,,] m x m je matrica

diferencijalnih operatora definiranih sa K, =Y v | K,0004. Tada vrijedi da je

n a m
> 557 (€ D ¥(Chra = D K€ ) (5.185)
a=1 @ k=1

Dokaz

Pomnozit ¢emo prvo relaciju (5.185) sa 0, 1 sumirati po p ¢ime dobijamo

n m

Z Z 20, ) w(C Z > Kyl (5.186)

p=1 a=1 =1

Iz antisimetricnosti strukturnih konstanti C),,, slijedi da je
> %(C)paly = Oa (5.187)
p=1
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pa jednadzba (5.186) poprima jednostavniji oblik

Z %( /w a ZZ HPH (5188)

p=1 k=1

Da bi dokazali tvrdnju, pokazat ¢emo da formalna diferencijalna jednadzba

> o (Ful0)2a = 3 (K F (5.189)

za nepoznate funkcije F),,(0) uz pocetni uvjet F,,(0) = d,, ima jedinstveno rjesenje

F,.,(9) = (¢¥),,. Promotrimo diferencijalnu jednadzbu

d m
T Fu(A0) = ;(K)MFW()@).)\GR, (5.190)

Deriviranjem po A i uvrstavanjem za A = 1 se pokaze da F),,(0) zadovoljava jednadzbu

(5.189). Promatrajmo funkciju £),(A0) u obliku
F,(\0) =) Fr(0)X, NeR. (5.191)
k=0

Iz pocetnog uvjeta F,,(0) = 0, slijedi da je F},(0) = 0, a iz (5.190) dobivamo

rekurzijske relacije za F}¥(0):

F,(0) = KW, (5.192)
k(g
Fi (0 k T ZKW A (5.193)
Iz rekurzivnih relacija slijedi da je
1
k _ L ek
pa uvrstavajuéi (5.194) u (5.191) dobivamo
Fu(9) = (%), (5.195)

¢ime smo dokazali tvrdnju. B
U daljnjem tekstu ¢emo uzeti da je Ti’y = 0, dok svi prethodni rezultati vrijede za

. . . 3
proizvoljan izbor Tp;,.
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Teorem 5.5 Neka je g~ Liejeva superalgebra generirana bazom {Z\, T | A\, v =
1,2,...,n 4+ m} ¢iji elementi zadovoljavaju relacije (5.40), (5.47) i (5.48). Realiza-

cija Liejeve superalgebre g& je monomorfizam Liejevih superalgebri o: gt — A, .,

definiran na elementima baze sa (5.170), (5.171) i

P(Th) = () (5.196)
P(T2) ==Y > Kpun(€)nnt, (5.197)
k=1 p=1
P(Th) = (%), (5.198)
gdje je C = [C,,] n x n matrica diferencijalnih operatora Cp, = Y o ChanOa, a

K = [K,,] m xm je matrica diferencijalnih definiranih sa K, = > 0 | K}000a-

Dokaz
Da bi dokazali teorem dovoljno je jos pokazati da vrijede sljedece relacije:
[o(Tp)s p(Xn)] = Z Crna?(Th), (5.199)
a=1
[o(Ty,), 9(60)] = 0, (5.200)
[o(T72,), p(X2)] = i Cura(Ts,), (5.201)
p(T,) (&) = — Emj Konuap(Ta,), (5.202)

(T, Z o (T, (5.203)

[o(Ty,), 0(62)] = 0. (5.204)

Za relaciju (5.199) iz teorema (3.1) slijedi da je

[o(T},,), (X)) [ ) Z ) (C i i Ksxy 76]5]

v=1 6=
n

= [ MV?Z.CEQID ] Cu/\aSO )

a=1

[y
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dok je
[o(T,,), (€] = [(€9)w, 62] = 0. (5.205)

Da bi dokazali relaciju (5.203) koristimo lemu (5.3), tj. relaciju

Zaa )t (Cha = D Kun(€ ) (5.206)

Sada iz (5.167)-(5.169) i (5.206) slijedi da je

[@(Tﬁy)a@( = [ uV;Zxa¢ izmjf(é,\«/ y%}

- z o u(C Z ot (T (5.207)
Ocigledno je
[o(T,), (0] = [(€%), 03] = 0. (5.208)

Za relaciju (5.201) imamo da je

(T2, (X)) = | = 0D Kpunle)nty Z Tat(Chra = 30D Korbys|.
k=1 p=1 v=1 =1 (5209)

Primijetimo da koristeéi Leibnizovo pravilo, relacije (5.167)-(5.169) i rezultat

(5.206) imamo:

() 2a(C)ra| = [(«aK)qu,:ca]w(cm

n

=X [(6 m%] g0 (C ZKW )y, (5.210)
a=1
i
|:(6K)Hqup7£’7q5i| = |:(€K>m,qp,¢97:| gs = (eK)m,émq(;. (5211)
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Sada koriste¢i prethodne relacije i Jacobijev identitet (5.38) slijedi da je

[()O(Tiy) |: Z Z Kp;m m/qW Z xaw Z Z K&)«)ﬂjﬂS]
k=1 p=1 y=1 6=1
Z Z Z Kp,uHKm\,B + Kp)\I{KIi/LB m/q,o Z CM)\a(P oa/
k=1 p=1 B=1

(5.212)

[@(Tiu)v 90(&\)] = [ - Z Z Kp;m KVQW 9)\] == Z Z KPNH(GK)NV [QP’ ‘9>\]

k=1 p=1 k=1 p=1

- - Z K)\,LLIQSO(T.:LI/)'
k=1

5.7 Vanjska derivacija

U ovom ¢emo odjeljku konstruirati vanjsku derivaciju na omotackoj algebri U(go)
s obzirom na opc¢e definicije dane na pocetku poglavlja. Promatrat ¢emo slucaj u
kojem je superalgebra g generirana jednakim brojem jedan-formi £, i nekomutativnih
koordinata X,. Neka je g = go @ g1 konacnodimenzionalna Liejeva superalgebra nad
poljem C. Neka je {X7,..., X, &, ..., &, } uredena baza od g za ¢ije elemente vrijede

sljedece relacije:

X)) =Y CuaXa, (5.213)

(6 6] =0, (5.214)
(€ X Z e (5.215)

Oznac¢imo sa

0 = DU g0l (5.216)
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Iz prethodnog se lako vidi da je vektorski prostor 2 lijevi modul nad U(gg) s ba-
zom {&1,...,&,} dok mu struktura bimodula nad U(gy) proizlazi iz relacije (5.215).

Uvedimo vanjsku derivaciju d: U(gg) — € sa sljedeéim svojstvima:
1. d je linearno preslikavanje,
2. d(X,) =&,
3. d(XY)=d(X)Y + Xd(Y), VX,Y € U(go).

Djelovanjem vanjske derivacije d na relaciju (5.213) slijedi

[f}L?XV] - [gquu] - Z C;waé.ou (5217)
a=1
sto daje dodatni uvjet za konstante K4,
K,Lwa - Kl/ua - C;wa- (5218)

Na U(go) imamo standardnu strukturu Hopfove algebre gdje su koprodukt A: U(gy)®
U(go) — Ul(go), kojedinica €: U(gg) — C i antipoda S: U(gg) — U(go) definirani na

generatorima,
L AXR) =10 X+ X ® 1,
2. €(X;) =0,
3. S(Xy)=—Xi, VE=1,2,...,n.

Nadalje, ocito je U(go) lijevi i desni kvantni prostor nad samim sobom s obzirom na
koprodukt A. Pokazat ¢emo da je diferencijalni racun prvog reda 2 nad kvantnim
prostorom U(go) bikovarijantan. Definirajmo lijevu ¢p: Q@ — U(gy) ® € i desnu
YR Q — Q® U(go) koreprezentaciju od U(go) na €2 sa:

L. wL(fu) =1 ®€u
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2. Yu(XE,) = AX)wr(E,), ¥XE, € Q.

L Yp(&) =6 ®1

2. Yr(XE,) = AX)Yr(&,), VXE, € Q.
Prvo ¢emo pokazati da je relacija (5.215) u jezgri od ¥y, tj.

by, = ([SN,XV] - i Kuya€a> —0 (5.219)
a=1
Djelujuéi sa ¢, na relaciju (5.215) dobijamo da je
Y€ X, — X&) = En: Kwa¥r(&a),
a=1

106X, + X, 06 -10X,8 - X, 08 =Y Kua(1®&),
a=1

1® (6, X)) =10 (O Kuaba)- (5.220)
a=1

Slicno se pokaze i da je (5.215) u jezgri desne koreprezentacije ¢¥g kompatibilna s rela-
cijom (5.215). Da bi pokazali da je diferencijalni ra¢un prvog reda 2 bikovarijantan,

moramo jos§ provjeriti da vrijedi relacija
(id @ Yr) o Pr, = (Y1 ®id) o Yg. (5.221)

Relaciju je dovoljno provjeriti na elementima X¢, € Q, p = 1,...,n jer je onda

mozemo linearno prosiriti na sve elemente iz €. Djelujuéi lijevom stranom relacije
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(5.221) na elemente X¢, imamo da je
(id @ Pr) 0 Yr(XE) = (id @ Pr)A(X)PL(E4)
= (id ® ¥g) ( Y ®rE)(le é‘u)
= Z z(1) ® A(z2)Yr(E,)

= Zw(l) ® (Zx(2)(l) 2 x@)(z))(’fu ® 1)

=20 ® @& B L) (5.222)

Slicno se pokaze da desna strana relacije (5.221) daje

(Yo ®id) o Pr(XE) = (Y @ id) A(X)Yr(E,)

= Z x(l)(l) ® x(l)(z)g,u X x(Q) (5223)

Jednakost izraza (5.222) i (5.223) sada slijedi iz uvjeta koasocijativnosti (5.10).

5.7.1 Realizacija vanjske derivacije

Promatrajmo sada realizaciju vanjske derivacije d: (go) — € u Weylovoj superalgebri
A, definiranoj sa (5.167)-(5.169). Realizaciju derivacije d definiramo kao linearno

preslikavanje d: A, , — A, , dano sa

A~

d((X,)) = [do, (X)), (5.224)
za neki dy € A,,,. Sada zelimo odrediti dy tako da vrijedi d(p(X,)) = ¢(£,) tj.
(o, o(X,)] = (&) = . (5.225)

Motiv za prethodnu definiciju slijedi iz komutativnog slucaja, tj. promatraju¢i Euk-
lidski prostor gdje vrijedi d(z,) = [d,z,] = dz,, a d je oblika d = >"" | 0;dx;. Stoga
realizaciju dy trazimo u obliku dy = o A (0)0,, gdje je Ay(0) formalni red u
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o1, ..., 0,. Koristeéi Leibnizovo pravilo i relacije (5.167)-(5.169) imamo da je

[d0,<p = [ZA eavzxﬁw(c)uﬁ - ZZK(;HVGVQ(;}
p= y=1 §=1

n

_ [;Aa(ﬁ)%az ] 5—1—22[(5”7[2/& a,%}

B=1 y=1 =1
:Z< 99, "
a=1 pB=1

Sada iz prethodnog i jednadzbe (5.225) slijedi da A, zadovoljava diferencijalnu jed-

Jup + Z KBMA,B) Oo (5.226)
B=1

nadzbu
= (0A,
Z <88 Cus + Z KﬂuvAff) Opacs (5.227)
p=1 P B=1
odnosno
i i O (O + i i K seuOals = 0. (5.228)
88,3 K H
a=1 =1 a=1 g=1
Iz antisimetricnosti strukturnih konstanti C),,, slijedi da je
D (C)apde = 05 (5.229)
a=1
pa jednadzba za A, poprima jednostavniji oblik
Z 50, — L5+ " Kpaulals = 0. (5.230)
a=1 =1

Da bi rijesili jednadzbu (5.230) promatrajmo je u obliku
Z 90, L0+ ) Y KpaptaFs = 0, (5.231)
a=1 =1
za nepoznate funkcije F,(09) uz pocetni uvjet F,(0) = 0. Deriviranjem u tocki A = 1

se lako pokaze da ako funkcija F),(A\0) zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

(\) + Z Z K30 0aFs(\D) = 9, X € R, (5.232)

a=1 =1

d
d>\
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tada F),(0) zadovoljava jednadzbu (5.231). Promatrajmo funkciju #,(A0) u obliku
F.(A) = i Fr(@)\", A€ R. (5.233)
m=0
Iz pocetnog uvjeta F},(0) = 0 slijedi da je FB(@) =0, a iz (5.232) dobivamo rekurzijske
relacije za F'(0):
F,(0) = 0y, (5.234)

1 n
m—+1 _ m
i (00) = ——— ;:1: Ko F7(), m > 1, (5.235)

uz oznaku Ko, = > 75| Kapu0s. 1z rekurzivnih relacija dobijamo formulu za F*(0):

F™(9) = % zn:(Km—l)waa, m>1. (5.236)

Uvrstavajuci u (5.233) dobivamo

"1 — e K
F,00) =Y (T)a,ﬁ“’ AER. (5.237)
a=1

Iz (5.237) slijedi rjesenje jednadzbe (5.230):

A, = azl (1 _Ke_K)waa, (5.238)
iz Cega slijedi da je .
dh=3"%" (1 _IE_K)W%Q*" (5.239)
p=1 a=1
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