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SAZETAK

Asimptota i asimptotsko ponaSanje objekti su matemati¢kog znanja prisutni u razli¢itim
podruc¢jima matematike. Asimptotsko ponasanje istaknuto je svojstvo nekih funkcija i krivulja
te vazan alat za opisivanje i rjeSavanje raznovrsnih matematickih 1 izvanmatematickih
problema. Razlic¢itost pristupa kojima se ostvaruje te Sirok spektar sadrzaja i podrucja nastave
matematike s kojima se moze povezati, odnosno u kojima je relevantan objekt znanja,
asimptotu ¢ine zanimljivim objektom istrazivanja.

U ovom doktorskom radu istrazena je i opisana didakticka transpozicija tog objekta
znanja u gimnazijskom obrazovanju u Republici Hrvatskoj. Teorijski okvir unutar kojega je
provedeno ovo istrazivanje jest antropoloska teorija didaktike (ATD), koju je razvio francuski
matemati¢ar Yves Chevallard pocetkom 1980-tith godina za potrebe istraZivanja
matemati¢kog obrazovanja.

Pregled relevantne svjetske znanstvene literature ukazuje na to da su malobrojna
istrazivanja fokusirana na opisivanje asimptote kao objekta znanja. Osobito nedostaje onih u
kojima se sagledavaju razli¢iti aspekti tog matematickog pojma te njihov medusobni utjecaj,
odnosno razli¢iti konteksti u kojima je taj pojam relevantan. Osim toga, ovo je prvo
istrazivanje u Republici Hrvatskoj kojim se tema iz gimnazijskog matematickog obrazovanja
teorijski utemeljeno adresira i povezuje s inicijalnim sveuciliSnim obrazovanjem nastavnika
matematike.

Istrazivanje je provedeno u skladu s odabranim teorijskim okvirom i obuhvaca tri faze:
analizu udZbenika, upitnike sa studentima nastavniCkog smjera matematike 1 intervju sa
znanstvenicima. Izgraden je referentni epistemoloski model za objekt znanja asimptote koji je
uskladen sa zahtjevima znanja za pouavanje te podrZzan akademskim znanjem i saznanjima

epistemoloskih istraZivanja.

Kljuéne rijeCi: asimptota, asimptotsko ponaSanje, gimnazijsko obrazovanje,
matematicko obrazovanje, didakticka transpozicija, antropoloska teorija didaktike (ATD),

referentni epistemoloski model (REM).



ABSTRACT

Introduction

Asymptote and asymptotic behaviour are bodies of knowledge that have an important
role in many traditional and modern mathematical disciplines and are supported by a rich and
well-established abstract theory. Asymptotic behaviour is a significant property of some
functions and curves and a tool for describing and solving various problems in theoretical and
applied mathematics. Some basic aspects of these concepts must be utilized already in
elementary mathematics as powerful tools in graphing and analyzing behaviour of elementary
functions at infinity and near singularities and in graphing simple plane curves such as
hyperbola. Therefore, this body of knowledge is a common part of upper secondary
mathematics curricula worldwide. The notion of an asymptote appears as a theoretical
concept, a part of a procedure or as a self-sufficient task in different contexts and different
educational cycles. Hence, connection with a wide range of teaching contents and
mathematical bodies of knowledge makes it an interesting object of research.

This doctoral thesis investigates and elaborates the didactic transposition of asymptote
as a body of knowledge in general secondary education in Croatia. The research is conducted
within the theoretical framework of the anthropological theory of the didactic (ATD),
developed by a French mathematician Y. Chevallard especially for research in mathematics
education.

Scientific literature review shows that studies focused on describing the body of
knowledge asymptote are scarce within ATD and other theoretical frameworks. Corpus of
scientific research especially lacks those that consider various aspects of this body of
knowledge, their mutual influences and connections or various contexts in which this body of
knowledge is relevant. Further, research conducted within this thesis pioneers in mathematics
education research in Croatia since it addresses and connects, in a theoretically founded
manner, initial university education of mathematics teachers and general secondary education.

The main idea of ATD is to determine the relation Ri(p, O) between a body of
knowledge O and a person that occupies position p in a institution |. For this purpose
mathematical knowledge and activities are described in terms of a praxeology /7T, 7, 6, @],
where its practical component is represented with task T and fechnique t and discursive or
theoretical component with technology @ and theory . ATD enables a researcher to develop a
working model for a body of knowledge, that is reference epistemological model (REM).

REM is a coherent structure consisted of complete and mutually connected praxeologies. It



should be compliant, questioned and evaluated with respect to curricular and cultural
demands, as well as academic and epistemological knowledge.

Methodology

The comprehensive research conducted for this thesis is founded on a REM for the body
of knowledge asymptote, A. Asymptote is a body of knowledge consisted of a set of
praxeologies for which it is a component of practical or theoretical block. Hence, the
developed REM included praxeologies of different range and complexity that exist or can be
constructed within curriculum and textbook themes connected to the notion of an asymptote.

The relations Rg(p,A), Rs(p,A) and Rw(p,A) are analyzed and compared, where
institutions considered are: B for the two Croatian mathematical gymnasium textbooks, S for
the cohort of 40 the final, fifth year mathematics education students at the largest
mathematical department in Croatia and M for the institution of academic mathematicians.
The methodology of the implemented research provided information from all steps of the
didactical transposition of the body of knowledge asymptote. It included (1) a praxeological
analysis of the textbooks as representatives of the knowledge to be taught, (2) three
questionnaires with open-ended questions for the prospective mathematics teachers to provide
an insight in related knowledge available to students as a potential taught knowledge and (3) a
semi-structured interview with two academics who represent scholarly knowledge.

Results

Based on the results gained from three phases of the research, the proposed REM for the
body of knowledge asymptote is verified and improved in order to develop an asymptote as a
body of knowledge and to make suggestions for the teaching practice especially within the
ongoing curricular reform in Croatia.
In general, textbook organization is incoherent and contains mainly practical blocks,
praxeologies are not connected, and available discourses are either not relevant or not
connected to practical activities, except for algebraic manipulation with formulae and
equations. Knowledge available to prospective math teachers is loaded with components of
the secondary knowledge to be taught, techniques students chose are not the most efficient for
the task in question and they do not utilize discursive components. For knowledge to be
taught and knowledge available to students asymptote and asymptotic behaviour are available
but not fully utilized as praxis or logos in relevant praxeologies. Even though praxeological
organization of textbooks and students’ praxeological equipment do not fully correspond to
the proposed REM, we find that the implementation of such REM is possible with a proper
support of the noosphere, i.e. the institutions responsible for the mathematics education.



Considering this, it is our suggestion for the teaching practice especially within the
ongoing curricular reform in Croatia that: all relevant properties of an object (e.g. asymptote,
function, curve) should be emphasized and implemented in practical, applied and formal
context; common properties of the object should be interrelated and diversely represented;
simple, isolated and incomplete praxeologies should be organized into more coherent and
complex praxeologies; and asymptotic behaviour should be more emphasized, adequately
graphically represented and described by formal and informal mathematical discourse.

Key words: Asymptote, asymptotic behaviour, secondary education, mathematical
education, didactical transposition, anthropological theory of the didactics (ATD), reference

epistemological model (REM).
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UvOoD

Asimptota i asimptotsko ponaSanje objekti su matemati¢kog znanja prisutni u razli¢itim
kontekstima u podrucjima matematicke analize, geometrije, primijenjene, numericke i
diskretne matematike te racunarstva. Asimptotsko ponasanje istaknuto je svojstvo nekih
funkcija 1 krivulja te vazan alat za opisivanje i rjeSavanje raznovrsnih matematickih i
izvanmatematickih problema. Zbog svoje relevantnosti, pojam asimptote zastupljen je i u
srednjoskolskom matematickom obrazovanju, i to ve¢ od njegovog pocetka. U gimnazijskom
obrazovanju u Republici Hrvatskoj kontinuirano se pojavljuje u vise razreda i u razli¢itim
nastavnim sadrzajima predmeta matematike, u kojima ima razli¢ite uloge: teorijskog
koncepta, tehnike ili zasebnog zadatka. Usko je vezan uz objekte znanja limesa i tangente,
ovisno o promatranom kontekstu.

Razlic¢itost pristupa kojima se ostvaruje te Sirok spektar sadrzaja i podru¢ja nastave
matematike s kojima se moze povezati, odnosno u kojima je relevantan objekt znanja,
asimptotu Cine zanimljivim objektom istrazivanja. U ovom doktorskom radu je detaljno i
sveobuhvatno istrazena i opisana didakti¢ka transpozicija ovog objekta znanja u
gimnazijskom obrazovanju u Republici Hrvatskoj. Teorijski okvir unutar kojeg je provedeno
ovo istrazivanje jest antropoloska teorija didaktike (ATD). Njega je francuski matematicar
Yves Chevallard razvio pocetkom 1980-tith godina specijalno za potrebe istrazivanja
matematickog obrazovanja, iako se danas uspjeSno primjenjuje i u mnogim drugim
podruc¢jima. ATD je neovisna o pedagogiji, koja je usmjerena unapredivanju nastavne prakse i
psihologiji, koja je usmjerena na osobine pojedinca (Chevallard, 1981, 1992, 2007).
Istrazivanja matematickog obrazovanja usmjerena su na objekt matemati¢kog znanja — kako
on odreduje proces poucavanja i ucenja te kako zahtjevi obrazovnog sustava odreduju
realizaciju objekta znanja. ATD prosiruje didakticki trokut nastavnika, uCenika i poucavanog
sadrZaja kao osnovu svakog obrazovnog sustava. Uspjeh u¢enika ne ovisi samo 0 njegovim
sposobnostima, nastavnom procesu kojim upravlja nastavnik ili njihovom meduodnosu, nego
sadrZaju koji se poucava i uci te brojnim vanjskim ciniteljima.

U prvom poglavlju, sukladno zahtjevima odabranog teorijskog okvira, usustavljena su i
opisana formalna matemati¢ka znanja o asimptoti koja su znacajna za postavljena istrazivacka
pitanja. Slijedi drugo poglavlje u kojemu su navedeni rezultati prethodno provedenih
znanstvenih istraZzivanja matematickog obrazovanja koja se bave objektom znanja asimptota
ili njoj bliskim matemati¢kim pojmovima tangente i limesa. Obiljezja, pojmovi i metodoloski

alati ATD-a, kao odabranog teorijskog okvira, te rezultati tematski bliskih znanstvenih



istrazivanja provedenih unutar istog teorijskog okvira, takoder su dijelom drugog poglavlja
teksta.

U narednim poglavljima postavljaju se ciljevi i hipoteze istrazivanja te opisuje metodologija i
predstavljaju rezultati znanstvenog istrazivanja. Cetvrto poglavlje sadrzi metodologiju, dok
peto poglavlje sadrzi rezultate analize udzbenika, upitnika sa studentima nastavnickih studija
matematike i intervjua sa znanstvenicima. U Sestom poglavlju su interpretirani rezultati
provedenih istrazivanja s obzirom na postavljena istrazivacka pitanja. Posljednje poglavlje
sadrzi zakljuCak i prijedlog intervencija u poucavanju i u¢enju matematike u kontekstu

objekta znanja asimptote.



1. ASIMPTOTA KAO OBJEKT MATEMATICKOG ZNANJA

1.1. Asimptota krivulje

Pojam asimptote polazi od starogrckog matematicara Apolonija iz Pergama koji je
izuCavao presjeke konika (Smith, 1958). Asimptota odnosno nestiznica ima etimologiju u
grckoj rije¢i asymptotos Koja se prevodi ,,ne padaju zajedno® (Ani¢ & Goldstein, 2007), jer je
u starogrékoj matematici asimptota interpretirana kao pravac koji se (nikad) ne podudara s
krivuljom. Asimptota se razli¢ito definira u pojedinim podru¢jima matematike, primjerice

kako je dano u Definiciji 1.1 (Algebre et trigonométrie, 1964).

Definicija 1.1: Asimptota krivulje

Pravac je asimptota krivulje ako udaljenost tocke krivulje do pravca tezi k 0 kada
se tocka udaljava po krivulji u beskonac¢nost.

Pojam ‘krivulja” se intuitivno, kao ,zakrivljena crta“, javlja ve¢ u prvom razredu
matemati¢ckog obrazovanja. Tijekom osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja od
krivulja se spominju pravac, kruznica, druge konike (elipsa, hiperbola i parabola) te grafovi
elementarnih  funkcija (linearna, kvadratna, racionalna, eksponencijalna i logaritamska
funkcija, polinomi i trigonometrijske funkcije) u kontekstu euklidske i analiticke geometrije.
Ovdje su krivulje zadane kao skupovi to¢aka koje zadovoljavaju neko geometrijsko svojstvo i
mogu se odrediti elementarnim konstrukcijama u ravnini ili kao skupovi tocaka koordinatne
ravnine koje zadovoljavaju odredenu jednadzbu.

Formalno gledaju¢i, pravac i konike su algebarske krivulje, a graf elementarne funkcije je
glatka, implicitno zadana krivulja. Krivulje mogu biti zadane na razli¢ite nadine, primjerice u
implicitnom ili parametarskom obliku. Jedna vrsta implicitno zadanih krivulja su algebarske
krivulje; to je takva krivulja koja je odredena jednadzbom F(X,y) =0, pri ¢emu je F polinom
u varijablama x i y. Pod parametarski zadanom ravninskom krivuljom podrazumijevamo

neprekidnu (glatku) funkciju c:1 —R?, gdje je | otvoreni interval. Parametarski zadane
krivulje su objekt izucavanja u diferencijalnoj geometriji. Dva nacina zadavanja krivulje,
implicitno 1 parametarski su istovjetna, zapravo pod odredenim uvjetima implicitno zadana

krivulja se moze lokalno parametrizirati 1 obratno.



Primjer 1.1: Asimptote krivulja

Hiperbola je algebarska krivulja zadana
jednadzbom b’x* —a’*y® =a’h*.

Pravci y=2x i y=-2x su asimptote
hiperbole.

Ty g Ba? — aly? = JRTRRS
Descartesov list je algebarska krivulja
zadana jednadzbom x°+y®—3axy =0,a=0.
Pravac X+y+a=0 je  asimptota
Descartesovog lista.

1y - |

c(t) = (t + S‘“;q"‘,t+ Coiqf
t>0]7

Krivulja c je zadana u parametarskom obliku _
c(t)=(t+5% t+22) t>0i qeRY0}. /

Pravci y =x 1 x = q su asimptote krivulje c. ' \\

|
|
|
|
|
|
|
r=q
f
|
|
1

Zeng (2007) je napisao formalni oblik Definicije 1.1 za asimptote algebarske krivulje u

realnoj ravnini kako je dano u Definiciji 1.2.

Definicija 1.2: Asimptota algebarske krivulje

Neka je C realna ravninska algebarska krivulja u realnoj ravnini R® i B

beskonacna grana krivulje C. Pravac | u R? se zove asimptota od B, ako za svaki
pozitivni ¢eRr postoji pozitivni A< R takav da d(P,l) <& za sve tocke P(a,b)

na B takve da je a®+b” > A. U tom sludaju, kaZe se da je | asimptota od C.

Tehnike odredivanja asimptote krivulje ovise o zadanoj krivulji. Kod eksplicitno zadanih
krivulja jednadzbe asimptote se mogu odrediti izvrednjavanjem odgovarajuc¢ih limesa, dok se
kod implicitno zadanih krivulja koriste druge tehnike (vidi Poglavlje 1.2, Primjer 1.2, Zeng
(2007)). Tehnike koje je predloZio Zeng (2007) zasnivaju se na odredivanju realnih korijena
stanovitih polinoma. Pojednostavljivanje ove tehnike do iskljucivog promatranja nulto¢aka
homogenih polinoma najveceg stupnja u implicitno zadanoj jednadzbi krivulje moze dovesti

do pogresnih rezultata (vidi Zeng (2007, str. 681)).



Primjer 1.2: Odredivanje asimptota algebarskih krivulja

Neka je P polinom P(x,y)=x>+y®—3axy, a=0.

Jednadzba asimptote algebarske krivulje P(X,Yy) =0 racuna se po formuli
xQ'\(B.a)+yQ' (B.a)+R(B,a) =0,

gdje Q' (B,@) 1 Q',(B,«) nisu oba nula te P(x,y) =Q(X,y) +R(X,y) +S(x,y),

st(Q) =st(P), st(R)=st(P)-1i st(S)<st(P)-2 te Q(x,y)=(ax—BYy)Q(XY),

st(Q,) =st(Q) -1, odnosno («, S) je nultocka polinoma Q.

Za krivulju P(x,y)=0 je Q(x,y) =x}+ Y’ = (x+ Y)(X* = xy +Y?), a =1, B =—1,
R(x,y) =—3axy pa je trazeni pravac X+Yy+a=_0.

ProSirenjem realne ravnine beskona¢nim elementima dobiva se projektivna ravnina. Posebno,
svi medusobno paralelni pravci imaju istu beskonacno daleku tocku i sve beskonacno daleke
tocke leze na istom, beskonacno dalekom, pravcu. Realna ravnina se ulaze u projektivnu
ravninu pomo¢u homogenih koordinata, §to ¢ini analiticki model realne projektivne ravnine.
Algebarske krivulje se mogu uloziti u projektivnu ravninu i pri tom se beskonacne grane
algebarske krivulje interpretiraju odgovaraju¢im beskonac¢no dalekim to¢kama u projektivnoj
ravnini. Posebno, ako beskonacna grana algebarske krivulje ima asimptotu, naslu¢ujemo kako
taj pravac 1 krivulja imaju zajednicku, beskonacno daleko, toCku. Formalna definicija

asimptote krivulje u projektivnoj ravnini dana je u Definiciji 1.3 (Rutter, 1935).

Definicija 1.3: Asimptota krivulje u projektivnoj ravnini

Asimptota ravninske krivulje T' je takva tangenta na projektivnu krivulju kroz toc¢ku
krivulje u beskonacnosti, koja nije beskonacni pravac.

beskonacno
daleki pravac

A
\ tangenta krivulje
\ koja je asimptota
\

Slika 1.1.1: Tangente krivulje u beskonacénosti (Rutter, 1935)
Konteksti u kojima su zadane dvije definicije asimptote krivulje (Definicije 1.1 i 1.3) su bitno

razli¢iti, ali same definicije su medusobno ekvivalentne. Pri ulaganju realne ravnine u
projektivnu ravninu pravac koji je asimptota krivulje u smislu Definicije 1.1 je asimptota
krivulje u projektivnoj ravnini u smislu Definicije 1.3 i obratno.

U literaturi se javlja jo§ jedan pristup definiciji asimptote kao tangente, kako je dano u

Definiciji 1.4 (Pavkovi¢ i Veljan, 1995).



Definicija 1.4: Grani¢ni poloZaj tangente u beskona¢nosti

Asimptota krivulje je grani¢ni poloZaj tangente kada se diraliSte po beskona¢noj grani
krivulje giba prema beskonacnosti.

Giblin (1972) je dao pregled i odnos razli¢itih ponasanja krivulje u beskonac¢nosti. U svojim
rezultatima kao krivulju podrazumijeva svako preslikavanje y: D — R?, gdje je D ={(d,+o0)
i 7(t)=(u(t),v(t)), tako da u i v imaju neprekidne prve derivacije u' i v' na D, koje nisu
istovremeno jednake nula. Odnosi razli¢itih definicija asimptote krivulje prikazani su na Slici
1.1.2. Giblin (1972) je iznio miSljenje kako je Definicija 1.4 najbolji odabir za definiciju
asimptote jer smatra kako je pojam asimptote vezan uz pojam tangente i kako je objekt

grani¢nog polozaja tangente lakSe odrediti i koristiti.

[Deﬁnicij al .1]<}:{>[Deﬁnicij al .3]

[Dcﬁnicij a 1.4]

Slika 1.1.2: Prikaz odnosa razli¢itih ponasanja krivulje u beskonacnosti (Giblin, 1972)
Ako je pravac asimptota u smislu Definicije 1.4 onda je asimptota u smislu Definicije 1.1, §to
slijedi iz diferencijabilnosti krivulje i egzistencije limesa (Giblin, 1972). Obrat ne vrijedi, to
jest pravac koji je asimptota u smislu Definicije 1.1 ne mora biti grani¢ni polozaj tangente
krivulje u beskona¢nosti (vidi Primjer 1.4). Postoje razli¢ite vrste funkcija ili krivulja za koje
su dvije definicije (Definicija 1.1 i 1.4) ekvivalentne, primjerice algebarske krivulje ili
racionalne funkcije (vidi Primjer 1.3, Giblin (1972), Pavkovi¢ i Veljan (1995)).
Asimptota krivulje se naziva ,,tangenta u beskonac¢nosti“. Vazno je istaknuti kako se pod tim
izrazom podrazumijeva pravac koji zadovoljava Definiciju 1.3. Posebno, ,tangenta u
beskonacnosti* je takva tangenta krivulje za koju je diraliste to¢ka krivulje u beskona¢nosti
kad krivulju promatramo u projektivnom prosirenju realne ravnine (i nije beskona¢no daleki
pravac). Nadalje, ,,tangenta u beskonacnosti* ne mora biti pravac koji je tangenta kroz tocku
na krivulji ili grafu funkcije kad apscisa diraliSta teZi u beskonacnost.
Osim razli¢itih definicija asimptota ima druga proSirenja. Pojam asimptote, kao pravca, moze
se generalizirati na pojam asimptotske krivulje kako je dano u Definiciji 1.5 (dlgebre et

trigonométrie, 1964).

Definicija 1.5: Asimptotska krivulja

Krivulja a je asimptota krivulje ¢ ako udaljenost tocke krivulje ¢ do tocke
krivulje a s istom apscisom tezi k 0 kada apscisa tezi u beskonacnost.




Primjer 1.3: Asimptote hiperbole

Dana je hiperbola b*x*—a*y? =a’0’ i pravci y=2x i y=—2x.

Bez smanjenja opéenitosti, za tocku T =(X,2+/x*—a”) hiperbole odredi se udaljenost
d(T,p) = bx-byx2—-a2| _ bjx—/x2-a?|

—_ 1 Al — g - -
N o do pravca p zadanog jednadzbom y=2x. Tada vrijedi

d(T,p) >0 kada x — 4.

Pravci y =2x i y=—2x suasimptote hiperbole u smislu Definicije 1.1.

U projektivnoj ravnini P’ hiperbola ima jednadzbu b?x? —a’y? —a’h?z% =0, gdje su
(x,y,2) homogene koordinate. Beskona¢no daleka toc¢ka hiperbole odredena je s z=0
odnosno ima homogene koordinate (a,+b,0).

Jednadzba tangente u nesingularnoj tocki («, f3,7) projektivne krivulje F(x,y,z)=0 dana
Je, kao projektivni pravac, jednadzbom xF, (e, B,7)+ YF,(«, B,7) + zF,(a, B,y) =0. Slijedi
da tangenta hiperbole kroz beskonac¢no daleku tocku hiperbole ima u projektivnoj ravnini
jednadzbu bx Fay =0. To su pravci bx Fay =0 u realnoj ravnini.

Pravci y =2x i y=—2x suasimptote hiperbole u smislu Definicije 1.3.

Bez smanjenja opcenitosti, za granu hiperbole u prvom kvadrantu odredi se jednadzba
tangente y = b% __y___ab_y togki T(x,,y,) hiperbole. Kad x, — o to postaje y:gx.

apeaz . Jea

Pravci y =2x i y=—2x suasimptote hiperbole u smislu Definicije 1.4.

Primjer 1.4: Asimptota parametarske krivulje

Dana je krivulja ¢ u parametarskom obliku c(t) =(t+ sindt ¢ 4 °°S“t) t>0, qeRY0} i pravac
y =X
ZatoCku T —( SR °°Sqt) na krivulji c i pravac p zadan jednadzbom Yy = X vrijedi

d(T, p) =22 50 kad t —co.

Pravac y = x je asimptota krivulje ¢ u smislu Definicije 1.1.

C . . .. 2 .o . . . (4 t?+cosqt t
U projektivnoj ravnini P krivulja ¢ ima jednadzbu C(t)_(l, t2+sinqt,t2+sinqt), t>0.

Beskona¢no daleka tocka krivulje C, kad t — oo, je tocka s homogenim koordinatama (1,1,0).
Odrediti tangentu u beskonacno dalekoj tocki krivulje C u P? je ekvivalentno odrediti

“1: sl _ [ t?+cosqt t 2 o . :
tangentu u tocki (4,0) krivulje F(t)_(t2+sinqt,t2+sinqt) u R”. Grani¢ni polozaj sekanti
krivulje F kroz tocku (1,0) kada t — o ima jednadzbu y =1 $to obratnim transformacijama

prelazi u jednadzbu pravca x—y =0 u R?.

Pravac y = x je asimptota krivulje ¢ u smislu Definicije 1.3.
Krivulja ¢ ima tangentu u tocki (x(t), y(t)) danu jednadzbom
—qtsingt — cos qt qt (singt + cosqt) + 2t(cosqt —sinqt) + q
t* + qtcosqt — smqt t* + qtcosqt —sin gt
Kad t — o, vodeci koeficijent jednadzbe pravca je 1, ali slobodni koeficijent nije definiran.
Pravac y = x nije asimptota krivulje ¢ u smislu Definicije 1.4.




1.2. Asimptota grafa glatke funkcije

Definicija 1.1 polaziste je odredivanju asimptota grafa funkcije. Pravac x=a, acR je

vertikalna asimptota grafa funkcije f ako je lim f(x)=+c. Pravac y=kx+I je kosa, ili u
posebnom slucaju horizontalna, asimptota grafa funkcije f ako je lim (f(x) —(kx+1))=0 ili
lim (f (x) — (kx+1))=0. Na Slici 1.2.1 vidi se kako navedeni uvjeti slijede iz Definicije 1.1.

Sli¢no, prema Definiciji 1.5. krivulja ¢ je asimptotska krivulja grafa funkcije f ako vrijedi

1im|f(x)—y|:0, pri ¢emu je T(X,y) tocka krivulje c. Posebno, graf funkcije f, za koju

vrijedi f(X) = g(x)+¢(X), pri ¢emu je lim@(x) = 0, ima asimptotsku krivulju y = g(X) .

y x=a b y
N
LIS P T(x,f(x)) ,
~ ; =b E
i 7 - P
i X ' X ' X
/
d(T;,p)=|x—a] >0, X —> o0, d(Ty, p) =[TN|<[TP| =] (X) - y,|
f(X)—)OO d(l“f,p)=|f(x)—b|—>0 X—>00,|f(X)—y0|—>O
A: Vertikalna asimptota B: Horizontalna asimptota C: Kosa asimptota

Slika 1.2.1: Udaljenost grafa funkcije f do asimptote p
Dobbs (2010, 2011) je ponudio drugaciji pristup pojmu asimptote. Naime, pisao je o
asimptotskim funkcijama, koristio je perspektivu infinitezimalnog racuna i1 zadao dvije

relacije "biti asimptota’” za realne funkcije. Za realne funkcije f i g, ¢ije podru¢je definicije
sadrzi interval oblika [a,00> vrijedi:

(1) fje asimptota funkcije g u geometrijskom smislu, f ~, g, ako je lm( f(x)-9(x))=0;
(2) za fi g nenul funkcije, f je asimptota funkcije g u analitickom smislu, f ~, g, ako je

)
lim g6 =1-

Relacije ~, i ~, su relacije ekvivalencije. O¢ito, ako je f ~, g onda je graf funkcije g
asimptotska krivulja grafa funkcije f. Asimptota u analitickom smislu ne implicira asimptotu u
geometrijskom smislu. S druge strane, ako je f asimptota funkcije g u geometrijskom smislu i
funkcija g je za rastucu apscisu omedena odozdo brojem razli¢itim od nula, tada je f asimptota

funkcije g i u analitickom smislu (vidi Teorem 2.3. u Dobbs (2011)).



Primjer 1.4: Graf racionalne funkcije

5 2
Dana je racionalna funkcija f (x) = % '
X

Pravac x=1 je vertikalna asimptota funkzije f prema
Definiciji 1.1, jer je lim f(x) = (&) = %o.

x—1" -
Funkcija f nema kosu niti horizontalnu asimptotu prema
Definiciji 1.1, jer za bilo koji k,leR je

lim( £ (x) — (kx+1)) = oo. N
e . . . . . -2t +a+ 1]
Funkcija g(x) = x* je asimptotska krivulja funkcije fu v=——5—7—

smislu Definicije 1.5, jer je lim( f (x)—g(x))=0.

y=2+x+1

Za racionalnu funkciju f, m=5 je stupanj polinoma u brojniku i n =3 je stupanj polinoma u
nazivniku. Prema Dobbs (2011), jer je m > n, funkcija f ima jedinstvenu asimptotu u
geometrijskom smislu 1 proizvoljno mnogo asimptota u analitickom smislu.

Funkcija g je asimptota funkcije f u geometrijskom i analitickom smislu, a funkcije oblika
h(x) = x> +x+t,t € R su (neke) asimptote funkcije f u analitickom smislu, to jest f ~, g i

f~,gtef~ hif+h.

1.3. Asimptotsko ponaSanje funkcija

Asimptotsko ponaSanje obuhvaca razli¢ite vrste informacija o ponaSanju funkcije.
Asimptotika podrazumijeva odredivanje algoritma kojim se jednostavnije izvrednjava neka
vrijednost odnosno odredivanje zadovoljavajuce aproksimacije zadane veli¢ine (De Bruijn,
1958; Graham, Knuth, & Patashnik, 1988). De Bruijn (1958) je asimptotiku identificirao s
tehnikama rjeSavanja odredenih problema, trazenjem asimptotske formule koja najcesce
podrazumijeva funkciju asimptotski ekvivalentnu zadanoj funkciji kako je dano u Definiciji
1.6 (Bender, 1974; De Bruijn, 1958; Graham et al., 1988).

Definicija 1.6: Asimptotski ekvivalentne funkcije

Kaze se da su funkcije f i g asimptotski ekvivalentne, f(x) ~ g(x) (x > ), ako

iiedi lim 0 _
vrijedi lﬁﬁm—l-

ZnacCajan aspekt asimptotickog pristupa rjeSavanju problema je procjenjivanje kojom
,brzinom* ili s kojom greSkom dobivena aproksimacija postaje bliza stvarnoj vrijednosti.
Graham i sur. (1988) funkcije koje se javljaju u praksi svrstavaju prema asimptotskim

omjerima rasta u hijerarhiju danu u Jednadzbi 1.3.1. Za funkcije f i g vrijedi f < g ako i samo

ia im f(n _
ako je img(n)_o'

logn

1<loglogn<logn<n‘<n®<n“"<c"<n"<c",0<e<l<c
Jednadzba 1.3.1



Funkcije f i g imaju istu brzinu rasta, f(n)=<g(n), ako vrijedi |f(n)|<C|g(n)| i
|g(n)|<C|f(n)| za neki C i dovoljno velike n (Graham et al., 1988). Pomoéu O notacije se u

asimptotskim formulama suptilnije i jednostavnije daju informacije o brzini konvergencije i

greSki asimptotske aproksimacije (vidi Primjer 1.5). Oznaka O(g(n)) predstavlja skup svih

funkcija f(n) takvih da je |f(n)| < C|g(n)| za svaki n i za neku konstantu C. Bender (1974) je

pojasnio kako notacija f(n)=0(g(n)) znati da je % omedeno kad n —» co.

Primjer 1.5: O notacija

Zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva dan je s:
0=, n*=in(n+)(n+)=1in’+in’*+1in
Ocito vrijedi o,=1n®+0O(n?). Slabiji rezultat je o, —1n® < n® ijaci g,—in® =<n?.

Asimptotska aproksimacija ima apsolutnu gresku O(g(n)) ako je oblika f(n) +O(g(n)),
gdje f(n) ne sadrzi O notaciju; aproksimacija ima relativnu greSku O(g(n)) ako je oblika
f(n)-(1+0(g(n))), gdje f(n) ne sadrzi O notaciju.

Asimptotika se javlja kod iterativnih metoda racunanja, rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi, u
analitickoj teoriji brojeva, kombinatorici, numeri¢koj matematici i1 drugim podrucjima

matematike.

Primjer 1.6: Asimptotsko ponasanje funkcija

Promotra se odnos funkcija f(x) =vx+ x> i g(X)=X za x —» co.
- f~g, jerje lim&x® —1

S () =X+ X = X(1+1 =x+0(1) =x-(1+0(%)), zbog Taylorovog razvoja

1
1\2 __ 11 1 1 _ n-113---(2n-3) ,n .
(13) =13 -Frp+ o+ (DTGP 4 28 X > o0,

- Funkcija f se aproksimira funkcijom g s apsolutnom greskom do na konstantu
I relativnom greSkom reda veli¢ine O(%)

x | f)-g() | f(¥/9(x)
10 0.498756 | 1.04881
100 | 0.498756 | 1.00499
1000 | 0.499875 | 1.0005
10000| 0.4999988 | 1.00005
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2. PREGLED DOSADASNJIH ISTRAZIVANJA

Do sada provedena istrazivanja matematickog obrazovanja fokusirana na objekt znanja
asimptote naglasak stavljaju na izgradnju definicije horizontalne asimptote i pojma asimptota
racionalnih funkcija (Kidron, 2011; Mok, 1999; Yerushalmy, 1997). U drugim se
istrazivanjima asimptota prepoznala kao objekt koji se realizira limesom funkcije (Barbé,
Bosch, Espinoza i Gascon, 2005), objekt ¢ije intuitivno razumijevanje doprinosi razvijanju
(Swinyard i Larsen, 2012) ili odreduje sliku koncepta limesa (Roh, 2008; Williams, 1991) te
kao objekt znacajan za grafi¢ko prikazivanje funkcije (Zarhouti, Mouradi i Maroufi, 2014). Za
asimptotu su vazni koncepti tangenta i limes. U sklopu ATD-a do sada je istrazivan samo
objekt znanja limes (Barbé i sur., 2005; Hardy, 2009) te grafi¢ko prikazivanje funkcije

pomocu diferencijalnog ra¢una, $to ukljucuje asimptotu grafa funkcije (Zarhouti i sur., 2014).

2.1. Pregled istrazivanja matematickog obrazovanja vezanih uz tangentu i

limes

Istrazivanja vezana uz asimptotu, tangentu i limes provedena su unutar teorijskog okvira
pod nazivom slika i definicija koncepta, koji su razvili D. Tall i S. Vinner 1980-tih godina.
Razlikuju se slika koncepta, kao pojedinéeva cjelovita kognitivna struktura povezana s danim
pojmom, osobna definicija koncepta, kao sklop rije¢i kojima pojedinac jednozna¢no opisuje
pojam te formalna definicija koncepta, kako je zadaju znanstvenici (Tall i Vinner, 1981,
Vinner, 1991, 2014). Vinner (1991) je tumacio kako znati koncept podrazumijeva imati
izgradenu sliku koncepta. Definiciju koncepta nije nuzno poznavati, ne mora biti povezana sa
sastavnicama slike koncepta i moze biti s njima u konfliktu §to moze dovesti do teSkoca u
ucenju matematike (Tall i Vinner, 1981; Vinner, 1991). Posebno, Vinner (1991) je istaknuo
potrebnim kontinuirano uzajamno djelovanje izmedu slike koncepta i definicije koncepta
kako bi ucenje bilo uspjesno. Ucenici razvijaju jaku sliku koncepta i pomocu nje uspjesno
rjesavaju tipicne zadatke, za koje nije potrebno konzultirati definiciju koncepta (Cornu, 1991,
Tall i Vinner, 1981; Vinner, 1991, 2014; Williams, 1991). Shodno tome, autori se slazu kako
je potrebno postavljati nerutinske zadatke za Cije rjeSavanje je nuzno angazirati definiciju
koncepta jer pogresni ili nepotpuni faktori u slici koncepta mogu dovesti do kontradiktornog
ili krivog rezultata (Cornu, 1991; Tall, 1992; Vinner, 1991; Williams, 1991). Istrazivanja
pokazuju kako je slika koncepta odredena sadrzajima i primjerima kojima je pojedinac
poucavan 1 koji uglavnom ne ukljucuju sve aspekte formalne definicije ili sve veze izmedu
sastavnica koncepta (Biza, Christou i Zachariades, 2008; Biza i Zachariades, 2010; Kidron,

2011; Tall, 1992; Tall i Vinner, 1981; Vinner, 1991, 2014; Williams, 1991). Savjetuje se
11



matematiCke koncepte usvajati slijedom velikog broja tipi¢nih 1 netipi¢nih primjera,
kontraprimjera koji su uskladeni i pokrivaju sve aspekte formalne definicije koncepta. Autori
su isticali vaznost edukacije nastavnika 0 Karakteristikama pojedinih koncepata, nacinima na
koje ih studenti interpretiraju i poznaju te miskoncepcijama i teSkocama koje iz toga proizlaze
(Cornu, 1991; Tall, 1992; Vinner, 1991).

Vinner (1991) je opisao primjer konflikta za koncept tangente. To je pojam koji se
primarno poucava u kontekstu tangente kruznice i kasnije u diferencijalnom 1 integralnom
raunu (eng. calculus). Istrazivanja su pokazala kako su studenti skloni crtati pravac koji ima
obiljezja tangente kruznice, primjerice jednu zajedni¢ku toc¢ku s Krivuljom i kad to nije
primjereno. Takav pravac se naziva genericka tangenta. Koncept tangente Biza i sur. (2008;
2010) su prepoznali bitnim objektom edukacijskih istrazivanja jer se javlja na razli¢itim
razinama obrazovanja, u razliitim obrazovnim kontekstima (euklidskoj 1 analitickoj
geometriji te diferencijalnom ra¢unu i matematic¢koj analizi), moZe se definirati i prikazati na
razliCite nacine te primjenjivati u poucCavanju razli¢itih tema matematicke analize. U
geometriji tangenta je globalno svojstvo krivulje, jer se odreduje odnos pravca i krivulje u
cjelini, a u matematickoj analizi je to svojstvo lokalno, jer se odnosi na krivulju, njezinu
pojedinu tocku i okolinu te toc¢ke i definira kao grani¢ni polozaj sekanti (Biza i sur., 2008;
2010). Koncept tangente i drugi koncepti koji se javljaju u razli¢itim kontekstima i razli¢itim
obrazovnim razdobljima trebaju se poopciti, Sto se moze provesti ekspanzivnom ili
rekonstruktivnom generalizacijom (Biza i sur. 2008; 2010). Prva podrazumijeva nadogradnju,
a druga radikalnu izmjenu postojece slike koncepta.

Biza i sur. (2008) su istrazili postojece slike koncepta i osobne definicije koncepta tangente
kako bi odredili skupine u¢enika s karakteristicnim teSkoCama i interpretacijama koncepta
tangente te izlucili faktore koji identificiraju sliku koncepta tangente. Biza i Zachariades
(2010) su ispitali koje slike koncepta tangente ostaju dostupne studentima po dolasku na
sveucCiliste te kako su povezane s rezultatima istrazivanja iz Biza i sur. (2008). Zadaci
postavljeni u istrazivanju su odabrani s obzirom na teSkoce identificirane u prethodnim
istrazivanjima. Ukljucene su situacije kad se tangenta podudara s grafom ili dijelom grafa
funkcije, kad presijeca krivulju (u tocki infleksije), kad je okomita na os apscisa te kad
tangenta ne postoji (tocka je vrh krivulje ili za dani argument nije definirana prva derivacija).
U oba istrazivanja prepoznate su tri perspektive tumacenja tangente (Biza i sur. 2008; 2010):
- Analiticko lokalna perspektiva: u¢enici su sliku koncepta tangente izmijenili tako da
odgovara kontekstu matematicke analize. Promatraju se lokalna svojstva, a ne

geometrijska obiljezja tangente.
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- Prijelazna lokalna perspektiva: ucenici su postojecu sliku koncepta tangente nadogradili
tako da poznata globalna svojstva primjenjuju u okolini tocke. Dominantna slika
koncepta tangente je pravac koji dodiruje graf (glatke) funkcije, moze s grafom imati jo$
zajednickih tocaka, ali ne u okolini diraliSta i ne moze dijeliti graf na dva dijela u tocki
diralista, to jest graf funkcije je s iste strane tangente.

- Geometrijska globalna perspektiva: u€enici su zadrzali svojstva tangente karakteristi¢na
euklidskoj geometriji. Objekt tangente pod snaznim je utjecajem prototipa tangente
kruznice (takoder u Vinner (1991)). Ocekivana svojstva tangente su: da ima jednu
zajednicku toc¢ku s krivuljom te da je polozaj krivulje s iste strane pravca.

Rezultati iz Biza i sur. (2008; 2010) su pokazali kako je geometrijska perspektiva ja¢a kod
studenata nego ucenika i broj studenata s prijelaznom perspektivom se relativno povecao u
odnosu na ostale skupine. Studenti su ¢e$¢e odbijali kao tangentu pravac koji sijece graf u
drugoj tocki, a bolje su baratali karakteristikama glatke krivulje. Tangenta u to¢ki infleksije i
tangenta koja se podudara s grafom ili dijelom grafa funkcije su predstavljale tesko¢u kod
obje populacije.

Biza i sur. (2008; 2010) su otkrili nekonzistentnost izmedu poznavanja formule i definicije
tangente. UCenici su poznavali formulu za jednadzbu tangente, ali nisu bili u stanju formalno
opisati tangentu, dok su studenti imali znacajno formalno i simbolicko znanje o definiciji
tangente u matematickoj analizi i bili usredotoCeni na derivaciju, ali ta znanja nisu koristili u
rjeSavanju problema nego su se oslanjali na sliku koncepta koja nije uskladena s definicijom.
Biza i Zachariades (2010) su protumacili kako studenti sliku koncepta razvijenu tijekom
prethodnog obrazovanja nisu izmijenili tako da pravilno uklju¢uje saznanja infinitezimalnog
racuna. Napomenuli su kako je na vi§im razinama obrazovanja potrebno propitati prethodno
steCeno znanje i na temelju njega rekonstruirati postojece te izgraditi novo znanje.

Biza i Zachariades (2010) su nasli kako zadaci u udzbenicima zavr$ne godine i relevantnim
ispitima imaju naglasak na poznavanju i primjenjivanju formula, a u manjoj mjeri na
razli¢itim reprezentacijama matematickih koncepata i problemima koji zahtijevaju razvijanje
slike koncepta. Tumacili su kako je to zapreka promjeni slike koncepta tangente. Predlozili su
ukljuciti raznolike sadrzaje u udzbenike, a posebno specificne graficke reprezentacije
koncepta tangente uskladene s formalnom definicijom te izmijeniti testove tako da osim
procedura ispituju razumijevanje 1 kreiranje. UcCitelji trebaju dobro poznavati koncept i
teSkoe ucenika pri usvajanju tog koncepta te postaviti primjere koji ¢e potaknuti

rekonstrukciju znanja (Biza i Zachariades, 2010).
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Istrazivanja su pokazala kako ucenici koncept limesa razvijaju s razli¢itim konfliktima,
poput nedostiznosti limesa, mede koja se ne prelazi ili kao dinamic¢kog, beskona¢nog procesa
umjesto kao rezultata tog procesa (Cornu, 1991; Monaghan, 1991; Tall, 1992; Tall i Vinner,
1981; Vinner, 1991; Williams, 1991). Podrijetlo miskoncepcija istraziva¢i su naSli U
kurikulumu i pouéavanju, koji naglasak stavljaju na proceduralno izracunavanje i algebarsko
manipuliranje, svojstva limesa te demonstraciju uobi¢ajenih primjera, nadalje prijelazu s
intuitivnog, iskustvenog rasudivanja na formalno matemati¢ko misljenje, te terminologiji koja
limes opisuje priblizavanjem ili aproksimacijom (Cornu, 1991; Hardy, 2009, 2011,
Monaghan, 1991; Roh, 2008; Tall, 1992; Tall i Vinner, 1981; Williams, 1991).

Williams (1991) je istrazivao kako studenti mogu sliku koncepta limesa uskladiti s
njegovom definicijom. Koristio je model kognitivne promjene za opisivanje kako odredene
situacije doprinose izmjeni modela ka formalnoj definiciji. Modeli su takva znanja koja su
jasno definirana, organizirana i koherentna. Kognitivna promjena modela nastupa kad se

1. iskaze nezadovoljstvo postoje¢im modelom

2. ponude modeli koji su razumljivi i uvjerljivi

3. pokaze kako je ponudeni model primjeren i koristan (Williams, 1991).
Poucavanje koje treba potaknuti kognitivnu promjenu sadrzi ,,otkrivajuéu® i ,,proturjecnu‘
situaciju. U prvoj se prepoznaju i aktiviraju postoje¢i modeli za rjeSavanje problema, a u
drugoj se spoznaje kako dostupni modeli nisu primjereni u danoj situaciji $to dovodi do
konflikta. Student potom ulazi u ,,razdoblje odlucivanja‘“ kada na poticaj nastavnika izgraduje
novi, vlastiti model koji rjeSava danu situaciju i nastali konflikt (Williams, 1991). Istrazivanje
koje je proveo obuhvacalo je pregled spontanih modela limesa, ispitivanje u kojoj mjeri
studenti smatraju razliite modele korisnima i uvjerljivima te odredivanje posljedica
koristenja netocnih modela pri rjeSavanju zadataka. Razmatrao je koje su metafore za limes i
postoji li genericki model limesa.
Za odredivanje postojecih modela limesa kod studenata Williams (1991) je ponudio dinamicki
i formalni opis limesa te opis limesa kao mede i aproksimacije funkcije. Kod ispitanih
studenata su najucestaliji bili modeli gdje je limes opisan dinamickim procesom, kao
nedostizan ili nalik formalnoj definiciji (Williams, 1991). Dinamicki aspekt limesa studenti su
oCitovali kretanjem po grafu funkcije ili uzastopnim izraCunavanjem vrijednosti funkcije za
argumente koji se priblizavaju zadanom broju. Limes su interpretirali beskona¢nim procesom
priblizavanja, aproksimacijom, postavljanjem u ,,sendvi¢®, a jedan od prisutnih modela limesa

je asimptota kao meda funkcije (Williams, 1991).
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U sljedecoj fazi istrazivanja Williams (1991) je studentima postavio dvije tvrdnje, medusobno
proturjecne, koje su trebali opovrgnuti ili opravdati. Tvrdnje su sluzile kao ,,otkrivajuce®
situacije i zadane su kao izjave dva studenta kako funkcija nikad ne dostize svoj limes
odnosno kako nije bitno dostize li ili ne funkcija limes nego kako se ona ponasSa u blizini
zadane toCke. Studenti su rjeSavali zadatke oslanjaju¢i se na odabranu tvrdnju. Tvrdnje i
zadaci odabrani su tako da stvore ,,proturjenu’ situaciju s postoje¢im modelima kako bi
izazvali kognitivni konflikt i potaknuli izgradnju primjerenije definicije limesa. Provedena
aktivnost izazvala je konflikt, ali ne pravu kognitivhu promjenu modela limesa ispitanih
studenata (Williams, 1991). Razli¢ite definicije odnosno opise limesa prepoznali su istinitima
jer su valjani u odredenim situacijama, ¢ime su studenti pokazali manjak razumijevanja
istinitosti matematicke tvrdnje (Williams, 1991). Primjere, koji su trebali dovesti do konflikta,
smatrali su iznimkom od ustaljenih i usvojenih pravila i nisu stekli potrebu za kognitivnom
promjenom; preferirali su jednostavnije i prakticne modele, poput dinamicke interpretacije
limesa funkcije, koji su primjenjivi u zadacima s kojima se susrecu te studenti ne koriste
konceptualne modele limesa koje su razvili nego angaziraju poznate procedure (Williams,
1991). Studenti su tvrdili kako nije potrebno promatrati limes u tocki kod neprekidnih
funkcije i posebno su se pouzdali u formulu i graf funkcije pri odredivanju limesa. Williams
(1991) je protumacio kako njihovo pouzdanje dolazi od baratanja isklju¢ivo s poznatim
funkcijama, bez razmisljanja o specifiénim svojstvima (atipi¢nih) funkcija. Poucavanje koje
bi doprinijelo razvijanju potpunih i formalnih koncepata Williams (1991) je naSao u pazljivim
1 usmjerenim instrukcijama uz odabranu Siroku lepezu razli¢itih primjera. Postavljeni zadaci
trebaju zahtijevati angaziranje alternativnih, kvalitetnijih modela koji su bliski formalnoj
definiciji limesa.

Pojam limesa i odgovarajuci proces poucavanja istrazuju se i unutar teorije APOS, ¢ije
je glavne ideje predstavio E. Dubinsky (1984). Prema toj teoriji pojedinac matematicki
koncept prvo dozivljava kao akciju. Akcija je svaka transformacija postoje¢ih objekata u novi
objekt poduzeta s obzirom na neki zahtjev okoline. Ponavljanjem i refleksijom moze ju se
interiorizirati u mentalni proces. Manipulacijom i rasudivanjem o procesima koncept se
zatvara u mentalni objekt. Shemu ¢ini koherentna kolekcija akcija, procesa i objekata i drugih
shema medusobno povezanih tako da mogu doprinijeti rjeSavanju problema. Shema je
element koji je proizasao iz teorijskih istrazivanja i nadograduje postojecu strukturu teorijskog
okvira jer manipulacijom shema mogu nastati novi objekti (Cottrill i sur., 1996).

Istrazivacki proces unutar APOS teorije provodi se u ciklusima (Cottrill i sur., 1996).

Teorijska, matematicka 1 epistemoloska saznanja koriste izgradnji polazne geneticke
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dekompozicije koncepta koji se istrazuje. Dizajniraju se instrukcije usmjerene stvaranju
odredenih misaonih konstrukcija koje su dijelom geneticke dekompozicije koncepta. Nakon
poucavanja ispituje se jesu li studenti ostvarili predvidenu kognitivnu konstrukciju i koje
instrukcije su doprinijele tomu. Opservacija i interpretacija ishoda procesa poucavanja dovode
do modifikacije genetiCcke dekompozicije. PouCavanje, realizacija i interpretacija te teorijski
okvir stalno koreliraju i medusobno se nadopunjuju (Cottrill i sur., 1996).

Cottrill i sur. (1996), suprotno nekim istrazivanjima, snaznu i pravilnu dinamicku
koncepciju limesa odabrali su kao polaziste stjecanju formalne definicije limesa. Istaknuli su
kako je limes prvi koncept u matematiCkom obrazovanju koji se ne izgraduje direktnim
raCunanjem i tu se jasno oc€ituje razlika akcije i procesa. Cottrill i sur. (1996) dali su geneticku
dekompoziciju koncepta limesa koja zapocinje akcijom izra¢unavanja vrijednosti funkcije za
konstrukcija dovodi do usvajanja dinamickih procesa priblizavanja po osi apscisa i osi
ordinata. Koordinacija tih procesa djelovanjem funkcije je shema priblizavanja funkcije
limesu. Limes kao objekt nastaje manipulacijom koordinirane sheme priblizavanja vrijednosti
funkcije limesu. Geneticka dekompozicija predvida daljnje nadopunjavanje sheme
priblizavanja upotrebom nejednakosti, intervala te kvantifikatora do formalne definicije
limesa. U provedenom istrazivanju studenti nisu presli dalje od prva cetiri koraka geneticke
dekompozicije (Cottrill i sur., 1996). Posebno, studenti imaju teskoce odmaknuti se od akcije
izvrednjavanja funkcije za jedan argument, usvojiti proces priblizavanja po kodomeni te
primijeniti funkciju na procese priblizavanja za konstrukciju sheme ,kad x-—>a onda
f(x) > L
Cottrill i sur. (1996) su osmislili ra¢unalni program za podrSku implementacije sheme
priblizavanja u poucavanju. Zakljucili su kako je limes sloZena shema u kojoj su istaknute
koncepcije dinamickih procesa i kvantifikatora. Slicno, Cornu (1991) je istaknuo kako je
definicija limesa iskazana koordinacijom dva procesa, a ne kombinacijom dva koncepta.

Swinyard i Larsen (2012) nadogradili su proces poucavanja koji su dali Cotrill i sur.
(1996), jer su utvrdili kako predlozena geneticka dekompozicija razvija proces identificiranja,
a ne potvrdivanja limesa. Limes su karakterizirali vaznim nastavnim sadrzajem i objektom
edukacijskih istrazivanja, jer je to prvi pojam s kojim ucenici manipuliraju formalno i
apstraktno, te istaknutim temeljnim pojmom u razli¢itim kontekstima matematicke analize.
Koristili su metodu heuristicke izgradnje novog pojma kako bi odredili na koji na¢in studenti
razvijaju proces potvrdivanja limesa i kako ga formaliziraju u definiciju limesa. Formalno
znanje nije ponudeno i nije potrebno uklopiti ga u postojeca neformalna znanja. Studenti

16



trebaju koristiti vlastita neformalna znanja kako bi otkrili formalne matematicke sadrzaje na
temelju danih primjera i kontraprimjera, koji mogu imati podrijetlo iz konteksta povijesnih
matematickih otkric¢a. Instrukcije i diskusije u istrazivanju Swinyarda i Larsena (2012)
provodile su se isklju¢ivo interpretacijom na grafickim prikazima. Rezultate Cotrilla i sur.
(1996) koristili su za analizu neformalnih znanja studenata i osmisljavanje zadataka.

Rezultati su pokazali kako je za formalnu definiciju limesa nuzno fokus rasudivanja postaviti
na promjenu vrijednosti ordinata te pravilno tumaciti ideju proizvoljno odnosno beskona¢no
maloga ili bliskoga (Swinyard i Larsen, 2012; Tall, 1992). Proces koji se formalizira u
definiciju limesa je kontinuirano smanjivanje intervala oko potencijalnog limesa (Swinyard i
Larsen, 2012). Promatranjem limesa funkcije u beskonacénosti ispitanici su uspjeli nadvladati
dvije navedene teskoce te iskazati formalnu definiciju limesa funkcije u beskonacnosti i po
uzoru na nju definiciju limesa funkcije u to¢ki. Ispitanici su kao primjere funkcija koje imaju
limes u beskonaénosti naveli: konstantu funkciju, funkciju koja se priblizava svojoj
horizontalnoj asimptoti i osciliraju¢u funkciju kojoj se amplituda priblizava nuli (Swinyard i
Larsen, 2012).

Swinyard i Larsen (2012) su predlozili kako studenti diferencijalnog i integralnog racuna
trebaju svladati sve korake predlozene izmijenjene geneti¢ke dekompozicije koji ukljucuju:
razvijanje snazne dinamicke koncepcije limesa, prebacivanje fokusa na proces priblizavanja
po osi ordinata, razvijanje procesa potvrdivanja limesa suzavanjem intervala oko vrijednosti
limesa te formalizaciju definicije upotrebom nejednakosti i kvantifikatora.

Roh (2008) je ispitivao kako prethodno steéene slike koncepta limesa utjeCu na
razumijevanje formalne definicije limesa niza. Studenti su trebali izvrednjavati i graficki
prikazati razli¢ite nizove te utvrditi jesu li konvergentni i ako da koji je njihov limes. Studenti
su u ispitivanju Kkoristili e-trake, prozirne trake razlicite Sirine s crvenom linijom u sredini po
kojoj se poravnava potencijalni limes niza na grafickom prikazu. Studenti su trebali odrediti
koliko ¢lanova niza se nalazi izvan odnosno unutar e-trake te odabrati koja od dvije ,,izjave
studenata o limesu niza je ispravna (A: beskonacno mnogo ¢lanova je unutar 1 B: kona¢no
mnogo ¢lanova niza je izvan e-trake).

Roh (2008) je tvrdio kako studenti nisu razlikovali dvije izjave zbog nedostatka iskustva s
netipicnim primjerima nizova ili poznavanja komplementa beskona¢nog skupa. Kad su
studenti odabrali jednu izjavu kao ispravnu bili su konzistentni pri svrstavanju nizova koji ju
zadovoljavaju i Roh (2008) je razlikovao tri grupe studenata:

1. Studenti koji nisu prihvatili dane izjave kao ispravne nisu uvazili jednakost ili

osciliranje vrijednosti ¢lanova niza s obzirom na limes. Roh je opisao kako su limes
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niza poistovjetili s asimptotom u smislu da se vrijednosti ¢lanova niza pribliZzavaju, ali
nisu jednake limesu i ne prelaze ga kao asimptotu. Studenti u ovoj grupi su prepoznali
limes monotonih i omedenih nizova, nisu prepoznali limes konstantnog niti
osciliraju¢eg niza ili kombinacije takvih.
2. Studenti koji su odabrali prvu izjavu kao ispravnu su prihvatili viSestruke limese niza,
odnosno gomiliSta niza su interpretirali kao limese niza.
3. Studenti koji su odabrali ispravnu izjavu kao opis limesa niza su uspjesno rijesili
postavljene zadatke. Roh (2008) je istaknuo kako ovi studenti izraz priblizavati koriste
u manje doslovnom, kolokvijalnom smislu rijeci.
Roh (2008), sli¢no kao Cottrill i sur. (1996), je dinamicku sliku koncepta limesa prepoznao
vaznom za razvijanje formalne definicije. Diskutirao je kako aktivnosti s e-trakom uz
raznovrsne primjere nizova mogu ukloniti epistemoloSke prepreke stjecanju formalne

definicije limesa i razotkriti nekompatibilne, prethodno stecene slike o konceptu.
2.2. Pregled istrazivanja matemati¢kog obrazovanja vezanih uz asimptotu

Kidron (2011) je istrazivala iskustvo uéenja formalne definicije horizontalne asimptote jedne
studentice. Motivacija za istrazivanje su bile ucestale interpretacije horizontalne asimptote
kao pravca kojemu se graf funkcije priblizava i s kojim nema zajednickih tocaka. Cilj
istrazivanja je bio izgraditi definiciju horizontalne asimptote pomocu limesa funkcije u
beskonacnosti rjesavanjem zadataka koji ukljucuju situacije konflikta s postojeCom slikom
koncepta. Teorijska podloga istrazivanja je model apstrakcije u kontekstu, koji omogucuje
opisivanje epistemoloskih akcija poduzetih pri izgradnji novog znanja (Kidron, 2011). Prema
tom modelu apstrakcija nastaje iz manje razvijene ideje povezivanjem i usustavljivanjem
kognitivnih rezultata u koherentnu strukturu. Tri vrste aktivnosti potrebne su za stvaranje
novog znanja: (1) prepoznavanje matematicke strukture u danoj situaciji, (2) izgradnja
rjeSenja dane situacije koriStenjem postojecih struktura, (3) konstrukcija nove strukture
povezivanjem i organiziranjem znanja stecenih prethodnim aktivnostima. Kidron (2011) je
istaknula kako je za razumijevanje i izgradnju matematickih koncepata izuzetno vazno
koristiti 1 povezivati razliite prikaze matemati¢kih objekata: analiticki, algebarski, graficki,
simbolicki i druge.

Slika koncepta horizontalne asimptote kod studentice je podrazumijevala graf funkcije koji se
za sve vece X poravnava i priblizava pravcu koji mu je asimptota. Kidron (2011) je tvrdila
kako su primjeri kojima je studentica poucavana doveli do djelomi¢no izgradene slike

koncepta koja ne odgovara u potpunosti matemati¢koj strukturi. Studentica je rjeSavala tri
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zadatka; u prvom je prepoznala horizontalnu asimptotu u situaciji koja odgovara postojecoj
slici koncepta. Drugi zadatak je stvorio konflikt zbog kojega se slika koncepta morala
prilagoditi tako da ukljucuje ¢injenicu kako asimptota moze imati sjeciste s grafom funkcije.
Treci zadatak je bio primjer funkcije koja oscilira oko svoje horizontalne asimptote i stvorio
je takvu situaciju konflikta zbog koje je bila nuzna znacajna promjena u slici koncepta.
Studentica je koristila znanja grafickog prikazivanja, algebarske manipulacije i
infinitezimalnog rac¢una kako bi osmislila i opravdala svoje rjeSenje. Nova konstrukcija u slici
koncepta je povezala postojanje horizontalne asimptote grafa funkcije s postojanjem broja
kojemu se vrijednosti funkcije u beskonacnosti priblizavaju, $to je konstrukcija uskladena s
formalnom definicijom (Kidron, 2011).

Yerushalmy (1997) je ispitivala razvijanje semantike definicija asimptota racionalnih

funkcija tijekom poucavanja vodenim otkrivanjem uz pomo¢ graficke tehnologije. Istaknula je
kako poznavanje procedura nije dovoljno za rasudivanje o asimptotama koje zahtjeva
razumijevanje slozenijih matematic¢kih koncepata. U tu svrhu je osmislila, provela, opisala i
interpretirala tri aktivnosti od kojih su dvije nastavne i jedna pisana aktivnost ucenika.
Ucenici su istrazivali ponaSanje grafova racionalnih funkcija u ovisnosti o polinomima u
brojniku i nazivniku, vrstama prekida kod racionalnih funkcija te horizontalnim i kosim
asimptotama. Aktivnosti su provedene obradivanjem pomno odabranih primjera uz pomoé
graficke tehnologije 1 zajedni¢kom diskusijom pod vodstvom nastavnika. KoriSteni softver
omogucavao je istovremenu provedbu aritmeti¢kih operacija na funkcijama 1 prikazivanje
grafova tih funkcija (racionalna funkcija je koli¢nik dvaju polinoma).
Ucenici su formulirali definiciju vertikalne asimptote kao ,,okomitog pravca koji postoji samo
za argument u kojem funkcija nije definirana pri ¢emu vrijednosti funkcije teze u pozitivnu ili
negativnu beskonacnost* (Yerushalmy, 1997). Za istrazivanje horizontalne asimptote primjeri
su odabrani tako da ucenici

1. prepoznaju sli¢nosti i razlike izmedu vertikalne i horizontalne asimptote,

2. osmisle proceduru odredivanja horizontalne asimptote,

3. utvrde ponasanje funkcije u beskonacnosti i Spoznaju ogranicenost tehnologije za
prepoznavanje odnosa pravca i grafa funkcije u beskonacnosti (je li pravac tangenta ili
asimptota),

4. prepoznaju topologiju odnosa asimptote i grafa funkcije, posebno kako horizontalna
asimptota moze sjeci graf funkcije.

Iskazali su sljedece karakteristike horizontalne asimptote (Yerushalmy, 1997, str. 12-13):
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-, Horizontalna asimptota je pravac koji je paralelan jednoj koordinatnoj osi i priblizava

se krivulji u beskonacnosti. *

- ,,To je pravac kojemu je nagib nula.
-, Funkcija koja ima horizontalnu asimptotu je racionalna funkcija koja ima broj K za

koji je limes funkcije u beskonacnosti jednak K. *

- ,,Ako postoji horizontalna asimptota stupanj brojnika mora biti veéi ili jednak stupnju

nazivnika “ (djelomicno krivo).

Razumijevanje pojma horizontalne asimptote Yerushalmy (1997) je ispitivala zadatkom
odredivanja funkcije ¢iji graf se nalazi izmedu grafa zadane funkcije i njezine horizontalne
asimptote. Ucenici su spretno odredili horizontalnu asimptotu nau¢enom procedurom, ali su
netocno tumacili semantiku priblizavanja kao kona¢no dodirivanje negdje na podrucju
definicije funkcije i iskazali kako nije moguce smyjestiti krivulju izmedu grafa funkcije i
njegove asimptote (Yerushalmy, 1997). Vecina ponudenih rjeSenja je proizasla iz odrzavanja
stupnjeva polinoma u brojniku i nazivniku ili umanjivanja vrijednosti slobodnih koeficijenata
zadane racionalne funkcije (Yerushalmy, 1997).
U posljednjoj aktivnosti provedenog istrazivanja ucenici su trebali predloziti takve polinome
koji najbolje opisuju danu racionalnu funkciju. Jednadzbu pravca koji je kosa asimptota
racionalne funkcije ucenici su prepoznali kao koli¢nik polinoma u brojniku i nazivniku.
Yerushalmy (1997) je protumacila kako je uspostavljanju ove veze doprinijela aktivnost
istrazivanja ovisnosti racionalne funkcije o polinomima u brojniku 1 nazivniku. Ucenici su
pojasnili kako ostatak pri dijeljenju polinoma u brojniku i nazivniku postaje zanemariv kad x
teZi u beskonaénost (Yerushalmy, 1997). Nije dovoljno promatrati koje su vrijednosti funkcije
kad x tezi u beskona¢nost nego koliko brzo tezi beskona¢nosti odnosno grafu koje funkcije se
graf promatrane funkcije priblizava (Graham i sur., 1988; Yerushalmy, 1997).
Semantika asimptota racionalnih funkcija u provedenim aktivnostima razvijena je neovisno o
procedurama odredivanja asimptota racionalnih funkcija (Yerushalmy, 1997). Poznavanje
procedura nije bilo nuzno za rjeSavanje zadataka, poucavane su nakon istraZivanja generickih
primjera 1 onda kada su se pokazale potrebnima za rjeSavanje problema te je na njihovu
demonstraciju i uvjezbavanje utroseno kratko vrijeme (Yerushalmy, 1997).

Pozitivni ishodi u€enja samostalnim istrazivanjem asimptotskog ponasanja racionalnih
funkcija uz pomo¢ graficke tehnologije pokazani su u Mok (1999). Implementirao je
kognitivni model poucavanja, koji se temelji na kognitivnhom konfliktu i medijaciji
nastavnika, uz upotrebu grafickog kalkulatora. Kognitivni konflikt potice ucenike, kad nisu u

stanju postojecim strategijama rijesiti problem, stvoriti i aktivirati novo znanje i strategije, a
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uloga nastavnika je stvoriti okruzenje i prilike kojima ¢e uéenika potaknuti na takav napredak
(Mok, 1999).

Zbog razli¢itog predznanja ucenici su podijeljeni u dvije skupine u kojima su se provodile
razlicite aktivnosti. Uenici koji su istrazivali horizontalne pomake funkcije f(x)=1/(x+a),

s naglaskom na vertikalnu asimptotu, trebali su ucestalu pomo¢ i usmjerenje nastavnika. Mok
(1999) je protumacio kako zbog nedostatka navike vlastitog obrazlaganja matematicke
aktivnosti ucéenici daju nepotpune, neprecizne i nekorektne odgovore. U drugoj skupini
ucenicima je graficka tehnologija omogucila uvid kako toc¢ka prekida funkcije nije nuzno
argument vertikalne asimptote, nego je potrebno da ordinata tezi beskonacnosti. Ispitivanjem
vrijednosti funkcije za velike argumente ucenici su otkrili stalnost kvocijenta ordinate i
apscise te ponaSanje funkcije za x — +oo Opisali konstantnim nagibom; spoznali su kako

postoje kose asimptote te da su horizontalne asimptote njihov poseban sluc¢aj (Mok, 1999).
2.3. Teorijski okvir

2.3.1. Antropoloska teorija didaktike i didakticka transpozicija

Francuski matemati¢ar Yves Chevallard pocetkom 1980-tih postavlja temelje
antropoloske teorije didaktike (ATD). U svojim zacecima ATD je usko vezan uz Teoriju
didaktic¢kih situacija Guya Brousseaua. ATD je nastao i opstao u francuskoj didaktici
matematike, a procvat je dozivio u $panjolskim govornim podru¢jima. Primarno je namijenjen
za potrebe istraZivanja matematiCkog obrazovanja, ali se uspjeSno koristi u didaktikama
prirodnih, drustvenih i umjetnickih disciplina, muzeografiji, Sahu i drugom. ATD je neovisan
o pedagogiji, koja je usmjerena unapredivanju nastavne prakse i psihologiji, koja je usmjerena
na osobine pojedinca (Chevallard, 1981, 1992, 2007). Posebice, prosiruje ideju didaktickog
trokuta nastavnika, u€enika i poucavanog sadrzaja kao osnovu svakog obrazovnog sustava. S
jedne strane, uspjeh ucenika ne ovisi samo 0 njegovim sposobnostima, nastavnom procesu
kojim upravlja nastavnik ili njihovom meduodnosu, nego sadrzaju koji se poucava i uci te
brojnim vanjskim ciniteljima. S druge strane, istrazivanja matematickog obrazovanja unutar
ATD-a usmjerena su na objekt matematickog znanja — kako on odreduje proces poucavanja i
ucenja te kako zahtjevi obrazovnog sustava odreduju realizaciju objekta znanja.

Bosch i Gascon (2006) su istaknuli tri doprinosa Chevallardovog pristupa za istrazivanja
matematickog obrazovanja. Prvo, mijenja se i1 proSiruje objekt istrazivanja. SrediSte
obrazovnog procesa je objekt matematiCkog znanja, a njegova realizacija u nastavnom
procesu tumaci se, osim meduodnosom ucenika i nastavnika prema znanju, raznolikim
vanjskim Ciniteljima koji su dijelom procesa didakti¢ke transpozicije. Drugo, implementira se
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prakseologija kao prikladan model za opisivanje matematickih i didaktickih aktivnosti 1 trece,
prepoznaje se doseg i opseg djelovanja na obrazovni proces na skali didakticke odredenosti.

ATD didakticke probleme stavlja pod utjecaj institucija obrazovnog sustava umjesto
individualnih karakteristika sudionika nastavnog procesa (Bosch, 2012; Bosch, Chevallard i
Gascon, 2005; Bosch i Gascon, 2006, 2014; Chevallard i Bosch, 2014; Winslew, 2011). ATD
razmatra stavove, znanja i sposobnosti pojedinca kao kolektivne konstrukcije institucija
unutar kojih djeluje ili je djelovao, ¢ije norme i pravila prihvaca i ¢ijem razvoju pridonosi
(Bosch, 2012; Bosch i Gascon, 2014).

Temeljni problem izucavanja ATD-a je relacija Ri(p,O) izmedu objekta znanja O i
pojedinca koji unutar institucije | ima poziciju p (Chevallard i Sensevy, 2014; Winslow,
2013). Relacija Ri(p,O) je podlozna institucionalnim uvjetima i ogranicenjima (Bosch, 2012;
Bosch i Gascon, 2014; Chevallard, 1992, 2012; Chevallard i Sensevy, 2014). Uvjeti na objekt
znanja O odreduju okolnosti pod kojima se ostvaruje odnos pojedinca p prema objektu znanja
O. Ogranicenja su oni uvjeti koje pojedinac i institucija ne mogu promijeniti i koji utjeu na
razvoj objekta znanja O unutar institucije 1. Prema Chevallardu (2012) temeljno pitanje
didaktike je:

S obzirom na skup ograni¢enja postavljen na relaciju R(p,0), kakve uvjete mogu
pojedinac p i institucija | postaviti, stvoriti ili promijeniti kako bi pojedinac p ostvario
odredeni odnos prema objektu znanja O?

ATD znanstveno utemeljeno odreduje uvjete i ograni¢enja pod kojima objekt znanja O nastaje
I mijenja se u razli¢itim institucijama prije nego Sto postane dijelom relacije R;(p,O) u
obrazovnom sustavu i taj proces naziva didaktickom transpozicijom (Bosch i Gascon, 2014;
Chevallard i Sensevy, 2014; Winslew, 2013).

Znanstvene/ Obrazovni sustav
istraZivacke
institucije Noosfera Utionica Ulenik
Akademsko | Tekstualizacija| | znanie 7a Poudavano Stedeno
Znanje Vanjska poucavanje Unutarnja znanje Znanje
franspozicija franspozicija

Slika 2.3.1: Didakti¢ka transpozicija (Winslew, 2011)

Neka obiljezja didaktiCke transpozicije su institucionalna relativnost znanja, postojanje
izvornog objekta znanja i poucljivost objekta znanja (Bosch i sur., 2005; Bosch i Gascon,
2006; Chevallard, 1981, 1988, 2007; Chevallard i Bosch, 2014). Kada izvorna obiljeZja

objekta znanja O nije moguce replicirati s obzirom na uvjete institucije I, potrebno je objekt
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znanja O dekonstruirati i rekonstruirati do objekta znanja O', koji u novom obliku egzistira
unutar institucije I. Objekt znanja O' nastao je transpozicijom izvornog objekta znanja O.
Izvorni objekt znanja naziva se akademsko znanje, mora biti integrirana, koherentna,
funkcionalna struktura 1 naj¢es¢e je produciran u znanstveno-istrazivackim ustanovama.
Didakticka transpozicija obuhvaca sve promjene koje akademsko znanje prolazi kako bi
postalo “poucljivo” odnosno primjereno poucavanju.

Didakticka transpozicija odvija se u tri koraka (Bosch i sur., 2005; Bosch i Gascon, 2006,
2014; Chevallard, 1992; Chevallard i Bosch, 2014). Znacajnu ulogu u procesu didakticke
transpozicije ima noosfera, sfera osoba koje razmisljaju (noos, gré. misliti) i odlu¢uju o
obrazovanju. Noosfera djeluje kao posrednik izmedu =zahtjeva drustva i znanosti te
moguénosti obrazovnog sustava. U prvom koraku didakticke transpozicije ili vanjskoj
transpoziciji u odnosu na obrazovni sustav (Slika 2.3.1), noosfera prepoznaje akademski
objekt znanja vrijednim za poucavanje. Objekt znanja moze imati:

- epistemolosku vrijednost — objekt znanja je relevantno akademsko znanje;

- kulturnu vrijednost — objekt znanja je interesantan i koristan u drustvu;

- funkcionalnu vrijednost — objekt znanja doprinosi rjesavanju problema i poznavanju
drugih objekata znanja (Chevallard, 1992, 2012; Garcia, Pérez, Higueras i Casabo, 2006).
Akademsko znanje se oblikuje i iskazuje tekstualizacijom kao znanje za poucavanje.
Proizvodi tekstualizacije su razli¢iti obrazovni dokumenti, kojima institucija obrazovnog
sustava informira svoje sudionike o uvjetima i ograni¢enjima koje postavlja na objekt znanja:
kurikulum, programi, udzbenici, priru¢nici za nastavnike, didakticki materijali i drugo. Drugi
korak didakticke transpozicije je nastavnikova interpretacija objekta znanja u skladu sa
zahtjevima znanja za poucavanje, odakle nastaje poucavano znanje Kojemu nastavnik u
ucionicama poucava ucenike. Krajnji produkt didakticke transpozicije jest steceno znanje
ucenika. Unutarnju transpoziciju ¢ine zadnja dva koraka didakticke transpozicije (Slika 2.3.1).

Uvjeti i ograni¢enja ostvarivanja relacije Ri(p,0) ovise o prirodi sadrZaja objekta znanja
O i o ¢imbenicima irelevantnima matematici i mogu se hijerarhijski rasporediti na devet
razina didakticke odredenosti (Barbé i sur., 2005; Bosch, 2012; Chevallard i Sensevy, 2014,
Winslew, 2011). Disciplinarne razine: domena, podrucje, tema i jedinica (Slika 2.3.2),
uglavnom su posljedica vanjske transpozicije i odredene kurikulumom. Supradisciplinarne
razine odredenosti su pedagogija kao skup normi i uvjeta poucavanja jednakih za sve
discipline, skola kao zakonski organizirana institucija, drustvo koje okuplja razli¢ite
institucije koje upravljaju obrazovnim sustavom i civilizacija kojom se obuhvacaju

kulturoloske norme i tradicije drustva (Slika 2.3.2). Razine discipline i pedagogije klju¢ne su
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kod istrazivanja prijelaza izmedu razli¢itih obrazovnih institucija, a drustva 1 civilizacije kod
medunarodnih, komparativnih istrazivanja. Vecina istrazivanja matemati¢kog obrazovanja

usmjerena je na temu ili jedinicu.

| 9. CIVILIZACUIA |
| 8.DRUSTVO |
| 7. 8KOLA

| 6. PEDAGOGIIA

|

|
| 5. DISCIPLINA |
| 4.DOMENA | | Globalna prakscologija |
‘ 3.PODRUCIJE \ TEORIJA [chiona]na prakscologija}
[ 2. TEMA || TEHNOLOGIIA | | Lokalna prakscologia |
[1.7EDINICA || TEHNIKA | Punkt prakseologije |

ZADATAK

Slika 2.3.2: Razine didakti¢ke odredenosti, sastavnice i opseg prakseologija

Medunarodno istrazivanje Trends in Mathematics and Science Study koje ispituje
kompetencije ucenika iz matematike i prirodoslovlja razlikuje tri razine kurikuluma:
predvideni, primijenjeni i postignuti kurikulum. Predvidenim kurikulum smatra se ono Sto
drustvo ocekuje 1 propisuje da ucenik treba znati ukljucujuci organizaciju obrazovnog sustava
kojom je omoguceno ostvarivanje postavljenih zahtjeva. Primijenjeni kurikulum ¢ini ono $to
se zapravo poucava, karakteristike osoba koje poucavaju 1 nacini kako se poucava, dok se
postignuti kurikulum odnosi na to §to su uc€enici naucili 1 §to misle o samom predmetu. U
usporedbi s didaktiCkom transpozicijom razine kurikuluma zadane TIMSS-ovim okvirom su
redom znanje za poucavanje, poucavano znanje 1\ steceno znanje. Didakti¢ka transpozicija
proSiruje opisani okvir jer prepoznaje egzistenciju objekta znanja izvan obrazovnog sustava.
Izvorno znanje je prethodnik predvidenog kurikuluma i ATD razmatra promjene koje drustvo
poduzima na izvornom objektu znanja kroz proces tekstualizacije.

Znanje koje se poucava u Skoli svoje podrijetlo i valjanost (legitimnost) povlac¢i od
akademskog znanja. No slijedom djelovanja razlicitih institucija u procesu didakticke
transpozicije skolsko i akademsko znanje se mogu znacajno razlikovati u strukturi, znacenju i
funkciji. Time se pred nastavnike i uCenike postavljaju matematicki, didaktic¢ki, pedagoski,
drustveni i drugi uvjeti i ogranienja, koji mogu otezati ili ¢ak osujetiti razvoj obrazovnog
procesa. Nuzno je poznavati izvorni oblik i vrijednost objekta znanja, razmotriti uzroke i
obiljezja svih transformacija te utjecaje svih institucija ukljuenih u proces transpozicije kako
bi razumjeli specifi¢nosti realizacije objekta znanja u nastavnom procesu. Mnogi fenomeni
matematiCckog obrazovanja mogu se objasniti obiljeZjima procesa didakticke transpozicije

(Bosch i Gascon, 2006). Analiza didakticke transpozicije objekta znanja daje saznanja o
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obrazovnom sustavu koja se mogu iskoristiti za institucionalne i kurikulumske intervencije
(Winslew, 2011).

2.3.2. Prakseologija i referentni epistemoloski model

ATD matematicko znanje i aktivnosti unutar institucije modelira prakseologijom
[T,7,6,0] koja se sastoji od prakti¢nog dijela — praxis, koji ¢ine tip zadatka T i tehnika z, te
diskurzivnog dijela — logos, koji se sastoji od tehnologije & i teorije @ (Barbé i sur., 2005;
Bosch, 2012; Bosch i sur., 2005; Bosch i Gascon, 2006; Chevallard, 2005). Nazivi praxis i
logos potjeu od grékih rije¢i kojima se opisuje aktivnost slobodnih ljudi odnosno ljudsko
misljenje i rasudivanje. Dva dijela prakseologije su neodvojivi, povezani i jednakovrijedni.
Posebno, svaka prakticna ljudska aktivnost jest ili treba biti pojaSnjena i opravdana odnosno
znanstveno spoznata, dok se za svaku teorijsku spoznaju tezi ostvariti primjena u rjeSavanju
problema. Prakseologije mogu biti nedovr$ene, nepotpune, intuitivne ili rutinirane.

Jedna punkt-prakseologija je ¢etvorka [7,7,6,0] odredena pojedina¢nim problemom (Bosch,
2012; Bosch i Gascon, 2014; Chevallard, 2007; Chevallard i Sensevy, 2014; Winslew, 2011).
Pritom tip zadatka T predstavlja problem, pitanje, odnosno zadacu koju treba rijesiti, a
aktivnosti koje se provode kako bi se dani zadatak rijeSio ¢ine tehniku z. Tehnika nastaje
generaliziranjem rjeSenja jednog zadatka i zajednicka je zadacima istog tipa. Winslew (2011)
je opisao najjednostavniji oblik u€enja prepoznavanjem tipova zadataka koji se mogu rijesiti
istom tehnikom. Logos je teorijska podrSka praxisu. Tehnologija 6 je okvir koncepata,
procedura i tvrdnji koji smisleno obrazlaze i opravdava tehniku, kontrolira rjeSenje i
osmi$ljava nove tehnike. Naziv tehnologija, kao diskurs o tehnici, dolazi od grckih rijeci
techne i logos. Teorija @ je koherentni sustav pojmova, definicija, modela, tvrdnji i dokaza
koji na apstraktnoj razini potvrduje tehnologiju. Razvijena diskurzivna komponenta
prakseologije pojedincu omogucava zadrzavanje aktivnosti i njezino prenoSenje u
komunikaciji s drugima (Hardy, 2009).

Prakseologije mogu biti razli¢itog opsega, a najjednostavnija je punkt-prakseologija. Jedna
tehnologija moze diskurzivno podrzati veci broj tehnika koje se primjenjuju na razliite tipove
zadataka. Familija vise prakti¢nih blokova sa zajednickom tehnologijom naziva se lokalna
prakseologija, kakve, s obzirom na zajednicku teoriju, povezujemo u regionalnu
prakseologiju, a njihovim usustavljivanjem unutar institucije ili discipline dobivamo globalnu
prakseologiju (Barbé i sur., 2005; Bosch i Gascon, 2014; Winslew, 2011).

Objekt znanja O moze ¢initi jedna prakseologija, skup slozenih prakseologija ili dio

prakseologije, koje je neka institucija prepoznala kao vazno znanje (Chevallard, 2007,
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Chevallard i Sensevy, 2014; Winslew, 2013). Objekt znanja moze biti razli¢itog opsega S
obzirom na disciplinarne razine didakti¢ke odredenosti (Bosch i Gascon, 2006; Chevallard i
Sensevy, 2014; Winslew, 2011). Pri tom lokalna prakseologija odgovara temi, regionalna
prakseologija podrucju, a globalne prakseologije su matematicke domene poput algebre,
geometrije, aritmetike, diferencijalnog i integralnog racuna i drugih (Slika 2.3.2). Ucenje i
istrazivanje objekta znanja podrazumijeva analizu prakseoloskih sastavnica i raisons d'étre
objekta znanja odnosno kako objekt znanja nastaje, koje problema rjesava, kojim znanjima
doprinosi i koja je njegova vrijednost.

Proces didakticke transpozicije objekta znanja O treba promatrati izvan institucija
obrazovnog sustava, §to se ostvaruje izgradnjom referentnog epistemoloskog modela (REM)
(Barbé i sur., 2005; Bosch, 2012; Bosch i sur., 2005; Bosch i Gascon, 2006, 2014; Chevallard
i Bosch, 2014; Winslew, 2011). REM je istrazivac¢ev radni model za objekt znanja, odnosno
hipoteza s obzirom na koju se provodi analiza svih procesa i predstavnika didakticke
transpozicije (Slika 2.3.3). Istaknuti su sljede¢i zahtjevi:

- REM treba empirijski utemeljiti, ispitati i razvijati!

- REM treba potkrijepiti podacima iz svih institucija uklju¢enih u proces didakti¢ke
transpozicije. Treba obuhvacati matematicke sadrZaje vezane uz objekt znanja, tako da
bude uskladen sa znanjem za poucavanje 1 legitimiran akademskim znanjem.

- REM treba uvaziti saznanja epistemoloskih i znanstvenih istrazivanja. U prvom slucaju
to podrazumijeva voditi raCuna o didaktickim fenomenima ucenja 1 poucavanja
odabranog objekta znanja te preporufenim i primjerenim aktivnostima iz prethodnih
istrazivanja.

S druge strane, treba integrirati raison d'étre objekta znanja, aktivnosti koje otkrivaju

njegovu epistemolosku i kulturnu te funkcionalnu vrijednost, odnosno mogucnost

razvoja objekta znanja do takvog praxisa i logosa koji otvaraju nova pitanja i probleme

I motiviraju novo znanje.

- REM treba biti neovisan o institucionalnim modelima objekta znanja ili predodzbama o
objektu znanja koje su karakteristicne za neku instituciju. Nadalje, ne smije biti
podlozan utjecajima i ogranicenjima Kkoji dolaze od institucija obrazovnog sustava,
akademske zajednice ili drustva.

- REM treba modelirati pomocu prakseologija. Model je izgraden od slozenih, potpunih i
medusobno povezanih prakseologija koje doprinose koherentnosti matematickog
sadrzaja. Model mogu Cciniti prakseologije razliCitog opsega, lokalne ili regionalne

prakseologije ili skup prakseologija rastu¢e slozenosti.
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|| AKADEMSKO | ZNANJEZA || POUCAVANO = STECENO

i| ZNANJE Q:POUCAVANJE <}: ZNANIJE <}: ZNANIJE

REFERENTNI EPISTEMOLOSKI MODEL

Slika 2.3.3: Odnos referentnog epistemolo$kog modela sa sastavnicama didakticke transpozicije (Chevallard i Bosch, 2014)

2.3.3. Istrazivanja matemati¢kog obrazovanja unutar teorijskog okvira ATD

Istrazivanja unutar ATD-a provedena su s obzirom na sve znacajne matematiCke
domene, a u posljednje vrijeme naglasak je na matematiCkom modeliranju, algebri i
diferencijalnom i integralnom rac¢unu. Garcia i Ruiz Higueras (2005) su istrazivali kako se
realizira objekt znanja proporcionalnosti u kurikulumu i udZbenicima visih razreda osnovne
skole u Spanjolskoj. Prepoznali su kako se u promatranim predstavnicima znanja za
poucavanje promice izgradnja dvaju nepovezanih, medusobno odvojenih prakseologija. U
prvom slucaju proporcionalnost je objekt statiCke naravi, aktivnost je izracunati nepoznatu
vrijednost prema pravilu proporcionalnih veli€ina u aritmetickim zadacima. Druga vrsta
prakseologije je dinamicke naravi gdje se manipulira proporcionalnosti kao funkcijskom
ovisnosti. Garcia i Ruiz Higueras (2005) su predlozili istrazivati varijacije veli¢ina kroz
situacije ,,planirane Stednje* ¢ime se izgraduju lokalne prakseologije. Takve potpune,
znacajne 1 slozene prakseologije se u srednjoSkolskom obrazovanju mogu nadograditi u
regionalnu prakseologiju funkcijskih ovisnosti.

Bergé (2007) je ispitivala dostupne prakseologije vezane uz realne brojeve i svojstvo
potpunosti skupa realnih brojeva u kolegijima sveuciliSnog matemati¢kog obrazovanja u
Argentini. Promatrala je kako se prakseologije razlikuju i razvijaju kroz uzastopne kolegije.
Analiza je pokazala kako promatrane institucije-kolegiji sadrze zadatke jednakog sadrzaja, ali
razli¢itog tipa, jer se rjeSavaju razli¢itim tehnikama (Bergé, 2007). Berge (2007) je upozorila
kako promjena u prakseologijama pri prijelazu medu institucijama studentima nije ocita i
moze dovesti do teskoc¢a 1 kontradikcija. Primjerice, Berge (2007) je u viSe promatranih
institucija-kolegija pronasla zadatak odredivanja minimuma, maksimuma, infimuma i
supremuma skupa. No, takav zadatak je dio razli¢itih prakseologija odnosno institucionalni

modeli takvog zadatka se razlikuju (vidi Primjer 2.1 iz Bergé (2007)).
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Primjer 2.1: Zadaci istog sadriaja i razliitog tipa

T: Zadan je skup A:{%:neN}.Odredite inf A i SUDA.

11: Ocitavanije s grafickog prikaza i 6: Supremum je najmanja gornja meda skupa

Ane-—r——r—
a 0.1 0.2 0.3 o4 05 0.6 0.7 (1 R=] oa 1

max A=1inf A=0

T,: Algebarsko manipuliranje 1 6: Maksimum je supremum koji je sadrzan u
skupu

neN=0<1<1,le A=>maxA=1

T,: Algebarsko manipuliranje i 6: Arhimedov aksiom

Neka je za ¢>0, n,eN takav da n,>1. VneN,n>n, vrijedi {<¢ i ¢ nije
donja meda. Slijedi inf A=0.

13: Manipuliranje i obrazlaganje i 8: Limes monotonih i omedenih nizova
Elementi skupa A ¢ine padajuéi, odozdo omeden niz koji tada konvergira svom
infimumu. Jer je limes niza 0, slijedi inf A=0.

Gonzales-Martin, Giraldo i Souto (2013) su ispitivali kako je znanje za poucavanje vezano uz
objekt znanja realnih brojeva organizirano u udzbenicima za srednju Skolu u Brazilu. Nasli su
kako su realni brojevi u promatranim udZbenicima prezentirani popisom diskurzivnih
sadrzaja, posebno, nije istaknut znac¢aj niti potreba za ,,novim* brojevima, odnosno iracionalni
brojevi nemaju svoj raison d'étre. U udZzbenicima se prebacuje naglasak na algebarsko
manipuliranje, primjerice aktivnost nalaZenja racionalnog broja izmedu dva dana racionalna
broja, a zadaci se rjeSavaju bez angazirane tehnoloSko-teorijske komponente, primjerice
aktivnost Klasificiranja broja iracionalnim vodena je logosom ,,nije racionalan® ili ,jer sam

primijenio pravilo® (Gonzalez-Martin i sur., 2013). Nadalje, diskurs je dan kao ocito pravilo

koje se ilustrira ili potvrduje isklju¢ivo primjerima, poput \/E je iracionalan broj i nema
argumentacije zasto je tako i koje je podrijetlo tog broja.

Udzbenici ne uvazavaju epistemoloska saznanja, akademsko znanje niti pedagoske standarde,
jer se pretpostavlja kako je objekt znanja koji se definira prethodno poznat, matematicke
tvrdnje i svojstva se pravdaju primjerima, te su logos i praxis kontradiktorni, primjerice

iracionalni brojevi su opisani kao beskonac¢ni ne-periodi¢ni decimalni brojevi, a u zadacima se

koristi kona¢na aproksimacija na nacin J2=141 (Gonzalez-Martin i sur., 2013).

Zarhouti i sur. (2014) su kombinirali teorijske okvire ATD, Duvalove semioti¢ke
reprezentacije i Vandebrouckove tri perspektive o konceptu funkcije. Posebno, spominjali su
udzbenike 1 interpretacije ucitelja kao uvjete koji odreduju matematicko obrazovanje.
Ispitivali su provode li studenti kognitivne aktivnosti manipulacije unutar grafickog te

konverzije izmedu grafickog i1 algebarskog registra i utjeCu li dva koraka didakticke
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transpozicije na uspjeh studenata. Studenti su rjeSavali odgovarajuc¢e zadatke 1 iznosili svoja
misljenja o podrijetlu teskoc¢a koje su pokazali. Autori su se usredotoCili na crtanje i

interpretaciju grafa i svojstava funkcije f s obzirom na vrijednosti prve i druge derivacije te

limesa, posebice oblika lim F(*) . Rezultati su pokazali i autori diskutirali kako studenti kod

manipulacija unutar grafickog registra:

- nisu ispravno grafi¢ki prikazali promjenu konveksnosti zbog nedostupnih raznolikih
primjera u udzbenicima;

- nisu ispravno grafi¢ki prikazali diraliSte tangente i krivulje zbog manjka formalnog
opisivanja i marginalizacije pojma koji je dio aktivnosti;

- nisu ispravno graficki prikazali asimptotsko ponasanje i konkavnost krivulje, nego ju
poravnavaju paralelno s kosom asimptotom zbog zapreka kognitivne prirode — nisu
usvojili pojam asimptote i epistemoloske prirode — naucili su crtati grafove linearnih i
afinih funkcija;

te kod konverzije izmedu algebarskog 1 grafickog registra:

uspjesSno su racunali odgovarajuce limese, ali ih nisu ispravno graficki interpretirali
beskona¢nim granama grafa funkcije odnosno nisu razlikovali koji limesi predstavljaju
asimptotski smjer ili asimptotu grafa funkcije;

- nisu ispravno graficki interpretirali izracunatu drugu derivaciju odgovaraju¢om tockom
pregiba zbog slozenosti postupka u dva koraka;

- uspjesniji su u racunanju limesa u beskonacnosti nego jednostranih limesa 1 nisu
uspje$ni u odredivanju polozaja grafa funkcije u odnosu na kosu asimptotu zbog
nedostatka odgovarajucih aktivnosti u matemati¢kom obrazovanju;

- nisu uspje$ni u odredivanju podrucja definicije funkcije ili vrijednosti limesa iz
grafickog prikaza zbog tipi¢nih aktivnosti konverzije iz algebarskog u graficki registar,
ne obratno — odredivali su pravilo pridruzivanja graficki prikazane funkcije kako bi
utvrdili njezino podrucje definicije.

Zarhouti i sur. (2014) su istaknuli kako didakticka transpozicija pojma limesa ¢ini kognitivau
zapreku ostvarivanju zadatka crtanja grafa funkcije, primjerice studenti nisu ispravno nacrtali
graf funkcije jer su pogrijesili pri izvrednjavanju limesa kod formula za jednadzbu kose

asimptote. U istrazivanju koje su proveli ve¢ina studenata je odredivala jednadzbu kose

asimptote iz odgovaraju¢ih formula, a neki su izvrednjavali limes lim( f(x)—(kx+1))=0

kako bi potvrdili odabranu asimptotu. Podrijetlo teskoca pri grafickom prikazivanju funkcije,

autori su nasli u didakti¢koj transpoziciji koja naglasava perspektivu promatranja funkcije u
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tocki i zanemaruje globalnu perspektivu, ne omogucava realizaciju raznolikih primjera niti
reprezentacije ili manipulaciju i konverziju u razli¢itim registrima zbog preopterec¢enosti
kurikuluma i opSirnosti samih aktivnosti (Zarhouti i sur., 2014).

Hardy (2009, 2011) je ATD kombinirala s teorijskim okvirom IAD (Institutional
Analysis and Development framework), koji se koristi za analizu institucija unutar politi¢kih
znanosti. Ispitivala je kako spontani modeli objekta znanja limesa ovise o0 poziciji pojedinca
unutar institucije te kako pravila, norme i strategije institucije utjecu na studentovu
klasifikaciju zadataka, odabir tehnike i podrijetlo pravdanja. Hardy (2009) uvodi pojam
znanja za ucenje, koje je podskup znanja za poucavanje i poucenog znanja, kao znanje koje ¢e
se kod ucenika vrednovati razli¢itim postupcima. Pojasnila je kako antropoloskim pristupom
epistemoloski razlikuje stanja objekta znanja i otkriva kako pojedinci mogu realizirati razli¢ite
modele objekta znanja. Institucionalni pristup je omogucio ispitivanje utjecaja institucionalne
prakse i1 poloZaja pojedinca unutar institucije na modele znanja, ponasanja i stavove studenata.
Prakseoloskom analizom relevantnih dokumenta otkrila je kako, za kolegij diferencijalnog i
integralnog racuna na promatranom fakultetu, znanje za ucenje Cine tipi¢ni zadaci i tehnike
rjeSavanja, neformalno pravdanje pripada isklju¢ivo znanju za poucavanje, dok formalno
matemati¢ko pravdanje nije namijenjeno poucavanju (Hardy, 2009). Nadalje, studenti su
razvili razli¢ite modele znanja izracunavanja limesa algebarskih izraza od nastavnika.

Modeli nastavnika o znanju za u€enje temeljeni su na normama, tradiciji i tumacenju danih
zadataka kao osnovnih znanja koje studenti trebaju savladati. S druge strane modeli znanja
studenata su stvoreni pod utjecajem prethodnih znanja (srednjoskolska algebra), ostvarivanja
oc¢ekivanja na ispitima te uvjezbanih aktivnosti (Hardy, 2009). Studenti su formirali dva tipa
modela znanja za ucenje limesa: (1) ako X tezi konstanti norma je da su izrazi neodredeni i
mogu se jednostavno faktorizirati, rjeSenje se nalazi primjenom neke algebarske tehnike, nije
dovoljno samo wuvrstiti konstantu; (2) ako racionalni izraz nije moguce jednostavno
faktorizirati onda je ili dan limes kad x tezi beskonacnosti ili se odreduje uvrStavanjem
argumenta.

U istrazivanju koje je provela Hardy (2011) pokazalo se kako studenti klasificiraju tipove
zadataka s obzirom na primjenjivu strategiju rjeSavanja umjesto matematickih znacajki. U
slu¢aju kad je zadatak rutinski ili nalik rutinskom studenti su primjenjivali algoritamski
naucene postupke. Rutinskim zadacima i tehnikama Hardy (2009) je oznacila one prakti¢ne
blokove lokalnih prakseologija koji se ucestalo javljaju u praksi institucije i time opisuju
znanje za ucenje. Odabir tehnike su pravdali institucionalno normiranim, ocekivanim

ponasanjem, a tehnolosko-teorijsku komponentu su pripisali pouzdanju u znanje kako ga
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prenose odgovorne osobe (Hardy, 2009, 2011). Teorija nije u vlasti studenata nego
nastavnika. Pri rjeSavanju nerutinskih zadataka studenti angaziraju iz dostupnih resursa praxis
I logos svojstven matematiCkom misljenju (Hardy, 2011). Primjenjuju druge tehnike, jer
uvjezbane nisu primjenjive, i formalno pravdaju vlastitu aktivnost. Hardy (2011) karakterizira
ponasanje studenata kao institucionalnih subjekata kad rjeSavaju rutinske odnosno kognitivnih
subjekata kad rjeSavaju nerutinske zadatke.

Barbé i sur. (2005) su ispitivali restrikcije za poucavanje limesa u $panjolskim srednjim
Skolama. Za REM limesa u $panjolskim srednjim $kolama predlozili su dvije prakseologije:
algebru limesa, koju ¢ini praxis izraCunavanja limesa i logos svojstava limesa, te topologiju
limesa, koju ¢ini praxis ispitivanja egzistencije limesa funkcije, gdje je pripadni logos
formalna definicija limesa funkcije. Te su prakseologije medusobno povezane, tako da je
tehnologija prakseologije algebre limesa tip zadatka u prakticnom bloku prakseologije
topologije limesa. Obje prakseologije dijele teoriju realnih brojeva odnosno diferencijabilnosti
funkcija. Opservacijom didaktickog procesa ispitivali su kako restrikcije razli¢itih institucija
utjecu na poucavano znanje.

Barbé i sur. (2005) su identificirali dva oblika didaktickih restrikcija:

1. Specifi¢ne didakti¢ke restrikcije su odredene znanjem za poucavanje, posebno struktura
matematiCke prakseologije utjece na organizaciju i oblikovanje nastavnog procesa.

2. Opée didakticke restrikcije su odredene pedagoskim normama i pravilima, posebno
didakticki zahtjevi organizacije nastavnog procesa utjecu na oblikovanje matematickih
prakseologija pouc¢avanog znanja.

Didakticki proces je ovisio o uciteljevoj interpretaciji danih podataka (Barbé i sur., 2005).
Barbé i sur. (2005) su pronasli kako kurikulum i udzbenici predlazu izra¢unavanje limesa
algebarskih izraza bez odgovarajuceg diskursa i poznavanje definicije limesa bez prakticne
primjene pri ispitivanju neprekidnosti funkcije ili svojstava limesa. Znanje za poucavanje je
modelirano disjunktnom unijom prakti¢nog dijela prve i teorijskog dijela druge prakseologije
REM-a. Istaknuli su kako se limes kvocijenta dviju funkcija nikad ne koristi za istrazivanje
njihovog asimptotskog ponasanja. Kurikulum nije omogucavao razvoj potpunih matematickih
prakseologija jer je izostavljena diskurzivna komponenta aktivnosti odnosno nisu zadane
odgovarajuce prakti¢ne primjene za teorijski sadrzaj (Barbé i sur., 2005). Opcenito, vecina
matematiCkih prakseologija za poucavanje smjestena je i fiksirana unutar tema, prakseologije
su slabo medusobno povezane i nemaju vezu s vis§im razinama didakticke odredenosti (Barbé
I sur., 2005). Nastavnici ne mogu organizirati takav didakticki proces kojim bi se ostvarile

potpune i povezane prakseologije jer je zbog specifi¢nih restrikcija to izvan njihovog dosega
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(Barbé i sur., 2005). Barbé i sur. (2005) su prepoznali dva pristupa matematickom
obrazovanju. ATD preferira konstruktivnu epistemologiju, gdje se prakseologije spoznaju kao
rezultat aktivnosti. Ako op¢i didakti¢ki principi favoriziraju drugi, ‘kvazi-empirijski’ pristup,
tada se didakticki proces vrti oko istrazivanja zadatka i uvjezbavanja tehnike, koje odabire i
predlaze nastavnik. Drugim pristupom je onemoguc¢eno nadogradivanje starog znanja,
povezivanje matematickih sadrzaja sa zajedni¢kom tehnolosko-teorijskom komponentom
unutar domene i korelacija unutar i izmedu disciplina (Barbé i sur., 2005).

Istrazivanje koje su proveli Barbé i sur. (2005) pokazuje vaznim odredivanje i razumijevanje
restrikcija 1 pritisaka s razlicitih razina didakticke odredenosti kroz analizu procesa didakticke

transpozicije za provedbu kontroliranih i utemeljenih promjena u matemati¢kom obrazovanju.

Temeljne pretpostavke ATD-a mogu se prepoznati u drugim teorijskim okvirima.
Modeli znanja mogu se opisati u terminima prakseologije: za teorijski okvir APOS, geneticka
dekompozicija je referentni model, akcija odgovara prakticnom bloku, procesi i objekti se
ostvaruju na razini tehnologije, shemom se ostvaruju povezane, potpune prakseologije rastuce
slozenosti; Tall i Vinner razlikuju proceduralno — prakti¢no i konceptualno — diskurzivno
znanje. Rezultati istraZivanja pokazuju kako zahtjevi znanja za poucavanje odreduju
realizirane objekte poucavanog i steCenog znanja i kako je matematicko znanje nuzno
realizirati prakti¢no 1 diskurzivno.

Prethodna istraZivanja unutar ATD-a 1 drugih teorijskih okvira daju nekoliko znacajnih
spoznaja o matematicCkom obrazovanju. Hijerarhijska i sadrZajna organizacija kurikuluma
utjeCe na organizaciju nastavnog procesa (Barbé i sur., 2005; Garcia i Ruiz Higueras, 2005;
Gonzalez-Martin i sur., 2013; Zarhouti i sur., 2014). Unutar ATD-a to se naziva tematsko
zatocenje nastavnika, a odnosi se na mogucnost nastavnikova manipuliranja prakseologijama
isklju¢ivo na nizim razinama didakticke odredenosti. Zastupljenost neprimjerenih
prakseologija u dokumentima koji odreduju znanje za poucavanje moze rezultirati teSkocama
i konfliktima u ste¢enom znanju zbog

1. nedostatka odgovarajuceg logosa ili praxisa objekta znanja (Barbé i sur., 2005; Biza i
sur., 2008; Biza i Zachariades, 2010; Cornu, 1991; Gonzalez-Martin i sur., 2013; Hardy,

2009, 2011; Williams, 1991; Yerushalmy, 1997),

2. naglasavanja prakti¢nih aktivnosti i/ili zanemarivanja diskurzivnih aktivnosti (Biza i

Zachariades, 2010; Cornu, 1991; Gonzalez-Martin i sur., 2013; Hardy, 2009, 2011,

Kidron, 2011; Mok, 1999; Tall i Vinner, 1981; Williams, 1991),
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3. nemogucénosti povezivanja i usustavljivanja prakseologija (Barbé i sur., 2005; Bergé,
2007; Garcia i Ruiz Higueras, 2005; Tall, 1992),
4. matematicki sadrzaj nije poucljiv, ali je epistemoloski vrijedan (Barbé i sur., 2005;
Gonzalez-Martin i sur., 2013; Tall, 1992; Vinner, 1991) ili
5. nepoznavanja raison d'étre objekta znanja (Barbé i sur., 2005; Cornu, 1991; Gonzalez-
Martin i sur., 2013).
Znanje za poucavanje stoga treba formulirati u obliku povezanih, potpunih prakseologija
rastu¢e slozenosti, iskazati raison d'étre objekta znanja, omoguciti usustavljivanje punkt-
prakselogija u lokalne prakseologije odnosno povezivanje objekata znanja iz razli¢itih tema,
podru¢ja i domena, podrzavati prakticne aktivnosti primjerenim diskursom i dopustiti
izgradnju tehnike potaknute problemom i podrzane diskursom.
Za realizaciju objekta znanja asimptote potrebno je iz prethodnih istrazivanja uvaZziti:

- Intuitivno poznavanje asimptote krivulje moze doprinijeti razvijanju diskursa o objektu
znanja limesa. Objekt znanja limes funkcije koristi uspostavljanju formalnog diskursa o
asimptotskom ponasSanju krivulja.

- Objekti znanja limes funkcije 1 asimptota su snazno povezani, stoga se mogu ocekivati
slicne teskoce u realizaciji objekta znanja asimptote kakve su prepoznate kod objekta znanja
limesa — nedostiznost, ostvarivanje vrijednosti u beskonaénosti, neprimjerenost terminologije
i drugo.

- Za prakseologiju odredivanja asimptota funkcija potrebno je posebno voditi ra¢una (1)
na koji nacin postojanje vertikalne asimptote ovisi o prekidu u podru¢ju definicije funkcije,
(2) postojanje kose asimptote i asimptotskih krivulja ovisi o ponasanju funkcije umjesto
vrijednosti funkcije kada x — oo, (3) asimptota (izuzev vertikalne) moze sje¢i krivulju, (4)
nepotpuni koli¢nik pri dijeljenju polinoma u brojniku i nazivniku racionalne funkcije daje

znacajne informacije o asimptotskom ponasanju funkcije.
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3. CILJ | HIPOTEZE ISTRAZIVANJA

Pregled relevantne svjetske znanstvene literature ukazuje da su unutar ATD-a i u
drugim teorijskim okvirima malobrojna istrazivanja fokusirana na opisivanje asimptote kao
objekta znanja. Posebice nedostaje istrazivanja u kojima se sagledavaju razliciti aspekti ovog
matematickog pojma, njihov medusobni utjecaj te razli¢iti konteksti, matematicki ili
obrazovni, u kojima je taj pojam relevantan. Nadalje, u Republici Hrvatskoj nisu dostupna
takva istrazivanja Kojima se tema iz gimnazijskog matemati¢kog obrazovanja teorijski
utemeljeno propitkuje.

Cilj ovog istrazivanja je izgraditi referentni epistemoloski model za objekt
znanja asimptote u gimnazijskom obrazovanju u Republici Hrvatskoj. Izgradnja
REM-a i teorijski okvir ATD-a namecu $iroki pristup istrazivanju objekta znanja. Potrebno je
uskladiti matematicke i didakticke spoznaje, odnosno istovremeno rasudivati o matematickom
objektu znanja i o sudionicima cjelovitog obrazovnog procesa. Razlicite sastavnice didakticke

transpozicije utjeCu na oblikovanje matemati¢kog objekta znanja.

AKADEMSKO (POTENCIJALNO) STECENO
ZNANIJE ZA
ZNANIJE POUCAVANO ZNANIJE
e POUCAVANIE )
Matematicari i . . ZNANIE Studenti
Kurikulum i . .. Cep ..
znanstvena ep .. Buduci nastavnici nastavnickih studija
e udzbenici , :
istraZivanja matematike matematike

REFERENTNI EPISTEMOLOSKI MODEL
za objekt znanja ASIMPTOTA

Slika 3.1: Reprezentanti didakti¢ke transpozicije u istrazivanju i odnos s referentnim epistemoloskim modelom

Asimptota je odabrana za objekt ovog istraZivanja zbog raznolikih matematickih
sadrzaja s kojima se moZe povezati u gimnazijskom obrazovanju. Objekt znanja mora biti
poucljiv odnosno znaCajan u znanstvenom, Sirem druStvenom i obrazovnom kontekstu.
Odgovaraju¢e informacije pripadaju vanjskoj transpoziciji kojoj su nositelji akademska
zajednica i noosfera.
U ovom istrazivanju vrijednost objekta znanja interpretira se iz rezultata znanStvenih
istrazivanja, proizvoda tekstualizacije i stavova znanstvenika matematicara.

Objekt matematiCkog znanja mora zadovoljavati Kriterije povezanosti, rastuce
slozenosti, potpunosti i primjenjivosti prakseologija koje ga safinjavaju. Za realizaciju tih

zahtjeva potrebno je ispravno i Siroko formalno poznavanje izvornog objekta znanja te prilika
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u kojima se objekt znanja prezentira tijekom unutra$nje transpozicije. Konstruirani polazni
REM objekta znanja asimptote temeljen je na funkcionalnoj i epistemoloskoj vrijednosti
objekta znanja i k tomu je uvazio zahtjeve kurikuluma i dostupne sadrzaje u gimnazijskim
udZbenicima.

Realizacija objekta znanja u danom obrazovnom sustavu ovisi o formulaciji znanja za
poucCavanje te spremnosti nastavnika matematike i ucenika za svladavanje postavljenih
zahtjeva. Shodno tome REM mora biti oblikovan tako da je uskladen sa propisanim i
dostupnim znanjem za poucavanje te primjeren kompetencijama nastavnika i ucenika.

U ovom istraZivanju gimnazijski udZbenici su reprezentanti znanja za poucavanje, a studenti
nastavnickih studija matematike su reprezentanti oboje potencijalnog poucavanog znanja i
steCenog znanja.

Rezultati analize udzbenika, identificirane kompetencije studenata nastavnickih studija
matematike i iskazani stavovi znanstvenika doprinose modifikaciji ili daljnjem propitkivanju
REM-a kako bi optimalno pristajao kontekstu gimnazijskog obrazovanja u Republici
Hrvatskoj i ostvarivao asimptotu kao matematicki i prakseoloski korektan objekt znanja.

S obzirom na pregled provedenih epistemoloskih istrazivanja, postavljeni cilj istrazivanja i

zahtjeve odabranog teorijskog okvira postavljaju se sljedeca istrazivacka pitanja:

Pitanje 1: Koja je epistemolosSka, kulturna i funkcionalna vrijednost objekta

znanja asimptote?

Pitanje 2: Kako se asimptota realizira kao objekt znanja za poucavanje u

gimnazijskim udzbenicima u RH?

Pitanje 3: Kako se asimptota realizira kao objekt stecenog znanja studenata

nastavnickih studija matematike u RH?

Pitanje 4: Koji su uvjeti i ogranicenja na realizaciju REM-a za objekt znanja

asimptote u gimnazijskom obrazovanju u RH?
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4. METODOLOGIJA

Istrazivanja u ATD-u identificiraju i modeliraju prakseologijama stanje relacije R,(p,0)
u razli¢itim institucijama | koje sudjeluju u procesu didakticke transpozicije objekta znanja O.
Modeli objekta znanja se usporeduju i odreduje se odnos s REM-om kako bi se prepoznali
uvjeti 1 ograni¢enja pod kojima se ostvaruje promatrana relacija i razvile moguce intervencije
za unapredenje matematickog obrazovanja (Barbé i sur., 2005; Bosch, 2012; Bosch i Gascoén,
2014). Potrebno je posebno odrediti akademsko znanje koje legitimizira objekt znanja, raison
d'étre objekta znanja u pojedinim institucijama te u kojim prakseoloskim sastavnicama

institucionalizirani modeli znanja odstupaju od REM-a i koji su razlozi tome.
4.1. Prakseolo$ka analiza udzbenika

U skladu s opisanim okvirom 1 metodologijama koriStenima u prethodnim
istrazivanjima unutar ATD-a, polaziSte ovog istrazivanja je bilo usustavljivanje REM-a za
objekt znanja asimptote, A (vidi Poglavlje 5.1). Nakon toga, slijedila je prva faza istrazivanja,
u kojoj se ispitala relacija Ry(p,A), gdje je U institucija matematic¢kih udzbenika za gimnazije
u RH koji sadrze nastavne sadrzaje relevantne za REM. Konkretno, provela se prakseoloska
analiza dva najzastupljenija udzbenicka kompleta za gimnaziju razli¢itih autora i izdavaca.
Odabrano je izdanje pojedinog udzbenika koje se koristilo u razdoblju od 2007. do 2011.
godine, kada su ispitanici iz druge faze istrazivanja pohadali srednju $kolu. Pomnom analizom
udzbenika odredile su se sve dostupne prakseologije koje se mogu povezati s komponentama
REM-a za objekt znanja A. U udzbenicima su se identificirali diskurzivni elementi i
organizirali u odgovarajuce tehnologije. Popisane se dostupne definicije, svojstva i teoremi
unutar pojedine tehnologije (Bergé, 2007; Gonzalez-Martin i sur., 2013) te istaknute
zajednicke komponente razli¢itih tehnologija ako takve postoje.

Neovisno o formatu promatranog bloka teksta u udzbeniku, kao zadatak se identificirala
svaka prakti¢na aktivnost, odnosno zahtjev da se nesto ucini kako bi se doSlo do rjesSenja,
odgovora ili rezultata (Bergé, 2007; Gonzalez-Martin i sur., 2013; Hardy, 2009). Zahtjevi
mogu biti iskazani na nacin: odrediti, izra¢unati, rijeSiti, nacrtati, pokazati, istraziti, prepoznati
i drugo. Uz prepoznati tip zadatka vezala se vidljiva, odnosno dostupna tehnika. Identifikacija
tehnike temeljila se na samom tipu zadatka, rijeSenim primjerima, uputama ili rjeSenjima
zadataka za vjezbu (Bergé, 2007; Hardy, 2009, 2011). Jednu punkt-prakseologiju ¢ine tip
zadatka, tehnika rjesavanja te odgovarajuca tehnologija, ako je pozvana promatranim
zahtjevom. Prakti¢ni blok je povezan s logosom ako i samo ako je proveden ili opravdan
nekim diskursom unutar tehnologije, u suprotnom je to nepotpuna, prakti¢na prakseologija.
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Tehnolosko-teorijska komponenta je odredena udzbenickom strukturom, odnosno
organizacijom nastavnih tema i jedinica. Za svaki udzbenik odredila se ucestalost
pojavljivanja identificiranih punkt-prakseologija (Barbé i sur., 2005; Gonzalez-Martin i sur.,
2013). Zadatak koji sadrzi vise podzadataka istog tipa ra¢unao se kao jedna instanca punkt-
prakseologije.

Nakon detaljnog pregleda udzbenickih blokova unutar jedinica koje su relevantne za
REM, usustavili su se i popisali prepoznati tipovi zadataka i tehnike njihova rjesavanja (Barbé
i sur., 2005; Gonzalez-Martin i sur., 2013). Punkt-prakseologije su se organizirale u lokalne
prakseologije sa zajedni¢kom tehnikom i tehnologijom, na temelju ¢ega se stvorio graficki
prikaz odnosa prakseologija te odnosa prema tehnologiji i objektu znanja asimptote A (Barbé i
sur., 2005; Gonzalez-Martin i sur., 2013).

4.2. Upitnici sa studentima nastavnickog studija matematike

U drugoj fazi istraZivanja ispitivalo se steCeno znanje, odnosno relacija Rs(p,A)
studenata nastavnickih studija matematike p s obzirom na objekt znanja asimptote A kao
rezultat djelovanja cjelokupnog obrazovnog sustava S. Provela su se tri upitnika za cijelu
populaciju studenata zavrSne godine nastavniC¢kih studija matematickog odsjeka pri
Prirodoslovno-smatematickom fakultetu SveuciliSta u Zagrebu u akademskoj godini
2015./2016. Broj studenata koji su ispunjavali pojedini upitnik dan je na Slici 4.2.1. Upitnici
Su polustrukturirani, pitanja su uglavnom otvorenog tipa s matemati¢kim rutinskim ili
problemskim zadacima (Cohen i sur., 2007). Pitanja su odredena i iskazana u skladu s
polaznim REM-om za objekt znanja asimptote A. Organizacija pitanja po upitnicima je
tematski odredena na nacin:

- Upitnik 1 obuhvaca zadatke koji u svom iskazu ne spominju izri¢ito pojam asimptota,
ali se isti moze javiti u praxisu ili logosu.

- Upitnik 2 obuhvaca takve prakti¢ne i diskurzivne aktivnosti koje su izri¢ito vezane uz
pojam asimptote.

- Upitnik 3 obuhvaca pitanja koja su vezana uz razliCite interpretacije asimptote.

Upituk 1

(10
Y/
\2/

Upitnik 3 Upitmk 2
Slika 4.2.1: Broj studenata koji su ispunjavali pojedini upitnik
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Odgovori studenata su se analizirali i interpretirali izgradnjom odgovarajucih prakseologija
(Hardy, 2009). Rezultati dobiveni iz odgovora studenata na pitanja razlicitih upitnika grupirali

Su se po svojoj prakseoloskoj naravi kako je prikazano u Tablici 4.2.1.

. Prakseoloska oprema Prakseolosk‘a oprema Dostupni diskursi
Prakseoloska narav « za odredivanje - .
o za graficko . L objekta znanja
pitanja L2 S asimptote funkcije ili .
prikazivanje Do asimptota
krivulje
Pitanje 1.1
Upitnik 1 (1-3) Pitanje 1.2 -
Pitanje 1.3
. Pitanje 2.1.a
Pitanje 2.2.a Pitanje 2.1.b
Pitanje 2.2.b Pitanie 2.2 ¢
Upitnik 2 (1-4) - Pitanje 2.3.a nanje 2.2
o Pitanje 2.4.a
Pitanje 2.3.b o
Pitanie 2.4.c Pitanje 2.4.b
Je &4 Pitanje 2.4.d
. . Pitanje 3.1 .
Upitnik 3 (1-3) Pitanje 3.3.c Pitanje 3.3.a Pitanje 3.3

Tablica 4.2.1: Grupiranje pitanja pojedinih upitnika po prakseoloskoj naravi

Pitanje 1.1

Nacrtajte graf funkcije f zadane s f (x) =2%. Opisite tok te funkcije.

Matematicki zadatak je zatvoren 1 rutinski, a pitanje je otvorenog tipa, jer funkcija ima
jednoznacno odreden graf, ali graficki prikaz i diskurs toka funkcije mogu biti razlicito
realizirani. Pravilo pridruzivanja zadane racionalne funkcije moze se pojednostaviti
algebarskim manipulacijama do oblika f (x) =2+-1;. Ocekuje se koristiti neku od tehnika
(vidi Poglavlje 5.1):

Tro: povlacenje krivulje kroz odgovarajuce tocke koordinatnog sustava;

trr: transformacije grafa funkcije g zadane s g(x) =1 ;

tsv: povlacenje krivulje s obzirom na istaknuta svojstva funkcije i grafa funkcije.
Svojstva funkcije mogu se odrediti iz pravila pridruzivanja funkcije (primjerice, zbog
vrijednosti u nazivniku zadana funkcija ima pravac X=1 za vertikalnu asimptota) ili

ispitivanjem pomocu alata infinitezimalnog ra¢una (primjerice, zbog vrijednosti lim % =2
X—>00

graf funkcije ima horizontalnu asimptotu y =2). Diskurs moze obuhvacati svojstva funkcije

poput podrucja definicije, monotonosti i konveksnosti funkcije, ponasanja grafa funkcije u
rubovima domene 1 u beskonacnosti, posebno asimptote funkcije.
Ispituje se provedba praxisa crtanja grafa funkcije te koje komponente ¢ine diskurzivni

blok prakseologije odnosno tehnologiju toka funkcije.
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Pitanje 1.2

Nacrtajte graf funkcije f koja ima sljedeca tri svojstva:
- na skupu negativnih realnih brojeva je padajucéa i poprima samo negativne vrijednosti

- pravac y =2 tangenta je njezinog grafa u nekoj tocki

- lim f(x)=2-

X—>+00

Matematicki zadatak je otvoren i nerutinski, jer zadana svojstva ne odreduju jedinstvenu
funkciju. Odabrana svojstva su komponente tehnologije toka funkcije, koje se u prakseologiji
crtanja grafova funkcija javljaju kao diskurzivna podrSka tehnici poviacenja krivulje s
obzirom na istaknuta svojstva funkcije i grafa funkcije (vidi Poglavlje 5.1). Diskurzivne
komponente koje je potrebno poznavati su:

- Funkcija koja je na podru¢ju definicije (a,b) padajuca i omedena odozgo ima limes

lim f(x)=sup f.

X—a~ (a,b)

- lim f(x)=2= pravac y =2 je horizontalna asimptota funkcije.

- Tangenta grafa funkcije je lokalno svojstvo funkcije i posebno, isti pravac moze biti
tangenta i asimptota krivulje. Krivulja i tangenta mogu imati zajednicku to¢ku koja nije
diraliSte. Krivulja i asimptota mogu imati zajednic¢ku tocku.
Navedena svojstva uzimaju u obzir rezultate epistemoloskih istrazivanja (vidi Poglavlja 2.1 i
2.2, Biza i sur. (2008, 2010), Kidron (2011)).

Ispituje se kako se realiziraju pojedina i sva zadana svojstva funkcije, posebno koje je
ponasanje grafa funkcije kad x — —oo, kakve vrijednosti funkcija poprima oko nule i kako se

ostvaruje zahtjev da je pravac y =2 tangenta i asimptota grafa funkcije.

Pitanje 1.3

Ocekuje se da se postotak (izrazen kao decimalni broj) gledatelja koji ¢e na

komercijalnu poruku o novom proizvodu odgovoriti nakon t dana ponaSa po formuli

o(t)=0.7-2".
(a) Prikazite graficki opisanu ovisnostO (t) .

(b) Koliki se postotak gledatelja koji ¢e odgovoriti na komercijalnu poruku oéekuje nakon 7
dana?
(c) Opisite ponasanje ocekivanog postotka gledatelja koji ¢e odgovoriti na komercijalnu

poruku kako prolaze dani.
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Matematicki zadatak je zatvoren, a pitanje je otvorenog tipa. Prvi i tre¢i podzadatak su
nerutinski, dok je drugi podzadatak rutinski matematicki zadatak (vidi Sliku 5.2.1 i 5.2.8).
Ocekuje se koristiti neku od tehnika (vidi Poglavlje 5.1):

Tr0: povlacenje krivulje kroz odgovarajuée tocke koordinatnog sustava;

Trr: transformacije grafa funkcije g zadane s g(x) =2*;

tsv: povlacenje krivulje s obzirom na istaknuta svojstva funkcije 1 grafa funkcije.

Svojstva funkcije mogu se odrediti iz pravila pridruzivanja funkcije (primjerice, zbog baze

271 <1 i negativnog predznaka zadana funkcija je rastu¢a). Diskurs moze obuhvacati podrucje
definicije i podrucje vrijednosti, rast, omedenost, stagnaciju vrijednosti i drugo. Posebno je
znacajna interpretacija ponaSanja vrijednosti u beskonacnosti jer zadana funkcija ima
horizontalnu asimptotu y =0.7.

Ispituje se provedba praxisa crtanja grafa funkcije i izracunavanja vrijednosti funkcije
te koje komponente tehnologije toka funkcije se koriste pri opisivanju ponasanja vrijednosti
ovisne veli¢ine.

Planira se naknadna detaljnija prakseoloska analiza zadatka u smislu ostvarivanja i
odrzavanja konteksta pri realizaciji rutinske prakseologije crtanja grafa funkcije kao odgovor

na problem realne situacije.

Pitanje 2.1

(@) Opisite rije¢ima $to podrazumijevate pod pojmom asimptota.
(b) Navedite u kojim ste se matemati¢kim kontekstima susreli s pojmom asimptote. Za

svaki takav kontekst navedite konkretan matematicki primjer.

Oba pitanja su otvorenog tipa. Ocekivani matemati¢ki konteksti i organizacija
prakseologija dani su u Poglavlju 5.1 (vidi Sliku 5.1.1). Oc¢ekuje se vise ili manje formalan
opis asimptote.

Ispituje se koje komponente, prakticne ili diskurzivne naravi, ¢ine objekt znanja
asimptote te koji je doseg i opseg dostupnih prakseologija na ljestvici didakticke odredenosti.

Planira se naknadna analiza odgovora na prvo potpitanje unutar teorijskog okvira slike i
definicije koncepta (Tall i Vinner, 1981).
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Pitanje 2.2

(@) Procitajte sljedecu tvrdnju:
Pravac y =kx+1 je kosa asimptota funkcije f ako vrijedi lim( f (x)—kx—1)=0 .
X—00
Zasto ona vrijedi za kosu asimptotu? Kako ta tvrdnja odgovara Vasem opisu asimptote
iz odgovora na pitanje 1.a?

(b) Obrazlozite formule k =lim-&) i I=lim(f(x)—kx) za koeficijente k i | kose

X—>00 X—>0

asimptote y =kx+I funkcije f.

(c) Sto mora vrijediti za funkciju f da joj pravac x = a bude vertikalna asimptota?

Pitanja su otvorenog tipa. Ocekuje se poduprijeti formulu danu u prvom potpitanju
definicijom asimptote pomoc¢u udaljenosti ordinata (vidi Poglavlje 1.3) te primijeniti svojstva
limesa funkcije pri obrazlaganju formula danih u drugom potpitanju (vidi Jednadzbu 5.1.1).

Prvo i drugo potpitanje provjeravaju dostupne matematicki formalne prakseologije
obrazlaganja tvrdnje ili formule. Trece potpitanje ispituje koje su diskurzivne komponente
dostupne i kako odgovaraju formalnom objektu vertikalne asimptote (vidi Poglavlje 1.3).

Planira se naknadna analiza odgovora na prvo potpitanje unutar teorijskog okvira slike i
definicije koncepta (Tall i Vinner, 1981).

Pitanje 2.3

Na Slici 1. prikazan je graf funkcije f zadane pravilom

f(x)=x+1.

(a) Odredite jednadZzbe asimptota funkcije f.

(b) Odredite pravilo pridruzivanja neke funkcije g, razlicite
od f, koja ima iste asimptote kao funkcija f.
Slika 1.

Oba pitanja su otvorenog tipa, prvi podzadatak je matematicki zatvoren i rutinski
zadatak. Ocekuje se primijetiti kako nepotpuni koli¢nik polinoma u brojniku i nazivniku
racionalne funkcije odreduje njezinu asimptotu, pravac y — x je kosa asimptota, a X=0 je
vertikalna asimptota zadane funkcije. Zadatak nadalje sluzi kao motivacija sljede¢em pitanju
gdje se uvode asimptotske krivulje.

Drugi podzadatak je otvoren i nerutinski; postoji proizvoljno mnogo funkcija koje

zadovoljavaju trazeno svojstvo, a tehnika njihova pronalazenja nije jednoznac¢no odredena.
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Slican zadatak zadan je u Yerushalmy (1997). Ocekuje se provesti praxis algebarske izmjene
pravila pridruzivanja polazne funkcije, gdje je pripadni logos neformalni diskurs grani¢nih

vrijednosti racionalne funkcije (vidi Sliku 5.1.3). Postavljeni zahtjev zadovoljava familija
funkcija { f (X)=x+%:a e R\{0}}.
Ispituju se dostupne tehnike odredivanja asimptota te koji diskurs ih podrzava.

Pitanje 2.4

Funkcija, osim pravca, moze imati i druge krivulje kao
asimptote. Na Slici 2. punom je linijom nacrtan graf funkcije,
a isprekidanom njezina asimptotska parabola.

(a) Matematickim simbolima formulirajte zahtjev da

parabola s jednadzbom y = ax® +bx+c bude asimptotska

krivulja funkcije f.
(b) Kako biste odredili koeficijente a, b i ¢ asimptotske

parabole funkcije ?

(c) Odredite jednadzbu asimptotske parabole funkcije f,

zadane s f (x) = X34, ¢iji je graf prikazan na Slici 2.

Slika 2.

(d) Pravilo pridruzivanja funkcije f zapisano je u obliku f(Xx)=g(x +M, pri cemu je
q(x)

stupanj polinoma h manji od stupnja polinoma g. Kako taj zapis povezujete s postojanjem

asimptotske krivulje funkcije f? Obrazlozite.

Pitanje je otvorenog tipa. Uvodi se matematicki objekt asimptotske krivulje kao
generalizacija objekta asimptotskog pravca. U prvom i drugom potpitanju ocekuje se prosiriti
(1) definiciju kose asimptote (2) formule za koeficijente kose asimptote (vidi Pitanje 2.2) u
odgovarajuc¢e formule za asimptotsku parabolu funkcije f (vidi Jednadzbu 4.2.1). Primjereno
je Kkoristiti tehniku odredivanja asimptota racionalne funkcije s obzirom na nepotpuni kolicnik
polinoma u brojniku i nazivniku funkcije (vidi Sliku 5.1.3, Jednadzbu 4.2.2, Dobbs (2010),
Yerushalmy (1997)).

(1) Parabola y = ax® +bx+c je asimptotska parabola funkcije f ako vrijedi:
O:Iim(f(x)—(ax2+bx+c)).

—>00

(2) Formule zaxkoeficijente asimptotske parabole su:
a= Iim%, b— Iimw, c= Iim(f(x)—ax2 —bX)

X—>0 X—>00 X—o0

Jednadzba 4.2.1: 1zvedene formule za asimptotsku parabolu

42




U treCem potpitanju mogu se implementirati formule iz Jednadzbe 4.2.1, spomenuta tehnika
ili druga tehnika opisana u prethodnom potpitanju. Ocekuje se da je prakseologija odredivanja
asimptota racionalne funkcije iz nepotpunog koli¢nika polinoma u brojniku i nazivniku
funkcije efikasnija. U Cetvrtom potpitanju moze se ponuditi viSe ili manje formalan diskurs

grani¢nih vrijednosti danih funkcija kad x — oo (vidi Sliku 5.1.3, Yerushalmy (1997)).

(x3 —3x? +1):(x—1) — x2 —2x—2 iostatak —1

3 2
mzxz_ZX_z_F_l
x—1 x-1

Asimptotska parabola funkcije f zadane s f (x) = x=3x%+1 je y = X2 —2x-2.

Jednadzba 4.2.2: Prakseologija odredivanja asimptotske parabole racionalne funkcije iz nepotpunog koli¢nika polinoma u
brojniku i nazivniku funkcije

Provjerava se razvijenost formalnih matematickih prakseologija, dostupnost
prakseologije odredivanja asimptota racionalne funkcije s obzirom na nepotpuni kolicnik

polinoma u brojniku i nazivniku funkcije te implementacija iskazanih tehnika.

Pitanje 3.1

Na Slici 1. punom je linijom istaknut dio grafa funkcije f
zadane pravilom pridruZivanja
F(x) = 3x—1+ SNG7)

Odredite jednadzbu pravca koji je na Slici 1. istaknut

isprekidanom linijjom. ObrazloZite.

Slika 1.

Pitanje je otvorenog tipa, a matematicki zadatak otvoren i nerutinski; iako je trazeni
pravac jedinstven, tehnika rjeSavanja nije jednoznacno odredena niti su zadaci sli¢nog tipa
dostupni (vidi Poglavlja 5.2.2 i 5.2.3). Na koordinatnim osima nisu obiljeZene jedini¢ne
duzine kako bi se onemogucila primjena tehnike odredivanja jednadzbe pravca ocitavanjem s
grafickog prikaza. Ocekuje se primijeniti analogon tehnike odredivanja asimptota racionalne
funkcije s obzirom na nepotpuni kolicnik polinoma u brojniku i nazivniku funkcije to jest
prepoznati kako vrijednost izraza 3x —1 znacajno doprinosi vrijednosti funkcije kad x — 0.
Rjesenje se potvrduje diskursom formalnog ili neformalnog infinitezimalnog racuna o0

. . in(4
vrijednosti izraza Sm(xﬂx) —0 kad x — co.

Ispituju se dostupne tehnike odredivanja asimptota te koji diskurs ih podrzava.
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Pitanje 3.2

Na Slikama 2.a— 2.g punom je linijom nacrtan graf funkcije f, a isprekidanom pravac p. Za
svaku sliku zaokruzite slovo ispred svake od izjava
A. Pravac p je tangenta grafa funkcije f.
B. Pravac p je asimptota grafa funkcije f.
C. Pravac p je tangenta u beskonacnosti grafa funkcije f.
D. Nista od navedenog.

koja opisuje odnos grafa funkcije f i pravca p prikazanih na toj slici.

N

Slika 2.a Slika 2.d Slika 2.9
A. B. C. D. A. B. C. D. A. B. C. D.

Slika 2.b Slika 2.e
A. B. C. D. A. B. C. D.

N\

N4 |
Slika 2.c Slika 2.f
A. B. C. D. A. B. C. D.

Pitanje je zatvorenog tipa. Ispituje se prepoznavanje asimptote u razli¢itim odnosima s
krivuljom, uzimajuéi u obzir broj zajednickih tocaka krivulje i asimptote (nijedna, jedna,
konacno ili beskona¢no mnogo), polozaj krivulje u odnosu na asimptotu (s iste ili razli¢itih
strana pravca) te poznavanje asimptote kao tangente u beskonac¢nosti. Planira se naknadna

analiza odgovora na pitanje unutar teorijskog okvira slike i definicije koncepta (Tall i Vinner,
1981).
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Pitanje 3.3

Zadana je hiperbola s jednadzbom x> —4y?* =4
(@) Odredite jednadzbe asimptota zadane hiperbole.

(b) Odredite jednadZbe tangenti iz to¢ke P(—1,—%) nazadanu hiperbolu.

(c) Skicirajte hiperbolu i pravce iz zadataka (a) i (b). Sto uodavate?

Obrazlozite smislenost dobivenog rezultata.

Pitanje je otvorenog tipa. Matematicki zadatak je otvoren i nerutinski; rjeSenje zadatka
je jedinstveno, no (1) graficka reprezentacija krivulje i pravaca je individualna, (2) iskaz
zadatka je rutinski, ali matematicka situacija nije, jer se dana tocka nalazi na asimptoti (vidi
Slike 5.2.515.2.9), (3) zahtjeva se obrazloZenje rezultata. O¢ekuje se provesti sljedeéi praxis:

1. odrediti jednadZbe asimptota hiperbole b’x*—a’y? =a’n® ocitavanjem vrijednosti
realne a i imaginarne b poluosi iz segmentne jednadzbe hiperbole — rjeSenje su pravci

y=%3X;

2. odrediti tangente na hiperbolu kroz tocku P, koja je izvan hiperbole, algebarskom
manipulacijom formule za jednadzbu pravca y=kx+1 i formule k*a® —b* =1? za uvjet
dodira pravca i hiperbole b*x* —a®*y? =a’h*- rjesenje su pravei y=3x i y=—2x—4%

3. nacrtati (tocku P, asimptote, tangentu) hiperbolu povlacenjem krivulje kroz tjemena i uz
asimptote;

te obrazloziti rezultate diskursom asimptote kao tangente krivulje u beskona¢nosti. Studenti
su dobili popis formula koje ¢ine diskurzivni blok prakseoloske opreme teme Krivulje drugog
reda propisanog znanja za poucavanje.

Ispituje se provedeni praxis te dostupnost i tumacenje logosa asimptote hiperbole kao

tangente u beskonacno dalekoj tocki krivulje.
4.3. Intervju sa znanstvenicima

U posljednjoj, trecoj fazi istrazivanja ispitivala se relacija Ru(p,A), gdje je M institucija
akademske zajednice matematicara i p pojedinci koji pripadaju toj instituciji — znanstvenici.
Istrazivanje je provedeno kroz fokusirani intervjui s dva znanstvenika koji su dobrovoljno
pristali sudjelovati u istrazivanju. Intervjui se prate biljeSkama i audio zapisom. Takav pristup
intervjuu prema Cohen i sur. (2007) opravdava:

- odabir ispitanika koji su upoznati s objektom istrazivanja,
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- kori$tenje rezultata prethodno provedenih faza istrazivanja (vidi Poglavlja 5.1, 5.2, 5.3),
- odabir pitanja otvorenog, indirektnog tipa, kojima se ocekuje ste¢i uvid u znanja,
stavove 1 miSljenja ispitanika o objektu istrazivanja.

Ispitanici su znanstvenici u podru¢jima matematike u kojima je asimptota i asimptotsko
ponasanje znacajan objekt znanja te koji kontinuirano odrZavaju nastavu studentima razli¢itih
studijskih profila. Podru¢ja znanstvenog interesa prvog znanstvenika su matematicko
modeliranje u mehanici fluida, asimptoticka analiza jednadzbi na tankim domenama i analiza
nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi. OdrZava nastavu iz elementarne matematike,
matematicke analize 1 primijenjene matematicke analize, diferencijalnih jednadzbi,
programiranja, statistike i vjerojatnosti i drugih kolegija na matemati¢kim i nematemati¢kim
studijima. Podru¢je znanstvenog interesa drugog znanstvenika je raCunarstvo, a odrzava
nastavu iz programiranja i metodike informatike na matematickom studiju.

Provela se fenomenoloska analiza intervjua (Cohen i sur., 2007). Postupak analize,
prilagoden odabranom teorijskom okviru ATD-a i istrazivackoj situaciji, sastoji se od devet
koraka:

1. Transkribirati audio zapis intervjua.
2. PresluSavati audio zapis ili Citati transkript intervjua za stvaranje opéeg dojma O
iskazanim znanjima, stavovima i misljenjima.
3. Popisati iskazana znanja, stavove i mi$ljenja u jedinice jedinstveno odredenog znacenja,
koje mogu biti leksicke ili prakseoloske naravi.
Odabrati jedinice znacajne za objekt istrazivanja.
Medu znacajnim jedinicama eliminirati suviSne.
Grupirati jedinice ekvivalentnog znacenja.
Odrediti teme koje povezuju pojedine grupe jedinica.

Usporediti teme u provedenim intervjuima i odrediti opce, zajednicke teme.

© 0o N o 0o &

Interpretirati teme u kontekstu provedenih istraZivanja.

Intervju je sadrzavao ukupno sedam pitanja. Prvo pitanje ispitivalo je osobni doZivljaj
definicije asimptote, sljedeca tri pitanja istrazivala su znanja i stavove o funkcionalnoj,
epistemoloskoj i kulturnoj vrijednosti objekta znanja, a posljednja tri pitanja ispitivala su
misljenja o utvrdenim nedosljednostima polaznog REM-a s rezultatima prve dvije faze

istrazivanja.
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1. pitanje

Ispitaniku su prikazani opisi asimptote koji su se javili u prethodnim fazama istrazivanja

(vidi Tablicu 4.3.1) i trazi se:

a. Objasnite kako pojedini opis odgovara VaSem videnju asimptote.

b. Kako biste pojasnili izraze ,,dodirivati u beskona¢nosti i ,,proizvoljno priblizavati“?

Odgovori ispitanika koriste odredivanju primjerenog opisa ili definicije asimptote,

posebice u kontekstu strogoée matematickih formulacija. Planira se naknadna analiza

odgovora na pitanje unutar teorijskog okvira slike i definicije koncepta (Tall i Vinner, 1981).

Tablica 4.3.1: Opisi asimptote ponudeni ispitanicama tijekom intervjua i njihovo podrijetlo iz prethodnih faza istrazivanja

OPISI ASIMPTOTE

PODRIJETLO OPISA

.. |Asimptota krivulje je pravac koji|SteGeno znanje studenata nastavnickih
Primjer 1: . . Ry - .
odreduje smjer krivulje. studija matematike
Izvorno matematicko znanje
Asimptota krivulje je pravac kojemu se|Znanje za poucavanje gimnazijskog
Primjer 2: |krivulja (sve viSe, beskonacno)|obrazovanjau RH
pribliZzava. Steceno znanje studenata nastavnickih
studija matematike
.. .. | Asimptota krivulje je pravac kojemu se|Znanje za poucavanje gimnazijskog
Primjer 3: L .
krivulja priljubljuje. obrazovanjau RH
.. |Asimptota krivulje je tangenta krivulje Izvor.no matematlgko Zhanje .
Primjer 4: 1 beskonacno dalekoi tocki Znanje za poucavanje gimnazijskog
) ' obrazovanjau RH
Pravac nazivamo asimptotom krivulje Znanje  za pouclavanje gimnazijskog
N AR . ~~|obrazovanja u RH
Primjer 5: |ako se krivulja priblizava pravcu, ali ga - . oy -
. P Ste¢eno znanje studenata nastavnickih
nikada ne dodiruje (sijece). . .
studija matematike
Pravac nazwamov asimp totpm krivulje Steeno znanje studenata nastavnic¢kih
ako udaljenost tocke krivulje do pravca - .
. oy . y ... |studija matematike
Primjer 6: |tezi nuli kad se tocke krivulje . y . . .
. : oy . Znanje za poucavanje gimnazijskog
udaljavaju od ishodista koordinatnog .
obrazovanja u RH
sustava.
2. pitanje

Ispitaniku je prikazan nastavni program za gimnazije (vidi Tablicu 5.2.1) i trazi se:

Koji bi se zadaci, tehnike rjeSavanja zadataka 1 teorijski sadrzaji u nastavnim temama

mogli povezati s asimptotom i asimptotskim ponaSanjem?

! Opis se odnosi na asimptotu u odredenom matematidkom kontekstu
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Ocekuje se da c¢e ispitanik angaZzirati vlastita matematicka znanja te stavove o
matematickom obrazovanju kako bi ponudio matematic¢ke sadrzaje prakti¢ne i teorijske
naravi. Dobiveni sadrzaji iskazuju se u obliku prakseologije ili prakseoloske komponente.

Odgovori ispitanika koriste modifikaciji REM-a i utvrdivanju funkcionalne vrijednosti
objekta znanja asimptote. Pojedina prakseologija ili prakseoloska komponenta u polaznom
REM-u moze biti, od strane ispitanika kao reprezentanta akademske zajednice, potvrdena,
odbijena, opovrgnuta ili neodredena. Ukoliko prakseologije koje ponudi ispitanik nisu dijelom
polaznog REM-a, on se moze prosiriti §to povecava funkcionalnu vrijednost objekta znanja

asimptota.

3. 14. pitanje

3. Opisite svoj stav o znacaju asimptote i asimptotskog ponaSanja u matematici.

4. Opisite svoj stav o0 znacaju asimptote 1 asimptotskog ponasanja u primjeni matematike
za opce dobro.
a. Koje bi se primjene asimptote i asimptotskog ponasanja mogle implementirati u

gimnazijskom obrazovanju?

Stavovi ispitanika su uvaZeni zbog njihovih znanstvenih interesa koji su bliski
matematickom objektu asimptotskog ponasanja.
Polazni REM uzima asimptotsko ponaSanje kao istaknuto (epistemolosko) svojstvo funkcije.
Primjena asimptote (epistemoloske naravi) je kod crtanja grafa funkcije i izvrednjavanja
funkcije za grani¢ne vrijednosti argumenta, §to se moZe proSiriti na primjenu (druStveno
korisne naravi) za aproksimacije vrijednosti u razli¢itim situacijama.

Odgovori ispitanika koriste utvrdivanju epistemoloske 1 kulturne vrijednosti objekta

znanja asimptota i formulaciji prakseologija koje su raison d'étre objekta znanja asimptote.
5. pitanje

Ispitaniku je prikazan popis elementarnih funkcija ¢iji grafovi se crtaju u gimnazijskom
obrazovanju (linearne, kvadratne funkcije, funkcije s apsolutnom vrijednosti, eksponencijalne,
logaritamske 1 trigonometrijske funkcije, polinomi, opée potencije i racionalne funkcije) i

trazi se:

Koje tehnike crtanja grafa funkcije smatrate korisnim?
a. OpiSite svoje miSljenje o znacaju tehnike za gimnazijsko obrazovanje 1 za

asimptotu.
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Ocekuje se da Ce ispitanik navesti razliCite tehnike crtanja grafa funkcije kakve su
dostupne u polaznom REM-u (vidi Poglavlje 5.1). Ukoliko ispitanik u svom odgovoru ne

navede neku od tehnika iz REM-a, za istu se trazi:

b. Smatrate li tehniku zna¢ajnom za gimnazijsko obrazovanje i za asimptotu?

Polazni REM preferira tehnike koje uvazavaju svojstva funkcije i grafa funkcije te asimptotu i
asimptotsko ponasSanje uzima kao znacajne komponente tehnika crtanja grafa funkcije.
Rezultati prethodnih provedenih faza istrazivanja ne pokazuju odgovarajué¢e ishode (vidi

Poglavlja 5.21 5.3).

6.17. pitanje

6. Asimptota se definira kao ,,tangenta krivulje u beskonac¢nosti®.
a. Smatrate li ovu definiciju asimptote zna¢ajnom za gimnazijskom obrazovanju?
b. Kako biste implementirali i opravdali tu definiciju unutar nastavnih tema
gimnazijskog programa za matematiku?

7. Smatrate li asimptotsko ponasanje krivulje i konvergenciju niza bliskim pojmovima?

Objekt tangenta u beskonacnosti te veza asimptotskog ponasanja i konvergencije niza
dijelom su polaznog REM-a (vidi Poglavlje 5.1). Pripadni matematicki sadrzaji se nisu javili u
odgovarajuc¢oj mjeri u rezultatima prethodno provedenih faza istraZivanja, niti su primjereno
zastupljeni u empirijskim istrazivanja (vidi Poglavlja 2.1, 2.2, 2.3.3,5.2 1 5.3).

Nuzno je prakseologije i prakseoloske komponente vezane uz dva pojma propitati iz
perspektive akademskog znanja kao sastavnice didakti¢ke transpozicije. Odgovori ispitanika
na posljednja tri pitanja mogu utjecati na modifikaciju REM-a posebice u kontekstu

spomenutih nedosljednosti.

49




5. REZULTATI

5.1. Polazni referentni epistemoloski model za objekt znanja asimptota

Asimptota se, kao matematicki objekt, ne spominje u osnovnim dokumentima koji
propisuju znanje za poucavanje za gimnazije u Republici Hrvatskoj (Rastereceni program za
gimnazije, 2003, NOK, 2011). Promatraju se ishodi uéenja odnosno zadace i sadrzaji koji
mogu ukljucivati pojam asimptote i asimptotskog ponasanja. U terminima ATD-a, asimptota
je objekt znanja koji se sastoji od skupa prakseologija kojima je ona jedna komponenta.

Objekti znanja za poucavanje u gimnazijama koji se mogu povezati s asimptotom su:

racionalna funkcija,

- eksponencijalna i logaritamska funkcija,

- trigonometrijske funkcije (tangens i kotangens),

- krivulje drugog reda (hiperbola),

- pojam, svojstva, tok i limes funkcije,

- pojam, svojstva i limes niza,

- graf (elementarne) funkcije.
Referentni epistemoloski model treba obuhvacati prakseologije, vezane uz navedene objekte
znanja, kojima je asimptota komponenta prakti¢nog ili diskurzivnog bloka. Na Slici 5.1.1
prikazan je doseg i opseg REM-a za objekt znanja asimptota na disciplinarnim razinama
ljestvice didakticke odredenosti. Asimptota se kao objekt znanja ostvaruje nadogradivanjem i
povezivanjem lokalnih prakseologija, prolaze¢i podjednako njihovim prakti€énim i
diskurzivnim komponentama.

DOMENA PODRUCIE TEMA JEDINICA

Dijeljenje polinoma 1

Funkeija ) - ..
J racionalna funkcija

Tok funkeije

| Algebra i funkeije Geometrijski niz |

Nizovi

Limes niza

Limes i grani¢no

ponasanje funkcije } Interpretacija za tok

Konvergeneija niza |

‘ Infinitezimalni raéun

funkeije

Derivacija funkeije

Hiperbola

Odnos pravea 1 hiperbole

| Geometrija I—-I Analiticka geometrija H Krivulje drugog reda

Slika 5.1.1: Opseg REM-a objekta znanja asimptota na disciplinarnim razinama skale didakti¢ke odredenosti

Prakseologije unutar teme Tok funkcije

Osnovna prakseologija u podru¢ju Funkcija, temi Tok funkcije, iz koje proizlaze

znacajne prakti¢ne 1 diskurzivne aktivnosti, je zahtjev izraCunavanja vrijednosti elementarnih
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funkcija: racionalne, eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijskih  funkcija.
Odgovaraju¢a tehnika je ra¢unanje, na primjeren naéin. Opisivanje praxisa provodi se
tablicnim 1 grafickim prikazom rezultata. TehnoloSka komponenta prakseologije je tok
funkcije. Logos se ostvaruje prepoznavanjem ili pozivanjem svojstava funkcije, gdje se ubraja
podrucje definicije, monotonost, omedenost, parnost i periodicnost funkcije, kompozicija
funkcije s linearnom funkcijom, simetri¢nost i transformacije grafova funkcija te druga
svojstva. Posebno se razmatra ponasanje grafa funkcije u rubovima domene funkcije i u
beskonacnosti, Sto je diskurs ¢ija je vazna komponenta asimptota.

Asimptota se prepoznaje kao pravac kojemu se graf funkcije priblizava ili pravac do kojega se
udaljenost tocaka grafa funkcije smanjuje kako odgovarajuca koordinata tocke grafa funkcije
neograniceno raste. Vazno je, iako ispravno u danom kontekstu, ne isticati kako pravac i graf
funkcije nemaju zajednickih tocaka.

Prakseologija izraCunavanja vrijednosti funkcije se nadograduje zahtjevom odredivanja
vrijednosti funkcije za argument znacajno velike magnitude ili u blizini ruba domene funkcije.
Prakseologija se realizira na dva nac¢ina (Slika 5.1.2). Rezultati dobiveni raCunanjem poticu
diskurs (priblizne) jednakosti vrijednosti funkcije i njezine asimptote u beskonacnosti ili se
poznavanje diskursa koristi za racunanje pribliznih vrijednosti funkcije za odgovarajuci
argument.

Asimptotsko ponaSanje funkcije opravdava se s obzirom na druga njezina svojstva, posebno
uspostavlja se veza podrucja definicije funkcije i1 vertikalne asimptote funkcije te omedenosti i
monotonosti funkcije i horizontalne asimptote funkcije.

Prakseologija crtanja grafa funkcije povezana je s prakseologijom izracunavanja
vrijednosti funkcije (Slika 5.1.2). Zadatak crtanja grafa elementarne funkcije diskurs je
praxisu izracunavanja vrijednosti funkcije. Jedna tehnika crtanja grafa funkcije je povlacenje
krivulje kroz odgovarajue tocke koordinatnog sustava, S$to poziva prakseologiju
izraCunavanja vrijednosti funkcije. Komponente tehnologije toka funkcije podrzavaju dvije
tehnike crtanja grafa funkcije:

- povlacenje krivulje s obzirom na istaknuta svojstva funkcije i grafa funkcije, posebno
ponasanje funkcije u rubovima njezine domene i u beskonacnosti;
- transformacije grafa temeljne funkcije s obzirom na kompoziciju s linearnom funkcijom

ili funkcijom apsolutne vrijednosti.

Prakseologija crtanja grafa funkcije poziva se pri rjeSavanju problema matematickog i realnog

konteksta tehnikom ocitavanja s grafickog prikaza.
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Trv Odrediti vrijednost funkcije za neki argument
Trve Odrediti vrijednost funkcije za argument blizu ruba
domene ili velike magnitude

TEFV T‘_:EV“ Tes Nacrtati graf funkcije
R X Tr Racunanje i izvrednjavanje algebarskih izraza
t A Manipuliranje algebarskim izrazom

i Bey Bps = Asimptota— OB Tro Povlacenje krivulje kroz odgovarajuce tocke

' | N tsv Povlacenje krivulje s obzirom na istaknuta svojstva
l Kompozicija tr Transformacije grafa temeljne funkcije

1Ta Orv Tabli¢na i graficka interpretacija funkcije
T \ Tsy Ors Svojstva funkcije i grafa funkcije
FG TTR 0k PonaSanje funkcije u rubovima domene i u
~— Tro X ;
beskonaénosti

Asimptota Definicija asimptote, asimptotsko ponasanje,
odnos s komponentama Bgs

Slika 5.1.2: Prakseologije unutar teme Tok funkcije, podrucja Funkcija

Prakseologije unutar jedinice Dijeljenje polinoma i racionalna funkcija

Objekt znanja asimptota i asimptotsko ponaSanje kod racionalnih funkcija se
prakseoloski razvijaju kao (Slika 5.1.3):
(1) diskurzivna komponenta prakseologije izratunavanja vrijednosti funkcije: prepoznaju se
asimptote kao istaknuto svojstvo ponasanja vrijednosti racionalne funkcije u rubovima njezine
domene i u beskonacnosti;

(2) diskurzivna komponenta prakseologije crtanja grafa funkcije transformacijama grafa
temeljne funkcije g zadane s g(x) =+: pravilo pridruzivanja racionalne funkcije koja je
koli¢nik linearnih funkcija algebarskim manipulacijama se svodi na oblik f(x) =a+-% gdje
su a i b realni brojevi, potom se prepoznaje pravac x=b kao vertikalna i y=a kao
horizontalna asimptota grafa funkcije f ;

(3) diskurzivna podrSka tehnici povlacenja krivulje s obzirom na istaknuta svojstva
funkcije: koristi se diskurzivna spoznaja o vezi koeficijenata a i b u pravilu pridruzivanja
racionalne funkcije oblika f(x)=a+ % s jednadzbama asimptote funkcije;

(4) raison d'étre prakseologije odredivanja asimptota racionalnih funkcija s obzirom na
nepotpuni koli¢nik polinoma u brojniku i1 nazivniku funkcije, koja je podrSka tehnici
povlacenja krivulje s obzirom na istaknuta svojstva funkcije.

Prakti¢ne i1 diskurzivne aktivnosti vezane uz objekt znanja asimptota racionalne funkcije
podrijetlo nalaze u empirijskim istrazivanjima (Dobbs, 2010; Mok, 1999; Yerushalmy, 1997).
Po analogiji za racionalne funkcije koje su koli¢nik linearnih funkcija, usustavljuje se
prakseologija odredivanja jednadzbi asimptota racionalne funkcije. Praxis je vezan uz

dijeljenje polinoma u brojniku i nazivniku racionalne funkcije. Logos ima dvojaku ulogu: (1)

52



interpretacija asimptota iz grafickog prikaza racionalne funkcije potiCe razvijanje algebarske
tehnike odredivanja asimptota, (2) neformalno rasudivanje o grani¢nim vrijednostima funkcije

u ovisnosti o pravilu pridruzivanja funkcije, pravda tehniku.

Tev Trc

TR TA&TTR
Asimptotsko Jednadzbe Trc
ponasanje asimptota TA& Tsy

Asimptote ~—— Tra
Tp —Tpr

fx)=a+ L L

Tea Odrediti asimptote funkcije

1op Dijeljenje polinoma

Asimptote Asimptotsko ponaSanje, vrste (vertikalna, horizontalna, kosa,
polinomijalna) asimptota

e Neformalni diskurs graniénih vrijednosti algebarskog izraza

Slika 5.1.3: Prakseologije unutar jedinice Dijeljenje polinoma i racionalna funkcija, teme Tok funkcije

Prakseologije unutar domene Infinitezimalni racun

Povecavanje slozenosti algebarskih izraza kojima je zadano pravilo pridruzivanja
funkcije onemogucuje koriStenje postojecih tehnika crtanja grafa funkcije. Prakseologija
crtanja grafa funkcije nadograduje se tako da se istaknuta svojstva odreduju u skladu s
teorijskim spoznajama iz domene Infinitezimalni ra¢un (Slika 5.1.4). Uspostavlja se veza
ponasanja funkcije u rubovima njezine domene i u beskonacnosti s vrijednosti odgovarajuc¢ih
limesa te veza svojstava funkcije i grafa funkcije (monotonost, lokalni i globalni ekstremi,
konveksnost 1 konkavnost, to¢ke pregiba) s vrijednostima derivacije funkcije. Za objekt
znanja asimptotu relevantno je da grafovi zadanih funkcija sa svojom horizontalnom i/ili
kosom asimptotom nemaju zajednickih tocaka, imaju jednu ili konaéno mnogo zajednickih
tocaka te imaju beskona¢no mnogo zajednickih tocaka (vidi Pitanje 3.2 u Poglavlju 4.2,
Kidron (2011), Swinyard i Larsen (2012), Yerushalmy (1997)). Prakseoloska organizacija
domene Infinitezimalni racun (Slika 5.1.1) nije dijelom ovog REM-a, a za podrué¢je Limes i
grani¢no ponaSanje funkcije dana je u Barbé i sur. (2005).

Asimptota kao objekt znanja inducira dvije prakseologije u podru¢ju Limes i grani¢no
ponasanje funkcije (Slika 5.1.4). Prakticni blok prakseologije racunanja limesa funkcije
dostupnim, uglavnom algebarskim, tehnikama je tipi¢na matematicka aktivnost u podrucju
Limes i grani¢no ponasanje funkcije (Barbé i sur., 2005; Cornu, 1991; Hardy, 2009, 2011).
Asimptotsko ponaSanje je diskurzivni blok ove prakseologije kad se raCunaju vrijednosti
limesa funkcije u rubovima njezine domene i u beskonacnosti te limesi kvocijenta ili razlike
dvaju funkcija (vidi Primjer 5.1, Barbé i sur. (2005); Dobbs (2010, 2011)). Ova prakseologija
se koristi za formalno pravdanje (1) tehnike odredivanja jednadzbe asimptote racionalne
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funkcije iz jedinice Dijeljenje polinoma i racionalne funkcije te (2) jednadzbe asimptote
krivulje i (3) diskursa asimptote hiperbole kao tangente hiperbole u beskonacnosti iz podrucja

Analiticka geometrija.

Primjer 5.1: Prakseologija izrac¢unavanja limesa algebarskog izraza

Zadatak: Dane su funkcije f i g zadane s f(X)=vXx+X* i
g(x) =x. Odredite lim N8 i lim(f(x)-g(x)).
Tehnika: ramonahzacua algebarskog izraza, dijeljenje
najveCom potencijom 1 svodenje na izraz poznatog
o limesa
F) _q i [ _ _
Rjesenje: lim g5 =1 1 1im(f (x) -9 (x))
' f Tehnologija: Funkcije f i g imaju asimptotski jednake
~9 vrijednosti u beskonacnosti. Funkcija f ima kosu
asimptotu h(x) = x+3.
- (vidi Primjer 1.6)

Druga =znacajna prakseologija je odredivanje asimptota funkcije racunanjem
odgovarajucih limesa, koja se poziva za prakseologiju crtanja grafa funkcije s obzirom na
istaknuta svojstva. Asimptota i asimptotsko ponasanje kao komponenta logosa toka funkcije i
kao diskurs ra¢unanja limesa, daju raison d'étre istrazivanju formula za jednadzbe asimptota u
ovisnosti 0 limesu funkcije (vidi Poglavlje 1.2). Diskurzivne spoznaje pripadaju podrucju
Limes i grani¢no ponaSanje funkcije, a podrzane su:

- definicijom asimptote u diskurzivnom bloku prakseologije izraCunavanja vrijednosti
funkcije iz teme Tok funkcije;

- diskursom vrsta asimptota 1 neformalnog opisivanja grani¢nog ponaSanja funkcije iz
jedinice Dijeljenje polinoma i racionalne funkcije;

- prakseoloskom opremom iz podruc¢ja Analiticka geometrija;

- prakseoloskom opremom iz domene Infinitezimalni racun.

Pravac y=kx+I je kosa asimptota funkcije f ako vrijedi
lim(f () = (kx+1)) =
10 0= fim T =CXED iy 7O i X ppim L = k= im 1

X—>00 X X—>00 X X—o X X—0o X X—>00 X

2° 0=Ilim(f(x)—kx)—liml =1 =Ilim f (x) —kx

Jednadzba 5.1.1: Obrazlaganje formula za koeficijente kose asimptote funkcije f
Primjerice, poznato je da udaljenost tocaka grafa funkcije do asimptote tezi nuli kako apscisa

neograniceno raste i da krivulja moze imati kosu asimptotu. Oprema iz podruc¢ja Analiticka
geometrije daje formulaciju |f(X)—(kX+I)|—>O za X—> o0, a oprema iz podru¢ja Limes i
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grani¢no ponasanje funkcije daje formulaciju lim(f (x)—(kx+1))=0. lzvode se formule za

koeficijente kose asimptote, kako je dano u Jednadzbi 5.1.1.
Tehnike odredivanja vertikalne i horizontalne asimptote racionalne funkcije proizlaze iz
diskursa o jednadzbama asimptota funkcije u podrucju Limes i grani¢no ponasSanje funkcije.

Primjerice, uvjet lim f(x) = da pravac x=a bude vertikalna asimptota grafa racionalne

funkcije f (x) = p((x)

a0 ispunjen je onda i samo onda kada je a nultocka polinoma ¢, ako
polinomi p i g nemaju zajednickih nultoc¢aka. Kad polinomi p i g imaju zajedni¢ku nultocku a

tada funkcija f u tocki a ima uklonjivi prekid.

f=e> Trc Tea
T | = Tsy TA& Top
ng ﬁ?; d'etre B{;‘é&ﬁ{;ﬁ Bég
0
pe=-=---- 1 Terra
TFA : TL : I:IE';
LI 1 -
Formule za X Asimptotsko : mea
: : . asimptote
Jjdn asimptota , ponasanje
Trv & Trg Trg Tpy | — 1
T Tsv TAG limf(x) =1 b g:? gen'mﬁ
Definicija  Asimptote | Udaljenost X a
asimptote  rac. funkcije | asimptote xh_If:f(X} =*®
lim 2 =1
x—soe BX)
lim((x) - gx)) =0
T Odrediti limes funkcije
7. Odredivanje limesa algebarskim metodama
0es™® Svojstva funkcije i grafa funkcije ispitana alatima infinitezimalnog ra¢una
Br. "« Grani¢no ponasanje funkcije ispitano alatima infinitezimalnog raduna

Slika 5.1.4: Prakseologije unutar domene Infinitezimalni raéun

Prakseologije unutar podrucja Nizovi

Podru¢je Nizovi ima slicne prakseologije kao podrucje Funkcija. Veze izmedu
pojedinih komponenti prakseologija iz dvaju podrucja proizlaze iz definicije niza kao funkcije
kojoj je domena skup prirodnih brojeva. Praxis ra¢unanja vrijednosti ¢lanova niza i grafickog
prikazivanja niza poticu diskurs o svojstvima vrijednosti ¢lanova niza, gdje se ukljucuje
monotonost, omedenost, neograni¢enost i druga svojstva, analogna svojstvima funkcije ili
specificna objektu niza. Posebno je znacajan l0gos ponaSanja vrijednosti ¢lanova niza u
beskonacnosti.

Praxis racunanja vrijednosti ¢lanova niza motivira diskurs konvergentnog niza, kao niza Cije

se vrijednosti Clanova priblizavaju nekom broju. Konvergentnost i divergentnost niza
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pravdaju se s obzirom na svojstva vrijednosti ¢lanova niza, posebno omeden i monoton niz je
konvergentan, dok je neograni¢en i monoton niz divergentan.

Zahtjev grafickog prikazivanja niza realizira se na dva nacina (Slika 5.1.5). Prva prakseologija
odredena je tehnikom prikazivanja vrijednosti na brojevhom pravcu. Pripadni diskurs je
gomiliste i konvergencija niza. Druga prakseologija je prikazivanje niza kao grafa funkcije u
koordinatnom sustavu u ravnini, koja poziva prakseologiju crtanja grafa funkcije iz teme Tok
funkcije. Praxis poti¢e diskurs o svojstvima vrijednosti ¢lanova niza, posebno ponasanju u
beskonacnosti te povezivanje s logosom ponasanja funkcije u beskona¢nosti. Konvergencija
niza interpretira se poznatim ponasanjem funkcije koja ima horizontalnu asimptotu.

S obzirom na logos svojstava niza razvija se prakseologija odredivanja indeksa ¢lana
niza od kojeg vrijedi zadano ponasanje vrijednosti ¢lanova niza. Usustavljuje se formalna
definicija konvergentnog niza i limesa niza te se prelazi s intuitivnog opisivanja ponasanja
vrijednosti ¢lanova niza u beskonacnosti na prakticne i teorijske aktivnosti infinitezimalnog
racuna unutar podruc¢ja Limes niza.

Limes niza povezuje se s limesom funkcije u beskonacnosti, sli¢no kao §to se konvergencija
niza povezuje s ponaSanjem funkcije koja ima horizontalnu asimptotu. Definicija limesa niza
ukljucuje ispitivanje udaljenosti vrijednosti ¢lanova niza i jednog broja. Istaknuta je veza s:
- definicijom asimptote iz diskurzivnog bloka prakseologije izraCunavanja vrijednosti
funkcije, konkretno logosa ponasanja funkcije u beskonacnosti,
- podrSkom diskursu odredivanja jednadZzbe asimptote funkcije unutar podrucja Limes i
grani¢no ponaSanje funkcije te
- diskursom smanjivanja udaljenosti tocaka krivulje ili grafa funkcije do asimptote kod
odgovarajuce prakseologije unutar podruc¢ja Analiticka geometrija.
Konvergentni nizovi trebaju biti takvi da se vrijednosti ¢lanova niza monotono pribliZavaju
limesu, osciliraju oko limesa i poprimaju vrijednosti limesa niza (Cornu, 1991; Monaghan,
1991; Roh, 2008; Swinyard i Larsen, 2012; Tall, 1992; Tall i Vinner, 1981; Vinner, 1991,
Williams, 1991).

Zahtjev ispitivanja konvergencije niza veze se uz nekoliko prakseologija (Slika 5.1.5).
Prakseologije izracunavanja vrijednosti ¢lanova niza i njihovog grafickog prikazivanja
doprinose identificiranju broja kojemu se vrijednosti ¢lanova niza u beskonacnosti
priblizavaju, ako takav postoji. Potvrduje se da je ocekivani broj limes niza algebarskim
manipulacijama definicije limesa niza. Divergentnost ili konvergentnost niza utvrduju se

dokazivanjem odgovarajucih svojstava vrijednosti ¢lanova niza.
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Unutar domene Infinitezimalni ra¢un i podrucja Limes niza razvijaju se algebarske tehnike
odredivanja limesa niza zadanog formulom za op¢i ¢lan, sli¢no kao tehnike racunanja limesa
funkcije. Niz je konvergentan, ako ima limes, pa ispitivanje konvergencije niza poziva

prakseologiju odredivanja limesa niza.

Tnv Odrediti vrijednost ¢lana niza

T Prikazati graficki vrijednosti ¢lanova niza
Tns Odrediti indeks ¢lana niza od kojeg vrijedi

zadano svojstvo

Tk Ispitati konvergenciju niza i
T Potvrditi limes niza I
gp Isticanje vrijednosti na brojevnom pravcu \
Ons Svojstva vrijednosti ¢lanova niza :
Onw Ponasanje vrijednosti ¢lanova niza u '

beskonaénosti " Tav|
Konverg. Konvergentni i divergentni niz, odnos “\,TR f

s komponentama Oys B & Try
O Definicija limesa niza o &Tr

T

Slika 5.1.5: Prakseologije unutar podruéja Nizovi

Prakseologije unutar podrucja Analiticka geometrija

Vazna komponenta jedinice Hiperbola, unutar podrucja Analiticka geometrija i teme
Krivulje drugog reda, je asimptota. Raison d'étre objekta znanja hiperbola je problem realnog
konteksta, za Cije rjeSavanje je potrebno konstruirati geometrijsko mjesto to¢aka za koje je
razlika udaljenosti do dvaju fiksnih tocaka stalna (vidi Primjer 5.2, Anton¢i¢ i sur. (2008, str.
119)). Konstrukcija otkriva jednu granu hiperbole, $to motivira definiciju nove krivulje s
obzirom na razliku radijvektora. Pripadni logos obuhvaca definiciju hiperbole te pojmove

zari$ta 1 linearnog ekscentriciteta.

Primjer 5.2: Raison d'étre objekta znanja hiperbola

Dvije mjerne stanice, medusobno udaljene 1 km, zabiljezile su eksploziju. Do prve stanice

zvuk je stigao 2 sekunde prije nego do druge stanice. MoZzemo li odrediti gdje se dogodila

eksplozija?

Zbog brzine zvuka od 343 m/s za udaljenosti mjesta

eksplozije T do mjernih stanica M; i M, vrijedi:
d(T,M,)—d(T,M,)=343m/s-2s=686m

odnosno d(T,M,) =d(T,M,)+686m.

Neka je P toc¢ka na kruznici ¢ =k(M,,686m). P ne moze biti

mjesto eksplozije. Za sve tocke na simetrali duzine PM,
vrijedi d(T,M,)=d(T,P). Stoga se za geometrijsko mjesto

to¢aka T bira sjeciste pravca M,P i simetrale duzine PM,,
jerje d(T,M,) =d(T,P)+d(P,M,)=d(T,M,) +686 m.
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Na temelju definicije hiperbole pomocu radijvektora, algebarskom manipulacijom, uz podrsku
prakseoloske opreme iz podruc¢ja Analiticka geometrija, izvodi se jednadzba hiperbole kojoj
je srediSte u ishodistu koordinatnog sustava i zariSta na osi apscisa. Pokazuje se da je svaka
tocka, koja zadovoljava dobivenu jednadzbu, tocka hiperbole s obzirom na definiciju pomocu
radijvektora. Logos hiperbole u podruéju Analiticke geometrije ¢ine jednadzba hiperbole,
simetri¢nost hiperbole i pojmovi zariSte, linearni i numeri¢ki ekscentricitet, realna i
imaginarna poluos, tjemena i srediste hiperbole.

Problem lokacije iz realnog konteksta smjesta se u koordinatni sustav i rjeSava odredivanjem
pripadne jednadzbe hiperbole uz podrsku prakseoloske opreme iz podruéja Analiti¢ka
geometrija.

Zahtjev crtanja hiperbole razvija tri prakseologije (Slika 5.1.7). Tehnike crtanja
podrzane logosom su konstrukcija to¢aka hiperbole s obzirom na definiciju hiperbole pomocu
radijvektora te povlacenje krivulje kroz tocke koordinatnog sustava koje zadovoljavaju
jednadzbu hiperbole. Posljednja spomenuta tehnika poziva prakseologiju odredivanja tocaka
koordinatnog sustava koje zadovoljavaju jednadzbu hiperbole. Taj zadatak se rjeSava
izvrednjavanjem jednadzbe hiperbole ili eksplicitnog izraza za ordinatu toc¢ke hiperbole.
Prepoznavanje asimptotskog ponasanja hiperbole je diskurs dviju prakseologija: (1) crtanja
hiperbole, gdje se uoCava kako se krivulja priblizava pravcima, i (2) odredivanja toCaka
hiperbole s koordinatama velike magnitude, gdje se uocava stalnost omjera ordinate 1 apscise
tocaka hiperbole. Diskurs stalnosti omjera motivira prepoznavanje asimptote kao pravca

kojemu je dobiveni omjer koeficijent smjera. Jednadzba asimptote pravda se vrijednoscu

eksplicitnog izraza za ordinatu tocke hiperbole Y = i%\ixz —-a’ % i%x, jer je za apscisu
velike magnitude doprinos vrijednosti realne poluosi zanemariv.

Diskurs asimptotskog ponaSanja hiperbole 1 jednadzbe njezine asimptote omogucuje
nadogradivanje prakseologija crtanja hiperbole i odredivanja to¢aka hiperbole koordinata
velike magnitude. Nove tehnike su povlacenje krivulje koja prolazi tjemenima i priblizava se
asimptotama te aproksimacija toCke hiperbole koordinata velike magnitude koordinatama
odgovarajuce tocke asimptote (Slika 5.1.7).

Razli¢iti pristupi definiciji asimptote krivulje induciraju znacajne prakseologije vezane
uz objekt znanja asimptota unutar podru¢ja Analiticka geometrija i Limes 1 grani¢no
ponasanje funkcije (vidi Poglavlje 1). Prakseologija odredivanja udaljenosti toc¢ke hiperbole
do njezine asimptote ima za logos spoznaju kako se povec¢avanjem koordinate tocke hiperbole
ta udaljenost smanjuje. Prakseologija se moze primijeniti za bilo koju krivulju ili graf funkcije

1 pripadnu asimptotu zadanu jednadzbom. Racunanje limesa algebarskog izraza, koji odreduje
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udaljenost tocke krivulje ili grafa funkcije 1 toCke njezine asimptote s istom apscisom,
potvrduje kako dani pravac zadovoljava definiciju asimptote krivulje.

Znacajna jedinica za objekt znanja asimptota unutar podruc¢ja AnalitiCka geometrija je Odnos
pravca 1 krivulje drugog reda. Algebarskom manipulacijom jednadzbi pravca i hiperbole
razvija se diskurs odnosa pravca i hiperbole u ovisnosti o rjeSenjima odgovaraju¢e kvadratne
jednadzbe (Slika 5.1.6). Logos ukljucuje formule za uvjet dodira pravca i hiperbole,
koordinate diralista hiperbole i tangente te jednadzbu tangente kroz toCku na hiperboli.
Prepoznaju se tri skupa toCaka ravnine u odnosu na hiperbolu (1) tocke na hiperboli, (2)
unutrasnje i1 (3) vanjske tocke hiperbole, medu kojima su i to¢ke asimptote. Utvrduje se kako
broj tangenti, koje se iz dane tocke ravnine mogu povuci na hiperbolu, ovisi o polozaju tocke

u odnosu na skupove koje hiperbola odreduje u ravnini.

Hiperbola b*x* —a’y* = a’h®
Pravac y =kx+l1

Uvjet dodira: a’k*—b* =1?
Koordinate diralita: (%k , tl—2|)

Jednadzba tangente kroz tocku (XO, yo) na

hiperboli dana je jednadZzbom:
bx, x ab

2 2 2 2
a\jxo -a \/Xo -a

TXX VoY 4 i v —
?—b—z—lllly—

Slika 5.1.6: Formule unutar logosa odnos pravca i hiperbole

Koeficijenti jednadzbe asimptote k=+2 1=0 zadovoljavaju uvjet dodira, a koordinate

pripadnog diralista imaju neograni¢eno veliku vrijednost 2 = oo . Tumaci se kako je asimptota
hiperbole tangenta hiperbole u beskonacno dalekoj tocki. Pomoéu prakseoloske opreme iz
podrucja Infinitezimalni ra¢una pokazZe se kako je grani¢na vrijednost formule za jednadzbu
tangente kroz toCku na hiperboli kad apscisa tocke tezi u beskonacnost upravo jednadzba
asimptote (vidi Poglavlje 1). Kad asimptotu tumacimo kao tangentu hiperbole u
beskonacnosti, tada se iz svake vanjske toCke hiperbole mogu povuéi dvije tangente na
hiperbolu.

Praxis ispitivanja odnosa pravca i hiperbole razvija diskurs formula karakteristi¢nih problemu
te logos asimptote kao tangente u beskonac¢nosti (Slika 5.1.7). Odnos pravca i hiperbole se
tako moze ispitati rjeSavanjem odgovarajuce kvadratne jednadzbe, izraCunavanjem vrijednosti

uvjeta dodira pravca i hiperbole ili oCitavanjem s grafickog prikaza. Posljednja tehnika
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podrazumijeva odredivanje polozaja danog pravca u odnosu na asimptote hiperbole 1 pravce

okomite na os apscisa kroz zarista hiperbole.

Qzv
T
Ta R Typs
TM&T ‘ To
M* K ~— "‘ / TAG
- .. Tangentau
Our | O~ Oup g eskonacnosti
1_.* The [froT= Tar .
K
[ TR || b TL
imptots y =+2v x2 - a?
Ty --——"4'IT . ,ka“'—"THT:, b o
ponasanje /' :j_'i/"" IR
| [ Jednadzba — Tapu 4
asimptote Tac /
TR Definicija
Tha p.udaljenosti
Qzv Odrediti lokaciju eksplozije ako je poznato Typy Odrediti udaljenost hiperbole i pravca
vrijeme putovanja zvuka Ta Odrediti jednadzbu asimptote hiperbole
Tue Nacrtati hiperbolu sa zadanim elementima  Typs Odrediti odnos hiperbole i pravca
Tyt Odrediti to¢ku na hiperboli v Modeliranje situacije algebarskim izrazom
Thrs, Odrediti to¢ku na hiperboli s 1 Konstrukcija tocaka koje zadovoljavaju neki uvjet
koordinatama velike magnitude 1o Ocitavanje s grafickog prikaza

Tac Manipuliranje algebarskim izrazima uz diskurzivnu podrsku podrucja AnalitiCke geometrije
Our Definicija hiperbole pomocu radijus vektora

On; Jednadzba hiperbole, karakteristicni elementi, tocke i parametri

0xp Odnos hiperbole i pravca, formule, skupovi tocaka

Slika 5.1.7: Prakseologije unutar podruéja Analiticka geometrija

Navedene prakseologije stavljaju se na raspolaganje rjeSavanju problema razliitog
konteksta 1 iz razli¢itth matemati€¢kih domena. Odrediti rjeSenja jednadzbi i nejednadzbi,
ispitati broj rjeSenja jednadzbi, ispitati vrijede li jednakosti, su zadaci koji se rjeSavaju
oCitavanjem s grafickog prikaza Sto poziva odgovarajuce prakseologije vezane uz tok
funkcije. Problemi realnog ili matematickog konteksta modeliraju se funkcijom, formulom ili
jednadzbom. Izgradene lokalne prakseologije oko tehnologija svojstava niza i funkcije te
ponasanja niza i funkcije u beskonacnosti doprinose razumijevanju i tumacenju ponasanja

vrijednosti veli¢ina iz zadanog konteksta.
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5.2. Znanje za poucavanje u op¢im gimnazijama u RH za objekt znanja

asimptota

5.2.1. Nastavni program matematike u opéim gimnazijama u RH

Zakonske odrednice za srednjoskolsko obrazovanje u Republici Hrvatskoj zadaju kako

udzbenici i provedba nastave trebaju biti uskladeni s Nacionalnim okvirnim kurikulumom
(NOK) i Nastavnim programom. Navedeni dokumenti odreduju oblike srednjoskolskog
obrazovanja na razini skole, daju ciljeve, nacela i preporuke poucavanja na razini pedagogije
te definiraju odgojno-obrazovna podruc¢ja odnosno nastavne predmete, Sto odreduje
matematiku kao zasebnu disciplinu (vidi razine didakticke odredenosti na Slici 2.3.2).
Okvirni kurikulum za matematicko podru¢je (NOK, 2011) organiziran je u dvije dimenzije:
koncepti i procesi. Cetvrti odgojno-obrazovni ciklus za gimnazije sadrzi koncepte Brojevi,
Algebra 1 funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje, Podatci i Infinitezimalni raun te procese
Prikazivanje i komunikacija, Povezivanje, Logicko misljenje, argumentiranje i zakljucivanje,
RjeSavanje problema i matematicko modeliranje i Primjena tehnologije. Procesi su uc¢enicka
postignu¢a neovisna o sadrzaju i nuzna za sve matematiCke aktivnosti stoga strukturu
discipline odreduju koncepti.

Nastavni program detaljnije razraduje zahtjeve NOK-a. Ministarstvo prosvjete i $porta i
Zavod za unapredivanje Skolstva 2003. godine su donijeli okvirni nastavni program za
gimnazije u funkciji rastere¢enja ucenika. Rastere¢eni nastavni program matematike sadrzaje
programske grade organizira po razredima na razini teme (Tablica 5.2.1), gdje isti¢e obvezne i
neobvezne zadace za ucenike te korelaciju s drugim predmetima. Za objekt znanja asimptotu
znaajne su teme Eksponencijalna i logaritamska funkcija u 2. razredu, Trigonometrijske
funkcije 1 Analiticka geometrija u ravnini u 3. razredu te Nizovi, Funkcije 1 Derivacija u 4.
razredu.

Ocekivane zadace relevantne REM-u objekta znanja asimptota u Rastere¢enom nastavnom
programu matematike su uglavnom nepotpune prakseologije. Naglasak je na raCunanju,
crtanju grafova, odredivanju limesa, bez diskurzivne komponente ili na primjeni formula 1
pravila te odredivanju svojstava danih diskursom. Primjerice, potrebno je “upotrebljavati
osnovna pravila za racunanje s logaritmima’, ‘primjenjivati adicijske formule’, "odrediti
temeljni period trigonometrijske funkcije” ili ‘primijeniti derivaciju na ispitivanja toka
funkcije’, $to su uvjezbani postupci koji koriste komponente diskursa. Diskurs o svojstvima
funkcije nije predviden kod praxisa racunanja vrijednosti funkcije i crtanja grafova funkcija u

2. i 3. razredu. Kad su dostupni, diskurzivni elementi su uglavnom odvojeni od praxisa.
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Potrebno je definirati funkcije, krivulje i nizove, iskazati svojstva i teoreme, opisati ili
razlikovati odnose medu objektima. Jedina je potpuna prakseologija opisivanje toka funkcije
na osnovu grafa funkcije. Nisu predvidene prakti¢ne i diskurzivne komponente vezane uz
ponasanje funkcije u rubovima domene i u beskona¢nosti. Kod realizacije krivulja drugog
reda naglasak je na jednadzbi i algebarskoj manipulaciji jednadzbama. Primjena matematickih

sadrzaja istaknuta je samo kod opéeg ¢lana geometrijskog niza.

Tablica 5.2.1: Teme Rastere¢enog nastavnog programa matematike iz 2003. godine

Razred |Domena Tema

Brojevi SKUP REALNIH BROJEVA

Algebra i funkcije  |POTENCIJE | ALGEBARSKI IZRAZI

Algebra i funkcije UREDAJ U SKUPU REALNIH BROJEVA
Oblik i prostor KOORDINATNI SUSTAV U RAVNINI

Oblik i prostor SUKLADNOST I SLICNOST

Algebra i funkcije  |POLINOMI | RACIONALNE FUNKCIJE [1994]
Algebra i funkcije | KORIJENI

Oblik i prostor KRUZNICA I KRUG. PRAVILNI POLIGONI.
Brojevi KOMPLEKSNI BROJEVI

Algebra i funkcije  |KVADRATNA JEDNADZBA

Algebra i funkcije  |POLINOM DRUGOG STUPNJA | NJEGOV GRAF

1. razred

2. razred | Mjerenje TRIGONOMETRIJA PRAVOKUTNOG TROKUTA
Algebra i funkcije |EKSPONENCIJALNE | LOGARITAMSKE FUNKCIJE
Oblik i prostor GEOMETRIJA PROSTORA
Oblik i prostor POLIEDRI | ROTACIJSKA TIJELA
Algebra i funkcije | TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

3. razred | Mjerenje PRIMJENE TRIGONOMETRIJE U PLANIMETRIJI
Oblik i prostor ANALITICKA GEOMETRIJA U RAVNINI
Brojevi BROJEVI

Algebra i funkcije  |NIZOVI

Algebrai funkcije  |FUNKCIJE

4. razred | Infinitezimalni racun| PROBLEM IZRACUNAVANJA POVRSINE [1994]
Infinitezimalni racun | DERIVACIJA

Infinitezimalni racun | INTEGRAL | PRIMITIVNA FUNKCIJA

Podaci OSNOVNI POJMOVI VJEROJATNOSTI [1994]

Nastavno gradivo vezano uz asimptotu u dva razliita seta matematickih udzbenika za
gimnazije nalazi se u udZbenicima za drugi, tre¢i i1 Cetvrti razred. Relevantni sadrzaj
obuhvacen je udzbenickim temama ili jedinicama

- tema Eksponencijalna i logaritamska funkcija u udzbenicima za 2. razred,

- teme Trigonometrijske funkcije, Grafovi trigonometrijskih funkcija, Trigonometrijske
Jjednadzbe i nejednadzbe te jedinice Hiperbola, Odnos pravca i krivulja drugog reda u
udzbenicima za 3. razred,

- tema Nizovi, posebno jedinica Limes niza, tema Funkcija, posebno jedinica Limes

funkcije i tema Derivacija, posebno jedinica Tok funkcije, u udzbenicima za 4. razred.
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Prema REM-u, asimptotsko ponaSanje je logos za vrijednosti niza i funkcije, posebno njihov

limes, te dio praxisa crtanja grafa funkcije. Svaka jedinica u oba seta udzbenika sastoji se od

prakti¢nih i teorijskih udzbeniCkih blokova te zavrSava zadacima za vjezbu. Ukupni broj

punkt-prakseologija unutar pojedinih udzbenickih tema dan je u Tablici 5.2.2.

Tablica 5.2.2: Frekvencije javljanja punkt-prakseologija u pojedinim setovima udZbenika

Teme i Ukupno | Ukupno | Aritm. «| Najm. | Donji .. Gornji | Najvisa
jedinice: | p-praks. | zad. | sredina’ Mod'| toiv.” | kvartil” MedIAN |y artil | frekv.”
Ekspon. 1/ 45 134 | 298 | 1 1 1 2 4 11
log. funk.
Trigon.
% funkeije | 23 75 | 326 | 1 1 1 3 5 7
2 |Krivulje
5 2 reda 26 77 | 29 | 1 1 1 25 | 375 | 11
3 | Nizovi 38 122 | 321 | 1 1 1 2 4 12
£ Funkcija = 26 67 | 258 | 2 1 | 1,25 2 3 7
Tok
funkcije | 28 98 | 408 | 1 1 1 2 4 35
Ekspon. i/ g, 255 | 49 | 1 1 1 3 625 | 31
log. funk.
g | Irigon. 18 97 | 539 | 5 1 | 325 5 7 12
£ funkcije
£ |Krivulje
S 5 reda 20 43 | 215 | 1 1 1 15 | 2,25 7
% Nizovi | 44 146 | 332 | 1 1 1 2 425 | 11
o
E Funkcija | 37 | 126 | 341 | 1 @ 1 1 2 5 14
Tok 16 56 | 35 3 1 | 175 | 3 | 425 12
funkcije

" s obzirom na frekvencije javljanja pojedinih punkt-prakseologija

5.2.2. PrakseolosSka organizacija u udZbenicima prvog seta

Tema Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Diskurzivnu komponentu udzbenicke teme c¢ini jedna tehnologija koja obuhvaca

svojstva eksponencijalne i logaritamske funkcije i njihovih grafova.

Definicija eksponencijalne funkcija dana je kao proSirenje potenciranja pozitivnog broja

racionalnim brojem, na skup realnih brojeva. Graf eksponencijalne funkcije je usko vezan uz

tabli¢ni prikaz funkcije. Dostupna tehnika crtanja grafa je povlacenje krivulje kroz

odgovarajuc¢e tocke koordinatne ravnine. Praxis grafickog prikaza funkcije daje podrSku

logosu u vise navrata. Tok eksponencijalne funkcije f(x)=10" opisan je kao brzi rast za

pozitivne apscise, koji se zorno pojasnjava vrijednostima ordinate 10* za apscisu 10 te kao
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brzi pad, koji se opisuje priljubljivanjem uz negativni dio osi apscisa. Taj pravac je asimptota
grafa eksponencijalne funkcije.
Iz grafickog prikaza eksponencijalne funkcije, u prilagodenom myjerilu, prepoznaje se skup
realnih brojeva kao podrucje definicije funkcije. Diskurs se potvrduje demonstracijom tehnike
aproksimacije vrijednosti eksponencijalne funkcije za realni argument uz podrsku svojstva
monotonosti. Diskurs sporijeg rasta odnosno pada eksponencijalnih funkcija razli¢itih baza te
odgovarajuce nejednakosti za vrijednosti razli¢itih eksponencijalnih funkcija istog argumenta
izvode se takoder iz grafickog prikaza funkcija. Crtanje grafova eksponencijalnih funkcija
recipro¢ne baze motivira diskurs o simetri¢nosti, s obzirom na y-0s, grafova funkcija f i g za
koje vrijedi g(x)= f(—x). Za eksponencijalnu funkciju baze manje od 1 navodi se da je
padajuca i asimptota joj je pozitivan dio osi apscisa.
Medu osnovnim svojstvima eksponencijalne funkcije istaknuti su: podruc¢je definicije 1 skup
vrijednosti funkcije, svojstva naslijedena od potencija, monotonost, simetri¢nost grafova
eksponencijalnih funkcija recipro¢ne baze i sjeciste s osi ordinata.

Raison d'étre logaritma je odredivanje eksponenta za koji se postize dana vrijednost
potencije. Ocitavanjem s grafickog prikaza procjenjuje se traZzena vrijednost 1 isti¢e se kako je
takav broj jedinstven. Logaritam pozitivhog broja y definira se kao realan broj x koji je

jedinstveno rjeSenje eksponencijalne jednadzbe a* =y ili eksponent kojim treba potencirati

bazu a kako bismo dobili y. Vazan je dekadski logaritam, koji se ra¢una pomocu kalkulatora.
Podrugje definicije logaritamske funkcije odredeno je skupom vrijednosti eksponencijalne
funkcije.
Graficki prikaz logaritamske funkcije motivira diskurs simetricnosti, s obzirom na pravac
y =x, grafova funkcija koje nazivamo inverznima. Prema ilustraciji prepoznaju se:
vertikalna asimptota u y-osi i nultocka logaritamske funkcije te, usporedbom s grafom
eksponencijalne funkcije, podrucje definicije i monotonost funkcije.
Logaritamska funkcija ima analogna svojstva kao eksponencijalna funkcija. Poznata svojstva
te znanstveni zapis broja koriste se za racunanje logaritma, algebarskih izraza s logaritmom 1
velikih potencija. Demonstrira se tehnika rjeSavanja eksponencijalnih i logaritamskih
nejednadzbi svodenjem na algebarski ekvivalentu jednadzbu po argumentima funkcije, koja
ovisi 0 monotonosti tih funkcija.

Primjene eksponencijalne i logaritamske funkcije su zasebna udzbenicka jedinica.
Znacajna je funkcija f(t) = f,-e**, kojom se opisuju prirodni procesi prirasta, pri ¢emu je f,

pocetno stanje i k konstanta proporcionalnosti, 0 kojoj ovisi hoce li vrijednosti rasti ili padati.
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Istaknuta je logisticka funkcija f(X)= kao model prirodnog procesa ograni¢enog

a
a+be
rasta. Konstanta k utjete na ponasanje funkcije tako da kad je K >0 funkcija raste i priblizava

se gornjoj granici vrijednosti a te obratno kad je K <0 3to je istaknuto na grafickom prikazu.

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama prevladavaju izraCunavanje vrijednosti
funkcije, algebarskog izraza, potencije ili logaritma, bez diskurzivne komponente. Medu
njima su dvije potpune prakseologije: "usporedivanje vrijednosti eksponencijalne funkcije uz
podrsku svojstva monotonosti” te ‘racunanje s brojevima velike magnitude uz podrsku veze
logaritma i potencije te znanstvenog zapisa broja’. Medu manje ucestalim punkt-
prakseologijama potpune su: ‘racunanje logaritma uz argumentiranje nepostojanja rjeSenja s
obzirom na podrucje definicije logaritamske funkcije” i "racunanje vrijednosti eksponencijalne
funkcije realnog argumenta aproksimacijama uz podrSku svojstva monotonosti’. Najvise
potpunih prakseologija su tipa "nacrtati graf funkcije povla¢enjem krivulje kroz tocke i opisati
tok funkcije’, s naglaskom na diskurs simetri¢nosti grafova i monotonosti.

Popis tipova zadataka relevantnih predlozenom REM-u i dostupnih tehnika te grafic¢ki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.1. Prakseologije su uglavnom
nepovezane i safinjene samo od praktiénog bloka. Veéina tehnika karakteristi¢nih temi je
algebarska manipulacija koja koristi neko svojstvo ili formulu iz logosa. Rjesavanje
nejednadzbi prepoznavanjem ekvivalentne algebarske nejednadzbe i aproksimacija su
podrzane svojstvom monotonosti, a racunanje s velikim brojevima je podrzano svojstvima
logaritma i potencije te znanstvenim zapisom broja.

Matematicki zadaci izvan teme pozivaju praxis crtanja grafa funkcije, za rjeSavanje i
odredivanje broja rjeSenja jednadzbi, odnosno praxis racunanja logaritma, za odredivanje
broja znamenki broja ili broja prostih brojeva manjih od nekog prirodnog broja te ra¢unanje
brojeva velike magnitude. Najve¢i broj zadataka realnog konteksta zahtjeva izracunavanje
vrijednosti ili odredivanje koeficijenata algebarskog izraza s potencijama ili logaritmom, koji
modelira realnu situaciju. Jedan zadatak poziva praxis grafickog prikaza izraza koji modelira
situaciju. U pet zadataka ocekuje se formirati algebarski izraz koji modelira danu realnu
situaciju.

Asimptota se javlja isklju¢ivo kao komponenta diskursa toka funkcije.
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T a1 Odrediti vrijednost algebarskog izraza s
potencijama i/ili logaritmom.

T a, Odrediti vrijednost ili argument, ako je zadana
vrijednost najveceg cijela logaritma.

Tea Odrediti argument, ako je zadan graf i vrijednost
eksponencijalne funkcije.

Tom1 Odrediti argument, ako je zadana vrijednost
logaritma velike magnitude.

Tom2 Odrediti vrijednost logaritma, ako je zadan
argument male magnitude.

T,y Odrediti vrijednost logaritma za razli¢ite

: . . argumente.
Teg Nacrtati graf eksponencijalne funkcije. Tex T ?{ijeéiti eksponencijalnu ili logaritamsku
Nacrtati graf kompozicije eksponencijalne funkcije s r\llljejednadibu
linearnom funkeijom ili funkcijom apsolutne Qui Rijesiti jednadzbu ili odrediti broj ricsenja
vrijednosti. jednadbe

Tew Odrediti vrijednost potencije velike magnitude.

Ter Odrediti vrijednost eksponencijalne funkcije
realnog argumenta.

Tey Usporediti vrijednosti eksponencijalne funkcije za
razlic¢ite argumente ili baze.

Tev Odrediti vrijednost potencije ili eksponencijalne
funkcije za razlicite argumente.

Toa Odrediti bazu ili argument, ako je zadana
vrijednost logaritma.

T, Nacrtati graf logaritamske funkcije.

Tk Nacrtati graf kompozicije logaritamske funkcije s
funkcijom apsolutne vrijednosti.

Qw2 Odrediti vrijednost iz matemati¢kog konteksta,
ako je zadan algebarski model.

Qr: Odrediti vrijednost iz realnog konteksta, ako je
zadan algebarski model s potencijom ili logaritmom.

Qr2 Odrediti vrijednost iz realnog konteksta, koja je
velike ili male magnitude.

Qrs Odrediti vrijednost iz realnog konteksta.

Tap Aproksimiranje vrijednosti

7. Prepoznavanje eksponenta s obzirom na definiciju
logaritma

Tpa Prepoznavanje ekvivalentne algebarske
nejednadzbe po argumentima danih funkcija

Tec (1) wmpen | T Pod.def.
Tro To log.fie 3)
Tec (1) Def log.
s | | TP | O N Tiv(5) Ta®)
| potencij e o Tiama(l)
/ Pod.def. Te(1) &5 POV
eksp fie Tap Formule za
Tex (2) tro f racunanje Tr Znanstveni
Trc(1) Tec 2 Monotonost log.i potencije zapis broja
ﬁmkcya Tem(4)
(1)Tex &Tinv(1)
&Tik(1) Szmetr TEG&TLG To 1li Tpa
TR g?'afova 110(2) TN_'[ (B)
(3) QR2(4)
Qrs3(5) Tea(1) Ta Taa(4) (DTev Tiv(3) 0 A&ty
&R e o TEu(6) R ili Razlika Tev(9)'  Ta1(21) = Quma(5)
6} o =T vrijfje? TR
To Qri(10)| | Qr1(17)
Qui3) | | Takw =R

Slika 5.2.1: Graficki prikaz prakseolo$ke organizacije teme Eksponencijalna i logaritamska funkcija u udzbeniku prvog seta

Teme vezane uz trigonometrijske funkcije

U wudZbeni¢koj temi istaknute su cetiri tehnologije: definicija, svojstva, tok
trigonometrijskih funkcija i trigonometrijski identiteti.

Funkcije tangens i kotangens definirane su pomocu brojevne kruznice. Pojasnjeno je
kako tangens nije definiran za broj t=Z jer je odgovarajuca spojnica paralelna danoj tangenti
i ne sijeCe ju. Kad je argument blizu te vrijednosti spojnica je strma i tangens poprima
vrijednosti velikog iznosa. Diskurs je zna¢ajan za tehnologiju toka trigonometrijskih funkcija.
Iz definicije funkcije tangens pomocu brojevne kruznice vidljivo je kako je to neomedena

funkcija. Analogan diskurs potrebno je napraviti za kotangens.
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Brojevna kruznica podrzava tehnike odredivanja argumenta za danu vrijednost funkcije i
vrijednosti funkcije za dani argument. Odredivanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija
realnog broja provodi se tehnikom racunanja na kalkulatoru. Kotangens se ra¢una kao
reciprona vrijednost tangensa. Odnos dvaju funkcija je komponenta tehnologije
trigonometrijskih identiteta koji se Cesto koriste za praxis i logos unutar cijele teme o
trigonometrijskim funkcijama. Primjerice, za odredivanje vrijednosti trigonometrijskih
funkcija znacajni su adicijski teoremi i formule za trigonometrijske funkcije dvostrukog i
polovi¢nog kuta. Tehnologija o svojstvima obuhvaca parnost i periodi¢nost trigonometrijskih
funkcija. Oba svojstva se obrazlazu na brojevnoj kruZnici. Neparnost tangensa 1 kotangensa je
podrzana trigonometrijskim identitetom.

Tok trigonometrijskih funkcija, obuhvaca grafove funkcija i poziva preostale logose.
Tangensoida nad intervalom [-7z/2,7/2] se ,kopira“ uvazavajuéi periodi¢nost funkcije te
simetricno s obzirom na ishodiSte koordinatne ravnine uvazavajuci svojstvo neparnosti.
Definicija tangensa ima ulogu tehnike, za konstrukciju ordinata to¢aka grafa funkcije tangens
(Slika 5.2.2), i tehnologije, opisivanjem rasta funkcije tangens prema beskonac¢nosti. Krivulja

se priblizava pravcu x =Z koji se naziva vertikalna asimptota funkcije tangens. Tangens se

penje 1 priblizava asimptoti kad se argument povecava odnosno tangens poprima negativne

vrijednosti kad argument opada prema z. U tocki Z tangens nije definiran.

¥y ! ¥y

]
=
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Slika 5.2.2: Tehnika konstrukcije ordinata to¢aka funkcije tangens prenosenjem odgovarajuéih duljina s brojevne kruznice iz
udzbenika prvog seta

Graf funkcije kotangens se crta transformacijama grafa funkcije tangens s obzirom na poznati
trigonometrijski identitet. Vertikalne asimptote grafa funkcije kotangens su pravci x =k~ |
funkcija je padajuca. Tok funkcije obuhvacéa podrucje definicije, nultocke, skup vrijednosti i
monotonost funkcije te ponaSanje funkcije u rubovima njezine domene, posebno asimptote

funkcija tangens i kotangens.
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Temeljne trigonometrijske jednadzbe i1 nejednadzbe rjeSavaju se ocitavanjem s brojevne
kruznice ili grafickog prikaza.

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama su ‘raCunanje vrijednosti funkcije’,

“odredivanje argumenta ili vrijednosti jedne trigonometrijske funkcije, ako je poznata
vrijednost druge funkcije’, bez diskurzivne komponente. Cesto se javljaju prakseologije
‘rjeSavanje jednadzbi i nejednadzbi’, ‘odredivanje argumenta kad je dana vrijednost funkcije
ocitavanjem s brojevne kruznice” te “crtanje grafa kompozicije trigonometrijske s linearnom
funkcijom transformacijama temeljnog grafa’.
Potpune prakseologije su skoro iskljué¢ivo vezane uz grafove trigonometrijskih funkcija ili
nekih kompozicija, gdje se diskurzivna komponenta odnosi na tok funkcije: podrucje
definicije, skup vrijednosti, monotonost i asimptote funkcije. Posebno, “crtanje grafa funkcije
kotangens transformacijama tangensoide na temelju trigonometrijskog identiteta” je potpuna
prakseologija.

Popis tipova zadataka relevantnih predlozenom REM-u i dostupnih tehnika te grafic¢ki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.3. Prakseologije su uglavnom
prakti¢ni blokovi i medusobno rijetko povezane. Diskurs potpunih prakseologija je iskljucivo
vezan uz definiciju trigonometrijskih funkcija na brojevnoj kruznici ili tok funkcije. Znacajan
broj tipova zadataka rjeSava se tehnikom ocitavanja odnosno konstrukcije s obzirom na
brojevnu kruznicu.

Asimptota je znacajna komponenta toka funkcije i javlja se u diskurzivnom dijelu

prakseologija crtanja grafa trigonometrijskih funkcija ili kompozicija funkcija.

T a1 Odrediti vrijednost tangensa ili kotangensa, ako je
zadana vrijednost trigonometrijske funkcije.

T a2 Odrediti granice vrijednosti tangensa, ako su zadane
granice vrijednosti sinusa.

T a3 Odrediti vrijednost trigonometrijske funkcije, ako je
zadana vrijednost tangensa ili kotangensa za isti
argument.

Tke Nacrtati graf funkcije kotangens.

Ttk Nacrtati graf kompozicije funkcije tangens ili
kotangens s linearnom funkcijom ili funkcijom
apsolutne vrijednosti.

T+a Odrediti argument, ako je zadana vrijednost
tangensa ili kotangensa.

T+; Rijesiti jednadzbu s tangensom i/ili kotangensom.

Trn Rijesiti nejednadzbu s tangensom i/ili

T+c Nacrtati graf funkcije tangens kotangensom.
TG gr Jetangens. .. Tty Odrediti vrijednost tangensa ili kotangensa za dani
Tprg Prepoznati graf kompozicije funkcije tangens ili argument

kotangens s linearnom funkcijom.
Deffja na Trigonom. ._ﬁ—\
TadTy

br.kruznici identiteti

To&Ta || Tai(6)
Trn(3) || Tan(1
T® Svojstva @) Tax(1)
Tra(3) Tov wTrv(2)
Tai1(5
Trv(l) %o Tro(2) v
Try (6) Trn(7) H&m E"rﬁlT;: ETTK(I)\
Tk (2 nkcije ||
T Tl 00 HTR L T
TTA(IO)Pmmjena 7 : Pazin‘ef : TTK(S)
R vrijed kuta? A.m:iftotsko ' Skupr. !
- m&d' Monoton. !
Trs (1) | Vertikalne :
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Slika 5.2.3: Graficki prikaz prakseolo$ke organizacije tema vezanih uz trigonometrijske funkcije u udzbeniku prvog seta
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Jedinice unutar teme Krivulje drugog reda

Udzbenicka tema sadrzi tri znaCajne tehnologije: definiciju hiperbole, jednadzbu
hiperbole te odnos pravca i hiperbole.

Hiperbola je definirana kao skup tocaka u ravnini kojima je razlika duljina radijvektora
konstantna, pri ¢emu su radijvektori vektori odredeni ZariStima i tockom ravnine. Tehnologija
jo§ obuhvacda karakteristi¢ne tocke i1 parametre hiperbole. Hiperbola se crta konstrukcijom
odgovaraju¢ih radijvektora, $to je demonstrirana tehnika podrzana diskursom. Na temelju
definicije se, algebarskom manipulacijom uz podrSku formule za udaljenost dviju tocaka iz
podrugdja analiticke geometrije, izvodi kanonska jednadzba hiperbole.

Druga tehnologija pripada podruc¢ju analiticke geometrije i razvija se oko kanonske

jednadzbe hiperbole b’x* —a’y* =a’b?, odgovarajuéih karakteristi¢nih to¢aka i parametara

hiperbole. Svojstvo simetri¢nosti hiperbole s obzirom na osi i srediste hiperbole proizlazi iz
jednadzbe hiperbole.

Posebnu komponentu ovog logosa ¢ine asimptote hiperbole. Hiperbola je neomedena krivulja
jer je za proizvoljno veliku apscisu moguce nac¢i odgovarajuc¢u ordinatu tocke na hiperboli.
Napominje se kako je iz preciznog crtanja hiperbole moguce primijetiti njezino priblizavanje

pravcima y=282x odnosno y=-2x. Tvrdnja se potvrduje odredivanjem jednadzbe za

ordinatu tocke hiperbole. Za veliku pozitivnu vrijednost apscise doprinos vrijednosti realne
poluosi za ordinatu je zanemariva, Sto se zapisuje y= i%m ~+2x. Asimptote
hiperbole su pravci zadani svojim jednadZzbama te udaljenost toc¢aka s hiperbole do jednog od
tih pravaca tezi k nuli kad se vrijednost apscise povecéava.

Cjelovita tehnologija podrZava tehniku crtanja hiperbole kroz tjemena i uz asimptote. RjeSava
se zadatak odredivanja udaljenosti toCaka hiperbole do asimptote kojim se pravda definicija
asimptote hiperbole. Asimptote se mogu crtati kao dijagonale pravokutnika kojemu su
polovista stranica u realnim 1 imaginarnim tjemenima hiperbole.

Dva posebna slucaja hiperbole se usustavljuju u ovoj jedinici: hiperbola kojoj su
tjemena na osi ordinata i jednakostrani¢na hiperbola kojoj su koordinatne osi asimptote. Obje
krivulje potkrijepljene su jednakim diskursom kao izvorno definirana hiperbola. Dana je
jednadzba hiperbole kojoj su asimptote paralelne koordinatnim osima i srediste translatirano
iz ishodista. Ostale komponente logosa vezane uz ovu specijalnu vrstu hiperbole nisu
eksplicitno dane.

Posebna jedinica posveéena je odnosu izmedu pravca i krivulja drugog reda (Slika

5.2.4). Odgovarajuci tipovi zadataka rjeSavaju se algebarskim manipulacijama jednadzbama,
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gdje vrijednost diskriminante dobivene kvadratne jednadzbe odreduje broj sjecista pravca i
krivulje. Nisu dane posebne formule.

Od interesa je odrediti tangentu na krivulju drugog reda iz neke toc¢ke u ravnini, pri cemu broj
tangenti iz toCke ovisi o njezinom polozaju u odnosu na krivulju. Logos ukljucuje
raspoznavanje tri skupa tocaka u ravnini s obzirom na jednadzbu hiperbole: tocke unutar,
izvan i na hiperboli. Na ilustraciji su prikazani hiperbola, njezine asimptote, jedna tangenta

kroz tocku na hiperboli i dvije tangente kroz tocku izvan hiperbole, koja nije na asimptoti.

;
q

Slika 5.2.4: Tlustracija odnosa pravaca i hiperbole te skupova to¢aka s obzirom na poloZaj prema hiperboli iz udZbenika prvog
seta

Najucestaliji zahtjevi su tipa: "odrediti jednadzbu hiperbole ili drugog objekta’,

“pokazati ili odrediti svojstvo ili odnos hiperbole ili drugih objekata’. Hiperbola se uglavnom
crta kroz tjemena i uz asimptote.
Potpune prakseologije nisu ucestale, to su dvije instance punkt-prakseologije crtanja hiperbole
s diskursom o simetri¢nosti te po jedna instanca prakseologija ‘konstrukcija hiperbole prema
definiciji pomocu radijvektora” i ‘ispitivanje promjene udaljenosti tocke hiperbole do
asimptote za potvrdivanje definicije asimptote’.

Popis tipova zadataka relevantnih predlozenom REM-u 1 dostupnih tehnika te graficki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.5. Prakseologije su nepovezane
I uglavnhom sacinjene od prakti¢nih blokova osim triju navedenih potpunih punkt-
prakseologija. Vecina punkt-prakseologija okuplja se oko jednadzbi hiperbole i njezine
asimptote, a tehnike rjeSavanja su uglavnom algebarska manipulacija jednadzbama ili
primjena alata analiticke geometrije. Dvije su tehnike crtanja hiperbole, obje temeljene na
logosu. Diskurzivna komponenta je znacajnija kod tehnike crtanja konstrukcijom radijvektora
prema definiciji hiperbole. Crtanje hiperbole kroz tjemena i uz asimptote je demonstrirani
postupak.

Izvan jedinice Hiperbola, a unutar podru¢ja analitiCke geometrije je prakseologija
‘odredivanje skupa to¢aka ravnine, zadanog jednadzbom ili opisanog geometrijskim uvjetom’,

koji se svodi na jednadzbu hiperbole. Drugi tip zadatka izvan podrucja analiticke geometrije,
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je “graficki prikazati funkciju ili skup to¢aka zadanih jednadzbom’, koje se svode na
hiperbolu. Takav zadatak je pozvan za prakseologiju rjeSavanja nejednadzbi ili sustava
jednadzbi, §to je pak praxis potreban za zadatak odredivanja parametara za koje kvadratna
jednadzba ima samo pozitivna rjeSenja. Vezano uz dvije jedinice unutar teme Krivulje drugog
reda u udzbeniku se ne nalaze zadaci realnog konteksta.

Asimptota je zastupljena svojom jednadzbom i kao dio tehnike crtanja hiperbole. Samo

jedna instanca punkt-prakseologije uvazava asimptotsko ponasanje hiperbole prema pravcu.

Ty Odrediti jednadzbu hiperbole, ako su zadane tocke,
karakteristi¢ni elementi hiperbole ili odnos s drugim
objektom.

Thea Odrediti jednadzbu hiperbole, ako je zadan odnos
njezinih karakteristi¢nih elemenata i asimptote ili
njihov odnos s drugim objektima.

Thps Odrediti odnos hiperbole i pravca.

Twpu Odrediti udaljenost hiperbole i pravca.

Try Odrediti to¢ku na hiperboli za koju su poznata
svojstva radijus vektora.

Tro Odrediti duljinu radijus vektora tocke na hiperboli.

Qwm Graficki prikazati funkciju ili skup tocaka zadan
jednadzbom.

Qw2 Rijesiti nejednadzbu ili sustav jednadzbi.

Qs Odrediti parametre za koje kvadratna jednadzba
ima dva pozitivna rjesenja.

Ta Odrediti kut medu asimptotama hiperbole.

Te Odrediti karakteristicne elemente hiperbole.

Tea Odrediti odnos karakteristi¢nih to¢aka ili
elemenata hiperbole s njezinim asimptotama.

T Odrediti jednadzbu ili svojstvo objekta, ako je
zadan odnosom s hiperbolom i njezinim
karakteristi¢nim elementima ili drugim objektom.

T, Odrediti svojstvo objekta, ako je zadan njegov
odnos s asimptotama hiperbole i njezinim
elementima ili drugim objektima.

Tgs Pokazati svojstvo ili odnos objekta s hiperbolom,
ako je zadan odnos njihovih elemenata ili tangente.

T4 Odrediti skup toc¢aka ravnine koje zadovoljavaju
neku jednadzbu ili uvjet.

The Nacrtati hiperbolu.

CT Gy P E— Q Q
' Tri(3) L~ (1) | { M2
VTAG  Ton(2) 1 T ta(3) 0(2)
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Slika 5.2.5: Graficki prikaz prakseoloSke organizacije jedinica unutar teme Krivulje drugog reda u udzbeniku prvog seta

Teme i jedinice vezane uz infinitezimalni racun

UdZbeni¢ke teme zadaju tehnologije svojstva niza, svojstva funkcije, grani¢no
ponasanje niza i funkcije i diferencijalni racun.

Prva tehnologija obuhvaca definiciju 1 razliite nacine zadavanja niza. Niz se moze
prikazati kao graf funkcije definirane u skupu prirodnih brojeva ili na brojevnom pravcu. Prvi
naCin prikazivanja daje naslutiti kako je niz restrikcija realne funkcije, a drugi zorno
predocava gomilanje ¢lanova niza oko nekog broja.

Tehnologija granicnog ponaSanja niza obuhvada znacajne sadrzaje vezane uz

konvergenciju i limes niza. Promatranje izracunatih vrijednosti ¢lanova nekih nizova za velike
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vrijednosti n motivira zapis limx, =0 kad n — oo, demonstrira kako limes niza moze biti
bilo koji broj i kako udaljenost, izmedu ¢lanova niza i1 broja kojemu se priblizavaju, tezi nuli.
Limes niza (x,) prepoznat je kao intuitivno jasan te se definira kao broj a, kad za svaki broj
& >0 postoji prirodni broj no takav da za sve n>n, vrijedi | X, —al< . Opisuju se pojmovi
divergentnog i konvergentnog niza te niza koji neogranic¢eno raste. Demonstrira se tehnika
provjeravanja da je dani broj limes zadanog niza algebarskim manipulacijama s obzirom na
definiciju. Dokazuje se, prema definiciji, kako je limes niza kojemu su ¢lanovi reciprocni
¢lanovima niza koji tezi u beskonacnost, jednak nuli.

Za slozene nizove moze biti tesko odrediti limes po definiciji pa se limes racuna primjenom
teorema o limesu. Dana pravila se ne dokazuju, a za konvergentne nizove ukljucuju limes
zbroja, umnoska i1 kvocijenta, potencije te monotonost limesa. Oni podupiru tehniku rac¢unanja

limesa neodredenih oblika 2 i1 oo—co algebarskim manipulacijama: dijeljenje najve¢om

%
potencijom, racionalizacija i drugi postupci. Nakon algebarske manipulacije potrebno je
prepoznati limes nul-niza ili geometrijskog niza.

Monotoni 1 omedeni nizovi se definiraju za potrebe utvrdivanja uvjeta s obzirom na koje je
niz konvergentan. Dokazuje se kako je limes rastueg, omedenog niza jednak supremumu

skupa vrijednosti ¢lanova niza. Ako rastu¢i niz nije omeden to je neograniceno rastu¢i niz.

- - - - - - - n e . v
Diskurs se koristi za dokazivanje konvergencije niza (1+%) ¢iji limes se oznacava s e.

Potencijalna konvergencija ¢lanova ovog niza je proizasla iz praxisa racunanja vrijednosti
Clanova niza. ProSiruju se tipovi zadataka racunanja limesa na one koji se algebarskim
manipulacijama mogu svesti na limes ovog niza.

Monotonost i omedenost niza pripadaju tehnologiji svojstava niza, a njihova primjena
tehnologiji grani¢énog ponasanja niza.

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama su ‘ispitivanje monotonosti i omedenosti

niza’, ‘raunanje vrijednosti Clanova niza’ te “odredivanje limesa niza algebarskim
tehnikama’. Prakseologija ‘odredivanje indeksa ¢lana niza od kojeg je udaljenost ¢lanova niza
do nekog broja manja od zadane vrijednosti’, je prakti¢ni blok bez diskursa.
Cesto se zahtjeva pokazati da je broj limes niza odnosno da je niz monoton demonstriranim
tehnikama, koje se temelje na diskursu. Potpune prakseologije medu ucestalima su
‘dokazivanje omedenosti s obzirom na diskurs monotonosti niza’ i “opisivanje ponasanja
vrijednosti ¢lanova niza u beskonacnosti s obzirom na izrac¢unate vrijednosti ¢lanova niza’.

Tehnologija svojstva funkcije obuhvaca definiciju funkcije, grafa funkcije, injektivnost,

surjektivnost, bijektivnost te monotonost, ograni¢enost, parnost odnosno neparnost i
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periodi¢nost funkcije i pojmove kompozicije 1 inverzne funkcije. Neprekidnost je relevantna
tehnologija koja povezuje dvije tehnologije.
Eksponencijalna i logaritamska funkcija su primjeri monotone funkcije koja je ograni¢ena

odozdo odnosno neograni¢ena. Razlomljena funkcija je primjer parne odnosno neparne

funkcije. Graf funkcije f zadane s f(X) =1/x je hiperbola ¢ije su asimptote koordinatne osi.

Razlomljena funkcija f(x)=1/x" je parna ili neparna — ovisno o potenciji, monotona po
intervalima i ima horizontalnu i vertikalnu asimptotu.

Grani¢no ponasanje funkcije obuhvaca razli¢ite sadrzaje vezane uz limes funkcije. Kaze
se da funkcija ima limes L u tocki a, ako za bilo koji niz koji tezi k a niz funkcijskih
vrijednosti tezi k L odnosno ako jednostrani limesi postoje i podudaraju se. Medu svojstvima
limesa nabrojani su pravilo direktne zamjene, koje vrijedi za elementarne funkcije, te limes
zbroja, umnoska i kvocijenta funkcija, koje imaju limes u toj toc¢ki. Prema grafickom prikazu
funkcija obrazlazu se situacije kada funkcija nema limes u tocki jer su jednostrani limesi
razli¢iti ili tezi u beskonacnost. Limes funkcije ne ovisi o vrijednosti funkcije i ilustracijom su
interpretirane situacije kad limes postoji, a vrijednost funkcije ne postoji te kad se limes i
vrijednost funkcije za neki argument podudaraju i ne podudaraju. Istrazuju se vrijednosti
racionalne funkcije u blizini tocke prekida kao motivacija za demonstriranje tehnike racunanja

limesa racionalnih funkcija eliminacijom prekida.

Odreduje se vrijednost limesa limsNX =1 limi=0 i lim@+ x)* =e. Koristene tehnike su
X—>0 X—>

x—0

uglavljivanje izmedu poznatih vrijednosti, koja ne poziva izri¢ito odgovarajuci diskurs, i
supstitucija do limesa koji se racuna uvrStavanjem. Za prvi limes vrijednosti su dobivene
oCitavanjem s brojevne kruznice, a za tre¢i se koristi limes konvergentnog niza. Tehnike
odredivanja limesa funkcija su pojednostavljivanje algebarskog izraza, uz podrsku svojstava
limesa funkcije, do algebarskog izraza ¢iji limes ima poznatu vrijednost ili se moZe izraCunati
uvrStavanjem. Kod racionalnih i iracionalnih funkcija algebarske manipulacije ukljucuju
dijeljenje brojnika i nazivnika faktorom koji sadrzi tocku prekida, racionalizaciju, supstituciju
1 dijeljenje najve¢om potencijom.

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama su ‘odredivanje podru¢ja definicije funkcije
algebarskim manipulacijama’ te “ispitivanje monotonosti i ograni¢enosti funkcije o¢itavanjem
s grafitkog prikaza’. Cesto se zahtjeva ‘ratunati limes funkcije algebarskim tehnikama’.
Jedina ucestala potpuna prakseologija je ‘istrazivanje postojanja limesa ocitavanjem s

grafickog prikaza funkcije’.
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Diferencijalni ra¢un ima zajednicke komponente sa svim logosima. Monotonost
funkcije opisana je nagibom tangente na graf funkcije u pojedinoj tocki. Derivacija funkcije
se definira kao limes kvocijenta prirasta, ako takav postoji, i jednaka je nagibu tangente na
graf funkcije. Dokazuje se da je neprekidnost u toc¢ki nuzan uvjet postojanja derivacije u
to¢ki. Pravila deriviranja ¢ine zasebnu komponentu ove tehnologije. Dijelom tehnologije su
rast i pad funkcije, ekstremi funkcije te konveksnost i konkavnost funkcije. Opisuju se tehnike
odredivanja intervala monotonosti, tocaka lokalnih ekstrema te konveksnosti i konkavnosti.
Posebnu udZzbenicku jedinicu ¢ine primjene diferencijalnog racuna. Problemi matematickog,
fizikalnog ili realnog konteksta rjesavaju se ispitivanjem toka funkcije, kojom se modelira
dana situacija, posebno monotonosti i ekstrema funkcije.

Kao primjena diferencijalnog racuna istaknuto je ispitivanje toka funkcije gdje je
znacajan objekt asimptota. Pripadni diskurs se znac¢ajno oslanja na derivaciju funkcije i ostale
dostupne tehnologije. Unutar udzbenicke jedinice opisana je tehnika crtanja grafa funkcije u
tri koraka:

1. korak: ispitivanje svojstava i granicnog ponasanje funkcije — podrucje definicije, limes
funkcije u rubovima domene, svojstva funkcije: parnost odnosno neparnost i
periodi¢nost funkcije, nultocka funkcije;

2. korak: ispitivanje prve derivacije — stacionarne tocke i intervali monotonosti pomocu
vrijednosti prve derivacije te ekstremi funkcije;

3. korak: ispitivanje druge derivacije — intervali konveksnosti i konkavnosti i to¢ke pregiba
pomocu vrijednosti druge derivacije.

Crtanje Gaussove krivulje motivira objekt asimptotu, koja se definira kao pravac p do kojega
udaljenost tocke, koja se giba po grafu funkcije tako da barem jedna od njezinih koordinata

tezi u beskonacnost, tezi k nuli. Vertikalna asimptota funkcije f je pravac x =c, ako vrijedi

lim f (X) =+c0. Pravac y =1 je desna odnosno lijeva horizontalna asimptota, ako postoji limes

X—C

I = lim f(x). Grafovi funkcije tangens, eksponencijalne i racionalne funkcije su primjeri

X—>Fo0

funkcija koje imaju vertikalnu odnosno horizontalnu asimptotu. Kosa asimptota je pravac

y =kx+1 za koji vrijedi lim[ f (x)—kx—1]=0. Iz definicije se izvode formule za ratunanje

koeficijenata kose asimptote. Horizontalna asimptota je poseban slucaj kose asimptote.

Asimptote su komponenta tehnike crtanja racionalnih funkcija, umjesto ispitivanja druge
derivacije. Opisuju se tehnike odredivanja asimptota racionalnih funkcije. Vertikalne
asimptote su u nulto¢akama nazivnika racionalne funkcije kad one nisu i nultocke brojnika.

Ovisno o kratnosti nultocke graf ¢e ,,dolaziti“ s razli¢itih odnosno iste strane vertikalne
74



asimptote. Kad je stupanj polinoma u brojniku racionalne funkcije manji od stupnja polinoma

u nazivniku vrijedi Iirp f(x)=0 i pravac y=0 je horizontalna asimptota funkcije. Kad su

polinomi u brojniku i nazivniku istog stupnja s vode¢im koeficijentima a, i b, redom,

horizontalna asimptota funkcije je pravac y = %. Ako je stupanj brojnika racionalne funkcije

za jedan veci od stupnja nazivnika funkcija ima kosu asimptotu, ako je stupanj veci za dva ili
visSe funkcija nema asimptota. Demonstrira se tehnika odredivanja kose asimptote iz

kvocijenta polinoma u brojniku i nazivniku funkcije. Valjanost tako dobivene jednadzbe kose
asimptote funkcije pravda se ra¢unanjem limesa lim[ f (x)—g(x)]=0, pri emu je g kvocijent
dobiven dijeljenjem.

Najucestalije prakseologije su crtanje grafova polinoma i racionalnih funkcija

predvidenim tehnikama. Zadane racionalne funkcije pri tome skoro uvijek imaju horizontalnu

asimptotu, koju graf Cesto sijece u jednoj tocki (Tablica 5.2.3).

Tablica 5.2.3: Asimptote racionalnih funkcija u punkt-prakseologijama crtanja grafa funkcije u udzbeniku prvog seta

Asimptote racionalne funkcije Broj instanci p-p

Dvije vertikalne i horizontalna asimptota, graf sijeCe asimptotu u jednoj tocki 5

Vertikalna i horizontalna asimptota, graf sijece asimptotu u jednoj tocki

Horizontalna asimptota, omedena funkcija, graf sijeCe asimptotu u jednoj tocki

Dvije vertikalne i horizontalna asimptota, graf ne sijeCe asimptotu

Vertikalna i kosa asimptota, graf ne sijeCe asimptotu

Vertikalna i horizontalna asimptota, graf ne sijeCe asimptotu

Horizontalna asimptota, omedena funkcija, graf sijece asimptotu u vise toCaka

RiRrRrRPrNN W

Horizontalna asimptota, omedena funkcija, graf ne sijeCe asimptotu

Popis tipova zadataka relevantnih predloZzenom REM-u 1 dostupnih tehnika te graficki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.6. Prakseologije su nepovezane
I uglavhom prakti¢ni blokovi. Prakseologije vezane uz limes niza Cesto pozivaju logos.
Potpune prakseologije su: ‘opisivanje ponasSanja niza s obzirom na izraunate vrijednosti
njegovih ¢lanova’, "dokazivanje konvergencije niza potvrdivanjem monotonosti i omedenosti
niza’, "dokazivanje da niz nije konvergentan pokazivanjem da je neograni¢eno rastuci ili ima
promjenjive vrijednosti’. Prakseologija ‘odredivanje udaljenosti ¢lanova niza do nekog broja’
moze pozvati diskurs o konvergenciji, ali u zna¢ajnijem broju je odvojena od logosa.

Velik broj punkt-prakseologija su prakti¢ni blokovi odredivanja limesa niza ili algebarskog
izraza. Tehnika racunanja limesa uglavljivanjem izmedu poznatih vrijednosti podrzana je
diskursom svojstava limesa. Potpuna prakseologija vezana uz diskurs neprekidnosti funkcije
je “odredivanje limesa funkcije u toc¢ki uvrStavanjem za ispitivanje vrijednosti jednostranih

limesa’. Diskurs limesa funkcije znacajan je za potpunu prakseologiju ‘istrazivanje vrijednosti
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funkcije u blizini to¢ke u kojoj nije definirana, raCunanjem vrijednosti funkcije uz tabli¢ni
prikaz, za utvrdivanje limesa’. Ova prakseologija je vezana uz prakti¢ni blok ‘ispitivanje
postojanja limesa funkcije u tocki o¢itavanjem s grafickog prikaza’.

Jedna instanca punkt-prakseologije crtanja funkcije motivira prepoznavanje asimptote
kao obiljezja toka funkcije. Asimptote se koriste u sklopu tehnika za crtanje grafova
proizvoljnih 1 racionalnih funkcija. Tri tehnike se primjenjuju za odredivanje asimptota
funkcija.

Izvan relevantnih matematickih tema je zahtjev odredivanja broja rjeSenja jednadzbe,
koji se rjesava ocitavanjem s grafickog prikaza ili ispitivanjem ponasanja prve derivacije,
zajedno sa zadacima dokazivanja nejednakosti i rjeSavanja nejednadzbi.

Samo jedna instanca problema realnog konteksta poziva modeliranje situacije opéim ¢lanom
geometrijskog niza. Ostale prakseologije su tipa odrediti koeficijente ili raunati vrijednosti s
obzirom na formule sloZzenog kamatnog rac¢una i neprekinutog ukamacivanja. Formula za
neprekinuto ukamacivanje poziva prakseologiju ra¢unanja limesa niza. Problemi realnog i
matematickog konteksta uglavnom su odredivanje ekstremnih vrijednosti ili vrijednosti za
koje se one postizu, a modeliraju se poznatim formulama i rjesavaju iskljucivo ispitivanjem

ponasSanja prve derivacije.

Tea Odrediti asimptote funkcije. Qw1 Odrediti matematicku formulu.

Tec Nacrtati graf funkcije. Qw2 Rijesiti nejednadzbu ili odrediti broj rjesenja
Trc1 Nacrtati graf polinoma. jednadzbe.

Trc, Nacrtati graf racionalne funkcije. Qus Dokazati nejednakost. ) 3
Tews Potvrditi limes funkcije. Qwa Odrediti ekstrem ili ekstremne vrijednosti iz
Tr, Odrediti limes funkcije ili algebarskog izraza. matematickog konteksta.

T Odrediti limes racionalne ili iracionalne funkcije u Ons Svojstva vrijednosti ¢lanova niza (monotonost,

tocki prekida ili u beskonaénosti. omedenost)

IR - = = . - -
Tes Ispitati svojstva funkcije (podruje funkeiie, O Definicija limesa niza (konvergentan, divergentan
monotonost, omedenost). i neograniceno rastuéi niz, e-definicija)

Tevs Istraziti vrijednost funkcije u blizini ruba domene Kamatni racun Formule za slozeni kamatni racun i

ili limes u to¢ki. neprekinuto ukamacivanje
Tk Ispitati konvergenciju niza. Ors Svojstva funkcije (podrucje funkcije, monotonost,
Twua Potvrditi limes niza. omedenost)
Ty Odrediti limes niza. Bes ™ Svojstva funkcije i grafa funkcije ispitana alatima
Tys: Ispitati ili dokazati svojstva niza (monotonost, infinitezimalnog racuna (monotonost, konveksnost,
omedenost). ekstremi, tocke pregiba)
Tusz Odrediti udaljenost opéeg ¢lana niza i odredenog O« Granino ponasanje funkcije ispitano alatima
broja ili indeks ¢lana niza od kojeg je udaljenost infinitezimalnog racuna
manja od zadane vrijednosti. Teoremi o limesu Pravila o aritmetici limesa, limes
Ty Odrediti vrijednosti ¢lana niza. geometrijskog niza, pravilo direktne zamjene, limes
Qri Odrediti vrijednost iz algebarskog modela potencije, lim,_,sinx/x=1
kamatnog racuna. Formule za asim.funk. Formule za jednadzbu asimptota

Qr2 Odrediti vrijednost iz realnog konteksta.
Qr3 Odrediti ekstrem ili ekstremne vrijednosti iz
realnog konteksta.

pomocdu limesa
Asimptote rac.funkcije Pravila odredivanja asimptota s
obzirom na polinome u brojniku i nazivniku funkcije
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Slika 5.2.6: Graficki prikaz prakseolo$ke organizacije tema i jedinica vezanih uz infinitezimalni raéun u udzbeniku prvog seta

5.2.3. Prakseoloska organizacija u udzbenicima drugog seta
Tema Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Diskurzivnu komponentu udzbenicke teme ¢ini jedna tehnologija koja obuhvaca
svojstva eksponencijalne i logaritamske funkcije i njihovih grafova.

Uvod u temu C¢ini istraZivanje promjene broja stanovnika kroz odredeni vremenski
period. Jednakost kvocijenta susjednih vrijednosti dovodi do algebarskog izraza s potencijama
koji modelira danu realnu situaciju i to je istaknuto svojstvo eksponencijalne funkcije.
Racunanje potencije na kalkulatoru je tehnika koja se koristi kad zadatak nije moguce rijesiti
potenciranjem i za racunanje vrijednosti eksponencijalne funkcije realnog argumenta.

Graficki se prikazuju vrijednosti potencije za eksponente iz skupa prirodnih, cijelih i potom
racionalnih brojeva. Praxis je potpora proSirenju domene eksponencijalne funkcije. Graficki
prikaz eksponencijalne funkcije koristi diskursu ogranicenja baze na pozitivne brojeve
razli¢ite od 1, prepoznavanju domene, slike, sjeciSta s osi ordinata i monotonosti. Graf
funkcije f(x)=b"* se, neovisno o bazi, po volji priblizava osi apscisa pa mu je to asimptota,
koja se opisuje kao tangenta u beskonacno dalekoj tocki.

Veza eksponencijalnih funkcija recipronih baza obuhvaca simetricnost grafova funkcija i
jednakost vrijednosti tih funkcija za suprotne argumente, §to je pravdano svojstvima
potencija.

Kontekst promjene broja stanovnika poziva praxis odredivanja eksponenta za danu
vrijednost potencije kada ona nije potencija baze. PredloZena tehnika je metoda uzastopnih

priblizavanja jer traZzena vrijednost postoji u danom kontekstu.
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Postojanje logaritma kao rjeSenja eksponencijalne jednadzbe temelji se na domeni, slici i
injektivnosti eksponencijalne funkcije uz ilustraciju. Logaritamska funkcija motivirana je
praxisom prepoznavanja potencije kao argumenta za dane vrijednosti eksponencijalne
funkcije. Rezultati se prikazuju pridruzenim toCkama brojevnog pravca i brojevnog
polupravca, koji predstavljaju domenu i kodomenu eksponencijalne te u obratnom slucaju njoj

inverzne, logaritamske funkcije (Slika 5.2.7).

Slika 5.2.7: Tehnika pridruZivanja to¢aka domene to¢kama kodomene iz udZbenika drugog seta

Graficki prikaz vrijednosti logaritma koristi definiranju logaritamske funkcije, prepoznavanju
slike funkcije, sjeciSta s osi apscisa, monotonosti funkcije s obzirom na bazu te uspostavljanju
veze s eksponencijalnom funkcijom. Os ordinata je asimptota grafa logaritamske funkcije,
koji se, za sve baze, tom pravcu priblizava, ali ga ne dodiruje.
Racunanje dekadskog i1 prirodnog logaritma na kalkulatoru je tehnika predstavljena odvojeno
od diskursa. Eksponencijalne i logaritamske nejednadzbe rjeSavaju Se prepoznavanjem
ekvivalentnih algebarskih nejednadzbi po argumentima funkcija, s obzirom na monotonost
promatrane funkcije, ili oitavanjem s grafickog prikaza. Logaritamska nejednadzba rjeSava
se oCitavanjem s prikazivanja pridruzivanja na brojevnom polupravcu i pravcu.

Zadaci iz realnog konteksta prisutni su u svim cjelinama, a logaritamska ljestvica te

primjena eksponencijalne i logaritamske funkcije ¢ine zasebne udzbenicke jedinice. Promjene

kojima je kvocijent stalan opisuju se izrazom s potencijom oblika a-b* . Kad nije jasno kako

se veli¢ina povecava koristi se funkcija rasta N(t) = N,e*. lzvodi se formula koja daje iznos

novca s obzirom na glavnicu i1 vrijeme Stednje uz zadanu kamatnu stopu.

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama su izracunavanje vrijednosti funkcije,
algebarskog izraza, potencije ili logaritma, bez diskurzivne komponente. Prakseologija crtanja
grafa funkcije je Cesto zastupljena kao prakti¢ni blok i kao potpuna prakseologija. Rjesavanje
nejednadzbe je Cesto zastupljena prakseologija koja se realizira s tri razlicite dostupne tehnike.
Medu potpunim prakseologijama prevladava opisivanje toka funkcije, posebno simetri¢nosti i
transformacija grafova te domene, slike i monotonosti funkcije, s obzirom na praxis crtanja
grafa funkcije. Potpuna prakseologija je “prepoznavanje funkcije zadane grafi¢ki s obzirom na

diskurs monotonosti funkcija’. Ostale potpune punkt-prakseologije su motivacija
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diskurzivnom sadrzaju te jedna instanca punkt-prakseologije ‘usporedivanje dvije potencije
velikih magnituda algebarskim manipulacijama uz podr§ku svojstava logaritma i monotonosti
funkcija’.

Popis tipova zadataka relevantnih predlozenom REM-u 1 dostupnih tehnika te graficki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.8. Prakseologije su medusobno
nepovezane 1 uglavnom sacinjene samo od prakticne komponente. Medu potpunim
prakseologijama najvise ih opisuje tok funkcije iz grafickog prikaza te neke pozivaju
monotonost i domenu funkcije. Tehnike karakteristi¢ne ovoj temi su uglavnom algebarske
manipulacije koje koriste svojstva potencija i logaritma te odgovaraju¢e formule. Metoda
uzastopnih priblizavanja Koristi odredivanju eksponenta kad je dana vrijednost potencije i nije
izri¢ito podrzana diskursom. Tehnika ocitavanja s pridruzivanja na brojevnom pravcu
podrzava logos definicije logaritma i Koristi rjeSavanju logaritamske nejednadzbe.
Nejednadzbe se rjeSavaju tehnikom svodenja na ekvivalentnu algebarsku nejednadzbu uz
podrsku monotonosti funkcije.

Matematicki zadaci, izvan teme Eksponencijalna i logaritamska funkcija, odredivanja
broja rjeSenja jednadzbi i odredivanja domene funkcije pozivaju crtanje grafa funkcije
odnosno rjesavanje odgovaraju¢e logaritamske nejednadzbe. Zadaci iz realnog konteksta
pozivaju punkt-prakseologije crtanja grafa funkcije i rjesavanja nejednadzbi za odredivanje
raspona vrijednosti veli¢ine. Jedan takav zadatak zahtjeva “prepoznavanje grani¢ne vrijednosti
funkcije o€itavanjem s grafickog prikaza’. Radi se o horizontalnoj asimptoti. Najvise zadataka
realnog konteksta zadaju algebarski izraz s potencijom ili logaritmom koji modelira tu
situaciju. Zahtjeva se izracunati vrijednosti ili odrediti koeficijente tog izraza. Realne situacije
koje je potrebno modelirati uglavhom pozivaju pojam stalnosti kvocijenta. Samo jedan
zadatak nije moguce modelirati prema tom diskursu.

Asimptota se spominje pri opisivanju toka funkcija iz praxisa crtanja grafa funkcije. U
jednoj instanci punkt-prakseologije crtanja grafa logaritamske funkcije, pri opisivanju toka
funkcije uspostavlja se veza asimptote i domene funkcije. Asimptota je pozvana pri rjeSavanju

jednog zadatka iz realnog konteksta.
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Ta; Odrediti vrijednost algebarskog izraza s potencijom
i/ili logaritmom.

Taz Odrediti izmedu kojih cijelih brojeva se nalazi dani
logaritam.

T a3 Usporediti vrijednosti potencija velike magnitude.

Tea Odrediti argument, ako je zadana vrijednost
eksponencijalne funkcije.

Tec Nacrtati graf eksponencijalne funkcije.

Tex Nacrtati graf kompozicije eksponencijalne funkcije
s linearnom funkcijom.

Teyv Odrediti vrijednost potencije ili eksponencijalne
funkcije za dani argument.

T, Nacrtati graf logaritamske funkcije.

Tk Nacrtati graf kompozicije logaritamske funkcije s
linearnom funkcijom ili funkcijom apsolutne
vrijednosti.

Ty Odrediti vrijednost logaritma za dani argument.

Tns Rijesiti eksponencijalnu ili logaritamsku

Qr: Odrediti vrijednost iz realnog konteksta, ako je
zadan algebarski model s potencijom ili logaritmom.

Qr> Odrediti vrijednost za koju se poprima zadana
vrijednost iz realnog konteksta, ako je zadan
algebarski model s potencijom.

Qrs Graficki prikazati veli¢inu iz realnog konteksta,
ako je zadan algebarski model s potencijom.

Qr4 Odrediti raspon vrijednosti iz realnog konteksta,
ako je zadan algebarski model s potencijom ili
logaritmom.

Qrs Odrediti najvecu ocekivanu vrijednost iz realnog
konteksta, ako je zadan algebarski model s
potencijom.

QrsOdrediti koeficijente danog algebarskog modela s
potencijama ili logaritmom, koji opisuje promjenjivu
veli¢inu.

Qr7 Odrediti algebarski model koji opisuje promjenu
vrijednosti dane veli¢ine.

nejednadzbu. Tap Aproksimiranje vrijednosti
Tprg Prepoznati graf eksponencijalne ili logaritamske 7. Prepoznavanje eksponenta s obzirom na definiciju
funkcije. logaritma

Qmz Odrediti broj rjes$enja jednadzbe.
Qw2 Odrediti domenu funkcije.

Tpa Prepoznavanje ekvivalentne algebarske
nejednadzbe po argumentima danih funkcija

Qgrs(1) QraE (1) B | Tea(d) Tic(3)
Qr7(4) ™ Qw1 s Tro
7 | | Stalnost //\ Skup vrij.
™ kvocijenta Bes : Pod.def.
A.zi Monoton
1) .
Tex (6) Te(10) .
Tec(3) ‘ 1)
FﬁlLK @ %?(‘:(22)) P 133 . ' Tk (@ Veza log.
funkcije Tro Mzn;fzfr; g Tro i potencije
Skup vrii.| \ (1
Simetr.  Tgg(3) _," E,}',(z 1; (©)] Formule za
grafova Tig(2) ‘ & Tev(3) racunanje
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Slika 5.2.8: Graficki prikaz prakseoloSke organizacije teme Eksponencijalna i logaritamska funkcija u udzbeniku drugog seta

Teme vezane uz trigonometrijske funkcije

U udzbenickoj temi istaknute su cCetiri tehnologije: definicija i1 geometrijska
interpretacija, svojstva, tok trigonometrijskih funkcija i trigonometrijski identiteti.

Tangens 1 kotangens su odredeni omjerom sinusa i kosinusa, koje su definirane na
brojevnoj kruznici. Vrijednosti u kojima funkcije tangens i kotangens nisu definirane ovise o
nazivnicima danih omjera. Tangens i kotangens se geometrijski interpretiraju na brojevnoj
kruznici 1 pravdaju omjerom stranica sli¢nih pravokutnih trokuta. Navedeni diskurs ¢ini
tehnologiju definicije funkcija. Ocitavanje s brojevne kruznice je dostupna tehnika za

rjeSavanje jednadzbi i nejednadzbi s tangensom i kotangensom.
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Domena, parnost odnosno neparnost i periodi¢nost trigonometrijskih funkcija pripadaju
tehnologiji svojstava funkcija. Domena funkcije tangens utvrduje se iz definicije tangensa kao
omyjera, pri ¢emu se s brojevne kruznice ocitava za koje realne brojeve je kosinus jednak nuli.
Neparnost funkcija proizlazi iz definicije funkcija kao omjera, a periodi¢nost je podrzana
geometrijskom interpretacijom funkcija na brojevnoj kruznici.

Trigonometrijski identiteti su podrska racunanju vrijednosti trigonometrijskih funkcija.
Medu znacajnim identitetima su veza trigonometrijskih funkcija istog argumenta, adicijski
teoremi, formule redukcije te dvostrukog i polovicnog kuta. Racunanje pomocu identiteta ili
kalkulatora je suvremena alternativa tablicama. Kotangens nije dostupna funkcija na
kalkulatoru i njegova vrijednost za dani kut ra¢una se kao recipro¢na vrijednost tangensa kuta,
§to je tehnika podrzana tehnologijom trigonometrijskih identiteta.

Grafovi funkcija sinus i kosinus upotpunjavaju praxis izracunavanja vrijednosti funkcija
za dane argumente ucrtavanjem pripadnih tocaka u koordinatnoj ravnini. Dijelom
diskurzivnog bloka ove prakseologije su svojstva funkcija vidljiva iz grafi¢kog prikaza.
Grafovi svih trigonometrijskih funkcija dani su u sazetku teme. To je prva instanca grafova
funkcija tangens i kotangens. Tehnologija toka trigonometrijskih funkcija je dana u zasebnoj
udzbenickoj jedinici.

Crtanje grafa funkcije tangens temelji se na komponentama preostalih tehnologija. Domena i
periodi¢nost odreduju interval na kojem se crta osnovna krivulja. Geometrijska interpretacija
tangensa na brojevnoj kruznici pokazuje kako vrijednosti funkcije neograni¢eno rastu od nule
do beskonacnosti, kad argument raste od nule do ~/2, gdje nije definirana. Ordinate
odgovaraju¢ih tocaka prenose se s brojevne kruznice u koordinatnu ravninu. Neparnost i

periodi¢nost omogucuju dopunjavanje grafa na domeni. Pravei x=(2k+1)Z,keZ Se

prepoznaju kao vertikalne asimptote jer im se graf priblizava, ali ih nikad ne sijece. Graf
funkcije kotangens se konstruira analogno, a njegove vertikalne asimptote su pravci
x=krz,keZ.

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama su ra¢unanje argumenta ili vrijednosti
funkcije na kalkulatoru ili pomocu tabli¢nih vrijednosti, bez diskurzivne komponente ili s
obzirom na neparnost i periodi¢nost trigonometrijskih funkcija. Znacajno su zastupljene
prakseologije “izraCunavanje vrijednosti funkcije, ako je poznata vrijednost druge
trigonometrijske funkcije uz podrsku trigonometrijskih identiteta’. Jednadzbe se rjeSavaju
oCitavanjem s brojevne kruznice uvazavaju¢i geometrijsku interpretaciju funkcija. Samo su

dvije potpune punkt-prakseologije, "konstrukcija tocke na brojevnoj kruznici kad je dana
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vrijednost funkcije s obzirom na geometrijsku interpretaciju funkcija’ te ‘crtanje grafa
funkcije s diskursom toka funkcije’, koji ukljucuje asimptote.

Popis tipova zadataka relevantnih predlozenom REM-u i dostupnih tehnika te graficki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.9. Prakseologije su uglavnom
nepovezane i safinjene samo od prakti¢ne komponente. Zbog definicije tangensa i kotangensa
dostupna je tehnika ra¢unanja vrijednosti tih funkcija iz omjera sinusa i kosinusa. Inzistira se
na racunanju vrijednosti funkcija kuta, kojeg je potrebno svesti na kut zastupljen u tabli¢nim
vrijednostima, pomoc¢u svojstava neparnosti i periodi¢nosti. Geometrijska interpretacija
funkcija iz podrzava tehniku ocitavanja ili konstrukcije vrijednosti odnosno argumenta na
brojevnoj kruznici.

Zahtjevi rjesavanja jednadzbi i nejednadzbi pozivaju prakseologiju ra¢unanja argumenta
za danu vrijednost funkcije. Argument se racuna na kalkulatoru, ocitavanjem s brojevne
kruznice ili ocitavanjem s grafa funkcije. Potpune prakseologije su vezane iskljuéivo uz

crtanje grafa funkcije i opisivanje toka funkcije i tu se javlja objekt asimptota.

T a1 Odrediti vrijednost tangensa ili kotangensa, ako je T+ Nacrtati graf funkcije tangens ili kotangens.

zadana vrijednost trigonometrijske funkcije. T1; Rijesiti jednadZzbu s tangensom i/ili kotangensom.
T a, Odrediti vrijednost trigonometrijske funkcije, ako T+ Nacrtati graf kompozicije funkcije tangens s
zadana vrijednost tangensa ili kotangensa. linearnom funkcijom.
Tps Prepoznati graf kompozicije funkcije tangensili Ty Rijesiti nejednadzbu s tangensom 1/ili
kotangens s linearnom funkcijom. kotangensom.
T+ Odrediti argument, ako je zadana vrijednost T+v Odrediti vrijednost tangensa ili kotangensa za dani
tangensa ili kotangensa. argument.
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omjerom /a br.kruznici \ Tra(5)

Svajstva To Trr(5)
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Tra(12)
= Trv(11)

- = Trv(5)
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Trv(58). | Trv(D). . Tax(8) ' | Trx(l), | Tra(@)

Slika 5.2.9: Graficki prikaz prakseolo$ke organizacije tema vezanih uz trigonometrijske funkcije u udzbeniku drugog seta

Jedinice unutar teme Krivulje drugog reda

UdZbeni¢ka tema sadrzi tri znacajne tehnologije: definiciju hiperbole, jednadZbu
hiperbole te odnos pravca i hiperbole.

Raison d'etre hiperbole dolazi iz realnog konteksta. Potrebno je odrediti lokaciju
eksplozije, ako je poznato da je zvuk stigao u razli¢ito vrijeme do dviju mjernih stanica (vidi

Primjer 5.2).
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Hiperbola s fokusima F; i F; se definira u terminima radijvektora kao skup tocaka ravnine za
koje je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti do fokusa jednaka zadanoj duljini. Ispituje se
zadovoljava li motivacijski primjer definiciju hiperbole. Na odgovaraju¢em koordinatnom
sustavu definiraju se karakteristi¢ne toCke i1 parametri hiperbole. Daje se tehnika konstrukcije
hiperbole pomocu radijvektora njezinih tocaka. Jednadzba hiperbole u koordinatnom sustavu
proizlazi iz definicije hiperbole.

Jednadzba hiperbole dana je u kanonskom i segmentnom obliku. Istaknuto je kako

apscisa ne moze biti manja od realne poluosi, a ordinata poprima svaku vrijednost.
Imaginarna tjemena i poluos geometrijski su interpretirani. Diskurzivni dio udZbenicke
jedinice ukljucuje jednadzbu istostrane hiperbole.
Dijagonale pravokutnika kojemu su imaginarna i realna tjemena polovista stranica odreduju
pravce na kojima leze asimptote hiperbole. Dane su jednadzbe asimptota i istaknuto da
udaljenost toc¢aka hiperbole do jedne od asimptota tezi k nuli kada se toc¢ka udaljava od
ishodista. Iz danog diskursa proizlazi tehnika crtanja hiperbole kao krivulje koja prolazi
tjemenima, a priblizava se asimptotama.

U uvodnom dijelu udzbenicke jedinice o odnosu pravca i hiperbole na ilustraciji su
istaknute tangenta, sekanta jedne grane i sekanta obje grane hiperbole te sekanta koja s

krivuljom drugog reda ima jednu zajednic¢ku toc¢ku (vidi Sliku 5.2.10).

P3
A
Slika 5.2.10: llustracija odnosa pravaca i hiperbole iz udzbenika drugog seta
Odnos pravca i1 hiperbole odreden je brojem rjeSenja sustava jednadzbi pravca i krivulje

drugog reda. Iskazuju se formule za uvjet tangencijalnosti k’a®—b®=1%, pravca y=kx+1 i

hiperbole b*x* —a’y® =a’h®, koordinate dirali§ta te jednadzba tangente kroz tocku na
hiperboli.

Najucestalije punkt-prakseologije su prakti¢ni blokovi sa zahtjevima tipa odrediti
jednadzbu hiperbole ili krivulje drugog reda, svojstvo hiperbole ili drugog objekata, koji se
rjesavaju algebarskim manipulacijama uz pomo¢ formula analiticke geometrije, jednadzbe
hiperbole i asimptote te formula iz tehnologije odnosa pravca i hiperbole. Crtanje hiperbole

nije medu najucestalijim prakseologijama.
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Potpune prakseologije “crtanje hiperbole konstrukcijom tocaka radijvektora Koji
zadovoljavaju definiciju” i “crtanje hiperbole kroz toc¢ke koje zadovoljavaju jednadzbu, uz
primjenu svojstva simetri¢nosti’, javljaju se samo jednom. Specifi¢an je zahtjev odredivanja
tangente hiperbole kroz tocku koja lezi na asimptoti. Potrebno je angazirati diskurs asimptote
kao tangente u beskona¢no dalekoj tocki i kako tocka na asimptoti ima samo jednu tangentu
na hiperbolu. U istom zadatku je prakseologija “crtanje pravca koji prolazi diralistima tangenti
kroz istu tocku, kad je jedna od “tangenti” asimptota hiperbole’. Nuzno je poznavati diskurs
prema kojemu je trazeni pravac paralelan asimptoti i prolazi diraliStem druge tangente.

Popis tipova zadataka relevantnih predlozenom REM-u i1 dostupnih tehnika te graficki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.11. Najvise zadataka se rjeSava
algebarskom manipulacijom jednadzbama ili pomoc¢u formula analiticke geometrije. Tri Su
tehnike crtanja hiperbole. Tehnika crtanja konstrukcijom radijvektora je usko vezana uz
definiciju hiperbole. Tehnika crtanja krivulje kroz tjemena i uz asimptote posljedica je
diskursa o asimptoti kao pravcu do kojega se smanjuje udaljenost tocaka hiperbole, ali nije
primijenjena za rjeSavanje zadataka. Koristi se tehnika crtanja kroz tocke koordinatne ravnine
koje zadovoljavaju jednadzbu hiperbole. Punkt-prakseologija koja poziva diskurs
simetri¢nosti hiperbole je povezana s prakseologijom odredivanja to¢aka koordinatne ravnine
koje zadovoljavaju jednadzbu hiperbole.

Odredivanje lokacije je zahtjev koji dolazi iz realnog konteksta. Jedna prakseologija se
realizira konstrukcijom i daje raison d'étre hiperbole, a ostale se realiziraju odredivanjem
odgovarajuce jednadzbe hiperbole u koordinathom sustavu.

Asimptota je zastupljena svojom jednadzbom, kao dio predlozene tehnike crtanja
hiperbole 1 u prakseologiji odredivanja tangente hiperbole kroz tocku na asimptotu.

Odgovarajuci diskurs nije dostupan u udzbeniku.

Ta Odrediti kut medu asimptotama hiperbole. T+, Odrediti jednadzbu tangente hiperbole kroz to¢ku
Te Odrediti karakteristi¢ne elemente hiperbole. na hiperboli.
Tea Odrediti karakteristiéne elemente hiperbole, ako je T+, Odrediti jednadZzbu tangente hiperbole kroz tocku
zadan kut medu asimptotama. izvan hiperbole (tocka ne pripada asimptoti).
Thy Odrediti jednadZzbu hiperbole, ako je zadan njezin Tt Odrediti tangentu na hiperbolu kroz to¢ku izvan
odnos s drugim objektima. hiperbole (toc¢ka pripada asimptoti).
Th, Dokazati odnos hiperbole i krivulje drugog reda. T4 Odrediti jednadZbu pravca kroz diraliSta tangenti iz
Tuat Odrediti jednadzbu hiperbole, ako su zadane iste tocke (jedna tangenta je asimptota).
njezine asimptote i tangenta. Tg1 Odrediti jednadzbu krivulje, ako je zadan odnos s
The Odrediti jednadzbu hiperbole, ako su zadani karakteristi¢nim elementima hiperbole.
karakteristicni elementi hiperbole. Tg, Odrediti svojstvo objekta, ako je zadan odnos s
Thea Odrediti jednadzbu hiperbole, ako su zadani hiperbolom i drugim objektima.
karakteristi¢ni elementi i asimptote ili njihova Tz Odrediti jednadzbu pravca, ako je zadan odnos s
svojstva. asimptotama i karakteristiénim elementima
Thc Nacrtati hiperbolu. hiperbole.
Twp Odrediti odnos hiperbole i pravca. Qzv Odrediti lokaciju iz realnog konteksta, ako je

Tt Odrediti tocku na hiperboli, ako je zadana apscisa.  poznata razlika udaljenosti do dviju tocaka.
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Slika 5.2.11: Graficki prikaz prakseoloSke organizacije jedinica unutar teme Krivulje drugog reda u udzbeniku drugog seta

Teme i jedinice vezane uz infinitezimalni rac¢un

UdZbenicke teme zadaju tehnologije svojstva niza, svojstva funkcije, grani¢no
ponasanje niza i funkcije i diferencijalni racun.

Tehnologija o svojstvima niza okuplja objekte aritmeticki i geometrijski niz, limes niza,
geometrijski red i kamatni racun. Dana je motivacija i definicija niza te opisani razli¢iti na¢ini
zadavanja niza. Opisuje se monotonost nizova i demonstrira tehnika njezina ispitivanja.
Geometrijski niz motiviran je problemom odredivanja broja predaka. Diskutira se o
monotonosti, predznaku 1 vrijednostima ¢lanova geometrijskog niza u ovisnosti o kvocijentu.
Geometrijski niz se primjenjuje za modeliranje promjene vrijednosti veli¢ine iz realnog
konteksta. Temelj je za racunanje kamata i prirasta neke veliine, §to se modelira formulama
sloZzenog kamatnog racuna 1 neprekinutog ukamacivanja.

Limes niza ili grani¢na vrijednost niza motivirana je priblizavanjem vrijednosti ¢lanova
zadanog niza nekom broju. Ispituje se ponaSanje izraCunatih vrijednosti ¢lanova niza s
obzirom na intervale oko broja kojemu se oni priblizavaju. Iskazuje se definicija limesa niza
kao broja za koji je broj ¢lanova niza, izvan po volji malog intervala oko tog broja, konacan i
daje pojam konvergentnog niza.

Dokazuje se prema definiciji da je limes niza s op¢im ¢lanom a =% jednak nuli.
Promatranjem izracunatih vrijednosti ¢lanova zadanog niza opisuje se Sto znaci da niz tezi u

beskonacnost i pokazuje da vrijedi limn=o. Na temelju istog praxisa iskazuje se kako je
n—oo

limes niza, kojemu su ¢lanovi reciprocne vrijednosti ¢lanova niza koji tezi u beskonacnost,
jednak nuli i kontraprimjerom se pokazuje kako obrat opéenito ne vrijedi.
Ovisno o slozenosti formule opc¢eg ¢lana niza nije lako pokazati da je broj, kojeg se prethodno

mora utvrditi, limes niza s obzirom na definiciju. Stoga se limes niza racuna na temelju
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pravila koja za konvergentne nizove ukljucuju limes zbroja, umnoska konstantom, umnoska i

kvocijenta ¢lanova dviju nizova te svojstvo da za konvergentne nizove (a,) i (b,), niz (c,)

takav da je a, <h <c,VneN, je konvergentan i vrijedi lima, <limc, <limb, . Kada
n—oo

nN—o n—oo
algebarski izrazi, koji zadaju promatrani niz, ne odreduju konvergentni niz, odnosno u slucaju

neodredenih oblika 2 i «o—oo, algebarski izraz treba izmijeniti, primjerice dijeljenjem

oo
najvecom potencijom od n ili pretvaranjem razlike korijena u razlomak. Iskazuje se i dokazuje
konvergentnost i vrijednost limesa geometrijskog niza ovisno o kvocijentu. Potrebno je moci
prepoznati nizove koji teze nuli ili beskonacnosti te poznavati vrijednost limesa geometrijskog
niza, §to ¢ini istaknutu diskurzivnu komponentu grani¢ne vrijednosti niza.

Svojstvo omedenosti nizova opisano je zahtjevom da se svi Clanovi niza nalaze unutar

intervala (—M, M) za neki broj M. Na temelju praxisa ra¢unanja vrijednosti ¢lanova niza

prepoznaje se da omeden niz ne mora biti konvergentan. Iskazuje se i dokazuje poucak o

konvergenciji omedenog i monotonog niza. Diskurs se koristi za potvrdivanje konvergencije
. n o L. .. . . .. .. oY .
niza a, = (1+%) Sto se naslucuje iz izraCunatih vrijednosti njegovih ¢lanova. Limes ovog

niza je beskonacan, neperiodi¢an decimalni broj, koji ima znacajnu primjenu u matematici 1
oznacava se slovom e. Mogu se racunati limesi nizova koji se algebarskom manipulacijom

svode na izraz u kojem se moze primijeniti neko svojstvo iz Jednadzbe 5.2.1.

Ako je (x,) takav da je limx = oo, onda je Iim(l+%)x" =e

n—oo

Ako je lima, =ai limb, =b, a=0ilib=0, ondaje lima> =a®

n—o0 n—o0o n—o0o

Ako je limx, =oo i k konstanta, onda je Iim(1+ %)X =4

n—oo n—oo

Jednadzba 5.2.1: Svojstva limesa za izraCunavanje limesa nekih algebarskih izraza iz udzbenika drugog seta

Medu najucestalijim punkt-prakseologijama su ‘ispitivanje monotonosti niza
primjerenim tehnikama’, ‘raunanje vrijednosti ¢lanova niza’, ‘odredivanje limesa niza
algebarskim tehnikama’ 1 “odredivanje broja ¢lanova niza s obzirom na njihov polozaj u
odnosu na zadani interval’, bez diskurzivne komponente. Cesto se javljaju potpune
prakseologije “pokazati da je dani broj limes niza algebarskim manipulacijama s obzirom na
definiciju niza“ te ‘opisati ponasanje vrijednosti ¢lanova niza u beskonacnosti na temelju
izraCunatih vrijednosti’.

Tehnologija o svojstvima obuhvacéa definiciju funkcije 1 grafa funkcije. Elementarne
funkcije: linearna, kvadratna, kubna, funkcija apsolutne vrijednosti, racionalna, korjenovanje,
eksponencijalna, logaritamska i sinus, dane su svojom domenom, kodomenom i pravilom
preslikavanja te prikazane graficki. Asimptote odgovaraju¢ih funkcija podudaraju se s
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koordinatnim osima i nisu posebno istaknute. Znacajne komponente ovog logosa su prirodna
domena, svojstva funkcije (parnost, neparnost i periodi¢nost, omedenost i monotonost,
injektivnost, surjektivnost i bijektivnost te inverzna funkcija). Kao primjeri monotonih
funkcija su graficki prikazane eksponencijalna i logaritamska funkcija koje su rastuce
odnosno padaju¢e ovisno o bazi. Diskurs o kompoziciji funkcije podrzava tehniku crtanja
grafa kompozicije elementarne i linearne funkcije transformacijama temeljnog grafa.
Tehnologija grani¢nog ponasanja funkcije obuhvaca sadrzaje vezane uz limes funkcije.
Motiviran je tablicnim prikazom izracunatih vrijednosti racionalne funkcije za argumente
blizu broja koji ne pripada domeni te funkcije. O¢itavanjem s grafickog prikaza interpretiraju
se situacije kad
- funkcija ima limes u to¢ki u kojoj nije definirana,
- funkcija nema limes u tocki prekida jer s razlicitih strana poprima vrlo velike pozitivne
odnosno negativne vrijednosti,
- funkecija tezi u beskonacnost kada X tezi tocki prekida,
- limes funkcije se podudara odnosno ne podudara s vrijednosti funkcije u tocki i
- funkcija nema limes u tocki jer teZi razli¢itim vrijednostima funkcije s razli€itih strana
tocke.
Slijedi definicija limesa funkcije u toc¢ki ¢ kao broja L, ako je to limes niza funkcijskih
vrijednosti za svaki niz koji teZi €. Posebno, limes funkcije moZe biti beskonacnost.
Unutar udZbenicke jedinice o limesu funkcije nalazi se diskurs o neprekidnim funkcijama,
koji se oslanja na odredivanje limesa funkcije u tockama domene. Svojstvo neprekidnosti
elementarnih funkcija zajedno sa svojstvima limesa s obzirom na zbrajanje, mnoZenje,
dijeljenje 1 potenciranje, omogucuju racunanje limesa funkcija razli¢itim algebarskim
manipulacijama. Tehnike racunanja limesa racionalnih i iracionalnih funkcija u tocki temelje
se na krac¢enju zajednickog faktora koji sadrzi tocku prekida, racionalizaciji ili supstituciji.
Odreduje se vrijednost limesa funkcije f(x)=S0% u nuli, uglavljivanjem izmedu vrijednosti

odredenih iz pravokutnih trokuta na brojevnoj kruznici koje imaju isti limes. Vrijednost

limesa lim(1+x)* = |im(1+%)x =e proizlazi iz poznate vrijednosti limesa niza i supstitucije
x—0 X—>0

x = 1. Racunaju se limesi funkcija koje se algebarskom manipulacijom svode na izraze u
kojima se mogu primijeniti gornji limesi.

Limes u beskonacnosti je istaknuta komponenta tehnologije. O¢itavanjem s grafickog prikaza
navode se moguca ponasanja funkcije u beskonacnosti:

(@) funkcija ima limes,
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(b) funkcija nema limes jer je ponasanje funkcije u beskona¢nosti promjenjivo i

(c) funkcija neograni¢eno raste pa je njezin limes beskonac¢no.
Demonstrira se tehnika racunanja limesa racionalnih funkcija u beskonacnosti dijeljenjem
najvecom potencijom kao kod limesa niza.

Najcesce su zastupljene punkt-prakseologije ‘odredivanje prirodne domene algebarskim
manipulacijama’ te ‘ispitivanje monotonosti ocitavanjem s grafickog prikaza’. Ucestala je
punkt-prakseologija “crtanje grafa kompozicije transformacijama temeljnog grafa’ bez
diskursa. Najvise punkt-prakseologija medu najucestalijima su ‘racunanje limesa funkcije
algebarskim tehnikama’, kojima je vazna komponenta uvrStavanje vrijednosti ili
prepoznavanje nekog limesa. Nema diskurzivnih komponenti. Jedina potpuna prakseologija
medu ucestalima je “opisivanje ponaSanja vrijednosti funkcije za argumente koji se malo
razlikuju od danog broja, o¢itavanjem s grafickog prikaza, kako bi se utvrdilo postojanje i
vrijednost limesa funkcije za dani broj".

Diferencijalni racun je tehnologija koju ¢ini derivacija i pripadajuci diskurs. Promjena
vrijednosti iz realnog konteksta u vremenu tumacena je iz grafickog prikaza funkcije, koja
modelira situaciju, i njezine prve derivacije. Uspostavljena je veza izmedu smanjenja odnosno
povecanja vrijednosti funkcije 1 predznaka njezine prve derivacije. Navedena prakti¢na
aktivnost je uvod u udzbenic¢ku jedinicu koja obuhvaca rast 1 pad funkcije, ekstreme,
konveksnost i konkavnost, asimptote, crtanje grafa funkcije te primjenu derivacija za
rjeSavanje problema ekstrema i ekstremnih vrijednosti u matemati¢ckom ili realnom kontekstu.
Razradena je tehnika odredivanja lokalnih ekstrema, uz pomo¢ tablice toka funkcije, s
obzirom na vrijednosti derivacije funkcije s razliitih strana referentnih tocaka. Ispitivanje
predznaka druge derivacije je tehnika nalazenja intervala konveksnosti 1 konkavnosti, tocaka
pregiba te utvrdivanja je 1i stacionarna tocka ujedno tocka lokalnog minimuma ili
maksimuma.

Tok funkcije je tehnologija unutar udzbeni¢ke jedinice kojoj pripada diferencijalni
racun, a direktno je vezan uz crtanje grafa funkcije. Asimptota je poznat pojam vezan uz
horizontalnu odnosno vertikalnu asimptotu eksponencijalne i logaritamske funkcije, te dvije
kose asimptote hiperbole, zadane svojim jednadzbama.

Opisuje se postupak odredivanja asimptota funkcije. Vertikalne asimptote dobivaju se

promatraju¢i nulto¢ke nazivnika jer blizu njih vrijednost funkcije jako raste. Kosa asimptota

se odreduje pomocu limesa te je pravac Y =kx+1 desna kosa asimptota, ako je k = Im% i

X—00

I = lim(f (x) —kx) . Ako ti limesi ne postoje funkcija nema desnu kosu asimptotu. U slucaju
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kada je koeficijent k jednak nuli, ako postoji limes |=Ilim f(x) tada funkcija ima

X—>0
horizontalnu asimptotu y=1. Lijeva kosa asimptota racuna se identi¢énim formulama za

x — —0, & ako se koeficijenti k i | podudaraju u oba slucaja tada je asimptota obostrana.
Napominje se kako se dokaz formula ne¢e provoditi jer nije ,,sasvim elementaran®.
Prethodno izneseni diskursi koriste se za formiranje tehnike crtanja grafova. Preporucuje se
crtanje grafa na temelju ispitivanja pet diskurzivnih elemenata

1. Odrediti domenu i nultocke.

2. Odrediti asimptote.

3. Ispitati parnost, neparnost i periodi¢nost.

4. Odrediti intervale monotonosti i ekstreme.

5. Odrediti intervale konveksnosti i konkavnosti te tocke pregiba.

6. Nacrtati graf funkcije.
Parnost ili neparnost funkcije rezultira grafom funkcije simetriénim s obzirom na y-0s
odnosno ishodiste. Tehnika prikazivanja izvedenih podataka u tablici toka funkcije olakSava
crtanje grafa funkcije.

Najucestalije punkt-prakseologije su “crtanje grafa polinoma ili racionalne funkcije, s
obzirom na ispitano ponasanje prve derivacije i odredene asimptote, uz podrsku tablice toka
funkcije’. Najvec¢i broj zadanih racionalnih funkcija ima kosu asimptotu. Nacrtani grafovi
racionalnih funkcija ¢eS¢e ne sijeku nego Sto sijeku asimptotu. U punkt-prakseologijama
crtanja racionalnih funkcija javljaju se funkcije s polinomijalnom asimptotom, koja nije

dijelom logosa (Tablica 5.2.4).

Tablica 5.2.4: Asimptote racionalnih funkcija u punkt-prakseologijama crtanja grafa funkcije u udzbeniku drugog seta

Asimptote racionalne funkcije Broj instanci p-p

Vertikalna i kosa asimptota, graf ne sijeCe asimptotu 6

Vertikalna i polinomijalna asimptota

Vertikalna i horizontalna asimptota, graf ne sijece asimptotu

Dvije vertikalne i horizontalna asimptota, graf ne sijeCe asimptotu

Horizontalna asimptota, graf sijeCe asimptotu u jednoj tocki

Dvije vertikalne i horizontalna asimptota, graf sijeCe asimptotu u jednoj tocki

RININDWWwW W

Vertikalna i kosa asimptota, graf sijeCe asimptotu u jednoj tocki

Horizontalna asimptota, graf ne sijece asimptotu 1

Popis tipova zadataka relevantnih predloZzenom REM-u i dostupnih tehnika te graficki
prikaz usustavljenih lokalnih prakseologija dan je na Slici 5.2.12. Prakseologije su izolirane i
uglavnom sacinjene samo od prakticnog dijela. Limes Cesto poziva diskurs, primjerice
‘opisivanje ponasanja niza u beskonacnosti prema izracunatim vrijednostima ¢lanova niza’, u

nekim situacijama uz tabli¢ni prikaz. "Odredivanje broja ¢lanova niza s obzirom na polozaj
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prema nekom intervalu” moze pozvati odgovarajuci diskurs, a ¢esce je prakti¢ni blok odvojen
od njega. Kod diskursa definicije limesa niza, algebarskim manipulacijama se dokazuje kako
je limes nekog niza beskonac¢nost. Znacajan broj punkt-prakseologija su ‘odredivanje limesa
niza ili algebarskog izraza’, bez diskursa. Znacajne su tchnike racunanja limesa
uglavljivanjem izmedu poznatih vrijednosti i prepoznavanja vrijednosti limesa.

Dvije potpune prakseologije za utvrdivanje postojanja i vrijednosti limesa imaju prakti¢ne
blokove “ispitivanje ponaSanja vrijednosti funkcije u blizini toc¢ke u kojoj nije definirana,
raCunanjem i uz tabli¢ni prikaz” odnosno ‘ispitivanje ponasanja vrijednosti funkcije u blizini
neke tocke ili u beskonacnosti ocitavanjem s grafickog prikaza’.

Asimptote se koriste u sklopu tehnika crtanja grafa proizvoljne i racionalne funkcije.
Dvije su tehnike odredivanja asimptota, a jedna pripada temi limes funkcije.

Matematicki zadaci izvan relevantnih tema, dokazivanje nejednakosti i rjeSavanje
nejednadzbi angaziraju prakseologije ‘ispitivanje monotonosti ocitavanjem s grafickog
prikaza” ili “ispitivanje ponasSanja prve derivacije’.

Kod zadataka realnog konteksta potrebno je situaciju modelirati opéim ¢lanom geometrijskog
niza ili odrediti koeficijente pripadnih formula slozenog kamatnog rac¢una i neprekinutog
ukamacivanja. Realne situacije koje su opisane nekom funkcijom ili algebarskim izrazom
pozivaju prakseologije ‘odredivanje domene funkcije” ili “ispitivanje ponasanja vrijednosti
veli¢ine za velike argumente ili blizu nekog broja, racunanjem limesa’.

Zadaci realnog i matematickog konteksta, koji zahtijevaju “odredivanje ekstremnih vrijednosti
ili vrijednosti za koje se one postizu’, modeliraju se poznatim formulama, a rjeSavaju
iskljucivo ispitivanjem ponaSanja prve derivacije. Dvije su instance prakseologije izvodenja
matematicke formule, ovisne o povecavanju neke veli¢ine, §to poziva praxis ra¢unanja

limesa.
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Tra Odrediti asimptote funkcije.

Trs Nacrtati graf funkcije.

Tre:1 Nacrtati graf polinoma.

Tre2 Nacrtati graf racionalne funkcije.

Tr Potvrditi limes funkcije.

T, Odrediti limes funkcije ili algebarskog izraza.

TrLz Odrediti limes racionalne ili iracionalne
funkcije u tocki prekida ili u beskonaénosti.

Tep Prepoznati funkciju zadanu graficki.

Tes Ispitati svojstva funkcije (podrucje funkcije,
monotonost, omedenost).

Trve IstraZiti vrijednost funkcije u blizini ruba

domene ili limes u tocki.

Tnw Odrediti ponasanje vrijednosti niza u
beskonacnosti.

Tnoz Potvrditi limes niza.

Tnie Odrediti limes niza.

Tns2 Odrediti broj ¢lanova niza s obzirom na odnos
prema nekoj vrijednosti.

Tns: Ispitati ili dokazati svojstva niza (monotonost,

omedenost).

Ty Odrediti vrijednosti ¢lana niza.

Qw1 Odrediti matematicku formulu ili pokazati
odnos vrijednosti.

Qw2 Odrediti vrijednost iz matemati¢kog konteksta.

Qwms Dokazati nejednakost.

Qw4 Odrediti ekstrem ili ekstremne vrijednosti iz
matematickog konteksta.

Qr: Odrediti vrijednost iz algebarskog modela kamatnog
racuna.

Qr> Odrediti vrijednost iz realnog konteksta.

Qr3 Odrediti vrijednost iz realnog konteksta, ako je zadan
algebarski model.

Qg4 Odrediti podrucje definicije vrijednost iz realnog
konteksta, ako je zadan algebarski model.

Qrs Odrediti grani¢nu vrijednost iz realnog konteksta, ako
je zadan algebarski model.

Qre Odrediti ekstrem ili ekstremne vrijednosti iz realnog
konteksta.

Ons Svojstva vrijednosti ¢lanova niza (monotonost i
vrijednost razlike ili kvocijenta, omedenost)

Kamatni racun Formule za sloZeni kamatni racun i

neprekinuto ukamacivanje

Ot Definicija limesa niza (priblizavanje, kona¢an broj
izvan intervala, vrijednosti limesa)

Teoremi o limesu Pravila o aritmetici limesa, limes
geometrijskog niza, limes potencije, lim,_,sinx/x=1

Ors Svojstva funkcije (podrucje funkcije, monotonost,

omedenost, kompozicija).

'R Grani¢no ponasanje funkcije ispitano alatima

infinitezimalnog racuna

GFSIR Svojstva funkcije i grafa funkcije ispitana alatima
infinitezimalnog raéuna (monotonost, konveksnost,
ekstremi, to¢ke pregiba)

Pravila za asim.funk. Vertikalna asimptota iz nazivnika,

formule za koeficijente kose asimptote

Ok
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Qra(8) L 2 (14 Ors R E Tra2(22) |
Ta&TR Tra T(.)I.is ) l S TV
i s
Qra(4) wa(14) | (1) ___ w7r(21) 7 =il o
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Slika 5.2.12: Graficki prikaz prakseolo$ke organizacije te

ma i jedinica vezanih uz infinitezimalni racun u udzbeniku drugog
seta
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5.3. SteCeno znanje studenata nastavnickih studija matematike za objekt

znanja asimptota
5.3.1. Prakseoloska oprema za graficko prikazivanje

Pitanje 1.1

Na pitanje je odgovorilo 46 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljeno je
sedam provedenih praxisa s obzirom na komponente toka funkcije koje se odreduju ili
ispituju:

Pro: Crtanje krivulje kroz u prosjeku sedam tocaka grafa funkcije, ukljucujuci odsjecak

na osi ordinata.

Psv: Crtanje krivulje uz asimptote prepoznate iz pravila pridruZivanja pojednostavljenog
algebarskim manipulacijama.

Psvi: Crtanje krivulje s obzirom na ispitano podrucje definicije i limes funkcije u
beskonacnosti.

Psv2: Crtanje krivulje s obzirom na odredene tri tocke grafa funkcije, ispitano podrucje
definicije i pogresno interpretiranu monotonost funkcije iz tablice predznaka
funkcije.

Pr: Crtanje krivulje s obzirom na ispitanu prvu derivaciju funkcije i limes funkcije u
beskonacnosti.

Pir1: Crtanje krivulje s obzirom na odredeno u prosjeku Sest toaka grafa funkcije,
ukljucujuéi odsjeCak na osi ordinata, ispitano podrucje definicije funkcije te
interpretiranu monotonost iz prve derivacije funkcije.

Pir2: Crtanje krivulje s obzirom na ispitanu prvu derivaciju.

Tablica 5.3.1: Broj studenata s obzirom na provedeni praxis crtanja grafa funkcije u odgovoru na Pitanje 1.1

Graf funkcije | Asimptota | Pro | Psv | Psvi | Psv2 | Pir | Pirt | Pir2 | Ukupno
Nema 1 2
Nema ili Pogresno 1 9y
pogresno x=1 1 1 2
Obje 2
Pogresna slika Pogresno 1 1 o
funkcije X = 1 5 1 3 4
Nema 1
TraZena x=1 4
hiperbola y=2 17
Obje 1 1 8 1
Ukupno | 12 1 4 2 10 7 10 46
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Broj studenata s obzirom na realizaciju pojedinih tehnika nalazi se u Tablici 5.3.1. Vertikalnu
asimptotu hiperbole istaknulo je 82.6%, a horizontalnu asimptotu 30.4% ispitanih studenata.
Medu studentima koji su proveli praxis Pro veéina je odredila ili prepoznala argument
nultocke. Broj studenata s obzirom na ispravnost rjeSenja u ovisnosti o broju odredenih toc¢aka
nalazi se u Tablici 5.3.2. Vise od polovine ovih studenata je istaknulo, na razli¢ite nacine,
izuzimanje broja 1 iz podru¢ja definicije funkcije. Studenti koji su proveli ovaj praxis
ponasanje funkcije u beskonac¢nosti ili nisu odredili ili nisu posStovali sliku dane racionalne

funkcije jer nacrtana krivulja sijee pravac Y =2 (Slika 5.3.1).
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Slika 5.3.1: Krivulja koja odreduje pogresnu sliku funkcije iz praxisa P1o u odgovoru na Pitanje 1.1
Student koji je proveo praxis Psy nije uspje$no pojednostavio pravilo pridruzivanja,
stoga pravilno interpretirane asimptote i nacrtana krivulja ne odgovaraju zadanoj funkciji.
Vecina studenata koji su proveli praxis Psyi, uz navedena obiljezja funkcije, odredivala je

nultocku 1 odsje€ak na osi ordinata. Ovi studenti su podrucje definicije zapisali u obliku
D, =R\ {1} , limes funkcije su prepoznali ili izracunali dijeljenjem najve¢om potencijom, pri

¢emu su neki koristili pogresan zapis (Slika 5.3.2).
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Slika 5.3.2: Pogresna krivulja iz praxisa Psy; u odgovoru na Pitanje 1.1

Medu 27 studenata koji su odredivali prvu derivaciju, jedan student nije dovrsio izracun,
jedan student je to¢no izradunao, ali krivo zapisao f(X)' i jedan student je prepoznao pravilo

pridruzivanja prve derivacije iz pojednostavljenog algebarskog izraza kojim se zadaje
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racionalna funkcija (Slika 5.3.3). Ostali studenti su to¢no izraCunali prvu derivaciju
primjenjujuéi pravilo deriviranja kvocijenta. Studenti nisu uvijek interpretirali monotonost
funkcije s obzirom na izracunatu prvu derivaciju.
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Slika 5.3.3: To¢no rjeSenje i algebarska manipulacija pravila pridruzivanja iz praxisa Pz, u odgovoru na Pitanje 1.1
Vise od polovine studenata koji su proveli praxis P interpretiralo je monotonost dane
funkcije, a jednaki udio studenata je odredio ili prepoznao podrucje definicije funkcije. Neki
studenti su odredili nultocku, odsjecak na osi ordinata ili viSe to¢aka grafa funkcije te
interpretirali podruc¢je definicije odnosno limes funkcije u beskonac¢nosti odgovarajucom
asimptotom grafa funkcije (Slika 5.3.4). Samo jedan student je racunao drugu derivaciju i to

netocno i nije ju interpretirao.
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Slika 5.3.4: TraZena hiperbola kojoj su istaknute obje asimptote iz praxisa P g u odgovoru na Pitanje 1.1

Za studente koji su proveli praxis Pjr; broj ispravnih rjeSenja u ovisnosti o broju
odredenih tocaka nalazi se u Tablici 5.3.2. Vec¢ina ovih studenata je prepoznala ili odredila
nultocku funkcije. Neki studenti su racunali drugu derivaciju, u tim slu¢ajevima racun je bio

pogresan, interpretacije vrijednosti nije bilo ili je bila pogresna.
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Tablica 5.3.2: Broj studenata s obzirom na praxis crtanja grafa funkcije u ovisnosti o broju odredenih to¢aka u odgovoru na

Pitanje 1.1
Broj odredenih totaka T, Broj tocnih rjeSenja od ukupnog broja
Pro Pir1 Ostalo

3 lod1 Psy2: 0 od 2
4 Ood1 Pir:20d2
5 O0od1 0od?2
6 20d6
7 lod1 lod?2 Psv1:10dl
8 lod3 Ood1 Pr:lod1
11 lod1

Ukupno| 5od 12 20d7 4 0od 6

Studenti koji su proveli praxis Pjr, skoro uvijek su odredili nultocku i uglavnom su
prepoznali ili odredili podrucje definicije funkcije. Iako su ovi studenti to¢no izracunali prvu
derivaciju, osim jednog koji nije dovr$io izracun, samo polovina je to¢no interpretirala njezin
predznak. Medu ostalim studentima dvojica nisu istaknuli svojstvo monotonosti i po jedan
student je

- odredio monotonost pogresno iz predznaka funkcije ispitanog u tablici;

- rijeSio pogresno nejednadzbe f'(x)>0 i f'(x)<O0;

- rijeSio pogresno jednadzbu f'(x)=0.
Polovina ovih studenata je racunala drugu derivaciju, a samo dva studenta su interpretirala
vrijednosti druge derivacije prepoznavanjem konveksnosti i konkavnosti grafa funkcije na
intervalima ili tocke u kojoj se ona mijenja (Slika 5.3.5).
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Slika 5.3.5: Rjesenje iz praxisa P\r, koje odreduje pogresnu sliku funkcije u odgovoru na Pitanje 1.1

Dominantne komponente toka funkcije koje su studenti koristili u praxisu crtanja grafa
racionalne funkcije su: odredene barem tri tocke grafa funkcije, podrucje definicije funkcije,
limes funkcije u beskonacnosti i prva derivacije funkcije. Broj studenata s obzirom na
ispravnost provedenog praxisa nalazi se u Tablici 5.3.3. Najucinkovitiji su oni praxisi u

kojima se primjenjuju oboje limes funkcije u beskonacnosti i prva derivacija. Odredivanje
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to¢aka grafa funkcije doprinosi ispravnoj provedbi praxisa kad se kombinira s drugim

komponentama toka funkcije.

Tablica 5.3.3: Broj studenata s obzirom na realizirani praxis crtanja grafa funkcije u ovisnosti o ispitanim komponentama
toka funkcije u odgovoru na Pitanje 1.1

Ispitane komponente toka funkcije Broj st'gde_n ata kqji Uvd io.nac-rtanih
su primijenili tehniku | traZenih hiperbola

Tocke T, 5 20%
Tocke T, D, 9 44.4%
To¢ke T, D,, lim f (x) 1 100%
Totke T, D,, f'(X) 7 28.6%
Tocke I, lim £ (x), f'(X) 1 100%
Totke 'y, D, lim £ (x), f'(X) 2 100%

D, lim f (x) 3 33.3%
D,, f'(x) 8 0%

D, lim f(x), F'(X) 5 60%
f'(x) 2 0%

lim £ (), '(X) 2 100%

Razli¢ite komponente toka funkcije doprinose grafi¢koj reprezentaciji funkcije. 65.2%
studenata je odredilo podrucje definicije funkcije i istaknulo vertikalnu asimptotu krivulje;
nadalje 85.7% studenata koji su odredili i 72.7% studenata koji nisu odredili podruéje
definicije funkcije je istaknulo vertikalnu asimptotu. S druge strane 26.1% studenata je
odredilo limes funkcije u beskonacnosti 1 istaknulo horizontalnu asimptotu krivulje; ipak
skoro svi studenti koji su odredili limes u beskonacnosti su istaknuli horizontalnu asimptotu i
obratno, te skoro svi studenti koji nisu odredili limes nisu istaknuli horizontalnu asimptotu i
obratno. 41.3% studenata je izracunalo to¢no prvu derivaciju i nacrtalo padajucu krivulju;
vecina studenata koji su izraCunali prvu derivaciju je nacrtala padajucu krivulju, ali medu

studentima koji su nacrtali padajucu krivulju 59.4% jest i 40.6% nije izracunalo prvu

Y

26 studenata
nije ponudilo
diskurs

derivaciju.

Slika 5.3.6: Broj studenata s obzirom na diskurzivne elemente koriStene pri opisu toka funkcije u odgovoru na Pitanje 1.1
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Iako su komponente toka funkcije: podrucje definicije, monotonost, asimptote, studenti
odredili 1 istaknuli u prakticnom dijelu, znatno rjede su ih ukljucili u diskurzivni dio rjeSenja
zadatka (Slika 5.3.6). U diskursu su studenti jo§ spomenuli oblik krivulje koja je graf funkcije.
Funkciju su uglavnom opisali strogo padaju¢om ili padaju¢om, a studenti koji su dali
pogresan diskurs:

- interpretirao pogreSno monotonost funkcije iz tablice predznaka funkcije;

- opisao ,,Kako se x poveéava od —o prema 1 vrijednosti funkcije f se povecavaju i teze 1.
Diskurs o padu funkcije su ¢eS¢e proveli studenti koji su izracunali prvu derivaciju funkcije, a
podjednako Cesto studenti koji su nacrtali to¢nu hiperbolu ili padajucu krivulju koja odreduje

pogresnu sliku funkcije.

U diskursu su studenti pisali kako funkcija nije definirana u X =1 ili kako funkcija u tocki 1
ima prekid. Studenti koji su, u opisu toka funkcije, spomenuli oblik dobivene krivulje, nacrtali
su trazenu hiperbolu kojoj su istaknuli obje asimptote, a imenovali su ju parabolom. Jedan
student je prepoznao kako je krivulja hiperbola i dao detaljno obrazlozenje asimptotskog
ponasanja (Slika 5.3.7). Ostali studenti koji su dali diskurs su istaknuli jednadzbe asimptota

krivulje.
Gnrv\i ﬁ"&’“ j(}(\ e ’\"\A?(JV&QOLD\ &kﬁm o.fs'\m\érj(m

’@‘\ %v ?‘(U\VV\(.- x= A (00&30' jl)k\ N»g?- W‘N&W"r
‘Ji?(nsnclm Nvgz_o-é\ MAM 3\15}3\» "“;\f“*““f.?; 'Oi"‘\a ~
év“'\%f'\ QM&‘G\—& ’?g gm\lonc_. ‘3:1.. ( M ?OS\Q\('\
nerN o) 4, {022 )
Slika 5.3.7: Diskurs o asimptotama traZene hiperbole u odgovoru na Pitanje 1.1

Pitanje 1.2

Na pitanje je odgovorilo 46 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljeno je
osam kategorija rjeSenja s obzirom na to koja zadana svojstva funkcije zadovoljava nacrtana
krivulja (Slika 5.3.8).

U kategoriji (i) su ubrojena rjeSenja za koja:
- graficki prikaz je nejasan,
- krivulja ne moze biti graf funkcije i
- krivulja ima samo tocke s negativnim apscisama kojima ordinate mijenjaju predznak jer

je pravac y =2 asimptota.
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1. svojstvo 2. svVojstvo

3. svojstvo m

Slika 5.3.8: Broj rjesenja po kategorijama s obzirom na svojstva funkcije koja zadovoljava nacrtana krivulja u odgovoru na
Pitanje 1.2

U kategoriji (ii) su uglavnom krivulje koje imaju samo tocke s negativnim apscisama i to
horizontalnu asimptotu y =2 i vertikalnu asimptotu X =0. Svi studenti koji nisu neto&no
interpretirali prvo svojstvo nacrtali su krivulju kojoj je os apscisa horizontalna asimptota
odozdo za x — —oo. U Kkategorijama (iii), (vii) i (viii) je pet tipova krivulje, ovisno o
vrijednostima i ponasanju funkcije u nuli i za pozitivne apscise (vidi Tablicu 5.3.4 i Sliku
5.3.10). Posebno se isti¢u krivulje tipa 2, jer dva studenta su umjesto horizontalne asimptote
nacrtali vertikalnu asimptotu X =2 (Slika 5.3.9: A).

U Kkategoriji (iv) jedan student je nacrtao horizontalnu asimptotu y=2 u negativnoj
beskonacnosti i diraliSte na pravcu Yy =2 za pozitivnu apscisu (Slika 5.3.9: C). Drugi student
je nacrtao krivulju koja ima diraliste na praveu Yy =2 za negativnu apscisu, a za nenegativne
argumente je padajuca i poprima negativne vrijednosti (Slika 5.3.9: B). U kategoriji (v) jedan
student je nacrtao pravac y =2 kao generi¢ku tangentu i asimptotu za x — —oo (Slika 5.3.9:
D). Drugi student je nacrtao krivulju tipa 3 koja je za negativne apscise rastuca i negativna. U
kategoriji (vi) jedan student je nacrtao krivulju koja sije¢e svoju horizontalnu asimptotu y = 2
(Slika 5.3.9: E), a drugi je nacrtao padajucu krivulju koja je za sve realne brojeve iznad svoje

horizontalne asimptote y = 2.

Tablica 5.3.4: Broj studenata s obzirom na kategoriju i tip krivulje u odgovoru na Pitanje 1.2

Kategorije za X >0 @) [ () [ @) | (v) [ (v) [ (vi) | Qvii) | (viii) | >
Tip1: f(0)<0, f(X)<2 101 4 | 1|7
Tip2: £(0) <0, lim f(x) =F», f(x) 22 Vx>a 2 1 3
Tip3: f(0)=0, f(x)<2 1 11| 4 |6
Tip 4: 1im f(X)=+4wili—oo, f(X)=2ili<2 2 7 5 |14

x—0"

lim f(x) = +o0, F(x) =2,0 <X, < a, lim f(x) = +oo,

Tip 5 x—0" Xx—>a 5 5
lim f(x) = 40, () > 2li <2, VX > &

X—a

11

w
1
-
N

Ostalo:

Ukupno| 3| 5] 4 12|22 |13] 15 |46
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Od 32 studenta koji su nacrtali horizontalnu asimptotu y=2 za x — +o, 11 nije precizno
istaknuto asimptotsko priblizavanje krivulje pravcu. Medu njima su studenti koji su nacrtali
krivulju koja naizgled dodiruje svoju horizontalnu asimptotu (Slika 5.3.9: F). Neki studenti su
nacrtali krivulju koja ima genericku tangentu i asimptotu (Slika 5.3.9: D). Neki studenti nisu
jasno istaknuli vrijednosti funkcije u nuli kad je krivulja tipa 3 (Slika 5.3.10).

Studenti koji su crtali krivulju tipa 5 su imali najbolji u¢inak. Studenti koji su crtali
krivulje tipa 1, 3 1 4, morali su za pozitivne apscise nacrtati dva lokalna ekstrema, Sto je

uspjesno provelo njih 32.3% (Slika 5.3.10).

lim flx)=2 A

\

/ I\

—

A: Kategorija (iii), tip 2 B: Kategorija (iv)
Vertikalna umjesto horizontalne asimptote Dirali§tena Y =2 za x<0
x -f“\
N :_...N_:i . e /k N, L s
\‘\“.V | // |
L/ |
C.: Kategorija (iv), tip 1 D: Kategorija (v), tip 1
Horizontalna asimptota za x <0 Generi¢ka tangenta i asimptota
 Jm fbd=z. " \\
B s i_',,\;;::—f e
\\ ¥ !
|
‘i\ - - -
E: Kategorija (vi) F: Kategorija (vii), tip 4
Krivulja sijece pravac Krivulja naizgled dodiruje y =2

Slika 5.3.9: Krivulje s tipi¢nim gre$kama provedenog praxisa u odgovoru na Pitanje 1.2
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Tpl—
_-_‘:-__"‘-—‘-—______..

Tip 4

Slika 5.3.10: Rjesenja s obzirom na tip krivulje iz Tablice 5.3.4, koja zadovoljavaju sva zadana svojstva u odgovoru na
Pitanje 1.2

Pitanje 1.3

Na pitanje je odgovorilo 47 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljena su
Cetiri provedena praxisa s obzirom na komponente toka funkcije koje se odreduju ili ispituju:

Pro: Crtanje krivulje s obzirom na odredene, u prosjeku ¢etiri, tocke grafa funkcije.

Psvi: Crtanje krivulje s obzirom na odredene, u prosjeku tri, to¢ke grafa funkcije i
horizontalnu asimptotu funkcije.

Psv2: Crtanje krivulje s obzirom na odredenu toc¢ku grafa funkcije s apscisom 1,
horizontalnu asimptotu i rast funkcije.

Prr: Crtanje krivulje transformacijama grafa funkcije g(x) = 2*.

Jedan student nije nacrtao krivulju i kod tri studenta nije jasno koja je primijenjena tehnika.

Tablica 5.3.5: Broj studenata s obzirom na praxis crtanja grafa funkcije u ovisnosti o broju odredenih to¢aka u odgovoru na

Pitanje 1.3
Broj odredenih toaka T, Broj to¢nih rjeSenja od ukupnog broja
Pto Psv1
2 30d3 1od3
3 40d9 50d7
4 20d?2 30d5
5 lod?2 20d2
6 20d2
8 lodl1
14 lodl1
Ukupno 11 0d 17 14 od 20
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Broj studenata s obzirom na realizaciju pojedinog praxisa nalazi se u Tablici 5.3.6 i broj
studenata s obzirom na ispravnost rjeSenja u ovisnosti o broju odredenih tocaka nalazi se u
Tablici 5.3.5.
Krivulje koje su studenti nacrtali razlikuju se u pet tipova:

Tip 1: Krivulja je omedena odozgo horizontalnom asimptotom Yy =0.7.

Tip 2: Krivulja raste konkavno kroz odgovarajuce tocke bez istaknute mede.

Tip 3: Krivulja raste konkavno i ponasanje za x — +oo Nije dostupno ili odredeno.

Tip 4: Krivulja raste konkavno kroz odgovarajuce tocke i vrijednosti stagniraju kod 0.7

Za X —> +o0.

Tip 5: Krivulja raste konveksno.

3&%«[2“"*0’}

Slika 5.3.11: Krivulja tipa 3 iz praxisa Ptr u odgovoru na Pitanje 1.3
Medu studentima koji su nacrtali krivulju tipa 3 jedan student je pokazao kako ovisne
vrijednosti imaju medu 1 jer ne postoji rjeSenje jednadzbe 0(t) =1. Drugi student je proveo
praxis Prg, ali nije istaknuo transformiranu asimptotu (Slika 5.3.11). Ostali studenti

ponasanje u beskonacnosti nisu prikazali graficki nego opisali diskurzivno (Slika 5.3.12).

Aol
Pheo
| U.S“““ /.'/_‘.a'-_—:—-b,,
" S B
/’.Iﬁ
,l:'

Slika 5.3.12: Krivulja tipa 2 iz praxisa Pto u odgovoru na Pitanje 1.3
Studenti su najcesSée grijesili pri unosenju nultocke ili drugih toc¢aka i izraCunu vrijednosti
funkcije. Takve greSke su napravili studenti koji su nacrtali krivulju tipa 1 (Slika 5.3.13: B) i
krivulju tipa 5 (Slika 5.3.13: C). Neki studenti su to¢no odredili tocke i nacrtali neto¢nu
krivulju tipa 5 (Slika 5.3.13: A) ili pravac. Jedan student koji je nacrtao pogresan graf iz
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praxisa Psyi nacrtao je krivulju kroz to¢no odredene nultoc¢ku i to¢ke s apscisama 0, 1 i 2, ali
s horizontalnom asimptotom y=1. Jedan student, koji je zbog izvrednjavanja nacrtao
pogreSan graf tipa 1 iz praxisa Psyi, racunao je vrijednost 0(x) i prepoznao kako zbog
smanjivanja vrijednosti razlomka vrijedi ,,0(t) ide prema o.7“. Studenti koji su koristili

nepoznatu tehniku crtanja su nacrtali:
- graf padajuce, stalno pozitivne eksponencijalne funkcije,
- u neobiljezenom koordinatnom sustavu krivulju koja raste konkavno od neodredene

nultocke odnosno od pogresno istaknute nultocke.

o Y E Y 1 N N 2 L
] @)| 6.2 |o.ug/o ﬁf/‘E_}/ wcjm 245 [0:535 [o.4335 | 0.LLaC
O . 0. . b
)

N g
——— el N A .
I

{o L/ . /
[ T T B
|
A: Praxis P+, krivulja tipa 5 B: Praxis Psy1, krivulja tipa 1
Pogresan prikaz toCaka Greska pri unosenju nultocke

t=9 olo) = Q7 -2°-3,7 - ?575,?) b= ol )= 33 -bce02
L 1 of D 0,3-g2C- g4s

— 1
b (el 0F - 5= g2-0=0%

i =3 0(3) =971
Led a(é,’;o,'}-{q
3 T
1 ' > \gte) it fareina 94
J A /
— 5+ \\,__ e

C: Praxis Psy, krivulja tipa 1
Greska pri izvrednjavanju

Slika 5.3.13: RjeSenja s tipi¢nim greskama praxisa u odgovoru na Pitanje 1.3

Studenti su kod opisa ponaSanja ovisne vrijednosti isticali monotonost i asimptotsko
ponasanje ovisne vrijednosti. Broj studenata s obzirom na provedeni praxis i ponudeni diskurs
nalazi se u Tablici 5.3.6. Studenti koji su proveli praxis Pro ¢e$¢e su spomenuli diskurs
monotonosti nego asimptotskog ponasanja. Studenti koji su nacrtali krivulju tipa 1 skoro
uvijek su spomenuli diskurs asimptotskog ponaSanja. Asimptotsko ponaSanje je spomenulo
46.2% studenata koji nisu istaknuli horizontalnu asimptotu y =0.7 krivulje. Medu njima su
studenti koji su koristili nepoznatu tehniku i student koji nije nacrtao krivulju, on je prepoznao
kako za promatrane vrijednosti vrijedi 0<o(t) <1 i kako su vrijednosti sve blize broju 0.7.
Medu studentima koji su to¢no nacrtali krivulje 50% ih je istaknulo horizontalnu asimptotu

y =0.7, a 26.7% studenata asimptotsko ponasanje samo u diskursu.
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Samo jedan student ponaSanje ovisnih vrijednosti nije opisao rije¢ima nego je izracunao
limes dane funkcije. Studenti su opisali kako se ovisne vrijednosti povecavaju, rastu ili
eksponencijalno rastu te rastu u pocetku brze potom sporije. Studenti koji su nacrtali to¢nu
krivulju ¢eSc¢e su dali formalniji opis rasta vrijednosti.

Kod opisivanja asimptotskog ponasanja studenti su koristili dinamicki, staticki i kombinirani
pristup opisivanju asimptotskog ponasanja, u broju kako je prikazano na Slici 5.3.14. Kao kod
tumacenja limesa (Cottrill i sur., 1996; Tall, 1992; Tall i Vinner, 1981; Vinner, 1991,
Williams, 1991) dinamicki pristup podrazumijeva kretanje po grafu, promjenu vrijednosti i
op¢enito neki proces. Najvise studenata je koristilo opise poput ,,ne prelaze®, ,,sve su blize*,

M L6

,priblizavaju se* ili ,,ne dostizu“. Manje studenata je koristilo izraze poput ,tezi ili ,,ustaljuje
se*“ ili neku kombinaciju navedenih. Stati¢ki pristup asimptotskom ponasanju zadaje se
odnosom ovisne vrijednosti prema limesu. Studenti koji su koristili stati¢ki pristup ponasanje
ovisne vrijednosti su ¢eS¢e opisali odnosom ,,nije jednako* ili ,,nije veée* nego ,,priblizno
jednako* ili ,,u blizini*.

Tablica 5.3.6: Broj studenata s obzirom na provedeni praxis i ponudeni logos u odgovoru na Pitanje 1.3

Pto|Psvi|Psv2 | Ptr|P? Ukupno

Tip 1/tocno 11 3 |1 15
Tip 2 5 S)

2 |Tip3 6 1 7
S |Tip 4 3 3
Q- | Tip 1/netod. 6 6
Tip 5/neto¢. 4 4
Ostalo/net. 2 |1 4 7

2 Monotonost 121 2 | 0|11 16
2 | Asimptotsko ponaSanje 4 | 3 1 |11 10
—! | Monotonost i asimptotsko ponaSanje| 4 | 13 | 2 | 0 | 2 21
Ukupno|( 20 | 18 | 3 | 2 | 4 47

Medu studentima koji su nacrtali to¢nu krivulju 40% studenata je koristilo dinamicki, 20%
kombinirani 1 13.3% staticki pristup opisivanju asimptotskog ponaSanja. S druge strane 66.7%
studenata koji su koristili dinami¢ki pristup, 75% koji su koristili kombinirani i 80% koji su

koristili staticki je nacrtalo tocnu krivulju.

Slika 5.3.14: Broj studenata s obzirom na opisano asimptotsko ponaSanje vrijednosti u odgovoru na Pitanje 1.3
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Osam studenata je formalno iskazalo ponaSanje ovisne vrijednosti (Tablica 5.3.7). Medu

njima pet studenata je nacrtanoj krivulji istaknulo horizontalnu asimptotu, a dvoje je neto¢no

graficki prikazalo zadanu ovisnost. Jedan od njih je student koji je pogresno istaknuo

horizontalnu asimptotu y =1, opisao je kako se ovisne vrijednosti povecavaju, ali ,,nikad nece

dose¢i 100%“ §to je potkrijepio formalnim zapisom pomocu limesa. Drugi student je

pogresno istaknuo nulto¢ku (vidi Sliku 5.3.13: B). Cetiri studenta su koristila dinami¢ki, dva

studenta kombinirani pristup opisivanju asimptotskog ponasanja i jedan student nije dao drugi

diskurs osim racunanja limesa funkcije u beskonacnosti.

Tablica 5.3.7: Zapisi koje su studenti koristili za opisivanje ponasanja vrijednosti u beskona¢nosti u odgovoru na Pitanje 1.3

Tehnika|Tip krivulje |Zapis ponasanja u beskona¢nosti
Pro |Tip3 0.7 je limes formule kad t — +oo
Pro |Tip3 tIi_)r(rjoo(t) =-.=07
Pro |Tip4 ot)=0.7-[2] =07
Psvi |[Tipl o(t) = 0.7 —[2°'] >0
Povi |Tip 1 0.7—%&0.7—0 0.7
Psvi |Tip1l lim0.7 o t_o7
Psvi | Tip 1 (neto¢no) |Kad t teZi u beskonacnost o(t) = 0.7
Psvi |Ostalo tLIrEO o(t) <1

Pitanje 3.3.c

Na pitanje je odgovorilo 37 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljena su

tri provedena praxisa s obzirom na elemente hiperbole koji se koriste pri crtanju:

Pra: Crtanje krivulje kroz tjemena i uz asimptote.

Ppp: Crtanje krivulje s obzirom na pravokutnik odreden poluosima hiperbole.

Pa: Crtanje krivulje uz asimptote.

Pr7: Crtanje krivulje kroz tjemena i s obzirom na tangente.

PPP

PTT

B Nema rjeSenja
O Netocno rjesenje
B Tocno rjeSenje

Slika 5.3.15: Broj studenata s obzirom na realizirani praxis crtanja hiperbole u odgovoru na Pitanje 3.3
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Praxis Ppp zastupljen je u gimnazijskim udzbenicima i opisan u Poglavlju 5.2.2, dok je praxis
Ptt posljedica zahtjeva odredivanja tangente hiperbole, koji je zadan u Pitanju 3.3 (vidi
Poglavlje 4.2). Broj studenata s obzirom na provedeni praxis i to¢nost rjeSenja nalazi se na
Slici 5.3.15.

Studenti koji su nacrtali pogresnu hiperbolu su grijesili pri odredivanju jednadzbe asimptote,
prikazivanju asimptote u koordinatnom sustavu ili odabiru toc¢ke hiperbole na osi apscisa.
Jedan je nacrtao samo asimptote, a drugi je nacrtao asimptote u neobiljeZenom koordinatnom
sustavu i hiperbolu koja nema asimptotski odnos s pravcima. Student koji je proveo praxis
Pr7 je nacrtao hiperbolu s odgovaraju¢im tjemenima i fokusima te prikazao jednu asimptotu
kao genericku tangentu i asimptotu (Slika 5.3.25: B). Asimptotsko ponaSanje pravca i
hiperbole je jasno grafi¢ki istaknula polovina studenata. Cetvrtina studenata je asimptotu
prikazala tako da drZi konstantnu udaljenost od pravca (Slika 5.3.25: A). Ostali studenti su
odnos pogresno graficki prikazali, dvojica su nacrtali genericku tangentu i asimptotu i jedan

nije nacrtao hiperbolu.
5.3.2. Prakseoloska oprema za odredivanje asimptote funkcije ili krivulje
Pitanje 2.2.b

Na pitanje je odgovorilo 18 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljena su
tri praxisa:
- Cetirl studenta su manipulirali algebarskim izrazom, prepisali formule ili izlucili
koeficijent k;
- devet studenata su opisali algebarski izraz ili njegove ¢lanove;
- pet studenata je dokazalo formule infinitezimalnim ra¢unom.
Sedam studenata je ponudilo nazive koeficijenata k i/ili | pravca. Za k su koristili izraze: nagib
pravca, koeficijent smjera pravca ili vodeéi koeficijent funkcije, a za koeficijent | izraze:
odsjecak na y-osi, slobodni koeficijent ili vrijednost funkcije u nuli. Za koeficijent k jedan
student je napisao da ,,odreduje brzinu "rasta", tj. "pada" asimptote, pa tako i grafa funkcije .
On je jo§ prepoznao kako formula za koeficijent | vrijedi jer f(Xx)—y tezi nuli. Jo§ dvojica
ovih studenata su opisali koeficijente kao koli¢nik odnosno razliku kad se X povecava
odnosno kad x — oo.
Jedan student je pogresno tumacio kako ,,poveéanjem vrijednosti funkcije za argument X i

nee

povecanje argumenta daju "stalan omjer" odnosno ,ako od vrijednosti funkcije u X

oduzimamo samo brzinu promjene pravca, dobivamo “uvijek isti" broj“. Posljednji od
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studenata koji su opisivali algebarske izraze je napisao kako su k i | vrijednosti kojima se

priblizavaju vrijednosti funkcija g(x) = 7 i h(x) = f (x) —kx kad x — oo.

Studenti koji su obrazlozili formule infinitezimalnim racunom su ponudili tri znacajno
razli¢ita dokaza. Dva studenta su zapoceli uvjetom da je pravac kosa asimptota funkcije (vidi
Pitanje 2.2 u Poglavlju 4.2), koristili su svojstva limesa (Barbé i sur., 2005) i uz pretpostavku
da je 1 =0 izveli formulu za k. Iz uvjeta za kosu asimptotu izveli su formulu za |, s tim da su

prepoznali kako je liml =1.

X—»00
Dva studenta su u svome dokazu izjednacili vrijednost funkcije f i ordinatu kose asimptote,
bez obrazloZenja zaSto takav odnos vrijedi. Jedan od njih je u danu formulu za koeficijent k

uvrstio umjesto f ordinatu pravca, iskoristio svojstva limesa i prepoznao kako je

Iim—kXX— =ki Iim|Y =0 Sto potvrduje jednakost. Drugi student je bio precizniji, istaknuo je
¢injenicu da f(x) =kx+1 kad x — 0. Izlucio je koeficijent k iz jednakosti f(x)=kx+I te

pustio limes u beskonacnost. Student je prepoznao kako Iim'7 =0, ali nije limes primijenio

na obje strane jednakosti i nije izveo formulu za koeficijent .

Potvrdu valjanosti danih formula jedan student je proveo na temelju odnosa f(x)—y —0 i

f g,x) — 1, ali nije naveo zbog Cega oni vrijede. Student je u dane formule umjesto k odnosno

X uvrstio odgovarajuce izraze iz jednakosti y =kx-+1 te iskoristio navedene odnose.

Pitanje 2.3.a

Na pitanje je odgovorilo 37 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljena su
tri primijenjena praxisa:

Po: Odredivanje asimptote ocitavanjem s grafickog prikaza funkcije.

Pa: Odredivanje asimptote manipulacijom algebarskog izraza.

Pr: Odredivanje asimptote izvrednjavanjem formule iz diskursa.
I pozvani logosi:

Lpr: Veza podrucja definicije funkcije 1 jednadzbe vertikalne asimptote.

Lr.: PonaSanje funkcije u beskonac¢nosti.

Lra: Formule za koeficijente kose asimptote funkcije.

Lrro: Veza grani¢nog ponasanja racionalne funkcije 1 nepotpunog koli¢nika polinoma.

Broj studenata s obzirom na ispravnost ponudenog rjeSenja, primijenjenu tehniku i

pozvani diskurs nalazi se u Tablici 5.3.8.
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Student koji je koristio neprimjerenu tehniku za odredivanje vertikalne asimptote je tocno

izvrednjavao formule za koeficijente kose asimptote i zapisao kako je y=x vertikalna

asimptota. Ostali studenti koji su ponudili pogresno rjeSenje su pravac Yy =0 imenovali
vertikalnom asimptotom. Neprimjeren logos za vertikalnu asimptotu X =0 dane funkcije koji
je koristio jedan student je formula |im f (x)—a=0.

Loay - O : \
_L;(l ) X=X y=X Je adimptotq

T

A

Slika 5.3.16: Praxis odredivanja jednadZbe asimptote iz pravila pridruzivanja uz logos Lgg,, U odgovoru na Pitanje 2.3.a

Dva studenta su iz logosa Lg., pokazali lim f(x) = lim x + Iim71< = x 1 tri studenta su pokazali

lim f (x) —x =0. Studenti su pored izvrednjavanja formule za koeficijente kose asimptote

ponudili praxis oditavanja iz grafickog prikaza funkcije odnosno odredivanja jednadzbe

asimptote iz pravila pridruzivanja uz 10gos Lgr. (Slika 5.3.16).

Tablica 5.3.8: Broj studenata s obzirom na primijenjeni praxis i logos u odgovoru na Pitanje 2.3.a

Vertikalna asimptota N éma N.etf)crfo x=0 V(?rtlkalna Ukupno
rjeSenja rjeSenje asim. X =0

Nema praxisa 3 3
Neprimjeren praxis 1 1
Pr i neprimjeren logos 1 1
Nepoznata tehnika 1 13 9 23
Po 2 2
Pai Lpr 2 4 1 7
Ukupno 3 4 20 10 37

Kosa asimptota Netocno y =X Kosa_a3|m. Ukupno

rjesenje y=X

Nepoznata tehnika 9 5 14
Po 2 2
Pri LEs 4 1 5
PriLea 1 7 6 14
Pr i Lga i drugi praxis 2 2
Ukupno 1 24 12 37

Pitanje 2.3.b

Na pitanje su odgovorila 32 studenta. Rjesenja koja su ponudili nalaze se u Tablici
5.3.9. Studenti su rijetko pokazivali primijenjenu tehniku, ¢etvero ih je provijerilo rjeSenje

izvrednjavanjem formula za koeficijente kose asimptote iz logosa Lea.
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Tablica 5.3.9: Broj studenata s obzirom na ponudena rjeSenja u odgovoru na Pitanje 2.3.b

Primijenjeni praxis i rjeSenje| P?|Pg i Lgs | Ostalo|Ukupno

Netoc¢no rjesenje 9 - - 9
g(x)=2-f(x) 1 1
g(x) = ax+)1( 5 5
g(x)=f(x)+1 2 2
9(X) = X+-5+3 1 1

Tocno rjesenje 16 3 4 23
0(X) = X+ gx 3] 1 1
g(x) = x+% 3 2 5
9(x) =x+§ 10 2 12
9(x) =x—% NENE

Ukupno | 25 4 3 32

Medu studentima jedan je trazenu krivulju prikazao graficki u danom koordinatnom sustavu
(Slika 5.3.17), jedan je dao obrazlozenje kako je graf funkcije g ,,samo pomaknut
(translatiran) unutar asimptota i jedan je zapisao kako je skup svih funkcija oblika

g(x) =x+&,aeR rjeSenje trazenog zadatka. Ostali studenti nisu dali obrazloZenje.

Slika 5.3.17: Praxis grafi¢kog prikazivanja funkcije koja ima iste asimptote kao zadana funkcija u odgovoru na Pitanje 2.3.b

Pitanje 2.4.c

Na pitanje je odgovorilo 25 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljene su
primijenjene tehnike:

10: Ocitavanje s grafickog prikaza.

1r: lzvrednjavanje algebarskog izraza (formule iz diskursa).

Ta. Manipulacija algebarskim izrazima.

tpp: Dijeljenje polinoma.
I pozvani logos:

Lsp: Svojstva parabole (tjeme, sjeciste ordinata, tjemena formula za jednadzbu).

Lra: Formule za koeficijente asimptotske parabole pomocu limesa.
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Liim: Definicija asimptotske krivulje funkcije pomocu limesa razlike ordinata.

Lrro: Veza grani¢nog ponasanja racionalne funkcije i nepotpunog koli¢nika polinoma.

Broj studenata s obzirom na provedene prakseologije nalazi se u Tablici 5.3.10.

Tablica 5.3.10: Broj studenata s obzirom na provedene prakseologije u odgovoru na Pitanje 2.4.c

Primijenjeni praxis i Nema Ned0V1:§en Netocno Toéno Ukupno

rjeSenja rjeSenja praxis rjeSenje rjeSenje

Ostalo 1 2 1 4

To, TR i Lsp 1 3 4

T0, TA 1 1 4 6

TR i I—FA 4 1 2 7

TR i I—Iim 2 2

TDP | LRFoo 6 6
Ukupno 1 7 4 17 29

Studenti koji su koristili logos Lsp su iz grafickog prikaza odredili tjeme i sjeciSte parabole s

osi ordinata te vrijednosti uvrstili u tjemeni oblik jednadZzbe parabole f (x) =a(x-x,)* +Y,-

Jedan student je koristio pogresnu formulu i k tomu diskutirao kako je rjesenje ,,parabola

y = X(x—2) translatirana za 3 prema dolje po y-osi“. Studenti su ocitavali to¢ke parabole iz

koordinatnog sustava i rjesavali sustav linearnih jednadzbi s tri nepoznanice. Cetiri studenta
koji su proveli dva navedena praxisa su k tomu odredili ili provjerili jednadzbu asimptotske
parabole s obzirom na nepotpuni koli¢nik polinoma u brojniku ili nazivniku odnosno s
obzirom na limes razlike vrijednosti funkcije i asimptotske parabole u beskonac¢nosti. Iako su
svi studenti tocno odredili asimptotsku parabolu s obzirom na nepotpuni koli¢nik polovina ih
je pogrijesila u zadnjem koraku dijeljenja i dobila pogresan ostatak (Slika 5.3.18).

T=(4-3)

/(P(X\ =4 (X\A\l\:) WAL

— aXtequx A1 Xt - 2x
;uk?-hlay_l
$00\=->

Q- 24~2=-3
~ = -y)

Slika 5.3.18: Odredivanje asimptotske parabole tehnikama T 1 ta i prakseologijom tpp i Ly, U 0dgovoru na Pitanje 2.4.c

(xm)eed = X 2x

—)&'54 \2—

I{%(x\: slex -2

Medu ostalim studentima jedan je zapisao jednu tocku parabole, drugi je pravilo pridruzivanja
zapisao u obliku zbroja dva algebarska izraza, bez istaknutog diskursa ili rjeSenja. Studenti su

se jo$ pozivali na limes funkcije u beskonacnosti.
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Slika 5.3.19: Prakseologija izvrednjavanja formula za koeficijente asimptotske parabole u odgovoru na Pitanje 2.4.c

Pitanje 3.1

Na pitanje je odgovorilo 27 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljeno je
kako su studenti izvrednjavali algebarske izraze i manipulirali njima s obzirom na logos:

L;r: Formula za jednadzbu pravca kroz dvije tocke.

Ler: Podudaranje vrijednosti ordinata krivulje i pravce.

Lra: Formule za koeficijente kose asimptote pomocu limesa.

Lr»: Ponasanje funkcije u beskonacnosti (limes funkcije ili grani¢ne vrijednosti pravila

pridruzivanja).

Broj studenata s obzirom na provedene prakseologije nalazi se u Tablici 5.3.11. Jedan student

je zapisao y =kx+I. Studenti su dobili to¢no rjeSenje kad su proveli neprimjeren praxis

izvrednjavanja jednadzbe pravca kroz dvije tocke, gdje su koristili da je za svaki realan broj

sin(4zx)=0. Neprimjerena je prakseologija izvrednjavanja vrijednosti zadane funkcije i

ordinate odabranog pravca u nekim to¢kama zbog diskursa kako je rjeSenje ispravno jer se
vrijednosti podudaraju. Jedan student je prakseologiju koristio za provjeru rjeSenja koje je

dobio drugim praxisom.

Tablica 5.3.11: Broj studenata s obzirom na provedene prakseologije u odgovoru na Pitanje 3.1

Nervna ili ' Nedovr_‘éen Pogre§_an il"(zén(.) Ukupno
netocno rj. praxis praxis rjeSenje
Nije vidljiva tehnika 1 3 4
PR i LJP 2 2
Pri Lpr 4 4
Pri Lfw 1 2 1 4
PriLga 1 2 3 6
Pal Lgso 1 7 8
Ukupno 2 3 5 18 28




Jedini pogresan odgovor na ovo pitanje — kako je jednadzba pravca y =3x—-1+4x, ponudio

je student koji je pri racunanju limesa zadane funkcije u beskonacnosti pogresno vrednovao

sin(4zx)
47X

dana je na Slici 5.3.20. Studenti koji su izvrednjavali formule za koeficijente kose asimptote

=1 kad x —» oo. Ispravna interpretacija limesa zadane funkcije u beskonacnosti

provedeni praxis su pravdali kako se radi o kosoj asimptoti funkcije. Oni koji su pogresno

proveli praxis koeficijent k su racunali iz formule k = lim f (x), a dobili su ispravno rjesenje

jer su pogresno implementirali tehniku racunanja limesa dijeljenjem najve¢om potencijom.
Student koji je ispitivao grani¢ne vrijednosti pravila pridruzivanja, svojstvo da je
sin(4zx) =0 za svaki cijeli broj, pogre$no je interpretirao izjednacavanjem dane funkcije s
izrazom3x -1+ 9.

Studenti koji su ispravno interpretirali grani¢ne vrijednosti pravila pridruZivanja dali su dva
razliita tipa obrazloZenja: (1) pravdanje vrijednosti funkcije neformalnim ili formalnim
infinitezimalnim ra¢unom i (2) opisivanje grafa funkcije s obzirom na transformacije ili

polozaj krivulje u odnosu na pravac.

Sin (l(ﬂﬂ\
L\‘l’"\ %J i O
% N
P )

\ N S‘(\(L‘r\ K) '
5. L;mm (et e | = B

Slika 5.3.20: Prakseologija izvrednjavanja limesa funkcije u beskonaénosti u odgovoru na Pitanje 3.1
. e . o y . sin(4zx) -
Studenti su koristili ograni¢enost funkcije sinus zbog Cega se vrijednost —x—= smanjuje
ili ,,ide u nulu®, pa y =3x—1 aproksimira vrijednosti funkcije, primjerice:

S'—n(?('”—x) ide u nulu kako x — oo pa

,Jer sin postize vrijednosti izmedu —1 1 1 pa
funkcija postize vrijednosti bliske vrijednostima y =3xX—1.“
Drugi studenti su koristili periodi¢nost odnosno titranje sinusoide kako bi utvrdili koji dio
pravila pridruzivanja funkcije odreduje oblik grafa funkcije, a koji njegov polozaj.
Pitanje 3.3.a
Na pitanje je odgovorilo 37 studenata. Skoro svi studenti su ispravno i ocekivano

odredili asimptote hiperbole. Jedan student je osim segmentne jednadzbe odredio i eksplicitnu

jednadzbu hiperbole, a dva studenta su ispravno odredili realnu i imaginarnu poluos hiperbole

no za jednadzbe asimptota odabrali y = i% X.
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5.3.3. Dostupni diskursi objekta znanja asimptota
Pitanje 2.1.a

Na pitanje je odgovorilo 37 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljeno je
kako su studenti asimptotu najces¢e identificirali kao pravac koji ima neki odnos sa grafom
funkcije ili krivuljom. Neki studenti su asimptotu identificirali kao krivulju ili vrijednost i
neki studenti su dali viSe razli¢itih informacija o asimptoti. Broj pojedinih opisa asimptote
koje su ponudili studenti nalazi se u Tablici 5.3.12.

Jedan student je opisao asimptotu kao pravac kojem ,se graf funkcije beskonac¢no
priblizava®“. Dva studenta su razmatrali hiperbolu i njezinu asimptotu, te je jedan od njih
odnos opisao ‘priblizava i ne dodiruje’, a drugi ‘tezi i ne dostiZze, ne sijece’ 1 ‘asimptota
ograni¢ava krivulju’. Jedan student je izri¢ito dozvolio jednakost vrijednosti funkcije i
ordinata asimptote. Nacrtao je eksponencijalnu funkciju i funkciju koja oscilira oko svoje
asimptote (Slika 5.3.21) i zapisao:

,»Pod pojmom asimptota funkcije f podrazumijevam pravac za cije vrijednosti
ordinata vrijedi da se vrijednosti funkcije f u beskona¢nosti sve vise i viSe priblizavaju

(ili su jednake) vrijednostima ordinata tog pravca.*

Sli¢no je jedan student napisao:
»Asimptota je pravac sa svojstvom da udaljenost izmedu tocke na grafu 1 tog pravca

tezi ka nuli 1 postiZe se udaljenost nula u beskonacnosti.*

Tablica 5.3.12: Broj opisa koji su ponudili studenti s obzirom na broj i vrste koristenih obiljeZja u odgovoru na Pitanje 2.1.a

Opis odnosa Krivulje i asimptote: Broj opisa
Krivulja se pribliZzava i ne dodiruje/sije¢e asimptotu. 15
Krivulja se priblizava asimptoti.

Ostalo

Asimptota ograni¢ava krivulju.

Krivulja se pribliZava i1 ne dostiZze asimptotu.

Krivulja dira/sijece/dostize asimptotu u beskonacnosti (i drugo).
Krivulja tezi asimptoti (i drugo).

Udaljenost izmedu asimptote i krivulje teZi nuli.

Asimptota odreduje smjer krivulje.

Krivulja je blizu asimptote (i drugo).

NINWwWW kool

(6]
iy

Ukupno:

Studenti koji su dali jednu izjavu o asimptoti naj¢es¢e su napisali kako se graf funkcije ili
krivulja pravcu priblizava 1 ne dodiruje ga ili ne sijece. 73% studenata je istaknulo kako
krivulja ne dodiruje, ne sijece ili ne dostize asimptotu. Neki studenti su pored opisa asimptote
istaknuli kako asimptote mogu biti vertikalne, horizontalne i kose i kako se ra¢unaju pomocu

limesa. Jedan je student zapisao kako je asimptota ,,pravac kojemu pripadaju sve to¢ke u
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kojima nije definirana neka funkcija®, sto je pogresno. Kad su koristili razli¢ite opise odnosa
asimptote i krivulje studenti su mijenjali objekte, je li asimptota pravac ili vrijednost te odnosi
li se prema krivulji ili vrijednostima funkcije. Neki studenti su kombinirali obiljezja
‘ogranicava’, ‘odreduje smjer’, ‘smanjuje se udaljenost” s obiljezjima ‘priblizava se’, ‘ne

dodiruje’, "dodiruje u beskonacnosti’.

Slika 5.3.21: Graficki prikaz funkcija koje imaju asimptotu u odgovoru na Pitanje 2.1.a

Pitanje 2.1.b

Na pitanje je odgovorilo 37 studenata. Studenti su asimptotu prepoznali unutar domena
geometrije i matematicke analize i njima pripadnih podru¢ja analiticke odnosno diferencijalne
geometrije te funkcije 1 limesa. U samo osam slucajeva su studenti dali hijerarhiju
matematickih sadrzaja, kako je prikazano u Tablici 5.3.13. Studenti su vrlo rijetko spominjali
podruc¢je i domenu unutar kojih se javlja objekt asimptota. Puno ce$¢e su istaknuli temu
krivulje nego funkcije, ali podjednako su spomenuli objekte unutar podruc¢ja geometrije te

algebre i funkcija. Samo dva studenta su asimptotu stavili unutar podrucja infinitezimalnog

racuna.
Tablica 5.3.13: Hijerarhija matematickih sadrzaja u odgovoru na Pitanje 2.1.b

Domena Podrudje Tema Jedinica
1. Geometrija Hiperbola
2. Diferencijalna geometrija Asimptotske krivulje na plohi
3. Analiticka geometrija Odredivanje asimptota krivulja
4. Analiticka geometrija Asimptote hiperbole
5. Matematicka analiza  Funkcija
6. Funkcija Asimptote funkcije
7. Limes Tok funkcije
8. Limes Formula za kosu asimptotu funkcije

Studenti su 64% matematickih konteksta u kojima se javlja asimptota dali samo na
razini jedinice, $to po opsegu odgovara punkt prakseologiji. Studenti su naveli pojmove ili
praxis koji su vezani uz asimptotu. Medu pojmovima na razini jedinice studenti su vise puta
naveli asimptote hiperbole ili funkcije te vrste asimptota. Po dva puta spomenuti su definicija
hiperbole i prekid u domeni funkcije. Najcesée spomenut praxis je crtanje grafa funkcije, a

potom crtanje krivulje, hiperbole 1 racionalne funkcije te odredivanje asimptota funkcije.

113



Studenti su naveli i neke realne funkcije koje povezuju s asimptotom. Najce$ce su spomenuli
racionalnu funkciju, nekoliko puta eksponencijalnu i logaritamsku i jednom trigonometrijske
funkcije.

Tri studenta su pogresno naveli parabolu kao objekt znanja koji se povezuje s asimptotom.
Dva studenta su navela matematicki objekt asimptotske krivulje, jedan od njih je naglasio
kako je to sadrzaj unutar diferencijalne geometrije. Taj student je za asimptotu napisao da je

,pravac ili krivulja koja govori o grani¢nim vrijednostima pojedine funkcije*.
Pitanje 2.2.a

Na pitanje je odgovorilo 29 studenta. Cetiri studenta su obrazlozili kako za kosu

asimptotu funkcije vrijedi Iim( f (X)—kX—|)= 0 jer se radi o ,.,kosom pravcu® ili jer se graf

funkcije priblizava 1 ne sijeCe asimptotu. Pet studenata se pogresno izrazilo u svojim
obrazlozenjima, primjerice:
,Vrijedi za kosu jer mora biti i k i | razliciti od 0 da bi se graf funkcije (limes
funkcije f) priblizavao asimptoti, odnosno teZio 0*
ili
»Zato §to uzimajuéi sve vecu i vecu vrijednost od X vrijedit ¢e da se razlika
vrijednosti funkcije i tog pravca y sve vise i vise pribliZavaju.*
Studenti su jo$ pogresno pisali kako je razlika vrijednosti funkcije 1 ordinate asimptote
minimalna jer se obje vrijednosti povecavaju, kako za sve vrste asimptota vrijedi da je limes
nula i kako funkcija nije definirana u nulto¢kama pravca.
17 studenata koji su dali obrazloZenje tvrdnje iskazali su:
- Udaljenost izmedu krivulje 1 asimptote tezi nuli, jednaka je nuli u beskonacnosti ili
smanjuje se, ali nije nikad jednaka nuli.
- Razlika vrijednosti funkcije i asimptote tezi nuli, jednaka je nuli u beskonacnosti ili
smanjuje se.
- Vrijednosti funkcije 1 asimptote se priblizavaju kad x — o, jednake su u beskonac¢nosti

ili nakon nekog x=a.

Vecéina studenta nije pojasnila kako se dana tvrdnja uklapa u njihovu definiciju
asimptote funkcije ili su dali trivijalne odgovore, poput:
»Ivrdnja odgovara opisu iz odgovora na pitanje 1.a u smislu da se funkcija sve vise
priblizava asimptoti (kako se X povecava).*
Jedanaest studenata koji su dali konkretno pojasnjenje uglavnom su se osvrnuli samo na neki

oblik odnosa asimptote i krivulje koji su naveli ili odnos koji nisu naveli u svom opisu
114



asimptote. Primjerice, student je asimptotu opisao kao pravac kojemu se krivulja pribliZava.
Dao je obrazlozenje oblika: graf funkcije i asimptota se sijeku u beskonacnosti pa kad
x —> oo Vrijednosti f(X) iy su jednake odnosno f(x)—y=0. Studenti su dali druge razli¢ite
uzrocno-posljedi¢ne veze dane tvrdnje i opisa asimptote:

- Graf funkcije dodiruje u beskonacnosti asimptotu, jer je lim(f(x)—y)=0.

- Graf funkcije se priblizava asimptoti, jer se f(Xx)—y smanjuje (2 studenta).

- Kad x-—>oo graf funkcije se pribliZava asimptoti, jer se f(X)—y smanjuje kad
x — oo ili jer je 1m(f(x)—y)=0.

- Kad x —» o vrijedi f(x) =Yy, jer graf funkcije dodiruje u beskonacnosti asimptotu ili
jer se graf funkcije priblizava i dodiruje u beskonacnosti asimptotu.

- Udaljenost izmedu grafa funkcije i asimptote tezi nuli, jer se graf funkcije priblizava i

ne dodiruje asimptotu.

- f(x)—y—0, jer graf funkcije dodiruje u beskonacnosti asimptotu.
- le_r)[lc( f(x)—y)=0, jer se graf funkcije priblizava, ne dodiruje i naizgled dodiruje u
beskonacnosti asimptotu.
Pitanje 2.2.c

Na pitanje je odgovorio 31 student. Dva studenta su ponudila algebarski izraz koji se ne
moze povezati s uvjetom za postojanje vertikalne asimptote i jedan student je samo nacrtao
pravaC x=a u koordinatnom sustavu. Jo§ osam studenata su pored diskursa dali primjer
funkcije koja ima vertikalnu asimptotu, algebarski ili graficki, ili nacrtali pravac x=a U
koordinatnom sustavu. Broj studenata s obzirom na dani relevantni diskurs nalazi se u Tablici
5.3.14.

Studenti su cesce kao uvjet za vertikalnu asimptotu naveli zahtjev na podrucje definicije
funkcije nego vrijednost limesa funkcije. Kod zahtjeva na podrucje definicije studenti su ¢esto
pisali kako ‘funkcija nije definirana u tocki a i a nije u domeni funkcije’. Studenti su dali

odgovore koji su pogresni: lim f(x)=a, lim f (x) =a | takve uvjete koji su dovoljni, ali ne

nuzni za vertikalnu asimptotu: f (x) = ?(())(()) , @ je nultocka funkcije r i funkcija ima prekid u

tocki a. Studenti su najcesce dali takve matematicke situacije koje vrijede u nekim situacijama

kad je pravac x—a Vvertikalna asimptota: funkcija nije definirana u tocki a, lim f (x) = +oo ili
Xx—0"

lim f (x) = +oo-
x—0"
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Tablica 5.3.14: Broj studenata s obzirom na ponudeni diskurs u odgovoru na Pitanje 2.2.c

Uvjet da pravac x=a bude vertikalna asimptota 4
funkcije:
Funkcija nije definirana u tocki a 13
limf(x)=a 4
lim f (x) = o 3
Funkcija ima prekid u tocki a 2
Funkcija nije definirana u to¢ki a i lim f (x) =« 2
f(x)= ?(())(()) , @ je nultocka funkcije r 1
lim f (x) = o0 ili lim f (x) =0 1
Iirg f(x)=a 1
Funkcija nije neprekidna u tocki a 1
Funkcija ima prekid u tocki a 1
»Tocka a mora biti tocka prekida funkcije f (tj. tocka u
kojoj funkcija nije definirana)“ i |im f (x) = a 1
Ukupno| 28

Pitanje 2.4

Na prvo potpitanje je odgovorilo 25 studenata. Matematicki zahtjev da parabola s

jednadzbom y =ax®+bx+c bude asimptotska krivulja funkcije f dvadeset studenata je
iskazalo toéno izrazom lim(f (x)—ax®* —bx—c) =0 ili lim(f(x)—y)=0. Po jedan student je

- zapisao limes samo u pozitivnoj beskonacnosti,

- pogrijesio u predznacima ¢lanova izraza,

- dao formule za koeficijente a i c,

- odredio intervale na kojima je graf funkcije f iznad odnosno ispod svoje asimptotske
krivulje (Slika 5.3.22),

- zapisao kako funkcija f treba biti oblika f (x) = ax® +bx+c+%(%,deg g <degh.

e o mmdios handse el daekin g
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Slika 5.3.22: Pogresan zahtjev da parabola bude asimptotska krivulja funkcije u odgovoru na Pitanje 2.4.a

Na drugo potpitanje su odgovorila 24 studenta. Jedanaest studenata je ponudilo formule

za koeficijente asimptotske parabole iskazane pomocu limesa. Sest studenata su dali to¢ne
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formule za sva tri koeficijenta. Studenti su skoro uvijek dali tocnu formulu za koeficijent a

asimptotske parabole, a = Iim¥ i koeficijent ¢, ¢ = lim(f(x)—ax® —bx) . Pet studenata ili

X—>00

nije ponudilo ili su dali neto¢nu formulu za koeficijent b: p = |imi(xx_) ili b=Ilim f(x)—ax®.

X—>00

Jedan je student dao formule koje ne doprinose odredivanju koeficijenata (Slika 5.3.23).
b (4=t by - ) =0
N

e S o im - b UM K- ¢ =0
\(/i’;km.(' ! Ll h i

L=0; |\u ,@Lx) - X ta bm X = 5)

X3 Ko ¥
Slika 5.3.23: Neprimjerena formula za odredivanje koeficijenata asimptotske parabole funkcije u odgovoru na Pitanje 2.4.b

Ostali studenti su predlozili koristiti algebarsko-analiti¢ki pristup odredivanju koeficijenata
asimptotske parabole. Jedan se poziva na koeficijente nepotpunog koli¢nika polinoma u
brojniku i nazivniku kako je dao u odgovoru na prvo potpitanje. Student koji je u prvom
potpitanju dao formule za koeficijente a i ¢ pomoc¢u limesa, u ovom potpitanju je tumacio
vrijednosti koeficijenata parabole i njezin oblik, primjerice ,,a mora biti ve¢i od 0 (jer je
okrenuo prema gore)“. Student koji je u prvom potpitanju zapisao nejednakosti (Slika 5.3.22)
predlozio je za odredivanje koeficijenata asimptotske parabole uvrstiti konkretne vrijednosti u
dane nejednakosti i rijeSiti dobivene nejednadzbe. Jedan student je zapisao vrijednost dane
funkcije u nuli.

Sest studenata je predlozilo ogitati tri tocke iz grafickog prikaza asimptotske parabole, uvrstiti
ih u jednadzbu parabole y =ax’ +bx+c te rijesiti pripadni sustav tri linearne jednadZbe S tri
nepoznanice. Tri studenta su predlozili ocitati koordinate tjemena i jo$ jedne tocke iz
grafickog prikaza parabole za njezinu tjemenu jednadzbu y =a(x—x,)" +y,. 9dje je (x,, y,)
tjeme parabole.

Iz Tablice 5.3.15 vidi se da predlozeni praxis uspjesno provode uglavnom studenti koji
su predlozili algebarsko-analiticki pristup. Svi studenti koji su dali to¢ne formule pomocu
limesa za koeficijente asimptotske parabole, proveli su predlozeni praxis (Slika 5.3.19).
Vecina studenata koji su proveli praxis razli¢it od predlozenog odredivala je asimptotsku

parabolu iz nepotpunog koli¢nika polinoma u brojniku i nazivniku.
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Tablica 5.3.15: Broj studenata s obzirom na predloZeni (u stupcima) i provedeni (u recima) praxis u odgovoru na Pitanje 2.4

Nema ili Proveden Proveden Toé

Provedeni — 9 Nedovrien , drugi Proveden oeno
PredloZeni neto¢no raxis drugi raxis pred. i drugi | proveden |Ukupno

redloZeni | rjeSenje p praxis Ft)oéno praxis to€no | praxis
Bez 9dgovora ili 10 5 3 15
netocno
Izvrednjavgnje _ 4 4 1% 1 5 12
formula s limesima
Izvrednjavanje
tjemene jednadzbe 1 1 1 3
parabole
Rjesavanje sustava
jednadzbi 3x3 1 1 2 2 6
Odredivanje iz
nepotpunog 1 1
koli¢nika
Ukupno 16 4 7 4 4 6 37

Na posljednje potpitanje je odgovorilo Sest studenata. S obzirom na funkciju

f(x)= g(x)+% dva studenta su vertikalnu asimptotu povezali s nultockom funkcije Q.

Jedan student je zapisao nejednakost deg(h) < deg(q) i limes koji se ne moze jasno povezati s

danim kontekstom. Preostala tri studenta su Kkoristili praxis odredivanja jednadzbe
asimptotske parabole iz nepotpunog kolicnika polinoma u brojniku i1 nazivniku dane

racionalne funkcije 1 dali su obrazloZenja:

1. ,Ako funkciju f mozemo zapisati u obliku f(x):g(x)+%%) pri ¢emu je

st(h) <st(q) tada postaje asimptotska krivulja funkcije f.

Student nije istaknuo §to postaje asimptotska krivulja funkcije f i nije obrazlozio zasto bi
asimptotska krivulja funkcije postojala. Student je kao zahtjev za postojanje asimptotske
parabole naveo nejednakosti.

2. ,,Asimptotska krivulja funkcije f je graf funkcije g.*
Student je istaknuo kako je funkcija g asimptotska krivulja dane funkcije i nije obrazlozio
zaSto to vrijedi. Student je odredivanje jednadzbe iz nepotpunog koli¢nika polinoma u
brojniku i nazivniku koristio kao logos i praxis za asimptotsku parabolu.

3. ,,Dijeljenje polinoma!

Funkcija (racionalna) ima asimptotsku krivulju ako je stupanj polinoma u brojniku veci

od stupnja polinoma u nazivniku.*
Student je ponudeni zapis povezao s dijeljenjem polinoma u brojniku i nazivniku dane
racionalne funkcije. Iskazao je uvjet za postojanje asimptotske krivulje u ovisnosti o stupnju

danih polinoma. Nije obrazlozio zaSto bi tada postajala asimptotska krivulja. Student je za
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odredivanje jednadzbe asimptotske parabole predloZio i proveo praxis izvrednjavanja tjemene
jednadzbe parabole.

Ostali studenti koji su proveli praxis odredivanja jednadzbe asimptotske parabole iz
nepotpunog koli¢nika polinoma u brojniku i nazivniku dane racionalne funkcije nisu dali

odgovor na ovo pitanje.
Pitanje 3.3

Na pitanje je odgovorilo 37 studenata. Pregledom odgovora ispitanika usustavljeno je
kako su studenti izvrednjavali algebarske izraze i manipulirali njima s obzirom na logos:

L,p: Formula za jednadzbu pravca kroz tocku.

Lyp: Skupovi tocaka ravnine s obzirom na polozaj prema hiperboli.

Ltr: Formula za jednadzbu tangente kroz tocku na hiperboli.

Lup: Formula za uvjet dodira pravca i hiperbole.
Broj studenata s obzirom na realizirani praxis i ponudeni diskurs o rjeSenju zadatka nalazi se
u Tablici 5.3.16.

Tablica 5.3.16: Broj studenata s obzirom na realizirani praxis i ponudeni diskurs u odgovoru Pitanje 3.3

Praxis — Drugi . TA i Lsp, Lup
Diskurs | praxgis il Nema rj. | Neto¢no rj.| To¢no rj. Ukupno
Nema 2 6 3 3 4 18
Formula je neprimjerena 1 1
Pravac ne zadovoljava zahtjeve 4 4
RjesSenje nema smisla 2 2
Zahtjev nema smisla 2 2
Pravac je tangenta i asimptota 1 9 10
Ukupno| 3 15 3 3 13 37

Jedan student je ispitao polozaj tocke P u odnosu na hiperbolu i utvrdio da pripada
asimptoti. Nacrtao je proizvoljno tangentu kroz tocku P. Napisao je kako ne poznaje
odgovarajucu tehniku za odredivanje tangente na hiperbolu kroz tocku koja ne lezi na krivulji,

ali pretpostavlja ,,da bi jedna bila jednaka jednadzbi asimptote (Slika 5.3.24). Jedan student

je u jednadzbu pravca kroz to¢ku P uvrstio pogresni koeficijent smjera 22—2 I za rezultat je

dobio jednadzbu asimptote i jedan je pogresno uvrstio jednadzbu pravca kroz tocku P u

jednadzbu hiperbole. Nisu nacrtali dobiveni pravac niti dali obrazloZenje.
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Slika 5.3.24: Hiperbola iz praxisa Py i pogresno prikazanim pravcem kroz tocku P zbog nedostatka odgovarajuceg praxisa,
ali s poznavanjem ispravnog logosa u odgovoru na Pitanje 3.3

Neki studenti koji su koristili logos Lyp hisu dovrsili praxis. Studenti koji su proveli
ovaj praxis nisu uvijek ispitali ili istaknuli polozaj tocke P u koordinatnom sustavu. Studenti
koji su dobili netocno rjesenje pogrijesili su pri rjeSavanju kvadratne jednadzbe. Po jedan od
njih tangentu nije graficki prikazao, prikazao je genericku tangentu (Slika 5.3.25: A) ili

dobiveni pravac pogresno kroz tocku P. Ovi studenti nisu komentirali svoja rjeSenja.
Jedan od studenata koji su ispravno proveli praxis dvojio je o rjeSenju te je pravac Y =712X

graficki prikazao kao genericku tangentu i asimptotu nacrtane hiperbole (Slika 5.3.25: B).

A: Netocna hiperbola iz praxisa Ppp B: Hiperbola iz praxisa Pt
Genericka tangenta zbog pogresnog rjeSenja iz Genericka tangenta i asimptota zbog rjesenja iz
praxisa g i L1t praxisa ta i Ly, Lyp i neprimjerenog logosa

Slika 5.3.25: Graficki prikaz rjeSenja s obzirom na primijenjeni logos Lyp za odredivanje tangente u odgovoru na Pitanje 3.3

Svi studenti koji su izvrednjavali formulu za jednadzbu tangente kroz tocku na hiperboli
su za rjeSenje dobili pravac koji ne prolazi tockom P i nije tangenta zadane hiperbole. Ovi
studenti su Cesto ispitali ili istaknuli polozaj to¢ke P u koordinatnom sustavu. Polovina njih je
nacrtala dobiveni pravac, a neki su pravac pogresno prikazali kroz tocku P (Slika 5.3.28).
Medu studentima koji su komentirali svoje rjeSenje jedan je prikazao tocku P i dobiveni
pravac te prepoznao kako rjeSenje nije ispravno (Slika 5.3.26), jer je zapisao:

»langenta bi se trebala podudarati s asimptotom, ali su na slici paralelne zbog

preskakanja uvjeta dodira pravca i hiperbole.*
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Slika 5.3.26: Hiperbola iz praxisa P, pogresan praxis odredivanja tangente i ispravan logos u odgovoru na Pitanje 3.3

Jedan student je utvrdio kako to¢ka P pripada asimptoti, nije nacrtao pravac jer je prepoznao
kako nije tangenta, buduc¢i da ,,Ne mozemo konstruirati tangentu iz te tocke na hiperbolu®.
Obrazlozenje provedenog praxisa je dalo 11 studenata. Diskursi su se razvijali oko tri
svojstva asimptote odnosno odnosa pravca i hiperbole:
1. Asimptota je tangenta u beskonacno dalekoj tocki hiperbole.
Dva studenta su asimptotu imenovali tangenta u beskonacnosti. Jedan od njih je student koji
je ispitivao polozaj tocke P u odnosu na hiperbolu (Slika 5.3.24). Jos jedan student, koji je
koristio logos Lyp, graficki je prikazao samo asimptote, utvrdio je da se tangenta i asimptota

podudaraju te ¢e pravac ,,negdje u beskonacnosti sje¢i hiperbolu®.

.
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Slika 5.3.27: Hiperbola iz praxisa P, to¢no odredene tangente i ispravan logos u odgovoru na Pitanje 3.3
2. Kroz tocku izvan hiperbole mogu se odrediti dvije tangente na hiperbolu; ako tocka
leZi na asimptoti jedna od tangenti je sama asimptota.

Jedan student koji je koristio logos Lyp podudaranje asimptote i tangente pripisao je razlogu
,,5to je odabrana to¢ka pripadala asimptoti. Student koji je ispitivao polozaj tocke P u odnosu
na hiperbolu, a nije odredio tangente kroz tu tocku je pokazao kako poznaje navedeni diskurs.
Jo§ dva studenta su istaknula da je tangenta kroz danu tocku asimptota bez daljnjeg
obrazlozenja. Medu studentima koji su koristili logos Lyt je student koji je izricito tvrdio da
ne postoji tangenta na hiperbolu iz to¢ke koja se nalazi na asimptoti i tri studenta koji su
utvrdili su kako zbog polozaja tocke P nema smisla odredivati tangentu kroz tu toc¢ku (Slika

5.3.28).
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Slika 5.3.28: Hiperbola iz praxisa P14 i pogre$no prikazanim pravcem kroz tocku P zbog neto¢nog rjeSenja iz praxisa g i Lyt
u odgovoru na Pitanje 3.3

3. Pravac moze istovremeno biti tangenta i asimptota.
Jedan student koji je koristio logos Lyp izri¢ito je iskazao kako ,,pravac krivulji moze
istovremeno biti asimptota i tangenta®, dok drugi student, koji je prikazao genericku tangentu
i asimptotu, dvoji o ispravnosti rjeSenja jer ,,asimptota ne dodiruje hiperbolu, a sad smo
pokazali da je tangenta® (Slika 5.3.25: B). Svojstvo je potvrdio student koji nije zadovoljan

rjeSenjem dobivenim pomocu logosa Lyt (Slika 5.3.26).
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5.4. Stavovi znanstvenika prema objektu znanja asimptota

5.4.1. Definicija i vrijednost objekta znanja asimptota

Intevjuirani znanstvenici su iznijeli slicne stavove o ponudenim opisima asimptote.
Posljednji primjer su izdvojili kao ispravan opis asimptote, ali nisu skloni Kkoristiti ga u
gimnazijskom obrazovanju ili u znanosti. Znanstvenici su primijetili kako studenti asimptotu
cesto opisuju kao pravac kojemu se krivulja priblizava. Prvi znanstvenik je istaknuo kako je
ovaj opis primjeren prije formalnog tumacenja asimptote pomocu limesa.

Znanstvenici su iskazali negativan stav prema ostalim opisima asimptote. Istaknuli su kako je
neprimjereno Koristiti drugi znac¢ajni ili novi pojam pri opisivanju asimptote, primjerice Smjer
krivulje, tangenta, beskona¢no daleka toCka. Prepoznali su kako priljubiti nije precizan,
matematicki izraz. Prema drugom znanstveniku prikladniji je od izraza priblizavati Koji se
koristi u ,,svakodnevnom zivotu® jer zorno opisuje Sto se dogada s asimptotom i krivuljom te
se moze tumaciti ,,kao da se zalijepe [asimptota i krivulja] jedna za drugu*.

Znanstvenici su primijetili kako se zanemaruje proizvoljnost odnosa asimptote i krivulje u
konac¢nosti, primjerice u opisu asimptote kao pravca kojemu se krivulja pribliZzava i nikad ga
ne dodiruje. Drugi znanstvenik je dao istu zamjerku izrazima priblizavati i priljubljivati, sto je
usporedio s pogresnim opisom tangente kao pravca koji ne sijeCe krivulju, ukoliko se ne
istakne kako to vrijedi ,,u epsilon okolini dodirne tocke*.

Definicija asimptote kao tangente krivulje u beskona¢no dalekoj tocki intervjuiranim
znanstvenicima nije bliska i misljenja su da nije znacajna za gimnazijsko obrazovanje. Prvi
znanstvenik je rekao kako je formulacija zbunjujuca jer ,,tangenta mora imati tocku diralista®.
Njemu izraz dodirivati u beskonacnosti nije prihvatljiv jer ,,asimptota nikad ne dodiruje
[krivulju], ona se priblizava [krivulji]*. Drugi znanstvenik je prigovorio kako se vertikalna
asimptota ne uklapa u takvu definiciju jer nije jasno u kojoj bi tocki bila tangenta i kako se
asimptota ,,moze na puno ljepSim primjerima pokazati“. On je utvrdio kako izraz dodirivati u
beskonacnosti u¢enici mogu interpretirati da su asimptota i krivulja blizu ,,na kraju nacrtanog
koordinatnog sustava“. Oba znanstvenika su izraz proizvoljno priblizavati tamacili iskljucivo
pomocu epsilon okolina.

Prvi znanstvenik je tumacio vrijednost asimptote u svojem podrucju interesa kako je
opisano u Primjeru 5.3. Ispricao je dozivljaj kad su ga na znanstvenom seminaru kolege iz
podrucja primijenjene matematike pitali ,,Sto ti promatras tu, kad ti epsilon ide u nuli to - tvoja
cijev ili domena ti ode u crtu?* Znanstvenik je primijetio kako ,,elementarno nerazumijevanje

cijele price” gdje je promatrani parametar jako mali, ali nije jednak nuli, nastaje jer se
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odgovarajuc¢i sadrzaji zanemaruju u gimnazijskom i studijskom obrazovanju. Vise puta je
istaknuo kako je znacajno poznavati I poucavati ponaSanje funkcije u blizini tocke ili u

beskonacnosti, posebno asimptote i asimptotsko ponasanje funkcije.

Primjer 5.3: Prakseologija u asimptoti¢koj analizi ponaSanja toka fluida

U asimptotickoj analizi ponasanja toka fluida promatraju se parcijalne
diferencijalne jednadzbe koje opisuju tok fluida u domenama koje su na neki
nacin tanke. Primjerice, kad se napravi omjer izmedu polumjera cijevi i duljine
cijevi, ako je on mali znaci da je cijev jako dugacka ili jako uska.

Uvodec¢i mali parametar u opis domene i koriStenjem asimptotic¢kih razvoja
dobivaju se asimptotske aproksimacije u terminima tog parametra. Tako
dobivene formule su jednostavnije za izracunati i valjane za odredene vrijednosti
malog parametra Sto se moZe potvrditi teorijskim ocjenama greske.

Prvi znanstvenik je naglasio kako je asimptota kljuéna za ispitivanje toka i crtanje grafa
funkcije. Nije mogao domisliti druge aktivnosti koje bi promovirale razumijevanje
asimptotskog ponasanja i bile prikladne postoje¢em gimnazijskom nastavnom programu.
PredloZio je asimptotsko ponaSanje objasniti pomocu diferencijalnih jednadZbi. Ucenici bi
morali poznavati pojam diferencijalne jednadZbe i provjeriti njezino rjeSenje, ali ne i tehnike

rjeSavanja (vidi Primjer 5.4).

Primjer 5.4: Asimptotsko ponaSanje u rjeSavanju diferencijalne jednadzbe

Zadana je diferencijalna jednadzba f'(x)=-2-f(x)+x. Jedno njezinoé
rjeSenje je f (x) =x—3. RjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe je oblikaé

f(x)=ce ™ +x—3 iono je asimptoticki ekvivalentno funkciji f,.

Drugi znanstvenik je vrijednost asimptote kroz njezinu primjenu naveo kod ocjenjivanja
greske uvijek kada se neSto priblizno racuna, primjerice Taylorov razvoj, Newtonov
interpolacijski polinom ili numericka integracija, te kod odredivanja klase slozenosti
algoritma kako bi se provjerilo je li isplativ prije njegove implementacije. Za primjenu
asimptote u gimnazijskom obrazovanju istaknuo je kako se s jedne strane nekad priblizno
racunao drugi korijen i kako je jednadzba tangente na graf funkcije zapravo aproksimacija
prvog stupnja iz Taylorovog razvoja, a s druge strane kako se u gimnazijskoj nastavi
informatike odreduju klase sloZenosti algoritama pretrazivanja. Znanstvenik je primijetio
kako studenti imaju teskoce pri odredivanju klasa slozenosti algoritma jer ne uvidaju kako se

asimptotika odvija u beskonac¢nosti, nakon nekog n -tog ulaza, stoga sve Sto se dogada u

konacnosti, prije tog n,, nije znacajno.
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Znanstvenici su istaknuli asimptotu kao osnovni pojam u matematickoj analizi, a
asimptotsko ponaSanje kao znacajan znanstveni objekt u primijenjenoj, teorijskoj, numerickoj
matematici, raCunarstvu i teoriji vjerojatnosti te u asimptotickoj analizi kod mehanike fluida i

teorije elasti¢nosti.
5.4.2. Prakseologije vezane uz objekt znanja asimptota
Asimptota i elementarne funkcije

Znanstvenici su kod elementarnih funkcija predlozili istaknuti i prepoznati na grafu
funkcije njezina svojstva, primjerice rast ili pad pogotovo u ovisnosti o nekom koeficijentu u
pravilu pridruzivanja, bijektivnost 1 posljedi¢no postojanje inverzne funkcije, parnost i
neparnost te njihovu veza s oblikom grafa funkcije, podruc¢je definicije, sliku funkcije te
asimptotu kao znacajno svojstvo funkcije. Predlozili su asimptotu ucenicima prezentirati na
grafu funkcije ili iz izracunatih vrijednosti funkcije u blizini neke tocke ili u beskonacnosti,
kako je prvi znanstvenik rekao ,,¢isto da usvoje termin, $to mi zovemo asimptotom*. Istaknuli
su aktivnosti vezane uz ponasSanje vrijednosti elementarnih funkcija kod vertikalne asimptote:

- lzvrednjavati i promatrati vrijednosti logaritamske funkcije kad je argument jako mali,
ali ostaje pozitivan. Ili kad je argument jako mali i ostaje negativan; prvi znanstvenik je
upozorio kako je ovo ,.trik pitanje* koje postavlja studentima.

- Izvrednjavati, tabelirati 1 promatrati vrijednosti racionalne funkcije u blizini tocke
prekida; drugi znanstvenik je upozorio kako su posebice zanimljive one racionalne
funkcije koje mijenjaju predznak s razlicitih strana tocke prekida.

- Utvrditi ponasanje vrijednosti funkcije kotangens u blizini nule uvazavajuéi podrucje

definicije i predznak vrijednosti trigonometrijskih funkcija po kvadrantima u omjeru

ctgx = %; drugi znanstvenik je objasnio ,,[vrijednosti kotangensa u blizini nule] tu

mi je pozitivan, tu mi je negativan, a ve¢ smo naucili ako mi nesto ide blizu nule, a

pozitivno, ide u plus beskonacno®.

Prema misljenju intervjuiranih znanstvenika asimptota se u pocetku ne treba definirati, moze
se opisati neformalno kao pravac kojemu se krivulja priblizava ili motivirati pomocu primjera
iz realnog konteksta (vidi Primjer 5.5).

Drugi znanstvenik je kod eksponencijalne funkcije naglasio vrijednost primjera iz
realnog konteksta za motiviranje eksponencijalne funkcije, njezinog rasta i asimptotskog
ponasanja. Upozorio je kako je teSko nac¢i primjere realnog konteksta kod logaritamske
funkcije, a posebice za asimptotsko ponasanje jer su odgovarajuce vrijednosti negativne.

Predlozio je logaritamsku funkciju i njezinu vertikalnu asimptotu motivirati vezom s
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eksponencijalnom funkcijom i oba znanstvenika su spomenula kako se logaritamska funkcija
moze crtati simetricno grafu eksponencijalne funkcije s obzirom na pravac y=x jer su
funkcije inverzne. Za ostale elementarne funkcije znanstvenici nisu ponudili vezane primjere
realnog konteksta. Drugi znanstvenik je primijetio kako studenti lakSe uoCe i dozive
vertikalnu nego horizontalnu asimptotu, primjerice kod logaritamske i eksponencijalne
funkcije, iako je potonju istaknuo kao znacéajan primjer funkcije koja ima lijevu, a nema desnu
horizontalnu asimptotu. Treba istaknuti kako prvom znanstveniku nazivi lijeva i desna
horizontalna asimptota nisu prihvatljivi. Drugi znanstvenik je predlozio istaknuti neke
funkcije:

- IzraCunati i tabelirati vrijednosti te nacrtati graf racionalne funkcije f zadane s
f(x) =ﬁ i istaknuti njezina svojstva: ima horizontalnu asimptotu, nema nultocku,
parna je i graf je zanimljivog oblika.

- Prepoznati funkciju tangens kao istaknuti primjer funkcije koja je neprekidna na
podrucju definicije, a ne crta se jednim potezom.

- Prepoznati funkciju arkus tangens kao istaknuti primjer funkcije koja je rastuca i ima

dvije horizontalne asimptote.

Primjer 5.5: Raison d'étre horizontalne asimptote eksponencijalne funkcije

Nedugo nakon uzimanja aspirina u krvi bolesnika bilo je 300 miligrama tog lijeka. Ako se

kolicina lijeka u krvi smanjuje tako da je svaka dva sata upola manja, koliko ¢e aspirina biti u
krvi bolesnika nakon 5 sati? (Daki¢ i Elezovi¢, 2007)

Trazena funkcija je A(n) = 30027, Nakon 5 sati kolitina lijeka u krvi bolesnika iznosi
priblizno 53.033 mg.
n(sati) | 0 | 2 | 4 5 6 8 12 17 37 57
A(n) (mg) | 300 | 150 | 75 | ~53.03 | 37.5|18.75 | 4.6875 | ~0.83 | ~810* | ~810~
Moze se promotriti kako nakon 17 sati koli¢ina lijeka padne ispod 1 mg, nakon jednog i
pol dana padne ispod 1 ug, a nakon dva dana (i 9 sati) padne ispod 1 ng. MoZe se tumaciti
kako nakon dva dana lijek izlazi iz organizma, jer su preostale koli¢ine zanemarive.

Asimptote hiperbole

Prvi znanstvenik nije dao prijedlog aktivnosti iz podrucja analiticke geometrije jer se ne
susreCe s odgovarajuéim sadrzajima na kolegijima koje predaje. Drugi znanstvenik je
komentirao hiperbolu kao ,,najljepsi primjer da se vidi §to se tu [s asimptotama krivulje]
dogada“. Istaknuo je znacajnim izvesti jednadzbu asimptote hiperbole kad je poznata
jednadzba hiperbole. Znanstvenik se u danom trenutku nije prisjetio kako to provesti, no
potrebno je odrediti ,koliki mora biti X 1 onda ¢emo vidjeti iz uvjeta pozitivnosti pod

korijenom §to se dogada“ te je napomenuo kako bi razmisljao, izvrednjavao 1 promatrao §to se
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dogada s tockama hiperbole (vidi Poglavlje 5.1). Preporucio je demonstrirati u¢enicima
konstrukciju hiperbole pomocu programa dinamicke geometrije, gdje ,,bi se gledala razlika,
jel kod elipse je zbroj [udaljenosti do fokusa]“. Iznio je stav kako je krivulje drugog reda
najbolje motivirati pomocu presjeka konusa 1 potom predstaviti njihove jednadzbe. Istaknuo
je kako ,,na tom presjeku se ba$ lijepo vidi...asimptotika, jer kazemo imamo beskonac¢ni
konus® (vidi Primjer 5.6). Znanstvenik je iznio jo§ dva vlastita opazanja koja su znacajna,

potrebno je istaknuti i pojasniti kako je krivulja zadana jednadZzbom y =1 hiperbola te voditi

rauna o razli¢itim jednadzbama tangente na hiperbolu u ovisnosti o polozaju to¢ke prema

hiperboli (vidi Poglavlja 4.215.1).

Primjer 5.6: Motivacija hiperbole i asimptote pomocu presjeka konusa

Presjek beskona¢nog konusa ravninom, u ovisnosti o tome prolazi li ona vrhom konusa, moze
biti:

- jedna tocka — vrh konusa - elipsa — ravnina sijece sve izvodnice konusa

- jedan pravac — izvodnica - parabola — ravnina je paralelna jednoj izvodnici konusa
konusa - hiperbola — ravnina je paralelna dvjema izvodnicama

- dva pravca — dvije izvodnice ukr$tenima u vrhu konusa.

ukrStene u vrhu konusa

Asimptote hiperbole, koja je presjek konusa, su pravci koji su ortogonalne projekcije
izvodnica konusa na ravninu krivulje. Tocke ovako zadane hiperbole zadovoljavaju svojstvo
stalnosti razlike udaljenosti do dvaju fiksnih tocaka.

Neka je dan beskonacan konus s vchom O i ravnina o
koja ga sijece po hiperboli. Neka su u konus upisane
sfere koje konus diraju po kruznicama k; odnosno ka,
a ravninu o dodiruju u to¢kama F; odnosno F».

Neka je P tocka hiperbole i neka izvodnica koja
prolazi tockom P sijee kruznice k; i Kk, redom u
tockama M i N.

Jer su PM i PF; tangente na istu sferu kroz to¢ku P
vrijedi |PM|=|PF,| i analogno |PN|=|PF,|. Vrijedi
|PF|—|PF,| =|MN| $to je konstantno za bilo koju

tocku P zbog poloZaja kruznica Ky i kp.
Posebno, neka pravac F;F; sijece hiperbolu u to¢kama
A i B tada za bilo koju to¢ku hiperbole P vrijedi:

||PF1|_|PF2||:|AB|
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Asimptota i nizovi, vjerojatnost

Znanstvenici su se slozili kako je konvergencija niza bliska asimptoti funkcije. Prvi

znanstvenik je rekao kako je ipak ,,najbolje taj pojam asimptote uvesti kod limesa“, dok je

drugi znanstvenik odlucan istaknuti povezanost ta dva pojma i ponudio je aktivnosti:

Izvrednjavati formulu za op¢i ¢lan niza, primjerice a, =a”,|a|<1, promatrati

vrijednosti kad n — oo i utvrditi asimptotsko ponasanje odnosno konvergenciju, pritom

nije potrebno Koristiti niti poznavati formalne pojmove.

Promatrati i diskutirati asimptotsko ponasanje odnosno konvergenciju vrijednosti iz

konkretnih primjera kad se iteracije poveéavaju, poput anegdote o Ahilu i kornjaci ili

pojava koje se ponasaju po pravilu geometrijskog niza.

Ispitivati od kojeg ¢lana niza pocinje zadano ponasanje vrijednosti ¢lanova niza,

posebice udaljenost ¢lanova niza do odredenog broja.

Graficki prikazivati vrijednosti c¢lanova konvergentnog niza 1 usporedivati s

odgovaraju¢om funkcijom i njezinom horizontalnom asimptotom.

Promatrati vrijednosti ¢lanova niza koji ima gomiliSte za utvrdivanje razlike izmedu
n,n je neparan

gomiliSta 1 limesa, primjerice a, :{ .

1 nje paran

Drugi znanstvenik je primijetio kako se aktivnosti u podrucju vjerojatnosti uglavnom

svode na izraCunavanje vjerojatnosti nekog dogadaja koli¢nikom broja povoljnih i1 broja

mogu¢ih dogadaja §to je po njegovom misljenju loSe. Predlozio je neke uobicajene

prakseologije, uz pomo¢ raCunala za generiranje pseudoslucajnih brojeva, upotpuniti

spoznajama koje se mogu povezati s idejom asimptotskog ponasanja, primjerice:

U pokusu bacanja igrace kocke n puta relativne frekvencije elementarnih dogadaja se
priblizavaju vjerojatnostima odgovarajucih ishoda kad se povecava broj ponavljanja
pokusa.

U pokusu bacanja n igra¢ih kocaka vjerojatnost ishoda ,,na svih n kocaka pala je

Sestica“ opada kako se povecava broj kocaka u pokusu.
Asimptota i limes

Znanstvenici su se slozili kako asimptotu funkcije treba formalno definirati kad su

ucenici upoznati s pojmom limesa funkcije, prvi znanstvenik je rekao ,,da se vidi, u krajnjoj

liniji i zas$to smo ga [pojam limesa funkcije] uveli“. On je zauzimao stav kako nije primjereno

u nizim razredima prezentirati asimptotu ,,jer oni se nisu ni upoznali s pojmom limesa®. S

druge strane istaknuo je kako tipi¢ne tehnike racunanja limesa nisu zahtjevne i primjerene su

128



gimnazijskom obrazovanju, posebno izvrednjavanje formula za asimptote, ali nije primjereno
niti potrebno uvoditi epsilon formulaciju. Upozorio je kako je korpus funkcija kojima se moze
odrediti asimptota ogranicen s obzirom na dostupne tehnike racunanja limesa. Ipak, istaknuo
je kako se formule za asimptote mogu valjano demonstrirati na racionalnim funkcijama. Po
njegovom misljenju, ucenicima koji poznaju tehnike deriviranja nije zahtjevno predstaviti
primjenu L'Hospitalovog pravilo za racunanje i1 prepoznavanje neodredenih limesa.
Posljedi¢no, napomenuo je kako bi ucenici mogli odrediti asimptote i nacrtati graf slozenijih
funkcija. Prvi znanstvenik je predlozio jednostrane limese pojasniti pomoc¢u poznatog objekta
vertikalne asimptote, a drugi znanstvenik je predloZio, slicno kao asimptotu, promatrati limes
funkecije iz izraCunatih vrijednosti funkcije.
Znanstvenici su istaknuli primjerenim dati odgovarajuce formule za vertikalnu, horizontalnu i
kosu asimptotu funkcije. Nisu se slozili oko toga treba li formule dati kao gotovo pravilo i
treba li ih pravdati. Ipak, oba su znanstvenika spomenula kako izra¢unavanje i promatranje
koli¢nika vrijednosti racionalne funkcije i argumenta moze koristiti prepoznavanju formule za
koeficijent smjera kose asimptote.
Drugi znanstvenik je istaknuo kako je po izraCunavanju asimptota nuzno grafi¢ki prikazati
funkciju i asimptote ,,da se vidi zasto to tako izgleda i §to se dogada®, inace se racunanje
asimptota svodi ,,Samo operativho idem gledati nekakav limes“. Iznio je stav kako
izraCunavati asimptote nije primjereno za racionalne funkcije koje su koli¢nik dviju linearnih
funkcija, nego za one funkcije za koje ,,intuitivno mozete reci, aha ona mi raste tamo [ali] ne
vidite bas je li ima asimptotu ili nema*.
Znanstvenici su istaknuli neka znac¢ajna svojstva asimptote:

- Ako je racionalna funkcija definirana za sve realne brojeve onda nema vertikalnu

asimptotu.

- Ako funkcija ima konac¢no podrucje definicije onda nema horizontalnu asimptotu.

- Ako funkcija ima obje horizontalne asimptote onda nema kosu asimptotu.

- Ako je stupanj polinoma u brojniku racionalne funkcije za jedan vec¢i od stupnja

polinoma u nazivniku onda funkcija ima kosu asimptotu.

- Razlic¢ite funkcije mogu imati isto asimptotsko ponasanje.
I shodno tome predlozili aktivnosti: prepoznati koje asimptote treba odrediti s obzirom na
podrucje definicije ili pravilo pridruzivanja funkcije te pronaci, odrediti funkciju koja ima

zadane asimptote.
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Crtanje grafa funkcije

Znanstvenici su istaknuli znacajnim poznavati graf temeljnih elementarnih funkcija,

eksponencijalne, logaritamske, racionalne, trigonometrijske funkcije i funkcije apsolutne
vrijednosti. Preferirali su crtati ih transformacijama u odnosu na tehniku crtanja s obzirom na
svojstva prepoznata iz pravila pridruzivanja. Crtanje transformacijama je po njihovom
misljenju najprimjerenije gimnazijskom obrazovanju jer se moze ,vizualizirati®, ucenici
trebaju poznavati samo jedan graf i ,,razmisljati Sto se dogada“. Posebno, drugi znanstvenik je
istaknuo, treba voditi ratuna koja svojstva grafa funkcije se mijenjaju, a koja su oCuvana,
primjerice, horizontalna asimptota se ne mijenja kad se skalira argument funkcije.
Znanstvenici nisu skloni koristiti tehniku crtanja grafa funkcije s obzirom na svojstva funkcije
ispitana infinitezimalnim racunom. Po njihovom misljenju ovu tehniku treba koristiti za
crtanje slozenijih funkcija, drugi znanstvenik je rekao: ,,To je po meni malo prejako oruzje za
nesto Sto, Sto se zna kako izgleda®. Prvi znanstvenik je naveo racunanje limesa, ispitivanje
prve derivacije te konveksnost i konkavnost kao komponente tehnike ispitivanja toka funkcije
i izrazio sumnju kako se takav sloZen sadrZzaj moze korektno prezentirati u gimnazijskom
obrazovanju. Drugi znanstvenik je negodovao kako se vrsta ekstrema provjerava predznakom
vrijednosti druge derivacije, $to nije to¢no i komplicirano je odrediti i izracunavati. Istaknuo
je kako je primjereno ekstreme odrediti izvrednjavanjem prve derivacije i promatranjem
predznaka vrijednosti funkcije u okolini odabrane tocke.
Crtati graf funkcije kroz odgovarajuce tocke u koordinatnom sustavu znanstvenici su ocijenili
neprihvatljivim osim za linearne funkcije, a drugi znanstvenik je istaknuo kako je vrijedno
crtati elementarne funkcije: linearne, kvadratne, racionalne funkcije i polinome s obzirom na
njihova istaknuta svojstva. Napomenuo je kako treba uvaziti odabir jedini¢ne duzine u
koordinatnom sustavu s obzirom na zadanu funkciju koju treba graficki prikazati. Rekao je
kako se ucenici ,,moraju odgojiti tako da oni vide, aha funkcija je parna pa odmah znam da, da
se ne trebam uopce obazirati na negativne X-eve, idem gledati §to se ovdje dogada, pa idem
gledati §to se dogada u beskonacnosti i tako®.

Znanstvenici su istaknuli kako asimptotu treba koristiti za crtanje grafa funkcije; ona se
moze kod elementarnih funkcija odrediti iz pravila pridruZivanja ili kod sloZenijih funkcija
izraCunati pomocu formula za asimptote. Prvi znanstvenik je naglasio kako je pri crtanju grafa
funkcije potrebno staviti crtice koje predstavljaju gdje se krivulja priblizava asimptoti.
Napomenuo je kako je vazno znati s koje strane vertikalne asimptote je krivulja, ali nije
potrebno odrediti s koje strane horizontalne asimptote je krivulja jer se to primijeti iz ostalih

svojstava ispitivanjem toka funkcije. Primijetio je kako studenti imaju teSkoce pri isticanju
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asimptota za graficko prikazivanje funkcije jer ne razlikuju apscisu 1 ordinatu odnosno
argument i vrijednost funkcije. Upozorio je kako ,,na tome treba inzistirati, da to [razliku
izmedu apscise i ordinate, argumenta i vrijednosti funkcije] uhvate®, jer su posljedice teskoce
u razli¢itim matemati¢kim aktivnostima.

Drugi znanstvenik je naveo jo§ aktivnosti iz podrucja planimetrije, stereometrije,
analiticke geometrije, trigonometrije, skupova brojeva, polinoma, diferencijalnog i
integralnog racuna, primjerice odrediti broj rjeSenja neke jednadzbe ocitavanjem s grafickog
prikaza, promatrati ponasanje funkcije sinus u beskonacnosti i utvrditi kako ona nema limes
niti horizontalnu asimptotu, ali ima tangentu koja dodiruje funkciju u beskona¢no mnogo
toCaka, promatrati rotacijska tijela koja imaju konacan volumen i beskona¢nu povrsinu,
izvesti formulu za opseg i povrSinu kruga s obzirom na grani¢ne vrijednosti opsega i povrSine
upisanih ili opisanih poligona, odrediti povrSinu ispod grafa funkcije s obzirom na grani¢ne
vrijednosti ukupne povrSine upisanih ili opisanih trapeza. Druge predloZene aktivnosti se ne
mogu znacajno povezati s objektom znanja asimptota, ali imaju vrijednost za istrazivanja

matemati¢kog obrazovanja druge tematike.
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6. RASPRAVA

IstraZivacko pitanje 1. Koja je epistemoloSka, kulturna i funkcionalna vrijednost

objekta znanja asimptote?

Epistemoloska vrijednost objekta znanja asimptota ocituje se u razliCitim

interpretacijama, definicijama i proSirenjima pojma. Geometrijski, asimptota je obiljezje
krivulje koje je prisutno u matematici od antike. S druge strane, postojanje asimptote je
istaknuto svojstvo nekih elementarnih funkcija i usko vezano uz postojanje limesa funkcije.
Definicije asimptote kao tangente u beskona¢no dalekoj tocki ili kao grani¢nog polozaja
tangente u beskonacnosti tvore zanimljiv presjek znanja iz analiticke, projektivne geometrije,
algebre i matematicke analize, posebice infinitezimalnog racuna. Asimptota kao
karakterizacija graninog ponaSanja funkcije ima znafajna proSirenja u razliitim
matemati¢kim podru¢jima. U diferencijalnoj geometriji razmatraju se asimptotske krivulje, u
matematickoj analizi asimptote prve i druge vrste (Dobbs, 2010, 2011), u primijenjenoj
matematici asimptotsko ponaSanje 1 asimptotski ekvivalentne funkcije, u racunarstvu
asimptotika kroz klase sloZenosti. Neka proSirenja imaju teorijsku, a neka znacajnu prakti¢nu
vrijednost.
U znanosti se promatraju i procjenjuju veli¢ine iz realnih situacija. Primijenjena matematika
nudi 1 trazi alate za rjeSavanje takvih problema, koji ukljucuju izracune, aproksimacije, ocjene
vrijednosti. Asimptotsko ponasSanje i asimptoticka analiza bitan su dio takvih postupaka, na
nacin koji nadilazi temeljno matematicko obrazovanje i opseg ovog istraZzivanja. REM objekta
znanja asimptota za gimnazijsko obrazovanje mora uvaziti takve prakseologije koje ce
omoguciti ispravno tumacenje ideje asimptotskog ponasanja u kasnijem matematickom
obrazovanju.

Funkcionalna vrijednost objekta znanja asimptota proizlazi iz njegove epistemoloske
vrijednosti. Asimptota je vaZan objekt epistemoloskih istraZivanja iz sli€nih razloga kao §to su
istaknuti za koncept tangente u Biza i sur. (2008; 2010). Kao istaknuto svojstvo funkcije
znacajna je pri crtanju grafa funkcije, opisivanju toka funkcije i tumacenju drugih svojstava
funkcije. Asimptota odnosno grani¢no ponaSanje funkcije je zorna interpretacija izracunatih
vrijednosti (odredenih) funkcija 1 diskurs, odnosno smisao, praktiénim aktivnostima
izraCunavanja limesa algebarskog izraza ili dijeljenja polinoma. Diskurs definicije i jednadzbi
asimptota krivulje ili funkcije angaZzira prakseolosku opremu iz razli¢itih matematickih

podrucja i razliCite matemati¢ke reprezentacije objekata.
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IstraZivacko pitanje 2. Kako se asimptota realizira kao objekt znanja za poucavanje u

gimnazijskim udibenicima u RH?

Na skali didakticke odredenosti doseg NOK-a zavrS$ava na razini Domene §to
prakseoloski odgovara slobodi organiziranja regionalnih prakseologija. Podredeni dokument,
Rastere¢eni nastavni program matematike, kojemu odgovara prakseoloska organizacija
promatranih udzbenika, definira 0odgojno-obrazovni proces na svim disciplinarnim razinama
skale. Rastereceni nastavni program matematike je sadrzajno orijentiran i fragmentiran, kako
zadaje punkt-prakseologije. U programu su najzastupljenije teme iz domene Algebra i
funkcije. Propisane obvezne zadace su zahtjevi koji se realiziraju uglavnom prakti¢énim
blokovima i potreba racionalizacije praxisa nije naglasena. Nije predvideno nadogradivanje i
povezivanje prakseologija. Modeliranje situacija izvan matematicke teme odgovaraju¢om
prakseologijom nije znac¢ajno zastupljeno.

U drugom setu udZbenika novo gradivo je uglavnom motivirano zadacima realnog
konteksta. Takve prakseologije se nisu znacajno iskoristile kao raison d'étre objekata znanja.
Prakseologije su u oba udzbenika zastupljene uglavnom prakti¢énim blokom, ¢ak one kojima
je diskurzivna komponenta ocita (primjerice, odrediti broj ¢lanova niza udaljenih od broja za
danu vrijednost ili broj ¢lanova niza izvan nekog intervala, bez konteksta konvergencije ili
limesa niza). Sli¢ni rezultati su pronadeni u Barbé i sur. (2005), Biza (2010), Hardy (2011).
Dostupne potpune prakseologije su uglavhom prepoznavanje svojstava funkcije o¢itavanjem s
grafiCkog prikaza, opisivanje ponaSanja niza ili funkcije u beskonacnosti ili u blizini neke
tocke 1 slicno. U drugom setu udZbenika isti¢e se prakseologija prepoznavanja pravila
pridruZivanja funkcije prikazane graficki s obzirom na njezina svojstva te grafickog
prikazivanja kao diskursa vrijednostima i svojstvima trigonometrijskih funkcija sinus i
kosinus, ali ne funkcija tangens i kotangens.

Svojstva funkcija, te svojstva nizova i uvjet dodira pravca i krivulje u drugom setu udzbenika,
se kao diskurzivne spoznaje koriste uglavnom za manipulacije pri izvrednjavanju sloZenih
algebarskih izraza ili jednadzbi, koji uglavnom nemaju znacajno podrijetlo. Objekti znanja se
uvode bez pravog raison d'étre (primjerice, u prvom setu udzbenika pojam inverzne funkcije
spominje se kod spoznaje o simetri¢nosti grafova 10" i logX, monotonost i omedenost nizova
unaprijed se demonstrira kako bi se potvrdila konvergencija jednog niza, u drugom setu
udzbenika metoda uzastopnih priblizavanja i procedura pridruzivanja na pravcu koriste se za
definiranje logaritamske funkcije). Tvrdnje, formule i pravila su dane kao gotovo pravilo
umjesto kao rezultat prakticne aktivnosti (primjerice, udaljenost toCaka hiperbole do

asimptote tezi nuli), nisu podrzani odgovaraju¢im diskursom (primjerice, formule za
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odredivanje jednadzbi asimptota pomocu limesa, u prvom setu udzbenika jedinstvenost
logaritma kao rjeSenja eksponencijalne jednadzbe i procedura odredivanja broja znamenki
broja velike magnitude, u drugom setu udzbenika logaritam kao rjeSenje eksponencijalne
jednadzbe i uloga koeficijenata u formulama koje opisuju prirodne procese rasta). Nije jasno
Sto predstavlja definiciju odnosno svojstvo objekta znanja (primjerice, logaritam broja i
asimptota hiperbole), Sto je dokaz, provjera (primjerice, u prvom udzbeniku tehnika
aproksimacije vrijednosti potencije s iracionalnim eksponentom za potvrdivanje podrucja
definicije eksponencijalne funkcije te diskurs udaljenosti tocke hiperbole do asimptote koji
prethodi prakti¢noj aktivnosti). Matematicki formalizam je u prvom setu udzbeniku naglasen
kod diskursa limesa niza, koji je u drugom setu udzbenika proveden manje formalno, no sa
znacajnim primjerima i kontraprimjerima pojedinih svojstava nizova, posebice ponasanja
vrijednosti ¢lanova niza u beskonacnosti.

Poznate prakseologije pozivaju se uglavhom za rjeSavanje slozenih jednadzbi i

nejednadzbi, ispitivanje vrijede li jednakosti odnosno nejednakosti, odredivanje broja rjesenja
jednadzbi, u drugom setu udzbenika odredivanje podrucja definicije funkcije ili u prvom setu
udzbenika odredivanje skupa tocaka koje zadovoljavaju jednadzbu. Koriste se tehnike
oCitavanja s grafickog prikaza i ispitivanja toka funkcije s obzirom na vrijednosti prve
derivacije. U zadacima su zastupljene jednadzbe krivulja drugog reda.
Problemi realnog konteksta uglavnom su ve¢ zadani odgovaraju¢im modelom i u prvom setu
udzbenika znatno cCeS¢e se rjeSavaju izraCunavanjem, izvrednjavanjem ili algebarskom
manipulacijom, dok je u drugom setu udZzbenika ponekad potrebno graficko prikazivanje ili
interpretiranje toka funkcije. U drugom setu udzbenika situacije se modeliraju pomocéu
stalnosti kvocijenta, geometrijskim nizom te formulama sloZzenog kamatnog racuna i
neprekinutog ukamacivanja. Kad je potrebno ispitivati tok funkcije onda se poziva samo
prakseologija odredivanja lokalnih ekstrema ili monotonosti ispitivanjem prve derivacije. U
drugom udzbeniku se javlja prakseologija prepoznavanja grani¢ne vrijednosti eksponencijalne
funkcije koja modelira realni kontekst i moze se interpretirati horizontalnom asimptotom.

Asimptota se spominje pri inicijalnom crtanju grafa elementarnih funkcija, osim kod
funkcija tangens i kotangens gdje je vertikalna asimptota znacajna komponenta toka funkcije.
U udZbenicima se graf eksponencijalne i logaritamske funkcije crta povlacenjem krivulje kroz
tocke, funkcije tangens na temelju svojstava funkcije, funkcije kotangens ili kompozicija
funkcija tangens i kotangens s linearnom funkcijom transformacijama temeljnog grafa.
Znacajno udzbenicko gradivo je ispitivanje toka funkcije, koje podrazumijeva provjeravanje

podru¢ja definicije, parnosti, periodi¢nosti, monotonosti, konkavnosti i asimptota. U drugom
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setu udzbenika se pak pri rjeSavanju zadataka inzistira samo na ispitivanju vrijednosti prve
derivacije funkcije te asimptota kod racionalnih funkcija, uz obveznu tablicu toka funkcije.
Navedena tehnika se koristi za crtanje polinoma i racionalnih funkcija. Zadane su racionalne
funkcije s relativno raznolikim vrstama asimptota i odnosom prema njima, ali analiza odnosa
asimptote i funkcije nije sustavno ili opéenito istaknuta.

Za prakseologije dostupne u udzbenicima logos toka funkcije uglavnhom podrazumijeva
svojstva monotonosti i podrucja definicije funkcije. Nije istaknuta veza asimptote s drugim
svojstvima elementarnih funkcija. U drugom setu udzbenika dostupna je prakseologija
opisivanja toka logaritamske funkcije s obzirom na graficki prikaz uz uspostavljanje veze
vertikalne asimptote s podru¢jem definicije funkcije. Spominje se, ali ne diskutira veza

jednadzbe hiperbole i pravila pridruzivanja funkcije f(x) =1/x. Asimptota nije istaknuta kod

drugih relevantnih objekata, primjerice logisticke funkcije ili konvergencije niza. U
udzbenicima se kod elementarnih funkcija asimptota opisuje neformalno. U prvom setu
udzbenika u opisu asimptote koristi se izraz priljubljuje, dok se u drugom setu udzbenika
spominje izraz tangenta u beskonacno dalekoj tocki i stavlja naglasak kako krivulja ne
dodiruje asimptotu.

Asimptota hiperbole je u udzbenicima zastupljena kroz manipulacije jednadzbom
pravca. Diskurs udaljenosti tocaka hiperbole do asimptote, ponasanje vrijednosti koordinata
hiperbole u beskonacnosti ili primjena asimptote za crtanje hiperbole se spominju, ali su
rijetko zastupljeni ili gotovo nikako u drugom setu udzbenika. Ilustracije i diskurs polozaja
pravaca, asimptote i tocaka u odnosu na hiperbolu su nepotpuni. Odgovarajuc¢e formule su
dostupne u drugom setu udzbenika, dok se u prvom setu udzbenika poziva samo
izvrednjavanje sustava jednadzbi. U drugom setu udzbenika isti¢e se problemski zadatak u
kojemu se javlja diskurs asimptote hiperbole kao tangente u beskonac¢nosti kada teorija koja bi
takav diskurs podrzala nije dostupna.

U udzbenickoj jedinici oba seta o limesu funkcije ne spominju se asimptote, primjerice,
kod ilustracije funkcije koja nema limes u tocki prekida jer tezi u beskonacnost nije
imenovana vertikalna asimptota ili u drugom setu udzbenika kod ilustracije egzistencije i
vrijednosti limesa funkcije u beskonacnosti ne spominje se horizontalna asimptota. Pravila
limesa nisu dokazana kako predlazu Barbe i sur. (2005). Naglasak je na praxisu racunanja
limesa algebarskim tehnikama. Tehnika potvrdivanja limesa niza proizlazi iz formalne
definicije limesa dok Swinyard i Larsen (2012) predlazu obrnuto, da iz tehnike potvrdivanja

slijedi diskurzivna spoznaja o formalnoj definiciji.
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Asimptote funkcije su locirane unutar udzbeni¢ke teme oba seta o derivaciji funkcije,
kod udZzbenicke jedinice ispitivanja toka funkcije. U prvom setu udzbenika nudi se vise
informacija o asimptotama, ukljucujuéi formalnu definiciju, formule za odredivanje jednadzbe
asimptota funkcije i prilagodene tehnike odredivanja asimptota racionalnih funkcija. Kod

limesa za jednadzbu vertikalne asimptote lim f (x) = co hije istaknuto podrijetlo argumenta a.

U drugom setu udZzbenika pojedine vrste asimptota identificirane su s tehnikama njihova
odredivanja. Vertikalna asimptota je vezana iskljuc¢ivo uz vrijednost nulto¢ke nazivnika, $to
nije uvijek ispravna tehnika odredivanja asimptote kako je istaknuto u Zeng (2007). U
udzbenickoj jedinici naglasak je na formulama za koeficijente kose asimptote. Podrijetlo

formula za jednadzbe asimptota i veza s definicijom nisu dostupni u udzbenicima.

IstraZivacko pitanje 3. Kako se asimptota realizira kao objekt steCenog znanja

studenata nastavnickih studija matematike u RH?

Kod opisa asimptote ili asimptotskog ponasanja funkcije studenti su koristili neformalne
izraze i Cesto su naglasili kako asimptota i krivulja nemaju zajednickih toc¢aka. Preferirali su
dinamicki pristup opisivanju asimptotskog ponasSanja vrijednosti. Kad su koristili limes
istaknuli su kako se vrijednost smanjuje, tezi nuli, ali nije jednaka nuli. Neki studenti su
asimptotu dozivjeli kao medu, granicu. Kod formalne definicije kose asimptote nisu uskladili
neformalni opis asimptote, udaljenost krivulje i asimptote u algebarsko-analitickom smislu,
njihove grani¢ne vrijednosti ili razliku vrijednosti u smislenu i potpunu izjavu o asimptoti.
Studenti su nerijetko pisali kako se neki odnos funkcije i krivulje ostvaruje u beskonacnosti,
primjerice ,,dodiruje u beskonac¢nosti, iako su rijetko opisali ili prepoznali asimptotu kao
tangentu u beskonacnosti. Znacajno je ispitati Sto studenti podrazumijevaju pod pojmom
smjer krivulje. Taj termin nije prisutan u akademskom znanju, a s obzirom na rezultate

ste¢enog znanja moze se odnositi na odnos funkcija f i g za koje vrijedi lim f (x) = lim g(x) .

Pri opisivanju toka funkcije studenti su ¢eSc¢e naveli svojstvo monotonosti u odnosu na
druga svojstva funkcije. Vertikalnu asimptotu racionalne funkcije su nacrtali neovisno o
istaknutom podruéju definicije funkcije i znatno ¢e$¢e nego horizontalnu asimptotu. S druge
strane, rijetko su ispitivali limes racionalne funkcije u beskonacnosti, ali je svojstvo znacajno
povezano s isticanjem horizontalne asimptote. Pri izvrednjavanju eksponencijalne funkcije
studenti su Cesto prepoznali priblizavanje vrijednosti nekom broju, ali nisu istaknuli njezinu

horizontalnu asimptotu na grafu.
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Veéina studenata je ispravno interpretirala zahtjev lim f(X) =2 horizontalnom asimptotom
X—>+0

y=2. Vazno je kako su ga neki studenti pogre$no interpretirali nacrtavsi vertikalnu

asimptotu x =2, §to moze upucivati na teSko¢e u tumacenju razlike argumenta i vrijednosti
funkcije odnosno apscise i ordinate, kako je istaknuo prvi znanstvenik. Slicnu gresku su
napravili neki studenti kod odredivanja vertikalne asimptote racionalne funkcije zadane
algebarski 1 graficki ili zadavanja uvjeta za vertikalnu asimptotu funkcije. Zahtjev
monotonosti i omedenosti funkcije na otvorenome intervalu su studenti uglavnom ispravno
protumacili i povezali s postojanjem horizontalne asimptote.

Studenti su pokazali teskoce u interpretaciji zahtjeva u zadacima, kad je isti pravac tangenta i
asimptota grafa funkcije ili hiperbole i pribjegavali su razli¢itim neprimjerenim rjeSenjima.
Primjerice, zanemarili su uvjet da pravac bude tangenta pri crtanju grafa funkcije, nisu
diskutirali da je pri odredivanju jednadZzbe tangente hiperbole rezultat jednadzba asimptote
hiperbole ili su crtali genericku tangentu i asimptotu. S druge strane, studenti su napisali kako
je isti pravac tangenta i asimptota hiperbole, ali nije jasno kakvu teoriju tu podrazumijevaju.
Zahtjev crtanja grafa funkcije kojemu je isti pravac tangenta i asimptota su najbolje ostvarili
studenti koji su nacrtali racionalnu funkcije s dvije vertikalne asimptote i razliCitim
horizontalnim asimptotama u negativnoj i pozitivnoj beskonac¢nosti, gdje se tangencijalnost 1
asimptotsko priblizavanje ostvaruju na razlicitim dijelovima istog pravca.

Studenti su Cesto koristili tehniku crtanja grafa funkcije povlacenjem krivulje kroz
odgovarajuce tocke u koordinatnom sustavu. U odnosu na druge primijenjene tehnike crtanje
kroz tocke pokazalo se neucinkovitim. Kod racionalne funkcije nacrtana krivulja nije
odgovarala slici zadane funkcije 1 zanemarena je horizontalna asimptota, a kod
eksponencijalne funkcije pogresno izvrednjavanje rezultiralo je netonom krivuljom. Veéi
broj odredenih tocaka funkcije nije doprinio to¢nosti nacrtane krivulje. Studenti su odredivali
primjerene to¢ke ovisno o zadanoj funkciji (kod racionalne funkcije su odredili nultocku i
odsjecak na ordinati, dok kod eksponencijalne nisu odredili nultocku koja postoji, ali su
odredili odsjeak na ordinati 1 vrijednost za argument 1). Studenti su za crtanje grafa
jednostavne racionalne funkcije Cesto ispitivali vrijednosti prve derivacije, $to je istaknuta
komponenta tehnike dostupne u udzbenicima. Vazno je napomenuti kako su neki studenti
pogresno interpretirali monotonost iz predznaka funkcije umjesto predznaka prve derivacije.
Ispitivanje prve derivacije je u kombinaciji s drugim komponentama toka funkcije uc¢inkovita
tehnika za crtanje grafa funkcije. IstiCu se studenti koji su ispitali podrucje definicije 1 limes

funkcije u beskonacnosti, ispravno istaknuli vertikalnu i horizontalnu asimptotu, ali su nacrtali
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pogresan graf funkcije. Ovo je u skladu sa miSljenjem prvog znanstvenika kako druga
svojstva funkcije, u ovom slu¢aju monotonost, trebaju pomo¢i odredivanju polozaja krivulje u
odnosu na asimptote. Ipak, u danom zadatku treba uvaziti kako se radi 0 pravoj racionalnoj
funkciji koja je kvocijent polinoma prvog stupnja i ocekuje se nacrtati njezin graf
transformacijama temeljnog grafa. Zasebno ispitivanje prve derivacije nije nuzno za crtanje
padajuce krivulje, ali jest dovoljno. Studenti su rijetko crtali graf eksponencijalne funkcije s
obzirom na istaknuta svojstva ili transformacijama temeljnog grafa Sto se pokazalo
uc¢inkovitim tehnikama, u smislu jednostavnosti postupka i to¢nosti dobivenih rjeSenja. Kod
racionalne i eksponencijalne funkcije odredivanje ili prepoznavanje horizontalne asimptote
funkcije znacajno je doprinijelo crtanju tocnog grafa funkcije. Studenti su bili uspjesni u
odredivanju asimptota i crtanju hiperbole, $to su cesto spomenuli medu prakseologijama
vezanim uz asimptotu. Popularna je tehnika crtanja hiperbole koja je istaknuta u udzbenicima.
Studenti nisu uzimali u obzir svojstva funkcije i graf temeljne funkcije, bilo za tehnike crtanja
ili provjeru valjanosti nacrtane krivulje, nisu Kkoristili strukturu algebarskog izraza za
odredivanje asimptota ili za crtanje grafa funkcije transformacijama te nisu precizni pri
grafiCkom prikazivanju asimptotskog pribliZavanja ili ponasanja funkcije u beskonacnosti.
Sli¢ni rezultati su pronadeni u Zarhouti i sur. (2014).

Studenti su se, sli¢no kao kod Williams (1991), pouzdali u o€itavanje informacija s grafickog
prikaza, ukljuc¢ujuc¢i jednadzbe asimptota. Studenti su asimptotu ¢esto odredivali uvjezbanim
praxisom izvrednjavanja formula za koeficijente pravca pomocu limesa. Kod nerutinskih
zahtjeva pribjegavali su postupcima algebarsko-analitickog umjesto infinitezimalnog pristupa.
Dostupan je, ali podzastupljen praxis ispitivanja granicnog ponaSanja funkcije
izvrednjavanjem limesa u beskonacnosti ili interpretiranjem vrijednosti algebarskog izraza,
posebno s obzirom na nepotpuni kolicnik. Takav praxis se ce$¢e javljao u netipi¢nim
zadacima, kod odredivanja asimptotske parabole ili asimptote oscilirajuce funkcije. Studenti
su cCesto koristili pogreSan zapis kad bi iskazivali jednakost ponasanja funkcija u
beskonacnosti.

Za asimptotsku parabolu kao generalizaciju pojma asimptote izvrednjavanje formula pomocu
limesa se pokazalo kao najmanje ucinkovita tehnika odredivanja jednadzbe asimptotske
parabole. Odredivanje asimptotske parabole iz nepotpunog koli¢nika je rijetko prepoznato kao
odgovarajuca tehnika za odredivanje asimptotske parabole, ali se primjenjuje relativno ¢esto
kao jednostavna, efikasna i dostupna alternativa. S druge strane, studenti su unato¢ pogre$no
provedenom praxisu odredivanja asimptote oscilirajué¢e funkcije prilagodili svoje rjeSenje do

to¢nog rezultata, mozda svjesni grani¢nih vrijednosti pravila pridruzivanja funkcije. Rijetko

138



su dali diskurs, tada su ispravno opisali vrijednosti izraza, ¢e$¢e neformalnim nego formalnim
infinitezimalnim racunom. Dostupan je diskurs polozaja grafa funkcije u odnosu na pravac
koji je asimptota, Sto se moze povezati s ponudenim opisom asimptote kao pravca koji
odreduje smjer krivulje.

Studenti nisu skloni primijeniti limes u nepoznatim matemati¢kim situacijama, za
odredivanje ponasanja funkcije u beskonacnosti ili kao diskurs rjeSenja, primjerice za
opisivanje asimptotskog ponasanja vrijednosti. Rijetko su koristili limes kako bi dali uvjet
postojanja vertikalne asimptote ili formule za koeficijente asimptotske parabole, a kad jesu
¢ine to pogresno. Poistovjetili su postojanje vertikalne asimptote s izuzimanjem vrijednosti iz
podrucja definicije funkcije te slicno kao kod znanja za poucavanje zanemareni su primjeri
funkcija koje imaju uklonjivi prekid. Studenti nisu uvazili razli¢ite vrste prekida funkcije.

Studenti su koristili praxis odredivanja jednadzbe tangente hiperbole kroz zadanu tocku,
koji je uobicajen prema znanju za poucavanje, iako su utvrdili kako je neprimjeren u danoj
situaciji. Zbog ocito pogresnog rezultata, studenti su dvojili o rjeSenju i postavljenom zadatku,
ali ne i primijenjenom praxisu, slicno kao u Hardy (2009, 2011). Nisu svjesni logosa skupova
tocaka u odnosu na polozaj prema hiperboli i broja tangenti kroz tocke, $to je naglasio drugi
znanstvenik.

Studenti su rijetko ponudili diskurs o matemati¢kim objektima, bilo zbog nedostatka
potrebnog logosa i praxisa ili nedostatka navike diskurzivnog podrzavanja matematickih
aktivnosti, slicno kao kod Mok (1999). Uglavnom su dali trivijalna umjesto formalnih
obrazloZenja I pri tom nisu konzistentni niti matematicki korektni, primjerice kod formula za
koeficijente kose asimptote. Matematicke alate nisu Koristili spretno niti korektno. Studenti su
bili uspjesniji 1 ¢eS¢e su provodili iskljuc¢ivo prakti¢ne aktivnosti te su sigurniji 1 to¢niji kad
koriste analiticko-algebarski pristup. Koristili su neprimjereni praxis u naizgled rutinskim
zadacima, a kod nerutinskih zadataka pribjegavali su tipi¢nim rjeSenjima, slicno kao u Hardy
(2009, 2011), ali i tehnikama koje su efikasnije od tipi¢nih.

IstraZivacko pitanje 4. Koji su uvjeti i ogranicenja na realizaciju REM-a za objekt
znanja asimptote u gimnazijskom obrazovanju u RH?

U ovom istrazivanju kod reprezentanata steCenog znanja i znanja za poucavanje fokus je
na pojedina¢nim matematickim problemima, objekti znanja se ne povezuju i ne nadograduju.
Asimptota, prakseologije i objekti znanja su identificirani sa sli¢nim znacajkama zbog Cega je

evidentno kako su studenti optereceni srednjoSkolskim obrazovanjem. Polazni REM je
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uglavnom potvrden rezultatima prakseoloske analize udzbenika, upitnika sa studentima
nastavni¢kog studija matematike ili intervjua sa znanstvenicima.
Prakseologije izvrednjavanja i crtanja grafa funkcije su znacajne i dostupne U znanju za
poucavanje, ali nepotpune i nepovezane s drugim objektima znanja. Misljenja znanstvenika i
prakseologije koje su ponudili studenti ukazali su kako je potrebno naglasiti sva svojstva
funkcije i1 grafa funkcije u diskurzivnom bloku ovih prakseologija. 1zvrednjavanje funkcije ili
algebarskog izraza za argumente blizu ruba domene funkcije ili velike magnitude nije
dostupno ili je rijetko zastupljeno u znanju za poucavanje. Rezultati ste€enog znanja su
pokazali kako je prakseologija iskoristiva i znanstvenici su iskazali misljenje kako moze
doprinijeti interpretiranju asimptotskog ponaSanja ili prepoznavanju formula za asimptote
hiperbole. U skladu s rezultatima u Zarhouti i sur. (2014) izvrednjavanje i aproksimacija moze
doprinijeti preciznosti grafickog prikazivanja asimptotskog ponaSanja krivulje ili grafa
funkcije.
Asimptota je intuitivno blizak pojam studentima, ali u skladu s komentarima znanstvenika,
zanemarena je proizvoljnost odnosa asimptote i krivulje u konacnosti. Podrijetlo
neprimjerenog diskursa je u upotrebi kolokvijalnog izraza priblizavati, naglaSavanju odnosa
‘asimptota ne sijece krivulju” kod elementarnih funkcija i nedostatka raznolikih primjera
asimptotskog ponasanja u udZbenicima. lzraz priljubljivati nije primjeren za opisivanje
asimptote jer ima specifi¢nu interpretaciju u kontekstu odnosa krivulje i njezine tangente.
Tehnike crtanja grafa funkcije dostupne kod reprezentanata znanja za poucavanje i
steCenog znanja odstupaju od predloZzenog REM-a. Rezultati steCenog znanja i stavovi
ispitanih znanstvenika su prilozeni u korist tehnika naglasenih u REM-u. Transformacije i
uvazavanje istaknutih svojstava elementarnih funkcija pri crtanju grafova su primjerene,
ucinkovite tehnike i zahtijevaju razumijevanje. Sukladno znanju za pouc¢avanje izvrednjavanje
funkcije i crtanje grafa po odgovaraju¢im tockama predvideni su za inicijalno upoznavanje
funkcionalne ovisnosti odredenog tipa i trebaju imati raison d'étre, podrijetlo iz realnog
konteksta, kako je predlozio drugi znanstvenik, a dostupno je u drugom setu udzbenika,.
Dijeljenje polinoma nije dijelom aktualnog nastavnog programa gimnazijskog
obrazovanja. Legitimitet ovog praxisa za odredivanje asimptota racionalnih funkcija dobiven
je od rezultata epistemoloskih istrazivanja i steCenog znanja. Prakseologije su alternativa
prijedlogu prvog znanstvenika za uvodenje diferencijalnih jednadzbi kako bi se objasnilo
asimptotsko ponasanje funkcija, daju raison d'étre tehnici dijeljenja polinoma i mogu se

pravdati angaziranjem prakseologija infinitezimalnog racuna.
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Znanje za poucavanje odstupa od polaznog REM-a i stavova znanstvenika pri
formalnom uvodenju asimptote u sljede¢im aspektima:

1. asimptota je sadrzana u udzbenickoj jedinici ispitivanja toka funkcije umjesto u

udzbenickoj jedinici limesa 1 granicnog ponasanja funkcije,

2. formule za jednadzbe asimptota funkcije su dane kao gotovo pravilo.
Opisana nedosljednost se javila u rezultatima ste¢enog znanja kod popisivanja prakseologija
vezanih uz asimptotu i kod neprimjerenog tumacenja spomenutih formula.
Nedostatak diskursa praxisu izvrednjavanja limesa algebarskih izraza i nedostatak primjene
limesa za rjeSavanje problema realnog i matematickog konteksta prisutan je u znanju za
poucavanje, posljedi¢no u rezultatima steCenog znanja na §to i upozorava drugi znanstvenik.
Prijedlog prvog znanstvenika o ukljuc¢ivanju L'Hospitalovog pravila u znanje za poucavanje
nije primjeren REM-u jer se fokus opet prebacuje na praxis izracunavanja. Vrijednosti
nedostupnih limesa mogu se odrediti pozivanjem drugih prakseologija, odnosno kako je prvi
znanstvenik istaknuo, iz ostalih svojstava funkcije.
Objekt znanja asimptote je diskurzivno odreden objektom znanja limesa. Rezultati steCenog
znanja su pokazali kako studenti imaju sli¢ne teskoce i miskoncepcije u realizaciji asimptote
kao objekta znanja kakve su prepoznate u prethodnim istrazivanjima limesa — nedostiznost,
dinamicki pristup te da vrijednosti funkcije i asimptote ne mogu biti jednake. Nadalje,
epistemoloska istrazivanja 1 znanstveni izvori pokazuju kako prevladava interpretacija
asimptote kao pravca kojemu se krivulja priblizava i ne dostize (Roh, 2008; Williams, 1991).

Slicnost pojmova konvergencije i asimptote nije dijelom znanja za poucavanje niti
steCenog znanja, ali ju znanstvenici isticu kao znafajnu poveznicu. Drugi znanstvenik je
podrzao realizaciju prakseologija kako je predlozeno u polaznom REM-u. Nadalje,
asimptotsko ponasanje vrijednosti u vjerojatnosnim pokusima, §to je drugi znanstvenik
predlozio implementirati, nije dijelom polaznog REM-a jer odgovarajuci nastavni sadrzaj nije
aktualan u nastavnom programu gimnazijskog obrazovanja.

Izvrednjavanje jednadzbe hiperbole 1 crtanje hiperbole su dostupni u znanju za
poucavanje i odgovaraju znacajkama danima u REM-u, ali su izrazito zanemareni u odnosu
na algebarsku manipulaciju i izvrednjavanje jednadzbi geometrijskih objekata i formula bez
istaknutog diskursa. Zanemaren je diskurs o skupovima tocaka i broju tangenti kroz tocku s
obzirom na njezin polozaj prema hiperboli u udzbenicima i posljedi¢no neprimjerene
prakseologije su se javile kod reprezentanata stecenog znanja. Drugi znanstvenik je podrzao
prakseologije predlozene u REM-u, posebice izvrednjavanje jednadzbe hiperbole i asimptote

ili konstrukciju hiperbole za utvrdivanje odnosa hiperbole i njezinih asimptota. Prijedlog
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znanstvenika o demonstriranju hiperbole 1 njezinih asimptota na presjeku konusa moze
posluziti kao motivacija za definiciju objekta znanja, ali prednost ima realni kontekst koji daje
raison d'étre novom objektu znanja.

Tangenta krivulje u beskonac¢noj tocki je objekt znanja koji je izgubio najvise izvornog
znacenja pri didaktic¢koj transpoziciji. Oba znanstvenika ovome pojmu nisu dali vrijednost niti
ga smatraju poucljivim. Treba istaknuti kako ispitanim znanstvenicima geometrija nije
podrucje znanstvenog niti nastavnog interesa. Studentima je diskurs nepoznat, ali blizak jer
nerijetko koriste sli¢ne, odgovarajuce izraze za opisivanje asimptote. S druge strane, u
udzbeniku drugog seta se spominje takva definicija asimptote u kontekstu eksponencijalne i
logaritamske funkcije te poziva takav diskurs u prakseologiji odredivanja tangenti na
hiperbolu kroz zadanu tocku. Objekt znanja pripada REM-u jer je zna¢ajan kao komponenta
diskursa o asimptoti hiperbole i1 jer se za potvrdivanje i obrazlaganje diskursa angaziraju

prakseologije razli¢ite naravi i iz razli¢itih podrucja.
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7. ZAKLJUCCI

Relacije Ry(p,A), Rs(p,A) i Ru(p,A) su interpretirane s obzirom na analizu udzbenika,
upitnike sa studentima 1 intervju sa znanstvenicima. Rezultati provedenog istrazivanja
pokazuju kako polazni referentni epistemoloski model, u ve¢oj mjeri, primjereno i valjano
opisuje perspektivu realizacije objekta znanja asimptota u gimnazijskom obrazovanju u
Republici Hrvatskoj. Iznijet ¢e se doprinosi rada sa stajaliSta poucavanog znanja, znanja za
poucavanje i kKorpusa epistemoloskih istrazivanja.

U prvom sluc¢aju, predlazu se takve intervencije u nastavi matematike koje se mogu
ostvariti u sadasnjem kontekstu gimnazijskog matematickog obrazovanja. To znaci da
uvazavaju stanje relacije Ry(p,A), uskladene su s relacijom Ru(p,A) i REM-om te mogu
pospjesiti razvoj relacije Rs(p,A). Stoga se predlaze:

(1) Kod elementarnih funkcija, praxis izraCunavanja vrijednosti funkcije treba upotpuniti
grafickim prikazom i logosom toka funkcije. Sva znacajna globalna svojstva funkcije
(podrucje definicije, tocke prekida, monotonost, omedenost, ponasanje u beskonacnosti,
asimptote, parnost, periodi¢nost, simetri¢nost, injektivnost, surjektivnost, kompozicija,
inverz) treba izgraditi, interpretirati i primjenjivati u algebarskoj, grafickoj i numeric¢koj
reprezentaciji, opisivati ih u realnom i formalnom kontekstu te povezati s lokalnim svojstvima
funkcije (limes u tocki 1 u beskonacnosti, neprekidnost 1 derivabilnost).

(2) Zarazvijanje logosa svojstava i toka elementarnih funkcija vazno je uspostaviti odnose
medu pojedinim svojstvima funkcije. Primjerice, za pojam asimptote je zna¢ajno horizontalnu
asimptotu povezati sa stagnacijom ili stabilizacijom vrijednosti te limesom funkcije u
beskonacnosti; postojanje vertikalne asimptote suprotstaviti uklonjivim prekidima i sli¢no.

(3) Kao dio praxisa, asimptota se moze primijeniti pri crtanju grafa funkcije ili krivulje te
kako bi se odredile vrijednosti funkcije za argumente blizu ruba domene ili velike magnitude
odnosno koordinate tocCaka krivulje velikih magnituda. Ispravno graficko prikazivanje
asimptotskog ponasanja moze biti potaknuto postojanim izvrednjavanjem funkcije za
argumente sve blize tocki prekida 0dnosno sve vece magnitude.

(4) Za razvijanje logosa asimptote potrebno je asimptotu neformalno opisati kod grafa i
vrijednosti elementarnih funkcija. lzraz priblizavati je primjeren za takav diskurs, ali nije
potrebno naglasavati obiljezje ,,ne dodiruje krivulju® i onda kada je ispravno u danom
kontekstu. Prelazak s neformalnog na formalni opis asimptota pomocéu limesa nije
jednostavan. lzgradnji formalnog diskursa mogu doprinijeti prakseologije grafickog
prikazivanja krivulje 1 asimptote, izvrednjavanja ordinate toCaka krivulje i asimptote za istu

apscisu te odredivanja udaljenosti tocaka krivulje do njezine asimptote, kad tocka krivulje tezi
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u beskonacnost.

(5) U podru¢ju Analiticka geometrija, za logos asimptote hiperbole potrebno je uspostaviti
jasnu poveznicu izmedu jednadzbe asimptote hiperbole, vrijednosti koordinata tocaka
hiperbole kad se tocka hiperbole udaljava od ishodista i grafi¢kog prikaza hiperbole i njezine
asimptote.

U drugom slucaju, isticu se komponente REM-a koje se mogu implementirati u
obrazovnom sustavu uz odgovaraju¢u potporu noosfere. To su takve intervencije koje streme
razvijanju relacije Ry(p,A) kako bi bila uskladena s REM-om i relacijom Ry(p,A) i imaju
uporiSte u trenutnom stanju relacije Rs(p,A). Osim prijedloga navedenih u prethodnom
odlomku, ovdje se istice:

(6) Korpus funkcija koje se izvrednjavaju ili prikazuju graficki treba biti raznolik, imati
znacajno, matematicko 1ili realno, podrijetlo te pozivati i implementirati diskurs ponasanja
vrijednosti funkcije. Utvrdena svojstva funkcije treba koristiti za graficko prikazivanje
elementarnih funkcija. Posebno je znacajno odabrati tehniku i koristiti svojstva koja su
najprimjerenija za danu funkciju. Ispitivanje toka funkcije alatima infinitezimalnog racuna za
prakseologiju grafickog prikazivanja i druge zadatke, treba biti predstavljeno kao tehnika
primjerena sloZenijim funkcijama.

(7) Kod infinitezimalnog racuna, potrebno je praxisu izracunavanja limesa funkcija i
algebarskih izraza pridruziti diskurzivne komponente. Primjerice, ispravna formalna definicija
vertikalne asimptote moze biti posljedica izvrednjavanja limesa i grafickog prikazivanja
racionalnih funkcija s razli¢itim vrstama prekida. Potrebno je dati raison d'étre prakseologiji
odredivanja limesa. U tom pogledu, formule za jednadzbe asimptota je primjereno dokazati u
gimnazijskom obrazovanju. Nadalje, istrazivanje ponasSanja dvaju funkcija, izvrednjavanje,
graficko prikazivanje i ispitivanje limesa funkcije (razlike, kvocijenta ili drugo) moze pomoci
razumijevanju asimptotskog ponasanja i opcenito 0dnosa medu funkcijama. Primjerice,

odrediti formulu za koeficijent b asimptotske parabole y = ax” +bx +c racionalne funkcije.

(8) Za razvijanje logosa o odnosu asimptote i krivulje, moze Se U nizim razredima
gimnazijskog obrazovanja osloniti na crtanje grafa i izvrednjavanje netipi¢nih i razlicitih
funkcija kako bi se demonstrirali moguéi odnosi asimptote i krivulje. Nadalje, izvrednjavanje
nizova i razli¢ita ponasanja vrijednosti konvergentnih nizova mogu doprinijeti razumijevanju
asimptotskog ponaSanja funkcija i krivulja.
(9) U podruc¢ju Funkcija, tehnika odredivanja asimptota racionalnih funkcija s obzirom na
nepotpuni koli¢nik polinoma u brojniku i nazivniku funkcije je ucinkovita i korisna. Moze
dati smisao praxisu crtanja grafa funkcije transformacijama, praxisu dijeljenja polinoma te
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potaknuti diskurs neformalnog infinitezimalnog racuna i dati raison d'étre pojmu
polinomijalnih asimptota ili asimptotskog ponasanja funkcija.

(10) U udzbenicima je potrebno prebaciti naglasak s izvrednjavanja, izraCunavanja i
manipuliranja sloZzenim algebarskim izrazima 1 jednadzbama na graficko prikazivanje,
angaziranje svojstava funkcije, interpretaciju vrijednosti i toka funkcije ili krivulje. Korisno je
smanjiti broj instanci jednostavnih, izoliranih, prakti¢nih i nepovezanih punkt-prakseologija
slaganjem sveobuhvatnih, povezanih, lokalnih prakseologija koje ispituju sva svojstva,
pregledavaju sve mogucnosti 1 iskoriStavaju sve primjene jednog matematickog objekta
znanja.

Konaéno, doprinosi ovog rada za korpus epistemoloskih istrazivanja matematickog
obrazovanja su viSestruki. Po prvi puta su utvrdeni uvjeti i ograni¢enja realizacije
matematickih objekata znanja u kontekstu vanjske transpozicije prema gimnazijskom
obrazovanju u Republici Hrvatskoj. Implikacije za nastavnu praksu su ve¢ navedene.
Referentni epistemoloski model nije potvrden, niti opovrgnut, za prakseologije unutar
podrucja Analiticka geometrija. Ustanovljena su odstupanja relacije Ruy(p,A) od REM-a i
ispitani znanstvenici nisu pruZzili odgovaraju¢a akademska znanja. Analiti¢ka geometrija je
prikladno podrucje za istrazivanje i potvrdivanje razlicitih definicija objekta znanja asimptota,
koje su pronadene u literaturi. Jednadzba asimptote se moze pravdati neformalnim i
formalnim infinitezimalnim ra¢unom s obzirom na (1) udaljenost tocaka hiperbole do pravca,
(2) eksplicitni izraz za ordinatu tocke hiperbole ili (3) jednadzbu tangente u tocki hiperbole
kad apscisa toCke tezi u beskonacnost. Nadalje, interpretacija asimptote kao tangente u
beskonacnosti upotpunjuje logos o broju tangenti na koniku kroz tocku izvan konike, koji je
zastupljen u znanju za poucavanje. Te komponente nisu uklonjene iz REM-a jer u relaciji
Rs(p,A) postoji naznaka kako su ostvarivi. Potrebno ih je dalje propitati i vrednovati od strane
znanstvenika koji mogu pruziti relevantne informacije u tom matematickom podrucju,
primjerice geometara, te u kontekstu sveuciliSnog obrazovanja nastavnika matematike.

Sukladno prethodnim istrazivanjima matematickog obrazovanja, potvrdeno je kako se
prakseoloSka oprema studenata nastavnickog studija matematike uvelike slaze s
prakseoloSkom organizacijom udZbenika odnosno realizacijom znanja za poucavanje u
srednjoSkolskom obrazovanju. Osim toga, analizirani udzbenici imaju sli¢ne karakteristike
kakve su prepoznate u prethodnim istrazivanja, a koje ometaju razvijanje matematickog
znanja: nedostatak odgovarajuceg logosa ili praxisa objekta znanja, naglasavanje prakti¢nih
aktivnosti 1/ili zanemarivanje diskurzivnih aktivnosti, nemoguénost povezivanja i

usustavljivanja prakseologija te nepoznavanje raison d'étre objekta znanja.
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Daljnja analiza steCenog znanja studenata iz perspektive drugih teorijskih okvira i s fokusom
na druge objekte znanja treba biti usmjerena na razlicite reprezentacije matematickog objekta
znanja (jeziCna, tabli¢na, simboli¢ka, numericka, graficka, algebarska i druge reprezentacije),
razli¢ite perspektive o pojmovima funkcija, graf i svojstva funkcije (perspektiva po tockama,
lokalna 1 globalna perspektiva) te izgradnju formalnog matematickog diskursa.

Za doprinos teorijskom okviru pokazalo se kako je prakseoloska analiza prikladan
metodoloski alat za istrazivanja matematickog obrazovanja jer omogucuje ispitivanje i
opisivanje kada (na temelju kojih zadataka), Sto (kojim postupcima), kako (zasto je takav
postupak primjeren) i zasto (koja je teorijska potpora tog postupka) pojedinac ili institucija
¢ini u svakoj komponenti obrazovnog sustava.

Asimptota i asimptotsko ponasanje je takav objekt znanja koji se moze iskoristiti za
razvijanje matematickog diskursa obrazlaganjem prakticnih aktivnosti ili formalnim
pravdanjem rjeSenja zadataka, tehnika 1 teorijskih sadrzaja te za povezivanje relevantnih
prakseologija razli¢itog podrijetla. S obzirom na manjak diskursa u odgovorima studenata
nuzno je takve aktivnosti poticati ve¢ u srednjoskolskom obrazovanju. Sustav koji obuhvaca i
utjeGe na nastavnu praksu potrebno je, jednako kao aktere obrazovanja, stalno pratiti,
podvrgavati istraZzivanju i vrednovati kako bi se pravovremeno uocile poteSkoce i aktivirale
neophodne promjene. Promjene u obrazovanju se moraju dogadati na razini drustva, ali kako
bi bile uspjesne moraju biti temeljene na empirijski vrednovanim intervencijama unutar

udionice.
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