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U viSecesti¢nim kvantnim sustavima cestice medudjeluju i stvaraju korelacije
zbog kojih ne mogu biti opisane nezavisno jedna od druge. Kao posljedica
toga valna funkcija sustava je objekt koji sadrzi veliku koli¢inu informacija i
u vecini slucajeva nemoguce ju je egzaktno ili analiticki odrediti. Proucavanje
korelacija u kontekstu jako medudjelujuéih jednodimezionalnih (1D) bozonskih
sustava je zanimljivo jer u tom rezimu mozemo egzaktno odrediti viSecesti¢nu
valnu funkciju primjenom Fermi-Bose (FB) mapiranja. FB mapiranje je u
osnovi modela kojeg je Marvin Girardeau predlozio 1960. godine tzv. Tonks-
Girardeau (TG) plin: jednodimenzionalni bozonski plin gdje bozoni medud-
jeluju jakim odbojnim kontaktnim interakcijama. Model TG plina eksperimen-
talno je realiziran 2004. godine s atomima rubidija zatocenim u uske atomske
valovode i predmet je daljnjih eksperimentalnih istrazivanja. Nas je cilj prouca-
vanje korelacija u TG plinu kroz formalizam jednocesti¢ne matrice gustoce.
Jednocesti¢na matrica gustoc¢e medu ostalim sadrzi i informacije o raspodjeli
impulsa koja se moze mjeriti u eksperimentima. Istrazivali smo korelacije u
tzv. tamnim solitonskim pobudenjima TG plina te odredili karakteristi¢an
potpis tih korelacija u raspodjeli impulsa, $to moze biti od vaznosti pri eksper-
imentalnoj detekciji takvih stanja. Uz TG plin, FB mapiranje je 2007. godine
primjenjeno za egazktni opis mjeSavine bozona i spin polariziranih fermiona u
1D. Izveli smo formulu za jednocesti¢nu matricu gustoce osnovnog stanja takve

mjesavine te istrazili korelacije i raspodjelu impulsa mjesavine u potencijalu



dvostruke jame. Zbog egzaktnosti, ovi sustavi su pogodni za ispitivanje sta-
bilnosti dinamike viSecesti¢ne valne funkcije na male perturbacije u razli¢itim
rezimima medudjelovanja. U tu svrhu, istrazivali smo utjecaj malog prostornog
Suma na neravnoteznu dinamiku 1D bozonskih plinova, u rezimu slabih i jakih
medudjelovanja, koriste¢i koncept Loschmidtove jeke, poznate i kao kvantna
vjernost. Primjenili smo te koncepte i na istrazivanje zapinjanja. Nasi rezul-
tati su u skladu sa nedavno izvrSenim eksperimentima o zapinjanju atoma u

1D jako medudjeluju¢im bozonskim plinovima.
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In quantum many-body systems interactions between particles create corre-
lations and particles can not be described independently. As a consequence the
wave function of the system is a complicated object holding a large amount
of information and in most cases it is not possible to obtain it exactly or
analytically. Studying correlations in the context of strongly interacting one-
dimensional (1D) systems is interesting because in this regime we can exactly
determine many particle wave function through Fermi-Bose (FB) mapping.
FB mapping is in the essence of a Tonks Girardeau (TG) gas proposed in
1960, a theoretical model of 1D Bose gas with strongly repulsive contact in-
teractions between particles. TG gas is experimentally realized in 2004 with
rubidium atoms confined in tight atomic wave-guides and it is still a topic of
experimental studies. Our goal is the study of correlations in TG gas through
the formalism of the single particle density matrix. Single particle density
matrix, among other important observable’s, contains information about the
momentum distribution which can be measured in experiments. We explored
correlations in dark soliton-like excitations of the TG gas and found that these
correlations give rise to a specific form of the momentum distribution which
can be used to experimentally detect these states. In addition to the TG gas,
FB mapping was used to construct exact wave functions of 1D Bose-Fermi
mixtures (fermions are spin polarized). We derived the formula for the single
particle density matrix of the mixture and used it to study correlations and
momentum distribution of the mixture in the ground state of double well po-
tential. Due to integrability, these systems are convenient to study stability to
perturbations of many-body quantum states in different interaction regimes.

We explored stability of non-equilibrium dynamics of 1D interacting Bose gases



with respect to small spatial noise potential using the concept of Loschmidt
echo (quantum fidelity). We used this concept to explore the pinning quantum
phase transition. We found that the ground state fidelity and the Loschmidt
echo can be used for diagnostics of the pinning quantum phase transition in

experimentally relevant conditions.
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Poglavlje 1

Uvod

Jednodimenzionalni (1D) bozonski plinovi vazni su za razumijevanje kvant-
nih viSecesti¢nih sustava. Rastuéi interes u istrazivanju teorijskih 1D mod-
ela, koje su prvi uveli Girardeau [1]| te Lieb i Liniger [2], velikim dijelom je
potaknut eksperimentalnim napretkom u realizaciji ovih modela sa ultrahlad-
nim atomskim plinovima [3]. U eksperimentima, hladenjem su atomima zam-
rznuti transverzalni stupnjevi slobode u uskim atomskim valovodima tako da
njihovo gibanje postaje efektivno jednodimenzionalno. Ovi sustavi opisani su
Lieb-Liniger (LL) modelom, odnosno sustavom identi¢nih bozonskih ¢estica u
1D sa kontaktnim medudjelovanjem proizvoljne jakosti [2]. U limesu slabog
medudjelovanja LL model mozemo opisati Gross-Pitaevskii (GP) teorijom [4].
U limesu jakog medudjelovanja, LL plin se priblizava Tonks-Girardeau (TQG)
rezimu neprobojnih bozona [1|; TG rezim moze se posti¢i na vrlo niskim tem-
peraturama, malim linearnim gusto¢ama i sa jakim (1D) medudjelovanjem
[5, 6]. TG plin je realiziran u eksperimentima [7, 8, 9]. Danasnjim se eksperi-
mentima mogu istrazivati korelacije i koherencija 1D bozonskih plinova u ve-
likom rasponu rezima medudjelovanja, od slabo-medudjeluju¢eg GP rezima do
jako-medudjelujuceg TG rezima. Ultrahladni atomski plinovi dobro su izoli-
rani od okoline pa im je vrijeme dekoherencije dovoljno dugo da se kvantne
korelacije mogu mjeriti i nakon nekog vremena karakteristi¢nog za dinamiku

sustava.

Disertacija je organizirana kako sljedi. U uvodnom dijelu éemo proé¢i u
kratkim crtama kroz eksperimentalne tehnike hladenja i zato¢enja neutralnih

atoma, te opisati kako u eksperimentima izgledaju sustavi koje mi istrazujemo.



Opisat ¢emo i medudjelovanje neutralnih atoma u ultrahladnim plinovima i na
kraju uvodnog dijela uvesti teorijski model kojima opisujemo jednodimenzion-
alne medudjelujué¢e bozonske plinove. Zatim ¢emo se u poglavlju 2 upoznati sa
reduciranom jednocesticnom matricom gustoce i opservablama koje su u njoj
sadrzane. U poglavlju 3 ¢emo primjeniti Pezerov i Buljanov algoritam za racu-
nanje jednocesti¢ne matrice gustoée Tonks-Girardeau (TG) plina i analizirati
"tamna solitonska" pobudenja u TG plinu. U poglavlju 4 é¢emo analizirati
svojstva osnovnog stanja jako-medudjelujuée mjesavine bozona i fermiona u
1D. Izvesti ¢emo formulu koja omogucava efikasno racunanje jednocesti¢ne
matrice gustoce fermionske komponente mjeSavine u proizvoljnom vanjskom
potencijalu. Analizirat ¢emo osnovno stanje mjeSavine u vanjskom potenci-
jalu dvostruke jame. U poglavlju 5 ¢emo iskoristiti koncept Loschmidtove
jeke (kvantne vjernosti) da bi ispitali stabilnost dinamike visecesti¢nih valnih
funkcija 1D bozonskih plinova na male perturbacije u rezimu jakog i slabog
medudjelovanja. U poglavlju 6 ¢emo istraziti zapinjanje atoma u 1D bozon-
skom plinu, tzv. "pinning" kvantni fazni prijelaz, koriste¢i vjernost osnovnog

stanja i Loschmidtovu jeku kao dijagnosticke alate.

1.1 Eksperimentalna realizacija

Rad prezentiran u ovoj disertaciji je teorijski pa se ne¢emo upustati u iscrpno
opisivanje eksperimentalnih tehnika hladenja i zatocenja atomskih para, ali
moramo naglasiti neke kljuc¢ne ideje i koncepte u pozadini tih tehnika, jer
eksperimetalna realizacija i jest razlog zbog kojeg je ovo podrucje aktualno i
svjeze.

Danas su eksperimentalci u moguénosti zatociti i hladiti pojedine atome i
manje atomske ansamble sa nevjerojatnom preciznos¢u. Do toga je dovelo viSe
od tri desetlje¢a razvoja tehnika zatocenja i hladenja atoma koriStenjem laser-
skih i magnetskih polja, za detaljniji uvid pogledati npr. reference [10, 11].
Veliki napredak je uc¢injen 1995 god. sa realizacijom prvog Bose-Einstein kon-
denzata (BEC) u tri nezavisna laboratorija [12, 13, 14]. U tim eksperimentima
BEC je ostvaren u 3D zamkama. U kratkim crtama ¢emo opisati principe u
pozadini tih eksperimenata.

Atomi se hlade pomocu lasera tako Sto apsorbiraju fotone iz laserskog snopa



i zatim ih emitiraju u nasumic¢nim smjerovima, tako da postoji ukupni trans-
fer impulsa izmedu atoma i fotona. Frekvencija lasera je pomaknuta prema
crvenom u odnosu na frekvenciju koju moze apsorbirati atom, tako da atomi
koji se gibaju prema izvoru lasera vide Doppler-pomaknutu frekvenciju koja
je u rezonanciji sa atomskim prijelazom. Tako vecéu vjerojatnost apsorpcije
fotona imaju atomi koji se gibaju prema izvoru, prilikom apsorpcije fotoni
atomima predaju impuls pa atomi usporavaju. Emisija fotona je nasumicna,
tako da nakon mnogo takvih ciklusa ukupni efekt je smanjenje impulsa atoma
u smjeru duz kojeg djeluje laser. Ako koristimo Sest laserskih snopova po-
maknutih prema crvenom (po dva suprotno usmjerena lasera duz x, y i z
osi) mozemo smanjiti impuls atoma u svim smjerovima. Nakon §to se apsor-
pcijom fotona smanji brzina atoma, atom viSe nije u rezonanciji sa laserom,
apsorpcija se dogada manje ucestalo, ali jednako iz svih smjerova i zajedno sa
spontanom emisijom vodi na nasumic¢no gibanje odnosno zagrijavanje atoma.
Lasersko hladenje moze posti¢i impresivno niske temperature (77 ~ 100pK),
ali ne dovoljne za postizanje BEC-a. To je u vrlo kratkim crtama princip
laserskog hladenja (za temeljiti pregled pogledati reference [10, 11]). Nakon
laserskog hladenja, ukljucuju se magnetske zamke u kojima se atomi dalje
hlade tehnikom hladenja isparavnjem (od engleskog evaporative cooling) do

temperatura na kojima se postize BEC [10, 11].

Zamke opcenito mogu biti magnetske, opticke i kombinacija tzv. magneto-
opticke zamke (MOT). Magnetske zamke baziraju se na medudjelovanju ukupnog
spina atoma i vanjskog nehomogenog magnetskog polja. Ako je ukupni elek-
tronski angularni moment J, a nuklearni spin 7, onda je ukupni spin atoma
F = I+ J. Na primjer za slu¢aj 5Rb imamo J = 1/2, [ = 3/2i F = 1
ili /' = 2. Ako uzmemo da je magnetsko polje B usmjereno duz z-osi, onda
ovisno o polarizaciji mp (svojstvena vrijednost od F},) atomi zele do¢i u po-
druc¢je manjeg ili veceg intenziteta magnetskog polja da bi dosli u stanje nize
potencijalne energije. Posto staticko magnetsko polje ne moze imati maksi-
mum u vakuumu, zbog V2B? > 0, magnetske zamke rade sa tzv. stanjima
koja traze niske intenzitete polja (low field seeking states). Prednost magnet-
skih zamki je Sto nema zagrijavanja apsorpcijom i emisijom fotona. BEC se
postize u magnetskim zamkama tako Sto se snizavanjem rubova zamke dopusta
atomima s viSom energijom da pobjegnu iz zamke, tzv. hladenje isparavan-

jem [10]. Razli¢ite konfiguracije magnetskih zamki su opisane u referencama

3



[10, 11].

U eksperimentima |3, 7, 8, 9] prvo se u magnetskim zamkama ostvari BEC,
zatim se BEC ispresjeca laserskim zrakama tj. ukljuce se opticke zamke da bi
se atomi zatocili u razli¢ite geometrije (1D, 2D ili 3D). Opticke zamke do-
bijemo tako sto dvije laserske zrake usmjerimo u suprotnim smjerovima, npr.
duz x-osi, tako da se formira stojni val. Elektri¢no polje E(x, t) tog stojnog
vala inducira dipolne momente na neutralnim atomima ovisno o njihovoj po-
larizabilnosti a(w), gdje je w frekvencija lasera. Dipolni momenti interagiraju

sa elektri¢nim poljem koje ih je induciralo i atomi efektivno osje¢aju potencijal
V(z) = —a(w)E2(z,1)/2,

gdje je uzet vremenski prosjek kvadrata elektricnog polja, jer je njegova vre-
menska varijacija mnogo brza od frekvencije atomskog gibanja. Zbog efek-
tivnog potencijala atomi osjec¢aju silu, koja ¢e ovisiti o prostornoj distribuciji
intenziteta elektri¢nog polja i frekvenciji lasera. Ako polarizabilnosti a(w) do-
minira samo jedna rezonantna frekvencija wg (Sto bi bio slu¢aj kod atoma sa
samo dvije energijske razine), odbojna ili privla¢na narav sile ¢e ovisiti o po-
maku frekvencije lasera u odnosu na tu rezonantnu frekvenciju, 6 = w — wg.
Za § > 0 (pomak prema plavom) atomi ¢e osjecati silu koja ih tjera u podrucje
manjeg intenziteta (odbojna sila). Za pomak prema crvenom § < 0, atomi
osjecaju silu koja ih tjera u podrudje veceg intenziteta (privlac¢na sila). Op-
ticke zamke nude mnoge prednosti pred magnetskim zamkama, npr. kod njih
zatocCenje nije ograni¢eno na specificna spinska stanja atoma i mogu se koristiti
za zatocCenje spinskih mjeSavina, moguce je i dodatno mjenjati vanjsko mag-
netsko polje u kojem se nalazi opticka zamka te tako mjenjati interakcije medu
atomima koriste¢i tzv. Feshbachove rezonance [15|. Dodavanjem parova laser-
skih snopova duz y i z osi formira se 3D opticki potencijal tzv. opticka resetka.
Koristec¢i opticke resetke mogu se formirati jednodimenzionalne (1D), dvodi-
menzionalne (2D) i trodimenzionalne (3D) konfiguracije, tako $to mjenjamo

fazu i intenzitet pojedinih laserskih zraka.

Centralna tema ove disertacije su 1D bozonski plinovi. Naravno ne mozemo
atome staviti u 1D kao $to su npr. biseri nanizani na niti ogrilice ili kuglice
abacusa na 7zici, zato ¢emo opisati u kojem smislu su atomi efektivno ogranic¢eni

na 1D gibanje u eksperimentalnim realizacijama [3, 7, 8, 9]. Opticke zamke
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Slika 1.1: a) Superponiranjem stojnih valova duz y i z osi nastaje 2D opticka
reSetka koja se sastoji od 1D tuba u kojima su zatoceni atomi. b) Nakon
formiranja tuba ukljucuje se opticka resetka duz x-osi ¢ime se poveca efektivna
mase i atomi ulaze u jako medudjeluju¢i rezim. c¢) Slika atomskog oblaka
16ms nakon §to se iskljuce svi potencijali zatoCenja, tzv. time-off-flight slika.
Iz podrudja izmedu bijelih crta na slici ¢) je izra¢unata prosje¢na raspodjela
impulsa duz z-osi, prikazana na slici d). Preuzeto iz eksperimenta [8|.

mogu formirati veliki broj cijevi, tuba, u koje su smjesteni atomi. Slika 1.1
pokazuje rezultate eksperimenta Parades et al |8|, kao primjer efektivnih 1D
bozonskih sustava koje istrazujemo. Uzimamo da su tube polozene duz x-osi.

U pojedinoj tubi atomi osje¢aju efektivni 3D potencijal
U(r) =V(z)+ Vi(y, 2), (1.1)

gdje je Vi (y,2) = mw?(y* + 2%)/2 potencijal zatotenja atoma u okomitom
smjeru, a V(z) = mw2a?/2 je potencijal zatotenja duz tube |7, 8, 9, 5. Sto
je bolje ispunjeno w; > w, atomi su viSe ograniCeni na gibanje duz x-osi,
tj sustav je vise 1D. Ukoliko je temperatura takva da je kT < hw,, gdje
je kp Boltzmanova konstanta, i ukoliko je E;,; < hw,, gdje je Ej,; energija

interakcije po Cestici, tad su svi atomi u osnovnom stanju ¢g(y, z) okomitog

>



potencijala V| (y, z) i uzimamo da je valna funkcija N medudjeluju¢ih bozona

N
Cp(f, ... v t) = Uplan,. . ant) [ | dolys, 2ist). (1.2)

i=1

Vigecestitna valna funkcija (1.2) opisuje atome koji se mogu gibati duz z-osi,
dok im je u okomitom smjeru gibanje ograni¢eno na oscilacije nulte tocke.

Valna funkcija
‘IJB(xlv"-axNat> (13)

¢e ovisiti o medudjelovanju atoma. Centralna tema ove disertacije je odrediti
korelacije i opservable sadrzane u valnoj funkeiji (1.3) u rezimu jakog odbojnog
kontaktnog medudjelovanja tzv. Tonks-Girardeau (TG) plinu. Manji dio dis-
ertacije ¢e biti posveéen usporedbi TG rezima i slabo medudjelujucéeg rezima.
U idu¢im potpoglavljima é¢emo ukratko opisati kako modeliramo medudjelo-
vanje neutralnih atoma u ultrahladnim plinovima i poblize se upoznati sa teori-

jskim modelima koji opisuju 1D bozonske plinove.

1.2 Medudjelovanje neutralnih atoma u ultrahlad-

nim plinovima

Medudjelovanje dva neutralna atoma, medusobno udaljena za r = |r] — 73|,

mozemo modelirati sferno simetri¢nim potencijalom

—Cg/7%, akor >,
Vine(r) = (1.4)
00, ako r <r,,

gdje smo uzeli da su privlacne van der Waalsove sile odsjecene uvjetom tvrde
jezgre na nekoj udaljnosti 7. reda atomskih dimenzija. Uvjet tvrdih jez-
gri opisuje odbojno medudjelovanje na malim udaljenostima, gdje dolazi do
preklapanja elektronskih oblaka. Takav potencijal nije realisti¢an opis kratko-
doseznog medudjelovanja atoma, ali moze dati uvida u glavne karakteristike
rasprSenja dva neutralna atoma na niskim energijama [10]. Asimptotsko pon-

aSanje medudjelovanja je odredeno van der Waalsovim koeficijentom Cg. Taj



koeficijent definira karakteristi¢nu duzinu tzv. van der Waalsovu duzinu
a. = (2M,Cy/h?)Y/* (1.5)

za koju je kineticka energija relativnog gibanja dvaju atoma jednaka energiji
njihovog medudjelovanja. M, oznacava reduciranu masu dvaju atoma. Raz-
motrimo rasprsenja stanja sa momentom impulsa [ = 0,1,2,.... Za identicne
bozone moguée su samo parne, a za identi¢ne fermione samo neparne vri-
jednosti [-a. Efektivni potencijal za stanja sa momentom impulsa [ # 0
sadrzi centrifugalnu barijeru ¢ija je visina reda E. ~ h?l?/M,a?. Kad tu
energiju prera¢unamo u temperaturu, za alkalijske metale i male vrijednosti
[-a, dobijemo temperature reda mK. Na nizim temperaturama kineticka en-
ergija relativnog gibanja h?k?/2M, niza je od centrifugalne barijere. Tako
da za ultrahladne plinove (7" <mK) dominiraju sudari sa najnizim momen-
tom impulsa, rasprSenje s-vala (I = 0) za bozone i rasprienje p-vala (I = 1) za
fermione. Razmotrimo raspr§enje identi¢nih bozona. U ultrahladnim sudarima

amplituda rasprSenja s-vala

f(k) = —a3D/(1 + ikagp) (16)

potpuno je odredena 3D duzinom rasprienja asp [10]. Za potencijal koji raz-

matramo (1.4), duzinu rasprsenja je moguce analiticki odrediti [10]
asp = 0.478a.[1 — tan(® — 37/8)], (1.7)

gdje je faza ® = a?/2r? [10]. Vidimo da je iznos duZine rasprienja reda van
der Waalsove duZzine a., ali ovisi takoder i o skali kratkodoseznog odbojnog
medudjelovanja 7. preko faze ®. Tako da u amplitudu rasprsenja s-vala (1.6)
ulazi kratko-dosezno i dugo-dosezno medudjelovanje preko duzine rasprsenja
asp.

Izraz za amplitudu rasprsenja (1.6) isti je kao i za egzaktnu amplitudu

rasprsenja pseudopotencijala

B Adrh’asp

. d .
Vo(P)(7) 2—MT5<F)E<W(T))’ (1.8)
gdje je ¥ valna funkcija relativnog gibanja dvaju atoma. Tako da na temper-

7



aturama manjima od energije centrifugalne barijere (kg1 < E.), medudjelo-
vanje dva atoma mozemo opisati pseudopotencijalom (1.8) [4], gdje se duzina
rasprsenja asp obi¢no uzima kao eksperiemntalno odredeni parametar.
Uzmimo sada da atomi medudjeluju pseudopotencijalom (1.8) i da se nalaze
u vanjskom potencijalu zatocenja (1.1) oblika cigare poloZene duz z-osi. Uko-
liko vrijedi kpT < hw, i Eiyp < hwy (gdje je Ej,: energija interakcije po Ces-
tici) atomi su u osnovnom stanju transverzalnog potencijala i sustav postaje
efektivno jednodimenzionalan [vidi (1.2)]. U tom slucaju moze se pokazati

[5, 6] da pseudopotencijal (1.8) vodi na efektivni potencijal medudjelovanja
Vint (23, 27) = g1p0 (i — x;), (1.9)

gdje je gip efektivna jednodimenzionalna jakost medudjelovanja, definirana

ispod.

1.3 Teorijski modeli

Razmatrajmo plin od N identi¢nih bozona u 1D prostoru. Bozone smatramo

¢esticama koje kontaktno medudjeluju. Hamiltonijan sustava je

N
n?* o2
= ; {_%8_)(3 + U(Xi):| + 91D Z (X, — X;). (1.10)

1<i<j<N

Takav sustav moguce je realizirati sa ultrahladnim bozonskim atomima u efek-
tivno 1D atomskim valovodima [3, 7, 8, 9|, gdje je U(X) aksijalni potencijal, a
g1p = 2h%asp[ma® (1—Casp/v/2a, )]~ je efektivna 1D jakost medudjelovanja,
asp je trodimenzionalna duljina rasprSenja s-vala, a; = \/W je Sirina
transverzalne zamke, i C' = 1.4603 |5]. Mehanizmom Feshbachovih rezonanci
moguce je mjenjati iznos i predznak azp tako Sto mjenjamo vanjsko magnet-
sko polje [15], dakle moZemo odabrati da li ¢e medudjelovanje biti privla¢no
ili odbojno, jako ili slabo. Takoder, ako je za neki w; sustav u slabo medud-
jeluju¢em rezimu srednjeg polja, onda pove¢anjem w, mozemo sustav dovesti
u jako medudjelujué¢i Tonks-Girardeau rezim (g1p — 00). Razli¢iti rezimi u
kojima mogu biti 1D bozonski plinovi obi¢no su karakterizirani bezdimenzion-

alnim parametrom v = mgip/h*nip, gdje je nip atomska gustoéa (gustoca

8



duz X-osi). Za v < 1 plin je u rezimu srednjeg polja, a za 7 > 1 u jako
medudjelujué¢em rezimu (u ovoj disertaciji razmatramo samo odbojne inter-
akcije g1p > 01y > 0) [2, 7, 8,9, 5]. U ostatku disertacije ¢emo koristiti

Hamiltonijan (4.1) u bezdimenzionalnoj formi

H:Z[——Jerl}—FngZé T — ), (1.11)

=1 1<J

gdje je z = X/ Xy (Xo je prostorna skala koju biramo, uzet ¢emo Xy = 1um).
Energija je u jedinicama Ey = h?/2m X2, a vrijeme je u jedinicama Ty = h/ Ej.
Najveéi dio disertacije odnosi se na atome 8’Rb za koje dobijemo Ey = 3.82 -
10732J 1 Ty = 2.8ms. Bezdimenzionalni aksijalni potencijal je V(z) = U(X)/F,

i bezdimenzionalni parametar jakosti 1D medudjelovanja je g1p = g1p/XoFo-

1.3.1 Tonks-Girardeau plin i Fermi-Bose mapiranje

Sada razmatramo Hamiltonijan (1.11) u limesu jakog odbojnog kontaktnog
medudjelovanja tj. ¢ip — oo. 1D bozonski plin u tom rezimu naziva se
Tonks-Giradeau (TG) plin. U tom sluc¢aju ¢lan u Hamiltonijanu koji opisuje
medudjelovanje ima za posljedicu da bilo koja dva bozona ne mogu biti na is-
tom mjestu u isto vrijeme. Taj ¢lan mozemo zamjeniti uvjetom da visecesti¢na

bozonska valna funkcija (Vp) is¢ezava kad god se dva bozona dotaknu
Up(xy,..., ..., T, ..., ¢N,t) =0ako z; =x;,1 <i<j<N. (1.12)

Uz uvjet (1.12) valna funkcija mora zadovoljavati i Schrodingerovu jednadzbu

i :i{—g—;+wxj)] V. (1.13)

Girardeau |[1] je uocio da valna funkcija N ne-medudjelujuéih spinpolariziranih
fermiona (V) u istom vanjskom potencijalu V' (z), zadovoljava uvjet (1.12) i

Schrédingerovu jednadzbu (1.13) tj. vrijedi
Up(zy,...,2...,2j,...,zN,t) =0ako z; =x;,1 <i<j <N, (1.14)

9



zbog Paulijevog principa tj. antisimetrije na zamjenu koordinata x; i x;, i

vrijedi

fza;F = ; {—8—2 + V(xj)} Up. (1.15)

Fermionska valna funkcija W ima traZena svojstva (1.12) i (1.13) ali pogresnu

simetriju. Giradeau je definirao jedini¢nu antisimetri¢nu funkciju
A(Il, Lo,y ... 71‘]\[) = H1§i<j§ngn<xi - .Tj), (]_]_6)

gdje je sgn(x) signum funkcija, +1(—1) za x > 0 (z < 0). Vidimo da valna

funkcija
Up(zy, 2, ..., 2N, t) = A(x1, 29, ..., 2N)Vp(21, 22, ..., TN, ) (1.17)

dobro opisuje N bozona u TG rezimu: Zadovoljava uvjet (1.12), Schrédingerovu
jednadzbu (1.13) i ima dobru simetriju na zamjenu koordinata Cestica. Relacija
(1.17) naziva se Fermi-Bose mapiranje |1, 16]. MoZe se pokazati da vrijedi

0 0
8jS [A(l‘l, c. ,ZEN)\I/F(Il, c. ,J,‘N,t)] = A(l’l,. .. 7xN)8$i

[\I/F({L'l, P ,l’N,t)],

jer derivacija funkcije A (po ;) nije nula samo kad z; = x;, a tad je Up nula

zbog antisimetrije tj. Paulijevog principa. Zbog toga, svojstvena jednadzba
N Py
> {—@ + V(xj)} Uy = EUp, (1.18)
j=1 J

gdje je U dano Fermi-Bose mapiranjem (1.17), i svojstvena jednadzba

f: [—aa—% + V(xj)] Up = EVp, (1.19)

j=1

imaju iste svojstvene vrijednosti tj. energetski spektri dva sustava se podu-
daraju. Takoder, zbog svojstva [A(z1, Zs, ..., zx)]> = 1, jednocesti¢na gustoca
dva sustava je ista, jer Yp¥, = UpW7. Dakle dva sustava se ne razlikuju u
energijskom spektru ni u distribuciji atoma u realnom prostoru, ali, kao Sto

¢emo vidjeti u idu¢em poglavlju, razlike u impulsnom prostoru su dramaticne
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i $to je najvaznije mogu se mjeriti u eksperimentima. Vazno je primjetiti da
nam Fermi-Bose mapiranje daje egzaktna rijeSenja za proizvoljan vanjski po-
tencijal V(x), dok npr. u reZimu izmedu slabog i jakog medudjelovanja, kad
je v ~ 1, Lieb-Liniger model [2] daje egazaktna rijesenja kad nema vanjskog
potencijala tj. kad je on nula u podruc¢ju gdje su atomi (beskona¢na linija,
polubeskonacna linija, beskona¢no duboka kutija [17]) uz iznimku potencijala

konstantne sile [18].

Odgovaraju¢u fermionsku valnu funkciju ¥r mozemo Cesto konstruirati po-

mocu Slaterove determinante, tako da Fermi-Bose mapiranje postaje

1 N
Up(ay,..an,t) = ] senlw —aj)—= det [hn(;,1)], (1.20)
1<i<j<N VNI mi=1

gdje su 1y, (z,t) ortonormirane jednocesti¢ne valne funkcije koje zadovoljavaju

jednocesticnu Schrédingerovu jednadzbu

OV (,t) o?

1 = |- + Vi(x m(x,t), m=1,... N. 1.21
o V(@) () (1.21)

Jednadzbe (2.12) i (2.14) koristimo u ostatku disertacije, pri izra¢unavanju

korelacija i opservabli pomoc¢u formalizma matrice gusto¢e. Reducirana jed-

nocesti¢na matrica gustoce vazan je teorijski alat koji zasluzuje posebno poglavlje,

tako da upoznavanje s formalizmom matrice gustoce ostavljamo za poglavlje

2, a sada ¢emo se upoznati u kratkim crtama s modelom koji opisuje slabo-

medudjelujuc¢e 1D bozonske plinove.

1.3.2 Gross-Pitaevskii jednadzba

Ako smo u rezimu slabog medudjelovanja, tj. u limesu ¢g;p < 1, valna
funkcija sustava opisanog Hamiltonijanom (1.11) se ne bi trebala puno raz-
likovati od slucaja kad uopc¢e nema medudjelovanja tj. od ne-medudjelujuceg
bozonskog 1D plina. Ne-medudjeluju¢i 1D bozonski plin je na temperaturi
T ~ 0K u stanju Bose-Einstein kondenzata (BEC). Svi atomi okupiraju isto
jednocesti¢no stanje. Mozemo pretpostavit da i u sluc¢aju slabog medudjelo-

vanja svi atomi okupiraju isto stanje tj. da je viSecesticna bozonska valna
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funkcija dana sa
N

Up(xy,... o8, t) ~ Hz/;(xi,t). (1.22)
i=1

U tom slucaju, moZe se pokazati [19] da ¢e energija sustava, odredena Hamil-
tonijanom (1.11), biti minimalna i broj ¢estica o¢uvan ukoliko jednocesti¢no

stanje ¢ (x,t) zadovoljava jednadzbu
O0U(x,t .
zﬁ = |—55 t V()| ¥(x,t) + GipN|[(x, )2 (z, t). (1.23)

ot ox

Jednadzba (1.23) se naziva Gross-Pitaevskii (GP) jednadzba, a ¢(z,t) je valna
funkcija kondenzata. Vidimo da je efekt medudjelovanja ugraden u nelinearni
¢lan, koji igra ulogu potencijala srednjeg polja gip N |¢(z,t)|* kojeg svaki atom
osjec¢a zbog djelovanja ostalih atoma na njega. GP jednadzba se pokazala vrlo

uspjeSnom u opisivanju ponasanja BEC-a [19].
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Poglavlje 2

Reducirana jednocesti¢cna matrica
gustoce, prirodne orbitale 1

raspodjela impulsa

Sustav od N Cestica mozemo opisati matricom gustoce

PN (Fr, BN T ) = U E, L B OU(E, L T, (2.1)

gdje je W viSeCestitna valna funkcija. Pri ra¢unanju opservabli (kao npr.
ukupne energije sustava, jednocesti¢ne gustoce, raspodjele impulsa) pojavljuju
se integrali matrice gustoce (2.1) preko dijela varijabli. Zato definiramo reduci-

ranu matricu gustoce n-tog reda

N
n/ - = . = —/ o 3 3 * [/ = — — —
P (T, T T, T ) = (n xpyy .. ey V(P . T, Bty - -, TN, T)

— —f — —
XU(ZY, . @ Tty - TN, T).

Y n’

U ovom poglavlju Zelimo objasniti vaznost i ulogu reducirane jednocesti¢ne
matrice gustoce (slu¢aj n = 1 u jednadzbi (2.2)) u proucavanju ultrahladnih

atomskih plinova.
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2.1 Definicija reducirane jednocesti¢ne matrice

gustoce i pripadne opservable

Dirac je prvi uveo koncept reducirane jednocesti¢ne matrice gustoce [23], koja

je za 1D bozonski plin definirana sa

pp(z,y,t) = N [dry...dey Vi(z,z9,...,2N,1)

XUp(y,xa,...,xN,1). (2.3)

Matrica gustoce (2.1) i reducirane matrice gustoce viseg reda (n > 1) (2.2)
ne pojavljuju se dalje u tekstu pa mozemo, zbog jednostavnosti, reduciranu
jednocestiénu matricu gustoce (2.3) kratko zvati matrica gustoée. Normal-
izacija matrice gustoce je [ pp(z,z,t)de = N. Ako poznamo valnu funkciju
bozona Up sve jednoCesti¢ne opservable mozemo izvesti iz jednadzbe (2.3).
pp(x,y,t) je matrica u indeksima z i y. Isto kao i sa standardnim matricama,
dio pp(z,x,t) nazivamo dijagonala matrice gustoce, a dio pp(x, —z,t) anti-
dijagonala. Matrica gustoce se definira jednadzbom (2.3) neovisno o medud-
jelovanju. Takoder, ista definicija (uz zamjenu ¥p sa Vp) definira matricu
gustoce fermionskog plina. Opservable kojima se bavimo u ovoj disertaciji
su jednocesti¢na gustoc¢a (Single Particle Density SPD) i raspodjela impulsa
(Momentum Distribution MD). Obje se mogu mjeriti u eksperimentima sa 1D

plinovima [3, 7, 8, 9].

Jednocestina gustoca pg(x,t) definirana je sa

pp(z,t) —N/\\I!B(x,xg,...,xN,t)|2d:v2...de. (2.4)

Vidimo da nam dijagonalni dio matrice gustoée daje upravo jednocesti¢nu
gustoéu pp(x,t) = pp(x,z,t). Velicina pg(x,t)der/N nam govori kolika je
vjerojatnost da nademo cCesticu u intervalu dz, smjestenom oko x, u trenutku

t. Jednocesti¢na gusto¢a nam daje sliku prostorne raspodjele atoma.

Analogno gustoéi u realnom prostoru (2.4) mozemo definirati i gusto¢u u

impulsnom prostoru ng(k) tj. raspodjelu impulsa
N 2
gk, t) :N/‘\IIB(k,kQ,...,k’N,t) dky .. dky, (2.5)
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gdje je U p visecestitna valna funkcija u impulsnom prostoru. Veli¢ina np(k,t)dk/N
nam govori kolika je vjerojatnost da nademo cCesticu sa impulsom u intervalu

dk, smjestenom oko k, u trenutku ¢.

Fourierov transformat visSecCesti¢ne valne funkcije u koordinatnom prostoru

daje visSecesti¢nu valnu funkciju u impulsnom prostoru

N 1 N N '
\I/B(k’l,...,k']v): (E) /.../Hd.l’ieXp(—ZkfifL‘i)\I/B(fL‘l,...,JZN,t)‘
i=1

(2.6)
Ako uvrstimo (2.6) u (2.5) i izvr8imo integracije po varijablama {xs,...,zn}
i {ko,...,kn} (koje se svode na integriranje po delta funkcijama) dobijemo
1 .
na(k) = 5= [ dudyesp [=ik(z ~ o)) pa(z.v) 2.7

Relacija (2.7) nam govori da je raspodjela impulsa (MD) Fourierov transformat

matrice gustoce.

Za razumjevanje viSeCesti¢nih sustava vrlo je koristan i koncept prirodnih
orbitala (Natural Orbital NO), stoga ¢emo se i s njima ukratko upoznati.

Prirodne orbitale ®;(x) svojstvene su funkcije matrice gustoce,

/da: P, ) Bs(x) = M Dily), i=12,..., (2.8)

gdje su \; svojstvene vrijednosti. Prirodne orbitale su ortonormirane [ ®;(x)*®;(z)dz =

0i;. U bazi prirodnih orbitala matrica gustoce je dijagonalna

pu(e,y) = > A (2)®i(y). (2.9)

Prirodne orbitale mozemo shvatiti kao efektivna jednocesti¢na stanja, a \;
kao okupiranost pojedine prirodne orbitale, vrijedi > ., A\; = N. Fourierovim

transformatom razvoja (2.9) mozemo dobiti raspodjelu impulsa
np(k) = Z )\z&)j(k)&)z(k)’ (2.10)
i=1

gdje su ®;(k) Fourierovi transformati prirodnih orbitala ®;(z). Jednadzba
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(2.10) govori isto §to i jednadzba (2.7) ali je pogodnija za numericko ra¢unanje.

Prirodne orbitale se mogu koristiti za karakterizaciju hladnih atomskih plinova
u svim rezimima interakcija. Razvoj (2.9) moze se iskoristiti za opis Bose-
Einstein kondenzata (BEC-a). Sustav je u stanju BEC-a ukoliko je jedna
prirodna orbitala makroskopski okupirana A\g ~ N. Tako da okupiranost
prirodnih orbitala moze biti kriterij po kojem vidimo u kojoj mjeri je medud-

jelujuéi sustav u stanju BEC-a [24].

Ukoliko bi atomi bili klasi¢ne Cestice matrica gustoce bi bila dijagonalna
pe(z,y,t) = Nd(z—y), jer je klasi¢na Cestica lokalizirana. Postojanje nedijago-
nalnih elemenata matrice gustoce posljedica je valne prirode materije. Kvantna
Cestica je delokalizirana. Ukoliko je pp(z,y,t) # 0 za  # y, kazemo da su
tocke z i y u korelaciji, ali te dvije koordinate pripadaju istoj ¢estici u konfigu-
racijskom prostoru, zato govorimo o samokorelaciji. Samokorelacija je posljed-
ica valne prirode materije, ne moze se direktno mjeriti, ali se o¢ituje npr. u

fenomenima interferencije BEC-a, ili npr. u raspodjeli impulsa.

Dakle matrica gustoce (2.3) karakterizira prostornu koherenciju valova ma-
terije ultrahladnog bozonskog plina. To su prvi uvidjeli Penrose i Osnager
u referenci [24], gdje su fenomen BEC-a povezali sa dugodoseznim samo-
korelacijama koje se pojavljuju u matrici gustoce, odnosno sustav je u stanju

BEC-a ukoliko je matrica gustoée kona¢na kad |z — y| — oo,

lim pp(z,y) #0. (2.11)

le—y|—ro0

Kao sto ¢emo vidjeti Tonks-Girardeau plin nije u stanju BEC-a budué¢i da mu
je okupiranost A\; ~ v/N [33], pa ne postoji makroskopski okupirana prirodna
orbitala, ali zbog valne prirode materije i jakog medudjelovanja pojavit ce
se zamiljive kvantne korelacije u matrici gustoce koje ¢e se manifestirat u

raspodjeli impulsa.
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2.2 Matrica gustoc¢e Tonks-Girardeau plina

Ukratko ¢emo ponoviti Fermi-Bose (FB) mapiranje, zbog preglednosti. Valna

funkcija TG plina ¥ egzaktno je odredena FB mapiranjem

Up(ry,...,xN,t) = H sgn(z; — ;) )Wp(z,...,2N,1), (2.12)

1<i<j<N

gdje je ¥ Slaterova determinanta

Uz, .. Ezlwm% D). (2.13)

1
N t) = ——
) VN!Im
a Uy, (z,t) su ortonormirane jednocestiéne valne funkcije koje zadovoljavaju
jednocesti¢nu Schrédingerovu jednadzbu
O (x,t)
i _

82
ot {_Gﬁ +V(f€)} U (z,t), m=1,...,N. (2.14)

U tom sluc¢aju matrica gustoce (2.3) postaje

N
pe(r,y,t) = N dxg...deHsgn(x—xi)llf}(x,aig,...,x]v,t)
=2

N
><Hsgn(y—a:i)\I/F(y,xg,...,a:N,t). (2.15)
=2
Vidimo da je dijagonalni dio matrice gustoce isti za TG bozone i ne-medudjelujuce
spinpolarizirane fermione, jer se u tom slucaju pojave kvadrati signum funkcija.
Jednocesti¢ne gustoce ta dva sustava se ne razlikuju pg(z,z,t) = pp(z, x,t),

gdje je
N
pr(,x,t) =Y vz, t)]* (2.16)
=1

Zato se TG rezim Cesto naziva i fermionizacija bozona. Jako odbojno medud-
jelovanje imitira Paulijev princip u x prostoru, ali u impulsnom prostoru vise
bozona moze biti u istom impulsnom stanju, tako da ¢e se raspodjele impulsa
ta dva sustava znatno razlikovati. Da bi odredili raspodjelu impulsa (2.7) treba

prvo odrediti matricu gustoce (2.15).

Odredivanje matrice gusto¢e TG plina je netrivijalno jer ukljuc¢uje N — 1
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dimenzionalnu integraciju preko varijabli koje su meduovisne zbog signum
funkcija. Ipak, Pezer i Buljan su pokazali |20| da je moguée matricu gustoce

TG plina zapisati u algoritamskoj formi pogodnoj za numericko racunanje,

N

pB(ZE,y,t) = Z w:(x7t)Aij(m7yvt)wj(yvt)7 (2'17)

ij=1

gdje N x N matrica A(z,y,t) = {A4;;(z,y,t)} ima oblik
A(z,y,t) = (P )T det P, (2.18)

a elementi matrice P su Py(x,y,t) = &; — 2 [ da'yp} (2, t);(a’, 1) (x <y bez
gubitka opcenitosti) [20]. Relacije (2.17) i (2.18) nam omogucuju efikasno i brzo
numeric¢ko ra¢unanje matrice gusto¢e TG plina za eksperimentalno relevantne
brojeve cestica. Kad odredimo matricu gusto¢e mozemo numericki odrediti

prirodne orbitale (2.8) i raspodjelu impulsa (2.10).
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Poglavlje 3

Jednocesti¢na matrica gustoce 1
raspodjela impulsa "tamnih
solitonskih'" stanja u

Tonks-Girardeau plinu

Solitoni su lokalizirani valovi koji putuju bez atenuacije i promjene oblika,
jer se disperzija kompenzira nelinearnim efektima. U kontekstu medudjelu-
juéih bozonskih plinova prou¢avani su u slabo-medudjelujuéem rezimu [25, 26,
27, 28, 29| gdje je primjenjiva teorija srednjeg polja koja koristi nelinearnu
Schrodingerovu jednadzbu tzv. Gross-Pitaevskii (GP) jednadzbu (1.23). Ne-
linearna Schrédingerova jednadzba dopusta tzv. svijetle i tamne solitone kao
rjeSenja, ovisno o tome da li je medudjelovanje privlac¢no ili odbojno. Svijetli
soliton je naziv za maksimum u gusto¢i atoma koji putuje bez promjene oblika.
Tamni soliton je naziv za minimum u gustoc¢i atoma koji putuje bez promjene
oblika. Na slici 3.1 prikazan je jedan primjer eksperimentalno realiziranog svi-
jetlog solitona [25], u 1D Bose-Einstein kondenzatu u kojem bozoni privla¢no
medudjeluju. Na slici 3.2 prikazan je jedan primjer tamnog solitona u efektivno
1D Bose-Einstein kondenzatu u kojem bozoni odbojno medudjeluju; slika je
preuzeta iz teorijskog rada [28], za eksperimentalne realizacije pogledati npr.
[26].
Kad govorimo o "tamnim solitonima'" u jako-medudjeluju¢em Tonks-Girardeau

rezimu moramo naglasiti da to nisu solitoni kao svijetli i tamni solitoni na
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Slika 3.1: a) Ne-medudjelujué¢i 1D Bose-Einstein kondenzat je "gurnut" u li-
jevo, vidimo rasipanje vala materije zbog disperzije. b) 1D Bose-Einstein kon-
denzat sa privla¢nim medudjelovanjem je gurnut u lijevo. Vidimo da se formi-
rao svijetli soliton: Val materije putuje bez promjene oblika. Slika je preuzeta
iz eksperimentalnog rada [25]
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Slika 3.2: Tamni soliton u 1D Bose-Einstein kondenzatu sa odbojnim medud-
jelovanjem. Vidimo da minimum u gusto¢i putuje bez promjene oblika. Slika
je preuzeta iz teorijskog rada [28].
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slikama 3.1 i 3.2 koje daje nelinearna Schrodingerova jednadzba. Vremenska
evolucija TG plina odvija se pomoc¢u skupa linearnih jednocesti¢nih Schrédingerovi
jednadzbi preko Fermi-Bose mapiranja (2.12). Zato u TG plinu moZemo
govoriti samo o stanjima sli¢nima solitonima. U referenci [30], Girardeau i
Wright proucavaju koncept "tamnog solitona" u egzaktno rjeSivom TG mod-
elu; nalaze posebno skrojena pobudena visecesti¢na svojstvena stanja TG plina
na prstenu, koja imaju tamni ¢vor u jednocesticnoj gustoci, slican tamnom
¢voru kod nelinearnih tamnih solitona. Takva stanja mi ovdje nazivamo tamna

solitonska stanja Tonks-Girardeau plina.

Dinamiku tamnih solitonskih pobudenja u Tonks-Girardeau plinu proucavali
su Busch i Huyet [31] u harmoni¢kom potencijalu. U referenci [21] je pred-
lozen postupak paritetno-selektivnog filtriranja viSecesticne valne funkcije kao
kandidat za eksperimentalnu realizaciju tamnih solitonskih stanja u Tonks-
Girardeau plinu. Pokazano je da, nakon paritetno-selektivnog filtriranja, os-
taje tamni ¢vor u jednocesti¢noj gustoci tijekom daljnje vremenske evolucije
[21]. Medutim, koliko nam je poznato, reducirana jednocesti¢na matrica gus-
toce, raspodjela impulsa, prirodne orbitale i njihove okupiranosti nisu prouca-
vane za tamne solitone u Tonks-Girardeau plinu. Te veli¢ine su vazne za bolje
razumjevanje tamnih solitonskih stanja TG plina, a mogu biti vazne za eksper-

imentalnu detekciju, $to daje motivaciju za ovu studiju.

3.1 Tamni solitoni na prstenu

U ovom potpoglavlju analiziramo reduciranu jednocesti¢cnu matricu gustoce
(kao §to smo ve¢ napomenuli, zbog jednostavnosti, dalje ¢emo je kratko zvati
matrica gustoée), raspodjelu impulsa, prirodne orbitale i njihove okupiranosti
pobudenih stanja Tonks-Girardeau (TG) plina na prstenu duzine L; drugim
rije¢ima, vanjski potencijal je nula, = prostor je x € [—L/2,L/2], i namet-
nuti su periodicki rubni uvjeti. Visecesti¢na stanja TG plina konstruirana su
od svojstvenih jednocesti¢nih stanja sustava koriste¢i Fermi-Bose mapiranje
(2.12). Jednocesti¢na stanja sustava za prstenastu geometriju su ravni valovi
V1/Le*n* sa jednocesticnom energijom k2, gdje je k,, = 27m/L, i m je
cijeli broj. Ocito, stanja \/1/_Le““mx i \/U_Le’ikmx su degenerirana. Ta degen-

eracija u jedno¢esti¢nim stanjima inducira, preko Fermi-Bose mapiranja (2.12),
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degeneraciju viSecCesti¢nih TG stanja. Jedan odredeni podskup degeneriranih

jednocesti¢nih stanja je
a, e kT 4 gt gtkme] (3.1)

gdje je |a,,|>+1]a)|>=1,im=1,...,N. Od SP stanja (3.1) moZzemo izgraditi

degenerirana visecesti¢na stanja

N
2

Vpg = A(l’l, R ,I'N)Li d t [ kaz] + G+€lkmxj] (32)

1
v/ N jm=1
Intuicija sugerira da, iako su ova stanja degenerirana, opservable, kao npr. jed-
nocesti¢na gustoc¢a u x prostoru i raspodjela impulsa, mogu biti jako razlicite
ovisno internoj simetriji stanja, koja je odredena izborom koeficijenata a,, i

+
a.

U referenci [30], Girardeau i Wright su istakli da ako konstruiramo pobudeno

viSeCesti¢no stanje TG plina na prstenu kao

vl

2 1
\I[DS = A(l‘l, R ,ZEN) (Z) \/—_](gstl[SHl kml'J], (33)
tj. ako odaberemo koeficijente a;, = i/v/2 i af, = —i/\/2, jednocesticna
gustoca tih viseCesti¢nih stanja
N +1 Sin((NH)Q”) cos(N2L”)
z) = - , 3.4
pDS(I LL') I LSID(QZx) ( )

ima strukturu sli¢nu tamnim solitonima [30], tamni ¢vor u z = 0 tj. ppg(0,0) =

0. Zbog toga uvodimo notaciju ¥pg (Dark Soliton DS) za viSecesti¢nu valnu
funkeciju (3.3) i analogno za sve opservable koje iz nje sljede. Struktura ovih
pobudenih stanja je umjetna, jer na fermionskoj strani FB mapiranja (2.12) ova
stanja odgovaraju neinteragiraju¢im fermionima koji okupiraju samo neparna
jednocesti¢na stanja sin k,,x. Takva stanja je mogucée pobuditi paritetno se-

lektivnim filtriranjem valne funkcije, kako je predlozeno u referenci [21].

Iskoristimo sad algoritam prezentiran u poglavlju 2 u jednadzbama (2.15)-
(2.18), izra¢unajmo matricu gustoce i povezane jednocesti¢ne opservable tam-

nih solitonskih stanja (3.3). Prvi korak je izrac¢unati elemente matrice P =
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1 — Q [vidi jednadzbu (2.18)], gdje je

sin(2(i + j)ma/L) Sin(2(@: — j)ﬂ'l’/L)

Qij = —
’ (i + j)m (i — j)m
sin(2(¢ + §)wy/ L sin(2(¢ — j)my/L) . .
_sin@(i o+ jmy/L) | s )/l
(t+ )7 i—j)m
: dimx : dimy
— sin (£ sin
Qi = —2— 24 <,L ) _ (.L ); (3.5)
L 207 207
zat,j=1,...,N. Sto se ti¢e inverza matrice P i matrice gustoce, nasli smo im

analiticku formu do N = 7 koristeéi Mathematica softver. Za veée N koristili
smo numeriku. Lako je vidjeti da je matrica gustoc¢e tamnih solitonskih stanja,

za dvije vrijednosti L-a, recimo Ly i Ly, povezan jednostavnim skaliranjem

LlpDS,L1 (SCLhZ/Ll) = L2pDS,L2 (SUL27Z/L2)> (3-6)

gdje je z,y € [—%, %] Prema tome, dovoljno je raditi s jednom vrijednosti L-a.

U ostatku ovog poglavlja, bez gubitka opc¢enitosti, biramo L = N.

Slika 3.3 pokazuje konturne grafove matrice gustoc¢e tamnih solitona pps(z, y)
za N = 5,11,17 i 25. Vidimo karakteristican uzorak za svaku vrijednost IV:
matrica gustoce je najizrazenija duz dijagonale, sa oscilacijama koje sljede gus-
to¢u u z prostoru (3.4), medutim, vidimo i jake korelacije duz linije x = —y
koje su indikacija koherencije izmedu zrcalno simetri¢nih tocaka x i —z, sm-
jeStenih simetri¢no s obzirom na polozaj tamnog ¢vora tj. minimuma jed-
nocestiéne gustoce (3.4) u x = 0. Izvan podrudja dijagonale i antidijagonale,
matrica gustoce je priblizno nula (zelena boja). Slika 3.4(a) pokazuje raspod-
jelu impulsa npg(k) tamnog solitonskog stanja za N = 11,17, 1 25. Sve su
raspodjele normalizirane kao ), np(kn) = N. Raspodjele impulsa imaju
karakteristican oblik sa glatkom grbom oko ishodista (k = 0) i sa dva $iljka
na tkpear = £ 3.0 kn/N = £7(N + 1)/L, iljci ukazuju da postoji velika
vjerojatnost nalazenja bozona u stanjima exp(tim(N + 1)/L). Zbog naSeg
izbora N = L, §iljci se za razli¢ite vrijednosti N-a nalaze na priblizno isto]
vrijednosti impulsa £7(1+1/N) ~ £7. Ostri siljci na £kpeqr = £7(N +1)/L
su povezani sa korelacijama koje opazamo izmedu zrcalno simetri¢nih tocaka
x 1 —z. To je ilustrirano na slici 3.5 koja prikazuje antidijagonalu matrice

gustoce pps(z, —z) i funkciju cos(2kpearr) za N = 25. Vidimo da pps (v, —)
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Slika 3.3: Matrica gusto¢e tamnih solitonskih stanja, pps(z,y), za N =5 (a),
11 (b), 17 (c), i 25 (d).

0.8, 0.8

Nps(K)
nye(k)

-10 -5 k 5 10 -10 -5 k 5 10

Slika 3.4: Raspodjela impulsa tamnih solitonskih stanja DS (a), i degeneri-
ranih stanja DE sa nasumi¢no odabranim fazama (b); slike prikazuju N = 11
(x-simbol, plava toc¢kasta linija), 17 (dijamanti, crvena crtkana linija), i 25
(krugovi, puna crna linija).
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Slika 3.5: Anti-dijagonala ppg(z, —x) matrice gustoée tamnog solitonskog
stanja (puna crna linija), pokazuje dugo-dosezne oscilatorne korelacije izmedu
zrcalno simetri¢nih tocaka x i —x, i kosinusna funkcija cos(2k,eqr) (crvena
tockasta linija).

i cos(2kpeqrr) imaju preko cijelog intervala z-a priblizno istu periodi¢nost.
Raspodjela impulsa (2.7) je Fourierov transformat matrice gustoce. Zbog
simetrije pps(z,y) = pps(y,x), u Fourierovom transformatu exp(ik(x — y))
postane cosk(z — y), S§to je cos2kx duZ antidijagonale x = —y. Tako da
vidimo da je odnos cos(2kpear®) 1 pps(x, —x) odgovoran za &iljke u raspod-
jeli impulsa tamnih solitona. Primjetimo, korelacije pps(x, —z) ne trnu kako
udaljavamo z i —x, nego osciliraju.

Da bi stekli dublji uvid u porijeklo Siljaka u raspodjeli impulsa i s njima
povezane koherencije izmedu zrcalno simetri¢nih tocaka x i —x, izracunat
¢emo matricu gustoce i raspodjele impulsa stanja koja su degenerirana s tam-
nim solitonskim stanjima, dakle koja imaju istu energiju, ali nemaju restrik-
cije na koeficijente a,; i at. Ako uzmemo koeficijente a,, = iexp(if,,)/v2 i
af = —iexp(—ib,,)/v/2 dobijemo cijelu klasu stanja degeneriranih sa tamnim

solitonima, oznaciti ¢emo ta stanja sa DE (Degenerate Eigenstates)

212 1 N
Ui = Alrvscooson) (7)< dot binhney 001, (3.7)
gdje su 0,,, m = 1,..., N faze (za 0,, = 0, dobijemo tamni soliton ¥pg =

\IJDE).
Slika 3.6 pokazuje konturni prikaz matrice gustoée ppg(z,y), koji smo do-
bili iz jednadzbe (3.7) tako $to smo nasumi¢no odabrali N faza 6, iz in-

tervala [—m, 7]. Vidimo da jednocesti¢na gustoc¢a ovog stanja, ppp(zr,z) =
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Slika 3.6: Matrica gustoce tipi¢nog degeneriranog stanja Vpp |[Eq. (3.7)] za
N =7 (a), 11 (b), 17 (c), i 25 (d).

SN Isin(kpaz+6,,) |2, nije nula u z = 0, §to sljedi iz injenice da sin(kpz-+6,,)
nije neparna funkcija. Nadalje, opazamo da nema karakteristi¢ne strukture u
matrici gusto¢e duz x = —y linije, odnosno, nema koherencije izmedu tocaka x
i —x. S tim u vezi je i odsutnost Siljaka u raspodjeli impulsa ovih stanja. Slika
3.4(b) pokazuje tipi¢ne raspodjele impulsa npg(k) za N = 11,17 i 25 Cestica.

Osim matrice gustoée i raspodjele impulsa, pobudena viSecesti¢na stanja
mogu biti karakterizirana i prirodnim orbitalama [vidi jednadzbe (2.8)-(2.10)]
i njihovim okupiranostima. Slika 3.7 pokazuje okupiranosti prirodnih orbitala
tamnog solitona Vpg i degeneriranog stanja s nasumi¢nim fazama Vpp za
N = 25. Opazamo da je okupiranost svih NO manja od 1, vidimo i oStar
pad okupiranosti nakon 25-te (N-te) prirodne orbitale za tamno solitonsko
stanje. Takvo ponaSanje smo opazili i za druge vrijednosti N. Okupiranosti
koje odgovaraju prirodnim orbitalama tipi¢nog degeneriranog stanja ¥pp ne
pokazuju ostar pad nakon N-te prirodne orbitale, ve¢ im iznos prili¢no glatko
opada.

Slika 3.8 ilustrira prostornu strukturu i Fourierov transformat prirodnih
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Slika 3.7: Okupiranosti prirodnih orbitala (NO) za stanje ¥ pg (crni dijamanti)
i za tipi¢no degenerirano stanje Upp (crveni kvadrati), za N = 25 Cestica. Za
stanje Wpg ostar pad u okupiransti prirodnih orbitala se desi na Ay.

orbitala tamnih solitonskih stanja za N = 25. Prostorna struktura stanja
je simetri¢na ili antisimetricna. To je povezano s simetrijom ppg(z,y) =
pps(—z, —y), zbog te simetrije ako je neka prirodna orbitala nedegenerirana,
onda je ili simetri¢na ili antisimetricna, a ako su dvije prirodne orbitale de-
generirane one mogu biti superponirane da daju jednu simetri¢nu i jednu an-
tisimetri¢nu prirodnu orbitalu. Nasa numerika nam daje da su prirodne or-
bitale niskog reda (vodece) lokalizirane u z-prostoru, ali Siroke u k-prostoru.
Slika 3.8(a) opisuje strukturu u z-prostoru, a slika 3.8(b) opisuje strukturu u
k-prostoru prve i trec¢e prirodne orbitale. Vidimo da prirodne orbitale niskog
reda ne doprinose oStrim §iljcima u raspodjeli impulsa tamnih solitona. Daljnja
inspekcija prirodnih orbitala otkriva da su prirodne orbitale s rednim brojem
j=N—11j = N, dakle tik pred nagli pad u okupiranosti );, odgovorne
za §iljke u raspodjeli impulsa. Slike 3.8(c) i 3.8(d) pokazuju strukturu u z i k
prostoru 24-te i 25-te (N = 25) prirodne orbitale. Ukupna raspodjela impulsa

[crveni kvadrati, tockasta linija na slici 3.8(d)| dana je relacijom
nps(k) =Y Nid; (k)P (k),
i=1

doprinos ovoj sumi koji dolazi od prirodnih orbitala ®o4(z) i ®os(x) (tj. dopri-
nos od njihovih Fourierovih transformata) je prikazan na slici 3.8(d) sa crnom
punom linijom. Zakljuc¢ujemo da su te prirodne orbitale odgovorne za Siljke
u raspodjeli impulsa tamnog solitonskog stanja sa N = 25 bozona. Za druge

brojeve ¢estica smo takoder dobili da Siljke daju N —11i N-ta prirodna orbitala.
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Slika 3.8: Prirodne orbitale tamnog solitonskog stanja u z-prostoru (ljevi stu-
pac) i njihov spektar u k-prostoru (desni stupac) za N = 25. (a) Prva ®,(z)
(crna puna linija), i tre¢a ®3(z) (crvena tockasta linija) prirodna orbitala. (b)
Fourierov transformat prve |®;(k)|? (crni krugovi, puna linija), i treée |®5(k)|?
(crveni dijamanti, tockasta linija) prirodne orbitale. (c) 24-ta (crvena puna
linija) i 25-ta (crna puna linija) prirodna orbitala u z-prostoru. (d) Raspod-

jela impulsa tamnog solitona (crveni kvadrati, tockasta linija) i doprinos od

24-te i 25-te prirodne orbitale: 27, A;|®;(k)|? (crni krugovi, puna linija).

Ova opazanja ukazuju na to da tamno solitonsko stanje ¥ pg ima komponentu
koju mozemo opisati kao stojni val koji nastaje superpozicijom ravnih valova
sa impulsima k.. U slici efektivnih jednocesti¢nih stanja ta komponenta
daje populaciju prirodnih orbitala ®x_;(z) i ().

Na slican nacin kao i pobudeno tamno solitonsko stanje Wpg, osnovno stanje
TG plina na prstenu daje najveé¢u populaciju moda sa impulsom nula (k = 0)
[32]. U tom slu¢aju vodeca prirodna orbitala je upravo s k = 0 i njena popu-
lacija skalira se kao v/N [33]. Iako TG stanja nisu bozonski kondenzati, mogu
ostro okupirati pojedino impulsno stanje jer bozoni nisu podlozni Paulijevom
principu tj. viSe bozona moze biti u istom impulsnom stanju ($to nije slucaj s
ne-medudjeluju¢im fermionima).

Zanimljivo je pogledati razlike u odnosu na sustav spinpolariziranih ne-
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medudjeluju¢ih fermiona s Fermijeve strane mapiranja. Nakon $to izvrSimo
integracije preko po {xs, ..., 2N} koje su sad nezavisne (nema signum funkcija

za fermione), fermionska matrica gustoce postaje

pr(,y) =Y &n(x)bn(y), (3.8)

m=1

vidimo da su jednocesti¢na stanja ¢,,(z;) ujedno i prirodne orbitale fermion-
skog sustava, sa okupiranosti \; = 1 [34]| bez obzira da li se radi o osnovnom

ili pobudenom svojstvenom stanju. Fermionska raspodjela impulsa je

np(k) =) 05 (k) dm(k), (3.9)

m=1

gdje je dm(k) Fourierov transformat od ¢y,(z). Raspodjela impulsa (3.9) N
spinpolariziranih neinteragirajuc¢ih fermiona smjestenih u jednocestic¢na stanja
Om = \/2/Lsin(k,x + 0,,), gdje je m = 1,..., N, neée ovisiti o fazi 0, jer

Fourierov transformat stanja ¢,,(x) ne ovisi o toj fazi, dobijemo

L akol1<|m| <N
npps(km) = nppe(kn) = { 2 < Iml < (3.10)

0 drugdje

Vidimo da je fermionska raspodjela impulsa uniforma do Fermijevog ruba
(isklju¢ujuéi stanje kg = 0 za m = 0) i ista je za tamna solitonska stanja
(DS) i degenerirana stanja (DE).

3.2 Tamna solitonska stanja u potencijalima in-

varijantnim na operator pariteta

Tamne solitone (DS) nalazimo u razli¢itim tipovima potencijala koji su invari-
jatni na operator pariteta tj. sa svojstvom V(—z) = V(z) [21]. DS nalazimo u
harmonickim zato¢enjima [31], periodickim resetkama [21|, potencijalima ob-
lika kontejnera [21]. U referenci [21] je pokazano da je moguce u principu "is-
filtrirati" parna jednocesti¢na stanja iz vicecesti¢ne valne funkcije tako da ona
ostane uglavnom izgradena od neparnih jednocesti¢nih stanja, te tako u prin-

cipu konstruirati tamno solitonsko stanje u TG plinu. Sada ¢emo usporediti
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matricu gustoce i raspodjelu impulsa tamnog solitonskog stanja na prstenu i u
potencijalu oblika kontejnera V(z) = V{2437, o (=) tanh z, (v+(—)"z.) }
(V9 =15, 2, =38, iz.=25). U takvim potencijalima tamna solitonska stanja
se konstruiraju tako da popunimo prvih N neparnih jednocesti¢nih stanja na
Fermijevoj strani mapiranja. Slika 3.9(a) pokazuje matricu gustoce a slika
3.9(b) pokazuje raspodjelu impulsa takvog pobudenja za N = 10. Jasno se
vidi da je struktura matrice gustoce i raspodjele impulsa jako sli¢cna onoj
tamnih solitona na prstenu. Matrica gusto¢e ima antidijagonalne korelacije
i raspodjela impulsa ima $iljke. Nadalje 3.9(c) pokazuje okupiranosti prirod-
nih orbitala, koje imaju isto ponaSanje kao u slucaju TG plina na prstenu tj.
opazamo nagli pad nakon j = N. Slika 3.9(d) pokazuje da doprinos N —11i N
orbitale daje Siljke u raspodjeli impulsa, isto kao kod DS na prstenu.

Slika 3.9 sugerira da se ponaSanje jednocesti¢nih opservabli tamnih soliton-
skih stanja, kao dva oStra §iljka u raspodjeli impulsa i korelacije u matrici gus-
tocCe izmedu zrcalno simetri¢nih tocaka x i —x, moze naci u razli¢itim tipovima

potencijala sa svojstvom V(—z) = V(z).

3.3 Zakljucak

Primjenili smo formulu (2.15) [20] da bi numeric¢ki izra¢unali matricu gustoce,
prirodne orbitale i njihove okupiranosti i raspodjelu impulsa tamnih solitonskih
stanja u Tonks-Girardeau plinu. Pokazali smo da ta pobudena viSecCesticna
stanja imaju karakteristicnu raspodjelu impulsa sa dva oStra Siljka. Vecina
rezultata se odnosi na TG plin na prstenu, gdje se $iljci nalaze na kpeqr =
+7(N 4+ 1)/L (N je broj Cestica, a L duzina prstena), ali pokazali smo i
rezultate koji sugeriraju da je takvo ponaSanje generalno za tamna solitonska
stanja TG plina u potencijalima sa svojstvom V(—z) = V(z). Pokazali smo
da su §iljci u raspodjeli impulsa povezani sa oscilatornim korelacijama zrcalnih
toCaka (z i —z) u matrici gustoc¢e. Takvo ponaSanje tamnih solitonskih stanja
proizlazi iz toga Sto su posebno skrojena. U slu¢aju Tonks-Girardeau plina na
prstenu, pokazano je da stanja koja su degenerirana sa tamnim solitonskim

stanjima nemaju Siljke u raspodjeli impulsa.
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Slika 3.9: Matrica gustoce (a), raspodjela impulsa (b), i okupiranosti prirodnih
orbitala (c) za tamno solitonsko stanje (N = 10) u potencijalu oblika kontejn-
era. (d) Raspodjela impulsa (crna tockasta linija) u usporedbi sa doprinosom
9te i 10te prirodne orbitale: 310 \;|®;(k)|? (crvena puna linija).
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Poglavlje 4

Svojstva osnovnog stanja
jako-medudjelujuce
jednodimenzionalne Bose-Fermi

mjesavine u dvostrukoj jami

Eksperimenti sa Bose-Fermi mjeSavinama [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42| su
potakli teorijsko istrazivanje tih mjeSavina. Teorija srednjeg polja je koriStena
za prouCavanje separacije faza [43|. Medutim, za jako-medudjelujuce sustave,
koji se ucestalije pojavljuju u jednodimenzionalnim (1D) nego u dvodimen-
zionalnim (2D) i trodimenzionalnim (3D) sustavima, teorija srednjeg polja nije
prikladna. Teorija Luttingerovih tekuéina moze opisati nisko-energetska svo-
jstva tih sustava [44, 45]. Numericki rac¢uni su koristeni da bi se odredio fazni
dijagram za mjeSavinu sa nejednakim masama [46]. 1D Bose-Fermi mjeSavina
sa kona¢nom jakosti medudjelovanja i bez vanjskog potencijala proucavana je
u referencama [47, 48|. Girardeau i Minguzzi proucavali su egzaktno rijesivi
model koji opisuje 1D Bose-Fermi (BF) mjesavinu sa jakim odbojnim kon-
taktnim medudjelovanjem [22|. Konstruirana je valna funkcija u proizvoljnom
vanjskom potencijalu. Model uzima da je jako odbojno kontaktno medudjelo-
vanje (TG rezim) prisutno izmedu bozona, bozona i fermiona, dok su fermioni
ne-medudjelujuéi i spinpolarizirani.

Da bi razumjeli svojstva mjeSavine moramo odrediti matricu gustoce bo-

zonske i fermionske komponente zasebno. Pokazano je [22] se da se matrica
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gustoce bozonske komponente ra¢una na isti nacin kao matrica gustoc¢e Tonks-
Girardeau plina, dok je matrica gusto¢e fermionske komponente mjesavine
znantno zahtjevnija za racunanje. Matrica gustoce i korelacije proucavane su
za Bose-Fermi mjesavinu na prstenu i u harmoni¢kom potencijalu [22], jer je
za te tipove vanjskog potencijala moguce primjeniti matematicke trikove koji
olakSavaju rac¢unanje matrice gustoc¢e fermionske komponente. Osnovno stanje

u harmonickom potencijalu i dinamika ekspanzije su proucavani u referenci

149].

Mi ¢emo ovdje izvesti formulu koja omogucava efikasno ra¢unanje matrice
gustoce fermionske komponente mjesavine u proizvoljnom vanjskom potenci-
jalu. Nedavno je proucavano osnovno stanje Tonks-Girardeau plina u potenci-
jalu dvostruke jame [50]. OpaZeno je da korelacije u matrici gustoée i raspod-
jela impulsa Tonks-Girardau plina ovise o parnosti broja cestica. Medud-
jelujuéi ultrahladni atomi inace pokazuju zanimljivo ponaSanje u potencijalu
dvostruke jame, kao na primjer, interferenciju valova materije [12, 13| u slu¢aju
slabo-medudjelujué¢ih Bose-Einstein kondenzata. Motivirani time, istrazit ¢emo

svojstva osnovnog stanja mjeSavine u potencijalu dvostruke jame.

4.1 Model

Mi prouc¢avamo mjeSavinu Ng bozona i N spinpolariziranih fermiona u jednodi

menzionalnoj geometriji, u osnovnom stanju vanjskog potencijala V' (z). Bo-
zoni i fermioni osjec¢aju isti potencijal i uzimamo da su im mase aproksima-
tivno jednake. Taj uvjet moze zadovoljiti kombinacija bozonskih i fermion-
skih izotopa istog elementa, kao npr. *“DK-K ili Yb sa nekoliko stabilnih
izotopa, i GYRb-57®9)Rb (za detaljniju diskusiju, vidi [47] i reference un-
utar). Bozoni medudjeluju jakim odbojnim kontaktnim potencijalom, njihovo
medudjelovanje je u Tonks-Girardeau (TG) rezimu. Fermioni su medusobno
ne-medudjelujuéi. Izmedu bozona i fermiona je takoder jako odbojno kontak-
tno medudjelovanje. Ukupni broj cestica je N = Np + Np. Hamiltonijan
sustava je

H=Hg+ Hp+ Hgp + Hgr, (4.1)
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gdje su

NN P2 ]
HB:Z —ax—%j‘i‘v(xBj) )

j=1
L

= Orf; |
Hpp = E 9335(1'33' - xB¢)7
1<i<j<Np
Np Np
Hpp = E g gBFCS(fBj —$Fz—);
=1 i=1

gdje je V(z) vanjski potencijal, a gpp i gpr su konstante vezanja.

U slucaju beskona¢nog odbojnog kontaktnog medudjelovanja, ggp — oo i
gpr — 00, za valnu funkciju mjeSavine mozemo uzeti Slaterovu determinantu
u koju stavimo N = Np + N jednocesti¢nih orbitala potencijala V' (x) i pom-

nozimo je sa jedini¢énom antisimetri¢nom funkcijom bozonskih koordinata

Alxpr,...,xNg) = H sgn(xp; — Tp;).
1<i<j<Np
Tako konstruirana valna funkcija je simetri¢cna na zamjenu bilo koja dva bo-
zona, a antisimetri¢na na zamjenu bilo kojeg bozon s bilo kojim fermionom.
Odabir simterije na zamjenu bozona je obavezan, ali simetrija na zamjenu
bozon-fermion moze biti proizvoljna. Ta proizvoljnost unosi degeneraciju os-
novnog stanja mjesavine sa beskona¢nim odbojnim medudjelovanjem [22|. Moze
se pokazati da za kona¢no jako odbojno medudjelovanje (tj. za ggg > 11
gpr > 1) treba odabrati valnu funkciju simetri¢nu na zamjenu bozon-fermion
[22] da bi dobili osnovno stanje mjesavine. U tom slucaju valna funkcija os-

novnog stanja nije degenerirana i mozemo pisati

\I’($F1, <+ TFNp;TB1y-- - >$BNB) =
Ng Np

II  sen(es; —ap) [[ [ sen(es; — zr)

1<i<j<Np j=1i=1

><\I/S([L‘Fl,...,[L'FNF,ZL‘Bl,...,CL'BNB). (42)
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Ovdje,
Us(@1,. . 2N) = —= Z (=) bpji (1) .- dpjy (2n), (4.3)
N' PeSnN
oznacava Slaterovu determinantu konstruiranu od N najnizih jednocesti¢ni
svojstvenih valnih funkcija ¢;(x) potencijala V (x):
d*p;(x)

—# + V(z)p;(x) = E;p;(x), (4.4)
j=12,...,N = Np+ Ng. U jednadzbi (4.3), P oznacava permutaciju iz
grupe Sy. (Napomenimo da stavljanjem visih jednocesti¢nih stanja u Slaterovu
determinantu dobijemo pobudena svojstvena stanja mjesavine.) Zbog jasnoce
izlaganja, prikladno je definirati sljedece veli¢ine. Razmatrajmo podskup jed-
nocesti¢nih stanja, odabran iz skupa {¢;(z)[j = 1,..., N} tako §to smo izbacili
k jednocesti¢nih stanja; neka J = {j1,jo2,...,jr} oznacava indekse izbacenih
stanja, a L = {ly,ls,...,Iy_r} indekse preostalih stanja (o¢ito J N L = (),
JUL={1,...,N}). Definiramo Slaterovu determinantu

o 1
g Utsd2:.%) o ) =
S (Ib y TN /C) (N—k)'
X Z ) opn(@1) .. Opiy_ (TN-k), (4.5)
PeSN_k
gdje P oznacava permutaciju indeksa (ly,[s,...,Ixy_x). Prema tome, indeksi

na \Ifgl’”’""]’“) oznacavaju izbacena jednocesti¢na stanja.

Neka \I/(jl’”’ Wk) = A\If(ﬁ’”’ ) hmadava simetriéno Tonks-Girardeau stanje

koje dobijemo kad sa jedini¢nom antisimetri¢nom funkcijom A = H1§i<j§N—k sgn(z;

;) djelujemo na \I/(Jl’”’ “Jt) Matricu gustoce stanja \If(jl’”’ “It) ¢emo oznaciti
(J1,025-7k)
sa pige ),

Pgaj%"jk)(l':?/) = (N - k) /dl'g . defk

% qjgzldjzw-vjk)(x’ Ty ... ,I'N—k)*
) o

Velic¢ine Vg, Urqg i prg itd. ¢ée se odnositi na stanja i korelacijske funkcije koje

dobijemo od ukupnog seta jednocesti¢nih valnih funkcija {¢;(z)|j =1,...,N}.
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4.2 Formula za matricu gustoce

Interesiraju nas svojstva osnovnog stanja Bose-Fermi mjeSavine opisane val-
nom funkcijom (4.2). Da bi istrazili jednocesti¢ne opservable mjesavine, moramo
konstruirati matricu gusto¢e bozonskog i fermionskog podsustava zasebno.
Jednocesti¢na matrica gusto¢e bozonskog podsustava mjesavine je definirana

kao

nNB,NF(l',y) = NB/dxFl .. .d$FNFd$BQ .. .dIBNB

*
x W ($F1, «o s TFNp; L, TB2,y - - - axBNB)

X\I’(IL'Fl,...,ZL‘FNF,y,fI)BQ,...,Q?BNB). (47)

Lako je pokazati da nn, n,(z,y) moZe biti izra¢unata pomoc¢u matrice gus-
toce N Tonks-Girardeau bozona, nn, n.(z,y) = Ng/Npra(z,y). Ta ko-
relacijska funkcija moze biti efikasno izracunata koriste¢i algoritam (2.15) iz

reference [20]. Rac¢unanje matrice gustoce fermionskog dijela podsustava,

,LLNB’NF(l’,y) = NF/dxFQ .. .diL‘FNFdZ'Bl .. .d.TBNB

k
x ¥ (33,5UF2> -« yTFNp; Bl - - - ,fb"BNB)

X U(Y, TF2,s ., CFENp, TB1y - - - s TBNp ) (4.8)

je puno zahtjevnije, ali moze se svesti na racunanje matrice gustoce nekoher-

entnog mjeSanog Tonks-Girardeau stanja kako sljedi:
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Np
N
UNg Np(T,Y) = F};/dl'pg ...dxpnpdxp ... dreN, Hsgn(x — xpi)sgn(y — ;)

oi(x) ... ()
Pi(zre) ... On(TrR2)
x| o1(xrng) - On(TENg)
o1(xp1) .. On(Tm1)
1(rNg) oo ON(TBN)
oily) o on(Y)
¢1($F2) S ¢N($F2)
X gbl(l’FNF) e ng([L'FNF) . (49)
¢1($Bl) cee ¢N($B1)
¢1(zBNg) - ON(TBNg)

Determinante iznad se mogu razviti po drugom retku koriste¢i Laplace-ovu

formulu, nakon toga trivijalno je integrirati preko xpo:
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Np

N
MNB,NF(ilf,y) = ﬁ/dl‘pg . dxFdixBl Ce dZL'BNB

N

x | [sen(e — zpi)sgn(y — xm:) Y (=) (=) / 05 (xp2)@u(wp2)dzpo
i=1 ji=1

¢ () i1 (@) ie1(@) o ()
o1 (Tr3) ¢ 1(zr3) @5 (Tr3) on(Trs3)
1 (TrNg) i1 (xrNg)  O5a(TENg) On(TFNg)
¢1(zp1) ¢i_1(xp1)  9ja(xm1) ¢n(Tp1)
¢1(zBN,) ¢;_1(xBNg) D51 (TBNg) On(TBNg)

¢1(y) dr-1(y) br1(y) on(y)
$1(xrs) Gi1(xrs)  bipa(Trs) On(zps)
¢1(TFNy) Gr-1(xrNg) G (TENE) on(TrNg)
®1 (3531) ¢171(9EB1) ¢z+1(33B1) ¢N(9EB1)
o1 (SUBNB) ¢lfl<xBNB) <Z5l+1(l‘BNB) ¢N(=’13'BNB)

Ny — 1 ZMNB No—1(Z:Y), (4.10)

gdje smo iskoristili fqu(xm)gzﬁl(xm)dxm = ¢§j. Indeks j u ’LL%)BJVF_I znaci da
je jednocesticno stanje ¢; izbaceno iz Slaterove determinante koja se pojavljuje
u osnovnom stanju, vidi potpoglavlje 4.1. Prema tome izveli smo rekurzijsku
formulu koja ra¢unanje fermionske matrice gustoce pin, np(,y) svodi na racu-

nanje N fermionskih korelacijskih funkcija iy, np—1(2, y) sa jednim fermionom
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manje u smjesi. Sukcesivnom primjenom ove rekurzijske formule, lako se dobije

Np!(Ng +1)!
MNB,NF(xvy) = T
(J1sedNp—1)
D S A
1< <o <jnp-1<N
Np!Ng! (J1rsdNp—1)
TN DD )] (4.11)

1Sj1<‘..<jNF,1§N

(J1ydNp—1)

Korelacijske funkcije py ") (x,y) odgovaraju mjesavini jednog fermiona i
Np bozona, lako je vidjeti iz definicije pun, N, da u%g;f]wfl) x pgzg""m“l),

tj. mjeSavina sa samo jednim fermionom ima identiénu matricu gustoce (do
na normalizacijsku konstantu) kao Np+1 Tonks-Girardeau bozona smjestenih

u iste jednocesti¢ne orbitale.

Prema tome, matrica gustoée ping np(7,y) je jednaka (do na konstantu
proporcionalnosti) sumi matrica gustoce iz ansambla Tonks-Girardeau (TQG)
stanja. Svako TG stanje iz ansambla opisuje Ng + 1 TG bozon, ta stanja su
konstruirana tako da odaberemo Np+1 jednocesti¢no stanje iz ukupnog skupa
{¢;(z)|j = 1,..., N} jednocesti¢nih stanja. O¢ito, ima (Névﬂ
prema tome ima (N;VH) ¢lanova u sumi (4.11). Prema tome matrica gustoce

Ny Np(2,y) je ekvivalentna matrici gustoée N + 1 bozona u mjesanom TG

) takvih stanja,

stanju, mjesano stanje je nekoherentna superpozicija osnovnog stanja i mnogo
pobudenih stanja, od koji je svako konstruirano od nekog izbora Np+1 orbitala
kao Sto smo naveli iznad. Tako da se racunanje fermionske matrice gustoce
svede na primjenu algoritma iz reference [20]. Numericki rac¢uni postaju vre-
menski prezahtjevni ukoliko je broj ¢lanova u sumi (4.11) pre velik. Usprkos
tome fermionska matrica gustoce i pripadne opservable se mogu efikasno izracu-
nati za mezoskopske Bose-Fermi mjesavine. Fermionska raspodjela impulsa je

dana sa

1 .
malh) = o [ dadye Vg, (2.9 (4.12)

svojstvene funkcije fermionske matrice gustoce, prirodne orbitale @, ;(z) su

rjeSenja svojstvene jednadzbe

/dJJMNB,NF(%y)(I)u,i(ﬂ?) = XNi®ui(y), =12, (4.13)
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gdje su svojstvene vrijednosti \,; okupiranosti pojedine orbitale. Bozonska
raspodjela impulsa n, (k), prirodne orbitale @, ;(z) i okupiranosti A, ;, su defini-

rane koriste¢i ekvivalentne relacije za bozonsku matricu gustoce.

4.3 Mjesavina u dvostrukoj jami

Nedavno je proucavano osnovno stanje Tonks-Girardeau plina u potencijalu
dvostruke jame [50]. OpaZeno je da korelacije u matrici gustoce i raspodjela
impulsa Tonks-Girardau plina ovise o parnosti broja Cestica. Medudjelujuci
ultrahladni atomi inac¢e pokazuju zanimljivo ponasanje u potencijalu dvostruke
jame, kao na primjer, interferenciju valova materije [12, 13| u slu¢aju slabo-
medudjeluju¢ih Bose-Einstein kondenzata. Motivirani time, primjenjujemo
prezentirani formalizam na proucavanje matrice gustoce, raspodjele impulsa,
prirodnih orbitala i njihovih okupiranosti za Bose-Fermi mjesavinu u potenci-

jalu dvostruke jame

V(z) = Violz)+ Vg(x)
= v 4 Voe @07, (4.14)

gdje parametar o (V) oznacava Sirinu (visinu) Gausijanske barijere koja dijeli
harmonicki potencijal na dvije jame. Jednocesti¢na stanja potencijala V' (z) su
izracunata numericki koristeé¢i jednostavnu shemu: z-prostor je diskretiziran
na 1024 ekvidistantne tocke, druga derivacija je reprezentirana tridijagonal-
nim matriénim operatorom (metoda konac¢ne razlike), zatim su jednocesti¢na
stanja odredena dijagonalizacijom tridijagonalne matrice koja reprezentira jed-
nocesticni Hamiltonijan.

U onome §to sljedi predstavljamo rezultate numerickih simulacija za parame-
tre 0 = 0.3 1 Vy = 230, frekvencija harmonicke zamke je v?> = 7.5. Treba
naglasiti da smo se fokusirali na sluc¢ajeve kad je visina Gausijanske barijere
Vo barem nekoliko puta veca od energije N-tog jednocesti¢nog stanja u po-
tencijalu Vj,(x). Raspodjela impulsa bozonskog podsustava je, vidjeli smo,
ekvivalentna slu¢aju N TG bozona u V(z) potencijalu i taj slucaj je ve¢ is-
trazivan [50|. Zato se mi fokusiramo na zahtjevniji sluc¢aj raspodjele impulsa
fermionskog podsustava n, (k). Slika 4.1 prikazuje fermionsku raspodjelu im-
pulsa n,(k) za Np =61 Np = 0,1,2,3,4, dok slika 4.2 prikazuje istu veli¢inu
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Slika 4.1: Raspodjela impulsa n,(k) za Np = 6 (sve krivulje) i Np = 0,1, 2, 3, 4;
krivulje su poredane od dna (N = 0) prema vrhu (Np = 4) i pomaknute za
konstantni iznos zbog bolje vidljivosti.
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Slika 4.2: Raspodjela impulsa n, (k) za Np = 7 (sve krivulje) i Ng =0, 1,2, 3;
krivulje su poredane od dna (Ng = 0) prema vrhu (Np = 3) i pomaknute za
konstantni iznos zbog bolje vidljivosti.

0

za Np =61 N =0,1,2,3,4. Iz ovih slika vidimo da postoji kvalitativna raz-
lika u ponasanju fermionske raspodjele impulsa u ovisnosti o parnosti ukupnog
broja ¢estica N = N+ Np. Ako je N paran n,(k) ima gladak zvonolik profil,
kad je N neapran postoje izrazene modulacije nad zvonolikim profilom n, (k).
Za neparan N broj modulacija je jednak broju fermiona u mjesavini Ng plus

dvije dodatne grbe na repovima raspodjele.

Ovo ponasanje se reflektira i na ukupnu raspodjelu imupulsa [n, (k) 4+ n, (k)]
koja je prikazana na slikama 4.3 i 4.4 za iste kombinacije brojeva Cestica kao

na slikama 4.1 i 4.2. Zanimljivo, neparno-neparno kombinacije daju sli¢ne
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rezultate kao parno-parno kombinacije, dok neparno-parno kombinacije daju
slicne rezultate kao parno-neparne kombinacije. Prema tome, paritet ukupnog

broja ¢estica odreduje ponasanje fermionske komponente.
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Slika 4.3: Ukupna raspodjela impulsa n,(k) +n,(k) za Np = 6 (sve krivulje) i
Np =0,1,2,3,4; krivulje su poredane od dna (N = 0) prema vrhu (N = 4)
i pomaknute za konstantu radi bolje vidljivosti.

—Nf=7,Nb=0
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Slika 4.4: Ukupna raspodjela impulsa n, (k) +n,(k) za Np = 6 (sve krivulje) i
Np =0,1,2,3,4; krivulje su poredane od dna (Ng = 0) prema vrhu (Np = 4)
i pomaknute za konstantu radi bolje vidljivosti.

PonaSanje fermionske raspodjele impulsa posljedica je svojstava fermionske
matrice gustoce pn, (2, y) koja je prikazana na slici 4.5 za Np = 61 Ng = 1,
na slici 4.6 za Np =61 Ng = 2, naslici 4.7 za Np =71 Ng = 1 i na slici 4.8 za
Np =71 Ng = 2. Sa tih slika vidimo da se najvaznija razlika izmedu ukupno
parnog i neparnog broja cestica pojavljuje u drugom i ¢etvrtom kvadrantu z-y
ravnine. Ako je N paran, vrijednosti fermionske matrice gustoce za x < 0 < y
iy <0 < z su zanemarive, pn, n.(7,y) ~ 0. Ako je N neparan prisutne
su oscilacije u matrici gusto¢e u drugom i ¢etvrtom kvadrantu, posebno duz

antidijagonale pn, . (x, —).
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Slika 4.5: Konturni prikaz fermionske matrice gusto¢e za Np =61 Ng = 1.

Slika 4.6: Konturni prikaz fermionske matrice gustoce za Np =61 N = 2.

Ova opazanja nam govore da postoji znantno veéa prostorna koherencija
izmedu dvije jame u sluc¢aju neparnog N. Sli¢no opazanje je izneseno za Tonks-
Girardeau plin u dvostrukoj jami [50].

Fokusirajmo se sad na prirodne orbitale tj.na njihove okupiranosti. Okupi-
ranosti A, ; koje odgovoaraju fermionskim matricama gustoce sa slika 4.5-4.8
su prikazane na slikama 4.9 i 4.10. Odmah zapazamo da u slucaju ukupno
parnog broja Cestica, okupiranosti idu u parovima i odgovaraju degeneriranim
prirodnim orbitalama. Naime, za ukupno paran broj ¢estica simetrija sustava
je saCuvana, pola cCestica u jednoj jami, a pola je u drugoj. Medutim, za
ukupno neparan broj cCestica to nije slucaj, Sto se odrazava u okupiranostima

koje nisu degenerirane ve¢ opadaju jedna po jedna.
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Slika 4.7: Konturni prikaz fermionske matrice gusto¢e za Np =71 N = 1.

Slika 4.8: Konturni prikaz fermionske matrice gusto¢e za Np =71 Ng = 2.

0.8

o Tuio
B [))

"
0 5 10 15 20
I

Slika 4.9: Okupiranosti prirodnih orbitala fermionske matrice gustoce za kom-

binacije Np = 6 1 Ng = 1 (kvadrati), za Np = 6 1 Ng = 2 (krugovi). Linije
sluze da vode oko.
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Slika 4.10: Okupiranosti prirodnih orbitala fermionske matrice gustoce za kom-

binacije Np = 71 N = 1 (kvadrati), za Np = 71 Np = 2 (krugovi). Linije
sluze da vode oko.

Opazanje ovisnosti nedijagonalnog dijela matrice gustoc¢e o parnosti broja
Cestica moze biti analiticki potkrepljeno. U tu svrhu, uzmimo da je barijera
izmedu dvije jame beskona¢no jaka delta funkcija tj. uzmimo da je mjeSavina
u potencijalu V(z) = Viap+kd(x), gdje K — 0o. Potencijal Vi,,, moze biti har-
monicka zamka ili moze imati neki drugi oblik. Za jako repulzivnu Bose-Fermi
mjesavinu u osnovnom stanju takvog potencijala mozemo dokazati sljedece:
Ako je ukupan broj estica N paran, onda pn, v (z,y) = 0 u drugom i ¢etvr-

tom kvadrantu, tj. zax <0 <yizxz >0>y.

Uzastopna jednocesti¢na stanja u potencijalu V(x) = Vip + £0(2) su de-
generirana, Fs, 1 = Fy, za m = 1,2,..., StoviSe, degenerirana stanja su
jednostavno povezana: ¢op,(x) = sgn(z)da,_1(x). Koristeéi tu relaciju, jedna
od dvije Slaterove determinante (4.3), koje ulaze u formulu za matricu gustoce

(4.8) (determinanta koja ovisi o varijabli x), moze se pisati kao

¢1(x) sgn(x)o1(x) e on-1(@) sgn(z)pn_1(x)
Uy — ¢1(z2)  sgn(xa)pi(za) -+ dn-1(z2)  sgn(za)dn-1(z2)
¢1(zn) sgn(zn)di(rn) - dn-i(zn) sgn(zn)dn-i(TN)

(4.15)

Tu smo pojednostavnili notaciju i oznacili koordinate kao z;, gdje j ide preko
svih Cestica, tj. ne oznac¢avamo eksplicitno fermionsku ili bozonsku koordinatu,

jer nije vazno za dokaz. Pretpostavimo da je x < 0 < y, i da je N; koordinata
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negativno, a Ny pozitivno, Ny > Ny, i N = Ny + Ns. Prvo, demonstrirajmo da
je determinanta (4.15) nula u ovom slu¢aju. Da bi to vidjeli, pretpostavimo da
je x,x9,...,xNn, <0, 1da je ostatak koordinata pozitivan (zbog antisimetrije
Slaterove determinante, bilo koji drugi izbor pozitivnih i negativnih koordi-
nata bi dao isti rezultat). Dodajmo prvi stupac drugom u (4.15), zatim trec¢i
¢etvrtom i tako dalje da bi dobili

¢1(z) 0 e na(x)
¢1(22) 0 o on-1(w2)
Vg=1 oilzn) 0 o On-i(Tny) 0 . (4.16)
o1(rn41) 201(TNi1) 0 dn-i(Tn) 20N (T 41)
dor(zn)  20i(zn) o on-a(zn) 2¢n-a(aw)
Prema tome, prvih N; mjesta svakog parnog stupca, 2,4, ..., N, je nula. Pret-

postavimo da pomaknemo te parne stupce krajnje desno, determinanta je tad

proporcionalna sa

1 () g3(x) o dnoa(w) 0 . 0
¢1(2) bs(x2) - pn_a(w) 0 .. 0
¢r(en,)  ¢slan) o dvaa(aw) 0 . 0
P1(@n11) P3(@ni41) o0 On—a(@nie1) 201(TNnia) o0 20n-1(TNi41)
¢1(rn) 3(zn) 0 on-i(Tw) 201(xn) - 20n-1(zN)
(4.17)

U gornjem desnom kutu se nalazi blok nula veli¢ine N; x N/2. Posto je Ny >
N/2, determinanta je nula. U stvari, lako je pokazati, koriste¢i proceduru
iznad, da je determinanta nula kad god je Ny # N,. S druge strane ako je N; =
N,, onda druga determinanta koja ulazi u formulu za matricu gustoce (4.8)
|ona koja ovisi o varijabli y| nema isti broj pozitivnih i negativnih koordinata
i jednaka je nuli, Sto dovrsava na$ dokaz. Lako je vidjeti da isti dokaz vrijedi

i za bozonski dio mjesavine, dakle vrijedi za mjeSavinu u cijelini. Da je tako,
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dovoljno je primjetiti da se u dokazu uopce ne pojavljuju signum funkcije, veé se
sve radi na razini Slaterove determinante. Ovaj se rezultat moze interpretirati
na sljedeci nacin, ako bi na suprotnim stranama barijere otvorili dvije pukotine
gdje atomi mogu curiti van, ekspandirati i interferirati, interferencijske pruge
ne bi bile prisutne za parni N i dovoljno visoku barijeru. Takav eksperiment
bi se, barem u principu, mogao koristiti za odredivanje parnosti broja cCestica

u mjesavini.

Razlike u jednocesti¢noj matrici gustoce i raspodjeli impulsa za paran i
neparan broj Cestica mogu se objasniti ovako: Zbog toga $to uzimamo da
su mase bozona i fermiona iste, i zbog jakog odbojnog kontaktnog medud-
jelovanja (valna funkcija is¢ezava kad god se bilo koje dvije cestice dotaknu),
efekte medudjelovanja i statistike jako je tesko razlikovati u takvim jednodi-
menzionalnim sustavima [22, 49]. Na primjer, jednocesti¢na gusto¢a Bose-
Fermi mjeSavine koju razmatramo je ista kao i za N Tonks-Girardeau bozona,
ili N ne-medudjelujuc¢ih fermiona; odredena je Slaterovom determinantom N
najnizih jendocesti¢nih stanja. Ta jednocesti¢na stanja idu u gotovo degener-
iranim parovima (barijera u jami je visoka, ali ipak kona¢ne visine), prema
tome, u konstrukciji osnovnog stanja mozemo iskoristiti superpoziciju tih go-
tovo degeneriranih stanja, 1/v/2(deven £ Godd ), koja je gotovo nula ili u desnoj
ili u lijevoj jami. Promatrajmo slucaj kad je N paran. Kad je par cestica stavl-
jen u dvostruku jamu, jedna cestica iz para je stavljena desno, a jedna lijevo
(u smislu gustoce vjerojatnosti). To znaci da u osnovnom stanju parnog broja
Cestica, pola je Cestica desno a pola lijevo [$to odgovara analitickim rezultatima
prezentiranim u jednadzbama (4.15)-(4.17)]. S druge strane, ako je broj ¢estica
N neparan, jedna Cestica ostaje ne sparena, i ne moze biti stavljena u ljevu ili
desnu jamu, jer je N-to jednocesti¢nio stanje nespareno, to stanje se proteze
duz obe jame, Cestica je prisutna u obe jame, i unosi korelacije koje opazamo
u matrici gustoé¢e za fermione i za bozone. Taj rezultat takoder objasnjava
opazanje iz reference [50| o razlici u prostornoj koherenciji Tonks-Girardeau
plina u dvostrukoj jami u ovisnosti o parnosti broja cestica. Na§ dokaz vrijedi

i u tom slucaju.
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4.4 Zakljucak

Proucavali smo 1D Bose-Fermi mjesavinu, gdje je bozon-bozon i bozon-fermion
medudjelovanje vrlo jako i odbojno, dok su (spinpolarizirani) fermioni medu-
sobno ne-medudjeluju¢i. Bozoni i fermioni imaju iste mase. U referenci [22]
konstruirano je osnovno stanje tog sustava za jako odbojno kontaktno medud-
jelovanje u proizvoljnom vanjskom potencijalu. Mi smo proucavali osnovno
stanje mjeSavine u dvostrukoj jami sa visokom barijerom. Izveli smo for-
mulu za ra¢unanje reducirane jednocesti¢ne matrice gustoc¢e fermionskog (i
bozonskog) podsustava u proizvoljnom vanjskom potencijalu, i primjenili je
na proucavanje raspodjele impulsa, prirodnih orbitala i njihovih okupiranosti
Bose-Fermi mjesavine u potencijalu dvostruke jame. Nalazimo da ponasSanje
raspodjele impulsa ovisi o parnosti ukupnog broja cestica. Za parne mjeSavine
raspodjela impulsa je glatka, dok za neparne mjeSavine vidimo izrazene mod-
ulacije na raspodjeli impulsa. Kad je ukupan broj cestica paran, korelacije
izrazene u reduciranoj jednocesti¢noj matrici gusto¢e su zanemarive izmedu

dvije jame.
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Poglavlje 5

Loschmidtova jeka
jednodimenzionalnih

medudjelujuéih bozonskih plinova

Pitanje zasto izolirani medudjelujuci visec¢esti¢ni sustav, koji je u pocetnom
stanju daleko od ravnoteze, ireverzibilno evoluira prema ravnoteznom stanju,
iako su mikroskopski zakoni reverzibilni, intrigira znanstvenike joS od prvih
rasprava na tu temu izmedu Boltzmana i Loschmidta |51, 52|. U principu, ako
bi u odredenom trenutku okrenuli smjer tijeka vremena, sustav bi evoluirao
nazad u pocetno stanje. Medutim, takva operacija je jako osjetljiva na male
pogreske u operaciji vremenske inverzije, kao i na medudjelovanje sustava i oko-
line. Velic¢ina koja mjeri osjetljivost kvantne dinamike na perturbacije naziva
se Loschmidtova jeka (Loschmidt echo LE) ili vjernost (fidelity F) [53, 54,
55, 56, 57| (za temeljiti pregled pogledati npr. referencu [58]). Loschmid-
tova jeka nam govori koja je vjerojatnost da ¢e sustav zavrSiti u pocetnom
stanju nakon evolucije naprijed u vremenu za vrijeme t, nakon koje sljedi
malo perturbirana evolucija nazad u vremenu za isto vrijeme ¢t. U kvantnoj
mehanici vremensku evoluciju iz poc¢etnog stanja vy odreduje unitarni oper-
ator U(t) = exp(—iHt) preko relacije ¢(t) = exp(—iHt)to, tako da mozemo

definirati dinamiku Loschmidtove jeke

F(t) = | (tho| exp(iH't) exp(—iHt)|¢ho) [, (5.1)
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gdje je H Hamiltonijan ne-perturbiranog sustava, i H=H+V. je malo per-
turbirani Hamiltonijan |58|. Naglasavamo da su Loschmidtova jeka i vjernost
dva imena za isti koncepta. Na F'(t) mozemo gledati kao na mjeru stabilnosti
kvantne dinamike [53|, govori nam koliki je preklop stanja ¢ (t) i ¢'(t), gdje je

prvo evoluirano naprijed u vremenu sa H, a drugo sa H":

F(t) = [/ (t)[(0)) . (5.2)

Vjernost (5.2) nam govori koliki je utjecaj male perturbacije na dinamiku sus-
tava, analogno Lyapunovljevom eksponentu u klasi¢noj mehanici.

Eksperimenti sa Loschmidtovom jekom u ultrahladnim atomima su uglavnom
razmatrali jednocesti¢nu dinamiku [60]. Medutim, ova veli¢ina je povezana
sa serijom eksperimenata |61, 62, 63| i teorijskih radova |64, 65, 66, 67, 68,
69] o interferenciji izmedu paralelnih 1D medudjeluju¢ih bozonskih sustava.
Tocnije, ako 1D sustav fazno-koherentno uzduzno podjelimo (u naSim racu-
nima duz z-osi), zadrzimo ga neko vrijeme u podjeljenom stanju, nakon ¢ega
se potencijali zatoc¢enja iskljuce, a dva 1D sustava ekspandiraju i interferiraju
[61, 62, 63].(Taj postupak je skiciran na slici 5.6.). Interferencijski uzorak koji
tako nastaje sadrzi informacije o dinamici koherencije izmedu dva sustava, i
povezan je sa Loschmidtovom jekom.

Mi ovdje koristimo dvije metode, teoriju srednjeg polja i Fermi-Bose mapi-
ranje, da bi istrazili dinamiku Loschmidtove jeke (vjernosti) u slabo i jako-
medudjelujué¢im rezimima 1D bozonskih plinova. Kao smetnju V. u Hamiltoni-
janu H' koristimo mali staticki prostorni Sum, i uzimamo da je temperatura
priblizno nula (7" ~ 0K'). Takav vremenski neovisan prostorni Sum moze biti
prisutan u eksperimentima |70, 63] i utjecati na koherenciju sustava, koja se

zatim moze mjeriti u interferencijskim eksperimentima |61, 62, 63].

5.1 Loschmidtova jeka Tonks-Girardeau plina

Za Tonks-Girardeau (TG) plin egzaktna viSeCesti¢na valna funkcija je dana

Fermi-Bose mapiranjem (2.12)

Up(ay,.. oy, t) = [ senlw—a)Tp(zr, ... an, 1), (5.3)

1<i<j<N
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gdje ¥ r oznacava valnu funkciju N spinpolariziranih ne-medudjelujuéih fermiona

u vanjskom potencijalu V(x). U nagim simulacijama razmatramo do N = 70
Cestica. Sustav je u po¢etnom trenutku (za vremena t < 0) u osnovnom stanju

potencijala oblika kontejnera
Vi(z) = Vo{1 + tanh[V(x — L/2)]/2 — tanh[Vi(z + L/2)]/2}, (5.4)

gdjeje Vo =500, Vi = 4,1 L = 15 (8to odgovara 15 um). U trenutku ¢ = 0 naglo
povecamo Sirinu kontejnera na dvostruko od pocetne Sirine, tj. za vremena
t > 0 potencijal je Vor(x). Da bi izrac¢unali vjernost F(¢), moramo evoluirati
TG plin u novom potencijalu V. (), i u potencijalu V5, (z) = Var(z) + Vz(2)
polazeéi od istih pocetnih stanja. Ovdje je V.(x) potencijal Suma amplitude
e. Loschmidtova jeka F(t) = [(¢5(t)[¢5(t))]|* racuna se iz viseCesticnih TG
stanja Wp(t) i W3(t) koja odgovaraju evolucijama u potencijalima Var () i
Vi, (@),

Za fermionsku valnu funkciju, kao i u (2.12), uzimamo Slaterovu deter-
minantu Yp(z,...,ox,t) = deth i [ (s, t)]/VN], gdie ¥n(z,t), m =
1,..., N, zadovoljavaju jednocesticnu Schrodingerovu jednadzbu

O (z,t) 0?
i [

A t) [+ Vialo)] o0 5:5)

ekvivalentno za 1, (x,t) i evoluciju u VJ, (x). Pocetni uvjet je takav da je
Um(2,0) = 1 (x,0) m-to jednocesti¢no stanje pocetnog kontejnera Vi (z).
Loschmidtova jeka za Tonks-Girardeau plin se moze napisati u formi pogodnoj

za racunanje:

N
(W@l = |5 / day - deZ et ) (= UZH%@ zj,t)
=1 o2

= ‘% D)) H Poy sy ()]

o1 02

= [detP(1)?,
gdje o oznacava permutaciju u N indeksa, a (—)? je njen predznak, i uveli smo
f= / i (2, D),z t)do. (5.7)
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U pisanju relacije (5.6) iskoristili smo definiciju determinante. U ¢ = 0 vri-
jedi P;;(0) = d;;, to nas motivira da definiramo produkt vjernosti (Fidelity

Product)
N

Fp(t) =[] Pa(t)P;(t). (5.8)

i=1
Prema tome, u ra¢unanju produkta vjernosti Fp(t) pretpostavljamo da su svi
nedijagonalni elementi matrice (6.18) nula tj. P,;(t) = 0 za i # j za sva
vremena. Produkt vjernosti moze biti interpretiran na sljede¢i nacin: ako
evoluiramo N ¢estica, potpuno medusobno nezavisnih (ukljucujudi i statis-
tiku), pocevsi od N pocetnih stanja ,,(z,0), m = 1,..., N, izra¢unamo N
jednocesti¢nih vjernosti i pomnozimo ih, dobijemo produkt vjernosti Fp(t).
Vjernost F'(t) je identi¢na za ne-medudjelujuce spinpolarizirane fermione i
jako-medudjelujuc¢e TG bozone; isti¢emo da je jednadzbu (5.6) koristio i Goold
et al. u referenci [73] za proucavanje tzv. katastrofe ortogonalosti ultrahlad-
nih fermiona. Prema tome, Fp i I’ ¢ée razlikovati utjecaj antisimetrizacije u
slucaju fermiona, odnosno medudjelovanja i simetrizacije u slucaju TG bo-
zona, u odnosu na dinamiku koja ne ukljucuje ni statistiku ni medudjelovanje.
Vazno je naglasiti da za izvod relacija (5.6) i (6.18) nije vazno da dinamika
krene iz osnovnog stanja TG plina u pocetnoj zamci; mogli smo odabrati i bilo

koje pobudeno stanje kao pocetni uvjet.

Da bi izra¢unali vjernost F'(t), moramo evoluirati jednocesti¢na stanja ¢;(x, t)
[v;(x,1)], u potencijalu Var(x) [Var(x) + Vi(z)], polaze¢i od prvih N jed-
nocestiénih stanja potencijala Vi (z). Stanja smo evoluirali tako da smo ih
razvili po bazi svojstvenih stanja ¢,,(z) kona¢nog kontejnera Vor (z) (koja smo

numericki izra¢unali)

Yi(,t) =Y al,ém (@) exp(—iEnt), (5.9)

Ui, t) = ah ), (x) exp(—iEpt). (5.10)

Numeri¢ki smo odredili koeficijente al = [ ¢.%(2)1;(x,0)dzial = [ ¢%,(x);(z,0)ds
zaj=1,...,701izam = 1,...,210 $to je dovoljno za parametre koje smo

koristili. Potencijal Suma je konstruiran ovako: z-prostor je numericki simuli-
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ran koriste¢i 2048 ekvidistantnih toc¢aka u intervalu z € [—30,30]. Nad tim

x-prostorom konstruirali smo nasumican potencijal
Viana (2) = [FT ™ exp(—k* /K7, ) FT [rand ()],

gdje je rand(z) nasumican broj izmedu 01 1, F'T oznacava diskretni Fourierov
transformat, K., je gornja granica na valni vektor (odabrali smo K., = 53)
koji uvodimo da diskretni numericki potencijal bude dovoljno gladak od tocke
do tocke. Kona¢na forma potencijala suma je V.(z) = £[Viana(z) — Viand], gdje
je € amplituda perturbacije, i Vianq je srednja vrijednost od Viang(z). Takav
potencijal je moguée opticki konstruirati za 1D bozonske plinove [70].

Vjernost ovisi o broju cestica N, amplitudi Suma ¢, ali i o pojedinoj re-
alizaciji nasumi¢nog potencijala V.(z), zbog toga smo racunali sve veli¢ine
za 50 razli¢itih realizacija V.(z) i izra¢unali prosjek preko ansambla Sumova:
<F(t)>noise-

Na slici 5.1(a) pokazujemo vjernost (F(t))neise kao funkciju vremena, za tri
razli¢ita broja Cestica, N = 10, 20 i 50 sa € = 0.05. Nalazimo da u TG rezimu,
Loschmidtova jeka gausijanski opada: (F())neise = exp(—(A(N,€))t?); puna
crna linija predstavlja prilagodbu numericki dobivenih vriejdnosti na Gausijan.
Naglagavamo da za svaku pojedinu realizaciju Suma vjernost TG plina gausi-
janski opada, sa malim fluktuacijama u vrijednosti eksponenta. Na slici 5.1(a)
su pokazane i standardne devijacije vjernosti u datom trenutku. Primjetimo da
se standardne devijacije smanjuju kako pove¢avamo broj cestica N, §to znaci
da za dovoljno veliki N vjernost izracunata za jednu realizaciju Suma daje
pouzdane vrijednosti za A(INV,e). Zanimljivo je usporediti vjernost i produkt-
vjernosti (Fp(t))noise, koji se takoder moze prilagoditi na gausijansku funkciju
Sto je pokazano na slici 5.1(b). Nalazimo da je produkt-vjernosti (EFp(t))noise
sistematski ispod vrijednosti (F(t))neise-

Na slici 5.2 pokazujemo ovisnost vjernosti, tj. eksponenta (A(V,¢)), o broju
cestica N i e. Na slici 5.2(a) prikazujemo (A(N,¢))/e? kao funkciju € za ra-
zli¢ite vrijednosti broja Cestica N; ocito vrijedi (A\(IV,¢)) o< 2. Na slici 5.2(b)
prikazujemo (A(N,e))/N kao funkciju od N za € = 0.05; jasno se vidi da je
(A(N,e)) < N za dovoljno veliki N (ve¢ za N > 20).

Da bi razumjeli rezultate slika 5.1 1 5.2, analiticki smo istrazili svojstva vjer-

nosti za jednu realizaciju Suma V.(x). U tu svrhu koristimo aproksimaciju koju
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Slika 5.1: Opadanje Loschmidtove jeke (vjernosti) sa vremenom za ¢ = 0.05.
(a) Prosjetna vrijednost (F'(t))neise za N = 10 (x-simboli), N = 20 (zvi-
jezdice), i N = 50 (krugovi). Puna crna linija pokazuje prilagodbu nu-
merickih vrijednosti na Gausijan. Podrudje pogreske (okomito postavljene
crte) pokazuju standardnu devijaciju za 50 razli¢itih realizacija potencijala
Suma V.(z). (b) Vjernost (F(t))noise (krugovi), produkt-vijernosti (Fp(t))noise
(crna tockasta-crtkana linija), vrijednosti dobivene sa det(PPT), gdje je
Py = Y, a*al, exp(iw,t) dobiveno pomocu aproksimacije koju uvodi Peres
[53] (plava linija), i vjernost dobivena pomocu trag-log formule (5.12) (crvena
tockasta linija).

je uveo Peres [53], uzimamo da do prvog reda u ¢ vrijedi f dx<b;*¢l ~ 0;; 1 da
je al, ~ af;;. Elementi matrice P, koji daju vjernost preko jednadzbe (5.6),
se onda mogu pisati kao Py; = > a“al exp(iwyt), gdje je w, = El, — E, =
(hn|Ve|én). Na slici 5.1(b) smo prikazali vjernost izra¢unatu uz ovu aproksi-
maciju (plava linija) i izra¢unatu sa numeri¢kom evolucijom (plavi krugovi),
slaganje je izvrsno. Dijagonalni elementi |P;(¢)|? se mogu interpretirati kao
jednocesti¢ne vjernosti koje odgovaraju pocetnim stanjima ;(z,0). Lako se
pokaze da je |Pa(D2 = ¥, lai 2la

simulacijama samo par élanova doprinosi u sumi iznad, Sto daje oscilatorno

12 cos|(wy — wWi)t], medutim, u nasim
ponasSanje jednocesti¢nih vjernosti sa relativno velikim amplitudama oscilacija.
Sad se okre¢emo Tonks-Girardeau plinu i opazanju da je opadanje vjernosti u
vremenu ponasa kao Gausijan. Da bi to pokazali koristimo trag-log formulu
za determinante:

F(t) = exp(Tr(log(PP1))). (5.11)

Mozemo aproksimirati PPT ~ 1+ Qqt — Qat? —|—C’)(t3) gdje je Apm = Wy — Wi,y
[Ql]U - ZZk 1 an na’ftazn fr:kAnm 1 [QQ]U = 2 Zk 1 an nanagn fr;kAQ
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Slika 5.2: Gausijanski eksponent vjernosti kao funkcija ¢ i N. (a) Veli¢ine
(\)/€? su prikazane za razlicite brojeve Cestica, i poredane kao u legendi (na-
jniZa linija odgovara najnizem N, najviSa linija najveéem N); ocito (\) oc 2.
(b) Veli¢ine (Ap)/N (crveni krugovi, gornja linija) i (A\)/N (plave zvijezdice,
niza linija), su prikazane kao funkcije od N za ¢ = 0.05. Za veé¢i N linije
postaju horizontalne §to ukazuje da je (\) o< N o< (Ap).

Zatim razvijemo logaritam u trag-log formuli Sto nam daje
F(t) = exp(—TrQat?), (5.12)

gausijansku funkciju. U izvodu smo koristili TrQ; = 0. Crvena tockasta linija
na slici 5.1(b) pokazuje da je jednadzba (5.12) izvrsna aproksimacija za veée
N. Ovisnost (A(N,€)) o € sljedi iz ¢injenice da je A? o €%, dok je TrQg ox N
(vidi sliku 5.2).

Sada ¢emo argumentirati da vrijedi Fp(t) < F(t), tj. da je produkt vjernosti

manji od vjernosti. O¢ito trebamo samo dijagonalne elemente matrice PP da
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bi konstruirali F'(¢) ili Fp(t), mozemo ih napisati kao

N

(PPN)s = [P + > |Pu(t). (5.13)
k=1,k#i

Za prvi ¢lan moZemo pisati | P;(t)]* = 1 — «;(t) gdje je a;(t) neka funkcija vre-
mena sa svojstvom «;(0) = 010 < «a;(t) < 1 zbog relacije (6.18). Za drugi ¢lan
mozemo pisati Y oy ;. [Pi(t)? = B;(t) gdje je Bi(0) = 01 B;(t) > 0. Sljedi da
je (PP"); = 1—(a;(t)—Bi(t)). Primjenjujuéi trag-log formulu na isti nacin kao
prije, dobijemo za vjernost F(t) = exp(— SN ay(t) + 32~ Bi(t)). Produktu
vjernosti odgovara exp(— S, a;(t)), $to daje F(t) = Fp(t) exp(30, Bi(t)); a
posto je Zfil Bi(t) > 0 vrijedi F(t) > Fp(t). Prosjek preko ansambla Sumova

ne mjenja ovu relaciju.

5.2 Loschmidtova jeka u rezimu srednjeg polja

U ovom potpoglavlju razmatramo Loschmidtovu jeku u rezimu srednjeg polja.
Dinamika Bose-Einsteinovih kondenzata (BEC) je u teoriji srednjeg polja opisana
nelinearnom Schrddinger jednadzbom (1.23) (Nonlinear Schrodinger Equation
NLSE) tzv. Gross-Pitaevskii (GP) jednadzbom koju smo uveli u (1.3.2), ali

ovdje ¢emo je ponoviti radi preglednosti:

0D(x, 1)
’I/—

T {_a_ + V(x)} ®(z,t) + GipN|®(z, 1) P (, 1), (5.14)

Ox?
gdje je g1p = 2mXog1p/h? bezdimenzionalna konstanta vezanja i [ |®(x,t)[*dz =
1.

Da bi izrac¢unali vjernost medudjelujué¢eg BEC-a ponavljamo proceduru koju
smo koristili za Tonks-Girardeau plin: prvo pripremimo kondenzat u osnovnom
stanju potencijala oblika kontejnera Vi (x) (tj. rijeSimo numericki stacionarnu
Gross-Pitaevskii jednadzbu), zatim naglo prosSirimo kontejner L — 2L i ri-
jesimo numericki vremenski ovisnu GP jednadzbu u proSirenom potencijalu
bez Suma Vap(x), i sa Sumom V3, (x), sa istim pocetnim uvjetima. To nam

daje ®(x,t) i ®'(x,t) s kojima mozemo izrac¢unati vjernost

Fap(t) = | / & (&, 1) (x, £)da?. (5.15)
5
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Treba imati na umu da istrazujemo vjernost plina od N cestica. ViSecesti¢na
valna funkcija u rezimu srednjeg polja je produktno stanje Ygp (21, ..., 25,t) =

H;.V:l O (z;,t) i zato je N-Cesti¢na vjernost u rezimu srednjeg polja dana sa

F(J;Vp(t) = |/\I/5P‘1/GPCZ{E1 .. .dl’N|2 = [FGP(t)]N (516)

Kona¢no, napravimo prosjek preko ansambla Sumova da bi dobili (Fp())noise
i (E2p () noie

U prvom setu simulacija, odabiremo parametre koji su pogodni za usporedbu
Loschmidtove jeke u rezimu srednjeg polja i u Tonks-Girardeau rezimu. Odabrat
¢emo sve parametre kao u potpoglavlju 5.1 osim jakosti medudjelovanja za
koju sad uzimamo g;p = 0.04. Broj cestica je N = 50. Dinamika ovisi o
nelinearnosti, definiranoj kao produkt g;p/N = 2. Sa tim parametrima sustav
je u rezimu srednjeg polja sa v ~ 0.01. U principu, takve vrijednosti mogu
biti eksperimentalno realizirane pogodnim izborom frekvencije transverzalnog
zatocenja.

Na slici 5.3(a) pokazujemo (Fgp(t))neise 1 pripadnu standardnu devijaciju
za ne-medudjelujuéi i slabo-medudjeluju¢i BEC. Vidimo da vjernost opada
sa izrazenim oscilacijama, za razliku od Tonks-Girardeau plina gdje opada
monotono. Nalazimo da u rezimu srednjeg polja, opisanom s GP jednadzbom,
vjernost brze opada §to je vec¢a nelinearnost. Vazno je napomenuti da je Fgp(t)
vrlo ovisno o pojedinoj realizaciji Suma V.(x), §to nije slu¢aj za TG plin. To
je pokazano na slici. 5.3(b) gdje pokazujemo dinamiku Fgp(t) za dvije re-
alizacije potencijala Suma; opazamo veliku ovisnost Fgp(t) o pojedinoj real-
izaciji Suma. To je posljedica ¢injenice da je frekvencija oscilacija vjernosti
|Pu(t)]? =32, 0 lanl?la,|? cos[(w, — wn)t] ne-medudjelujuceg BEC-a ovisna o
razlici samo par frekvencija, koje se znatno mjenjaju od Suma do Suma, a to
ponasanje se nasljedi u slabo-medudjeluju¢em rezimu srednjeg polja.

Na slici 5.4 usporedujemo vjernosti ne-medudjeluju¢eg BEC-a, slabo-medudjelujuceg
BEC-a i Tonks-Girardeau plina. Primjetimo da za dobru usporedbu moramo
usporediti FAp(¢) i F(t). Vidimo da u rezimu srednjeg polja vjernost pokazuje
bogatije ponaanje. Za nage parametre, nalazimo da (F2p(t))noise u pocetku
opada brze nego vjernost u TG rezimu, ali kasnije vjernost u rezimu srednjeg
polja sporije opada u usporedbi sa vjernosti TG plina.

U drugom setu simulacija, istrazujemo ovisnost dinamike Loschmidtove jeke
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Slika 5.3: (a) Prosjec¢ne vjernosti evoluirajuc¢ih Bose-Einsteinovih kondenzata
(BEC) za N =50 i ¢ = 0.05, prosjek je uzet preko ansambla od 50 Sumova, i
prikazane su standardne devijacije od prosjecnih vjernosti. Prosje¢na vjernost
ne-medudjeluju¢eg BEC-a je prikazana sa crnom tockastom-crtkanom linijom
i njene standardne devijacije sa praznim crnim krugovima. Prosje¢na vjernost
za slabo-medudjeluju¢i BEC je prikazana sa plavom punom linijom, a njena
standardna devijacija sa plavim punim krugovima. (b) Vjernosti evoluiraju¢ih
BEC za dvije realizacije potencijala Suma.
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Slika 5.4: Usporedba prosjecnih vjernosti (a) i njihovih standardnih devi-
jacija (b) za Tonks-Girardeau plin ((F'(t))noise; crvena tockasta linija), slabo-
medudjelujuéi BEC ({(FY5(t))noise, puna plava linija), i za ne-medudjelujué¢i
BEC (crna toCkasto-crtkana linija), za iste brojeve Cestica. Parametri su
N =501ie=0.05.

u rezimu srednjeg polja o broju cCestica N u kondenzatu. Dinamika valne
funkcije kondenzata ®(x,t) u GP teoriji (5.14), kao i dinamika vjernosti Fp(t),
ovise o produktu gipN. Zbog toga smatramo da je dovoljno istraziti ovisnost
Loschmidtove jeke o broju ¢estica N. U tu svrhu biramo parametre koji odgo-

varaju eksperimentima u referencama [61, 63|. Linearne gustoce ¢e sad biti
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mnogo vece nego u slucaju TG plina i prvog seta simulacija u rezimu srednjeg
polja. Glavna razlika izmedu prvog i drugog seta simulacija u rezimu sred-
njeg polja je da u prvom setu radimo sa nelinearnosti g;p/N reda jedan, dok
je u drugom setu simulacija nelinearnost dva do tri reda veceg iznosa (vidi
ispod). Naglasavamo da nije razumno usporedivati rezim srednjeg polja sa ve-
likim linearnim gusto¢ama i Tonks-Girardeau plin, jer u Tonks-Girardeau plinu

linearne gusto¢e moraju biti male da se postignu jake efektivne interakcije [7].

Eksperiment izveden u referenci [63] je pokazao da kad je linearna gustoca
u efektivno 1D sustavu velika, njene varijacije mogu utjecati na transverzalne
dimenzije sustava (pogledaj takoder [76, 77]) i 1D Gross-Pitaevskii jednadzba
moze postati nedostatna za kvantitativni opis sustava. Da bi ukljucili te efekte,
i provjerili njihov utjecaj na vjernost, sljedimo referencu [76|, gdje je izvedena
efektivna nepolinomna nelinearna Schrodingerova jednadzba (NPSE) koja uz-
ima u obzir efekte varijacije transverzalnih dimenzija sustava na dinamiku

izduzenih kondenzata:

0P(z,t) 0?
U |- )| e+ Viae@Pen. (517
gdje je
~ O(x,t)?
Va0, 0P) = gupN—— 2O
\/1+26L3DNX0 ’(D(.le,t)P
fw 1 1
+ +1/1+2a3p NX; | D(x,0)|? | .
25, <\/1—|—2a3DNX0_1|®(3:,t)\2 Y1+ 20N ”)

Slika 5.5(a) pokazuje opadanje vjernosti u vremenu za N = 15001 g,p = 0.76
(drugi parametri su identi¢ni kao u prethodnim simulacijama), $to daje v ~
0.004 i jaku nelinearnost gipN = 1140 (te vrijednosti odgovaraju transver-
azlnoj frekvenciji w; =~ 27 x 4 kHz, vidi [63]). Za tako jaku nelinearnost
vidimo opadanje vjernosti kao u referenci [71], gdje je Loschmidtova jeka kon-
stantna i bliska jedinici do nekog vremena kad sljedi nagli pad. Primjetimo
da Fp(t) = [Fep(t)]” ima nagli pad za manja vremena u odnosu na nagli
pad Fgp(t), Sto je posljedica velikog N pa usprkos tome §to je Fgp(t) malo
ispod jedinice FYp(t) padne na nulu. Definirajmo vremena T7 s i Tl% za koja
viernosti Fgp i Fifp padnu na 1/2, dakle Fop(Ti2) = 1/2 1 Fp(T}),) = 1/2.
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Slika 5.5: Vjernost za kondenzate sa velikim linearnim gusto¢ama u rezimu
srednjeg polja. (a) Vrijednosti (Fgp(t))neise 1 (FEp(t))noise dobivene Gross-
Pitaevskii (GP) jednadzbom (1.23) i uprosjecene preko 30 realizacija Suma i
sa nepolinomnom nelinearnom Schrédingerovom jednadzbom (NPSE) (5.17).
Podruéje pogreske (okomite crte) oznacavaju standardnu devijaciju koja je
manja nego u prvom setu simulacija, usporedi sa Slikom 5.3(a). (b) Vrijednosti
Fgp(t) za jednu realizaciju suma za N = 500,750, i 1500; isje¢ak pokazuje
ovisnost vremena 77/, (plavi krugovi) i vremena Tf\/[z (crvene zvjezdice) o N.
Vidi tekst za detalje.

Ostrina pada se povecava sa N, a vremena T}/ i T1A/[2 se smanjuju sa NV, kao
Sto je pokazano na slici 5.5(b). Na slikama 5.5(a) i (b) usporedujemo rezul-
tate dobivene GP jednadzbom i NPSE jednadzbom. Nismo nasli kvalitativne
razlike izmedu ova dva modela. Za simulacije sa manjim linearnim gusto¢ama

prezentiranim na slici 5.3, NPSE i GP se kvantitativno slazu.

5.3 Diskusija

U ovom potpoglavlju diskutiramo moguce eksperimente s Loschmidtovom jekom
u jednodimenzionalnim bozonskim plinovima. Ako se kvazi 1D bozonski plin

fazno-koherentno uzduzno podijeli, tj. duz x-osi, zatim drzi neko vrijeme ¢
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Slika 5.6: . U trenutku ¢ = 0 1D kondenzat se podjeli na dva koherentna
1D kondenzata tako Sto se ukljuci barijera duz osi kondenzata. Nakon nekog
vremena t kondenzati se oslobode, tj. iskljuce se svi potencijali zatocenja, i Sire
se u prostor. Zatim se, nakon nekog vremena Sirenja, dovoljnog da se valovi
materije po¢nu preklapati, pusti probna zraka kroz atomski oblak u smjeru osi
kondenzata i napravi se slika interferencijskog uzorka. Slika je preuzeta iz [66].

nakon cega se svi potencijali zatoc¢enja iskljuce, moze se opaziti interferenci-
jski uzorak |61, 62, 63]. Skica tog eksperimentalnog postupka je na slici 5.6.
Interferencijski uzorak se moze iskoristiti za odredivanje oc¢ekivane vrijednosti
opratora ¥l (z,)njevo (1) [62, 64, 65, 66, 68, 69], i velicine

</ dl”l[j:gesno (ZE, t)qujlijevo(xa t))a (518)

gdje je ﬂlijevoydesno(x,t) operator anihilacije bozonskog polja, gdje subskripti
oznacavaju "lijevi" i "desni" kvazi 1D sustav (nakon djeljenja).
Pretpostavimo da odmah nakon djeljenja jedan podsustav evoulira u van-
jskom potencijalu Vieg (), a drugi evoulira u malo perturbiranom potencijalu
Viignt () neko vrijeme ¢. Ti potencijali se mogu razlikovati od aksijalnog po-
tencijala prije djeljenja (npr. mogu biti prosireni nakon djeljenja). Ako se

pocetno stanje sustava moze napisati kao superpozicija

1
E<wlijevo<xla -+ IN, 0) + 77Z)desn0<x17 <oy TN, 0)))
onda mjerenje interferencijskog uzorka (5.18) odgovara definiciji Loschmidtove
jeke ili vjernosti u jednadzbama (5.1) i (5.2) [sa recimo ¥jjjevo = ¥ and Ygesno =
Y'|. Prema tome takav eksperiment se u principu moze koristiti za mjerenje

dinamike Loschmidtove jeke koju smo ovdje rac¢unali. Da bi diskutirali poc¢etne
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uvjete razmatramo posebno fazno-koherentno djeljenje u rezimu srednjeg polja,

a posebno u Tonks-Girardeau rezimu.

U rezimu srednjeg polja opisanom Gross-Pitaevskii teorijom (uz pretpostavku
T = 0), kad se sustav fazno-koherentno podjeli, dobijemo dva kondenzata,

jedna na "lijevo" i drugi na "desno", u fazno-koherentnom stanju

%(cblijevo(-r7 0) + Pesno(2,0)),
gdje je Pijevo (Pdesno) valna funkeija kondenzata u "lijevom" ("desnom") pod-
sustavu. Takav pocetni uvjet odgovara naSim pocetnim uvjetima u rezimu
srednjeg polja i evolucija za neko vrijeme zadrzavanja t (sa jednim konden-
zatom u potencijalu sa Sumom), nakon koje se potencijali zatocenja iskljuce
i mjeri interferencijski uzorak, korespondira sa nasim ra¢unima Loschmidtove
jeke. Fluktuacija broja Cestica izmedu "lijevog" i "desnog" podsustava se za

velike brojeve Cestica moze zanemariti.

Tonks-Girardeau plin je kompliciraniji zbog nekoliko razloga. Prvo, tesko je
posti¢i TG plin i zatim ga podjeliti u postavima kakve koriste eksperimenti
[61, 62, 63], zato jer sustav mora biti ekstremno uzak u transverzalnom smjeru
i s malim linearnim gusto¢ama. Taj problem se moze zaobi¢i koristenjem op-
tickih resetki gdje je TG plin veé postignut [7] i gdje bi se djeljenje moglo izvesti
koristeci tehniku kao u referenci [78]. Naime, superpozicijom dva periodicka
potencijala, sa omjerom konstanti resetke jedna polovina i podesivim inten-
zitetom i relativnim fazama, svaka jednodimenzionalna cjev se moze podjeliti
na dvije paralelne cjevi. Druga komplikacija je povezana s pocCetnim stanjem.
Linearna gustoca je mala, zato se fluktuacije broja cestica u lijevom i desnom
podsustavu ne mogu zanemariti, nakon djeljenja sustav bi bio u superpozi-
ciji stanja s razlicim brojevima cestica lijevo i desno. Nadalje, jer je sustav u
rezimu jakog medudjelovanja, djeljenje bi dalo spregnuto pocetno stanje, koje
se razlikuje od jednostavne superpozicije \%(@/Jmeve + Ydesno). Zapravo, ako je
TG stanje prije djeljenja jednostavno [, ;< sgn(z; — x;) det) _y [t ()]

(uzimamo da je temperatura nula), stanje nakon djeljenja bi se moglo napisati
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T 1<i<j<N ’

(5.19)
Zaklju¢ujemo da nasi ra¢uni Loschmidtove jeke u potpoglavlju 5.1 ne odgo-
varaju egzaktno dinamici iz pocetnog stanja (5.19). Ali mozemo opravdano
sumnjati da ¢e se oCekivana vrijednost operatora (5.18) ponaSati gausijanski,
zbog konstrukcije TG stanja preko Slaterovih determinanti i primjenjivosti
trag-log formule.

Nasi racuni pretpostavljaju da je temperatura nula, zato bi vremenska skala
na kojoj se dogada gubitak koherencije zbog temperaturnih efekata |61, 67,
68, 69| trebala biti dovoljno duga da gubitak koherencije bude dominantno
zbog malog nasumi¢nog potencijala Suma. To se moze u principu posti¢i od-
abirom dovoljno velike amplitude Suma. Eksperimenti bi bili jednostavniji da
se dva nekorelirana Suma uvedu u "lijevi" i "desni" podsustav, to ne utjec¢e na

ponasanje i rezultate koje smo opazili u nasim simulacijama.

5.4 Zakljucak

Istrazili smo Loschmidtovu jeku (vjernost) u dva rezima jednodimenzional-
nih medudjelujuc¢ih bozonskih plinova: jako-medudjeluju¢em Tonks-Girardeau
rezimu i slabo-medudjeluju¢em rezimu srednjeg polja opisanom Gross-Pitaevskii
teorijom. Plin je u pocetku u osnovnom stanju potencijala zatocenja kojeg za-
tim naglo prosirimo i proucavamo opadanje vjernosti zbog malog prostornog
Suma.

Nalazimo (numericki i analiticki) da vjernost Tonks-Girardeau plina trne kao
gausijanska funkcija kojoj je eksponent proporcionalan broju ¢estica i kvadratu
amplitude Suma. Nasi rezultati ne ovise o detaljima potencijala zatocenja,
opazili smo isto ponaSanje za plin koji je u pocetku u osnovnom stanju har-
monickog oscilatora kojeg zatim naglo proSirimo. Nadalje, nalazimo da gausi-
jansko ponasSanje ostaje i ukoliko dinamika poc¢ne iz nekog pobudenog stanja
ili superpozicije takvih stanja.

U rezimu srednjeg polja Loschmidtova jeka trne brze za vete nelinearnosti

g1ipN, opadanje postaje naglije kako pove¢avamo nelinearnost (za velike ne-
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linearnosti smo reporducirali rezultat iz reference [71]); pokazuje i ve¢u os-
jetljivost na pojedinu realizaciju potencijala Suma, osobito za male nelinearnosti.
Diskutirali smo naSe ra¢une u kontekstu veé¢ postojecih eksperimenata [61,
62, 63| i teorijskih studija [64, 65, 66, 67, 68, 69] o interferenciji izmedu paralel-
nih 1D bozonskih plinova. Nalazimo da se nasi racuni u rezimu srednjeg polja
mogu testirati u takvim eksperimentima. Za eksperimente u Tonks-Girardeau
rezimu bolji su kandidat opticke resetke, medutim pocetno stanje koje bi dobili
djeljenjem Tonks-Girardeau plina ne odgovara poc¢etnom stanju koje smo mi
ovdje koristili, dinamika iz takvog pocetnog stanja tek treba biti ispitana (vidi

potpoglavlje 5.3).
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Poglavlje 6

Zapinjanje u Tonks-Girardeau
plinu: dijagnostika pomocu
vjernosti osnovnog stanja i

Loschmidtove jeke

U ovom poglavlju prouc¢avamo utjecaj slabog periodickog potencijala na 1D
jako-medudjelujué¢i bozonski plin. Teorijski je predvideno |79 da dodavanje
proizvoljno slabog periodickog potencijala (opticke resetke) duz jako-medudjelujuceg
1D bozonskog plina, moze izazvati kvantni fazni prijelaz u stanje sli¢no kristalu,
gdje atomi sjede u minimumima periodickog potencijala, bez obzira koliko je
plitak taj potencijal. KaZemo da atomi "zapnu" na optickoj reSetki, a taj
kvantni fazni prijelaz nazivamo "zapinjanje" (od engleskog pinning). Zapin-
janje se desava u 1D jako-medudjeluju¢im bozonskim plinovima (y > 3.5)
|79] ukoliko je dodana opticka resetka sumjerljiva sa atomskom gustocom t;j.
ukoliko imamo jedan atom po minimumu opticke resetke. Nedavno je zapin-
janje eksperimentalno demonstrirano u ansamblu 1D ultra-hladnih bozonskih
plinova [80]. Zapinjanje je skicirano na slici 6.1.

U ovom poglavlju koristimo koncept vjernosti osnovnog stanja da ispitamo
zapinjanje u Tonks-Girardeau rezimu. Istrazit ¢emo i neravnoteznu dinamiku
Tonks-Girardeau plina nakon naglog ukljuc¢ivanja opticke resetke koriste¢i Loschmid-
tovu jeku (5.1) kao dijagnosticki alat. Vazno je naglasiti da je u poglavlju 5

vjernost bila isto §to i Loschmidtova jeka, jer smo gledali preklop vremen-
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Slika 6.1: Sivom bojom je oznacena gustoca atoma, a crvena linija predstavlja
opticku resetku. a) Slabo-medudjelujuéi 1D bozonski plin u optickoj resetki.
Valna funkcija atoma se proteze duz resetke, potrebno je povecati amplitudu
opticke resetke iznad neke kriti¢ne vrijednosti da bi atomi zapeli u minimu-
mima reSetke. b) Za jako odbojno medudjelovanje, atomi u 1D bozonskom
plinu su jako korelirani i dovoljno je dodati opticku resetku s malom amplitu-
dom, sumjerljivu atomskoj gustoci, da bi atomi zapeli u minimumima resetke.
Slika je preuzeta iz [80].

ski ovisnih valnih funkcija, koji se mogao dvojako interpretirati [vidi (5.1) i
(5.2)]. U ovom poglavlju razmatramo vjernost osnovnog stanja koja je staticka

veli¢ina, a Loschmidtova jeka se odnosi na neravnoteznu dinamiku.

6.1 Vjernost osnovnog stanja i kvantni fazni pri-

jelazi

Opcenito, Hamiltonijan sustava koji prolazi kroz kvantni fazni prijelaz mozemo
pisati kao
H(\) = Hy + \H',

gdje je H' dio Hamiltonijana odgovoran za fazni prijelaz, a A njegov param-
etar. Karakterisitka faznog prijelaza je da mala varijacija parametra A vodi
na dramati¢nu promjenu energetskog spektra sustava, tj. da se osnovna stanja
Hamiltonijana H(\) i H(X + 6A) znacajno razlikuju. Kao posljedica toga,
preklop osnovnih stanja je veli¢ina osjetljiva na kvantni fazni prijelaz [81].
Prema referenci |79] ako uzduz Tonks-Girardeau plina uklju¢imo proizvoljno
slabu opticku resetku, kojoj je periodi¢nost takva da imamo jedan atom po
minimumu resetke, plin ¢e prije¢i u stanje Mott-izolatora [79]. U stanju Mott-
izolatora atomi su lokalizirani u minimumima opticke resetke i otvara se proc-

jep u spektru pobudenja sustava [79, 80|. Taj kvantni fazni prijelaz nazivamo
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zapinjanje. Uvjet da imamo jedan atom po minimumu opticke reSetke nazi-
vamo sumjerljivost reSetke i atomske gustoée. U tom duhu mozemo za AH'
uzeti potencijal opticke resetke \sin?(kx) sumjerljiv sa atomskom gustoéom
i re¢i da Tonks-Girardeau plin ima kvantni fazni prijelaz, koji nazivamo zap-
injanje, kad A = 0 promjenimo na A + A =V}, gdje je V; amplituda opticke
refetke. Uzimamo da je H(A = 0) Hamiltonijan Tonks-Girardeau plina u
potencijalu Vy(x), a f[()\ + dA = V}) Hamiltonijan Tonks-Girardeau plina u
potencijalu Vg (x) +V;(x), gdje je Vi(z) = V;sin®(kz) potencijal opticke redetke.
Osnovno stanje od H(0) oznacavamo sa |¥,) i osnovno stanje od H(V}) sa
|®g). ocekujemo da ¢e preklop osnovnih stanja (WD) biti osjetljiv ¢ak i na
infinitezimalno slabu opticku reSetku ako je periodi¢nost resetke sumjerljiva
atomskoj gustoci [79]. U teoriji kvantnih informacija, kvadrat apsolutne vri-
jednosti preklopa valnih funkcija je poznat kao vjernost [84]. U tom duhu

definiramo vjernost osnovnog stanja kao
F = [(Wo|®o)[*.

U ostatku ovog poglavlja, vjernost osnovnog stanja ¢e se ¢esto pojavljivati
viSe puta unutar iste reCenice. Zbog toga ¢emo naizmjenice koristiti vjernost

osnovnog stanja i engleski akronim GSF (Ground State Fidelity).

6.2 Fermi-Bose mapiranje i vjernost osnovnog

stanja

Osobitost zapinjanja je da c¢ak i slaba opticka reSetka moze dramati¢no prom-
jeniti energetski spektar sustava i preklop osnovnih stanja znacajno opada. Ko-
riste¢i Fermi-Bose mapiranje (2.12) vjernost osnovnog stanja (GSF) mozemo

izraziti preko jednocesti¢nih stanja 1;(x) potencijala Vi(z) i jednocestiénih
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stanja ¢;(z) potencijala Vy(x) + Vi(z):

(Wl = |y [ doieedaw 37 T ¥ 37 [ brmto o)

o2

— 31 X T [ v @ )da?

= |det AJ? (6.1)

gdje su elementi matrice A dani sa

Ay = [ v @oy(wys (62)

Istrazit ¢emo zapinjanje Tonks-Girardeau plina u dva tipa potencijala za-
toCenja Vy(z), beskonaéno dubokoj kutiji i harmoni¢kom oscilatoru. Beskon-
acno duboku kutiju istrazujemo jer je dovoljno jednostavna da dopusta anali-
ticku analizu pa je korisitmo kao testni poligon za razumjevanje odnosa izmedu
zapinjanja i vjernosti osnovnog stanja. Harmonicki oscilator je vazniji sa

eksperimentalne tocke gledista, jer je koristen u eksperimentu [80].

6.3 Zapinjanje Tonks-Girardeau plina u beskon-

acno dubokoj kutiji: vjernost osnovnog stanja

U ovom potpoglavlju primjenjujemo koncept vjernosti osnovnog stanja [jed-
nadzbe (6.1)-(6.2)] na proucavanje zapinjanja Tonks-Girardeau (TG) plina u

potencijalu beskonac¢no duboke kutije,

Vo) 0, ako0<zx<L (6.3)
o\T) = .
oo, drugdje.

Opticka reetka je definirana kao Vi(z) = V; cos?(kz+¢). periodi¢nost regetke je
u vezi sa Sirinom kutije preko relacije k = M /L, gdje je M cijeli broj. Prema
tome, za ¢ = 0 imamo to¢no M bunara unutar kutije (M je broj minimuma
reSetke), i o¢ekujemo zapinjanje za sluc¢aj kad imamo N = M ¢estica u kutiji.

Za druge izbore faze ¢ imamo M — 1 bunar unutar kutije, i dva polu-bunara
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na pocetku i kraju kutije. U termodinamickom limesu ti rubni uvjeti nisu od
vaznosti, medutim mi ¢emo u naSim simulacijama istraziti utjecaj tih rubnih
uvjeta i konacnosti sustava, jer mogu biti od vaznosti u eksperimentima. Prvo
¢emo proucavati vjernost osnovnog stanja (GSF) numeric¢ki kao funkciju broja

Cestica N, za razli¢ite amplitude resetke V; i veli¢ine sustava L.

6.3.1 Numericke simulacije

U na8im numeri¢kim simulacijama z-prostor je u jedinicama xy = 1lym. Am-
plituda resetke V; i sve druge energije su u jedinicama energije odboja (recoil
energy) Er = (hk)?/(2m). Masa m odgovara masi atoma ®"Rb. U ovom pot-
poglavlju uzimamo za valni vektor refetke k = 4rx;'/3 (A = 27/k = 370/2).
Sirina kutije L = Mn/k = M)/2 ¢ée varirati. U svim simulacijama vrijedi
V, < Eg, tj. radimo u reZimu slabe opticke reSetke |79, 80]. Jednocesti¢na
stanja potencijala Vy(z) su v,(z) = \/2/Lsin(nrz/L) (n = 1,2,3,...). Jed-
nocestitna stanja ¢, (x) od potencijala Vo(z) + V;(z) smo numericki izra¢unali.
Od tih jednocesti¢nih stanja racunamo GSF koriste¢i jednadzbu (6.1).

Slika 6.2(a) pokazuje GSF kao funkciju broja Cestica N za razli¢ite ampli-
tude reetke V;. Faza je ¢ = 0, tj. radimo sa Vj(z) = Vj cos®(kz). Sirina kutije
je L = 407/k = 30z, Sto daje M = 40 i ofekujemo da se zapinjanje desi
na N = 40. Uistinu, opazamo dramati¢an pad vjernosti kako se priblizavamo
uvjetu sumjerljivosti, medutim, GSF je isti za N =391 N = 40. U termodi-
namickom limesu ta anomalija nije vazna, ali eksperimenti se rade upravo sa
parametrima slicnima kakve mi ovdje koristimo, tako da su za eksperimente
efekti kona¢nosti sustava zanimljivi i vrijedi ih istraziti. Ovu anomaliju ¢emo
objasniti u iduéem potpoglavlju 6.3.2 koristeé¢i prvi red ra¢una smetnje. Na
slici 6.2(a) takoder pokazujemo i GSF dobiven u prvom redu racuna smet-
nje (crni z-evi, povezani crtkanom linijjom) uvedenom u potpoglavlju 6.3.2,
vidimo dobro slaganje s numerikom. Slika 6.2(b) pokazuje GSF kao funkciju
broja Cestica N, za razli¢ite vrijednosti Sirine kutije L (amplituda resetke je
konstantna V; = 0.1Eg). Vidimo da se GSF smanjuje u kriti¢cnom podrué¢ju
kako povecavamo L. U idu¢em potpoglavlju ¢emo pokazati da u kriticnom
podrucju £ — 0 kako L — oc.

Diskutirajmo rubne uvjete za konacne sustave. Zanimljivo, ako uzmemo

fazu ¢ = 7/2 za reetku, tako da Vj(z) = V;sin?(kz), dobijemo priblizno iste
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Slika 6.2: Vjernost osnovnog stanja (GSF) (a) kao funkcija broja ¢estica N,
za konstantnu Sirinu kutije L = 30z i valni vektor reetke k = 4rx,'/3 za
razli¢ite amplitude resetke V;. Crni z-evi predstavljaju analiticke rezultate (za
N < M + 1) dobivene u prvom redu rac¢una smetnje, vidimo dobro slaganje
sa numerikom. Vjernost osnovnog stanja (b) kao funkcija N, za konstantnu
amplitudu resetke V; = 0.1E i valni vektor k = 47 /3 za razli¢ite 8irine kutije
L. Vidi tekst za detalje.

vrijednosti za GSF. Na slici 6.3 prikazujemo GSF za cosinus-kvadrat (¢ = 0
crveni krugovi) i sinus-kvadrat (¢ = 7/2 plavi z-evi) reetku, ove vrijednosti
se preklapaju i idu u parovima. Ova simetrija je izgubljena za faze ¢ izmedu
01 7/2. Kao primjer, na slici 6.3 smo prikazali GSF kao funkciju broja ¢estica
za ¢ = w/3 (zeleni kvadrati) i ¢ = 7/8 (rozi trokutovi); postoji jedna tocka
u kojoj GSF ima minimum, ili na N = 39 ili na N = 40, i minimum je nesto
dublji. Za druge faze izmedu ¢ = 01 ¢ = 7/2, rezultati su kvalitaitvno i

kvantitativno sli¢ni kao za ¢ = 7/31 ¢ = 7/8.

Zanimljivo je da za kosinus-kvadrat resetku, sa to¢no M bunara unutar ku-
tije, vidimo ucinak zapinjanja na N = M — 1, M, i da za iste vrijednosti

vidimo uc¢inak zapinjanja za sinus-kvadrat resetku sa M — 1 bunarom un-
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Slika 6.3: Vjernost osnovnog stanja (GSF) kao funkcija broja Cestica N, za
razli¢ite faze ¢ reSetke Vj(x). Izvan prezentiranog intervala brojeva Cestica,
vjernosti osnovnog stanja za razli¢ite faze se preklapaju. Vidi tekst za detalje.

utar kutije i dva polu-bunara krajevima kutije. Da bi vidjeli razlike izmedu
rubnih uvjeta, na koje je GSF neosjetljiv, trebamo gledati druge veli¢ine. Is-
trazit ¢emo ponaSanje energijskog spektra (kao u eksperimentu [80]) i jed-

nocesticne gustoce. Na slici 6.4 prikazujemo spektar jednocesti¢nih energija

L=30X0, V|=0.85ER

Slika 6.4: Spektar jednocesti¢nih energija za kosinus-kvadrat ¢ = 0 (crni x-evi)
i sinus-kvadrat ¢ = m/2 (crveni krugovi) resetku, drugi parametri su L = 30z
iV, =0.85ER. Vidi tekst za detalje.

potencijala Vy(z) + Vi(x) za sinus- i cosinus-kvadrat reSetke. Kao i na slici
6.2(a) parametri su L = 30z i k = 4mx;'/3 (Sto daje M = 40), i amplituda
reSetke je V; = 0.85FR. Vidimo da je energijski spektar drukciji za te dvije
reSetke. Vidimo procjep u spektru koji se otvara na n = 40 (n je indeks jed-
nocesti¢nih stanja) za kosinus-kvadrat resetku, dok se za sinus-kvadrat resetku

procjep otvara na n = 39. Uc¢inci zapinjanja na tim n-ovima intuitivno su jasni
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kad razmisljamo u terminima broja cijelih bunara (minimuma) koje pojedina
reSetka ima u unutar kutije. Tako mi ovdje govorimo o jednocesti¢cnom energet-
skom spektru, energetski procjep ¢e biti prisutan u visecesti¢nom energetskom
spektru Tonks-Girardeau plina, zbog Fermi-Bose mapiranja.

Sad se okre¢emo jednodestiénim gustocama vjerojatnosti p(N, z) = 320 |¢, ()2 /N,
koje su prikazane na slici 6.5(a) za kosinus-kvadrat resetku i (b) za sinus-
kvadrat resetku, u usporedbi sa gustocom po (N, x) = Zgzl |, (2)|?/N, i mak-
simumima i minimumima resetke (parametri su N = M = 40, V; = 0.55FR
i L = 30x). Vidimo da se u oba slu¢aja maksimumi gustoée p(N,z) nalaze
gdje su minimumi resetke, takoder dva sluc¢aja se razlikuju na rubovima kutije,

Sto se reflektira i na energijski spektar ali ne i na GSF.
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Slika 6.5: Jednocesti¢na gustoc¢a py(x) osnovnog stanja N Tonks-Girardeau
bozona u potencijalu Vo(x)+Vi(z). (a) p(40, z) (plava linija) u cosinus-kvadrat
reSetki (crvena linija) i (b) p(40, ) (plava linija) u sinus-kvadrat reSetki (crvena
linija). Za usporedbu smo prikazali i gustoce py(40, x) osnovnog stanja N = 40
Tonks-Girardeau bozona u potencijalu Vp(x) (crna tockasta linija). Vidi tekst
za detalje.

Na slici 6.6(a) prikazujemo isje¢ak gustoce p(N = M, z) (crveni z-evi) us-
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poredno sa dvije najblize gustoc¢e p(N = M — 1,z) (plavi krugovi) i p(N =
M + 1,z) (zeleni trokutovi) u kosinus-kvadrat reSetki (crna crtkana linija).
Vidimo da je vjerojatnost da Cestica sjedi u minimumu kosinus-kvadrat resetke
najveéa za N = M atoma (takoder, vjerojatnost da su atomi u maksimumu
reSetke je najmanja za N = M atoma). To opazanje nam potvrduje indikacije
koje je dao jednocesti¢ni energijski spektar, na slici 6.3, o tome gdje se do-
gada zapinjanje u kona¢no velikom sustavu. Na slici 6.6(b) pokazujemo gus-
tocu p(N = M — 1,z) (crveni krizevi) usporedno sa dvije najblize gustoce
p(N = M — 2,z) (plavi krugovi) i p(N = M,x) (zeleni trokutovi) u sinus-
kvadrat reSetki. Vidimo da je najjac¢i uc¢inak zapinjanja za N = M — 1, §to je
konzistentno sa jednocesti¢nim energijskim spektrom za sinus-kvadrat resetku

na slici 6.3.
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35;

o= p(39.)
|2 p(40,x)
| = p(dlx) !

25 I ,’ ! =
: ' R cosine-squared| / - Y
:)2 i L L “I L L i L L \l
13.4 13.6 13.8 14 14.2 14.4
X [um]
15 T
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35042

)3 -6-p(38,x)

) ——p(39,x)
25+ | . | p(40,x)
! \ |---sine-squared| !
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Slika 6.6: Jednocesti¢na gustoca. (a) p(40,z) (crveni z-evi) i dvije najblize
gustoce p(39,z) (plavi krugovi) i p(41,x) (zeleni trokutovi) u kosinus-kvadrat
reSetki (crna crtkana linija). (b) p(39,x) (crveni krizevi) i dvije najblize
gustoce p(38,x) (plavi krugovi) i p(40,x) (zeleni trokutovi) u sinus-kvadrat
reSetki (crna crtkana linija). Izabrali smo manji interval na osima zbog bolje
vidljivosti. Vidi tekst za detalje.
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Vidimo da energija i jednocesti¢na gusto¢a mogu razlikovati razlic¢ite rubne
uvjete, dok je vjernost osnovnog stanja manje osjetljiva na te efekte. Vjernost
osnovnog stanja ima prednost nad energijskim spektrom i gusto¢om u termod-
inamickom limesu gdje dramati¢no ukazuje gdje se dogada zapinjanje cak i
za infinitezimalnu amplitudu opticke reSetke, kad je energijski procjep tesko

vidljiv.

6.3.2 Analiza vjernosti osnovnog stanja pomodéu prvog

reda rac¢una smetnje

U ovom potpoglavlju analiziramo ponaSanje vjernosti osnovnog stanja (GSF-
a), u kontekstu zapinjanja za Tonks-Girardeau plin u beskona¢no dubokoj
kutiji, pomoc¢u prvog reda ra¢una smetnje. Ne-perturbirana stanja su ¢, (z) =
V/(2/L)sin(nrz/L) tj. jednoCesti¢na stanja potencijala Vo (). Fokusirajmo se
prvo na kosinus-kvadrat resetku Vj(z) = Vjcos?*(Mrz /L), koju tretiramo kao
malu perturbaciju. Oznadit ¢emo jednocesti¢na stanja potencijala Vy(z)+V(x)
kao ¢,(z). Do prvog reda u amplitudi opticke reSetke, jednoCesti¢na stanja

potencijala Vy(x) + Vi(x) su

oi(x) o< PYi(z) + aopr—ivan—i(T) + aonr+ithon+i(x), (6.4)

gdjejei e {1,...,.M — 1,M +1,...,2M — 1}; slu¢aj i = M razmatramo
zasebno. Taj interval indeksa ¢ pokriva brojeve cestica od interesa, kriti¢no
podrucje je N ~ M u sredini tog intervala. Koeficijenti su dani sa asp—; =
Vi/[A(Eop—i — E)] 1 aopri = Vi/[4(Eapi — E;)] gdje je E; jednocesti¢na
energija i-tog stanja u potencijalu Vy(z). Posto je E; = (i/M)?*Er (Er =
(hk)?/2m) mozemo pisati

MV

P - 6.5
“MF T 16(M F i) En (6.5)

Koeficijent agps1; u jednadzbi (6.4) mozemo zanemariti zbog nazivnika u jed-

nadzbi (6.5), mozemo pisati za i # M

oy Wil) + aom—itban—i(@)
O i P (66)
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gdje smo normalizirali valnu funkciju. Vidimo da je perturbacija najdominant-
nijakadjei =M —-1ii=M + 1.

Za i = M, prvi red ra¢una smetnje daje ¢n(z) o< ¥a(x) + aspdsn (),
gdje je asyr = Vi/[4(Esn — Eu)] = Vi/32ER dovoljno malo za slabu reSetku

Vi/Er < 1 te ga moZemo zanemariti i pisati

dn () = (). (6.7)

U stvari ta relacija vrijedi i za jace reSetke, dok je god ispunjeno V;/32Er < 1.

Da bi odredili GSF moramo izra¢unati matri¢ne elemente A;; definirane sa

(6.2). Prvo razmatramo slucaj N < M:

o 0ij + aonr—;0i 2n—j

v 1+ |agn—;|?

, (6.8)

gdjejei,j=1,...,N. Ako je N < M onda drugi delta ¢lan u (6.8) daje nulu,

i matrica (6.8) postaje dijagonalna A; = (1/1+ |agn—;|?)”!. Prema tome,
GSF za N < M postaje

N N 1
F ~ A” 2 — - = .
\[[ = mr (6.9)

i=1
Posto koeficijenti |asns—|* rastu kvadrati¢no kako se i priblizava M, razum-
jemo ponasanje GSF-a kad se N priblizava M odozdo, koje je opazeno na
slici 6.2(a) and (b). Na slici 6.2(a) smo prikazali rezultate jednadzbe (6.9)
(crni x-evi), slaganje je kvalitativno i kvantitativno izvrsno za male amplitude
reSetke, za vece amplitude je kvantitativno loSije u samom minimumu GSF-a,
ali jedndzba (6.9) i tad daje odli¢ne kvalitativne rezultate i to¢no upucuje na
kriticno podrucje gdje se dogada zapinjanje.
Slucaj kad je N = M je lako rijesiti zbog Ay =~ 1, tada GSF postaje

M-1

1
F~ —  |Auuml* 6.10
g 1+ ’a2M7i’2‘ MM’ ( )

Sto je identi¢no vrijednosti za N = M — 1, §to je u skladu sa numerickim
opazanjem. Vidimo da su rezultati jednadzbe (6.9) u kriticnom podrudju

N ~ M sistematski ispod vrijednosti dobivenih egzaktnom numerikom za vece
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amplitude resetke, vidi slike 6.2(a) i (b). Drugi red ra¢una smetnje bi digao
vrijednosti GSF-a i ne bi promjenio odnos GSF-aza N =M —1i N = M, jer

i u drugom redu ra¢una smetnje ostaje Ay ~ 1 (ovdje to nije pokazano).

Ako prosirimo kutiju na npr. L' = 2L, a zadrzimo isti valni vektor k =
M /L, dobijemo M’ = 2M, i minimumu GSF ide u desno na N = 2M — 1
i N = 2M, i smanjuje se u iznosu, jer se povecanjem L-a (odnosno M-a)

povecavaju koeficijenti u nazivniku jednadzbe (6.9).

Prvi red racuna smetnje takoder daje objasnjenje za utjecaj faze ¢ resetke.
Za sinus-kvadrat reSetku, zbog cos?(kx) = 1 — sin®(kz), integrali koji se po-

javljuju u perturbacijskoj teoriji su

/ 5 () cos? (k)b () = — / 07 () sin? (k) (2) e

pa koeficijenti u perturbacijskom razvoju mjenjaju predznak, valne funkcije se
razlikuju, ali GSF (6.9) ovisi o apsolutnoj vrijednosti tih koeficijenata i nije
osjetljiv na promjenu faze s ¢ = 0 na ¢ = w/2. To objasnjava rezultate Slike
6.3 za kosinus-kvadrat (crveni krugovi) i sinus-kvadrat reSetku (plavi z-evi).
Za neku proizvoljnu fazu izmedu 0 i 7/2, glavna razlika je da jednadzbe (6.4)
i (6.7) vise ne vrijede, potrebno je vise koeficijenata u razvoju ¢;(z) preko
¥i(x), posebno oko i ~ M, §to naruSava simetriju izmedu slucajeva N = M i
N=M-—1.

Razmotrimo konac¢no slu¢aj N = M + 1 za kosinus-kvadrat resetku. Sad
matrica A dobije dva ne-dijagonalna elementa, Api1a—1 1 Ap—1,m+1, Sa

sljede¢im svojstvom

a
Apvriv—1 = —Ap—1im41 = B - (6.11)

V1t lan?

zbog jednadzbe (6.5). U tom slu¢aju determinanta matrice (6.8) postaje

M-2

det A ~ H A A (Av—1 -1 An,m41 — AM+1,M—1AM—1,M+1)-

=1

ZbOg (65) i (611) dobijemo (AM—I,M—lAM+1,M+1 _AM-I—I,M—IAM—LM—H) ~ 1,

a posto je Ay ~ 1, konacno dobijemo da je determinanta matrice (6.8) za
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N = M + 1 Cestica
M—2

det A ~ H Ajj.
i=1
Iz zadnje relacije vidimo da su vjernosti osnovnog stanja (GSF) za N = M +1
i N = M — 2 priblizno jednake u prvom redu ra¢una smetnje. Na Slici 6.2(a)
i (b) smo prikazali ove analiticke rezultate za N = M, M + 1 (crni z-evi)
zajedno sa analitickim rezultatima GSF-a za N < M (crni z-evi). Vidimo da
je za najmanju amplitudu reseteke V; = 0.1FER slaganje izvrsno kvalitativno i
kvantitativno, sa pove¢anjem amplitude reSetke GSF-ovi dobiveni analitikom
su sistematski ispod rezultata numerike, ali kvalitativno ponasanje je u skladu

s numerikom.

6.4 Zapinjanje Tonks-Girardeau plina u harmonickom

oscilatoru: vjernost osnovnog stanja

U ovom potpoglavlju prou¢avamo zapinjanje Tonks-Girardeau plina u poten-

cijalu harmonickog oscilatora

Vo(r) = : (6.12)

Odabiremo parametre kao u eksperimentu [80]. Atomi unutar zamke su *3Cs.
Opticka refetka je Vi(z) = V;sin®(kz) sa k = 1.887wx;', gdje je mg = lum,
tako da je valna duljina resetke A\ = 1064nm. Amplituda reSetke i sve druge
energije su u jedinicama energije odboja Er = (hk)?/(2m).

Na slici 6.7(a) prikazujemo vjernost osnovnog stanja (GSF) kao funkciju
broja cestica N za razli¢ite vrijednosti amplitude resetke V;. Frekvencija har-
monic¢kog oscilatora je wy/2m = 25Hz (sli¢no kao u eksperiemntu we,,/2m =
22(3)Hz [80]). Vidimo, za sve amplitude, da GSF prvo monotono opada, sli¢no
kao i u beskona¢no dubokoj kutiji na slikama 6.2(a) i (b), zatim GSF krene na-
glo opadati i na N ~ 50 ima prvi lokalni minimum nakon kojeg krene oscilirati
s jo§ dubljim minimumima. Za manje amplitude V; = 0.15FER (zeleni krugovi)
iV, = 0.45ER (plavi z-evi) oscilacije imaju globalni minimum na N = 60,
nakon kojeg GSF lagano raste, ali sporije u odnosu na brzinu kojom pada

prema prvom minimumu, odnosno GSF nije simetrican oko minimuma kao u
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slucaju potencijala beskona¢no duboke kutije. Za veé¢u amplitudu V; = 0.9F
(crveni kvadrati) GSF je efektivno nula F' ~ 0 za N izmedu N ~ 601 N ~ 70,
aiznad N ~ 70 prosjecni GSF pocinje lagano rasti. Konacno, za jo§ ve¢u am-
plitudu V; = 1.4FR (crni dijamanti) (sli¢cna amplituda je koristena u eksperi-
mentu V., = 1.5(1)Er [80]) GSF opada na vrijednosti malo iznad nule ve¢ za
N ~ 45, zatim nakon male grbe, vidimo da je F'~ 0 od N ~ 60 do N ~ 110,
iznad N ~ 110 GSF lagano raste i razvije oscilacije (nije pokazano) sli¢cno kao
GSF za V; = 0.9Eg (crveni kvadrati). Na slici 6.7(b) prikazujemo vjernost

oo0/2n=25Hz
1
.81 a)
1.6
-e-V|:0.15ER
1.4 +VI=0'45ER
| —E—VIZO.QER
_Q_V|=l.4ER
0 L L
0 20 40 60 20
N
V =0.45E

ox el 'l [f| - w,/2m=25Hz
) l’ 1

- w0/2rp35Hz

0 50 100 150 200 250

Slika 6.7: Vjernost osnovnog stanja (GSF) kao funkcija broja cestica N (a) za
razli¢ite amplitude resetke V; uz konstantnu frekvenciju wy/2m = 25Hz. Vjer-
nost osnovnog stanja kao funkcija broja cestica N (b) za razlicite frekvencije
wp uz konstantnu amplitudu resetke V; = 0.45Ek. Vidi tekst za detalje.

osnovnog stanja kao funkciju broja cestica N za razli¢ite vrijednosti frekven-
cije harmonickog oscilatora wy uz konstantnu amplitudu resetke V; = 0.45Eg.
Vidimo, kao §to je i ocekivano, minimum GSF-a je dublji, i pojavljuje na ve¢im
N §to je wy manji.

Isticemo da su rezultati za Tonks-Girardeau plin (v > 1), prezentirani na

slici 6.7(a), u odlitnom slaganju sa eksperimentalnim rezultatima iz reference
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[80], koji se odnose na veliki ali konaé¢ni 7, u kojima se kaze da su najbolji uvjeti
da se desi zapinjanje kad je u centralnoj tubi oko N ~ 60 atoma. Vidimo na
slici 6.7(a) za sve amplitude GSF pokazuje pojac¢anu osjetljivost i najjaci pad

u podruc¢ju N ~ 60.

Da bi razumjeli ove rezultate, trebamo definirati sumjerljivost Tonks-Girardeau
plina i primjenjene opticke reSetke. To nije trivijalno zbog nehomogene gustoce
atoma u osnovnom stanju Tonks-Girardeau plina u harmonickom oscilatoru.
U potpoglavlju 6.3 smo vidjeli da je GSF minimalan kad N-to jednocesti¢no
stanje, koje ulazi u N cesti¢cno osnovno stanje preko Fermi-Bose mapiranja
(2.12), ima istu valnu duljinu kao i opti¢ka resetka. U sluc¢aju harmonickog
potencijala (6.12), asimptotski razvoj jednocesti¢nih stanja ¢, (z) za n > 1
daje

Un(/ag) o< cos(v2nz/ag — nw/2), (6.13)

gdje je ag = \/h/mwy. Asimptotski razvoj nam daje dominantnu valnu duljinu

n-tog jednocesticnog stanja. Procjenjujemo da se zapinjanje dogada kad je

ispunjeno
k ~ V2N /a, (6.14)
Sto daje
k%h
P QmWO ( )

za broj Cestica kad se dogada zapinjanje (pinning). Jednadzba (6.15) je izve-
dena uz uvjet n >> 1; u eksperimentima je obi¢no N > 30. Kada je u
osnovnom stanju TG plina N, atoma, tada je gustoca centralnog dijela
atomskog oblaka sumjerljiva sa optickom resetkom tj. u centralnom dijelu har-
monic¢ke zamke imamo jedan atom po minimumu opticke resetke n. = 1/(A\/2)
(uvjet sumjerljivosti) [79]. Za w/2m = 25Hz dobijemo Ny, ~ 50, §to ob-
jasnjava pad u GSF-u na slici 6.7(a). Jednadzba (6.15) takoder objasnjava
polozaje prvog minimuma GSF-a u ovisnosti o frekvenciji harmonickog oscila-
tora, dobijemo Npn, ~ {38,52, 75,130} za wy/2m = {35, 25, 17.5, 10}Hz, $to je
u dobrom slaganju sa numerikom na slici 6.7(b). Opet, vidimo da pove¢anjem
sustava minimum GSF-a postaje dublji, $to je konzistentno sa smanjanjem

GSF-a u kriti¢nom podrucju u termodinamic¢kom limesu.

Na slici 6.8 smo prikazali spektar jednocesti¢nih energija potencijala Vy(x) +
Vi(x) sa amplitudama reSetke V; = 0.45FR (crveni trokutovi) i V; = 1.4Fg
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(plavi krugovi). Vidimo da se na n ~ 50 otvara serija energetskih "procjepa"
u smislu da ¢e za neke N pobudenje TG plina iz osnovnog stanja kostati vise

energije.

.8r _e_VI=14ER
o |-+V=045E,

40 45 50 55 60 65 70

Slika 6.8: Spektar jednocesti¢nih energija u potencijalu Vy(z) + Vi(z), za vri-
jednosti amplitude resetke V; = 1.4ER (plavi krugovi) i V; = 0.45ER (crveni
trokutovi). Vidi tekst za detalje.

Ove rezultate se moze razumjeti u terminima sumjerljivosti jednocesti¢ne
gustoc¢e Tonks-Girardeau plina u harmoni¢kom potencijalu i opticke resetke
Vi(z). Gustoéa N ¢estica u osnovnom stanju TG plina u Vy(x) potencijalu
je po(N,x) = fo;ol |, (x)]?. Ta funkcija je nehomogena sa maksimalnom
vrijednosti (peak density) u x = 0. Kako pove¢avamo N (pocevsi od N = 1),
prvi dio gustoée po(V,z) koji se priblizava uvjetu sumjerljivosti n. = 2/A
(jedan atom po minimumu resetke) je centralni dio tj. po(N,0). Prema tome,
prvi procjep u jednocesti¢nom spektru, i prvi minimumu GSF-a ¢e se desiti za
Npinn sa svojstvom po(Npinn, 0) = n., u skladu sa referencom [79] i jednadzbom
(6.15). Dodavanje jo§ Cestica, N > Npin,, vodi na po(N,0) > n,, ali sad u
podrucjima lijevo i desno od x = 0 gustoca postane sumjerljiva sa resetkom,
tj. po(N, —d) = n. i po(N,d) = n,, za neki d > 0, tako da se dodatni procjepi
otvaraju u jednocesti¢nom spektru, zapinjanje se deSava i za te brojeve Cestica,
zbog toga se GSF jo§ spusti nakon Np,. Pomak d se povec¢ava kako raste NV
i sumjerljivost je zadovoljena sve blize rubovima zamke Vy(z) gdje je gustoca
niska, zato je sve manji dio ukupnog broja atoma izlozen zapinjanju, zbog toga
GSF pocinje rasti kako se d dodatno povecava. Oscilacije u GSF-u nastaju zbog
igre izmedu simetrije jednocesti¢nih stanja, koja grade TG viSeCesti¢nu valnu

funkciju, i simetrije opticke resetke.
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6.5 Loschmidtova jeka i neravnotezna dinamika
Tonks-Girardeau plina nakon naglog ukljuci-

vanja opticke reSetke

U ovom potpoglavlju istrazujemo ucinak zapinjanja u neravnoteznoj dinamici
Tonks-Girardeau plina koju iniciramo naglim uklju¢ivanjem opticke resetke.
Ozna¢imo sa My Hamiltonijan TG plina u potencijalu zatocenja Vy(x). Uz-
imamo da je pocetno stanje TG plina osnovno stanje |¥y) Hamiltonijana
Hy. U trenutku ¢ = 0 naglo uklju¢imo opticku resetku Vj(z) i neravnote’no
visecesticno stanje |®(t)) = exp[—i(Hy + Vi(z))t/h]|¥o) zapocne s evolucijom,
gdje je pocetni uvjet |®(0)) = |¥,). Zelimo istraziti utjecaj sumjerljivosti
opticke resetke i atomske gustoc¢e osnovnog stanja |Wo) na neravnoteznu di-
namiku TG plina. Fermi-Bose mapiranje (2.12) vrijedi i za vremenski ovisna
stanja, tako da, nakon ukljufivanja opticke resetke, viSecesti¢no stanje |®(t))
moze biti konstruirano kao Slaterova determinanta vremenski evouliranih jed-
nocesti¢nih stanja |®(t)) = ﬁ [Ticicj<nsen(z —z;) detf:fj:1 [V (z5,1)]. Jed-
noCesti¢na stanja 1, (x;, t) su izvan ravnoteze i ra¢unaju se pomocu jednadzbe
ihOphy (z,t) = [—h?/(2m)d2 + Vo(z) + Vi(x)] ¥ (z, t) uz poetni uvjet ¢, (x, 0) =
Un (), gdje su ¥, (z) pocetna jednocestiéna stanja koja se koriste za konstruk-
ciju neperturbiranog osnovnog stanja |¥o) TG plina u potencijalu Vp(x).

Kao sto smo vidjeli u Poglavlju 5, Loschmidtova jeka
L(t) = [(Wo| exp(iHot /h) exp[—i(Ho + Vi(x))t /]| ¥o) [

moze posluziti za istrazivanje osjetljivosti sustava na perturbaciju, u nasem
slu¢aju perturbacija je primjena opticke resetke V;(x) na TG plin u osnovnom
stanju Vp(z) potencijala. Posto u nasem slu¢aju vrijedi Ho| o) = Qo|¥o), gdje

je Qo energija osnovnog stanja TG plina u Vy(z) potencijalu, mozemo pisati
L(t) = [{o| exp[—i(Ho + Vi(x))t/h]| Vo) |* = [(To|®(t))|*. (6.16)

Jednadzba (6.16) nam govori da je u ovom slu¢aju Loschmidtova jeka ekviva-
lentna tzv. vjerojatnosti prezivljavanja (survival probability) tj. vjerojatnosti
da je sustav u poc¢etnom stanju u trenutku ¢ nakon Sto smo ukljucili pertur-

baciju u t = 0.
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Fermi-Bose mapiranje vrijedi i za vremenski ovisne valne funkcije pa Loschmid-

tova jeka moze biti zapisana u formi pogodnoj za ra¢unanje

N
L(t) = /divl dﬂ?NZ )7 ] s (2,00 > (= JQHQ/’az ) (@, 1)
=1 o2

= |det A(t)%, (6.17)

gdje je A(t) vremenski ovisna matrica koja sadrzi preklope jednocesti¢nih
stanja 1;(x,0) potencijala V() i jednocesti¢ni stanja 1;(x,t) koja evouliraju
u potencijalu Vy(z) + Vi(2)

t) = /@Df(x,O)@/Jj(x,t)dx. (6.18)

6.5.1 Beskonac¢no duboka kutija

Sada ¢emo iskoristiti jednadzbe (6.17) i (6.18) da istrazimo Loschmidtovu jeku
Tonks-Girardeau plina nakon §to u ¢ = 0 naglo uklju¢imo opticku resetku
Vi(z). Prije uklju¢ivanja reSetke Tonks-Girardeau plin je u osnovnom stanju
|Wy) potencijala beskona¢no duboke kutije Vo(z) (6.3). U ovom potpoglavlju

koristimo iste parametre kao u potpoglavlju 6.3.

Na slici 6.9 pokazujemo Loschmidtovu jeku L(t), kao funkciju vremena za
razlic¢ite brojeve ¢estica IV, koju smo dobili egzaktnom numerickom evolucijom,
za opticku resetku Vj(z) = 0.55Ep cos?(4mzag ' /3). Sirina kutije je L = 30,.
Broj bunara (minimuma) opticke resetke je M = 40. Taj isti set parametara
smo koristili pri ra¢unu vjernosti osnovnog stanja F' na slici 6.2(a) oznacenoj s
crvenim krugovima. Vidimo da se svojstva vjernosti osnovnog stanja reflekti-
raju na Loschmidtovu jeku. Vrijednostiidu u parovima tj. krivulje su priblizno
jednake za N = M —ji N = M + 5 — 1 Cestica, gdjeje j =1,..., M —1. Na-
jbrze i najvise trne Loschmidtova jeka za brojeve cestica u kriticnom podrucju
tj. za N =391 N = 40 Cestica (crveni krugovi i crvena puna linija). Takoder,

oscilacije usporavaju kako se priblizavamo kriti¢cnom podrucéju N ~ M.

Da bi razumjeli rezultate Slike 6.9 iskoristit ¢emo relacije (6.5)-(6.7) da

napiSemo razvoj neperturbiranih jednocesti¢nih stanja potencijala Vy(x) preko
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Slika 6.9: Loschmidtova jeka L(t) za razli¢ite brojeve ¢estica N u potencijalu
beskona¢no duboke kutije. Opticka resetka V;(z) ima 40 minimuma tj. M = 40
bunara. Loschmidtova jeka odrazava svojstva vjernosti osnovnog stanja tj.
trne najbrze za N = (M —1, M) ¢estica i pojavljuje se u parovima. Frekvencija
oscilacija se smanjuje kako se priblizavamo kriticnom podrucju N ~ M. Vidi
tekst za detalje.

perturbiranih jednocesti¢nih stanja potencijala Vy(x) + Vi(x)

¢z($) - a2M—i¢2M—z’(x)
\/1+|a2M_Z-|2 .

Gdjejei=1,.... M -1, M+1,...,2M — 1. Za slucaj : = M dobijemo

iz, 0) ~ (6.19)

Y (x,0) = dpr(x). (6.20)

Koriste¢i jednadzbu (6.19) dobijemo vremensku evoluciju stanja 1;(x, t) nakon
ukljucivanja opticke resetke
exp(—iEt /)i (x) — aspnr—; exp(—iEL,,_t/h _i(x
/14 ’a2M7j|2
gdje je B! jednoCesti¢na energija u potencijalu Vo(z) + Vi(x). Sad iskoristimo
relacije (6.19)-(6.21) u jednadzbama (6.18) i (6.17).

Prvo razmatramo slucaj kad je broj cestica manji od broja bunara opticke
reSetke tj. N < M. U tom slu¢aju matrica (6.18) je dijagonalna sa elementima
exp(—iE%t/h) + |asnr—i|? exp(—iEL,, ;t/h)

1+ |agns—if?
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a posto vrijedi L(t) = | det A(t)]* = det [A(¢)A*(¢)], dobijemo

L(t) = H [ Au(t)]?, (6.22)
gdje je

|A~(t)|2 ~ 1+ 2’&21\/[—%"2 COS [(EéM—i B Ezl)t/h} + |a2M—i|4
’ (1+ lagnrif?)?

(6.23)

Ako iskoristimo izraz (6.9) za vjernost osnovnog stanja (F') dobijemo za Loschmid-
tovu jeku N < M Cestica

N
L(t) ~ F* [ [ (1 + 2laan—il” cos [(Eby—; — EDt/A] + |agn—l*).  (6.24)
i=1
Vidimo da je vjernost osnovnog stanja ugradena u Loschmidtovu jeku, zato
Loschmidtova jeka reflektira njena svojstva. Posto koeficijenti |agps_;|* rastu
kvadratno kako se ¢ priblizava M vidimo da ¢e najdominantniji kosinusni ¢lan
u (6.24) biti za i = N iz ¢ega mozemo zakljuciti da je dominantna frekvencija
oscilacija wgr Loschmidtove jeke za N < M cestica

l l
By n—Ey

wr(N) = - , (6.25)

gdje su E' jednocestitne energije potencijala V(z) + Vi(x).

Razmotrimo sad slucaj N = M. Kad idemosa N = M —1na N = M cestica,
matrica (6.18) ostaje dijagonalna zbog relacije (6.20) tj. jednostavno dodamo
Ay (t) =~ exp(—iE%,t/h) na glavnu dijagonalu. Posto je |Ays(t)]? ~ 1,
vidimo da je Loschmidtova jeka za N = M cestica priblizno ista kao za N =
M — 1 Cestica, u skladu sa Slikom 6.9 (crvena puna linija za N = 40 i crveni

krugovi za N = 39 se preklapaju).

Prijedimo sad na slu¢aj N = M + 1. Sada matrica (6.18) dobije dva ne-

dijagonalna ¢lana

—anrs1exp(—iBhyt/h) — a1 exp(—iEf,_t/h)
1+ |apa|?

Ay m—1(t) = Ay () = ;

(6.26)
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gdje smo iskorisitli (6.19) i |ap—1| = |aar41], vidi jednadzbu (6.5). Determi-
nanta matrice (6.18) ima dva ¢lana, produkt elemenata na dijagonali i ¢lan

koji dolazi zbog dva ne dijagonalna elementa

M—-2

det A(t) = H A (O A () [Anr—1 =1 () Anrpr, 11 (8) — Anrpr, -1 (8) Anr—1,m41 (1))

=1

Moze se pokazati da je

(A1 -1 () Angsr 1 (8) — Anre -1 (8) Anr— a1 (1)) & exp [—i(EYy_y + Elyyq)t/B]

Sto zajedno sa Anp(t) ~ exp(—iEYt/h) daje

M—2
L(t) = |det A(t)|* ~ H | A (1))
i=1
Zakljucujemo da je Loschmidtova jeka za N = M + 1 priblizno ista kao za
N = M —2 cestica. Pojavljuje se isti uzorak kao i za vjernost osnovnog stanja.
Loschmidtova jeka je priblizno ista za N = M — j1 N = M + j — 1 Cestica,
gdjejej=1,..., M —1. Zbog tog uzorka, mozemo iskoristiti jednadzbu (6.25)
da dobijemo dominantne frekvencije oscilacija Loschmidtove jeke za N > M
Cestica
wn(M +j—1) ~ w(M — j), (6.27)

gdje je j = 1,...,M — 1, a wg(M — j) dobijemo iz jednadzbe (6.25). Da
bi provjerili gornje relacije, na slici 6.10 smo nacrtali dominantnu frekvenciju
oscilacija wgr(NV), koju daju jednadzbe (6.25) i (6.27) za N = 1,...,2M — 2
Cestica, zajedno sa dominantnom frekvencijom oscilacija wrpr(N), koju daje
Fourierov transformat Loschmidtove jeke prikazane na slici 6.9, slaganje je

1Zvrsno.
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Slika 6.10: Dominantna frekvencija oscilacija Loschmidtove jeke dobivena sa
jednadzbama (6.25) i (6.27) wg (plavi krugovi) i sa Fourierovim transformatom
Loschmidtove jeke wppr (crveni krizevi). Loschmidtova jeka je izra¢unata sa
istim parametrima kao na slici 6.9. Vidi tekst za detalje.

6.5.2 Harmonicki oscilator

U ovom potpoglavlju koristimo jednadzbe (6.17) 1 (6.18) da istrazimo Loschmid-
tovu jeku Tonks-Girardeau plina nakon ukljucivanja opticke resetke Vj(x); prije
ukljuc¢ivanja resetke plin je u osnovnom stanju |Wy) potencijala harmonickog
oscilatora Vp(x) (6.12). U ovom potpoglavlju koristimo iste jedinice i parame-

tre kao u potpoglavlju 6.4.

Na slici 6.11 prikazujemo Loschmidtovu jeku TG plina nakon ukljucivanja
opticke resetke V;(z) = 0.45Eg sin?(1.887x,'x); TG plin je u po¢etnom trenutku
u osnovnom stanju harmonickog potencijala sa wy/2m = 25Hz. Slika 6.11(a)
je za N < Npinp Cestica, a slika 6.11(b) je za N > Ny Cestica, gdje je Nping,
odreden jednadzbom (6.15) (za parametre koje smo ovdje koristili Ny, ~ 52).
Vidimo da se svojstva vjernosti osnovnog stanja (vidi sliku 6.7(a) plavi krizevi)
prenose na Loschmidtovu jeku; prosje¢na vrijednost Loschmidtove jeke je niza
za nizu vjernost osnovnog stanja. To vrijedi generalno. Medutim, detalji di-
namike Loschmidtove jeke (kao npr. dominantne frekvencije oscilacija) ovise

o potencijalu zatocenja.

Na slici 6.12 smo prikazali dominantnu frekvenciju osiclacija Loschmidtove
jeke (sa slike 6.11) koju smo dobili Fourierovim transformatom (wppr plavi
krizevi). Vidimo da je wppr konstantna za N < Ny, 1 zatim postane nereg-
ularna za N > Npi,,. NaSli smo numericki da se regularno ponaSanje za

N < Npinn pojavljuje zato §to 1, (z,0) za n < Npin, mozemo dobro aproksimi-
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Slika 6.11: Loschmidtova jeka L(t) za razli¢ite brojeve ¢estica N. Pod a) za
N < Npinn 1 pod b) za N > Npipp. Vidi tekst za detalje.

rati sa

Un(@,0) ~ Appo(x) + Bon(x) + Conia(2),

gdje je koeficijent B uvijek najveéi po iznosu; iz toga sljedi
Wr(N < Npinn) = 2wy, (6.28)

Sto je takoder prikazano na slici 6.12. Za n > Ny, postoji mnogo koeficijenata
u razvoju v, (z,0) preko ¢, (z) koji doprinose sa istom tezinom i jednostavna

relacija (6.28) viSe ne vrijedi.

6.6 Zakljucak

Proucavali smo zapinjanje u Tonks-Girardeau plinu koristec¢i vjernost osnovnog
stanja i Loschmidtovu jeku kao dijagnosticke alate. Nasli smo, numericki i

analiticki (unutar prvog reda ra¢una smetnje), da vjernost osnovnog stanja
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Slika 6.12: Dominantna frekvencija oscilacija Loschmidtove jeke odredena jed-
nadzbom (6.28) wr ~ 2w, (crveni krugovi) i dominantna frekvenicja oscilacija
odredena Fourierovim transformatom Loschmidtove jeke (sa Slike 6.11) wppr
(plavi krizevi). Vidi tekst za detalje.

moze ukazati na kriticno podrucje parametra za koje se dogada zapinjanje.
Vjernost osnovnog stanja definirana u jednadzbi (6.1) ima dramati¢an pad
kada se atomska gustoca priblizi gustoé¢i od jednog atoma po bunaru opticke
reSetke. To smanjenje je indikacija zapinjanja tj. kvantnog faznog prijelaza
Tonks-Girardeau plina u fazu Mott-izolatora u kojoj su atomi zaglavljeni u
minimumima opticke resetke. Nasli smo da vjernost osnovnog stanja Tonks-
Girardeau plina u potencijalu beskonac¢no duboke jame moze biti neosjetljiva
na rubne uvjete. Vjernost osnovnog stanja za N = M — 11 N = M Ccestica
(M oznacava broj bunara opticke resetke) u kosinus-kvadrat (sinus-kvadrat)
reSetki je ista, dok jednocesti¢na gustoca i energijski spektar pokazuju da se
zapinjanje dogada za N = M (odnosno N = M — 1) Cestica. Vjernost os-
novnog stanje je u prednosti pred jednocesticnom gusto¢om i energijom u ter-
modinamickom limesu gdje ima dramatic¢an pad ¢ak i za infinitezimalno malu
amplitudu opticke resetke.

Istrazili smo i primjenjivost vjernosti osnovnog stanja u dijagnosticiranju za-
pinjanja u eksperimentalnim uvjetima. Nasi rezultati su u izvrsnom slaganju
sa nedavno izvedenim eksperimentom [80]. Nasli smo da vjernost osnovnog
stanja u potencijalu harmonickog oscilatora pokazuje pojacanu osjetljivost u
Sirokom intervalu brojeva Cestica N > Ny (gdje je Npinn definiran u jed-
nadzbi (6.15)); za N ~ Npin, vjernost osnovnog stanja ima brzi pad i za vece
N razvije oscilacije. Takvo ponaSanje je povezano sa serijom procjepa koji

se otvore za n ~ N, u energijskom spektru jednocesti¢nih stanja ukupnog
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potencijala (harmonicki oscilator plus opticka resetka).

Istrazili smo i neravnoteznu dinamiku Tonks-Girardeau plina iniciranu naglim
ukljucivanjem opticke resetke. Pokazali smo da se sva svojstva vjernosti os-
novnog stanja reflektiraju na Loschmidtovu jeku. Prosje¢na vrijednost Loschmid-
tove jeke je niza Sto je niza vjernost osnovnog stanja, neovisno o detaljima
potencijala zatocenja. Detalji Loschmidtove jeke, kao dominantne frekven-
cije oscilacija, ovise o tipu potencijala zatocenja. Nalazimo da je ponaSanje
Loschmidtove jeke Tonks-Girardeau plina u beskonac¢no dubokoj jami regu-
larno, frekevenije oscilacija se smanjuju kako se priblizavamo kriti¢énom po-
druc¢ju N ~ M i moguce ih je jednostavno izracunati iz jednocesti¢nog ener-
getskog spektra ukupnog potencijala (beskona¢na duboka kutija plus opticka
reSetka). U potencijalu harmonickog oscilatora, s pove¢anjem broja Cestica N
dominantna frekvencija oscilacija ostaje konstanta priblizno jednaka 2wq (wo
je frekvencija harmonic¢ke zamke), dok se ne otvori serija "procjepa" u jed-
nocesticnom spektru ukupnog potencijala. Nakon toga se oscilacije ponaSaju

nepravilno i ne moze se vise govoriti o jednoj dominantnoj frekvenciji oscilacija.
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Poglavlje 7

Sazetak

U poglavlju 2 upoznali smo reduciranu jednocesti¢nu matricu gustoce i opserv-
able koje iz nje sljede: Jednocesti¢nu gustocu, prirodne orbitale i njihove okupi-
ranosti te raspodjelu impulsa. Druge teorijske alate uvodili smo putem.

U poglavlju 3 primjenili smo formulu (2.15) [20] da bi numericki izra¢u-
nali jednocesti¢nu matricu gustoce, prirodne orbitale i njihove okupiranosti te
raspodjelu impulsa tamnih solitonskih stanja u Tonks-Girardeau plinu. Pokazali
smo da ta pobudena viseCesti¢na stanja imaju karakteristi¢nu raspodjelu im-
pulsa sa dva oStra Siljka. Vecéina rezultata se odnosi na Tonks-Girardeau plin
na prstenu, gdje se $iljci nalaze na kpeqr = £m(N +1)/L (N je broj ¢estica,
a L duZina prstena), ali pokazali smo i rezultate koji sugeriraju da je takvo
ponaSanje generalno za tamna solitonska stanja Tonks-Girardeau plina u po-
tencijalima sa svojstvom V(—x) = V(x). Pokazali smo da su §iljci u raspod-
jeli impulsa povezani sa oscilatornim korelacijama zrcalnih toc¢aka (z i —x)
u jednocesti¢noj matrici gustoée. Takvo ponaSanje tamnih solitonskih stanja
proizlazi iz toga $to su posebno skrojena, u slucaju Tonks-Girardeau plina
na prstenu. Pokazano je da stanja koja su degenerirana tamnim solitonskim
stanjima nemaju §iljke u raspodjeli impulsa.

U poglavlju 4 proucavali smo 1D Bose-Fermi mjesavinu, s bozon-bozon i
bozon-fermion jakim odbojnim kontaktnim medudjelovanjem, dok su (spinpo-
larizirani) fermioni ne-medudjelujué¢i. Bozoni i fermioni imaju iste mase. U
referenci [22]| konstruirano je osnovno stanje tog sustava za kona¢no ali vrlo
jako medudjelovanje u proizvoljnom vanjskom potencijalu. Mi smo proucavali

osnovno stanje mjesavine u dvostrukoj jami sa visokom barijerom. Izveli smo
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formulu za ra¢unanje jednocesti¢ne matrice gustoce fermionskog (i bozonskog)
podsustava u proizvoljnom vanjskom potencijalu, i primjenili je na prouca-
vanje raspodjele impulsa, prirodnih orbitala i njihovih okupiranosti Bose-Fermi
mjeSavine u potencijalu dvostruke jame. Nalazimo da ponaganje raspodjele im-
pulsa ovisi 0o parnosti ukupnog broja Cestica. Za parne mjeSavine raspodjela
impulsa je glatka, dok za neparne mjesavine vidimo izrazene modulacije na
raspodjeli impulsa. Kad je ukupan broj cestica paran, korelacije izrazene u
reduciranoj jednocesti¢noj matrici gustoc¢e su zanemarive izmedu dvije jame.

U poglavlju 5 smo istrazili Loschmidtovu jeku u dva rezima jednodimen-
zionalnih medudjeluju¢ih bozonskih plinova: Tonks-Girardeau rezimu i slabo-
medudjeluju¢em rezimu srednjeg polja opisanom Gross-Pitaevskii teorijom.
Plin je u pocetku u osnovnom stanju potencijala zatocenja kojeg zatim na-
glo proSirimo i proucavamo opadanje Loschmidtove jeke zbog malog pros-
tornog Suma. Nalazimo (numericki i analiticki) da Loschmidtova jeka Tonks-
Girardeau plina trne kao gausijanska funkcija kojoj je eksponent proporcionalan
broju cestica i kvadratu amplitude Suma. Nasi rezultati ne ovise o detaljima
potencijala zatocenja. Opazili smo isto ponasanje za plin koji je u pocetku u
osnovnom stanju harmonickog oscilatora kojeg zatim naglo prosirimo. Nadalje,
nalazimo da gausijansko ponaSanje ostaje i ukoliko dinamika pocne iz nekog
pobudenog stanja ili superpozicije takvih stanja. U rezimu srednjeg polja
Loschmidtova jeka trne brze za veée nelinearnosti g;p/N, opadanje postaje
naglije kako pove¢avamo nelinearnost (za velike nelinearnosti smo reporduci-
rali rezultat iz reference [71]). Pokazuje se i vec¢a osjetljivost na pojedinu
realizaciju potencijala Suma, osobito za male nelinearnosti. Diskutirali smo
nase rac¢une u kontekstu ve¢ postojecih eksperimenata [61, 62, 63| i teorijskih
studija |64, 65, 66, 67, 68, 69] o interferenciji izmedu paralelnih 1D bozonskih
plinova. Nalazimo da se na$i racuni u rezimu srednjeg polja mogu testirati
u takvim eksperimentima. Za eksperimente u Tonks-Girardeau rezimu bolji
su kandidat opticke resetke, medutim pocetno stanje koje bi dobili djeljen-
jem Tonks-Girardeau plina ne odgovara pocetnom stanju koje smo mi ovdje
koristili, dinamika iz takvog pocetnog stanja tek treba biti ispitana (vidi pot-
poglavlje 5.3)

U poglavlju 6 proucavali smo zapinjanje 1D jako-medudjelujuéeg bozonskog
plina |79, 80| koriste¢i model Tonks-Girardeau plina i koncept vjernosti os-

novnog stanja. Nalazimo da vjernost osnovnog stanja dramati¢no opada kad
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se atomska gustoca priblizi uvjetu sumjerljivosti sa optickom resetkom, tj. kad
imamo jedan atom po minimumu opticke resetke. Taj nagli pad vjernosti
osnovnog stanja je posljedica zapinjanja tj. kvantnog faznog prijelaza Tonks-
Girardeau plina u stanje Mott-izolatora. Ispitali smo primjenjivost vjernosti
osnovnog stanja na dijagnozu zapinjanja u realisticnim eksperimentanim uvje-
tima. Nas$i rezultati su u izvrsnom slaganju sa nedavno izvrSenim eksper-
imentom [80]. Istrazili smo i neravnoteznu dinamiku Tonks-Girardeau plina
iniciranu naglim ukljuc¢ivanjem opticke resetke. Pokazali smo da se sva svojstva
vjernosti osnovnog stanja reflektiraju na Loschmidtovu jeku. Prosjec¢na vrijed-
nost Loschmidtove jeke je niza $to je niza vjernost osnovnog stanja, neovisno
o detaljima potencijala zato¢enja. Detalji Loschmidtove jeke, kao dominantne
frekvencije oscilacija, ovise o tipu potencijala zatoc¢enja. Nalazimo da je pon-
asanje Loschmidtove jeke Tonks-Girardeau plina u beskona¢no dubokoj jami
regularno, frekvencije oscilacija se smanjuju kako se priblizavamo kriticnom
podruc¢ju N ~ M i moguce ih je jednostavno izracunati iz jednocesti¢nog en-
ergetskog spektra ukupnog potencijala (beskona¢na jama plus opticka resetka).
U potencijalu harmonickog oscilatora, dominantna frekvencija oscilacija je kon-
stantna priblizno jednaka 2wy (wg je frekvencija harmonic¢ke zamke) dok se ne
otvori serija procjepa u jednocesticnom spektru ukupnog potencijala, nakon
¢ega se oscilacija ponaSaju nepravilno i ne moze se vise govoriti o jednoj dom-

inantnoj frekvenciji oscilacija.
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