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Sazetak

Nakon sto je uspjesno sintetiziran grafen, prvi dvodimenzionalni sustav debljine
jednog atoma, eksperimentalno i teorijsko istrazivanje dvodimenzionalnih sustava
znacajno se inteziviralo. Posljedica je to velikih tehnoloskih moguénosti dvodi-
menzionalnih materijala koji su po svojim elektronskim karakteristikama vodici
(grafen) ili izolatori (heksagonalni borov nitrid i razli¢iti dihalkogenidi s prijelaz-
nim metalima). Stoga je vrlo vazno razviti teorijski formalizam pomocéu kojeg ¢emo
moci opisati najvaznija elektrodinamicka svojstva ovih sustava. Na primjer, jed-
nocesticna pobudenja koja imaju centralnu ulogu u objasnjenju elektri¢cnog tran-
sporta, ili kolektivna pobudenja, na primjer, plazmone i ekscitone. Sustavna for-
mulacija teorijskih metoda ukljucuje nekoliko faza.

Prvo ¢e biti potrebno odrediti elektronske disperzije koje ¢ine temelj analize
elektrodinamickih svojstava. U ovom razmatranju ogranicit ¢emo se na nekoliko
vrpci u blizini Fermijevog nivoa. Vrpce odredujemo pomocu aproksimacije ¢vrste
veze te ¢emo vidjeti da je za opis grafena i hBN-a dovoljno uzeti dvije orbitale u
bazi dok je broj orbitala potrebnih za opis 2DMoS, znatno vedi.

Zatim ¢emo promotriti medudjelovanje elektrona i razlic¢itih bozonskih stup-
njeva slobode. Prvo ¢emo odrediti konstante elektron-fonon vezanja promatrajuci
promjenu matri¢nih elementa preskoka elektrona na prve susjede i promjenu ener-
gija atomskih orbitala uzrokovanih titranjem resetke. Izracunat ¢emo konstante
elektron-fonon vezanja za akusti¢ne i opticke fonone i odrediti njihovu formu u
dugovalnoj granici.

Vezanje elektrona i vanjskih elektromagnetskih polja opisati ¢emo pomocu Pe-
ierlsove supstitucije u aproksimaciji ¢vrste veze u rezimu linearnog odziva. Izvest
¢emo standardne oblike interakcije nabojnih i strujnih gustoca s vanjskim ska-
larnim i vektorskim potencijalima i objasniti ulogu nabojnih, strujnih i dipolnih
vrsnih funkcija.

Transportna svojstva vodljivih elektrona studirati ¢emo u rezimu linearnog od-
ziva razmatraju¢i semiklasi¢ne i kvantne transportne jednadzbe. U oba slucaja
centralnu ulogu ima neravnotezna funkcija raspodjele koja se u semiklasi¢nim jed-
nadzbama definira kao neravnotezna funkcija raspodjele za elektron impulsa Ak
na polozaju r, dok je u kvantnim transportnim jednadzbama povezana s propaga-
torom elektron-supljina para ¢iji su valni vektori k + q i k. Dinamiku elektron-



supljina para unutar kvantnih transportnih jednadzbi odrediti ¢emo pomocu He-
isenbergove jednadzbe, te ¢emo pokazati da sva rasprSenja elektrona, na drugim
elektronima, na necisto¢ama, i na fononima, mozemo opisati preko tri doprinosa
relaksacijskoj funkciji koju ¢emo zvati memorijska funkcija.

Alternativa formalizmu jednadzbi gibanja za elektron-Supljina propagator su
standardne perturbativne metode racuna odzivnih funkcija. Na taj nacin obicno
defniramo razlicite korelacijske funkcije, koje nazivamo Kubo formule; na primjer,
Kubo formula za naboj-naboj korelacijsku funkciju, za struja-struja korelacijsku
funkciju, itd. Pomocu jednadzbe kontinuiteta i zahtjeva bazdarne invarijatnosti
pokazat ¢emo veze izmedu korelacijskih funkcija te pokazati da je tenzor vodljivosti
zapravo struja-dipol korelacijska funkcija.

Izracunati ¢emo istosmjernu i dinamicku vodljivost grafena i dopiranog 2DMoSs,
analizirati strukturu momentum distribucijske funkcije i njenu ulogu u ra¢unu is-
tosmjerne vodljivosti u nedopiranom grafenu. Zatim razmatramo unutarvpcanu
dinamicku vodljivost dopiranog grafena u sluc¢aju kada u memorijskoj funkciji za-
drzavamo samo rasprsenja na necistocama i fononima. Rezultati dobiveni na taj
nacin su usporedeni s rezultatima aproksimacije relaksacijskog vremena. Na kraju
promatramo meduvrpc¢anu vodljivost dopiranog grafena. Ponovno promatramo
dvije aproksimacije: aproksimaciju relaksacijskog vremena i aproksimaciju medu-
vrpc¢ane memorijske funkcije.

Konac¢no, analizu kolektivnih pobudenja vrsimo razmatraju¢i dinamiku onog
istog elektron-supljina propagatora kojeg smo razmatrali u transportnim jednadz-
bama, no sada dugodoseznenu kulonsku interakciju uklju¢ujemo eksplicitno u He-
isenbergovu jednadzbu.

U jednadzbama gibanja za elektron-supljina propagator za generalni problem
s vise vrpci jasno ¢emo razlikovati unutarvrpéana od meduvrpcanih kolektivnih
pobudenja. Pritom ¢emo pokazati da se ladder i Fockov doprinos u unutarvpca-
nom kanalu medusobno dokidaju u vodeé¢em clanu. Preostaje RPA doprinos koji
ponovno ulazi u definiciju makroskopskog elektricnog polja te Fockovi doprinosi vi-
Seg reda koji ulaze u doprinos memorijskoj funkciji koji je porijeklom od direktnih
elektron-elektron interakcija, te ¢emo odrediti diperziju plazmona.

U slucaju izolatora izvest ¢emo jednadzbu gibanja za meduvrpcani elektron-
supljina propagator i pronaci energije kolektivnih modova, ekscitona, koje imaju
slicne karakteristike kao energije dvodimenzionalnog pozitronija. Tako dobivene
energije slabo se slazu s eksperimentalnim podacima. Stoga ¢e biti potrebno po-
op¢iti model i ukljuciti elektron-sSupljina korelacijske efekte koji dolaze od medu-
vrpcanih prijelaza. Te efekte ukljuc¢ujemo u jednadzbe preko zasjenjene kulonske
interakcije.

Kljucne rijeci: grafen, heksagonalni borov nitrid, molibdenov disulfid, elektron-
bozon interakcija, elektronske transportne jednadzbe, memorijska funkcija, tenzor



vodljivosti, plazmoni, ekscitoni
Rad ima 93 stranice, 32 slike, 1 tablicu i 37 literarnih navoda. Izvornik je
napisan na hrvatskom jeziku.






Summary

CHAPTER 1

Experimental and theoretical research of two-dimensional materials is highly
intensifying. This is due to their fascinating physical properties which are of
technological importance. We shall give a simple overview of the history and
physical properties of the three most important members of the two-dimensional
materials, graphene, hexagonal boron nitride and molybdenum disulfide.

CHAPTER 2

Every thorough analysis of the electromagnetic properties of crystals begins
with the calculation of electronic dispersions, which generally is not an easy task.
Some approximations are necessary in order to find simple analytical expressions
for electronic dispersions. The most important one is to focus our attention only
to a few bands nearest to the Fermi level. We calculate these dispersions by using
the tight binding approximation (TBA). We start from atomic orbitals or their
linear combinations (hybrids), for which the hopping probability is highest. The
choice of atomic orbitals is determined by crystal symmetry, which will be different
for all three systems considered in this thesis: graphene, hexagonal boron nitride
and molybdenum disulfide. We shall briefly introduce the hexagonal lattice with
a basis, display the electronic dispersions of the valence bands in aforementioned
systems for typical TBA parameters, and estimate the values of these parameters
by comparison with ab initio calculations.

CHAPTER 3

In this chapter we study the interaction of conduction electrons with various
bosonic modes. First, we determine the electron-phonon coupling constants by
looking at how lattice vibrations change the hopping matrix elements between
neighbouring sites and atomic energies on those sites. We calculate these constants
for acoustic and optical phonons and find their long-wavelength forms.

The electron coupling to external electromagnetic fields is described by the
Peierls substitution in the TBA, for a linear response regime. We shall derive the
standard form of the interaction of the charge and current densities with exter-
nal scalar and vector potentials and explain the role of charge, current and dipole



vertex functions. These coupling constants and vertex functions are naturally defi-
ned in the direct-space representation, or in the delocalised orbital representation.
Therefore, we shall use the Fourier transformations to determine the corresonding
contributions to the total Hamiltonian in the Bloch representation.

CHAPTER 4

Transport properties of conducting systems are usually studied in the linear
response regime. This can be done using semi-classical transport equations or
quantum transport equations. In both cases, the non-equilibrium distribution
function has a central role. The semiclassical Boltzmann equations define it as a
non-equilibrium distribution function for an electron of momentum hk at a po-
sition r, whereas in the quantum equations and their semiclassical regimes it is
related to the propagator of an electron-hole pair with momenta k + q and k. The
Landau transport equations are a generalisation of Boltzmann equations, where
electron-electron interactions are treated in a self-consistent way and the scattering
from the static disorder and from phonons is included phenomenologially. We can
reach the Landau equations following the usual Landau’s procedure, or from the
Heisenberg equations of motion for the electron-hole propagator. The advantage
of the latter approach is that all electron scattering, from electrons, from disor-
der and from phonons, can be described in the same way, by studying the three
contributions to the relaxation function, which will be called here the memory fun-
ction. In this chapter we shall introduce the non-equilibrium distribution function
n(k,r,t), derive the semiclassical equations of motion, determine the structure of
the memory function for the scattering by phonons and describe the role of its real
and imaginary parts in the dynamical conductivity tensor.

CHAPTER 5

An alternative to the equations of motion approach from the previous chapter
are the usual perturbative methods of calculating response functions. In this way
various correlation functions are usually defined, named the Kubo formulae; for
example, the Kubo formula for the charge-charge or current-current correlation
functions, etc. There are two basic formalisms; the first one at T = 0 and the
Matsubara finite-temperature formalism. The conductivity tensor, introduced in
the previous chapter, represents the current-dipole correlation function, linking
the current (response of the system) induced in the system by a macroscopic field
(external perturbation). The external field couples to the dipole moment operator.
In a similar manner, other response functions of interest can be defined. In this
chapter, we shall use the T' = 0 formalism where response functions represent the
retarded correlation functions (the response follows the external perturbation). We
shall define all correlation functions related to the conductivity tensor, derive their
general relations, and make sure that these relations are satisfied in the lowest
order, usually called the one fermion loop approximation. We shall study the



effects of phenomenologically introduced relaxation processes. We shall show that
in general considerations, the continuity equation and Kramers-Kronig relations
play an important role.

CHAPTER 6

In this chapter, we study the DC and dynamic conductivity of graphene and
doped molybdenum disulfide, using the general expressions derived in chapters 4
and 5. First, we analyze the structure of the momentum distribution function and
explain its role in the calculation of the DC conductivity of undoped graphene.
Afterwards, we study the intraband dynamical conductivity of doped graphene,
keeping in the memory function only the scattering by phonons by disorder. These
results are compared with the relaxation-time approximation results. In the end,
we consider the interband conductivity of doped graphene, once again in two ap-
proximations: the relaxation-time and interband memory function approach.

CHAPTER 7

In this chapter, we analyze elementary excitations in the electron subsystem.
Unlike the transport equations studied in the third chapter, where long-range Co-
ulomb interactions were taken into account implicitly through the macroscopic
electric field, here we will include various electron-electron interaction contributi-
ons step by step. The primary interest here is to study the collective excitations
in the electronic subsystem. In the electron-hole equations of motion for a general
problem with multiple bands, we shall clearly distinguish the intraband and in-
terband collective modes. We shall show that the "ladder" and Fock contributions
cancel out in the intraband channel. What remains is the RPA contribution (being
part of the macroscopic field definition) and higher order Fock contributions which
lead to the electron-electron contribution to the memory functions. For the insu-
lating case, we shall derive the equation of motion for the interband electron-hole
propagator and find the energies of collective modes, excitons, which have energies
similar to the 2D positronium. Energies calculated in this way do not agree well
with experimental data, so it will be necessary to include electron-hole correlation
effects. These effects are included in our equations by using screened Coulomb
interaction instead of the bare one.

Keywords: graphene, hexagonal boron nitride, molybdenum disulphide, electron-
boson interaction, electron transport equations, memory function, conductivity
tensor, plasmons, excitons

The thesis contains 93 pages, 32 figures, 1 table and 37 references. Originally
written in Croatian.
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Poglavlje 1
Uvod

U fizici kondenzirane materije, novi milenij zapoceo je teorijskim i eksperimen-
talnim istrazivanjem dvodimenzionalnih materijala. To su materijali koji poput
svojih prethodnika kvazijednodimenzionalnih organskih spojeva i keramika, viso-
kotemperaturnih supravodica i teskofermionskih sustava, obiluju potencijalom koji
je u moguénosti pokrenuti novu tehnolosku revoluciju. Dugi niz godina smatralo
se da su dvodimenzionalni sustavi strukturno nestabilni. Peierls, Landau i Mer-
min [1, 2, 3] argumentirali su da velike fluktuacije u polozaju konstituenata takvih
sustava unistavaju uredeno kristalno stanje na konacnoj temperaturi. Kasnija,
Sto numericka $to teorijska razmatranja [4], govore da se dvodimenzionalna mem-
brana naprosto zguzva nebi li tako minimizirala svoju energiju ili se pak zarola u
sitne cijevcice [5]. Upravo zato iznenadenja nije manjkalo kad je Geimova grupa
iz Manchestera uspjela sintetizirati dvodimenzionalni sustav debljine atoma [6, 7].
Rijec¢ je naravno o grafenu; posljednoj u nizu alotropskih modifikacija ugljika. Na-
¢in na koji su to izveli jednako je impresivan ponajvise zbog svoje jednostavnosti.
Kako je grafit sazdan od grafenskih ravnina povezanih slabim van der Waalsovim
silama bilo je dovoljno uzeti ljepljivu traku, odljepiti povrsinu grafita, zaljepiti za
podlogu te ponoviti postupak dovoljan broj puta dok na podlozi ne ostane sloj
ugljika monoatomne debljine. Taj jednostavan proces kojeg nazivamo eksfolijaci-
jom postao je glavnom metodom sinteze 2D sustava. Isti dvojac razvio je i nacin
provjere da se uistinu radi o monosloju grafena. Provjera se sastoji u promatra-
nju kontrasta kad bi se povrsina supstrata obasjala svjetloséu u kojem bi tamnije
podrucje odavalo vise slojeva grafena, a svijetlije podrucje monosloj. Za konac¢nu
potvrdu da se uistinu radi o monosloju koristi se pretrazni tunelirajuc¢i mikroskop
(STM). Karakterizacija elektronskih svojstava dopiranog grafena vrsena je pomocu
efekta elektricnog polja na sustavu koji sli¢i kapacitoru s umetnutim dielektrikom,
a sastoji se od metala na kojem se nalazi izolator a na izolatoru grafen. U takvom
sustavu naboj koji smo prenjeli na grafen je kapacitet takvog sustava pomnozen s
razlikom potencijala. Ovaj postupak omogucio je dataljnu eksperimentalnu analizu
elektronskih svojstava grafena, a i drugih stabilnih dvodimenzionalnih sustava.



1.1 Dvodimenzionalni materijali

Spomenimo nesto o fizikalnim karakteristikama pojedinih 2D materijala. Svima
im je zajednicko da su u trodimenzionalnom stanju gradeni od heksagonalnih ko-
valentno vezanih ravnina povezanim slabim van der Waalsovim silama dok se u
dvodimenzionalnoj inacici kristaliziraju u heksagonalnoj resetci sa dva ili tri atoma
u bazi. Tako je primjerice najpoznatiji medu njima grafen, sazdan od dva uglji-
kova atoma u primitivnoj celiji. Glavne fizikalne karakteristike grafena su da je on
vodi¢ s velikom mobilnoséu vodljivih elektrona, te da posjeduje odlicne mehanicke
osobine [7]. Ta mehanicka stabilnost grafena i njegova kemijska inertnost ¢ine
ga idealnim kandidatom za osnovu elektronickih uredaja na mikroskali. Takoder,
zanimljiva elektri¢na svojstva dijelomi¢no su posljedica i linearnosti elektronskih
disperzija oko Fermijevog nivoa [8]. Ova linearnost elektronskih disperzija pobudila
je ogromni interes u teorijskom istrazivanju grafena zbog sli¢nosti s relativistickom
disperzijom elektrona i zbog predikcija koje iz nje slijede.

Nakon grafena interes je prosiren i na druge materijale koji su bili pogodni za
eksfolijaciju. Najpoznatiji su primjeri haksagonalni borov nitrid (hBN) [9, 10] i
obitelj dihalkogenida prijelaznih metala od kojih je napoznatiji predstavnik mo-
libdenov disulfid (MoSs) [11, 12]. U dvodimenzionalnoj inacici su strukturno vrlo
jednostavni. hBN sadrzi dva atoma u primitivnoj ¢eliji koji se nalaze u istoj rav-
nini, a mehanicke osobine i kemijska inertnost su mu slicne grafenskim. To je
posljedica jakih o veza koje su odgovorne za stabilnost. Ovaj materijal je direktni
izolator s optickim procijepom oko 6 eV [10].

Dihalkogenidi prijelaznih metala sadrze tri atoma u primitivnoj celiji i imaju
slojevitu strukturu oblika (X-M-X) gdje je prijelazni metal (M) usendvi¢en izmedu
dva atoma halkogenida (X). Zanimljivo je svostvo MoS, da je je on u svojoj trodi-
menzionalnoj inacici indirektni izolator. Ta karakteristika odreduje tanke filmove
MoS; sve do dva sloja. Tek je monosloj MoS, direktni izolator. Nakon sto je eks-
perimentalno potvrdena [14] struktura vrpci koja je predvidena pomoéu ab initio
racuna, zapocelo je intenzivno istrazivanje elektronskih svojstava ovih materijala
[15]. Nakon eksfolijacije, vazno je provjeriti imamo li monosloj ili vise slojeva MoSs.
To je prili¢cno lako obzirom da je snaga fotoluminiscencije monosloja cetiri reda ve-
licine veca nego za dva ili vise sloja MoS;. Spomenimo i to da monosloj MoSs
posjeduje dvije strukturne faze trigonalnu, izolatorsku fazu (2H — MoS,) koja je
strukturno stabilna na svim temperaturama i oktaedarsku, niskotemperaturnu me-
talicnu fazu (1T — MoS,) koja je nestabilna te spontano prelazi u (2H — MoS;) na
T ~ 200 K [16].



1.2 Motivacija

U posljednjih desetak godina znatno je narastao broj znanstvenih radova, sto te-
orijskih sto eksperimentalnih, koji proucavaju elektronske karakteristike ovih dvo-
dimenzionalnih materijala. Proucavano je gotovo sve; njihovo ponasanje na pro-
mjene vanjskih parametara poput elektricnog i magnetskog polja, temperature,
mehanickog naprezanja, sve u svrhu njihove implementacije kao gradivnih eleme-
nata elektronickih sustava, senzora, solarnih ¢elija, baterija i tome sli¢no.

Dvije velike klase problema koje ¢emo studirati u ovome radu su problem elek-
tricnog transporta i kolektivnih pobudenja u dopiranom i nedopiranom grafenu,
2DMoSs-u i hBN-u. U grafenu ¢emo promatrati istosmjernu i dinamicku vodlji-
vost. Rezultati koji su dosada bili temeljeni na jednostavnoj Drudeovoj formuli,
koji su pak pocivali na aproksimaciji frekventnog neovisnog relaksacijskog vre-
mena, nisu mogli objasniti bogatu strukturu realnog dijela meduvrpcéane vodlji-
vosti [13]. Transportna svojstva ¢emo razmatrati koristeéi semiklasi¢ne Landauove
transportne jednadzbe, te ¢emo pokazati da se sva rasprsenja elektrona, na dru-
gim elektronima, na necisto¢ama, i na fononima, mogu opisati na isti nac¢in preko
tri doprinosa relaksacijskoj funkciji koju ¢emo zvati memorijska funkcija. Ovakav
pristup, u kojem je prirodno ukljuc¢en zahtjev bazdarne invarijantnosti omogucit
¢e nam da opisemo releksacijske procese na konac¢nim energijama.

Kolektivna pobudenja elektronskog podsustava razmatrat ¢emo pomocu jed-
nadzbi gibanja za elektron-supljina propagator za generalni problem s vise vrpci u
prvom redu racuna smetnje u kulonskoj interakciji. Analiza ¢e ukljuciti unutarvp-
cane i meduvrpcane plazmone u grafenu i ekscitonske modove u dvodimenzional-
nim izolatorima.

U slucaju izolatora izvest ¢emo jednadzbu gibanja za meduvrpcani elektron-
supljina propagator i pronac¢i energije eksitonskih modova u aproksimaciji dvije
vrpce. Pokazat ¢emo sva bitna odstupanja ovakvog jednostavnog modela od eks-
perimentalnih rezultata za slucaj hBN-a i MoSs-a. Da bismo poboljsali slaganje s
eksperimentom poop¢it ¢emo model na nacin da uklju¢imo zasjenjenje kulonskih
interakcija.



Poglavlje 2

Elektronske disperzije odabranih
2D sustava

Svaka ozbiljna analiza elektrodinamickih svojstava kristala zapocinje rac¢unom
elektronskih disperzija, Sto generalno nije jednostavan zadatak. Da bismo pro-
nasli jednostavni analiticki opis elektronskih vrpci bit ¢emo primorani napraviti
neke aproksimacije. Najvaznija aproksimacija je da ¢emo se u razmatranjima ogra-
niciti na svega nekoliko vrpci u blizini Fermijevog nivoa. U ovome poglavlju vrpce
odredujemo pomocu aproksimacije ¢vrste veze. Polaziste su atomske orbitale, ili
njihove linearne kombinacije (hibridi), za koje su vjerojatnosti preskoka elektrona
s jedne orbitale na neku drugu orbitalu najvece. Izbori atomskih orbitala odredeni
su kristalnom simetrijom i razlikuju se za tri sustava koja razmatramo u ovome
radu: grafen, hBN i 2DMoS,.

U ovom poglavlju spomenut ¢emo neke osnovne pojmove o heksagonalnoj re-
Setci s bazom, prikazati elektronske disperzije valentnih vrpci u spomenutim sus-
tavima za tipicne vrijednosti TBA (engl. kratica od tight binding approximation)
parametara te procijeniti te parametre usporedbom s rezultatima ab initio racuna.

2.1 2D heksagonalna resetka s bazom

Materijali koje razmatramo kristaliziraju u dvodimenzionalnoj heksagonalnoj re-
setci s bazom. Grafen i hBN imaju po dva atoma, dok 2DMoS, ima tri atoma u
bazi. Kasnije ¢emo pokazati da je struktura baze 2DMoSs-a analogna bazi grafena
ili hBN-a. Dakle, u sva tri slucaja, dovoljno je razmotriti resetku prikazanu na
slici 2.1 (lijevo). Obojena plavo je primitivna ¢elija u kojoj se nalaze zuti atom i
crveni atom (ili crveni par atoma), a definiraju je primitivni vektori

a; = aéx; Ay = g (éz + \/géy> . (2].].)
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Slika 2.1: Lijevo: Shematski prikaz kristalne strukture 2D heksagonalnih materijala
s dva atoma u bazi s oznac¢enom primitivnom éelijom i primitivnim vektorima a; i
ag. Desno: Prikaz Brillouinove zone s njezinim ireducibilnim dijelom (crveni trokut),
karakteristicnim tockama visoke simetrije i primitivnim vektorima reciprocne resetke aj
iaj.

Iz (2.1.1) lako se moze odrediti volumen primitivne éelije v, = v/3a?/2 te
konstruirati primitivne vektore reciprocne resetke

2 4
al = a;§ (e.V3-8,). a3= a\%éy. (2.1.2)
Na slici 2.1 (desno) prikazana je prva Brillouinova zona. Ona ima oblik Sesterokuta,
a definiraju je primitvni vektori reciprocne resetke (2.1.2). U prvoj Brillouinovoj
zoni postoji nekoliko tocaka visoke simetrije. Na primjer, vrhovi Sesterokuta od-
govaraju dvjema neekvivalentnim tockama K i K’. Ostala ¢etiri vrha mozemo
dosedi translacijom tocaka K i K’ za primitivne vektore recipro¢ne resetke. Isto
tako vidimo da Sest polovista duzina na rubu Brillouinove zone odgovara trima
neekvivalnetnim tockama M, M’ i M”. Crvenim trokutom oznacen je ireducibilni
dio prve Brillouinove zone pomoc¢u kojeg operacijama zrcaljenja mozemo rekons-
truirati cijelu zonu. Za buduce rasprave korisno je izabrati koordinatni sustav na
nacin prikazan na slici 2.1 (desno) te zapisati polozaje tocaka visoke simetrije

47
r=0 M= é,V3+eé K=—8&,. 2.1.3
= ) K=o (2.1.3)

2.2 Hibridizacija atomskih orbitala

Standardna reprezentacija realnih atomskih orbitala (s, pq, dag, ...) nije primje-
rena za opis elektronskih stupnjeva slobode u heksagonalnim resetkama. Stoga u
ovom radu primjenjujemo proceduru koju je razvio L. Pauling [17] da bi objasnio
usmjerenost kovalentnih veza u molekulama i kristalima. U toj teoriji se od real-
nih kombinacija orbitala slobodnog atoma izgraduju nove usmjerene elektronske
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Slika 2.2: Prikaz relevantnih atomskih s, p, i dp orbitala kao i njihovih hibrida kons-
truiranih unitarnom transformacijom (2.2.2). Plava i zuta boja oznacavaju podrucja u
kojima je valna funkcija parna i neparna.

orbitale koje udovoljavaju zahtijevima simetrije kristala i koje su pogodne za for-
miranje kemijskih veza. Te nove orbitale nazivamo hibridima jer, kako i samo ime
kaze, nastale su mijesanjem realnih valnih funkcija slobodnog atoma. U slucaju
nasih materijala od interesa ¢e biti planarni hibridi (u {z, y} ravnini) koje mozemo
konstruirati preko unitarne transformacije [18]

®; =Y Rijo;. (2.2.1)
J
Ovdje su indeksi {7, j} € {1,2,3}, a matrica transformacije je poznatog oblika

1/vV/3  4/2/3 0
R = 1/\/§ _1/\/6 1/\/5 ) (2.2.2)
1/vV3 —1/V/6 —1/3/2

Atomske orbitale ¢; u (2.2.1) biramo na sljede¢i nacin: za ¢; uzimamo da je s
ili d,2, a ostale dvije atomske orbitale {¢2, ¢35} su {pg, py} ili {dsy, dr2—2}. Koja
¢e hibridizacija imati glavnu ulogu (sp? ili dd?) ovisi o razlici energija atomskih
orbitala te o njihovom relativnom polozaju prema Fermijevom nivou. Na primjer,
u grafenu i hBN-u glavnu ulogu imaju sp? hibridi, a u 2DMoS,, zbog prisutnosti
prijelaznog metala, imat ¢emo i sp? i dd? hibride. Te dvije klase hibrida prikazane
su na slici 2.2.

2.3 Aproksimacija ¢vrste veze

Aproksimacija ¢vrste veze (tight binding approxzimation (TBA)), pogodna je za
opis elektronskih stupnjeva slobode u kristalima s kovalentnim i ionskim vezama.



U oba ta slucaja valentni elektroni su po pretpostavci ¢vrsto vezani za atome/ione,
a kristalni potencijal uzrokuje njihove preskoke s jednog atoma/iona na neki drugi
atom/ion. Dakle, kristalni potencijal ulazi u ukupni kristalni hamiltonijan kao
smetnja. Da bismo formalno realizirali perturbativni racun u tom slucaju, defini-
ramo kvantomehanicki operator polja

Vi(r) =Y clpdi(r - R), (23.1)
/R

koji opisuje stvaranja cestice u prostornoj koordinati r prikazano u bazi lokali-
ziranih atomskih orbitala oznacenih s indeksom ¢. Vektor R odreduje apsolutni
polozaj orbitale ¢ u kristalu te ga mozemo zapisati kao R = Ry + r,. Sa Ry
oznacili smo vektor primitivne celije, a r; je polozaj ¢-te atomske orbitale unutar
te primitivne ¢elije. Ovdje je prikladno uvesti Diracovu bra-ket notaciju pomocéu
koje mozemo zapisati atomske orbitale kao projicirane vektore stanja [(R) na di-
rektni prostor: (r|[fR) = ¢,(r — R). Tu notaciju koristiti ¢emo radi preglednog
zapisivanja matri¢nih elemenata u ukupnom hamiltonijanu. Na primjer, zahtjev
ortonormiranosti atomskih orbitala

/ dre(r — R)ép(r — R') = 0/ rdpe (2.3.2)
u bra-ket notaciji ima oblik
<f R|€/ Rl> = 6R/,R(Sg,gl = {CKR0'7 CZ’R’U}' (233)

Jednocesti¢ni dio hamiltonijana dan je generalnim izrazom
i= / et (r) A (r) U (r). (2.3.4)

Taj izraz vrijedi u slucaju kada nemamo dvocesti¢nih interakcija kao i kada su one
zamijenjene efektivnim jednocesticnim interakcijama. U aproksimaciji ¢vrste veze
rije¢ je 0 ovom drugom slu¢aju. Dakle, kristalni hamiltonijan H(r) = Hy(r)+V (r)
razdvajamo na atomski hamiltonijan H, i na doprinose preostalih dvocesticnih
interakcija u kristalu, koje opisujemo pomocu efektivne jednocesticne interakcije
koju nazivamo kristalni potencijal V. Uvrstivii (2.3.1) u (2.3.4) dobivamo

H= Y (RIH/I'R)p,cono- (2.3.5)

(RR/o
Prvi korak u TBA formulaciji elektronskog hamiltonijana je prepoznati najvaz-
nije matricne elemenate. Za R = R’ te £ = ¢’ piSemo
(UR|H|R) = &) + Ae) = ¢, (2.3.6)
gdje je €Y energija (-te atomske orbitale, a A je doprinos kristalnog potencijala

energiji orbitale. Za R # R/, oni su funkcija udaljenosti izmedu dviju orbitala:
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(UR|H|I'R') ~ H* (R—R/). Zapravo, iz ortonormiranosti atomskih orbitala [¢/R.)
i iz atomske Schrodingerove jednadzbe slijedi ((R|H|('R’) = ((R|V|('R), gdje je
(/R|V|¢'R’) matri¢ni element preskoka izmedu orbitala [/R) i [¢'R'). Korisno je
vektor R/ zapisati na na¢in R’ = R + @. Tada matri¢ni element preskoka ima
oblik

<€R’V|€/R + Q) = tgp(Q). (237)

Dakle, sa tg (@) ¢emo u ovom radu oznacavati matriéni element koji opisuje tune-
liranje /preskok elektrona izmedu orbitala ¢ i ¢’ na polozajima koji su razmaknuti
za vektor g. U reprezentaciji realnih atomskih orbitala on je realan, a predznak
mu ovisi o parnosti funkcija ¢y(r — R) i ¢p(r — R’).

Drugi korak je zapisati hamiltonijan (2.3.5) u reprezentaciji delokaliziranih
atomskih orbitala ({¢(k} reprezentacija). To ¢inimo tako da fermionske operatore
transformiramo na nacin

1 ik
b = o SR (2.3.8)
R
Rezultat je hamiltonijan

U'ko

koji jos uvijek nije dijagonalan. Matri¢ni elementi H* (k) su elementi kvadratne
matrice ¢ija je dimenzija jednaka broju atomskih orbitala u bazi

HY (k) =Y H" (g)e™e. (2.3.10)
)
Zbog jednostavnosti u ovom izrazu smo formalno ukljucili i nulvektor o = 0. U
tom sluéaju mozemo H(0) indentificirati sa (2.3.6), a elemente H* (g # 0) sa
(2.3.7). Kao $to ¢emo se uvjeriti kasnije, matricni elementi H* (k) imaju vaznu
ulogu i u opisu vezanja valentnih elektrona s vanjskim poljima.

2.4 Blochova reprezentacija

Treéi korak je dijagonalizacija hamiltonijana (2.3.9). Dakle, prelazimo iz repre-
zentacije delokaliziranih orbitala {fk} u dijagonaliziranu Blochovu reprezentaciju
{Lk}. Operator stvaranja elektrona u stanju nekog valnog vektora k u vrpci opi-
sanoj indeksom L, cTLk, moze se prikazati preko operatora czk na nacin

e = > UL, 0)che,. (2.4.1)
l

Uk(L,?) su elementi kvadratne matrice transformacije U koja povezuje vektore
iz te dvije reprezentacije. Opcenito oni su kompleksne funkcije valnog vektora



k. Nuzni uvjet koji moraju zadovoljavati elementi matrice U slijedi iz uvjeta
ortonormiranosti Blochovih funkcija. Koristeéi relacije (2.3.3), (2.3.8) i (2.4.1)
dobivamo

{Coro oo} = Or10re = S Up(L, OV (L', 0) = S |Uk(L, O = 1. (2.4.2)
¢ 1

Relacija (2.4.2) moze biti zadovoljena samo ako je Uj(L, ) = U, *(¢, L), $to povlaci
unitarnost. Oznacimo li sa Uy '(¢, L) = Vi (¢, L) inverznu transformaciju od (2.4.1),
dobivamo

Chee = D Vi, L)chy, - (2.4.3)
L

Elektronski hamiltonijan u dijagonalnoj reprezentaciji dobivamo neposrednim
uvrstavanjem izraza (2.4.3) u (2.3.9). Rezultat je

H=Y cr(k)cheCruo- (2.4.4)
Lko
Disperzijske relacije £1,(k) nazivamo takoder Blochove energije. Kao $to ¢emo
vidjeti kasnije, relacija (2.4.3) igra vaznu ulogu u racunu koherentnih faktora u
dijelu hamiltonijana koji opisuje vezanje s vanjskim poljima. To ¢e nas dovesti do
definicije velicina koje ¢emo zvati strujni, dipolni i nabojni operatori gustoce.
Operativno najjednostavnije je odrediti disperziju er(k) i elemente matrice
transformacije Uy (L, (") koristeéi jednocesticnu Schrodingerovu jednadzbu prika-
zanu u matriénoj reprezentaciji

> UL, ) {H" (k) = e (k)60 } = 0. (2.4.5)

U sljede¢a dva potpoglavlja ¢emo koristiti tu proceduru da bismo odredili disperzije
TBA vrpci u grafenu, hBN-u i 2DMoSs-u.

2.5 Struktura vrpci hBN-a i grafena

Struktura hBN-a prikazana je na slici 2.3. U bazi se nalaze atom bora (crveno) i
dusika (Zuto). Atomske konfiguracije bora [He|2s?2p i dusika [He|2s?2p? i heksago-
nalna koordinacija polozaja iona bora i dusika impliciraju formiranje sp? hibrida s
maksimiziranim preklopom susjednih hibridnih orbitala. Takva iznimno jaka veza
naziva se o vezom i prikazana je na slici 2.4. Zajedno s pripadnim 2p, orbitalama,
u primitivnoj celiji uzimamo u obzir 8 orbitala koje u aproksimaciji ¢vrste veze
izgraduju 8 valentnih vrpci.

Iz ARPES eksperimenata [8] slijedi da je za opis dviju vrpci u blizini Fermijevog
nivoa dovoljno uzeti samo 2p, orbitalu dusika i 2p, orbitalu bora. Te orbitale ¢emo
oznacavati indeksom ¢ € {A, B}. Ocigledno je ovdje rije¢ o m vezi, pa ove dvije
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Slika 2.3: Shematski prikaz kristalne strukture hBN-a s atomom dusika (Zuto) i bora
(crveno) u bazi (plavo). Vektorima r; oznaceni su polozaji prvih susjeda u odnosu na
referentni atom.

vrpce nazivamo 7 vrpcama i obi¢no ih oznac¢avamo indeksima 7* i 7. U ovom
radu ¢emo koristiti takoder genericke oznake P i M za te dvije vrpce (vidi izraz
(2.5.5)). Promotrimo disperzije elektrona u te dvije vrpce u aproksimaciji prvih
susjeda, gdje je elektronima dozvoljen preskok samo medu najblizim susjednim
orbitalama.

Prvo definiramo vektore polozaja najblizih susjeda nekog proizvoljnog atoma
(slika 2.3)

r; = (a; +ag)/3, ro=(az—2a;)/3, r3=(a; —2ay)/3. (2.5.1)

To nam omogucava matricne elemente preskoka izmedu dvije susjedne orbitale
pisati na nacin

(AR|V|BR + ;) = —to, (2.5.2)
gdje je index j € {1,2,3}. Zbog jednostavnosti pretpostavljamo da je matri¢ni
element t; pozitivan. Sad smo u moguénosti zapisati sve matricne elemente u
hamiltonijanu (2.3.9) u {¢k} reprezentaciji na nacin

HA4 (k) =e4, HAB(k) = t(k), HP*Xk) =t*(k), H?®(k) = ¢p. (2.5.3)

Matriéni element

t(k) = —tg Y e % (2.5.4)
J
ulazi u disperzije dviju vrpci u oba slucaja: €4 = ep (grafen) i e4 # eg (hBN).

Dijagonalizacija hamiltonijana (2.3.9) je jednostavna. Uvedemo li oznaku 2A =
€4 —ep idefiniramo polozaj energetskog ishodista tako da je e 4 +ep = 0, dobivamo

10



PP
P o

Slika 2.4: Shematski prikaz formiranja 7 i o veza u kovalentnim kristalima.

epar(k) = £/A2 + [t(k)]2, (2.5.5)

gdje je

k. k
lt(k)| = to\/3 + 2cosk,a + 4cos Qacos \/32 il (2.5.6)

Elemente matrice U odredujemo rjesavanjem Schrodingerove jednadzbe (2.4.5).
Njihov oblik dan je u dodatku A.

Grafenske disperzije slijede neposredno iz (2.5.5) uvrstavajué¢i A = 0, obzirom
da u bazi imamo dvije p, orbitale istih energija. Rezultat je

epm(k) = £[t(k)|. (2.5.7)

Tako su disperzije (2.5.7) prvi puta izvedene davne 1946. godine [19], tek deve-
desetih bivaju ponovno aktualizirane od strane japanskih fizicara koji su teorijski
razmatrali transportna svojstava hipotetskog 2D grafita [20]. Disperzije (2.5.5) i
(2.5.7) prikazane su i usporedene s ab initio racunima na slici 2.5. Slaganje TBA
aproksimacije prvih susjeda i ab initio racuna je jako dobro.

Za mnoga razmatranja korisno je odrediti oblik disperzija oko tocaka visoke
simetrije. Tako primjerice razvoj matri¢nog elementa t(k) oko K tocke po para-
metru k =k — K daje

at()\/g
2
sto vodi na poznatu Diracovu linearnu disperziju

tk ~K) ~ (a + ik ) (2.5.8)
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Slika 2.5: Vrpcéana struktura grafena (lijevo) i hBN-a (desno) dobivena ab initio racu-
nima [21]. Na istim slikama crvenom i Zutom bojom prikazane su TBA disperzije (2.5.7)
i (2.5.5). Sa slika mozemo potvrditi Hickelovu aproksimaciju, tj. da se 7 elektroni mogu
promatrati odvojeno od o elektrona [33].

€p7M( ) :l:’t(k K ‘ ~ :Eit()\/kz + k2 (259)

Ona je odgovorna za linearnu ovisnost elektronske gustoce stanja o energiji u blizini
Fermijevog nivoa. Sli¢no, razvoj oko M tocke daje

toa ; -, =
It(k ~ M)| ~ to + % (3k2 — i2). (2.5.10)

Ovakva hiperbolna disperzija vezana je s van Hooveovim singularitetom u gustoci
stanja. Naposljetku, u okolini I" toc¢ke disperzije su iste kao i u obi¢nom slobodnom
elektronskom plinu,

2
epar(k) = £tk ~ 0)| ~ + l:ato - toj (k2 + k:j)] . (2.5.11)

2.5.1 Odredivanje parametra preskoka t

U grafenu i hBN-u parametar preskoka elektrona tq i energetski procijep 2A su
parametri ¢ije vrijednosti mozemo procijeniti iz ab initio rezultata (vidi sliku 2.5).
Parametar preskoka je otprilike jednak za oba kristala te iznosi ty ~ 2.5 eV. Proci-
jep u hBN-u je 2A =~ 6 V. Postoje i alternativni nacini da se odrede vrijednosti tih
parametara. Na primjer, kombiniraju¢i Fermijevu brzinu vy iz transportnih mje-
renja i Diracovu disperziju (2.5.8), dobivamo nesto vecu vrijednost za parametar
preskoka ty = 3.6 eV [13].

Drugi nacin je iskoristiti transverzalno pravilo suma koje daje gornju granicu
za vrijednost parametra ¢y, odnosno donju granicu za efektivnu masu elektrona
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Slika 2.6: Shematski prikaz simetri¢ne i antisimetri¢ne kombinacije sp? hibrida gornjeg
i donjeg atoma sumpora

m* pri dnu ili vrthu vrpce, m* > m,. To pravilo je direktno primjenjivo u svim
slucajevima u kojima stanja s dna (ili vrha) vrpce imaju kvadratnu disperziju i ne
hibridiziraju sa stanjima iz drugih vrpci. U naSem slucaju to je ispunjeno sto se
moze vidjeti sa slika 2.5, a i iz ¢injenice da je simetrija ®* hibrida i p, orbitala
takva da je (®*|p,) = 0, to jest vrijedi tzv. Hickelova aproksimacija. Tenzor
recipro¢ne efektivne mase

1 iaQ&\/{(k)

my  h? OkOk; |, _,

ij

(2.5.12)

u tom slucaju je dijagonalan, a za heksagonalnu resetku i izotropan. Koristeci

relaciju (2.5.11) te konstantu refetke a = 2.46 A za grafen, dobivamo ¢, ~ 2.5 ¢V,

sto je ve¢ potvrdeno ab initio rezultatima na slici 2.5. U slu¢aju hBN-a situacija

je nesto slozenija zbog prisustva dodatnog parametra A. Pretpostavimo li da

je pomak energija atomskih orbitala zbog djelovanja kristalnog potencijala puno

manji od energija orbitala slobodnog atoma (dakle Ag) < %) dobivamo 2A =
0

EpN — 523 ~ 6 eV [22]. Taj iznos se slaze s gornjom procjenom. Za parametar

primitivne éelije a = 2.51 A dobivamo ¢, ~ 2.58 ¢V, ponovno u dobrom slaganju s
ab initio racunima.

2.6 Elektronske disperzije 2DMoS,

Kristalna struktura 2DMoS; slozenija je od strukture grafena i hBN-a. Dva atoma
sumpora smjestena su jedan iznad drugoga na polozaju A na slici 2.3 dok se molib-
den nalazi na polozaju B u ravnini izmedu dvije ravnine sa sumporovim atomima.
Popunjenje vanjskih ljusci atoma sumpora [Ne|3s?3p? i molibdena [Kr]4d®5s! go-
vori da ¢e u kristalu doéi do transfera elektrona s molibdena na sumpor, rezultat
Cega su ionske konfiguracije [Ne|3s?3p® i [Kr]4d?. Heksagonalna koordinacija kris-
talnih pozicija molibdena i sumpora ukazuje na vaznu ulogu sp? hibridizacije na
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sumporu te dd? hibridizacije na molibdenu, s velikim preklopom izmedu susjed-
nih hibrida. Dakle, o¢ekujemo da ¢e valentne vrpce biti izgradene pretezno od
molibdenovih 4d,2_,2, 4d,, i 4d.» i sumporovih 3s, 3p, i 3p, orbitala. Kako se
udaljujemo u energiji od Fermijeve energije postaju vazne ostale molibdenove 4d,z
orbitale i sumporova 3p, orbitala.

Promotrimo sada na koji na¢in simetrizacija sumporovih sp? hibrida ulazi u
racun. U tu svrhu oznacimo sa ¢¢ tri sp? hibrida sumporovih 3s, 3p, i 3p, atomskih
orbitala definiranih u potpoglavlju 2.2 te sa ®; tri dd* hibrida molibdenovih 4d,z
orbitala. Indeksom « € {T,B} ozna¢imo na kojem se atomu sumpora hibrid
nalazi, gornjem (7T) ili donjem (B). Prirodno je zatim dva atoma sumpora spojiti u
molekulu formirajuéi pritom tri simetri¢ne i tri antisimetricne molekularne orbitale
iz atomskih ¢ hibrida na nacin

¢ = \}5 (of £0F). (2.6.1)

Na slici 2.6 prikazane su orbitale (2.6.1). Vidimo da ¢e molibdenovi hibridi koji se
nalaze u ravnini izmedu atoma sumpora hibridizirati sa simetri¢cnim molekularnim
orbitalama, dok hibridizacija s antisimetri¢nim orbitalama iS¢ezava zbog simetrije.
Dakle, minimalni TBA model za stanja u blizini Fermijevog nivoa se sastoji od
simetri¢nih molekularnih orbitala sumpora i molibdenovih dd? hibrida, §to ukupno
¢ini 6 orbitala po primitivnoj celiji.

2.6.1 TBA matric¢ni elementi

Korisno je definirati operator ©;; = 1 — 4;;. On ¢e nam posluziti za lakSe pisanje
intrahibridnih matri¢nih elemenata u TBA hamiltonijanu. Koriste¢i standardne
kratice €, = (1/3)es + (2/3)e, 1 Ae, = (1/3)es — (1/3)e,, te oznake ¢, it, za
matri¢ne elemente preskoka sa sp? hibrida gornjeg sumpora na sp? hibride donjeg
sumpora, mozemo pisati

<90?’]:1|<P;l> = 0;5€p + 0,;Ac,,,
<90?!ff!<p?> = 0yt + Oyt (2.6.2)

(ponovno o = T, B, a « je suprotno od «)). Matri¢ne elemente izmedu simetrizi-
ranih sp? hibrida sada moZemo zapisati na nacin

(7| H|65) = 015 (B, + 1) + O (A + 1) ,
<¢§4|ﬁ’¢}4> =0, (Ep, —t1) + 0, (Ae, —t,),
(@7 |H|67) = 0. (2.6.3)

Na isti na¢in odredujemo matri¢ne elemente koji povezuju dd? hibride na istom
molibdenovom atomu

(i H|®;) = 6,50 + Oi;Acq, (2.6.4)
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Slika 2.7: Shematski prikaz ravnine 2DMoSs s atomima molibdena (plavo) i molekulama
sumpora (crveno). Na svakom objektu prikazani su i relevantni hibridi kao i pripadni
matri¢ni elementi preskoka elektrona medu hibridnim orbitalama.
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Slika 2.8: Lijevo: Vrpcana struktura 2DMoSs odredena ab initio metodom [32]. Desno:
Vrpcana struktura 2DMoSy u TBA aproksimaciji. Sve vrijednosti su u eV: €d,, = —2.5,
Eayy = 1.7, 6p = =34, 6, = =45, 1) = 1, 1, = —0.3, ™ = 0.3, t* = 0.2, " = —0.05,
t5 =0, =0.25, 5 = —0.12 i *™ = —0.35.

gdje je o = (1/3)ea, + (2/3)ea,, i Ace = (1/3)ea, — (1/3)eq,,. lako je ma-
tricni element Aeg u slobodnom atomu jednak nuli, u kristalnim sustavima cija
je simetrija niza od kubic¢ne efekti kristalnog polja su dovoljno veliki da uklone
degeneracije energija 4d.2, 4d,2_,2 i 4d,, orbitala. U 2DMoS, resetci vrijedi
€4y 7 Eduy = 62262_1/2, uz gq, — &g, ~ 3 V.

Na slici 2.8 (lijevo) vidimo da su ab initio disperzije vrpci u blizini Fermijevog
nivoa vrlo slozene. Dakle, Zelimo li ih prikazati pomoc¢u jednostavnog TBA modela
moramo ukljuciti u racun i preskoke medu daljnjim susjedima. Na slici 2.7 prikazan
je minimalni skup matri¢nih elemenata preskoka koji daje dobro slaganje s ab
initio racCunima. Sveukupno imamo sedam matri¢nih elemenata preskoka koji su
iz simetrijskih razloga razli¢iti. Preskoci izmedu simetri¢nih sp? hibrida sumpora
su oznaceni sa

t; = (pR|V]paR + ay),
5 = (e1R[V]gsR + a),

t: = (e1R[V]oR + as). (2.6.5)
Preskoci izmedu dd? hibrida molibdena su oznacdeni sa

tm = (B,R|V|PR + ay),

" = (&, R|V|P3R + ay),

t™ = (D1R|V|®5R + ay), (2.6.6)
a preskoci izmedu susjednih sp? i dd? hibrida sa

£ = (p3R|V|PoR — ay). (2.6.7)
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Pored ovih sedam matri¢nih elemenata koji su eksplicitno zapisani postoji jos ¢itav
niz matricnih elemenata ¢iji je iznos t2, 7, itd. Na primjer, (O3R|V|®3R + ay) je
isto jednak ¢5, kao i (&, R|V|®sR+a; —a,). Treba primjetiti da je generalno ¢ # t?
te t* # t7'. U najgrubljoj aproksimaciji mozemo zanemariti razliku izmedu b i c
kanala preskoka. Nazalost vrijednosti tih parametara sa slike 2.8 (desno) govore
da su oni ne samo razlicitog iznosa nego i suprotnog predznaka pa ih trebamo
tretirati kao nezavisne parametre.

Cjelovitije TBA studije disperzija 2DMoS, [23, 24] ukljuc¢uju takoder preskoke
na jos udaljenije susjede te, jasna stvar, daju bolje slaganje s ab initio racunima.
Fizikalna opravdanost takvog pristupa je dvojbena jer se preskoci na daljnje su-
sjede zapravo koriste kao matematicki nacin da opisemo slozene fizikalne procese
koji se dogadaju na malim prostornim skalama (obi¢no unutar jedinicne celije) a
koje smo ispustili ogranicavajuci se na model sa Sest orbitala po bazi. Taj postupak
slican je metodi Fourierovih transformacija koju ¢emo sada ukratko izloziti.

2.6.2 Vodljiva vrpca 2DMoS,

U kasnijim poglavljima analizirat ¢emo elektri¢na svojstva dopiranog 2DMoS, ko-
riste¢i jednostavne semi-analiticke metode. Za to ¢e nam trebati analiticki oblik
vodljive vrpce. Kako je model vise vrpci jako slozen, ab initio disperzije ¢emo
prikazati u Fourierovoj reprezentaciji. Ako nas zanima samo vodljiva vrpca mo-
zemo ispustiti indeks vrpce. Ta disperzija je parna funkcija valnog vektora k,
e(—k) = e(k), i periodicka ¢(k + K) = (k) za svaki vektor K recipro¢ne resetke.
Dakle, mozemo je razviti preko konac¢nog broja vektora direktne resetke R,

ZQt Yeos(k - R,,). (2.6.8)

Koeficijenti preskoka u ovom Fourierovom razvoju 2t (R,,) imaju istu funkciju kao
i matri¢ni elementi u TBA modelu, a odredujemo ih na nacin

// Jeos(k - Ry, dk, dk, . (2.6.9)
IBZ

Za ab initio disperiju (k) prikazanu na slici 2.8, transformacije (2.6.8) daju para-
metre t (R,,) prikazane u tablici 2.1. Slika 2.9 prikazuje efektivnu TBA disperziju
vodljive vrpce te pripadnu gustoéu stanja za te vrijednosti parametra t (R,,).
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’|Rn| ‘a ‘\/ga\Za \\/7&‘3a‘2\/§a‘\/1_3a‘4a‘
[ t(R,) (meV) |45 15 |60 |0 |5 |35 |5 |15 |

Tablica 2.1: Parametri ¢(R,,) kao funkcija udaljenosti |R,,|. Na primjer, na udalje-
nosti |R,| = v/3a od nekog referentnog atoma nalazi se Sest atoma na polozajima
R = +(2a; — a;), =(2a; —ay), +(as + a;).

[Em—

—

S
SN = N

!

E(k) (eV)

]
<
-
(@
Qo
92]

K

Slika 2.9: Vodljiva vrpca 2DMoS, dobivena preko (2.6.8) i pripadna gustoca stanja.
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Poglavlje 3

Medudjelovanje elektrona i
bozonskih modova

U ovom poglavlju razmatramo medudjelovanje elektrona i razli¢itih bozonskih
stupnjeva slobode. Prvo ¢emo odrediti konstante elektron-fonon vezanja promatra-
juéi promjenu matri¢nih elementa preskoka elektrona na prve susjede i promjenu
energija atomskih orbitala uzrokovanih titranjem resetke. Izracunat ¢emo kons-
tante elektron-fonon vezanja za akustic¢ne i opticke fonone i odrediti njihovu formu
u dugovalnoj granici.

Vezanje elektrona i vanjskih elektromagnetskih polja opisati ¢emo pomocu Pe-
ierlsove supstitucije u aproksimaciji ¢vrste veze u rezimu linearnog odziva. Izvest
¢emo standardne oblike interakcija nabojnih i strujnih gustoca s vanjskim ska-
larnim i vektorskim potencijalima i objasniti ulogu nabojnih, strujnih i dipolnih
vrsnih funkcija. Ove konstante vezanja i ove vrsne funkcije su prirodno definirane
u direktnoj reprezentaciji, ili u reprezentaciji delokaliziranih orbitala. Dakle, da
bismo dobili doprinose ukupnom hamiltonijanu koji opisuju ova medudjelovanja u
Blochovoj reprezentaciji koristiti ¢emo transformacije (2.4.3).

3.1 Medudjelovanje elektrona i fonona u aprok-
simaciji cvrste veze

Da bismo odredili konstante elektron-fonon vezanja promotrit ¢emo utjecaj malih
pomaka atoma iz ravnoteznih polozaja na parametre TBA hamiltonijana. Ti po-
maci dovode do promjene kristalnog potencijala u matricnim elementima preskoka
elektrona i u orbitalnim energijama.
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3.1.1 Varijacija matricnih elemenata preskoka

Trenuta¢ni polozaj (-tog atoma pisemo na na¢in R!, = R* + w,(R), R* = R +
ry. Ovdje je ponovno R vektor Bravaisove resetke koji mjeri polozaj baze kojoj
atom pripada relativno prema izabranom ishodistu, a r, je polozaj tog atoma u
bazi. Koristimo harmonicku aproksimaciju u kojoj pretpostavljamo da su pomaci
w,(RY) = uy(R) mali u usporedbi s meduatomskim udaljenostima. U tom slu¢aju
matri¢ni element preskoka (2.3.7) mozemo razviti u Taylorov red

025M,(r]~)

UREIVIERE 4 1)) =ty (r;) + 5
rj

: (llg/(Rg + I'j) - llg(Rg)> (3.1.1)

(o¢igledno je RY = RY +r;). Prvi ¢lan na desnoj strani je nesmetani dio elek-
tronskog hamiltonijana koji ulazi u disperzije elektrona na nacin objasnjen u pot-
poglavlju 2.3, dok drugi dio opisuje interakciju s fononima. Derivaciju matri¢nog
elemenata preskoka elektrona na prvog susjeda na polozaju R = R¢ + r; po r;
prikazujemo pomoc¢u umnoska konstante y/a.. i vektora u smjeru r;. Konstanta
ac je udaljenost izmedu prvih susjeda, odnosno a. = |r;|, a konstanta v ima
dimenziju energije i odreduje se ab initio racunima.

U slucaju grafena te hBN-a vektori polozaja najblizih susjeda proizvoljnog
atoma su dani izrazima (2.5.1) (o¢igledno mozemo izabrati da je R* = R te
R? = R + ;). Dakle, tipi¢ni doprinos u elektron-fonon hamiltonijanu je oblika

A4 = 155 r - (0P (R 4 1)) = u(R)) iy Com e o (3.12)

Qe Ro j

(sli¢no i za HP4). Prelaskom u impulsnu reprezentaciju dobivamo

N 1 ; ;
HAB _ al \/N Z Z r;- (ugezq-rj _ ué) eZk‘erTAk+qUCBkU' (313)

kqo j

Nadalje, Fourierove komponente amplitude pomaka atoma A i B prikazati ¢emo u
bazi ortogonalnih polarizacija. Jednostavnosti radi izabiremo da je fononski valni
vektor usmjeren duz neke od kartezijevih osi q = g,e,. U tom slucaju razlikujemo
longitudinalno gibanje (uf || q) od transverzalnog gibanja (uj L q) atoma u
resetci. Dakle

ufl = Zeguﬁq, (3.1.4)

gdje jev € {L,T}.

Promotrimo sada kako se pojednostavljuje generalni izraz (3.1.3) u dugovalnoj
granici q = 0. U optickom modu susjedni atomi titraju u protufazi, a u akustickom
modu titraju u fazi. Dakle, pomake atoma A i B mozemo zapisati na nac¢in uf’q ~
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(=1)"ujy = Uuq, gdje n = 1 opisuje opticki dugovalni mod, a n = 0 akusticki

dugovalni mod. Hamiltonijan (3.1.3) sada poprima oblik

A ~ Z Y g ( Z riye T 4 ( Z rive’ ) CAk+qoCBko

ko' qnv
(3.1.5)

v. U gornjem izrazu prepoznajemo matricni element vezanja

gdje je rj, = r; - eg.

elektrona i fonona

gny(k +q,k) = - (Zr eillkta)my 4 Zrﬂ,e’k rJ) (3.1.6)
Usporedimo li (3.1.6) i definiciju matri¢nog elementa t(k), izraz (2.5.4), mozemo
pisati

iy (0t"(k+q) ot*(k)
k k)= -1 . 3.1.7
b = O (R (3.17)

Stavimo li u gornjem izrazu q ~ 0 dobit ¢emo matricne elemente vezanja elektrona
s optickim i akustickim fononima koje ¢emo koristiti u daljnjoj analizi,

2iy Ot* (k)

k Jk
gO ll( + ) acctﬂ ak,/ )

945k +a,k) ~ O(qh). (3.1.8)

Konstantu elektron-fonon vezanja u hamiltonijanu H54, 90 BA(k +q, k), lako odre-

dimo koriste¢i hermitivnost hamiltonijana: ggfj(k +q,k) = (go ok, k + q))

3.1.2 Varijacija orbitalnih energija

U proslom potpoglavlju opisali smo utjecaj malih pomaka atoma na matri¢ne
elemente preskoka elektrona na susjedne atome. Ovdje promatramo promjene koje
mali pomaci atoma uzrokuju u energijama atomskih orbitala. Analogno razvoju
(3.1.1), energiju atomske orbitale (2.3.6) razvijamo u Taylorov red

85[ (Re)

(/RE|H|IRY) ~ &0 + Z
Or;

(UE(RZ + I'j) - llg(Rg)) (319)

(£ je suprotno od ¢). Drugi ¢lan ponovno opisuje interakciju elektrona i fonona.
Ovu derivaciju energije {-te orbitale po r; prikazujemo pomoc¢u umnoska konstante
B/ac. 1 vektora u smjeru prvog susjeda r;.

Analogno analizi hamiltonijana (3.1.2), u dugovalnoj granici dobivamo

A4 Z > g ( Z ripeiati 4 (—1)" Y W) ierqoCake-  (3.1.10)

ka qnv J
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Bududida je 3, r; = 0, takoder je 3°, 75, = 0, pa je ovaj matricni element elektron-
fonon vezanja jednak za opticke i akusticke fonone. On ne ovisi o valnom vektoru
k, nego samo o q, a iznos mu je

ip_ot'(a)

k Jk
gnu( + ) acctO aqu

(3.1.11)

Lako se pokaze da je g24(k + q,k) = ¢g?®(k + q,k). Pomoc¢u (2.5.4) mozemo
takoder pokazati da za male valne vektore q ~ 0 vrijedi t*(q) = |t(q)|. Koristeéi
(2.5.11) dobivamo

. toa®
t*(q ~ 0) ~ —3t0+07(q§+q§), (3.1.12)

te ¢e matricni element biti konacan samo za longitudinalne oscilacije, a bit ¢e
jednaki

2k +q,k) ~

Zﬂfaqa. (3.1.13)

Ova vrsta elektron-fonon vezanja poznata je u literaturi kao Frohlichovo veza-
nje. U originalnom izvodu Frohlichovog vezanja promatra se utjecaj malih pomaka
iz ravnoteze svih atoma u kristalu na orbitalne energije. Rezultat je kvalitativno
isti kao i (3.1.13). Dakle, matri¢ni element vezanja elektrona i fonona proporci-
onalan je produktu ey - q. U daljnjoj analizi pretpostavit ¢emo da je to glavni
mehanizam vezanja elektrona i akustickih fonona, dok ¢emo vezanje s optickim
fononima opisivati sa (3.1.8)

3.1.3 Elektron-fonon hamiltonijan u Blochovoj reprezen-
taciji

U sljede¢im poglavljima promatrat ¢emo utjecaj rasprsenja elektrona na fononima

na svojstva elektronskog podsustava. Elektroni ¢e biti prikazani pomocéu TBA

modela s viSe vrpci (dvije u grafenu i hBN-u) preko Blochovih operatora stvaranja i

ponistenja (izraz (2.4.4)). Dakle, potrebno je i elektron-fonon intrakciju prikazati u

Blochovoj reprezentaciji. Polaziste je generalni izraz za elektron-fonon interakciju,
¢ije smo komponenete izveli u prosla dva potpoglavlja,

Hap = Z S0 (k+ . K)tagChe s qoConeo- (3.1.14)

VN i Aq
Ovdje suma po A ide po svim fononskim granama. Uvrstavajuéi izraze (2.4.3) za
operatore c}k +qo 1 Coye dobivamo

A

Hepph = \/— Z Z Z g k +q, )u)\qCTLk+qacL’kU' (3.1.15)

ko \q LL'
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Konstante elektron-fonon vezanja u Blochovoj reprezentaciji g&* (k + q,k) dane
su sa

Pk +aq,k) = ¢ (k+ a, k) Viq (4, DV, L), (3.1.16)

o
Eksplicitni oblik konstanti (3.1.16) dan je u dodatku C.

3.2 Medudjelovanje s elektromagnetskim poljima

U ovom radu su elektronski stupnjevi slobode opisani u aproksimaciji ¢vrste veze.
Dakle, da bismo opisali vezanje tih elektrona s vanjskim elektromagnetskim po-
ljima potrebno je koristiti TBA minimalnu supstituciju.

Alternativni pristup polazi od pojednostavljenog opisa elektronskih stupnjeva
slobode koji se obi¢no naziva kontinuirani model, u kojem se goli hamiltonijan
opisan sa (r|Hglr) = e(k) dobiva iz TBA golog hamiltonijana pomoc¢u limesa
a — 0. U ovom drugom pristupu, vezanje s vanjskim skalarnim i vektorskim
potencijalom je opisano na nacin

(r|Ho|r) = e(k — SA(r)) + ed(r, t). (3.2.1)
c
Sada ¢emo objasniti detalje prvog pristupa. Polazimo od izraza (2.3.5),

H=3 3 (¢RIH|I R )elroconro: (3.2.2)
W RR'c

za goli hamiltonijan. Vezanje s vektorskim potencijalom uklju¢ujemo na nacin
Clro = Cln, = exp { (ie/hc)R" - A(R)} clg,, (3.2.3)
a vezanje sa skalarnim potencijalom na nacin
go(RY) = &(RY) = go(R") + e®(RY). (3.2.4)
Rezultat svega je

Hy=3" {@(RE) + eq)(RZ)} ClRoCoRo
{Ro

+ Z Z Héel(RZ/ + Ly, Re/)gﬁrj'A(R£+rj/2)C;R+rjaC€’Raa (3‘2'5)
{#0 Rjo

uz HYY (RY 4+ r;, RY) =~ HE (r;). Ovdje po definiciji ®(RY) = &,(R) i AR’ +
r;/2) oznacavaju vanjski skalarni potencijal na polozaju R’ te vanjski vektorski
potencijal na vezi izmedu poloZaja R i R + r;.
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3.2.1 Impulsna reprezentacija

Dio ukupnog hamiltonijana koji opisuje interakciju elektrona s vanjskim elektro-
magnetskim poljima definiramo na nacin

H' = Ay — H,. (3.2.6)
Vezanje sa skalarnim potencijalom

H =3 ed(RY ) clpocono (3.2.7)
Rol

u impulsnoj reprezentaciji poprima oblik

chft = Z G(I)(q, )Cék—‘rqacﬂka
qgkol

= > ®(a,1)o(—a). (3.2.8)

Ovdje je 6(—q) = Y €q” (k+q, k)cekJquce,k(7 = 0'(q) operator nabojne gustoce,
a ¢ (k + q,k) = 0 je nabojna vrina funkcija.

Da bismo opisali vezanje s vremenski ovisnim vektorskim potencijalom po-
trebno je razviti izraz (3.2.5) u Taylorov red do kvadratnog clana u vektorskom
potencijalu. Linearni ¢lan je oblika

EX y € /
it =3 i ry AR 41/ 2 O H (1)l oComoe (3:29)

Roj

U impulsnoj reprezentaciji on prelazi u

A 1 o
Hip' = == Au(q, )7 (—q). (3.2.10)
c
q
U (3.2.10) smo definirali operator gustoée paramagnetske struje

e OH" (k) o
Z Z h ok, cekJquc@/kU Z Z Jo (k+q,k) Czk+qacwka7

ko o ko 00
(3.2.11)
gdje je JY (k + q, k) ~ (e/h)OH" (k)/Ok, strujna vréna funkcija. Kvadratni ¢lan
ima oblik

2

A € /

Hs™ = i AR’ +1;/2,t)| H (rj)C}R—l—rjacﬁ’Ro" (3.2.12)
Roj
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odnosno

Hy™ = C2 YN Al 75%,3 k+q,k)AB(q—q/at)czkmocf’ka
aq’af ko o
o2
_ Aol . A —q,t). 3.2.13
QmCQ(gﬁ (d',1)as(~a)A5(d — d, 1) (8:2.13)

U izrazu (3.2.13) uveden je operator dijamagnetske gustoce struje

Fos(—a) = DD 15k + 4, )l o Conos (3.2.14)
ko o/

te dijamagnetska vrsna funkcija

e O*HEY (k)

=20 B 2.1
n2 OkaOks (3:2.15)

’yaﬂ (k + q, k) ~

Kasnije u razmatranju relacija izmedu razlic¢itih korelacijskih funkcija vidjeti

¢emo da je dijamagnetska vrsna funkcija povezana s teoremom o efektivnoj masi.
U ovom radu su Fourierovi transformati polja definirani na nacin

= Z CI)(q, t)eiq'ra A (I‘, t) = Z A(q7 t>eiq'r- (3.2.16)

Ostale veli¢ine definirane u ovome poglavlju detaljno su izvedene u dodacima.

3.2.2 Blochova reprezentacija

Kao i u fononskom sludaju, uvrstavamo relacije (2.4.3) u He He i HS* i do-
bivamo Blochovu formu tih doprinosa ukupnom hamiltonijanu. Na ovaj nacin
nalazimo Blochovu reprezentaciju operatora nabojne, strujne i dijamagnetske gus-
toce.

Operator paramagnetske gustoce struje jednak je

Z Z JLL k =+ q, k)CLk—l-qo‘CL’ko (3217)

ko LL'

Strujne vrsne funkcije imaju oblik

e OHL (k)

B Vierall VI, ) (3.2.18)

JE (k+q,k) =3 =
o

Sli¢no, operator nabojne gustoce je
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ZZeq (k + q,k)ch+qJCL,kU, (3.2.19)

ko LL'

Lk +aq,k) = ¢"“(k+q, k) Viq(f, DV, L) (3.2.20)
e
predstavlja pridruzene nabojne vrsne funkcije. Ove vrsne funkcije izracunate su
za grafen i hBN u dodacima.
Rezultat svega je

HZ =3 0(q, 1) >3 ed™ (k + @, K)ehy s qoCrneo (3.2.21)
q ko LL’
m_—fZA a0 1) YN TE (k + 4, K)o Crikes (3.2.22)
ko LL'
g ZmCQ S Auld ) As(q — ' ) DS A (k+ @ K) el qoCrie-

qq’ap ko LL'
(3.2.23)

3.2.3 Makroskopsko elektricno polje

U makroskopskoj elektrodinamici se makroskopsko elektri¢no polje veze na dipolnu
gustoéu naboja. Izrazi (3.2.21)-(3.2.23) predstavljaju mikroskopski opis te interak-
cije pomocu skalarnog i vektorskog potencijala. Da bismo osigurali da je opis te
interakcije bazdarno invarijantan potrebno je u racunu tenzora vodljivosti uzeti u
obzir makroskopsku jednadzbu kontinuiteta. Rezultat takvog racuna je ekvivalen-
tan racunu u kojem smo vezanje s vanjskim elektromagnetskim poljima zapisali
na nacin

H = =" Fou(q,t) Pa(—q), (3.2.24)
qo

ovdje je Fya(q,t) vanjsko elektriéno polje. P,(—q) je operator dipolne gustoée
naboja koji u dijagonalnoj reprezentaciji ima oblik

=3 > Pk +aq, k)CLk+qchL’ko (3.2.25)
ko LL/

On je povezan s operatorom gustoce struje (3.2.18) i s operatorom gustoce naboja
(3.2.20) preko operatorskih jednadzbi
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A A

hgaJa(Q) = iho0a(a) & [0a(a), Ho| , (3.2.26)

ot
% 0 4 - A
ihJo(@) = ih= Pa(a) = [ Pa(a). )] (3.2.27)

Prva jednadzba je operatorski oblik jednadzbe kontinuiteta, a druga Heisenbergova
jednadzba za operator J,(q). Direktnim ra¢unom dobivamo vezu izmedu nabojnih,
strujnih i dipolnih vrsnih funkcija:

’ 'FLJLL,<k k + q) 7:6 ’
PEE (k. k e — 2 K K+ q). 22
(k. k+q) okt g (k,k +q) (3.2.28)

U dugovalnom q = é,q, =~ 0 limesu unutravrpcane vrsne funkcije (L = L') imaju
dobro poznate forme

¢""(kk+q) =1,
Tt (k k+a) = Ty (k) = evy (k),
Pk, k + q) = P.(q) = ie/qa. (3.2.29)

Ovdje je vL(k) = (1/h)0e1,(k)/Ok, grupna brzina elektrona u vrpci L.
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Poglavlje 4

Landauova teorija Fermijevih
tekucéina

Transportna svojstva vodljivih sustava obi¢no studiramo u rezimu linearnog od-
ziva. To mozemo ¢initi razmatrajuci semiklasi¢ne transportne jednadzbe ili kvantne
transportne jednadzbe. U oba sluc¢aja centralnu ulogu ima neravnotezna funkcija
raspodjele. U semiklasicnim Boltzmannovim jednadzbama ona se definira kao ne-
ravnotezna funkcija raspodjele za elektron impulsa Ak na polozaju r, dok je u
kvantnim transportnim jednadzbama, te u semiklasicnom rezimu tih jednadzbi,
ona povezana s propagatorom elektron-supljina para c¢iji su valni vektori k + q i
k. Landauove transportne jednadzbe su poopcéenje Boltzmannovih jednadzbi na
nacin da se interakcije izmedu elektrona tretiraju samosuglasno, dok se rasprsenje
elektrona na statickom neredu i na fononima obi¢no ukljucuje fenomenoloski. Do
Landanovih jednadzbi mozemo doé¢i na uvrijezen nacin, kako ih je izveo Landau,
ili pak iz Heisenbergovih jednadzbi gibanja za propagator elektron-supljina para,
sto ¢emo mi napraviti u ovome poglavlju. Prednost ovog drugog pristupa je da se
sva rasprsenja elektrona, na drugim elektronima, na necisto¢ama, i na fononima,
mogu opisati na isti nacin preko tri doprinosa relaksacijskoj funkciji koju ¢emo
zvati memorijska funkcija.

U ovom poglavlju éemo uvesti neravnoteznu funkciju raspodjele n(k,r,t), iz-
vesti semiklasi¢ne jednadzbe gibanja, odrediti strukturu memorijske funkcije za
slucaj rasprsenja na fononima i objasniti ulogu realnog i imaginarnog dijela me-
morijske funkcije u tenzoru dinamicke vodljivosti.

4.1 Landau-Silinove jednadzbe gibanja

Promatramo neravnotezna svojstva elektronskog sustava u prisustvu vremenski
ovisne vanjske smetnje Ey,(r,t) = —09“!(r,t)/0r,. Kao Sto je gore spomenuto,
neravnotezna funkeija raspodjele n(k, r,t) mjeri broj elektrona s valnim vektorom
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k u prostorno-vremenskoj koordinati (r,¢). Ako je vanjsko polje slabo, neravno-
teznu funkciju raspodjele mozemo zapisati na nacin [25]

n(k,r,t) = n(k) + on(k,r,t). (4.1.1)

Ovdje je n(k) ravnotezna funkcija raspodjele, a dn(k,r,t) je dio koji je propor-
cionalan vanjskom polju. S jedne strane, drugi doprinos zadovoljava adijabatski
uvjet on(k,r,t = —oc0) = 0, a s druge strane, kad isklju¢imo vanjska polja, on is-
cezava za dovoljno velika vremena. Buduéi da promatramo monokromatska polja,
mozemo naciniti Fourierovu transformaciju izraza (4.1.1) te dobivamo

n(k,q,t) = n(k)dqo + on(k,q,t). (4.1.2)

Ovdje je q valni vektor vanjskog polja. U kvantnoj inacici teorije linernog odziva
relaciju (4.1.2) mozemo prikazati preko srednjih vrijednosti fermionskih operatora.

n(ka q, t) = <Cf(crcka>05q70 + <C1l-<ack+qa>t7 (413)

gdje smo sa ()o i ()¢ oznadili vodecée doprinose u srednjim vrijednostima u smetanom
osnovnom stanju (prvi je reda (E,(q,))’, a drugi (E.(q,t))"). U relaciji (4.1.3)
indeks ¢ u {cl_c, Lqo)t Oznacava vremensku ovisnost veli¢ine (e} e tqo)- Slicno,

indeks w u (chck +qo)w Oznacavat ¢e ovisnost o frekevenciji pripadnog Fourierovog
transformata.

Funkcija (¢l ¢, )o = n(k) se naziva momentum distribucijska funkeija. U prvoj
aproksimaciji, kada je interakcija elektrona s necisto¢ama, fononima i ostalim elek-
tronima u sustavu zanemarivo mala, mozemo je aproksimirati Fermi-Diracovom
raspodjelom f(k). Iz (4.1.3) vidimo da se problem odredivanja neravnotezne funk-
cije raspodjele n(k, r, t) svodi na odredivanje srednje vrijednosti (cf_c, +qo)t KoTis-
te¢i Heisenbergovu jednadzbu gibanja

. a .i. A
zhaén(k,q, t) = < {ckackmg, H} >t. (4.1.4)

Hamiltonijan H ukupni je hamiltonijan sustava, koji ukljucuje goli doprinos H,,
vezanje s vanjskim poljima Feat , dugodosezne kulonske interakcije H. . te raspr-
senje elektrona na fononima i statlckom neredu.

Jednom kad smo odredili dn(k,q,w) mozemo izra¢unati razlic¢ite inducirane
veli¢ine, na primjer, strujne, nabojne i dipolne gustoce

Jo(q,w) = ‘1/ Z Jo(k, k +q)in(k,q,w), (4.1.5)
o(q,w) = ‘1/ Z eq(k,k + q)on(k,q,w), (4.1.6)
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Pu(qw) = é S Palk k + q)dn(k, q, o). (4.1.7)

Dugovalne vrijednosti strujnih, nabojnih i dipolnih vrsnih funkcija iz (4.1.5), (4.1.6)
i (4.1.7) izveli smo u (3.2.29). Poopéenje izraza (4.1.5)-(4.1.7) na slucaj vise vrpci
je trivijalno.

4.1.1 Rezim idealne vodljivosti

Prvi korak u analizi transportnih koeficijenata je promotriti rezim idealne vodlji-
vosti. U tom slucaju rasprSenja na elektronima i fononima ostavljamo po strani,
a od dugodoseznih kulonskih interakcija zadrzavamo samo RPA doprinose. To
predstavlja standardnu udzbenicku formu RPA teorije linearnog odziva. Rezultat
svega je jednadzba gibanja

(hw +e(k) — e(k + q) +1in) on(k,q,w) ~
(f(k+q) = f(k)Pa(k +q,k)Eu(q,w), (4.1.8)

gdje je E,(q,w) Fourierov transformat od makroskopskog elektricnog polja E, (r,t) =
—9®™! (r,t)/0r,, a P(r,t) je zasjenjeni skalarni potencijal, dan sa ®"'(q,w) =
Pt (q,w)/e(q,w) u najednostavnijem slucaju. UvrStavajuéi ovaj izraz u (4.1.5)
dobivamo induciranu idealnu struju elektronskog podsustava.

Prije nego li na¢inimo poopéenje jednadzbi gibanja (4.1.8), korisno je promotriti
dugovalni razvoj funkcije on(k, q,w). Rezultat je

Waa 050 b 05
2m(w +1in) de(k)  w +in dz(k)
hgo P f(k)

2o+ im) e =) T ) Ealqw).  (419)

n(k,q,w) =~ ( Vo (k)

Tu smo koristili izraz (3.2.29) za dipolni verteks. lako se iz te relacije moze ¢initi
da su u dugovalnoj granici parni doprinosi zanemarivi, to nije to¢no. U generalnom
slucaju potrebno je on(k, q,w) zapisati na nacin

5”(1{, q, w) = Z 5nz<k7 q, w) = 5”0 (ku q, (,U) + 5nl(k7 q, w)7 (4110)

i=0,1

gdje su s indeksima 0 i 1 oznaceni doprinosi parnih odnosno neparnih potencija
grupne brzine neravnoteznoj funkciji raspodjele dn(k,q,w). U sljedeé¢em ¢emo
potpoglavlju pokazati da su i parni i neparni doprinosi vazni. Oni omoguéavaju
cjelovit opis tenzora vodljivosti u statickoj i dinamickoj granici, ukljucujuéi staticku
Thomas-Fermijevu granicu.
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4.1.2 Aproksimacija relaksacijskog vremena

Da bismo odredili strukturu tenzora vodljivosti u aproksimaciji relaksacijskog vre-
mena na nacin koji je konzistentan s jednadzbom kontinuiteta, koristimo relaciju
(4.1.5) i jednadzbu gibanja (4.1.8) u kojoj smo zamijenili adijabatski clan 7 sa
mjerom relaksacije Al'. U ra¢unu koristimo dekompoziciju (4.1.10) za dén(k, q,w).
Zatim grupiramo clanove iste parnosti u potencijama grupne brzine. Rezultat je
Boltzmannova transportna jednadzba za induciranu neravnoteznu funkciju raspo-
djele

W5n0(ka q, CU) — 4aVq (k)(snl (k7 q, (,U) =

on(k)
Oe(k)
Ako sumiramo (4.1.11) po k, desna strana, koja sadrzi neparne doprinose u br-

zini, iS¢ezava. Lijeva strana, uz pomo¢ relacija (4.1.5) i (4.1.6), daje jednadzbu
kontinuiteta

(OJ + ZF)(STM (k; q, W) - QQva(k>5n0<k7 q, W) +

va(k)Ey(q,w). (4.1.11)

wo(q,w) — gadul(q,w) = 0. (4.1.12)
Ako pretpostavimo da jednadzba kontinuiteta vrijedi barem u prosjeku, tada mo-
zemo pisati 0ng(k, q,w) = (¢ava(k)/w)dn;(k,q,w). Eliminacijom veli¢ine dnq(k, q,w)
iz. (4.1.11), dobivamo

va(k)On(k)/0e(k)
onq (k = o (q,w). 4.1.13
nl( 7q7w) W — qgvg(k)/w 4 i (q w) ( )
Na ovaj nacin tenzor vodljivosti poprima oblik
o1 v2(k)on(k)/0e(k)
ac =i’ = . . 4.1.14
Taa(qy ) = de V%w—qivi(k)/w—i—iF ( )

Vazno je primjetiti da u Drudeovom rezimu, koji odgovara granici w? > ¢2v?(k),
dobivamo Drudeovu vodljivost
2

ec n
(@~ 0,w) = ———. 4.1.15
Tee(d w) m w I’ ( )
Ovdje smo uveli efektivnu koncentraciju nosioca naboja nqq,
1 9 on(k)
ac = 17 k - . 4.1.16
oo = 3 E k9 (- 205 (116)

Isti izraz za 0,4 (w) dobivamo iz (4.1.9) ako stavimo ¢, = 0 i zamijenimo 7 sa I.
Relacija (4.1.14) opisuje i Thomas-Fermijevu granicu g,v,(k)/w > 1 u kojoj
je staticka vodljivost povezana s efektima statickog kulonskog zasjenjenja

k‘2
Taa(q,w &~ 0) = —iw—E (4.1.17)
da
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Ovdje je krr Thomas-Fermijev valni vektor dan sa k%, = (47e*/V) Yy, (—0n(k)/0e(k)).

4.2 Mikroskopski opis relaksacijskih procesa - me-
morijska funkcija

U vedini slozenih sustava, tenzor vodljivosti koji smo izveli u proslome potpoglavlju,
u kojem su relaksacijski procesi uvedeni fenomenoloski, nije adekvatan. Stoga je
potrebno razraditi sustavan mikroskopski opis rasprsenja vodljivih elektrona na
statickom neredu, na fononima i na drugim elektronima. U ovome potpoglavlju
razmatramo rasprsenje na fononima koristeé¢i ponovno jednadzbe gibanja (4.1.4) za
on(k,q,w). Zadrzat ¢emo doprinose koji su linearni u vanjskom polju te kvadratni
u konstantama elektron-fonon vezanja. Polaziste je goli Hamiltonijan H, koji se
sastoji od doprinosa nezavisnih elektrona opisanih jednom elektronskom vrpcom
te golog fononskog doprinosa

Ho =3 e(K)chyy + 3 vgabliaban. (4.2.1)

ko qA

Elektron-fonon vezanje je detaljno opisano u poglavlju 3. Ovdje pretpostavljamo
slijedeci oblik elektron-fonon hamiltonijana He_pp,

A

He pp = \/_ > GA(@)ehs qo o (bar + 01 g0), (4.2.2)

kqo A

u kojem smo zbog jednostavnosti pretpostavili da matriéni elementi G(q) ovise
samo o impulsu koji je fonon prenio elektronu. Interakcija s vanjskim elektri¢nim
poljem dana je izrazom (3.2.24). Heisenbergova jednadzba (4.1.4) sada vodi do

(hw + e(k) — e(k + q) +n)n(k,q,w) = (n(k + q) — n(k))Pu(k + q, k) Ea(q,w)

+<[CLOCk+qG, f[e_ph})w.
(4.2.3)

Iznos doprinosa <[c;rwck +qo ﬁe_ph]>w odredujemo na slijedeé¢i nacin. U prvom ko-
raku odredimo vrijednost komutatora, te potom zadrzimo u racunu srednjih vri-
jednosti doprinose koji su samosuglasnog oblika. Rezultat je

< |:CI(O'Ck+qO'7 [A{E*ph} >w ~ Z ’G)\(q,> ’2577/(1(7 q, W)S(q> ka q/7 w)
q

_Z‘G/\ ’ 5” k+q q)S(qvk_q/a_q/aw)'

(4.2.4)
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Ovdje je S(q,k, q’,w) pomoéna funkcija standardnog oblika

, 1-nk+q+q)+ Nid)
Sla.k ' w) = hw + e(k) — e(k +q + ) — g + i1
N n(k+q+4q')+ N(q) N nk +d') + N\(qd')
hw+ek) —ek+q+q) +hwng+in  hw+ek+q)—ek+q)— hwng + i1
1 —nk+q’)+ Niq)
hw+f—:(k+q)—5(k+q)+hwxq +in’

(4.2.5)

Promotrimo relaciju koju dobivamo slijede¢im postupkom. Cijeli izraz (4.2.3)
podijelimo sa w + £(k) — e(k + q) + 49, mnozimo sa strujnim vrhom J,(k,k + q)
te sumiramo po k’. U sumi uz induciranu raspodjelu dn(k + q’,q) zamijenimo
varijable na na¢in k — k — q’ te ¢ — —q’. Rezultat je relacija

Z Jo(k, k+q)in(k,q,w) = Z Jo(k, k + q){éno(k, q,w)

Mok, q,w)
—on(k,q,w) ho oK) —e(k+q) & ”7} : (4.2.6)

Tu smo uveli kraticu

n(k 4+ q) — n(k)

0
k —
on’(k, q,w) w+elk)—ek+q)+in

P,(k+q,k)E,(q,w) (4.2.7)

te definirali memorijsku funkciju M,(q,k,w) na nacin

M qakw Z‘G/\ ’Sq7kq7 )

« 1_Ja(k—l—q,k+q +q) hw +e(k) —e(k +q) +in
Jo(k, k +q) hw+ek+q)—cek+q +q)+in)’
(4.2.8)

U dugovalnoj granici g — 0 je Jo(k,k + q) = Jo(k) = ev,(k) te se memorijska
funkcija svodi na

¥ TG (1 L)

ss'=+1 q’
sn(k+q') + sN(swrq)
hw+s’[ (k) —e(k+q)] + ss’hwrg + in

(4.2.9)
Ovdje je N(w»q) Bose-Einsteinova funkcija raspodjele.
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k+q k+q k+q
~~ + \i/q/
q ~ q q :
Kk Kk k
By
k+q
1
Ad  +
q i

Slika 4.1: Dijagrami propagacije elektron-supljina para u nultom redu, dijagram A, te
u drugom redu elektron-fonon interakcije, dijagrami By, Be, C i C5. Dijagrami C i Cs
opisuju doprinose povezane s vlastitom energijom elektrona i sSupljine, dok dijagrami B;
i Bo opisuju renormalizaciju strujnog vrha.

4.2.1 Dinamicka vodljivost

Jednadzba (4.2.6) je integralna jednadzba za dn(k,q,w). Najednostavniji nacin
da je rijesimo je da pronademo rekurzivnu relaciju za koeficijente dn?™ (k,q,w) u
razvoju

on(k,q,w) =Y on®(k,q,w). (4.2.10)

n=0

Ovdje je én®(k, q,w) povezan s doprinosima reda |G(q’)[*". Neposrednim uvr-
stavanjem (4.2.10) u (4.2.6) dobivamo

M, (k,w)

5 (2n+2) k — _
" (k. q,) hw +e(k) —e(k +q) +1in

on®(k, q,w). (4.2.11)

Sada prepoznajemo geometrijski red na desnoj strani izraza (4.2.6) te dobivamo

1
V Z Ja(k7 k + q)én(kv q, UJ)
k

n(k +q) — n(k)
hw+e(k) —e(k +q) + M, (k,w)

E.(q,w).

(4.2.12)

1
= V;Ja(lgk_’_q)Pa(k_’_qvk)

Lijeva strana predstavlja induciranu struju iz (4.1.5) a desna strana umnozak ten-
zora vodljivosti 0,4 (w) 1 makroskopskog elektricnog polja E,(q,w).
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Lk+q Lk+q Lk+q

Lk

Slika 4.2: Primjeri doprinosa meduvrp¢anoj memorijskoj funkciji. Dijagram AXE je
. . e Tes LL" . .

doprinos nultog reda u elektron-fonon interakeiji. Dijagram C}7, je unutarvrpcani a

LL . . . . . ey . .. .
Cy7; meduvrpcani doprinos meduvrpcanoj memorijskoj funkeciji koji su povezani sa
1,LL
unutarvrpc¢anom i meduvrpcanom vlastitom energijom Supljine.

Rezultat za dugovalni tezor vodljivosti o4 (w) je

e’ 1 on(k) mv? (k)
Oaalw) < <_ 85(k)> w+ Ma(k,w)’ (42.13)

Izraz (4.2.13) nazivamo generalizirana Drudeova formula [26]. Njezinu strukturu
odredujemo numericki. U poglavlju 6 prikazani su rezultati za dopirani grafen i za
2DMoS,. Usporedba relacije (4.2.3) i (4.1.8) pokazuje da u modelu vodljivosti s
memorijskom funkcijom neravnotezna funkcija raspodjele dn(k, q,w) zadovoljava
relaciju

(hw+ek) —e(k+q) + M, (k,w))on(k,q,w) =~
(n(k+q) —nk))P.(k+q,k)E,(q,w). (4.2.14)

4.3 Visevrpcana memorijska funkcija
Generalizacija jednadzbe (4.2.14) na slucaj vise vrpci je trivijalna.

(hw + ep(k) —ep(k+q) + M (k,w))ont (k, q,w) ~
(np(k+q) —np(k)PEY (k+ q, k) Ea(quw).  (4.3.1)
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Sam postupak dobivanja generalizirane memorijske funkcije ME¥ (k,w) slozeniji
je od unutarvrpcanog slucaja kojeg smo razmatrali do sada. Konac¢ni rezultat je

M () = 3 {

q's=+1
snl(k +q') + sN(swq) snp/(k+q') + sN(swy)
hw+ep(k+q) — ep (k) — shwy hw +ep(k) —ep(k+q') + shwg
LIGEE [ snp(k+q') + sN(swy) snp(k+q') + sN(swq) ]
4 hw+epk+d)—epk) —shwy hw+ep (k) —ep(k+q') + shwy
_qrrgudatktd)  hwten(k) —ep(k) + i
(k) hwtepk+d) —ep(k+d) +in
x[ snp(k+q') + sN(wy) snp(k+q') + sN(wy) ]}
hw+epk+q) —ep(k) — shwy  hw+ep(k)—ep(k+q')+ shwy ||

G +|GLY P

U gornjem izrazu za M O’?L/ (k,w) razlikujemo unutravpcani i meduvrpcani dopri-
nos meduvrpcanoj memorijskoj funkciji. Ta situacija je prikazana Feynmanovim
dijagramom na slici 4.2.

Koriste¢i (4.3.1) i izraz za induciranu struju (4.1.5), koja se u sluc¢aju vise vrpci
generalizira na trivijalan nacin, mozemo izvesti ukupni tenzor vodljivosti

1

7 2 J ke k+ )P (k+q k)

koLL’

Oaa(qa CU) =

o nr(k) —ny(k+q)
how +ep(k) —ep(k+q) + ME (k,w)

(4.3.2)

36



Poglavlje 5

Kubo formula za odzivne funkcije

Alternativa formalizmu jednadzbi gibanja iz proslog poglavlja su standardne per-
turbativne metode racuna odzivnih funkcija. Na taj nacin obi¢no defniramo razli-
cite korelacijske funkcije, koje nazivamo Kubo formule; na primjer, Kubo formula
za naboj-naboj korelacijsku funkciju, za struja-struja korelacijsku funkciju, itd.
Postoje dva osnovna formalizma; prvi je T" = 0 formalizam, a drugi je Matsubarin
formalizam na kona¢nim temperaturama.

Tenzor vodljivosti kojeg smo uveli u proslom poglavlju predstavlja zapravo
struja-dipol korelacijsku funkciju. Kao sto slijedi iz definicijske relacije

Jo(d,w) = Oaa(q,w)Ea(q,w) = Iaa(q, w) Ea(q,w), (5.0.1)

te iz hamiltonijana vezanja (3.2.24),

H = =Y Eaoq,w)Pa(—a). (5.0.2)

on povezuje struju J,(q,w) (odziv sustava) induciranu u sustavu s makroskopskim
poljem E,(q,w) (vanjska smetnja). To se polje veze na operator dipolnog momenta
P.(—q) = —Ja(—q). Na sli¢an naéin definiramo i ostale odzivne funkcije od
interesa. U ovom poglavlju ¢emo koristiti 7' = 0 formalizam u kojem odzivne
funkcije predstavljaju retardirane korelacijske funkcije (dakle, odziv sustava uvijek
slijedi vanjsku smetnju). Definirat ¢emo sve korelacijske funkcije koje su povezane
s tenzorom vodljivosti, izvesti generalne relacije medu njima, te se uvjeriti jesu li te
relacije zadovoljene u najnizem redu racuna, koji se obi¢no naziva racun sa samo
jednom fermionskom petljom. Provjerit ¢emo sto dobivamo kada relaksacijske
procese uvedemo fenomenoloski.

Vidjet ¢emo da u generalnim razmatranjima vaznu ulogu imaju jednadzba kon-
tinuiteta te Kramers-Kronigove relacije.
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5.1 4x4 struja-struja korelacijske funkcije

U razmatranjima Kubo formula povezanih s tenzorom vodljivosti korisno je de-
finirati ¢etverovektor inducirane struje (o(q,t),J(q,t)) i pripadni ¢etverovektor
potencijala (¢®(q,t), A(q,t)). U eksplicitnom zapisu komponente tih vektora su

Ja 7t7 :CY:LC, ,Z
Jula,t) = | @1k y (5.1.1)
co(q,t), u=0
1
Aa 7t7 =ax=x,Y,z
Ayl by = At p Y (5.1.2)
c®(q,t), p=0

U principu bilo koju komponentu J,(q, t) mozemo inducirati s bilo kojom kompo-
nentom zasjenjenog potencijala A (q,t).

Ju(a,t) =1,,(q,6) A% (q,t), pv=0z,y,z. (5.1.3)

To znaci da mozemo definirati 4x4 tenzor koji se sastoji od 16 odzivnih funkcija.
Neke od njih su medusobno vezane na trivijalan nacin (II,,(q,t) = II,,(q,t) sto
slijedi iz svojstva komutatora (5.1.4)), a neke preko zahtjeva bazdarne invarijant-
nosti. Kubo je pokazao da u T" = 0 perturbativhom rac¢unu te odzivne funkcije
mozemo prikazati pomoc¢u odgovarajucih retardiranih korelacijskih funkcija

H/W<q>t) = -

= (
= 0()V,(q,t). (5.1.4)

Ovdje indeks ired oznacava da ovi izrazi ukljucuju sve doprinose do beskonac¢nog
reda u smetnji H] i H) osim RPA doprinosa koje smo ukljuéili u definiciju makro-
skopskog elektri¢nog polja E(q, t) (te zasjenjenih potencijala ®™!(q, t) i A'*(q,t)).
Operatori gustoca struja i naboja dani su istim izrazima kao i ranije

A

Ju(@) = 323 I (k k4 Q)i Criciqon (5.1.5)

LL" ko

a vrsne funcije su

IH(kk+a), p=a=uwy,z

p 5.1.6
e (o k +q), pi=0 (5.1.6)

LL'
JEY (k, k + q) = {

Indeksima y = a = z,y, 2z oznacavamo tri strujna vrha a sa g = 0 nabojni vrh.
Suma po L predstavlja sumu po svim elektronskim vrpcama od interesa.
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Osnovne netrivijalne relacije medu odzivnim funkcijama II,,,(q, t) mozemo do-
biti slijedeéi originalnu Kubovu proceduru. Promotrimo funkeciju II,,(q,t) i pri-
kazimo njezin Fourierov transformat kao Laplaceov trransformat odzivne funkcije

V,(a,t)

VI, (q,w) = /0 dte™ =1y, (q, t). (5.1.7)

Primjetimo da je n infinitezimalni parametar kojim kontroliramo konvergentnost
integrala. Kasnije ¢emo mu pridjeliti fizikalno znacenje, kao fenomenolosku mjeru
relaksacije u sustavu. Prilikom parcijalne integracije izraza (5.1.7) po vremenu
dobivamo relacije koje smo detaljno istrazili u dodatku E. Prva od njih kaze

VTTu(a,0) =~ (0,u(a,2) — ©,u(a,0)). (5.18)
gdje je A A ,
Op(,w) = ((Jp(@); Lo (—a), H]))res. (5.1.9)
Dok je druga
VL (q,w) = —(,ml)Q (®pu (@ 0) — Dy (1, 0)) (5.1.10)
gdje je A . ,
Dy, 0) = ([ (), H; [ (—a), H])e (5.1.11)

Za pv = pp = 00, izrazi (5.1.8)—(5.1.11) nam omoguéavaju da poveZemo
naboj-naboj, naboj-struja i struja-struja korelacijske funkcije iz (5.1.4) na nacin
koji ne ovisi o detaljima problema kojeg razmatramo. Lako se vidi da za uv = uu
veli¢ina ©,,,(q,0) iS¢ezava. Dakle, u tom slucaju mozemo pisati

1 1

VILu(q,w) = _ﬂ@uu(% w) = —

W ((I)uu(%w) - (I)uu(% 0)). (5.1.12)

5.2 Jednadzba kontinuiteta i bazdarna invarijant-

nost

Promotrimo bazdarenje A = 0, u kojem je ukupno longitudinalno elektricno
polje odredeno zasjenjenim skalarnim potencijalom

Eu(q,w) = —ig,®"(q,w). (5.2.1)

Zbog jednostavnosti pretpostavljamo da je polje usmjereno duz kartezijeve osi .
Sada koristimo definicijske relacije za naboj-naboj korelacijsku funkciju i za tenzor
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vodljivosti

JO(qaw) = HOO(q7 )q)mt(qv )7
Ja(q,w) = Z%B q,w)Es(q,w), (5.2.2)

i kombiniramo ih s jednadzbom kontinuiteta

wto(q,w) + Z ) =0. (5.2.3)
Rezultat je veza izmedu tenzora vodljivosti i naboj-naboj korelacijske funkcije

1
Hoo(q,w) = i Z 4a0as(d,w)qs. (5.2.4)
af

Nakon toga koristimo relacije (5.1.10) i (5.1.11) da odredimo Ilypy(q,w). Komuta-
tore u (5.1.11) izvrijednjujemo na standardni nacin

[Jo(a), H] =~ [Jo(a), Ho] = Y eq" (k,k+q)(er(k+a) —er(k))chioCriiqo
= 1Y qada(q). (5.2.5)

Rezultat je

Doo(q,w) = h*qaqs{(Ja(q); Jo(—a)))ie
—12qaV1lap(q, w)gs. (5.2.6)

te
o) = 5 el ~ Tl (5.2.7

Ostaje nam jos samo usporediti relacije (5.2.4) i (5.2.7) pa dobivamo vezu
izmedu tenzora vodljivosti i struja-struja korelacijske funkcije

1
0@5(q7 w) = ;[Haﬂ((L W) - HaB(Q)]~ (528)
Analogno izrazima (5.1. 4) mozemo definirati struja-dipol korelacijsku funkciju

na nacin I 5(q,t) = —((Ja(q), P3(—q)))ired. Koristedi (5.1.9) i (5.1.8) te vezu
izmedu inducirane struje i polarizacije (3.2.27) nalazimo

5(0) = LMo@.e) = M(@)] = “lolaw).  (529)
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Dakle, tenzor vodljivosti je zapravo jednak struja-dipol korelacijskoj funkciji 0,45(q, w) =

IT,5(q,w), kao $to smo anticipirali u (5.1.1). Ako usporedimo izraze (5.2.7) i
(5.2.9), vidimo da mozemo pisati

wllpo(q, w an 0(q, w), (5.2.10)

wllao(q,w) = %:[Haﬁ((la w) — as(a)lgs. (5.2.11)

Ove dvije relacije predstavljaju najjednostavniji formalni zapis jednadzbe konti-
nuiteta te zahtjeva bazdarne invarijantnosti. Na primjer, ako pomnozimo (5.2.10)
sa ®"(q,w) dobivamo jednadzbu kontinuiteta (5.2.3). Slicno, mnoZzenjem lijeve
strane sa —ig,®™" 1 desne strane sa (iw/c) A" daje Jo(q,w) = Jo(q,w), Sto po-
kazuje da je ova teorija linearnog odziva bazdarno invarijantna. Iste zakljucke
mozemo izvesti i iz relacije (5.2.11).

5.3 Aproksimacija jedne petlje

Vodedi ¢lan u II,,(q,t) je generalno nultog reda u smetnjama Hj i Hj; oznacit
¢emo ga sa H[O} ’(q,t). Taj izraz se obi¢no ilustrira pomoé¢u Feymanovog dijagrama
u kojem postOJl samo jedna fermionska petlja. Njega mozemo lako izvrijedniti.
Nakon sto eksplicitno zapisemo vremensku ovisnost Heisenbergovih operatora u
(5.1.4) dobivamo

9 (q, 1) = —i0(t) 32 30 JEE (kK + q) JEE (k + g, K)ol e e
LL' k,o
*{[ChCrncrar CoracraCrnd o (5.3.1)

Usrednjeni komutator rjesavamo na standardan nacin zamijenjujuéi srednje vri-
jednosti operatora cTchLk momentum-distribucijskim funkcijama ny (k). Rezultat
je

L L'L no(k) —ny(k+q)
0% (q, w) = V;g% (k,k+aq)J, (k+q’k)hw+m(k)—EL/(k+q)+i77'

(5.3.2)
Promotrimo sada samo unutarvrpcane doprinose u (5.3.2) i odredimo strukturu
tri vrste korelacijskih funkeija u (5.2.10) i (5.2.11). Promotrimo dugovalnu granicu
u kojoj su vréne funkcije dane izrazima (3.2.29).
Prvo, struja-dipol korelacijska funkcija, odnosno tenzor vodljivosti ima oblik

e? vy (k) n(k) —nk +q)

[O} _>O ~ —
a(d <) V% ¢o welk)—cek+q)+in

ij Z va(k) < ((11;) ) (5.3.3)

w +1in
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To je jednako relaciji (4.1.15), koju smo izveli u proslom poglavlju, ukoliko adija-
batski faktor zamijenimo s unutarvrp¢anom mjerom relaksacije in — il

Drugo, naboj-naboj korelacijska funkcija, u kojoj smo takoder fenomenoloski
uveli relaksacijske procese, ima oblik

? k) —n(k+q)
H[O] — 0, ~ ¢ n(
w(d = 0,w) v£w+g(k)—g(k+q)+ir

TR (o) (i ser )

e? ¢2v (k) on(k)
v Z (w+il)? <_ Oe(k) ) ' (5:34)

Prvi ¢lan u drugom retku isc¢ezava zbog neparnosti podintegralne funkcije. Uspo-
redbom (5.2.4), (5.3.3) i (5.3.4) vidimo da se dva izraza za Ily(q,w) medusobno
razlikuju za faktor (w + iI')/w. U izrazima (5.3.3) i (5.3.4), za razliku od ranije
relacije (4.1.14), je jednadzba kontinuiteta samo djelomi¢no uzeta u obzir, i to
u (5.3.3) u vecoj mjeri nego u (5.3.4). Vidimo da (5.3.3) predstavlja Drudeovu
granicu formule (4.1.14), pa je on to¢niji od izraza (5.3.4).

Trece, za struja-struja korelacijsku funkciju u istoj aproksimaciji dobivamo

Q

Q

n(k) —ny(k+q)
) - 72 w+€L(k)—5L/(k+q)+iF

Lko

e? vl (k) on(k)
72 s (_ (‘95(k)> . (5.3.5)

1% (q — 0,

Q

Rezultat je o¢igledno pogresan jer I11% (q, w) iS¢ezava na nacin ~ ¢>. Dakle, glavna
poruka je da vodeéi ¢lan u Il,,(q, ) mozemo odrediti koristedi relaciju (5.2.8) te
izraz (5.3.3) za 0% (q,w). Sada ¢emo taj potupak ukratko raspraviti.

5.4 Struja-struja korelacijska funkcija

Struja-struja korelacijsku funkciju odredujemo tako da izraz za vodljivost (5.3.3)
(sa in — i) uvrstimo u relaciju (5.2.8):

Myo(w) =~ HL?(])(O) sz[O] 2 (w)

- 100+ S S0 (-5209) <

e? il
= - Nge————. 5.4.1
mn w + il ( )
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U aproksimaciji s memorijskom funkcijom postupak je isti, a rezultat je

Mo () = — L™ 2 (-Mk)) Ma(k, ) (5.4.2)

mV = *\ Oek)) w+ My(k,w)

Kada memorijska funkcija slabo ovisi o valnome vektoru M, (k,w) ~ M, (w) tada
se gornja formula reducira na struja-struja korelacijsku funkciju kakvu nalazimo u
literaturi [27]

Nae M,y (W)

11, =~ . 5.4.3
@) m w+ My (w) ( )
Tenzor vodljivosti ima oblik
() o — T (5.4.4)
Ona(W) = , 4.
m(w + M,y (w))

a tu formulu nazivamo generalizirana Drudeova formula za vodljivost.

5.5 Longitudinalna dielektri¢na funkcija

U jednadzbi gibanja (4.2.14) smo presutno ukljucili procese zasjenjenja promatra-
juci odziv elektronskog sustava na makroskopsko elektriéno polje E,(q,t). Slicno
u Kubo relacijama (5.1.3) promatramo odziv na zasjenjene potencijale A*(q,t).
Cemu je jednaka funkcija zasjenjenja u tim sluc¢ajevima?

U mikroskopskom tretmanu elektrodinamickih svojstva sustava kojeg poma-
tramo kre¢emo od pretpostavke da je sustav beskonacan i translacijski invarijan-
tan. Prva pretpostavka implicitno povlaci da je povrsinska gustoca naboja jednaka
nuli na cijeloj vanjskoj plohi promatranog sustava. Tada je ukupna gustoca naboja
0"'(r) generirana testnim nabojem opisanim sa ¢°**(r) jednaka

0" (r) = o (x) + o"(r), (5.5.1)

gdje je 0™¢(r) inducirana gusto¢a naboja. Gustoéama u jednadzbi (5.5.1) odgova-
raju po Poissonovoj jednadzbi pripadni skalarni potencijali koje mozemo zapisati
preko Fourierovih komponenti

(I)tot(q) — (I)ext<q> T (I)ind(q) — VthOt(q). (5'5'2)
Ukupni i vanjski potencijal po pretpostavci su povezani relacijom

_ (I)ext<q)

(Dtot(q) E(q w) )

(5.5.3)
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Ovdje smo sa €(q, w) oznadili RPA mikroskopsku longitudinalnu dielektri¢nu funk-
ciju koju mozemo zapisati na dva ekvivalentna nacina koristeci rezultate analize
podpoglavlja 4.2.

{
6(q7w> =1- VqHOO(qvw> =1+ Vq Z EQQGaﬂ(qyw)Q,@' (554)
af

Ovdje je V4 Fourierov transformat kulonskog potencijala, u dvije dimenzije je
Vg =27/|q].

U slucaju realnih viSevrpcanih sustava uvodimo doprinose visokoenergetskih
prijalaza niskoenergetskoj fizici fenomenoloski preko realne konstante e,,. Rezultat
je

V. )
e(q,w) = €0 + E—q Z ;qaaz’ﬁt(q, w)qa, (5.5.5)
s ap

gdje je €4 dielektri¢na konstanta podloge. Tocan racun, koji daje korektan rezultat
za €(q,w) 1 na visokim energijama, vodi do zamjene €y, sa €,(q,w) gdje je sada

€5(q,w) kompleksna funkcija koja ukljucuje sve doprinose koji nisu opisani sa

ol%(q,w).
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Poglavlje 6

Dinamicka i dc vodljivost
odabranih 2D sustava

U ovome poglavlju razmatramo istosmjernu i dinamicku vodljivost grafena i do-
piranog 2DMoS,. Pritom koristimo generalne izraze izvedene u 4. i 5. poglav-
lju. Prvo analiziramo strukturu momentum distribucijske funkcije i objasnjavamo
njenu ulogu u racunu istosmjerne vodljivosti u nedopiranom grafenu. Zatim raz-
matramo unutarvpcanu dinamicku vodljivost dopiranog grafena u slucaju kada u
memorijskoj funkciji zadrzavamo samo rasprsenja na necistocama i fononima. Re-
zultati dobiveni na taj nacin su usporedeni s rezultatima aproksimacije relaksacij-
skog vremena. Na kraju promatramo meduvrpéanu vodljivost dopiranog grafena.
Ponovno promatramo dvije aproksimacije: aproksimaciju relaksacijskog vremena
i aproksimaciju meduvrpcane memorijske funkcije.

6.1 Momentum distribucijska funkcija

U jednostavnim vodljivim sustavima s viSe vrpci dinamicka i dc vodljivost dane
su generalnim izrazom koji smo izveli u poglavlju 4,

o q Z Z lh|<] k k+q)\2 nL/(k—i—q)—nL(k)

ao LL’ ko é‘L —€L/(k+Q)hw+EL(k)—€L/(k+Q)—|—M6€L,(k,w).

(6.1.1)

Ovdje su ME¥ (k,w) unutarvrpéane i meduvrpéane memorijske funkcije dok je
nr (k) momentum distribucijska funkcija. U sustavima sa slabim posrednim elektron-
elektron interakcijama uobicajno je momentum distribucijsku funkciju aproksimi-
rati sa Fermi-Diracovom distribucijom f(k). No, u opéem sluc¢aju ona je dana
sa

nrp(k) = —Ar(k,e)f(e), (6.1.2)
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Slika 6.1: Puna crna linija prikazuje momentum distribucijsku funkciju (6.1.2) izacu-
natu za razli¢ite vrijednosti parametra v u slucaju ep = 0.5 eV. Crvenom crtkanom
linijom prikazana je Fermi-Diracova distribucija s efektivnom temperturom 7™ kako je
objasnjeno u tekstu.

gdje je Ap(k,¢e) jednoelektronska spektralna funkcija definirana pomocéu jedno-
elektronske vlastite energije ¥ (k, ¢),

—2hY (k, €)

e —en(k) — BRE (K, €)]” + [AST . (k, €))*
Primjer vlastite energije elektrona, u kojem elektron interagira s fononima, dan je
u dodatku H.

Ukoliko stavimo da je —33(k,e) = n — 0, tada relacije (6.1.2) i (6.1.3) vode
do np(k) =~ fr(k). U svim ostalim slucajevima za racun vodljivosti a4 (q,w)
potrebno je odrediti vlastitu energiju elektrona te je uvrstiti u izraz (6.1.2). U
najednostavnijoj aproksimaciji pretpostavljamo da je —ASY . (k,e) = v dok re-
alni dio zanemarujemo, —RY (k,¢) ~ 0. To je realisti¢an opis problema u kojem
imamo samo rasprsenje elektrona na statickom neredu. Slika 6.1 prikazuje n(k) za
razli¢ite vrijednosti parametra 7. Sa slike mozemo vidjeti kako n(k) ovisi o kons-
tanti gusenja v na temperaturi 7' = 50 K. Za daljnu raspravu vazno je primjetiti
da se n(k) za energije u blizini Fermijevog nivoa ponasa slicno kao Fermi-Diracova
distribucija f(k) koja se nalazi na efektivnoj temperaturi 7% = T + yr /4kp.

Ak, e) = (6.1.3)
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Slika 6.2: Lijevo: Pune obojene linije prikazuju dc vodljivost izracunatu koristeé¢i Fermi-
Diracovu distribuciju i konstanate gusenja I'y = 5 meV i I';, = 10 meV u ovisnosti
o temperaturi. Crtkane linije prikazuju dc vodljivost izracunatu koriste¢i momentum
distribucijske funkcije na T' = 20 K za razlic¢ite vrijednosti parametra . Desno: Unu-
tarvrpéani i meduvrpcéani doprinosi ukupnoj dinamickoj vodljivosti grafena u ovisnosti
o T izracunati za I'y = I'y = 5 meV koriste¢i Fermi-Diracovu distribuciju. Ovdje je

gy = 62/(4h).

6.2 DC vodljivost nedopiranog grafena - aprok-
simacija relaksacijskog vremena

Osnovna pretpostavka u izvodu jednadzbi gibanja (4.2.14) i (4.3.1) je da je srednji
slobodni put elektrona puno manji od dimenzije uzorka. Dakle, u malim uzorcima
u ultrac¢istom rezimu moguce je da taj preduvjet nije zadovoljen. U tom slucaju
je mehanizam vodljivosti elektri¢ne struje drugaciji od onog opisanog sa (4.2.14).
On se obi¢no naziva mehanizam balisticke vodljivosti i njegov opis je puno manje
precizan od jednadzbi (4.2.14). Generalno je prihvaéeno misljenje da u nedopira-
nom grafenu na vrlo niskim temperaturama imamo posla s balistickom vodljivoséu.
Jednostavna potvrda toga je usporedba izmjerene dc vodljivosti 0%, = (8/m)oq s
predvidanjem izraza (6.1.1). Ukoliko zamijenimo momentum distribucijsku funk-
ciju s Fermi-Diracovom distribucijom u izrazu (6.1.1) tada na 7" = 0 jedini doprinos
istosmjernoj vodjivosti nedopiranog grafena dolazi od meduvrpcane vodljivosti te
je 0% = g4 gdje je o9 = €%/(4h).

Sada é¢emo razmotriti strukturu izraza za 0%, za temperature i dopiranja koji
su dovoljno veliki tako da vrijede jednadzbe (4.2.14) i (4.3.1). U tom razmatranju
imaginarne dijelove unutarvrpcane i meduvrpc¢ane memorijske funkcije te imagi-
narni dio vlastite energije elektrona opisat ¢emo konstantama I'y |, I'y te . To je
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Slika 6.3: Ovisnost efektivne koncetracije n%™! i dc vodljivosti 0%, o ukupnoj konce-
traciji elektrona za razli¢ite vrijednosti omjera /I’ na T'= 50 K i I' = 5 meV [30].

trivijalno poopcenje aproksimacije relaksacijskog vremena na slucaj s vise vrpci te
kada je fr(k) zamijenjen sa ny (k). Jasna stvar, I'y = 1/7,., gdje je 7, standardna
oznaka za transportno relaksacijsko vrijeme.

Razdijelimo u relaciji (6.1.1) unutarvrpcani od meduvrpcanog doprinosa isto-
smjernoj vodljivosti. Unutarvrpcani doprinos je

62

dc,intra
’ = Naas 6.2.1
Taa mlI'y ( )

gdje je n,. efektivna koncentracija nosioca naboja (4.1.16), a meduvrpcani dio je

dejinter _ L rr 2o (k) —np(k) ATy
wa = 2 A ) 00 — a0 + (P

Lko

(6.2.2)

g

Iz (6.2.2) vidimo da ¢e stanja koja su blizu Fermijevog nivoa, tj. koja zadovoljavaju
uvjet (e1(k) —ep(k))? < (hl'2)?, a to su stanja 7 i 7* vrpei u K tocki, dati kona¢ni
doprinos dc vodljivosti. Takoder ukoliko je Al'y < kgT™* mozemo umjesto n(k)
upotrijebiti f(k) sa efektivnom temperaturom 7. Ovaj doprinos je zanemariv u
standardnim meduvrpc¢anim sustavima, ali u nedopiranom grafenu je konacan jer
se elektronske vrpce dodiruju u K tocki te nema energije praga za meduvrpcana
pobudenja. Na slici 6.2 prikazana je ukupna istosmjerna vodljivost u ovisnosti o
dopiranju, temperaturi i vrijednosti parametra ~, te dinamicka vodljivost nedopi-
ranog grafena u ovisnosti o temperaturi. Najvazniji zakljucak ove rasprave je da je
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za nr (k) = fr(k) unutarvrpcani doprinos dc vodljvosti proporcionalan broju ter-
malno pobudenih elektrona te da je o%™"e(T) ~ T kao $to je i eksperimentalno
potvrdeno [31]. Dakle, za vrlo male temperature dobivamo 0%, ~ gd%iner ~ ¢
Kao sto smo veé¢ spomenuli taj izraz je za faktor 8/ manji of vrijednosti koja je
izmjerena u malim ultracistim uzorcima nedopiranog grafena.

Uslucajudajel’y =Ty =T mozemo uvesti efektivni broj nosioca naboja ng
pomocu kojeg mozemo zapisati 0@

dc tot

4h/3 V3,
€2 At

Slika 6.3 prikazuje ovisnost 0%, o dopiranju u prljavom grafenu na T' = 50 K za
razlicite vrijednosti omjera /I". Rezultat je u dobrom slaganju s eksperimentom
zaT =5 meV i~y = 22 meV. Primjetimo da se ovisnost 0%, o ukupnoj koncetraciji

Vondetot — Lot . (6.2.3)

elektrona |n| mijenja od linearne ovisnosi za /I’ > 1 prema 4/|n| u suprotnom
limesu.

6.3 Unutarvrpcane memorijske funkcije

U razmatranju unutarvrpcanih doprinosa vodljivosti izvan aproksimacije relaksa-
cijskog vremena, polazimo od relacije (4.1.15) te odredujemo unutarvrpcéane me-
morijske funkcije na Fermijevom nivou za rasprsenje elektrona na statickom neredu
i fononima. U odredenim aproksimacijama imaginarni dijelovi unutavrpcéanih me-
morijskih funkcija mogu se odrediti analitickim putem. To mozemo pokazati na
primjeru memorijske funkcije za rasprsenje elektrona na statickom neredu i op-
tickim fononima. U tim slucajevima memorijske funkcije slabo ovise o valnom
vektoru pa dobivamo M, (k,w) ~ M, (kr,w) = M,(w), gdje je kr neka tocka na
2D Fermijevoj povrsini.

6.3.1 Rasprsenje na necistocama

Pretpostavljamo da se u kristalu nalazi koncetracija od n;,,, statickih rasprsivaca
elektrona opisanih potencijalom

U(r) = Upd(x). (6.3.1)

Tada u relaciji (F.0.1) matri¢ni element ima jednostavan oblik U(k,k’) = U,.
Ukoliko se zadrzimo u Diracovom rezimu u kojem je v(k) = vp, mozemo zanemariti
¢lan v, (k') /va (k) jer ¢e iSCeznuti nakon integracije po kutu. Tada (F.0.8) mozemo
zapisati pomocu gustoce stanja

1 1
My (w) = Ny, U2/ "\de' . (6.3.2
(@) = nimpUo 9(8)5[hw+5p—5’+i77+hw—5F+8’+z’n (6.32)
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Slika 6.4: Realni (crtkana linija) i imaginarni (puna linija) dio unutarvréane memorijske
funkcije grafena za slucaj rasprsenja elektrona na statickom neredu koncetracije 1, =
10~ i jakosti potencijala Uy = 10 eV, crtane za nekoliko Fermijevih energija.

U sluc¢aju n — 0 mozemo gornji izraz analitic¢ki izvrijedniti
SMo(w) = i Ug [g(hw +er) + g(hw — ep)] . (6.3.3)

Kada je poznat SM,(w), realni dio memorijske funkcije mozemo izracunati po-
moc¢u Kramers-Kronigove relacije

RM,( - / © SMal) (6.3.4)

W —w

Imaginarni i realni dio memorijske funkcije nacrtani su na slici 6.4 za Uy = 10 eV.

6.3.2 Rasprsenje na optickim fononima

Promotrimo sada doprinos unutarvrpc¢anoj memorijskoj funkciji koji potjece od
rasprsenja elektrona na optickim fononima frekvencije wop(q) ~ wp. Kao Sto
je pokazano u dodatku C, dugovalni matri¢ni element elektron-fonon vezanja u
M, (w) u Diracovoj aproksimaciji moze se aproksimirati na nacin |q(k,k + q)|* ~
|Go|?. Tada (4.2.9) mozemo zapisati pomocéu gustoée stanja

Gy /g —fE)+ Nlwo) f(€) + N(wo)
ﬁw+5p—5—hwo+zn hw+ep —e + hwy +in

FEFN@) 1= f(&) + Nwn)
hw—ep+e —hwy+in hw—cp+e + hw+

(6.3.5)
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Slika 6.5: Lijevo: realni (crtkana linija) i imaginarni (puna linija) dio unutarvréane
memorijske funkcije grafena za slucaj rasprsenja na optickom fononu frekvencije fiwy =
0.2 ¢V i matriénog elementa elektron-fonon vezanja |Go|? = 0.17 eV? prikazani u ovisnosti
o parametru gusenja 7. Desno: Isto samo prikazano u ovisnosti o temperaturi.

Na slikama 6.5 nacrtani su realni i imaginarni dio izraza (6.3.5) u ovisnosti o
vrijednosti parametara gusenja 7 i temperaturi 7. U slucaju n — 0 mozemo izraz
izvrijedniti analiticki

1

Cx ~ 2
\SMQ(W) ~ 7T|GO| (eﬁ(wﬂ_w) + 1

+ Nlwo) ) (gl + e = has) + g(—ho + e+ ).
(6.3.6)
Obzirom da je na sobnoj temperaturi N (wp) ~ 1074, termalno pobudene doprinose

u (6.3.5) i (6.3.6) mozemo zanemariti u prvoj aproksimaciji.

6.3.3 Rasprsenje na akustickim fononima

Ab inito rac¢uni [33] pokazuju da su kvadrati matricnih elementa vezanja elektrona
i akustickih fonona u grafenu linearni s fononskim valnim vektorom i dva reda ve-
licine slabiji nego kvadrati matri¢nih elementa vezanja elektrona i optickih fonona.
Ta disperzivnost kvadrata matri¢nih elemenata elektron-fonon vezanja i linearna
disperzija akustickih fonona onemogucavaju analiticko rjesavanje izraza (4.2.9). Na
slici 6.6 prikazani su realni i imaginarni dijelovi memorijske funkcije M, (k,w) u
slucaju rasprsenja elektrona na transverzalnim fononima. Sa slika mozemo vidjeti
da memorijska funkcija ovisi o polozaju na Fermijevoj povrsini kr. Temperaturna
ovisnost memorijske funkcije akustickih fonona ¢e biti slaba, slicno temperaturnoj
ovisnosti memorijske funkcije porijeklom od optickih fonona. Razlog tome je velika
transverzalna i longitudinalna brzina zvuka cpa = 21km/s i cpa = 14km/s, sto
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Slika 6.6: Imaginarni dio (lijevo) i realni dio (desno) unutarvréane memorijske funkcije
grafene za slucaj rasprsenja elektrona na transverzalnom akustickom fononu brzine cr 4 =
14 km/s i matri¢nog elementa elektron-fonon vezanja |G(q)|> = 0.004ga eV? crtane za
nekoliko razli¢itih Fermijevih valnih vektora kr oznacéenih na slici u umetku na 7" = 50
K.

implicira da je relativno malen broj stanja termicki aktiviran na niskim tempera-
turama. Jednostavnosti radi u daljnoj analizi zanemarujemo doprinose akustickih
fonona ukupnom tenzoru unutarvrpcane i meduvrpcane dinamicke vodljvosti.

6.3.4 Unutarvrpcana vodljivost grafena

Koristedi relaciju za unutarvrpéanu dinamicku vodljivost (5.4.4) te memorijske
funkcije (6.3.2) i (6.3.5) mozemo nacrtati realni dio dinamicke vodljivosti. To je
prikazano na slici 6.7 u ovisnosti o nekoliko parametra. Prvi je parametar gusenja
n koji ulazi u definiciju memorijskih funkcija i koji kontrolira vrijednost o(0).
Drugi je parametar temperatura koja ulazi jedino preko memorijske funkcije (6.3.5)
porijeklom od rasprsenja na optickim fononima obzirom da je ona porijeklom od
necisto¢a temperaturno neovisna. Rezultat su slike koje jasno prikazuju koliko su
medusobno sli¢ni efekti gusenja i temperature u dinamickom djelu vodljivosti.

6.4 Meduvrpcana vodljivost grafena

U razmatranju meduvrpcanih doprinosa vodljivosti polazimo od meduvrpcane me-
morijske funkcije definirane u poglavlju 4. Tamo smo definirali unutarvrpcane i
meduvrpcane doprinose meduvrpcéanoj memorijskoj funkciji i prikazali njihova si-
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Slika 6.7: Slike prikazuju realni dio unutarvrpéane dinamicke vodljovsti (5.4.4) s me-
morijskim funkcijama (6.3.2) i (6.3.5) u ovisnosti o parametru gusenja n (lijevo) i o
temperaturi 7' (desno). Na slici (lijevo) prikazana je crtkanim linijama relacija (4.1.15)
sa I't = 20 meV.
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Slika 6.8: Lijevo: imaginarni dio Mz é(w). Prikazani su zasebno doprinosi unutarvrpca-
nom dijelu Méé(w) zute linije i meduvrpéanom dijelu ME L(w) crvene linije. Puna linija
odgovara doprinosu optickog fonona dok crtkana rasprsenju na necisto¢ama. Desno: bro-
jevi ukupnih realnih dijelova Méé(w) za opticki fonon (crvena linija) i neéistoce (Zuta
linija). Sve funkcije izvrijednjene su na 7' = 50 K.

metrijska svojstva. Ovdje koristimo istu aproksimaciju kao i u prijasnjem potpo-
glavlju. Jedini doprinosi u MX£(w) su oni koji dolaze od rasprsenja na optickom
fononu i na necisto¢ama. Rezultati su prikazani na slikama 6.8. Na njima su
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Slika 6.9: Lijevo: ukupni tenzor dinamicke vodljivosti grafena u formalizmu aproksima-
cije relaksacijskog vremena (crno) i memorijske funkcije (narancasta i crvena). Naran-
Casta linija je dobivena uz pomo¢ Fermi-Diracove distribucije u (6.1.1) a crvena linija
pomod¢u momentum distribucijske funkcije. Desno: Meduvrpcani dio vodljivosti. Crvena
i narancasta puna linija su u aproksimaciji relaksacijskog vremena a crtkane linije su u
formalizmu memorijske funkcije. Puna crna linija je (6.1.1) s momentum distribucijskim
funkcijama.

prikazani imaginarni i realni dijelovi M L(w). Sa slika vidimo da IMEL(w) tako-
der prati gustoéu stanja na velikim energijama, kao i M, (w) iz (6.3.6). Koristeéi
(6.1.1) mozemo nacrtati realni dio ukupnog meduvrpéanog tenzora vodljivosti. On
je prikazan na slici 6.9 u ovisnosti o nekoliko parametara.

6.5 Meduvrpcana vodljivost dopiranog 2DMoS,

Za razmatranje optickih svojstava 2DMoS; na energijama reda meduvrpcanog
energetskog procijepa, koristili smo generalizirani dvovrpcani model [32] koji obu-
hvaca sve znacajne karakteristike vodljive i valentne vrpce. Taj je model gene-
ralizacija modela (2.5.3) i u sebi sadrzava doprinose preskoka elektrona na iste
orbitale koje se nalaze u susjedstvu referentne atomske orbitale koje smo koristili
u analizi disperzije elektrona na slici 2.8. Takav pristup s ve¢im brojem efektivnih
matri¢nih elemenata preskoka znatno modificira nabojne, strujne i dipolne vrhove.
Cilj ovakve pojednostavljene analize je objasniti glavne karakteristike apsorpcij-
skog spektra. U ovom razmatranju ostavljamo eksitonska pobudenja po strani i
razmatramo samo jednocesti¢ne doprinose. Apsorpcija je proporcionalna realnom
dijelu vodljivosti, stoga koristedi izraz za dinamicku vodljivost (5.2.8) u kojem smo
struja-struja koleracijsku funkciju aproksimirali doprinosom jedne petlje u dugo-
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Slika 6.10: Lijevo: Opticka apsorpcija 2DMoSy izracunata ab initio [32]. Eksperi-
mentalne tocke preuzete su iz [34]. Desno: realni dio opticke vodljivosti u jedinicama
oo = €2/(4h) crtan za nekoliko vrijednosti meduvrpcane mjere relaksacije AI' = 10 me
(tirkizno), 30 meV (narancasto), 50 meV (crveno) i 100 meV (ljubicasto). Umetak slike
prikazuje gusto¢u stanja dobivenu koriste¢i model iz [32] (crveno) i ab initio disperzije.

valnom limesu Il 5(q,w) ~ H[Ogj (w). Tada slijedi

«,

R g (w) = —— ST (w) (6.5.1)

w

Rezultati su prikazani na slici 6.10 zajedno s eksperimentalnim podacima op-
ticke apsorpcije na jednom sloju molibdenovog disulfida. Karakteristika apsorp-
cijskog spektra su jasni vrhovi koji svoje porijeklo vuku iz strukture vrpci. Vrhovi
C, D iTI u realnom dijelu meduvrpéane vodljivosti znacajno ovise o jacini pa-
rametra fenomenoloskog gusenja. Njihov polozaj otprilike se podudara s onim u
apsorpcijskom spektru izracunatom pomocu ab initio metode.

Najvaznija razlika izmedu dva pristupa je u debljini vrhova Sto je posljedica
doprinosa meduvrpcanih prijelaza unutar veéeg broja vrpci koje se nalaze oko
procjepa na slici 2.8, a sto je u dvovrp¢anom modelu iskljuceno.

6.6 Unutarvrpcana vodljivost dopiranog 2DMoS,

Promotrimo sada dinamicku unutarvrpc¢anu vodljivost 2DMoS, izvan aproksima-
cije relaksacijskog vremena za koncentraciju elektrona nVy =~ 0.033, koja odgo-
vara Fermijevoj energiji ep ~ 0.75 eV. Za to koristimo strukturu vodljive vrpce
2DMoS; koju smo razmatrali u drugome poglavlju. Podaci poput matri¢nih eleme-
nata elektron-fonon vezanja i fononskih disperzija dobiveni su ab initio racunima
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Slika 6.11: Slike prikazuju realni dio dinamicke vodljivosti za tri razlic¢ite temperature
nacrtane za 1 = 1 meV (lijevo) i » = 5 meV (desno) u jedinicama op. Narancastom
isprekidanom linijom nacrtan je realni dio relacije (4.1.17) na T = 10 K za I'; = 0.8 meV
(lijevo) i I'1 = 7 meV (desno).

i nalaze se u [21]. Slozeni oblik vrpce onemoguéava analiticka izvrijednjavanja
memorijske funkcije, kao Sto je to bio sluéaj u grafenu. U ovome slucaju sve
memorijske funkcije ML (k,w) ¢e ovisiti o valnom vektoru kp. Stoga koristimo
generalni Drudeov izraz (4.2.13). Na slikama 6.11 prikazani su rezultati dinamicke
vodljivosti. Primjetimo da na obje slike, slicno kao i u grafenskom slucaju, vidimo
potpis rasprsenja na optickom fononu u obliku porasta vodljivosti na hwy ~ 50
meV. Na slikama je takoder prikazan i rezultat obicne Drudeove relacije (4.1.15)
gdje smo uzeli I'(10K) = M, (0,7 = 10K) = 7 meV za lijevu sliku. Ta vrijednost
daje istu vrijednost istosmjerne vodljivosti kao i (4.2.13), ali takoder daje vod-
ljivost koja umanjuje efekte relaksacije na veéim frekvencijama, a uvecava ih na
nizim frekvencijama.

Kako su frekvencije fonona znatno manje nego u grafenu, u ovom sustavu
moci ¢emo bolje razaznati temperaturne efekte na vodljivost odnosno otpornost.
Na slici 6.12 prikazano je kako pojedini fononi doprinose temperaturnoj ovisnosti
otpornosti. Doprinos akustickih fonona je zanemariv na malim temperaturama
zbog relativno male konstante elektron-fonon vezanja ali raste linearno s porastom
temperature te postaje usporediv s doprinosom optickih fonona koji su zamrznuti
do nekih 100 K. Promjena u temperaturnoj ovisnosti otpornosti u skladu je sa
Bloch-Griinesenovom temperaturom 7z koja je oko 70 K odnosno 110 K za dva
akusticka fonona na navedenom dopiranju. Ta temperatura obiljezava prijelaz
izmedu linearne ovisnosti o temperaturi i one o(T) ~ T koju nalazimo ispod
Tpe u trodimenzionalnim vodi¢ima. Za dvodimenzionalni molibden disulfid u
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Slika 6.12: Otpornost dopiranog 2DMoSs u ovisnosti o temperaturi u slucaju kada
u $M, (k,w) promatramo svaki kanal rasprSenja zasebno. Crvene isprekidane linije
oznacavaju doprinose longitudinalnog i transverzalnog akustickog fonona pomnozenih
faktorom 4 (na slici su oznac¢ene Bloch-Griinesenove temperature LA i T'A fonona). Do-
prinos optickog LO fonona prikazan je smedom crtkanom linijom. Naranc¢astom punom
linijom oznacena je otpornost u sluc¢aju kad su svi kanali rasprsenja ukljuceni. Umetnuta
slika pokazuje temperaturnu ovisnost istosmjerne vodljivosti.

formalizmu memorijske funkcije predikcija je da je otpornost priblizno linearna
o(T) ~ T na niskim temperaturama i o(T) ~ T* za temperature veée od 100 K.
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Poglavlje 7

Kolektivna pobudenja

U ovom poglavlju nastavljamo analizu elementarnih pobudenja u elektronskom
podsustavu. Za razliku od transportnih jednadzbi (4.3.1) u kojima su dugodo-
sezne kulonske interakcije bile ukljucene implicitno preko definicije makroskop-
skog elektricnog polja E,(r,t) = —0®"(r,t)/0r,, ovdje éemo postupno uklju-
¢ivati razne doprinose cije je porijeklo elektron-elektron interakcija. Za razliku
od proslih poglavlja, ovdje je primarni interes istraziti kolektivna pobudenja elek-
tronskog podsustava. U jednadzbama gibanja za elektron-supljina propagator za
generalni problem s viSe vrpci jasno ¢emo razlikovati unutarvrpcana od meduvrp-
canih kolektivnih pobudenja. Pritom ¢emo pokazati da se ladderi Fockov doprinos
u unutarvpc¢anom kanalu medusobno dokidaju u vodeé¢em ¢lanu. Preostaje RPA
doprinos koji ponovno ulazi u definiciju polja E,(r,t) te Fockovi doprinosi viseg
reda koji ulaze u doprinos memorijskoj funkciji koji su porijeklom od direktnih
elektron-elektron interakcija.

U slucaju izolatora izvest ¢emo jednadzbu gibanja za meduvrpcani elektron-
supljina propagator i pronaci energije kolektivnih modova, ekscitona, koje imaju
slicne karakteristike kao energije dvodimenzionalnog pozitronija. Tako dobivene
energije slabo se slazu s eksperimentalnim podacima. Stoga ¢e biti potrebno po-
op¢iti model i ukljuciti elektron-supljina korelacijske efekte koji dolaze od medu-
vrpcanih prijelaza. Te efekte uklju¢ujemo u jednadzbe preko zasjenjene kulonske
interakcije.

7.1 Operator elektronske gustoce

Sliku efektivno nezavisnih elektrona pomocéu koje smo do sada analizirali jedno-
Cesticna elementarna pobudenja potrebno je prosiriti eksplicitnim tretmanom di-
rektnih elektron-elektron interakcija. To ¢emo napraviti tako da osnovnom ha-
miltonijanu H, kojeg smo opisali u drugome poglavlju dodamo dio koji sadrzi
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elektron-elektron interakciju Ifle,e
H=Hy+H,_.. (7.1.1)

Kulonska je interakcija definirana pomoc¢u prostorne distribucije naboja ¢ (r) na
standardni nacin

A

1
H. .= 3 /‘/d3rd3r’g(r)

). (7.1.2)

Prelaskom u recipro¢ni prostor dobivamo
- Z Vo' (7.1.3)
q7$0

gdje je o(q) operator gustoée definiran sa (3.2.19). Koristeéi (3.2.20) mozemo
prikazati operator kulonske interakcije u drugoj kvantizaciji na standardan nacin

~ 1
_ L1 Ly L3z Ly T T
He. = oV Z W( k k' k'+qk— q)CL1kCL2k’CL3k’+qCL4k a (7.1.4)
k/,k,q,U,J/
Li,La,L3,Ly

Kulonski matri¢ni element W je definiran na nacin

W Fi) = VePd Mok — g0 K fa). (TL5)

. . L1 Ly L3 La . ..
Ovu vezu izmedu kulonskog matricnog elementa W( K K Kiq k_q> i nabojnih

vrinih funkcija ¢%1%2(k, k') ¢esto ¢emo koristiti u analizi koja slijedi.

7.2 Jednadzba gibanja za operator gustoce

Metodom jednadzbi gibanja koje smo opisali u 4. poglavlju odredujemo opci
oblik neravnotezne funkcije distribucije (cTlechk +q)w» 0dnosno dinamiku elektron-
supljina propagatora kao odgovor na dugodoseznu kulonsku interakciju. Hamil-
tonijan koji ulazi u Heisenbergovu jednadzbu dan je izrazom (7.1.1). Rezultat je
slozeni skup jednadnazbi koje su u cijelosti izvedene u dodatku G, i imaju oblik

(FMU + €L, (k) — €L, (k + q) + ”7) <621kaCL2k+qU>

+ 5 Wl ) ) oo ~ W R ,)fL ><cL/kch2k+qg>] ()
+3 W (é;ffqlf/kiq)fL<k’><chUcyk+qg>w W(EE L) fok) e raerar)s] (F)
+ ;(,W(quékﬁq V(&) = fro(k+ @) (ChooCrnerar)e  (R)

+ 30 Wk U a) Uitk @) = 00 (heo s (1) (72.1)
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Slika 7.1: Dijagramatski prikaz doprinosa ukupnom meduvrp¢anom elektron-Supljina
propagatoru u prvom redu racuna smetnje: Hartree (H), Fock (F), RPA (R) i “ladder”
(L). Kulonska interakcija je prikazana crvenom isprekidanom linijom.

Cetiri glavna doprinosa u jednadzbi za <CTleCL2k 1+ q)w 0znacili smo velikim slovima.
To su redom Hartreejev (H), Fockov (F), RPA (R) i ladder (L) doprinos. Svaki od
spomenutih doprinosa ima vaznu ulogu u razmatranju unutarvréanih i meduvrp-
canih kolektivnih pobudenja.

7.3 Plazmoni

Da bismo opisali plazmonske kolektivne modove u najednostavnijem slucaju, pro-
matramo jednadzbu za elektron-supljina propagator (7.2.1) u dugovalnom limesu
q — 0 za jednu nepopunjenu vrpcu. Tada mozemo izostaviti oznaku vrpce kao i
sumu po svim vrpcama. Dugovalnost pak primjenjujemo pri izvrijednjivanju nekih
matri¢nih elemenata. Nakon $to podijelimo izraz (7.2.1) sa hw+e (k) —e(k+q)+in,
pomnozimo ga s nabojnim vrhom te sumiramo po svim vektorima prve Brillouinove
zone dobivamo

Z q<k7 k + q) <Cchrck+qo>W =
k

gk, k+q) Wk’ k+q,k+q,k') — W(k' k k k)] f(kK)

T

2 ho+ (k) — e(k +q) + i hoCicsar)s (H)
g(k, k +q) [W(K kK k) — WK, k+q,k k+q)] f(K)

2 ho+ (k) — e(k +q) + in (UoCicsarle (1)
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gk, k+q)W(k +q,k k' +q,k) [f(k) — f(k+q)]

kz,lz hw + (k) —e(k + q) + 17 <C‘T"“ck’+qa>“ (F)
¢k, k+q)Wk+q,k kX +q)[f(k+q) — f(k)]
* kzl; hw + e(k) —e(k + q) + i1 <CL”C“+‘1">°“ (L)
(7.3.1)

Promotrimo sada svaki od doprinosa u (7.3.1) zasebno. Prvo, Hartreejev clan
iS¢ezava zbog nabojne neutralnosti (q # 0 u izrazu (7.1.3)). Drugo, Fockov ¢lan
se reducira na

> gk, k + @)e’Viex [lg(K' k)P f(K) — [q(k' + g,k + q)]*f (k' + q)] e ey
K’k hw + e(k) — e(k +q) + in Kolcranie

(7.3.2)
U dugovalnoj approksimaciji je ¢(k’ + q,k + q) = ¢(k’, k) te je (7.3.2) tada

e*Vie—xla(K, k)P (f (k') — f(K'+q))
Z hw + 1

<cliock+qg>w. (7.3.3)

k'k

Iste aproksimacije koje smo primjenili na (7.3.2) ponovimo za ladder doprinos u
(7.3.1). U dugovalnom limesu njegova vrijednost je

*Vie gk k) *(f(k +q) — f(k))
g; hw + 1

(o Crer o) (7.3.4)

Vidimo da ako zamijenimo varijable sumacije u izrazu (7.3.4), k = k', on se
dokine s Fockovim ¢lanom (7.3.3). Valja ponoviti da kraé¢enje Fockovog doprinosa
sa ladder doprinosom nije egzaktno nego je posljedica dugovalne aproksimacije. U
relaciji (7.3.1) preostaje jedino RPA doprinos. Nakon koristenja (7.1.5) te kracenja
inducirane gustoCe na obje strane relacije preostaje

fk) — f(k+q)
hw+e(k) —e(k+q) +in

1=V, Y gk, k + q)|? (7.3.5)
Kk

To je implicitna jednadzba za energije elektron-Supljina para (k) — e(k — q) koje

tvore kvazikontinuum jednocesti¢nih pobudenja. Nas posebice zanima energija iz-

oliranog kolektivnog moda odnosno plazmona koji se nalazi izvan tog kontinuuma.

Energiju tog plazmona mozemo odrediti u dugovalnom limesu. Tada je vodeéi ¢lan

plazmonske disperzije jednak

2T N e

) ~ Vi (7.3.6)

m

61



.6

i — inter: J-P
1'4;_ , _-_- inter: p-p
r = inter: J-J
1.2:— s pp
_ 3
w L
< 0.8F EB
L 3)
0.6 5
0.4F
0'2;_ q,a,= 0.02 4
I T T TV S S S 0 005 01 015 02
energy (eV) qa,

[0]

Slika 7.2: Lijevo: relani dio €(q,w) izra¢unat pomocu tri korelacijske funkcije I, (q, w)
za ep = 0.5 eV i gzag = 0.02, gy = 0. Parametri modela su I'y = 10 meV, I'; = 50 meV i
T =150 K. Desno: Prikaz spektralne funkcije —3(1/e(q,w)) za ¢, = ¢ i ¢, = 0. Punom
crnom linijom oznacena je disperzija tzv. 7 plazmona. Crtkanom linijom oznacCena je
ukupna plazmonska frekvencija, a u umetku slike nalazi se unutarvrpcana plazmonska
disperzija [30].

Treba primjetiti da je postupak dobivanja disperzije kolektivnog moda (7.3.6)
ekvivalentan trazenju nultocke realnog dijela dielektri¢ne longitudinalne funkcije
(5.5.4), odnosno

Re(q, wp(q)) = 0. (7.3.7)

U ovome poglavlju naglasak je na formiranju kolektivnih oscilacija elektronskog
podsustava sazdanih od pojedina¢nih elektron-supljina parova u unutarvpcéanom
kanalu. No u sluc¢aju realnih sustava javljaju se relaksacijski procesi zbog rasprse-
nja elektrona na necisto¢ama, fononima i drugim elektronima kao sto smo pokazali
u poglavlju 4. Tamo smo pokazali da se poopc¢enje jednadzbi gibanja u prisustvu
relaksacijskih procesa svodi na zamjenu in — M, (k,w). Dakle, za razmatranje ka-
rakteristika plazmona dovoljno je uzeti relaciju (5.5.4), koja sadrzi generaliziranu
Drudeovu formulu (4.2.13)

e(q,w) —1+ Z Gaohs(q, w)qs. (7.3.8)
€s aﬂ

Disperzija plazmona i njihovo vrijeme zivota bit ¢e najpreciznije opisani u
onom formalizmu u kojem je jednadzba kontinuiteta uzeta u razmatranje naj-
preciznije. Struja-dipol (odnosno struja-naboj) formalizam je precizniji od naboj-
naboj i struja-struja formalizma, barem u aproksimaciji relaksacijskog vremena.
U to se najlakse uvjeriti ako promatramo niskofrekventne unutarvpcane doprinose
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vodljivosti. Puna linija na slici 7.2 lijevo prikazuje Re(q,w) izracunat u struja-
dipol formalizmu. Ta slika takoder pokazuje da se rezultat ne mijenja mnogo
ako 0" (q, w) racunamo pomoc¢u 7" (q,w) ili pomocu 7" (q, w). Medutim,
dolazi do malih promjena kada ¢"*(q,w) racunamo pomoc¢u IT5"*(q,w), dok
pristup baziran na racunu I17%"%(q,w), u aproksimaciji relaksacijskog vremena
nije uopce dobro definiran. Dakle, ako zelimo racunati gusenje plazmona u aprok-
simaciji s memorijskom funkcijom najbolji izbor je struja-dipol formalizam. Na
slici 7.2 desno prikazane su punom linijom disperzije Diracovih (unutavrpéanih) i

7 (meduvrpcéanih) plazmona u grafenu.

7.3.1 Duljina propagacije plazmona

Iz generalnog uvijeta za longitudinalne kolektivne oscilacije, €(q,w) = 0, mozemo
dobiti slijede¢u vezu izmedu valnog vektora q i frekvencije

6w
~ 27otet(w)’

q (7.3.9)

Realni dio gornje relacije dati ¢e plazmonske disperzije q(w) ili u invertiranom
obliku wy,(q), dok ¢e kompleksni dio iste relacije s kompleksnim valnim vektorom
q biti kompaktan nacin na koji ¢emo izraziti ¢injenicu da plazmon koji se propagira
u smjeru q dozivljava promijenu u valnoj duljini i atenuaciju u amplitudi. Stoga
mozemo definirati karakteristicnu skalu duljine propagacije plazmonskog moda
kao udaljenost nakon koje mu se amplituda Ay smanji na (1/e)Ay. Tu duljinu
propagacije nazivamo i plazmonski slobodni put koji o energiji plazmona ovisi na
nacin
1

Sa(wp)
Na slikama 7.3 prikazana je plazmonska disperzija i srednji slobodni put plazmona
u dopiranom grafenu u ovisnosti o temperaturi. Usporedbe radi na istim slikama
prikazane su i disperzije i slobodni put koriste¢i obi¢nu Drudeovu formulu (4.1.15).
Najveca razlika je u promjeni disperzije plazmona ¢ija je energija blizu energije
optickih fonona, hwy ~ 0.2 eV.

Lpi(wpi) = (7.3.10)

7.4 Ekscitoni

U proslom podpoglavlju smo se podsjetili da u modelima s jednom vrpcom pos-
toji jedan kolektivni mod, plazmon. U sustavima s vise vrpci njegov analogon je
unutarvpéani plazmon (Diracov plazmon u grafenu). Kvadrat njegove frekvencije
proporcionalan je efektivnom broju elektrona koji sudjeluju u dc vodljivosti. No,
u sustavima s vise vrpci postoji i meduvrpcani plazmon (7 plazmon u grafenu).
Kvadrat frekvencije tog moda je proporcionalan efektivnom broju svih elektrona
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Slika 7.3: Lijevo: plazmonska disperzija u dugovalnom limesu izracunata koriste¢i

(4.1.15) (isprekidana linija) i (5.4.4) (puna linija). Tirkiznom bojom nacrtan je slu¢aj n =
1 meV. Desno: Duljina propagacije plazmona izra¢unata koriste¢i (4.1.15) (isprekidana
linija) i (5.4.4) (puna linija).

u vodljivoj vrpci. U izolatorima nema vodljivih elektrona, pa ni unutarvrpcanih
plazmona, ali ima meduvrpcanih plazmona. Pitanje je da li pored tih plazmona
postoji jos i neki drugi oblik kolektivnog gibanja elektrona. Rijec je o ekscitonima.

Da bismo odredili njihovu disperziju potrebno je vratiti se jednadzbama gibanja
(7.2.1) te ih rijesiti u slucaju kad imamo praznu vodljivu ¢ i punu valentnu v vrpcu.
Na slici 7.1 nalazi se dijagramatski prikaz pojedinih doprinosa u prvom redu rac¢una
smetnje. Modificirati ¢emo jednadzbu (7.2.1) na nacin da ¢emo Hartreejev i Fockov
doprinos dodati jednoéesticnim energijama elektrona, a € {c, v},

VY W(Eeel)-W(Eele)] f).

k'L

E.(k) = e,k (7.4.1)
U jednadzbama (7.2.1) preostaje meduvrpcani ladder doprinos i meduvrpéani RPA

doprinos

(1 + Be(K) = Bk + @) + 1) (chesConcy o)
Z Vae'q" (k + q, k)g™ (K k' + Q) [foll) = fulk + @)) (ool rqo)e ()

+ Z Vie- ke2qw k+ q, k' + q)qcc(k/7 k) [fv(k + q) fC( )] < Cok'o vk’+q0> (L)

(7.4.2)

No, za razliku od untarvrpcanog slucaja iz proslog potpoglavlja ovdje ¢emo morati
napraviti mnogo ozbiljnije aproksimacije ukoliko zZelimo izvuéi neki koristan ana-
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liticki rezultat. 2D izolatori koje promatramo u ovom radu su direktni izolatori sa
vrhom valentne v i dnom vodljive ¢ vrpce u K toc¢ki Brillouinove zone. (U stan-
dardnim izolatorima rijec¢ je o I' tocki u centru prve Brillouinove zone.) Elektroni
u blizini K tocke dobro su opisani parabolicnom disperzijom s efektivnim masama
m, i m.. Tada je

h2k?
2
gdje je u=t = m_'+m ! reducirana masa elektron-Supljina para, a 2A je energetski
procijep.

Racun RPA doprinosa je jednostavan u sustavima bez efekata lokalnog elektric-
nog polja (grafen je tipican primjer). Ukljucujemo ih na nacin objasnjen u proslim
poglavljima, preko makroskopskog elektri¢nog polja E,(r,t) = —9®™ (r,t)/0r,.
Ako postoje efekti lokalnih elektriénih polja potrebno ih je odracunati na stan-
dardni nacin. No, ostali elementi u jednadzbi gibanja (7.4.2) su isti.

Promotrimo sada koje su posljedice tog preostalog, ladder doprinosa. Pri tome
koristimo ¢injencu da je Vi singularna funkcija i da ée najveci doprinosi u izrazu
(7.4.1) dolaziti za k" ~ k stanja. Dakle, ostala stanja u sumi mozemo zanema-
riti. Tada je doprinos unutarvrpcanih nabojnih vrhova jednak jedan, sto slijedi iz
(3.2.29). U tom slucaju ladder doprinos je

E.(k) — E,(k) ~ 2A +

(7.4.3)

3 Viewe [fo(k) — fu(k)] (el rqoe (L), (7.4.4)
k/
odnosno uz aproksimaciju (7.4.3), jednadzba (7.4.2) se reducira na
h2k?
[hw + 2A + 2,U, 1 <C:r:k0 vk—i—qa Z |k/ ck’a vk’+qa> (745)

Korisno je uvesti Fourierov transformat inducirane gustoce (cly,Cppsqo)w U direk-
tanom prostoru na nacin

w<r) = Z<Cikacvk+qa>weik‘r' (746)

Kk
Ovdje je ¥(r) po pretpostavci pitoma i glatka funkcija za koju vrijedi 1(o0) =
Vi(co) = 0. Tada Fourierov transformat relacije (7.4.5) daje ekscitonsku jed-
nadzbu u direktnom prostoru
h? e?
[—V2 — ]r\] W(r) = [hw — 2A] Y(r). (7.4.7)
24

To je Schrodingerova jednadzba za problem dvaju tijela koja medudjeluju kulon-
skom interakcijom. U dvodimenzionalnim sustavima ona daje kvantizirani spektar
svojstvenih energija
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Slika 7.4: Dijagramatski prikaz kulonskih RPA doprinosa ladder dijagramu elektron-
supljina propagatora. Kulonska interakcija je prikazana crvenom isprekidanom linijom.

En:2A—£ 13.6 eV ‘
me (n —1/2)?

No, uvrstimo li u (7.4.8) realne vrijednosti parametara, na primjer za 2DMoS,, a
tosu 2A ~ 2 eV ipu~m./4, vidimo da je osnovno n = 1 stanje energije £ ~ —11
eV. Nazalost ovaj rezultat je mnogo veci od tipi¢nih eksperimentalnih rezultata.
Posljedica je to zanemarivanja doprinosa viseg reda u kulonskoj interakciji kao
i redukcije visevrpcanog problema na problem sa dvije vrpce. Jedan od nacina
kako se ovaj problem moze rijesiti je da u dvovrpcani model uvedemo zasjenjenu
kulonsku interakciju koja ¢e znatno sniziti energije ekscitonskih modova. To ¢emo
uciniti u slijede¢em potpoglavlju.

(7.4.8)

7.4.1 Kulonsko zasjenjenje

Dakle, vodeca popravka izrazu za energiju q = 0 ekscitona (7.4.8) dolazi od za-
sjenjenja kulonske interakcije V(r) = e?/|r| u izrazu (7.4.7). Prema slici 7.4,
Fourierov transformat V, = 27/|q| zamjenjujemo sa

Volw) = i

et (7.4.9)

U ovom izrazu zasjenjenje je nelokalno u prostoru i vremenu, Sto znaci da je u
recipro¢nom prostoru opisano sa q i w ovisnom dielektricnom funkcijom. Dielek-
triénu funkciju izvrijednjujemo koristeéi relaciju (5.5.4) u kojoj smo meduvrpéane
doprinose u ukupnoj naboj-naboj korelacijskoj funkeiji oo (q, w) aproksimirali do-
prinosima jedne petlje Ipo(q,w) =~ H([%(q,w), a gusenje uvodimo fenomenoloski.
Korelacijsku funkeciju H[OOA (q,w) izvrijednjujemo u dugovalnom limesu. Kako su u
prvoj aproksimaciji meduvrpcani nabojni vrhovi (3.2.28) proporcionalni s g, u tom

limesu dielektri¢na funkcija €(q,w) je
e(q,w) = 14 2ra(w)|ql. (7.4.10)

Veli¢inu «(w) zovemo dinamicka polarizabilnost te je prikazana na slici 7.5 za slu-
caj dvovrpcanog modela hBN-a iz drugog poglavlja. Sa te slike mozemo zakljuciti
da ukoliko promatramo ekscitonske modove ¢ija je energija znatno manja od ener-
gije praga 2A, tada moZemo aproksimirati polarizabilnost na nacin Ro(w) ~ «
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Slika 7.5: Realni dio (crtkana linija) i imaginarni dio (puna linija) dinamicke pola-
rizabilnosti a(w) hBN-a u modelu dviju vrpci u Bohrovim radijusima ag. Vrijednosti
polarizacije crtane su za razli¢ite vrijednosti meduvrpcane mjere relaksacije I'.
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Slika 7.6: Lijevo: Potencijal (7.4.12) nacrtan za slijedece vrijednosti parametra ¢ izra-
zenog u Bohrovom radiusu ag ¢ = 0.5, 1, 2, 5, 10, 20, 50, 100. Umetak slike prikazuje
ovisnost osnovnog stanja ekscitona o vrijednosti duljine zasjenjenja o kad je p = m./4.
Desno: staticki dio dielektricne funkcije hBN-a i 2DMoSs u dugovalnom limesu izra¢unat
ab initio [33].

i Sa(w) = 0. To nece biti slucaj ukoliko su energije ekscitona koje promatramo
blizu energije praga. U tom slucaju bit ¢e potrebno dinamicke efekte u zasjenjenoj
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Slika 7.7: Gustodéa vjerojatnosti |(r)|? ekscitona za neka stanja u 2DMoSy. Polumjeri
ekscitona u ovakvim konfuguracijama su 7o, =~ 60ag, T3, ~ 90ag i T4q ~ 120a¢ gdje je
ap = 0.53 A Bohrov radius.

interakciji ukljuciti preko w ovisne polarizabilnosti.

Pored toga treba primjetiti da ¢e model dvije vrpce iz drugog poglavlja dati do-
nju granicu na vrijednost staticke polarizabilnosti. U preciznijem rac¢unu potrebno
je koristiti rezultate ab initio racuna koji uzimaju u razmatranje veci broj vrpci.
U statickoj aproksimaciji polazimo od golog kulonskog potencijala zasjenjenog na
gore objasnjen nacin

2m
Vg = Va/e(q,0) = : 7.4.11
@7 VoA = g 2malal) (At
Ovdje je q = k' — k. Fourier transformat (7.4.11) je
e*n
V(r)= 2 (Ho(r/0) — No(r/0)) (7.4.12)

i opisan je preko Struveove funkcije Hy(z) i Neumannove funkcije Ny(z) [36] a
0 = 2ma. U granici velikih i malih udaljenosti » dobivamo

V(r—o0) ~—1/r,
V(r—0)~ (1/0)n(r/p). (7.4.13)

Dakle, na malim udaljenostima zbog jakog zasjenjenja imamo logaritamski tip
divergencije u potencijalu, a za velike udaljenosti i dalje imamo standardnu kulon-
sku interakciju. Koliko zasjenjenje uistinu mijenja potencijal ovisno o vrijednosti
o0 mozemo vidjeti na slici 7.6.

Preostaje rijesiti Schrodingerovu jednadzbu (7.4.7) koja sadrzi modificiran po-
tencijal (7.4.12). Nakon raspisivanja Laplaceovog operatora te separacije valne
funkcije na radijalni i angularni dio ¢ (r) = R(r)®(y) dobivamo dvije jednadzbe
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Slika 7.8: Apsorpcijski spektar 2DMoS,. Crvenom linijom prikazano je prvih nekoliko
ekscitonskih linija koje su vidljive u optickim apsorpcijskim eksperimentima. Tirkiz-
nom bojom oznacena su ekscitonska stanja prema kojima je prijelaz zabranjen. Opticki
jednocesti¢ni prag radi jednostavnosti stavljen je na 2 eV.

OR(r)  10R(r)  2p (hw — 28 — V() R(r) — ﬁR(r) =0, (7.4.14)
Or2 r or h? r
.1 00y
2= O (7.4.15)

Kutni dio (7.4.15) ima standardno rjesenje ®(y) ~ €. Periodicki uvijet ®(0) =
®(2m) zahtijeva da je ¢ cijeli broj ¢ = 0,4+1,£2,.... Kako radijalni dio (7.4.14)
ovisi o 2, svaka vrijednost energije za pojedini ¢ bit ée dvostruko degenerirana.
Radijalni dio izvrijednjujemo numericki buduéi da potencijal (7.4.12) ima sloZenu
formu.

Razli¢ita ekscitonska stanja klasificirati ¢emo na nacin da ¢ = 0, 1,2 oznaca-
vamo sa s, p,d,.... Naime, kvadrat kutnog dijela valne funkcije ponasa se kao
|®(p)]* ~ cos?(ly), Sto podsjeca na 2D projekcije 3D realnih atomskih orbitala,
slika 7.7.

7.4.2 Ekscitoni u 2DMoS,; i hBN-u

Promotrimo sada numericke rezultate jednostavnog modela sa zasjenjenim poten-
cijalom iz proslog potpoglavlja. Najvazniji rezultati su slijedec¢i.

Prvo, na slici 7.8 mozemo vidjeti apsorpcijski spektar 2DMoS, s prvih Sest ek-
scitonskih energija izraCunatih za vrijednosti parametara u = m./4, 2A = 2 eV
i 0= T6ap [33]. Vidimo da je doSlo do snazne redukcije energije osnovnog stanja
ekscitona sa energije E; =~ —11 eV na F; = 1.44 eV te da je uklonjena degeneracija
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energija stanja istog glavnog kvantnog broja n, odnosno da energija ovisi o vri-
jednosti angularnog kvantnog broja ¢. Takoder, mozemo vidjeti da stanja s veéim
orbitalnim kvantnim brojem imaju nizu energiju sto je eksperimentalno potvrdeno
[29]. Prostornu proteznost ekscitona u 2DMoS; mozemo predociti srednjom uda-
ljenoséu elektrona i Supljine izracunate za 1s stanje 715, ~ 20ag, Sto potvrduje
Wannierovu sliku, slika 7.7.

T v T T T T T T
hBN single crystal
40 - Ay, = 214,5nm (5.78 V) =
T=1K 16 ©
5
- 30+ =
=) =
3 1.2 §
z 1 £
S 20+ g
g AR "ﬂJﬂ {08 8
= | i N Al 1 <
/ il :
10 Ju 1042
_— E,=64eV
0 T T T T T T T T T T T T T T 0.0
54 56 58 6.0 6.2 6.4 6.6 6.8
Energy (eV)

Slika 7.9:  Apsorpcijski spektar hBN-a na 11 K (plava linija) i 300 K (ljubicasta linija)
37

Na slici 7.9 prikazana je opticka apsorbcija hBN-a, s jasno definiranim eksciton-
skim signalom na oko 6 V. Ukoliko izracunamo energiju osnovnog stanja ekscitona
koristeéi zasjenjeni model sa parametrima p = m./3, 2A =6 eV i p = 12aq [33],
dobivamo F; = 3.5 eV. Ovaj rezultat govori da ako zelimo da se izracunate ener-
gije ekscitona slazu s onima u apsorpcijskim eksperimentima, tada jednocesticni
energetski procijep treba biti veéi nego sto daju LDA-DFT izracuni. Taj zakljucak
ne iznenaduje. Naime, pokazano je da ab initio racuni koji ne uzimaju u obzir
visecesticne korelacije, podcjenjuju vrijednost jednocesticnog procijepa.
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Poglavlje 8
Zakljucak

U ovom radu prvo smo odredili strukturu vrpci u tri heksagonalna 2D vodljiva
sustava. Najprije je pokazano da se u grafenu i heksagonalnom borovom nitridu
moze koristiti aproksimaciju ¢vrste veze s dvije orbitale u bazi. U molibdenovom
disulfidu, s druge strane, potrebno je uzeti veéi broj orbitala u bazi da bismo dobili
dobro slaganje elektronskih disperzija s onima dobivenim ab initio metodama. Ove
TBA disperzije te pripadne Blochove funkcije polaziste su razmatranja razlicitih
elektrodinamickih svojstava ovih sustava.

Nakon toga smo istrazili kako se vodljivi elektroni vezu s akustickim i optickim
fononima te kako se vezu na vanjska elektromagnetska polja. U opisu vezanja
s elektromagnetskim poljima koristena je Peierlsova minimalna supstitucija na
bazdarno invarinatni nacin. Sve ove konstante vezanja koriStene su u daljnjem
racunu elektrodinamickih svojstva.

Odziv elektrona na vanjska elektromagnetska polja studiran je u rezimu line-
arnog odziva koriste¢i struja-dipol reprezentaciju tenzora vodljivosti. Centralni
pojam u toj definiciji tenzora vodljivosti je neravnotezna funkcija raspodjele koja
zadovoljava Landau-Silinove transportne jednadzbe. U ovom radu smo izveli te
jednadzbe iz Heisenbergove jednadzbe gibanja za elektron-supljina propagatore.
Unutar toga formalizma efekti rasprsenja elekrona na statickom neredu i fononima
opisani su do kvadratnog ¢lana u jakosti interakcije. Odgovarajucée relaksacijske
funkcije nazivamo memorijske funkcije. Njihova struktura je odredena za raspr-
Senje na statickom neredu i na fononima te u unutarvrpc¢anom i meduvrpcanom
kanalu. U takvom modelu s vise vrpci te s memorijskim funkcijama odredili smo
generalni izraz za tenzor vodljivosti.

Pitanje bazdarne invarijantnosti te jednadzbe kontinuiteta ponovno rasprav-
ljamo kroz Kubo relacije koje povezuju egzaktne izraze za struja-dipol, naboj-
naboj i struja-struja korelacijske funkcije. Pokazano je da ako nas zanimaju naj-
grublje aproksimacije racuna ovih korelacijskih funkcija, na primjer, aproksimacija
relaksacijskog vremena, da struja-dipol formalizam daje najtoc¢niji izraz za tenzor
vodljivosti. Time je opravdana uporaba tog formalizma u analizi transportnih
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jednadzbi te u kasnijoj analizi kolektivnih modova.

Pokazano je da se Heisenbergove jednadzbe gibanja za elektron-supljina propa-
gator mogu koristiti u istrazivanju temperaturnih efekata u dinamickoj vodljivosti.
Da bi se to moglo naciniti u sustavima s zanemarivim pragom za meduvrpcana
elektron-supljina pobudenja, na primjer, u slabo dopiranom grafenu, potrebno je
Fermi-Diracove funkcije raspodjele zamijeniti s momentum distribucijskom funkci-
jom. Takoder je pokazano da razumijevanje frekventne ovisnosti Drudeovog dopri-
nosa vodljivosti zahtijeva pazljiv racun fononskog doprinosa memorijskoj funkciji.
Isto je potrebno uciniti za meduvrpcanu vodljivost na energijama reda energije
praga za meduvrpcana elektron-supljina pobudenja. Ukupna dinamicka vodljivost
je izracunata za dopirani grafen i za molibdenov disulfid za razlicite vrijednosti
temperature i parametra gusenja.

Kolektivni modovi predstavljaju netrivijalno rjesenje Heisenbergovih jednadzbi
gibanja u odsustvu vanjskih elektromagnetskih polja. Da bi se istrazila sva kolek-
tivna pobudenja u modelima s vise vrpci potrebno je sustavno ukljuciti sve dopri-
nose porijeklom od dugodoseznih kulonskih interakcija, sto ukljucuje Hartreejev,
Fockov, RPA i ladder doprinos. Pokazano je da u promatranim 2D heksagonal-
nim sustavima postoje unutarvrpcani i meduvrpcani plazmoni koji su povezani
sa resumacijom RPA doprinosa do beskonac¢nosti. Takoder, pokazano je da ek-
scitoni predstavljaju kolektivne modove u poluvodickom rezimu borovog nitrida
te molibdenovog disulfida koji su povezani s resumacijom ladder doprinosa do
beskonacnosti. No da bi se dobilo dobro kvantitativno slaganje s eksperimentom
potrebno je u ladder doprinosu golu kulonsku interakciju zamijeniti sa zasjenjenom
interakcijom.
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Dodatak A

Matrica transformacije U

U ovom dodatku odredujemo elemente matrice transformacije U pridruzene ha-
miltonijanu (2.5.3) s Blochovim energijama

epar(k) = £/A2 + [t(k) 2. (A.0.1)

Elemente matrice odredujemo rjesavajuc¢i Schréodingerovu jednadzbu (2.4.5)

> UL, ) {H" (k) = £ (k)dper} = 0 (A.0.2)
7

i koriste¢i uvijet ortonormiranosti (2.4.2). Korisno je kompleksni matri¢ni element
t(k) zapisati preko amplitude i faze na nacin
, 3t (k)
t(k) = [tH(K)[e*M,  tan p(k) = ) A03
() = [1(8) oll) = i (403
U promatranom slucaju Schrodingerova jednadzba predstavlja sustav od dvije ho-
mogene linearne jednadzbe. Iz prve jednadzbe slijedi

t*(k)

SN[(k) + A’
(A.0.4)

Uk(M, A)[—A—€M(k)]—|—Uk(M, B)t*(k) =0— Uk(M, A) = Uk(M, b)

sto zajedno s uvijetom ortonormiranosti daje

+(ep(k) + A)

V) + AP 4 [tk
(A.0.5)
Koeficijent Uy (M, B) mozemo zapisati drugacije ukoliko primjetimo da je

U(M, AP + [U(M,B)]? =1 - Ux(M,B) =

en(k) + A=A — /A 1+ [t(K))? (A.0.6)
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#(k)| = \/<—A v JAz T |t(k)\2> (A + Az T \t(k)|2>. (A.0.7)

Tada slijedi
GMB) =i A — /A +t(k)?
\/w +2)t(K)[2 — 2A /A2 + [t(K)?
a A+ AT [P
\/2 A+ ) (~A+ A+ )R)
_p (A ROF A 1 1
=3 A2 + [t(k)|? B 2 \/W

. 0(k)
= Fsin — .
(A.0.8)
U izrazu (A.0.8) uveli smo pomoénu fazu 6(k) preko definicije
k
tan0(k) = M (A.0.9)

A
Nadalje, iz (A.0.4) slijedi i element Uy (M, A)

[t(k) e
VEn(k) + )2+ [t(k)[2

\/(—A /AP (A + /A + o)

=+ e

V2B BOOR (A + A+ (k)P)

1 1 A
—x |2 (1 " 2)ew<k>
1£09)]
1+( k )

0(k) .
= + cos (2)6_“"(1‘).

UM, A) ==+




Za odredivanja koeficijenata matrice U koji pripadaju drugoj svojstvenoj vrijed-
nosti ep(k), postupak je isti. Ovdje navodimo konaé¢ni rezultat

k . k
U0, B) = Fsin "0 (01, 4) = e cos 1),

Ux(P, B) = £ cos 0<2k) U(P, A) = +e— %0 sin9(2k>-

Matrica U je

e~ 1#(K) cog 0K iy 0K
Uw(L,0) = <e—%ﬂk>sn19§“ Cosegg ) , (A.0.10)
a njezina inverzna matrica V je
eio(®) cog ) gie(k) gipy 0
MJ&Ly:( -emi e&f ) (A.0.11)
— Sin N COS 5

U slucaju grafena, procijep je A = 0, $to daje tan 6(k) = oo, odnosno cosf(k)/2 =
sinf(k)/2 = 1/4/2, pa je matrica V prili¢no jednostavna

L [ewtl v
Vk(l, L) = — _

NG (A.0.12)

—1 1
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Dodatak B

Strujne vrsne funkcije

Strujne vrsne funkcije definirane u (3.2.18) u q = 0 limesu su

/ oH" (k A
JEY (k) = % 8k( lt, DV ), (B.0.1)
EK/ (%

Kao $to vidimo, one su funkcije od (k) te od derivacija 0t(k)/0k, i 00(k)/0k,.
Ove derivacije lako odredimo

Otk) _ o0 (a“(k)'ﬂ\t(k)ra@(k)» = L NUXE

ke Ok k. Oke 1+ tan®6(k)

Na primjer, za vr$nu funkciju JM* (k) dobivamo

MP _ ¢ OH" (k) * oH" (k) *

e =5 (P anvio.m + v v
_e(0t(K) oa . Ok) O(k)  Oik) i . O(k) . 0(k)
_h< k.. e CoSs 5 CoS 9 + k. € sin 5 sin 5 .

(B.0.3)

Uvrstavajuéi (B.0.2) u (B.0.3) dobivamo

JMP(K) = aglil:)l (cos2 0(2k) — sin? 0(2k)> — |t(k)|aglii{) ((3052 9(2k) + sin? 9(21()>

=7 <_'|t(k)|a§g) n a'g:)’ cose(k)> . (B.0.4)

Na isti na¢in dobivamo i JI™ (k). Rezultat je

9]

Ja M (k) = (T3 (k)" (B.0.5)

Slican postupak je i za unutarvrpcane strujne vrhove

76



JPP

ab ba
= (M Oy o, i) + P D, P, )
I Ok,
€ 825* 0(k) (k) ot(k) 0(k) (k) 0(k)
h( sm 5 Ccos 9 + ok Ccos 9 e Sin
o0, 60 600 _ coil) o cdepllo)
h ok 2sin 5 CO8S 5 =7 i sinf(k) = B ok, (B.0.6)

MM (1,\ _ _Eat(k) _ E85M<k)

J (k) = h ok, 0(k) = T (B.0.7)
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Dodatak C

Konstante elektron-fonon vezanja

Konstante elektron-fonon vezanja prikazane u Blochovoj reprezentaciji imaju oblik

Plk+aq k) =3 g (k+q, k) Vieq (¢ DV, L), (C.0.1)
o

Uvrstavajuéi elemente matrice (A.0.12) u (C.0.1) u @ = 0 limesu dobivamo

70 = 0T MV P) + N MG )
20y () 20(k)
= 20 (20— 10015 cosom |
= (93" (k)" (C.0.2)

Slican je postupak i za unutarvrpcane konstante vezanja

o (k) = g3 (k)Vi(a, P)Vi (b, P) + g5 (k) Vic(b, P)Vi (a, P)
2y Dp(K)
—acct0|t(k)| k. sin O(k)

U grafenu u Diracovom rezimu konstante vezanja elektrona i optickih fonona su
dane sa (3.1.8). Koristeéi izraze (D.0.5) i (D.0.6) mozemo ih aproksimirati na
nacin

22 Jp(k
rie ~ (1/2) Z| W= =55 > k)P Sk ) 27v%ty,  (C.0.4)
cc’0 «
i
825
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Dodatak D

Derivacije faze i amplitude
parametra preskoka u grafenu

Da bismo odredili eksplicitni oblik strujnih vrsnih funkcija i konstanti elektron-
fonon vezanja u grafenu treba odrediti derivacije 0|t(k)|/0k, 1 Op(k)0k,.
Derivacije norme parametra preskoka |t(k)| su

k 2
a‘;;z)l = _126(111/)? <sin ak, + sin a;% Cos ak‘y2\/§> . (D.0.1)
(k)| t2a/3  ak, . ak,V/3
= — : D.0.2
ok, )] cos — = sin — (D.0.2)
Derivacije faze parametra preskoka ¢(k) su
do(k) t%a\/g ak, ak:y\/g
—_ — cos ak, . D.0.3
ok, )] cos ak, + cos 5 08— ( )
dp(k) t%a\/g . ak, . ak:y\/§
= — — ) D.0.4
k. 1K) sin —= sin — ( )
U Diracovom rezimu dobivamo
Op(k)  kyloy — kybas
= ’ =, D.0.
Ok, K24 k2 (D-05)
0t|(k)| _ toav/3 koo + kyay (D.0.6)

Oka 2 N
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Dodatak E

Korelacijske funkcije

Laplaceov transformat korelacijske funkcije Cyp(t) dvaju operatora A(t) i B(0)
definiran je na nacin

Cup(z) = ((A; B)), = —i /_ dte™0(t) ([A(t), B))o, (E.0.1)
gdje je varijabla z kompleksna veli¢ina z = w+1in. Element 7 je posljedica adijabat-

skog ukljucivanja smetnje dok 6(t) opisuje kauzalnost. Parcijalnom integracijom
gornjeg izraza dobivamo

(A B)). = (A, Blo| -+ [ dee™{[AG), Bl)o, (£.0.2)
odnosno o .
(A B)). = (A Bl —i [ die™ ([A@0). H]. Bllo.  (£03)

gdje smo uveli A(t) = —(i/h)[A(t), H]. Usporedbom sa (E.0.1) mozemo pisati
z((4; B))= = ([A, Bl)o + (([4, H], B)).. (E.04)

Raspisemo li drugi ¢lan izraza (E.0.4) i pritom iskoristimo ciklicko svojstvo traga,
dobivamo

([[A®), H], B])o =

(A(t)HB) — (BA(t)H)o — (HA(t)B)o + (BHA(t))o
(A(t)HB) — (HBA(t))o — (A(t)BH)o + (BHA(t))o
= —([A(®),[B, H]])o- (E.0.5)

Dakle, ekvivalentna relaciji (E.0.4) je relacija

2((4; B))= = ([4, Bl)o — ((4; [B, H]))=. (E.0.6)
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U statickom slucaju, z = w = 0, iz relacije (E.0.4) slijedi

([4, Bl)o = ({(A; [B, H]))w=0-

Sada (E.0.7) uvrstavamo u (E.0.6) i dobivamo

1

(4: BY) = —{<<A; (B, H]))., — {(A: [B,H1>>w:o}.

w

Zamijenimo li operator A u (E.0.6) sa A — [A, H] dobivamo

w{([A, H]; B))w = ([A, H]; B) — (([A, H]; [B, H]))w.

Sada definiramo korelacijsku funkciju ® 45(w) na nacin

Pap(w) = (([A, H]; [B, H]))w,

te dobivamo konacénu formu korelacijske funkcije ((A|B)).,

(4 B))o = (A, Blho -

1

w2

(CI)AB(LU) - Q)AB(W = 0)) .
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Dodatak F

Memorijska funkcija za rasprsenje
elektrona na nedisto¢ama

Hamiltonijan koji opisuje rasprsenje elektrona na statickim nemagnetskim necis-
tocama je

A

Himp = Z ULL/ (k, k/)cEkUCL’k’o' (FOl)

LL'kK'o
Pretpostavit ¢emo da za matri¢ni element Uy (k, k') vrijedi Up s (k, k') = Upp (k—
k). Pomoc¢u Heisenbergove jednadzbe (4.1.4) odredujemo srednju vrijednost elektron-
supljina propagatora <chgcﬁk +qa>w do vodeceg c¢lana u vanjskom polju. Rezultat
je

(hw + €a(k) - gﬁ(k + q) + ”7>< akacﬁk+qa> ~
Z UﬁL/ k+q7k//)< ako‘cL’k” Z ULO‘ k k) <CLkUCﬁk+qg>

L'k"o Lak’c

+(n(k+q) —nk))P.(k + q,k)E.(q,w). (F.0.2)

Sada izvrednjujemo svaki od elektron-supljina propagatora na desnoj strani jed-
nadzbe (F.0.2). Za prvi dobivamo

(hw + 0 (k) — 1 (K") + in)(c] akaCL’k” Jeo
Z UL'”’ k 2 )( CakoCrn'z 0' ZU”CV Z k nzchL’k” > (FO?})

a za drugi
(heo + £1(K) — £p(k + ) + i) (s cﬁk+qg> - (F.0.4)
Z U,BTL’ k+q7 )<ch’a nza Z U”L/ z k)< ”ZUCﬁk+q0>
(F.0.5)
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Zadrzavajuci samo doprinose kvadratne u H;,,, dobivamo

(hw + ea(k) — sk +q) +in)(c akacﬁk+qa>

Z UﬁL/(k+q k//) Zn’zaUL’n’(k” )( CakoCr'z J> Zna Una(z k)( CrzoCrik! o >

UKo hw + ea(k) — e (k") + i1
. Z U (k/ Zn 'z'o Uﬁn (k +q,% )<CLk/a Crra a> Znn 'z0 nL’ (Z k' )( nzacﬁk+qa>
Lak’o b 7 hw + gL(k,) - 55(1{ + q) + Z’f]
+(n(k +a) — n(k)) Pa(k + q, k) Ea(q, w) (F.0.6)

U sumama na desnoj strani zadrzavamo samo doprinose koji imaju samosuglasnu
formu

<Ciykacn/z’a>w — <CTak0'C,8k+q0'>w’ <Cinzac,8k+qa>w — <Ciyko'c,6k+qo'>b~“
<CILZO'CL’1("O'>W — <CILZO'CL,Z+qO'>W7 <CEk’acn’z’o>w — <CEk’acn’k’+qo>w'
Na slican nacin kako je to pokazano u poglavlju 4 na primjeru s fononima, defini-
ramo memorijsku funkciju
Mo]?L/(k7 OJ) =
5 Vs (@) N Upwr (@)
try hw+epmk+q)—ep(k)+in  hw+ep(k) —ep(k+q') +in
JEV (k + ) hw + e (k) — e (k) +in
JEV(k) hw+erk+q)—ep(k+d)+in
" 1 n 1
hw+epk+q)—cep(k)+in  hw+ep(k)—e(k+4q)+in|
(F.0.7)

_ZUL’L’ qa)Urs(d)

U unutarvrpcanom kanalu (F.0.7) reducira se na dobro poznati izraz

_ _va(k+d) U(d')]?
Mallew) = 2 (1 v () ) ot skt q) — ) 1y 0¥
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Dodatak G

Jednadzba gibanja za operator
gustoce

Pomocu Wickovog teorema mozemo odrediti srednje neravnotezne vrijednosti ope-
ratora

(W|ATB'CDy) = (¢|A'D|v)(w|B'Cly) — (v|A'Clo) (BT D), (G.0.1)

gdje je ¢ valna funkcija smetenog stanja. U teoriji linearnog odziva u Schrédinge-
rovoj slici pretpostavljamo da je ¢ = 1y + 01, gdje je ¥y valna funkcija osnovnog
stanja, a d¢ dio proporcionalan smetnji i po pretpostavci je malen. Tada prvi dio
u izrazu G.0.1 raspisan do linearnog ¢lana u 91 postaje

(YIATDI) (| BTCw) = (4o A'D[1po)d(BIC) + (| B'C|0)5(ATD).  (G.0.2)
Na primjer, veli¢ina
3(B'C) = (vo| B'C|6)) + (59| BICleo) (G.0.3)

predstavlja inducirani dio neravnotezne funkcije raspodjele. Kada je (10| BTC|1y) =
0, tada dobivamo

(W BICly) = (| B'C|6v) + (59| B'Clao). (G.04)

Naravna stvar, (¢)|BTC|i)) predstavlja propagator elektron-supljina para kada je
B]L = Cko iC = Ck/o-

Iste zakljucke moZemo izvesti za (Y| ATBTC' D) i za (1| BIC|v)) ako koristimo
i Heisenbergovu sliku.

Stavimo li da su indeksi vrpci elektron-supljina para kojeg razmatramo p i v
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tada imamo (ovdje smo zbog jednostavnosti ispustili spinski indeks u cika ic

<1/}‘ |:Clkc,u,k+q7 If[efe} ’¢> =

uk+qo)

Ly L Ly
Z W(k—l:q K k’+3q’ k+q—q’ )<¢|C kczgk’chk’+q’cL4k+q q ) (A)
!
L27L3,L4
Ly
Z W( k’ kf:q k+q+q k'— ><¢|CupCL1k’ CL3p+k’+q’CL4k’ / |1/}> (B)
Ll,Ls,L4
Ly L
Z W( Kk 2q 1V(k' ’)W’CTle/CTLQp—q'CL4k/—q'C#k+q|w> (C)
L17L27L4
Li Ly L
Z W(k+1c1/ K k'+3q/ i) <w|CTLlp—i-q’CEQk/CLgk’Jrq’C,u,kJrq|77Z)>' (D)
K,
L1,L2?L3

Svaki od dijelova A do D izvrijednjujemo pojedina¢no koristeci (G.0.1)-(G.0.3).

Operator u (A)

<w’C:r/kCTLgk’CLgk’+q’CL4k+q—q’ ) =

<w|CTkCL4k+q q |¢><¢|CTsz’CL3k’+q’|¢> -
9,9’ fV( ) <CL3k’CL2k’+q > + 0y Ls(Sk k'+q’ fL2( )5<CikcL4k+q—q’>

— 00,130k, k o frr (K)O <CTLQk'CL4k+q—q’> -

- 611 L4
Cijeli (A) dio
(4) =

1
7 ; W(k-lf-q 15’ k/L+q k)fl/( )<CLk’CL’k’+q>

L,L’
1 L Ll
~577 2 Wi 6t ) A0 (Chiocrne )
k/

L,L'

Operator u (B)
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0Ly, L4 Ok’ kt+q—a' f L (k,)5<clkCL3k’+q’> .

1 /
2 Z W(k—lf-q 15’ 15' kﬁ—q)fL( e kCL'k+q>
k/

L,L'

1 L
= a7 2 Wa i) ) Chernrale

L,L’

(G.0.5)



<,l/}‘Cj/pcz1k/CL3p+k'+q’CL4k/—q’ |2/j> =
<¢‘ClkcL4k'—q/W><¢|CTle/CL3k+k/+q|¢> - <¢‘ClkcL3k+k'+q/|¢><¢|CTle'CL4k/—q/|¢>
= 5V,L45k7k’—q/f1/(k>5<621k’CL3k+k’+q’> + 01,150k ktq+a' 1 (k/)5<CIkCL4k’—q’>

- 5V,L35—q’,qfu(k)5<CTle/CL4kf—q/> —0ry,1,0q 01, (k ")o(c ukCL3k+q+q>

Cijeli (B) dio

(B) =
LS w(L, e W L k+K
T/ %: (k’ k+q k’+q k)fV( )<CLk’CL’k’+q 2V Z (k+k’ k+q k+k’ k+q)fL( + )( kCL’k+q>
L,L’ L, L/
1 W L pu v L' W r K
_T/ Ek; (k’ k+q k k’+q)f”( )<CLk’CL/k’+q 2V Z (k’ k+q k+q k’ )fL( )< kCL/k+q>
L,L' L L/

(G.0.6)

Operator u (C)

<¢|CTle’czgpfq/CLLLk/fq’C,ukJrq|¢> =
(¥ ’CTle’Cuk—&—q|¢>< |CTLQk q/CL4k—q/|1/’> — (¥ |CTle’CL4k’ /|¢>< |622k q/Cuk+q|¢>
= 0,1, Ok Jerq fru (K + Q)5<CL21< qCra—q) T 00s 1,0k fr,(k — q )(5<CL1k’c,uk+q>
— 0,,1,00,qf1, (K )5<622k7q/cuk+q> 0Ly u0—q' qfu(k + Q)5<CL1k/CL4k/ />

Cijeli (C) dio

(C) =
v L' 1 Iy
v 2 Wilaw iwa) fulk + @)chocrnea) + 55 2 Wb ke ) fr(k +K){chng)
L2k,L3 le,L4
1 1% 1 L v L'
v %: W(lf/ K/ )fL( ><CL’kCuk+q v %: W( K kiq K k/+q)fu(k + Q)<CTLk/CL/k/+q>
L1,L4 Li1,L3

(G.0.7)

Operator u (D)
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(D16 Chate Cratesa Gt V) =
<¢|CTle+q'Cuk+q|¢><¢|CTLZk'CL3k'+q|7/J> - <@/J|CTle+q/CL3k'+q K ><@/J|CTLQkICHk+q|¢>
= 0,11 0q,q.fu(k + q)5<CL2k’CL5k’+q ) + 015,500, quQ(k/>5<CL1k+q’Cuk+q>

— 01,150k fr, (K + 9 )5<CL2k’C/,Lk+q> 0Ly Ok’ ket qfu (K + Q)5<CL1k+q'CL3k'+q )

Cijeli (D) dio

(D) =
_— w( » L L k i W(LL Ly
Z (k+q K k'+q k)f#( + q) <chCL’k+q o Z (k K k' k )fL’( )(Cchuk+q>
sz,L:s L1kL4
o 2 WG Y B £ e+ K] 5 W starda k)t e
vV k+k' k k+k’ L CL’kCuk-i-q 2V 1% k+q K+qk )/ D\Crx Crk/+q
L1k,L4 L1 L3
(G.0.8)
Zbrojimo li sve doprinose prvog reda u kulonskoj interakciji, uz zamijenu v — L,
i p — Lo dobivamo
(m} + 8Ll (k) - 8L2 (k + q) + ”7) <CTleO'CL2k+qO'> =
+ Z { (15’ kL+2q k+q k' )fL( )(CleaCL’k+qo ( b 1 K )fL ><CL’kaCL2k+qcr> }
LL'K
+ > [_W(lf’ kL+2q 0 kliq)fL(k/xCTleacL'kma)w ( h )fL CL/koCszJrqa) }
LL'K
+ 2 W wta 1) (00 = fra(k + )] {chivoCone g0l
LL/K
+ 30 Wi 0 ) (e @) = fr, (0] (Chagrne o)
LL'K
(G.0.9)
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Dodatak H

Vlastita energija elektrona

Vlastitu energiju elektrona u sluc¢aju elektron-fonon interakcije (4.2.1) do kvadrat-
nog ¢lana u elektron-fonon interakeiji (4.2.2), odredujemo pomocu (4.1.4) i (4.2.1).
Rezultat je

o,
Zh&C‘Lk = gL( Crk + Z GLL )(Cl/k qbq + Crik— qu_q) (H()l)
L'q

U sljede¢em koraku promatramo jednadzbe gibanja za operatore na desnoj strani
izraza (H.0.1) te zadrzavamo samo doprinose koji imaju samosuglasnu formu. Pri
tome zamijenjujemo operatore broja elektrona i fonona Fermi-Diracovom i Bose-
Einsteinovom distribucijom. Prvi izraz je

)
ih=Crne_qbq ~ (e (k—a) +hwg)epne_qbq+ > G¥F (=) (Ng+1- fr(k—aq))chine

at L//
(H.0.2)
a drugi

X 8 T
Zha Crik— qbiq (er(k—q)— hwq)CL'k—quLq+ZGLL (_q)(Nq—i_fL’(k_q))CerL”k'

L//

(H.0.3)

Izraze (H.0.2) i (H.0.3) uvrstavamo nazad u (H.0.1). Tada slijedi

[hw — (ep(k) + 21 (k,w))] ¢y = 0, (H.0.4)
gdje je vlastita energija ¥, (k,w) dana standardnim izrazom
E (k w ’GLL/ ’2 Nq+1_fL/(k+Q) Nq+fL’(k+q)
7 hw—ep(k+q)—hwg+in  hw—cp(k+q)+hwg +in)

(H.0.5)

Ovdje se zbog jednostavnosti energije £,(k) mjere relativno prema kemijskom po-
tencijalu p.
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