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EKSPONENCIJALNE ATOMSKE BAZNE FUNKCIJE:
RAZVOJ | PRIMIENA

Sazetak

U ovom radu su sistematizirana osnovna svojstvabalgkihAtomskih Baznih Funkcija
(ABF) te su, koristé analogan pristup, razviiene ABF eksponencijalitipg, do sada
poznate samo na osnovnoj razini. Po prvi put syssx eksponencijalnin ABF detaljno
istrazena te su izvedeni izrazi za t@maavanje vrijednosti funkcije i svih potrebnih
derivacija u proizvoljnoj teéki podruwija kao i neke posebnosti potrebne za njihovu
prakticnu primjenu u obliku pogodnom za nund&n analizu.

U sklopu rada iziden je i programski modul za izt@navanje svih potrebnih veéina
eksponencijalnih ABEime je njihova primjena svedena na razinu korigtdwjrisntke ili
kompajlerske funkcije uklgujuci i vlastitu graféku podrsku.

Prikazani verifikacijski 1D primjeri aproksimacigadane funkcije te primjeri rjeSavanja
diferencijalnih jednadzbi ilustriraju i potsuju prakténu prednost ABF eksponencijalnog
tipa u odnosu na do sada uglavnom koriStene algkebdunkcije, naréito za opisivanje

izrazenih frontova i/ili valova sadrzanih u nuntgdm rjeSenju raztitih tehnickih zad@a.

Klju ¢ne rije¢i: ABF eksponencijalnog tipa, konvolucija, Fourierow@nsformacija,

kompaktni nosg, frekvencija, frontovi
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EXPONENTIAL ATOMIC BASIS FUNCTIONS:
DEVELOPMENT AND APPLICATION

Summary

In this work basic properties of algebraic Atomiass Functions (ABF) are systematized
and, using analogous approach, ABF of exponent,tso far known only at the basic
level, are developed. For the first time the prtpsrof exponential ABFs are thoroughly
investigated and expressions for calculating tHeegand all the necessary derivatives of
the functions in an arbitrary points of the domare developed as well as some special
features required for their practical applicatioraiform suitable for numerical analysis.

A software module for calculating all necessaryueal of the exponential ABFs, including
its own graphics support, is created within thisrkvoThus, the exponential ABF is
prepared to use as users or compiler function.

The presented 1D verification examples of the fimncapproximation and the examples of
solving differential equations illustrate and comfithe practical advantage of the ABFs of
the exponential type in relation to the, so far tiyogsed, algebraic functions, especially
for describing expressed fronts and/or waves coethiin the numerical solutions of

various technical tasks.

Keywords: ABF of exponential type, convolution, Fourier treorsn, compact support,

frequency, fronts
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1.UvOD

1.10p¢enito

Pojava i brzi razvoj sve néaijih elektrontkih ratunala dovela je do mognosti sve
preciznije interpretacije fizikalnih procesa biloj& vrste koji nas svakodnevno okruzuju. To
se naje&e postize Sirokom paletom raznih nunikith metoda.

Poseban zadatak u svim nunikiin metodama je izbor baznih funkcija.

Algebarski i trigopnometrijski polinomi, kao klasie bazne funkcije, imaju veoma dobra
svojstva, kao na primjer svojstvo univerzalnostestrano su izteni kriteriji konvergencije i
ocjene t@nosti trazenih pribliznih rjeSenja. Istovremenonzenjerskog aspekta imaju i niz
nedostataka. Osnovno ogréemje je nefinitnost, Sto ima za posljedicu punurioatsustava
jednadzbi. Te matrice stéesto slabo uvjetovane, a to dovodi do nutherinestabilnosti
postupka, slabe preciznosti rezultata, te veomakamsemine procedure gledano s
numertkog aspekta, [6].

Zbog toga je doslo do razvoja novih baznih funkaijar. spline i wavelet baznih funkcija,
koje posjeduju vazno svojstvo finitnosti ali s deugstrane ne posjeduju svojstvo
univerzalnosti vektorskog prostora te su ograne glatkosti Sto dovodi u pitanje kakuo
aproksimacije jer nag&e neprekinutost derivacija pribliznih rjeSenjaflijkseva predstavlja
fizikalno zna&ajniji rezultat nego sama osnovna varijabla kojaregnatra.

U tom smislu, name se potreba za daljnjim razvojem baznih funkcijatiaZivanjem
njihovih svojstava koja mogu znatno poboljSati keall pribliznih rjeSenja raznih
inzenjerskih problema. Predmet istrazivanja u oshsgrtaciji su finitne bazne funkcije s
kompaktnim nos&ém neogratiene glatkosti koje pripadaju univerzalnom vektorsko

prostoru a koje se nazivaju Atomske Bazne FunKéigF).
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1. Uvod

1.2Pregled dosadasnijih istrazivanja o ABF

Atomske Bazne Funkcije (ABF) su beskona derivabilna finitna rjeSenja funkcionalno

diferencijalnih jednadzbi tipa

M
Ly() =2 Geyax - by) (1.1)
k=1

gdje je L linearni diferencijalni operator s konstantnim fogntima, 4 je skalarna
velicina razltita od nuleC,, su koeficijenti rjeSenjag > 0 je parametar duljine no&afinitne
funkcije, b, su koeficijenti koji odréuju pomake finitnih baznih funkcija.

Tip finitne funkcije iz klase atomskih baznih funjacodreien je izborom operatora u
jednadzbi (1.1). Tako razlikujemo atomske baznedye algebarskog, eksponencijalnog i
trigonometrijskog tipa.

Povijest atomskih baznih funkcija §ginje s radom [41]. V. L. Rv&ev i V. A. Rvaev
1971. godine su dokazali egzistenciju i jedinst@tniinitnog rjeSenja jednadZzbg(x) =
2y(2x +1) — 2y(2x — 1) sa zadanim uvjetima/(0) =1 i supp y(x) =[—1,1]. Ovaj
problem je 1967 g. u Kharkivu postavio ukrajinskhtematéar V. L. Rvaev na seminaru o
problemima primijenjene matematike, a rjeSenje spurtog problema povezano je s
dolaskom prve i najvaznije atomske bazne funkajéx), koja se zbog toga naziva joS i
»,materinska“ atomska bazna funkcija. Zanimljivode je, u istoj 1971. godini, W. Hilberg u
Njemaikoj objavio ¢lanak [20] koji razmatra prakki istu funkciju kao u [41] odnosno,
najjednostavniju atomsku funkcijup(x), ali primijenjenu na rjeSavanje problema
elektrotehnike.

Izraz ,atomska funkcija“ prvi put se pojavijuje 12d@. u [42], a u nekim radovima se
takader nazivaju i ,Rvaeve funkcije” .

Glavni rezultati istrazivanja V. A. Reava i njegovih genika za razdoblje 1971.-1986. g.
o teoriji atomskih funkcija opisane su u [44], §tdjucuje i prikaz znatnog broja nerijeSenih
(u to vrijeme) problema teorije atomskih funkcija.

U literaturi [6], [43], izveden je numeKi povoljniji izraz za izrdunavanje vrijednosti
funkcije up(x), prikladan za njenu praktiu upotrebu u ranalnoj strukturalnoj mehanici,
dok je u [6], [7], [24] napravljen pregled osnovrbhznih funkcija iz klase atomskih baznih
funkcija.

Eksponencijalne atomske bazne funkcije : razvpjimjena 2



1. Uvod

Najjednostavnija atomska funkcip(x) promovirala je i ténost nekih matemakih
istrazivanja u kojima je odmah primjenjivana u niraltolucijskoj analizi kreiranoj pont¢a
beskonano derivabilnih funckija s kompaktnim n@smn, [4].

ABF algebarskog tipa istrazuju sec¢vpreko 45 godina, a tek u novije vrijeme &tje
zasluzenu popularnost. Unatgvojim dobrim aproksimacijskim svojstvima bile slabo
zastupljene u analizama te je broj autora kojeikgristio u svojim numetkim modelima bio
prilicno skroman. Jedan od razloga je zatvorenost ,Kisklki Skole® te jezna barijera.
Drugi je vjerojatnocinjenica da postupci izéanavanja vrijednosti atomskih funkcija u
proizvoljnim tatkama na prvi pogled izgledaju péto slozeno. Méutim, za prakino
rieSavanje inZzenjerskih problema dovoljno je dmraati vrijednosti jedne bazne funkcije u
malom broju téaka a zatim se po odienim formulama brzo i tmo izra&unavaju vrijednosti
svih potrebnih derivacija, integrala, skalarnih qukata odabrane bazne funkcije sa svojim
derivacijama, elementarnim funkcijama, itd.

Atomske bazne funkcije koriste se za rjeSavanjblproa procesuiranja signala [33], [34],
u analizi razkitin problema strukturalne mehanike i matertai fizike [1], [8], [9], [12],
[13], [16], [26], [27], [28], [29], [30], [43], a ahvaljujLti svojim svojstvima veoma uspjesSno
se mogu primijeniti za rjeSavanje 1D i 2D problef8g [10], [11], [24], [25]. Razvijena je i
efikasna adaptivha Fup kolokacijska metoda kojasjgjeSno implementirana u problemima
mehanike fluida i modeliranju rubno-getnih problema [14], [15], [17], [18], [19], [31]32].

U [22] je dan detaljan pregled radova koji koristeomske bazne funkcije u raznim
podrijima poput: matematka analiza, teorija aproksimacije, nundke metode i druga
podritja primijenjene matematike, teldka realizacija zvonolikih funkcija, digitalna obead
signala, teorija antena, rjeSavanje diferencijaljieittnadzbi i rubnih problema matendag
fizike, itd.

Danasnji nivo spoznaja vidljiv iz raspolozivih radosu detaljno obdene algebarske
bazne funkcije, kako klagie i splineovi, tako i atomske bazne funkcije algekog tipa.
Atomske bazne funkcije eksponencijalnog i trigonbijskog tipa razvijene su samo na

osnovnoj razini u [5], [6].

1.3Motivacija

U modernoj numetkoj analizi gotovo se iskligivo koriste algebarske bazne funkcije iako
vecina fizikalnih i inZenjerskih problema nema rjeseng tog vektorskog prostora. U

analiziranju fizikalnih problemaije rjeSenje nije iz klase algebarskih polinomaljg@se

Eksponencijalne atomske bazne funkcije : razvpjimjena 3



1. Uvod

potreba za koriStenjem baznih funkcija kégemai bolje opisati funkciju rjeSenja, odnosno
koja ¢e pripadati tom trazenom vektorskom prostoru. ladkgase biraju bazne funkcije koje
odgovaraju klasi rjeSenjéije probleme rjeSavamo je odavno pribeaa [6], [44], ali se u
praksi rijetko provodila. InZenjerski problemi ujkoa se javljaju veliki lokalni gradijenti i
singulariteti zahtijevaju eksponencijalne bazne kbije. Klasini takvi primjeri su
advektivno-disperzivna (difuzna) jednadzba i jedted provdenja topline koje opisuju
pronos/transfer mase i energije, respektivno, gremdece na popustljivoj podlozi, specijalni
problemi gubitka stabilnosti, itd. Za dobivanje kieginog numekikog rjeSenja takvih
problema pogodno bi bilo koristiti ABF eksponenlrif tipa.

Na osnovi dobrih rezultata postignutih u koriSteABF algebarskog tipa, proizlazi glavna
motivacija za izradu ove disertacije koja ima z§ cazvijanje i istrazivanje osnovnih
svojstava atomskih baznih funkcija eksponencijaltipg te njihovo dovéenje u numeuki

upotrebljiv oblik za rjeSavanje raéiih inzenjerskih zadataka.

1.4Metodologija i o¢ekivani doprinos rada

Iz iskustva je poznato da se odieai fizikalni proces bolje modelira s baznim funkoia
koje su iz klase kao i samo rjeSenje zadanog pmadl®snovni cilj ove disertacije je istraziti
atomske bazne funkcije eksponencijalnog tipa teapak da njihova primjena u numgim
metodama daje bolje i stabilnije priblizno rjeSemd baznih funkcija algebarskog tipa
posebice u skajevima s visokim gradijentima ili ,frontovima“, Kose javljaju kod
zahtjevnih inZenjerskih problema s koncentracijamaalicitog tipa. GGekuje se da bi
spomenute funkcije morale biti pogodne i za primjekod adaptivnih postupaka jer
sazimanjem baznih funkcija istovremeno se pava i frekvencija tako da se konvergencija
postupka postize ponio dva paralelna kriterija izega slijedi da bi se bolja rjeSenja morala

dobiti s daleko manjim brojem baznih funkcija.

Aktivnosti na realizaciji ovog istrazivanja sastgge u izgavanju svojstava atomskih

baznih funkcija eksponencijalnog tipa do nivoa dmag za prakitno koriStenje Sto zia

» Definirati i verificirati svojstva atomskih baznifunkcija eksponencijalnog tipa kao

Sto su derivacije, integrali, momenti funkcija.i sl

* lzraditi osnovni modul za izéanavanje materinske funkcije Eupf),te funkcija
EFup(X,0)
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1. Uvod

* Programski modul za iz¢an podrazumijeva i vlastitu gr&ku podrSku kako bi se

glavni meturezultati neposredno mogli pratiti (Fortran - Viéirstcter)

» Odrediti kriterij za izbor parametra (frekvencije) baznih funkcija
» Testirati mogdnosti praki¢ne primjene navedenih baznih funkcija na 1D primmer

iz razlicitih podruja tehnike.

1.5Prikaz rada

U prvom poglavljudaje se kratak opis problematike izbora baznitkéya u numertkim
metodama te pregled post&gditerature iz podiéja ABF kao i motivacija za izradu radnje, te

su ukratko opisani svi dijelovi rada po poglavljima

U drugom poglavlju prikazana su osnovna svojstva algebarskih i jednste
eksponencijalnih spline funkcija na osnovnoj razinog cjelovitosti rada.

U trecem poglavljudetaljno su prikazana poznata svojstva materiagbarske atomske
bazne funkcijeup(x) kao prve iz klase ABF. Dan je izvod same funkpipazei od poznate
Fourieove transformacije kao i svi izrazi potrelzai definiranje i razvoj materinske ABF

eksponencijalnog tipa.

U cetvrtom poglavljuopisane su algebarske ABFup,(x) kao podloga za razvoj
eksponencijalnih ABF, te su postéij@m izrazima pridruzeni i neki novi izrazi potrebpa
njihovu primjenu u numetkim metodama kao npr. skalarni produkti te modiéioe rubne

funkcije.

U petom poglavljuzvedena je materinska ABF eksponencijalnog fpa(x, w) polazéi
od Fourierove transformacije i teorema konvoluclpiedeni su izrazi potrebni za njenu
prakticnu primjenu poput vrijednosti funkcije i Zeljenogda derivacije u proizvoljnoj i
nos&a, integrali, momenti i sl. a primjena istih pokaaae na primjerima aproksimacije

funkcije.

Analogno ABF algebarskog tipa, 3estom poglavljuzvedeni su koeficijenti za razvoj
ABF funkcija EFup, (x, ) pomau linearne kombinacij€up (x, w) baznih funkcija kao i svi
izrazi potrebni za njihovu praktu primjenu. Opisan je programski modul EFupnM

napravljen u sklopu disertacije za iua istih.
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1. Uvod

Primjena ABF eksponencijalnog tipa je pokazarsedmom poglavljma verifikacijskim
1D primjerima aproksimacije zadane funkcije te peimma rjeSavanja diferencijalnih
jednadzbi. Predstavljena je tzv. trostruka baza apasivanje pribliznog rjeSenja te

multirezolucijski postupak.
U osmom poglavljuznijeti su najvazniji zakljoci rada kao i pravci daljnjih istrazivanja
temeljeni na rezultatima prikazanima u radniji.

Deveto poglavljesadrzi pregled koriStene literature.
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2.SPLINE BAZNE FUNKCIJE

2.1 Uvod

Spline funkcije ili jednostavno splineovi su jedoé@ najpoznatijih i n&ege koristenih
baznih funkcija. Spadaju u klasu finitnih funkckaje su po dijelovima definirane istovrsnom
strukturom. Razlikujemo algebarske, eksponencijalinggonometrijske splineove. Splineovi
koji su po dijelovima algebarski polinomi (sastawij od algebarskih polinoma jednog te istog
stupnjan) nazivaju se algebarski splineowi— tog stupnja. Takder, splineovi koji su po
dijelovima eksponencijalni (trigonometrijski) poimi stupnjan nazivaju se eksponencijalni
(trigonometrijski) splineovi — tog stupnja.

Splineovi se, u odnosu na kl&se bazne funkcije, u prvom redu odlikuju jednostasin
pri formiranju algoritma prikladnog za obradu pamoelektrontkog ratunala. Takder,
splineovi su finitne bazne funkcije Sto, u odnoalklastne bazne funkcije, ima za posljedicu
pojasne matrice sustava i njihovu dobru uvjetovartaitne funkcije su definirane na cijeloj
realnoj osi, a samo na jednom kdnem intervalu su razlite od nul-funkcije. Taj dio realne
0si naziva se nosgsupport).

Nedostatak u odnosu na kkase polinome je neuniverzalnost i ogr&ma glatkost.
Naime, prostor klagnih polinoma je univerzalan u smislu Sto proSirjeapodprostora
dimenzijen na dimenzijun + r ima za posljedicu da su svi elementi polaznog pastpra

>y

sadrzani u proSirenom. ProSirenjem linearnog prastal spline funkcija "rusi" se struktura
elemenata polaznog prostora, jer baza od splinsayanjan + r ne sadrzi spline funkcije

stupnjan.
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2. Spline bazne funkcije

U ovom poglavlju navode se samo osnovna svojstgebalrskih i eksponencijalnih

splineova koja su polazna ili u vezi s atomskimnuazfunkcijama izlozenima u sljeéien

poglavljima.

2.2 Algebarski B-splineovi

Najjednostavniji primjer baznog splinea je algekaspline nultog stupnj&,(¢):

B ={} 7 £l @)
tnace
Cija se Fourierova transformacija dobiva na sl{¢decin
e ite +1/2 sin(t/2)
f@= | Bo@-edg = | 1-cos(e-g)de =002 2.2)
- -1/2
TBO(E)
1.0 P=1.0
-1/2i 0 1/2 E>

support

A fo(t)

\
AN .
2

R n et

Crtez 2.1 Algebarski spline nultog stupnp, (¢) i njegova Fourierova transformacija

L N /\
8 —"6n -4%}\/211

S obzirom daB,(¢) spline u obliku (2.1) ima prekide udt@maé = +1/2, za prakiinu

primjenu moZe se izraziti i u obliku neprekinutenkaije pom@u inverzne Fourierove
.. . . - . . 1 [ed) _ .
transformacije gdje se, djeldjuntegralnim operatoror- f_ooe i€ dt na desnu stranu izraza

(2.2), FT (slika) preslikava u samu funkciju tjalgebarski splind,(x):

By(§) = % Smt(/—tz/z) e~ tdt (2.3)

—00
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2. Spline bazne funkcije

Na crtezu 2.2 prikazan je algebardkj(¢) spline u obliku (2.3) za razlta podruja

integracije.

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

Crtez 2.2 AlgebarskiB, (&) spline u obliku inverzne FT za ragta podrija integracije

AlgebarskiB - splineovin — tog stupnja, za jedidni razmak¢évorova s rasporedom po
zakonué, =k —(n+1)/2,k=0,1,...,n+ 1, mogu se izraziti u sljedem obliku:

n+1

1 n+1 n
Ba®) == ) (~DF - Cliy - (£ + 75—~ k) @4
"k=0 +
gdje suck binomni koeficijenti odréeni sa
e (T _ (n)!
=) =g=orm 29

Na primjer, za bazne splineove nultog, prvog, doguigmeceg stupnja iz (2.4) slijedi:
Bo() = +1/2) - (¢ —1/2)%
Bi(§) =+ Di—2()i + (¢ - D}
By(§) = [(2§ +3)F —3(2§ + 17 +3(2§ — i — (2§ —3)31/8
B3(§) = [ +2)3 -4 + DI +6(HI —4¢ - DI+ —2)%l/6
Na crtezu 2.3 vidljivo je da se na@stunkcije B,,(¢) sastoji odn + 1) -og karakteristinog

(2.6)

odsje&ka i (n + 2) ¢vora, te da je na karakteristom odsjéku [, &,41] polinomn - tog
stupnja. Na primjer, algebarski spline¢eg stupnja ima&etiri karakterisitna odsjéka i pet
¢vorova. Takder se vidi da se povavanjem stupnja splinea p@ava i duljina njegovog
nos&a te kadan — oo duljina noséa tezi u neizmjernost. Koordinatg naziva se tjeme

bazne funkcije te se por&wnje odréduju pomaci po realnoj osi.
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2. Spline bazne funkcije

Za bazne splineovi, (¢) vrijedi Paley-Wienerov teorefd(], tj.

o)

JBn(E)dE < o (2.7)
— 00
A
By(€)
1
: z -
E AE=1.0 7
A
B,(§)
&+l -+l
A il I,
1 o 1 g
AE=1.0 AE=1.0 3
A
- 1B,®
(3-47)
4
(2&+3y (28-3y
8 8
. I I o
3 1 S &
; AE=1.0 AE=1.0 2 AE=1.0 2
A
B,(€)
| (3E+6E%4) (3™ 687+4)
6 6
(E+2)°
6
o I -
-2 -1 2 3
AE=1.0 | AE=1.0 AE=1.0 AE=1.0

Crtez 2.3 Algebarski spli

neovB,(¢),n = 0,1,2,3
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2. Spline bazne funkcije

Na crtezu 2.4 prikazan je algebarski splinetdge stupnjaB;(¢) i njegove prve tri
derivacije. Kubni splineB3(§) je nafe&e koriSten i najbolje izten u smislu aproksimacije
i brojnih primjena. Upotreba niskog stupnja polironsmanjuje rizik od numekog
osciliranja rjeSenja, dok je neprekinutost drugavaeije dovoljna u mnogim aplikacijama.
Posebnost kubnog splinea je izravna veza s problemom savijargdey(zice). Sa crteza 2.4
oc¢igledna je veza derivacija viSeg reda s derivacijuutiog reda, odnosno samom funkcijom
B, ($).

Prva derivacija spline®&;(¢) moze se prikazati u obliku linearne kombinacijéesin i
pomaknutih splineova,(¢). Nadalje, druga derivacija splindgx(é) se moze prikazati u
obliku linearne kombinacije sazetih i pomaknutiHirgova B;(§), i tako redom. Dakle,
i — ta derivacija splinea, (¢) je linearna kombinacija pomaknutih splineda. ;(£).

[

\
B5($)
1.0
; —_— ‘WWW‘ — . >
2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3
B;'($)
104 ~
20 ho 0 ool T2 6
A "
B3"($)
I N B L L L >
2.0 -1.0 | 1.0 2. €
4B;"'(&)
3.0
2.0+
1.0
| 2.0 1,0 0.0 | 110 2.: EV

Crtez 2.4 Bazni splineB;(§) i njegove prve tri derivacije
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2. Spline bazne funkcije

Zahvaljuji&ei toj c¢injenici, bazni splineoviB,({) se mogu izraziti pomia teorema
konvolucije u slijedéem obliku:

o)

Bl = [ Baas —0Bo(0) e (2.8)
ili
Bn(§) = Bp_1($) * Bo(§) = Bo(§) *...x By(§) (2.9)
(n+1) puta

gdje jen stupanj baznog splinea, B (¢) je bazni spline nultog stupnja odem izrazom
(2.1).
S obzirom da je Fourierova transformacija funk&@zene poméau teorema konvolucije

jednaka produktu FElanova konvolucije, slijedi da je F&,,(¢) splinea prema (2.9) jednaka

sint/2 il
= 2.10
7o = ("51) (2.10)
pa je inverzna FB,,(§¢) splinea analogno izrazu (2.3) definirana sa:
B 1 ‘ sint/2 i —itg g 511

Iz (2.9) slijedi da se no&abazne funkcijeB, (§) moze definirati kao unijgn + 1)—og
karakteristtnog odsjéka A¢. Generiranje splinea poréio teorema konvolucije prikazano je

na crtezu 2.5.

Splineovi se ofenito mogu izraziti na viSe tima. U referenci [38] algebarski splineovi
B, () iz izraza (2.4) ozng@ni su sdQ,, , (¢)'. Dakle, umjesto stupnja splinaskoristi se broj
karakteristtnih odsj€akam, te se jedirini pomaci po realnoj osi umjesto preko koordinate
tiemena bazne funkcigg, odreiuju preko indeks lijevog ruba noséa tatke &, .

Takvom nomenklaturom algebarski splineovi za> 0 definiraju se rekurzivnhom

formulom:

) P Sl g e ® (212)

m =B, ( — k- = m— +
G (€) ¢ 2 Sk+m-1 — Sk -1 () Sktm — Sk+1
S obzirom da algebarski splineowrtog stupnja imajum = (n + 1) karakteristénih

odsje&aka, stupanj splineamoze se izraziti preko broja od&a na n&n da jen = m — 1.
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2. Spline bazne funkcije

ABo@ —t) ABo(t)
¢
—
- 10 -1/2 0 1/2 ¢t
\ A
Bo(§—1t) By (t)
—
1.0 1 &t
ABo(s‘ —t) B, (1)
l,,
—
$mewwm HHWDMY>
1.0 -312 -1/2 1/2 312 St

Crtez 2.5 Generiranje baznog splinda(¢) pomau teorema konvolucije

Algebarski spline nultog stupnja je odem izrazom:

Q1x(§) = By (f —%— k) = {1’ Sk < &= S (2.13)

0, inace
Splineovi @, (£) iz (2.12) prema (2.9) mogu se izraziti kao konegum baznih
funkcija Q,(¢) iz (2.13) u obliku:

Qm(€) = Q1(§) *...x Q1($) = Qm-1($) * Q1($) (2.14)

Xm

Rasporedi baznih splineova nult@y ,(£), prvog Q, (&) i drugog stupnjaQs(£) u
kolokacijskim t@kama, Sto formalno odgovara splineoviR\@é — 1/2 — k), B,(§ — 1 — k)
i B,(¢§ —3/2—k) respektivno, prikazani su na crtezu 2.6. Plavonjprhosu ozné&eni
splineovi koji su cijelim nosgem unutar podija, crvenom bojom splineoiiji se nosé
jednim dijelom nalazi izvan podtja (tzv. rubni splineovi), a crnom splinedsiji je nosa
izvan podrdja.

Rubni algebarski splineovi (crveno) na lijevom rymdrwja, tj., zak = —-m+1,..., -1,

se modificiraju na nan da budu definirani samo na dijelu n&sainutar podrtja tako Sto se
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2. Spline bazne funkcije

u izrazu (2.12) uzme da 41 =...= &, = 0. Splineovi kojima je nosaizvan podrdja
[0, N] (crno), crtez 2.6, se nuliraju §.; () = 0.

$Q1x(5) - By(§—1/2—-k)
Q12 Q11 Q10 Qg Qs Q4
k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 3
10249 - B (§-1-k)

¢
1Q5x(8) - B,(§-3/2—-k)
Q3.3 Q32 Q3.1 Q30 Q31 Q32
¢

Crtez 2.6 Rasporedi splineov@, ,(£), Qzx(¢), Q3x(&)

Na primjer, za modificirane algebarske rubne sphetréeg stupnja na lijevom rubu
podritja prikazane na crtezu 2.7 uzima se daéjg =¢_,=¢_,=0 i Q3_1(8) =

Q2-1(8) = Q1 -1(§) = 0 uizrazu (2.12) te se dobiju sljgil&razi:

_(1-93 §ef01]
Qu-5() = { 0, inace
5(762 —18& +12)/4, £ e (0,1]
Q4,—2(€) = (2 - 5)3/4’ E € (1’2]
0, inace (2.15)
(52(18 —11&)/12, &€ (0,1]
0ur(E) = { (783 — 3682 + 548 — 18)/12, & € (1,2]
(3 -8?3/6, £ € (23]
0, inace
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2. Spline bazne funkcije

Q, (&)
MM Qa.x(§)
MMM Q4. (&) modificirani
k=-3-2-1
k=-3 k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3 &

0
3 k=-2 k=-1 k=0

O

Illll"""""
il
!!|I | |

k=1

Crtez 2.7 (Ne)modificirani algebarski splineovi treg stupnja na lijevom rubu podia

1)

Modificirani rubni splineovi na desnom rubu potiuzak=N-m+1,...,N—1
dobiju se translacijom i zrcalnom simetrijom rubsiplineova na lijevom rubu, tj. uzima se
Qmi (&) = Qmi(—=¢ + N). Na crtezu 2.8 prikazan je raspored algebarskiinesp/a drugog

stupnja na podgju [0, N], rubni modificirani (crveno) i unutarnji splineofplavo).

Q5 ($)

Qaj1 Qg Q341

k=0 k=1 k=2 1 kel k=i keit+1 k=i+2 k=i+3 1]

Crtez 2.8 Raspored algebarskih splineova drugog stupnja
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2. Spline bazne funkcije

Cinjenica da vektorski prostotiji su elementi splineovi odabranog stupnja ne Hadr
splineove nizih stupnjeva ima za posljedicu neuz@most prostora. Posljedica
neuniverzalnosti prostora je ta da matrica sustat@g reda nije sadrzana u matrici sustava

(n + 1)-og reda Sto je nedostatak splineova u odnosuasEhé bazne funkcije.

2.3 Primjer 1
Trazi se priblizno rjeSenje jednadzbe
LE0 4 fe =0
— X) =
dx? (2.16)

u(0) = u(1) =0.0
na intervalu(0,1) gdje jef (x) zadana funkcija:

) = {—16.0, 2a 0 <x<05
B 0.0, za 0.5<x<1

Tocno rjeSenje glasi:

()_{Zx(3—4x), za 0 <x<0.5
Y521 -%), za05<x<1

Na crtezu 2.9 prikazana je usporedbénty rjeSenja s pribliznim rjeSenjima dobivenim
algebarskim i trigonometrijskim polinomima te sjifunkcijama.

Poznato je da primjena algebarskih i trigonomeditijgolinoma kao baznih funkcija kod
rjeSavanja zada na nepravilnim podgjima gotovo nije mogéa. Osim toga, matrica sustava
za bazu od klagnih baznih funkcija je puna i loSe uvjetovana §je pogodno za numeiku
obradu. Splineovi, zbog posjedovanja svojstva riwsti, s numetkog aspekta imaju niz
prednosti u odnosu na klase bazne funkcije.

Najbolje priblizno rjeSenje daju trigonometrijskiolmomi, mefutim na 2D i 3D
podrwjima nisu primjenjivi tako da se njihova izvanredmsaojstva ortogonalnosti i
univerzalnosti ofenito ne mogu iskoristiti. Spline funkcije, iako ate s minimalnom
glatkosti, u tiemenima pojedinog baznog splineai dajno rieSenje. Izm#& tjemena dvaju
susjednih baznih splineova priblizno rjeSenje inmatkpst splinea tako da se na bolje
priblizenje moze utjecati progéisanjem baznih splineova ili izborom baznih splinewee

glatkosti.
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2. Spline bazne funkcije

1.25 4
f(x)
1.00 1 1
N 0.0 0.5 10 x
NN
(NG
0.75 - N\
N
o N <
analiticko rjieSenje \\ N
050 ~ dvije bazne funkcije AT N
Yy A . " Algebarski polinomi N\ N
JH S e tri bazne funkcije NN
i dvije bazne funkcije NN
0 —_————— . P f . AN ‘\.
025 1 /,/’I/// o tri bazne funkcije } Trigonometrijski polinomi \\ \.\\
it dvije bazne funkcije SN )
. ~ N
/ _____________________ tri bazne funkcije } Spline By(x) S~ N
# \\\
0.00 ‘ ‘ ‘ Y >
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 X

Crtez 2.9 Usporedba rjeSenja dobivena s rétiin baznim funkcijama

2.4 Eksponencijalni E-splineovi

U numerékom modeliranju sve se viSe javlja potreba za mouwbaznim funkcijama.
Eksponencijalni bazni splineowi,, (¢, w) zadrzavaju v@nu svojstava algebarskih baznih
splineova B, (¢), a ovisnost o parametru sazimanja ili frekvengijidaje im neka nova
svojstva. Za razne vrijednosti parametrasplineoviE,, (¢, w) imaju otklon u pozitivnom ili
negativnom smjeru, Sto ihni fleksibilnijima od algebarskih splineova, a g#mefikasnijim u
aproksimacijskom smislu. Metim, njihovu prakiénu primjenu uvelike je ogratilo to Sto
nema jedinstvenog kriterija za odabir parametrainsafja w U interpolacijama i
aproksimacijama. Mnogi radovi dali su razne algoeitza izbor parametka (npr. [21], [35-
39]), meiutim, to je i dalje ostalo uglavhom otvoreno piean{J nastavku se daje kratak
pregled jedne vrste eksponencijalnih splinef38&j.

E -splineovi su glatke funkcije, po dijelovima sadjiene od eksponencijalnih funkcija i
algebarskih polinoma s neprekinutim derivacijamaullpucivo redan — 1. Najjednostavniji
primjer eksponencijalnog splinea, eksponencijaiting nultog stupnj&, (¢, w), prikazan je

na crtezu 2.10.

Eksponencijalne atomske baze funkcije: razvoj i primjena 17



2. Spline bazne funkcije

}Efw 8 =ce

-h/2 0 h2 g

Crtez 2.10 Eksponencijalni spline nultog stuprjg(¢, o)

Koeficijent ¢ odreiuje se iz normirnog uvjeta, tj. bazni eksponengijasplineovi
zadovoljavaju Paley-Wienerov teorem u obliku:
c- fEO(f,w) dé =1 (2.17)

w~ew/2

1z (2.17) slijedi da jer = 25—

Dakle, eksponencijalni spline nultog stupnja wlieén

naintervalu—1/2,1/2] je jednak

w - ew/z "
B w)={Go-1 ¢ + 7@ ¢€l71/2,1/2] (2.18)
0, inace
U nastavku se koriste oznake prema literaturi [B8]izraz (2.18) postaje
w-e®/(e®—1), za &€ (01]
— ’ ’ 2.1
AR e (O] 2.19)
dok se eksponencijalni splineovi za> 1 mogu izraziti u slijedém obliku:
1< o
Ems1c(§ ) = w_mZ(_l)] CmE1jesj (€, ) —
(2.20)

j=0
1L T i +1—1 l
et (] —
ew_lzg ;(_1) o (g +ewj_1)<zm_j,k+l<f>>
j= =

gdje jem broj karakteristinin odsj€aka, ak indeks lijevog ruba nosa tatke é,.
Eksponencijalni splineovi se po analogiji s algskan splineovima mogu definirati

pomdaiu teorema konvolucije, crtez 2.11:

En(§ w) = Q1(8) *.. % Q1(§) * E1(§, w) (2.21)

X(m—1)

Sljedee rekurzivne formule izravna su posljedica (2.21)
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2. Spline bazne funkcije

Em(§ w) = Q1(§) * Epp-1(§, w) (2.23)
Fourierova transformacija eksponencijalnog splifgaé, w) je prema izrazu (2.21)

odrelena izrazom

f @ sh(w/2 +it)2) (sint/2\" " (2.24)
m()_Zsh(w/Z) w/2 +it/2 t/2 '
—t
A0:(& ; A By o6, )
1.0
] OISW“WM
10 L e e B
10 5 0.0 1.0 2.0 3.0 40 &t
| YOLCEaR)) E, o(t, )
1.0
> 05
<_>1-0‘ ‘“OTO“‘1.1.10“‘2‘1.’0“‘35“‘4‘.0‘5';
L} Ql (f - t) E3 O(tJ (l))
1.0
> 05
10‘“‘x“‘r“‘r““r“‘\‘=
10 o 0.0 1.0 2.0 3.0 40 &t
“ Ql (f - t) E4 O(t' CU)
1.0
o MWWWWMM
10““!“"1’“‘7“"1’“7_7":
10 5 0.0 1.0 2.0 3.0 40 &t

Crtez 2.11 Generiranje,,+1 (£, w) splinea poméu teorema konvolucije

Za granéne vrijednosti parameti@ vrijedi:

» kada parametaw tezi nuli, eksponencijalni splineovi teze odgoyaden algebarskim

splineovima tj.

({)i_r)% Em(f; (‘)) = Qm(f) (225)
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2. Spline bazne funkcije

» kada parametan tezi u—oo, eksponencijalni splineovi svode se na algebarskgdan

nizeg stupnja tj.

wl_ér_noo Em(f: (‘)) = Qm—l(f) (226)
a) 107 o b) 1.0
m=1 |
0.751 — m=2 0.75-

— m=4

0.5 0.5
0.25 0.25
o 1 2 3 4 0

Crtez 2.12 Eksponencijalni splineovi za a)= 0, b)w = —1

1.0+

b)

o

0.75+

gegegeege
oo
SINT YN

0.5

0.25+

0 | 1 | 2 | 3
Crtez 2.13 Eksponencijalni splineovi a) prvog i b) drugog stjgpza razlite vrijednosti

parametrav

Na crtezu 2.14 prikazan je eksponencijalni splieéeq stupnjeE, (¢, w) i njegove prve
cetiri derivacije. Sa crteza jeigledna veza derivacija viSeg reda s derivacijorttogureda,
odnosno samom funkcijod, , (£, w). Analogno algebarskim splineovima vrijedi dd je ta
derivacija splineak,,(¢,w) linearna kombinacija pomaknutih splineo¥s,_;(¢, w), i =
0,..,m-—1.
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2. Spline bazne funkcije

TEA;,O ¢ w)

e O e ;

0.0 1.0 2.0 3.0 40 ¢

z{o(f w)

00 10 W ‘4.0?

40 E(‘))
MWHW%"HM -
iy‘ 30 40

1.

Ef ()

N
I

bES (€, )

A -
OWl 2|0 3.0 4.05

Crtez 2.14 Eksponencijalni spline téeg stupnja i njegove pryetiri derivacije

Na crtezu 2.15 prikazani su rasporedi baznih spliaeultogE; x (¢, w), prvogE, (¢, w) i
drugog stupnjés (¢, w) koji formiraju baze vektorskih prostora ekspongigih splineova
na intervalu[0, N]. Plavo su ozngni splineovi koji su cijelim nogam unutar podrija,

crveno splineovtiji se nosé jednim dijelom nalazi izvan podfja (rubni splineovi), a crno
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2. Spline bazne funkcije

El,k (E! (IJ)

1,-2 1,1 1,2

k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 3

\J

3
4 E3,k (5! (A))
s B3 Bz Eso Es1 Eso Es3
k=-2 k=-1 K=0 k=1 k=2 k=3 k=4 3

Crtez 2.15 Eksponencijalni splineow,, 1 x (¢, w) nultog, prvog i drugog stupnja za= —5

S obzirom da su eksponencijalni splineovi opisaanvolucijom (2.21) - (2.23) za
konstrukciju modificiranih eksponencijalnih rubngplineova koriste se modificirani rubni
algebarski splineovi. Rubni eksponencijalni splivieprvog E, (¢, w) i drugog stupnja
E;3 (& w), su samo dijelovi odgovardjeg ne-modificiranog rubnog splinea koji pripadaju
podruwju. Modifikacija eksponencijalnih splineova na ruboa pdinje sa splineom téeg
stupnjam = 4, s obzirom da je odden algebarskim splineom drugog stupnja, najnizeg
stupnja algebarskih splineova koji se modificiragurubu:

-1 1 ev¢V

E, 3 w) = ewe_ 1{(5 - 1%+ — e (01]
0, £e (0]
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2. Spline bazne funkcije

¢-n 1 3.82 (1-28) 2 _e®¢-D
1 —E -1 - ———— e (25— T 37)' £ € (0,1]
Ey 2 w) =— Wf(G=27 (-2) 1 oG
v i ( 2 + 2 +F_ w2 >' §e(12]
0, £¢(02]
( 382 (1-28) 2 (& & 1 _ev¢D
—2§+T— > +F+€ (34‘5—?—3 o2 >, & e (0,1]
-2 (-2 1 [ e’C? 1 (3-28) 2
o= 2 ——te (3 St - DR 5+ _E>' £e12]
Wwf(G=3)7 (-3 1 ot
e ( ATt ) § € (23]
0, §¢ (03]

Rubni splineovi na desnom rubu pogjeudobivaju se zrcalnom simetrijom lijeve strane
rubnih splineova, tj. uzima &, ;. (¢, w) = E; x (= (¢ = N), —w).

Na crtezu 2.16 prikazani su modificirani rubni etsencijalni splineovi tr@eg stupnja
E (), k=-1,-2,—3 dok su na crtezu 2.17 prikazani eksponencijalniinepvi
E, k(& w) u podrdju (unutarnji) te na lijevom i desnom rubu (rubpipdrija (0, N] za

w = —5.

E, & w)
1.0 [ E,yE o
M EaxE » modificirani
0.5 k=-3,-2,-1
0 O O—O—>
k=-3 k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3 g
lEco
1.0
N N
W—{}M”"WH’ \\M
O OO
k=-3 k=-2 k=-1 k=0 k=1 k=2 k=3 g

Crtez 2.16 (Ne)modificirani eksponencijalni splineovE, (¢, w) na lijevom rubt

podritja zaw = —5
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2. Spline bazne funkcije

A
E4.k(f' (D)
1.2
E
1.0} 43 E
| By, 4t Ean3 4N-1
[/ \ E \
AN/ / 4N-2
el 11 Vi / Fao Ean Eagin Eai  Eain \\ \ \
\“ / ™ /'-\
VX AN
06| / \ \
0.4/ ‘
02| > ><
iy, /IN A
0.0- gL A1 ),
0 k=l k=2 k=3 || k=il k=i ksl kei+2  k=i+3 || k=N-3  k=N-2  k=N-l  ksN &
0.2

Crtez 2.17 Rubni eksponencijalni splineovi i eksponencijalplirseovi u podrdju zaw = —5

2.5 Primjer 2

Ponovo se rjeSava primjer (2.16) tako da se zalifmib rjeSenje koristi linearna
kombinacija eksponencijalnih splineova prvog staghj(x, ).

Primjer se rjeSava metodom kolokacije 1za= 4 i n = 8 karakteristinih odsj€aka. S
obzirom da ne postoji univerzalni kriterij za izparametraw, isti je dobiven numetkim
eksperimentom i iznogh = —4.

Na crtezu 2.18 prikazana je usporedba priblizne§emja dobivenog eksponencijalnim
splineovima E,(x,—4) sa t@&nim rjeSenjem kao i pribliznim rjeSenjem dobivenim

algebarskinB; (x) = Q,(x) splineovima.

1.5 T T T T T T T T T 15

025 1 1 1 1 1 1 1 1 1 025 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.125 0 0.125 0.25 0375 05 0625 0.75 0875 1 1.125 -0.125 0 0.125 0.25 0375 05 0.625 0.75 0.875 1 1.125

X X
Crtez 2.18 Usporedba ttnog rjeSenja problem@.16) sa pribliznim rjeSenjima dobivenim

eksponencijalnink, (x, —4) i algebarskinQ, (x) splineovima
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2. Spline bazne funkcije

Bolje priblizno rjeSenje na dijelu gdje &mo rjeSenje odgovara algebarskom polinomu
drugog stupnja daju eksponencijalni splineow,(x,w) upravo zbog svojstva
~prilagodljivosti“ koje mu omogtiava parametaw, dok na dijelu gdje je tmo rjeSenje
polinom prvog stupnja bolje rjeSenje daju algebiaBk(x) = Q,(x) splineovi Sto je i

ocekivano s obzirom da onidno razvijaju polinom prvog stupnja.
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3.ALGEBARSKE ATOMSKE BAZNE FUNKCIJE UP

3.1 Definiranje i osnovna svojstva funkcije upf)

Zajedntka karakteristika svih ABF je moguost efektne konstrukcije njihoourierove
Transformacije FT (slike). Iz FT mogu se iamaati vrijednosti funkcije (originala), ali
takaier i sve poméne veltine potrebne za prakhu primjenu funkcije. Prva iz klase
atomskih baznih funkcija je funkcijap(¢). U nastavku se pokazuje konstrukcija njene FT
koriste&li stanovite skinosti s poznatim B- splineovima opisanima u Pogla®]

Poznavajti B, (&) spline u obliku (2.1)

(1 za §€[-1/2,1/2]
B ={, I . (3.1)
i njegovu FTf,(t) (2.2)
+o0 +1/2
. . i 2
fi© = [ Bo©)- e = f/ 1-e‘“‘df=smt%) (3.2)

moze se konstruirati algebarski spliBg(¢) proizvoljnog stupnjan, te njegova FTf,(t) u

sljed&em obliku:

B, (§) = Bo(&) * By (&) * ...* By (&)

n+1
fu@® = fo@®) - fo®) .- fo®) (3.3)

n+1

FunkcijaB, (¢) odgovara konvolucij{n + 1)og splinea nultog stupnja, (), pa je njezin

nos& unija nosaa svih faktora u konvoluciji pojeditae duljineh, = 1:
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3. Algebarske atomske bazne funkcije up

h,=Mm+1)-h (3.4)
Ocigledno, s porastom stupnja polinomaaste i duljina nosa funkcije B, (¢) te kada
n — oo | pripadajéa duljina noséa h,, — oo.
Za funkcijuup(¢) u [7] koristen je modificirani oblik izraza (3.3)a n&in da seB,(¢)
sazme na polovicu duljine nasa(h,/2) i tako dobije drugilan konvolucije, zatim se on

sazima na polovicu svoje duljine noaah,/4) te tako dobije tré ¢lan konvolucije i tako

redom:
up (&) = Bo(&) * By(28) * ...x By(25&) * ... % By(2°¢) (3.5)
A
é 1
! Ao
: ° Pic = Bo(2"9)
E 2.0 ¢ .
! 0 -112 12 &t
4.0 1 - =
| hogo,
(] o,
14 1.0 -3/4 -1/4 1/4 3/4 1.0 &t
o o,
- HHWWMM
T T T (a— (— T — {— — | T T
-1.0-7/8 -5/8 -3/8 1/8 1/8 3/8 5/8 7/8 1.0 f; t
A A A

] bo m, o,

32.(;' N oo r N .
|l el Iy
T I T T T T"r\'ﬂl“ - I I e I\“P]]?”TT'H—!—!—!—!—!—!—P
|nm3 5 1</>32 116 516 -11/16  -7/16 -3/16 -1/16 1/16 3/16 7116 116 1516 £t
A
up(€)
-1? 0.0 To VE

Crtez 3.1 Generiranje funkcijep (&) pomau teorema konvolucije
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3. Algebarske atomske bazne funkcije up

Iz Paley-Wienerovog teorema [40] u obnggj By(2k&)dé = 1, slijedi da se ordinate

svakog sljedéegclana u (3.5) udvosttwiju:
By(2%) = {Zk za §E[=275 2770 01w (3.6)
0 inace
Dakle, funkcijaup(¢) dobije se konvolucijom beskotreog broja algebarskih splineova
nultog stupnja (3.6) saZetih na duljinu n&sa* s ordinatama valine 2* kako je prikazano
na crtezu 3.1. Prema tome je i nb$ankcije up(¢) unija neizmjerno mnogo no&aclanova

iz konvolucije (3.5), a ipak je njegova duljina la&dna, tj.

o)

M= x=2 =  suppup(®)=[-11] (3.7)

N

Radi se o kompakthom ndsg te je u [6] dokazano da se duljina n@sanoze prikazati
kao mjera skupa svih binarno racionalniltaka 2%, dok sve ostale tie nosda tipa
+1/3,+4/7,+~2/2, +m/8, itd. tvore skugija je mjera -prazan skup

Posljedica uzastopnog sazimanja polazBg(f) splinea na polovicu prethodne duljine je
pove’anje stupnja algebarskog polinoma ali uz zadrzaasyih prethodnih stupnjeva
polinomakao Sto je vidljivo na crtezu 3.1.

Fourierova transformacija osnovne atomske funkap€é) prema (3.2), (3.3) i (3.5)

odgovara produktu beskatrag broja Fourierovih transformacija faktora koruje

[oe)

in(t/2/
Fo(t) = n% (3.8)

j=1

Na crtezu 3.2 prikazana je funkcija($) i njena Fourierova transformacija.

up@)
5 1 67 1 67 1 5
0 2 72 72 2 72 0
-1 075  -05  -0.25 0 025 05 0.75 1 Z
F®
1.0
-8n 6n An —"2n 2m~—" 41t 61 81 t =

Crtez 3.2 Funkcijaup(¢) i njena Fourierova transformacija
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3. Algebarske atomske bazne funkcije up

Koristeti izraz (3.8) numetkim postupcima mogu se@riblizno odrediti vrijednosti

funkcije up (&) i njezinih derivacija pomiu formule

10
up(6) = o j e~ - Fy()dt (3.9)

Medutim, na skupu binarno racionalnit&ka
épp=—1+k-2"" mneN, k=1,..,2"" (3.10)
vrijednosti funkcijeup(£) i njenih derivacija mogu se odrediti u obliku @talnih brojeva —
dakle tocno. U ostalim tékama noséa vrijednosti funkcije izréunavaju se s tmosti
racunala.

O ABF up(¢) moze se govoriti kao o savrSenom spline-u kojpgskonaan broj puta
derivabilan a ipak u niti jednoj &i svoga nosé&a nije analittka funkcija. Takder njegova
finitnost je izrazenija nego kod spline funkcijaglatkost je manja nego kod klasih baznih
funkcija, kao Sto su algebarski i trigonometrijpkilinomi.

Materinska ABF up(¢) zadrzava dobro svojstvo finitnosti B-splineova, takader
posjeduje vazno svojstvo algebarskih i trigononsiith polinoma a to je univerzalnost

vektorskog prostor& P kojega one tvore.

3.2 Karakteristi¢éne i binarno racionalne tatke funkcije up(g)

Nosa& funkcije up(§) sastavljen je od dva karakterésta odsjeéka jedintne duljine
A&, = 2° = 1. Karakteristéne take &, su rubne téke karakteristinin odsjéaka.

@ Kkarakteristicne tocke
- karakteristicni odsjecci

b | & I b
s 5 :
1 A%, 0 AE, g

Skup binarno racionalnih ¢aka zadane guste na nosé& funkcije up(¢) odreien je sa

(3.10). Binarno racionalne ke féﬁ) su t@&ke u kojima se vrijednost funkcijep($) i

vrijednost prvihn derivacija izréunavaju téno u obliku racionalnog broja. U ostalim
tockama nos& navedene vrijednosti funkcije iZztamavaju se s tmosti r&unala, odnosno
tocnost je u funkciji mogénosti prikaza vrijednosti koordinate odabrangou bazi s kojom

racunalo radi. Pom&u n je odréen razmak binarno racionalnincka na nosa funkcije

up($)

Eksponencijalne atomske bazne funkcije : razvpjimjena 29



3. Algebarske atomske bazne funkcije up

A&, =270 (3.11)
Na primjer, zan = 2 razmak binarno racionalnihdaka je1/4. U tom sli&aju, na cijelom
nosa&u funkcijeup(x), odnosno z& € [—1, 1], ima 2"™*! binarno racionalnih taka.

PolozZaj téaka na nosau funkcijeup(é) zan = 2 prema (3.10) je sljiede

&r=—1+k-27%2 neN, k=0,..,2%

E?Lz) 2(22) 2(82)

[0] [} (o] (<] (<] (<] (<] (5] (5] [ (3 12)
-1 .3 2 1 0 1 2 3 1 &

! 4 4 4 4 4 4

08,727

Derivacije funkcijeup(¢) stupnja véeg odn u binarno racionalnim t&ama imaju
vrijednost nula. To zrada je Taylorov razvoj u tim tdkama kon#&an i da se funkcijap($)
u binarno racionalnim t&kama podudara s polinomom stupmnjasto je vidljivo i na crtezu
3.1

3.3 Funkcionalno diferencijalna jednadzba za funkgu up(¥)

Fourierova transformacija u obliku (3.8) moZe sevpsti u drugi oblik prikladniji za

opisivanje svojstava funkcijep(¢). Iz (3.8) izr&una seF,(t/2) i zatim se jednadzba (3.8)

podijeli tako da se lijeva strana podijelf(t/2), a desna B[52, S""t(/fz/f’)
sin(t/2)
Fo(t) = 7 Fo(t/2) (3.13)

Iz FT funkcije up(é) napisane u obliku (3.13) vidljivo je da ona posjedsvojstvo
drobljenja, odnosno da je u svakom njezinom dijgddlrzana cijela funkcija (holografski
efekt).

Ako se u (3.13) uvrsti zain(t/2) = (e't/? — e~*/2)/(2i) i tako dobivena jednadzba
pomnozi S(—1), nakon sréivanja sljedi
—it - Fo(t) = et/2 - Fy(t/2) — e /2 - Fy(t/2) (3.14)
Primjenom operatora inverzne F(I;infjozo e“'tfdf) na sveclanove jednadzbe (3.14),
dobiva se funkcionalno diferencijalna jednadzba ABFE¢) u kon&nom obliku

up’'(§) =2 -upRé+1)—2-up(2§ -1) (3.15)
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3. Algebarske atomske bazne funkcije up

Opcenito na lijevoj strani jednadzbe (3.15) je linealifierencijalni operator s konstantnim

koeficijentima, a na desnoj strani se nalazi linaakombinacija sazetih i pomaknutih ABF

up($).

b up (8)
1.0
& | & 1] €t
1.25 1 0.75 0.5 0.25 0 0.25 0.5 075 1 1%
AE=1.0 AE=1.0
up'(€)
2.0
-1.‘25 ?1 0.75 0.5 0.25 'O b.25 0.5 0 ¢ 1 1%5

Crtez 3.3 Funkcijaup(§) i njena prva derivacija

Na crtezu 3.3 prikazana je funkciig(¢) i njena prva derivacija. Vidljivo je da se radi o
parnoj funkciji i da joj je nosasupp(up(¢)) = [—1,1] sastavljen od dva karakterista
odsjeka A¢, jedinicne duljine.

Vrijednost u ishodiStup (0) = 1 je posljedica izbora normirnog uvjeta, kojim je@ttna
vrijednost integralaf_"tio up(é) dé = f_ll up(¢) dé =1 u podruju originala ili vrijednost FT
u ishodistuF,(0) = 1 u podruju slike.

Karakteristéni odsj&ak A, je dio nos#a na kojemu se mozectm prikazati polinom O.-
tog stupnja linearnom kombinacijom baznih funkcija(é) metusobno pomaknutih za

duljinu karakteristinog odsjéka.

3.4 Derivacije i integrali funkcije up(g)

Prva derivacija funkcijeup(¢) slijedi iz njene funkcionalno diferencijalne jedizbe
(3.15), a moze se prikazati kao linearna kombiagogmaknute i sazete same funkaijg¢).

Deriviranjem osnovne jednadzbe (3.15) dobiva se
up" () =4-up'E+1)—4-up'(2€ - 1) (3.16)
Zamjenom prve derivacije funkcipp(¢) u izrazu (3.16) s polaznom jednadZzbom (3.15), i

druga derivacija se taker moze prikazati kao linearna kombinacija sazepomaknute

funkcijeup (&)
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up”'(§) =8-up(4é+3)—8-up(4é+1)—8-up(4é —1) + 8- up(4¢ — 3) (3.17)
Nastavljanjem postupka deriviranja i zamjene preivécije iz osnovne jednadzbe,
dobiva se ofi izraz za derivacijun -tog stupnja [6], [43]
2m

up™(§) = 2Cm+1 Z O -up QME+2M+1-2k) , meN (3.18)
k=1

gdje suC?,, = m(m+ 1)/2 binomni koeficijenti, a5, su koeficijenti koji imaju vrijednost
+1 i odreiuju predznak pojedinog pribrojnika mijenjajuse po sljed@m rekurzivnim
formulama
Sp1=0r , Sy =-8, , keN , & =1 (3.19)
Na crtezu 3.4 prikazana je funkcy@(¢) i njene prvetetiri i sedma derivacija. Vidi se da

su derivacije sastavljene od funkcijg(¢) “sazete” na odsjak duljine 2 ™*1 i kojoj su

ordinate “rastegnute” s faktoroBfm+, Derivacija funkcijeup(§) visokog stupnja kada
m — oo postaje niZiiji pojedini ¢lan tezi Diracovoj funkciji.
Integral funkcijeup(é) u granicama od-o do ¢ € (—o, 1] takaier slijedi iz osnovne
jednadzbe (3.15), a odien je izrazom, [6]:
¢
& 1
WO = [ w©ds=up(3-3) (320)
Za ¢ > 1 funkcija integralal;(¢) je jedingni polinom nultog stupnja. Integriranjem

jednadzbe (3.20) dobiva se drugi integral funkepéé)

¢
L) = f up (g—%) dé =2 up (g—g) (3.21)

Nastavljanjem postupka slijedi &ie opcenitom -ti integral:
[n(§) = 26h -up (2ME—14+2"™) , meN (3.22)
Dakle, integral funkcijeup(¢) bilo kojeg reda u granicama odo -do é € (—oo, 1]
odgovara funkcijiup(¢) koja je po osi apscise rastegnuta2faputa véu duljinu nosaa i

koja je pomaknuta tako da je prv&hka nosda u t@ki & = —1.

Prva tri integrala funkcijap(¢) prikazana su na crtezu 3.5.
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67/72
1/2
00 5/72
[ i | -
1.0 -05 10 '3
0
b1,(6) 0
67/72 1.0
1/2
00 5/72 ‘
| 1 I
1.0 05 0.0 05 10 3
10
b1,(6)
1.0
5436
0.0 - ———]
| |
1.0 00 10 '3
13(%)
2[]
5/9
- 1/36 3
| | | -
1.0 0.0 10 I3

Crtez 3.5 Funkcijaup(§) i prva tri integrala

3.5 Momenti funkcije up(€). Skalarni produkt polinoma i funkcije up(g)

Momenti s parnim indeksom funkcijep (§) na virtualnom podrju (neparni momenti su

jednaki nuli zbog parnosti funkcije)

1
Gox = j £26 up(©) dE , keEN (3.23)

-1
mogu se izr&unati po sljedéoj formuli izvedenoj u [6], [43]

k
o (2k)! Azk—21
2k 22k — 1 L1 (2k 2D 2L+ DY

kKEN ; ay=1 (3.24)

Poma@ni momenti, odnosno skalarni produkti polinogt&, m € N i funkcije up(¢) na

pozitivnoj polovici virtualnog nosa, su

1
b,, = f EM-up(€)dé, meN (3.25)
0

Kako je funkcijaup(¢) parna, usporivanjem izraza (3.23) i (3.25) slijedi
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bZk =-ayk , keN (326)

1.0 0.0 EV
virtualno podrdje integracije
Crtez 3.6 Parni momenti,,
Za pozitivne neparne indekse, prema (3.25) kaii$B24), dobiva se
k+1
bak+1 = : Z Gze Cilerry 5 KEN
. 22k+3 + ’
(k+1)- 2545 £ (3.27)

b_; =1 (po definiciji)
Na negativnoj polovici virtualnog no&apoma@ni momentib,, Su negativnog predznaka.

A
up(&)
1.0

Crtez 3.7 Pomani momenti b,

Za prakténo koristenje potrebno je odrediti skalarni prodgktinomaé™, m € N i
funkcijeup (&) na virtualnom karakterigthom odsjéku A&, = [ k27", (k + 1)27"]

—-1+(k+1)/2™

Myire(n,m, k) = f &m. up(f —1+k2™™)dé ; nnmeN (3.28)

—1+k/2™

Eksponencijalne atomske bazne funkcije : razvpjimjena 35



3. Algebarske atomske bazne funkcije up

gdje n odreiuje duljinu karakteristihog odsjeka A4¢,, k=0,..,2""1 —1 indeks
karakteristtnog odsjéka gledano s lijevog kraja nasaprema desnom, dok ja stupan;
polinoma u skalarnom produktu.

Uzastopnim parcijalnim integriranjem desne stramaza (3.28\n + 1) puta uz potrebne

zamjene, integral u (3.28) moze se napisati uaigrd obliku
n
m! up®O(—=1+ (k+1)27™)
Muire(nm, k) = W{z(_l)l A+ m+ 1)i2n
=0

m+n+1
(G ki e :E: A2(m+n+1-i)
2(m+1)+n(n+1)/2 dm+n+1-10)!

(3.29)

+
i=0

gdje sudy 4, koeficijenti odréeni izrazom (3.19), @;(m4n+1-1 SU parni momenti definirani

izrazom (3.24).

VIRTUALNO PODRUCJE

up§-1+w2%

Em
1 +1
| ; : ; . ; " | o ZN 2" | 2" | & -
kz_n >: : mqe integracije
(k+1) 270 N

A ;E

Up(x/ 2nAxn) (r;l)

REALNO PODRWJE E

g ;

<

>

z

[

m

(x- k &, J'
2 ax, ol -‘,,,w.,,,,,,,,,, .
T | | ‘ ? |
DXy ! Dxg ! Axp! AxgY DXy Am Ay ! Ay ! :

= | podrucje integracije
|

(k+1)Ax, |

Crtez 3.8 Skalarni produkt polinoma i funkcipep (x) na virtualnom i realnom podju

Skalarni produkt polinomax™, m € N i funkcije up(x) na realnom podgju na

karakteristthom odsjeéku proizvoljne duljineAx,, moZe se napisati kao
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(k+1)/2™
_ X
My oqy(n,m, k) = f (x = k2-™)™ - up (Z"Axn) dx ; nmeN (3.30)
kj2m
Primjenom odgovaragih supstitucija (3.30) postaje
—1+(k+1)/2™
Myeqi(n,m, k) = (2"Ax,)™? f (E+1— k2™ up(&) dé (3.31)
—1+k/27
odnosno
m
M, ot (n,m, k) = (27A2,)™*1 2(1 — k27 Cly - Myge(n,m — L) (3.32)

gdje su C}, binomni koeficijenti, aM,;,.(n,m — 1, k) skalarni produkti na virtualnom

karakteristtnom odsjeéku 4¢,, definirani izrazom (3.29).

3.6 Vrijednost funkcije up(€) u binarno racionalnoj tocki

U literaturi [6], [43] izveden je numeiki povoljniji izraz za izrgunavanje vrijednosti
funkcije up(¢) u binarno racionalnoj t&i x,,

[n/2]
8 > C2-2k—)+ D" ay (3.33)

1 £=0

2 nn+1)/2
up (fbr) -

'Mw

J
gdje sud; koeficijenti koji imaju ulogu predznaka prema na(3.19), CZ su binomni
koeficijenti, a,, su parni momenti funkcijeip(§) odreieni sa (3.24), a uglate zagrade u
izrazu[n/2] ozn&avaju najvéu cjelobrojnu vrijednost razlomka unutar zagrada.

U binarno racionalnoj t&ki & = —1 + 27", izraz (3.33) moze se jednostavnije napisati

— bn—l
up (1+2™") = D2 (= 1)1 n=0,1,.. (3.34)

gdje je pomoéni momentb,,_; odreien izrazom (3.27). UvrStavanjem (3.34) iograz za
derivaciju funkcijeup(¢) (3.18) dobiva se vrijednost derivacije funkcy@(é) u binarno
racionalnoj téki & = -1+ 27"

9 -n(n-2£-1)/2

up®(=1+2™") = ICEYED

bypy (3.35)
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3.7 Vrijednost funkcije up(€) u proizvoljnoj to ¢ki
S obzirom da je ri o parnoj funkciji, dovoljno je promatrati dke iz odsjéka ¢ €
[—1, 0]. Za funkciju
Pn(§) =up(§) +up(§ —27") (3.36)

na odsjeku [-1 + 27", —1 + 27"*!] dobiva se prema (3.18;),(1"“)(5) =0, jerjed, = —6;.

Koristeti Taylor-ovu formulu u karakteristnoj tacki &, = —1 4+ 27", na tom odsjku je:

n (l) _1 2—71
o0 =Y P2 (e 1 h oy (3:37)
=0

gdje je prema (3.36)
eP (=142 =up®(=1+2™) +up®@ (=142 -2
= up®@(=1+2™) + up®@(=1) (3.38)
=up®O(=1+27")
Graficka interpretacija izraza (3.36) ra= 0, 1, 2, 3 dana je na crtezu 3.9.
Uvrstavajéi (3.38) u (3.37) pa potom u (3.36), slijedi danppodsjeéku [-1 + 27", -1 +
2-*1] vrijednost funkcijeup (§) jednaka

n

O(=1+2
@ =Y P E D 1oy -2 (3.39)

I!
1=0

Dakle, za izréunavanje vrijednosti funkcijeup(¢) u tackama é e [-1+27", -1+
27"*1] potrebno je poznavati njezine vrijednosti tkamaé € [—1,—1 + 27].

Ako se odsjeak [-1, —1 + 27™"] raspolovi na odsjke [—1,—1+27""1] i [-1+
27""1 . —1+427"], tada se izunavanje vrijednosti funkcijeip(§) na odsjeku [—1 +
27""1 —1+427"] svodi na odrdivanje njezinih vrijednosti na odsjeu [-1, —1+
27""1]. Nastavljanjem postupka dobiva se mawmpst konstruiranja reda za iZtmavanje
vrijednosti funkcijeup (&) u bilo kojoj tatki nosa&a.

Na temeljucinjenice da Taylorov razvoj funkcijep(¢) u binarno racionalnim tkama
&, predstavlja polinomm —tog stupnja (vidi toku 3.2), u literaturi [6], [43] predloZen je
specijalni red za iztanavanje vrijednosti funkcijep(€) u proizvoljnoj téki é € [0,1] u
obliku:

[ k
wp(§) = 1-wp§ ~ D =1= ) ()PP, ) G0 (3.40)
k=1 j=0
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n=0 up@) @)  UpE-1l)

up€) up@-1/2)

n=1 (p]_(E) """""""
1 —& 0 05 1 15 28

up) Up@E-1/4)

025 05 075 1 125 15 175 2 §&

up@)

upE-1/8)

D=
-1 -0.87¢-0.7£-0.625-0.5-0.37¢-0.26-0.125 0 0.1250.250.375 0.5 0.6250.750.875 1 1.1251.251.375 1.5 1.6251.751.875 2 E

Crtez 3.9 Razvoj funkcijeup(§) u Taylorovredu ki § = -1+2"n=0,1,2,3

gdje su koeficijentiC;, racionalni brojevi koji u sebi sadrze vrijednofitnkcije up(§) u
tockama tipaé, = -1+ 1/2". Odreiuju se prema sljedem izrazu, a iz@unati su i
tabelirani u [6]:

1 .. .

Cix =j—!21(1+1)/2up(—1 +2°k=Dy; j=0,1,..,k; k=1,2,..,0 (3.41)
lzraz A, u (3.40) predstavlja razliku izrde stvarne vrijednosti koordinate i njezina
binarnog prikaza & bitova, gdje sup; ... p, znamenke O ili 1 binarnog razvoja vrijednosti

koordinatet:

1
Me=§=) b (3.42)

Dakle, t@nost prikaza koordinatg, a time i t@nost funkcijeup(¢) u proizvoljnoj teki,
ovisi o tatnosti elektronikog ra&unala. Za nekin pogreska izréunate vrijednosti funkcije
up(&) u proizvoljnoj t@ki ¢, odnosno ostatak reda iz (3.40) kadaje 1, ... ,n, ne prelazi

vrijednost funkcijeup (—1 + 27") dobivene prema (3.34) i dane u Dodatku A.1.
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Za ilustraciju, na crtezu 3.10 prikazan je postugakivanja vrijednosti funkcijep(¢) u
binarno racionalnim ttkama s gusimm 27° prema izrazu (3.39). Dakle, ako se zna

vrijednost funkcijeup(§) i prvih Sest derivacija u i &€ = —1 + 27, moZe se iziunati
vrijednost funkcijeup(§) u tackama na razmakué =i kojih na cijelom nosas ima

ukupno 128. U svim ostalim dkama izmdu, vrijednost funkcijeup(é) izracunava se
priblizno prema (3.40) a pri tome greska nij¢aed vrijednostup (—1 + 27°) = 0.205 -
1078,

up™(x)
6)
up®(x) o
()
up~(x) ot
(4)
up”/(x) o
up™(x) .
2
up“(x) ,
2
/ up®(x) .
2
/ / up(u)(x) 2U
/
.
-1.0 142 1425 142 142° 142 1420 -142° X
(-1.0) (-63/64) (-31/32) (-15/16) (-7/8) (-3/4) 12 (0)

Crtez 3.10 Odrefivanje vrijednosti funkcijep (§) u binarno racionalnim tkama

Primjer. Izr&unati vrijednost funkcijewp (¢) u tatki & = 0.4375 pomdau reda (3.40)

1
A=04375—-(0-1+0" E) = 0.4375

¢ ‘Pl‘Pz‘%‘m - % 1 1
04375 | 0 | 1] 1] 1 Ay=04375—(0-140- §+1-Z+1-§)=0.0625

1 1
A,= 0.4375 — (0 1+0--+1 Z) = 0.1875

A,=04375—{0-1+0- 1+1 1+1 1+1 1) 0
4+~ 2 4 8 16/
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1 1 1
up(0.4375) =1—{—0- up( E)-i—up( 2) Al]—

- 3 3 (3 ,
S G R G R R CHR S &

' 7 7 7 1 N,
_1'_”p< §)+”p( 8) Bs + 5 up ( 8) Bs® + 3 up’ ( 8) A3]+

15

+1-[w (- )|}

5 1
_ {[—2 +1-0.1875+=-8- 0.18752] -

N

! + > 00625+1 4- 006252+1 64 - 006253]
288 36 2 6

4 143 ]}
2073600
1295857
~ 2073600

3.8 Polinom kao linearna kombinacija pomaknutih upg) funkcija

Da bi linearna kombinacija baznih funkcya(¢), meiusobno pomaknutih z4£,, = 27",

to¢no razvijala monom do uklfivo stupnjan, tj.

gn = z Co-up(é —k-48,), kez (3.43)

k:—OO

nuzno je i dovoljno dén + 1) derivacija od (3.43) bude jednaka nuli, odnosno:
EMMD = > G up™HI(E k- 48,) = 0 (3.44)

k=—o0

Iz (3.44) prema izrazu za derivaciju (3.18) slijeldi koeficijentiC, na odsjeéku [k, k +

27™] moraju zadovoljiti sljedas jednadzbu

> Ceny§=0 (3.45)

Na crtezu 3.11 ilustrirani su izrazi (3.44) i (3143 monomg&? i &1,
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a) T up($)
z_f_g__(__f_— $) up(§ _—"_fﬁl)
o LT . &= kA
—'-—",-' : '.........
e T T “‘v e T >

k-1 I‘k Af=1 k-“-l k+2 &
T |
I I
I
I
I
I
I
I
I

. L : .. , ¢ I —
k-1 Z\/kﬂ k2 &

b) Tup(s‘)
up(§ —&p-1) wp(E — &) up(§ —&kvn) up(€ — &xsn)
. T
I
I
AE=1/2"

k-1 hk k+1 k+2 &
|
|

Crtez 3.11 Linearna kombinacija baznih funkcija i pripadéfu(n + 1)-ih derivacija za
an=0; bn=1
Linearnom kombinacijom baznih funkcijg (§) meiusobno pomaknutih zaé, = 27"
tocno se razvijaju monomi do ukliivo stupnjan. Prema [6], [43] koeficijentC,, za t@&an
razvoj monomam — tog stupnja fr = 0,1, ...,n) prema izrazu (3.45) moraju i sami biti

polinomi stupnjan od indeksa oblika

m
Cc -  C™@)=2"-(AE)™ ZA;T_";) femi (3.46)
i=0

gdje je m stupanj polinoma, dok: ozna&ava najvéi stupanj polinoma sadrzan u
vektorskom prostorv/p,.

Na primjer, za monome do drugog stupnja i rasptahih funkcija prikazan na crtezu

3.12c) (dakle za = 2) koeficijenti Cz(m)(k) se prema (3.46) mogu prikazati utem obliku:
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n=2 m=0 - %) =272-272° (437 k)
m=1 - P =272 (A" k! +45? k) (3.47)
m=2 - P =272 (A7 k2 +477 k' + AT - k°)

Koeficijenti Af:l”_"i‘) mogu se odrediti metodom kolokacije n&inada se (3.43) izrazi u

(m + 1) kolokacijskih t@éaka mé@usobno razmaknutih z&,, = 27"
k+i+(2™"-1)

(RO D W ORI (3.48)

j=k+i—(2"-1)

gdje suc™ (k) odrateni sa (3.46).
Na primjer, zan = 2 i m = 2 sustav je slijede

+C(m)(k 2) - up(——) C(m)(k 1) -up

2 (-
) C(m)(k+3) up(
(-

(

3
PGk -3)-up (-5
1

+C2(m)(k +1) -up( 7 + Cz(m)(k +2)-up

N -

+ ™ (k) - up(k + 1) +

N =

™ —2) - up (- )+C§’”)( ko )-up

)

) (

) +C™ k- 1) - up (—
) (

4
)=k 2

N =

+C2(m) (k+2)-up + Cz(m)(k +3)-up ) + Cz(m) (k+4)-up

Cz(m)(k—l)-up(—%>+C2(m)( k )-up( 2) C(m)(k+1)-up(—%)+€2(m)(k)-up(k+2)
cim e +3)-up ( %)+C2(m)(k+4-)-up< %)+C2(m)(k+5)-up( %):[(k+2)-2—2]2

Koeficijenti A izraunati iz (3.46) i sustava (3.48) mogu se napisgpioogenom

m—i
obliku:
AT =
A =0, i=1,2,..,[m/2] 0.9
_ i-1 2n—-1 . .
qomm 2" Z qmm (21— 2D Z [up (]_>.j2(i—l)]
m-21 (m—Zi)!l . m=2l (m —2I)! ¢« 4 2n
—3 ]:

Prema (3.49) koeficijentm(mz) i=1,2,..,[m/2] za pripadajti m iz (3.47) imaju

m-—i’

sljedete vrijednosti

02) _
Ay =1
12) _ 12) _
A7 =1; Ay =0 (3.50)
16
Agz,Z) =1 A§2,2) =0 ; A(()z,z) =-3

tako da se prema (3.43), te (3.47) i (3.50) mogazida monomi do drugog stupnja s

rasporedom baznih funkcija prema crtezu 3.12c)aisn
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1.75

i up(E-k a)
1.25
k&0 k=1
1
0.75
0.5
0.25
O-l -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2 ]
AE=1
1.75
i up(€-ki2) b)
1.25
1 k=-1 kF O k=1 k=2 k=3
e —— < — —_
0.5
0.25
. 7 L >
-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2 E
AE=0.5
1.75 I
s Up(E-k/4) C)
1.25
1 k=-3 k=-2 k=-1 k0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
o TR R R oo~ T R T
0.5
0.25
0—1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2 E;
AE=0.25

Crtez 3.12 Raspored baznih funkcija zatem prikaz polinoma stupnja 0,11 2

n=2 m=0 - 1 =27¢ up (& —k/4)
k:Zoo
m=1 - & =274 Z k-up (& —k/4) (3.51)
k=—o0

m=2 - =27 Z <k2—19—6>-up(€—k/4)

k=—co
Na crtezu 3.12 prikazan je raspored baznih funkdjaivenih pomicanjem funkcijep($)
zak - A¢,, k € Z,n = 0,1,2, ¢ijom se linearnom kombinacijom na oddja 4¢,, mogu t@&no
izraziti polinomi stupnjar prema izrazima iz (3.51).
KoriStenjem koeficijenata (3.46) i (3.49) na viram podréju i preslikavanjem odsjia

27" na realnu duljinu odsja 4x,,, linearna kombinacija (3.43) u realnom pagiuupostaje

[oe} m
. X k

k=—o0 i=0
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3.9 Skalarni produkt medusobno pomaknutih funkcija up(§)

Neka je zadana funkcijg(¢) i njezina aproksimacija u obliku

f@=c (&) ; i€Z (3.53)
Ako se za odrdivanje nepoznatih koeficijenaig iz (3.53) odabere nejaka (integralna)
formulacija tada je potrebno rijeSiti sustav jeditad
a;j- ¢ =b;j; LjEN (3.54)
gdje je
ay = [0 v ds 1 b= [ f() () d§ (3.55)
Ukoliko se funkcijey; odaberu iz vektorskog prostotdP, tada se prema (3.55) javlja

potreba izraunavanja skalarnog produkta @dmsobno pomaknutih funkcijep (¢) tipa:

0%)

f wp(§ — B)  up(§) dé (3.56)

51
PomakB moze se prikazati kao viSekratnik karaktetisbig odsjeka A¢,
B=k-27", keZ , neN (3.57)
a podruje integracije[a, , a,] kao A,:

A,=[l27"1+1D2™" , lez (3.58)

Kako bi se izbjegla numeka integracija izraza (3.56), u nastavku su darodz formula
korist&li poznatu vezu iznd polinoma i funkcijeup (§) (vidi tocku 3.8).

Ako je zadana funkcijg (§) polinomn - tog stupnjaé™, n € N koeficijenti linearne
kombinacijec; supoznatibrojevi odréeni izrazima (3.46) i (3.49), a desna stran& (3.55)
predstavlja skalarni produkt polinom&!, n € N i funkcije up(§) na karakterisinom
odsje&ku 4¢&,, = 27" odreien izrazom (3.29).

Elementi matrice sustava u (3.55) su skalarni pkbdoaznih funkcija prema (3.56) i

()
ij

skalarnom produktu, a je stupanj polinoma koji se moZe izraziti pamolinearne

ozn&eni su say;.’. Pri tomei ozn&ava indeks prvog faktorg, indeks drugog faktora u

kombinacije funkcijaup(¢) pomaknutih za velinu 8 iz (3.57) prema (3.43).
U literaturi [6] pokazano je da se svi koeficijemﬁ?) mogu izraziti preko samo jedne

velicine y u obliku
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1
y= j up?() de (3.59)

acija se vrijednost odiije numertki i iznosi
y = 0.808 873 535967 970 562 931 242 982 288 212 447 845 879 929 (3.60)
Sto predstavlja tnost daleko iznad prakhih potreba, tako da se vrijednosti svih

koeficijenatayg’) mogu izrg&unavati s ténosti r&unala.

M)

Koeficijenti Yij, ne€N;i,j=1,2,.. ,2™*1 simetriéni su u odnosu na glavnu i na

sporednu dijagonalu matrice sustava, pa umj2&ty™ ima ukupno(2?™ + 2™) nepoznatih

koeficijenata.
Za odrdivanje 2" nepoznatih elemenata na glavnoj dijagomgl?,i = j izveden je izraz

analogan onome za odreanje koeficijentay u obliku sljedéeg reda

s—1 k2s—n-1

151(1+1) k k :
yij(n,k,s)=2(—1) 2 up(—l +W) Z 6; up F—(Zl—l) +
1 i=1
s k2s—n-1
azy —1)/2—
+ (_1)5 Zs(s 1)/2-2sl 2 5: -
1 j
£ (2D} = (3.61)
(265720621072 (—1 4 272670 (2j - 1)) ; s>l
. { 22l—s
k2(21—5>(21—S+1>/2 Z Saup(2 2D —1) - 2i—1)) ; s<2l
r=1

gdje n€ N odreiuje duljinu karakterisinog odsjéka (podrdje integracije), k =
0,1,..,2" — 1 je indeks karakterigthih odsj€aka,s € N je parametar tmosti. Takder,
8i¢jr su koeficijenti odréeni izrazom (3.19), &,; su momenti definirani sa (3.24). Ostali

22" nepoznati koeficijenti oddeiju se iz veze polinoma i funkcijep(¢). Na primjer, za

n = 0 na odsjéku [1,2] koeficijentiyl(]q); i,j = 1,2 prikazani su u sljedej tablici:

0
Y1i~. ()%
> Y12

~
~
~
~ -
~_ L~

© _® | S0 (©
Y217 Y12 | Y22 = V11

~
- ~

Koeficijent na glavnoj dijagonah'/g(;) odreiuje se iz (3.61)

y
Vit =¥ =5 (3.62)
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dok se nepoznati koeficijent izvan glavne dijagenéﬁ? odreiuje poma@u razvoja konstante

u prostoruJ B, te iznosi

0 _ (0 _
Yiz2 = V21 =

N| =

y
-3 (3.63)

D .

Zan=1 koeficijentiyi]. ,i,j =1, ...,4 prikazani su u slijed®] tablici

0 -
\Yll (€Y) (1) (1y

- Y12 Y13 Y14
W _m | H | @@
Y21 = Y12 V\%Z\\ Y23 Y24 = VY13

~ -
~ |-

2~
~
~

@ _ @ (1) //(’1) (D~ (€9) @ _ @
Y31 = V13 | V32r= Y23 | V33 B\ng Y34 = Y12

- ~
-

® ,_"/(/1) @ _ @ @ _ @ \ED\* ®
Yar=VYia | Yaz Vi3 | Yaz T V12 | Yaa =Yua

-

a njihova graktka interpretacija je dana na crtezu 3.13.

Koeficijenti na glavnoj dijagonali prema (3.61) ase

@ _ 26 R a _ 26 LY

YO = (3.64)

1440 Y22 T1aaT
a nepoznati koeficijenti izvan glavne dijagonaleeddju se iz sustava jednadzbi koje se

napisSu poméu razvoja polinoma nultog i prvog stupnja po fufkeiaup(§ — ) u (3.51) i

iznose
39 vy 36 vy 29 vy 23 vy
w_39 v, w_36 v = ao__ Yoo _ Y (365
Viz Taq7n0 Y3 T g0 Y aats Ya =gty 369

3.10 Preslikavanje nosé&a funkcije up(g)

Kod prakttne primjene funkcijeup(§) treba preslikati nogafunkcije s odsjéka [—1, 1]
na proizvoljni odsjeak [4,B]. Ako je £ € [-1, 1] tocka nosd&a funkcije up(§) koja se

preslikava u t&ku x € [A4, B] = [—Ax,, Ax,] nos&a funkcijeup(x), tada je:

up (x) = up (%) (3.66)
Dakle, nosa& normirane duljind—1, 1] preslika se na no&d—Ax,, Ax,] zadane duljine,
gdje je:
B—-A

Axy = |T| (3.67)
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P (&)
n=1 K
u —_— —_ —_
PE-E ) UPEE) up(EE.) UPEE )
T
|
|
|
)
|
|
|
i)
Ek 1 %k 1 %kﬂ EI<+2 E
| AE:Z ‘
-
i |
1 1) (1) (1)
Vi Vio ’ Via L A L
T
1 & G Ben PRI 1 & B Sen 1 B B B2
At AE Ag AE
+—> +—> “—> +—>
@)
ﬂ%\ 2: \ X 2: : : N yz; ‘B : \_.
Zk1 & B Zk+z 1 & Hon B2 1 & G B2 1 & G fen
At AE Ag AE
+“—> +“—> +—> +—>
1) (1) Yy @ (l)
% / j \ 33 J \ J A\
E|<1 & o E|<+2 Ber B B B G & G B2 b1 B Bon B2
Ag Ag Ag Ag
+—> +“—> +—> +“—>
1) (1) (1) 1)
Vi [ Yio ‘ Vis ( Via
fe1 & S a2 fe1 & Sn a2 He1 & S S He1 & Sker S
nE I3 I3 aE
—> ~—> ~—> —>

Crtez 3.13 Graficka interpretacija elemenata matricenza 1

Derivacije funkcijeup(x) u tatkama nosé&a oge duljine, koristéi (3.18), mogu se izraziti

u obliku:

1
up™(x) = T w™@E , m=0,1,.., (3.68)

Integral funkcijeup (x) redam, koristei (3.22), je:

Lo(x) =Ax,™ 1,(§) , meN ; x€[AB] ; te€[-1,1] (3.69)
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Pomak funkcijeAx,, koji je potreban da se linearnom kombinacijom nlazunkcija
dobivenih pomicanjem funkcijep(x) zak - Ax,, k € Z to¢no prikaze polinom stupnja,

dobiva se preslikavanjem pomakd, = 27™:

Ax, = A%, - Ax, (3.70)
\
up(x)
 up(® T
,ﬂmﬂmwm MHWWWN A B
-fé) AE =10 010 AE =10 go € ; x| x|

Crtez 3.14 Preslikavanje nosa funkcijeup(¢)

3.11 Vektorski prostor funkcija UP,

Kao Sto se na crtezu 3.12 vidi, za&an prikaz monom&™ na odsjéku duljine 27"
potrebno je2"™*1 baznih funkcija, pa je u tom slaju dimenzija vektorskog prostora
dim UP, = 2"*! (3.71)
Za tasan prikaz monomg™*! potrebno je2**2 baznih funkcija, dakle vektorski prostor
UP,., ima dimenziju2™*2. Pri tome, linearni vektorski prostor funkcijeP,, ., sadrZi prostor
UP, jer se dobije proSirenjem prostoi@P, za 2"*! linearno nezavisnih vektora tj.
pomaknutih funkcijaup(¢). Prema tome, za razliku od prostora idgraog od baznih

splineova, prostor funkcij B, je univerzalan, odnosno
UPpcUP,c .. cUPB,cUP,, (3.72)

Ovacinjenica omogtava formiranje iterativnog postupka kod kojeg sSepje iz prostora

UP, koristi kao polazno za trazenje pribliznog rieseiajprostord/ P, ;.

3.12 Aproksimacija zadane funkcije u obliku algebaskog polinoma

Neka je zadana funkciji(x) = —1 + 4x — 2x?, x € [0, 1]. Aproksimacija funkcije traZi
se kao linearna kombinacija baznih funkcija prikazana crtezu 3.12a, 3.12b i 3.12c
respektivno.

Koristeti metodu kolokacije dobiva se sustav jednadZbipgutajita aproksimacija.

a) Za dvije kolokacijske ttke duljina karakteristnog odsjéka je Ax, = 1. Dobiva se

sustav jednadzbi i koeficijentj;, i = 0, 1:
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[(1) (1) [gﬂ:[ﬁ(g] - gﬂz[ﬁ(g] 2[_ﬂ (3.73)

Aproksimacija zadane funkcijef(x) ima oblik f,(x) = Cy-up(x) + C;-up(x — 1) i

prikazana je na crtezu 3.15.

b) Za tri kolokacijske téke raspored baznih funkcija i kolokacijskitaa prikazan je na
crtezu 3.12b. Duljina karakterigtiog odsjéka je Ax, = Ax,/2. Pet je nepoznatih
koeficijenata, a samo su tri kolokacijsk€ke. Kod spline funkcija, kao dodatni uvjet na rubu
koristi se prva derivacija tako da su na rubu dwubst kolokacijske téke, a u konkretnom

slucaju dobila bi se sljeda matrica sustava:

[—2 0 2 0 0 ] [ 1 -2 1 0 0 ]
[1/2 1 1/2 0 0 | [1/2 1 1/2 0 0 |
Ag=| 0 1/2 1 1/2 0 0 (3.74)

,  Ag=|0 172 1 1,2
2 0o 0 1/2 1 1/2
o 0 1 -2 1

o o0 1/2 1 1/
o 0 -2 0 2

Sustav4, iz (3.74) je singularan. U [23] sustav je preuvjetovarijeSen iterativnim
postupkom.

Pomdau baznih funkcija iz vektorskog prostotd’, mogu se téno opisati algebarski
polinomi n-tog stupnja kako je opisano u prethodnajkto Medutim, osim ABF up(x)
vektorski prostorUP, sadrzi i bazne funkcij&up, (x). Bazna funkcijaFup,,(x) dobije se
kao rezultat posebne linearne kombinacije funkej@x) o ¢emuce biti govora detaljnije u
sljedeéem poglavlju. Na karakterishom odsjeéku, takater, opisuju téono algebarske
polinome do stupnja, a treba ih manji broj nego funkcijge(x). S obzirom da sve derivacije
iznad n-tog reda moraju biti jednake nuli u svimé¢kama, dodatne jednadzbe mogu se
napisati tako da se umjesto poznate derivacijeuba postavi uvjet ddn + 1) derivacija
linearne kombinacije ABFFup,(x) bude jednaka nuli na sredini prvog i posljednjeg
karakteristtnog odsjeéka.

Dodatne jednadzbe na qmtku i kraju matrice koeficijenata sustava formalse
podudaraju s pripadajim operatorima konaih razlika. Za prvih pet derivacija koeficijenti

matriced su:
I. 1 -1
1. 1 -2 1
. 1 -3 3 -1 (3.75)
w. 1 -4 6 -4 1
V. 1 -5 10 —-10 5 -1
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Za raspored baznih funkcija prema crtezu 3.12b=(1) druga derivacija linearne
kombinacije baznih funkcija na prvom i posljednjedsje&ku podrija mora biti jednaka nuli
pa koristéi (3.75) zamjenom prvog i posljednjeg retka matidgaz (3.74) postaje regularna
matricady.

Vektor desne strane jeB =[0,—1/8,1/2,7/8,0]", a koeficijenti za linearnu
kombinaciju su C =[-3/2,-1/2,1/2,1/2,1/2]7. Dobivena aproksimacijaf,(x)

prikazana je na crtezu 3.15.

1 :zzég:=;——
8 | - .
L 100 7 3
= [ f.(x) f,(x)
12 0 /
s | 74
= |
2 |
05 — I®
i f(x) (2b.f)
i , —— T, (5b.f)
i : - - == f(®@1bf)
1 / \/ j j j j j j I j
0 0.25 0.5 0.75 1

Crtez 3.15 Funkcijaf(x) i aproksimacije funkcijé, (x), f,(x),f.(x)

c¢) Linearnom kombinacijom ABF raspdenih prema crtezu 3.12a & 2) mogu se téno
opisati algebarski monomi nultog, prvog i drugogipsia ili polinom nastao njihovom
kombinacijom. Koristéi Ax, = Ax,/2 = Ax,/4 te Kkolokacijski postupak i dodatne
jednadzbe iz (3.75) dobivaju se vrijednosti trabeieficijenata.

Matrica za odréivanje koeficijenata koji pomnoZzeni s pripadam baznim funkcijama sa

crteza 3.12c o opisuju zadanu funkciju ima sljgdeblik

r—1 3 -3 1 0 0 0 0 0 0 07
1 —4 6 —4 1 0 0 0 0 0 0

-1 5 -10 10 -5 1 0 0 0 0 0
5/72  1/2 67/72 1 67/72 1/2 5/72 0 0 0 0
0 5/72 1/2 67/72 1 67/72 1/2  5/72 0 0 0
A= 0 0 5/72 1/2 67/72 1 67/72 1/2 5/72 0 0
0 0 0 5/72 1/2 67/72 1 67/72 1/2 5/72 0

0 0 0 0 5/72 1/2 67/72 1 67/72 1/2 5/72

0 0 0 0 0 -1 5 -10 10 -5 1

0 0 0 0 0 0 1 —4 6 —4 1

0 0 0 0 0 0 0 -1 3 -3 14

a koeficijenti linearne kombinacije su
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C [-353,—236,—137,-56,7,52,79,88,79,52,7]"

288
Linearna kombinacija baznih funkcija prikazanihangezu 3.12c opisuje zadanu funkciju

f(x) toéno kao §to je vidljivo na crtezu 3.15.
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A.l. lzravno racunanje vrijednosti funkcije up(§) u tockama tipa &, = -
1+k/2"

U literaturi [6] pokazana je mognost izr&unavanja tonih vrijednosti funkcijeup (§) na
diskretnom skupu binarno racionalnih¢aéa é, = -1+ k-2™"; k=1,2,..,2"*! n=
0,1, ..., N bez koriStenja Fourierove transformacije.

S obzirom na parnost funkcijen (¢) promatraju se ttke &, € (—1,0 |. Funkcijaup(¢)
moze se tretirati kao univerzalni spline, odnosinitrfa funkcija koja po dijelovima sadrzi
algebarske polinome svih stupnjeva. Drugimciije, vrijednost funkcijeup (§) u binarno-
racionalnoj teki ¢, odgovara priblizno vrijednosti algebarskog polirronstupnja n
definiranog na odsgku duljine [&, — A¢, &, + A& ], gdje se duljinaAé moZe definirati na
sliedei nacin:

A =2~(m*D - n=0,1,2,..,N, m=1,2,..,© (A.1)

Stezanje duljine intervala simeino oko t@&ke &, postize se povavanjem broja
konvolucijskih faktora odnosno integrala od= 1, m = 2 dom — oo. Vrijednost polinoma
stupnjan u tatki &, sve je bliza ténoj vrijednosti funkcijeup (¢,,), dakle u limesu se te dvije
funkcije podudaraju na odsjeu duljine 24¢. Kada m — o funkcija up(¢) odgovara
polinomu B, () na odsjeku duljine 24¢ kod ¢ega prema (A.1A¢ — 0. S druge strane,
funkcija up(¢) u taki &, ima kon&nu vrijednost Sto zréa da doprinos beskotiaog broja

konvolucijskihélanova konvergira korgaoj vrijednosti up (&,,) = B, ().
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Osim u taki &, funkcija up(¢,,) odgovara polinomu stupnjai u svim ta@kama noséa

odreienih izrazom:

§e=—1+k-27" nenN, k=1,2,..,2"1 (A.2)
Proces priblizavanja polinom®, (§) vrijednosti funkcijeup(§) u bliskoj okolini apscise
& = —3/4 prikazan je grafki na crtezu A.1, odnosno analhi slijedetim izrazima:
P& = 48* + 78 +49/16 > PO(=3/4) = 1/16 = 0.062500
P (&) = 48° + 78 +589/192 - PD(=3/4)=  13/192 = 0.067708
e e . i ) (A3)
(&) = 482 + 78 +150869/49152 - P,V (—3/4) = 3413/49152 = 0.069437
PL(&) = 48 + 78 +221/72 > P)(=3/4) = 5/72 = 0.069444
174 5
PO (©)
PO (@)
P2

(k—0)
B
872
/ 171841719241 7684143072
1/16417192+1768
/ 1718417192

116

e et

w
@
S

-7i8 -5/8

N R < T
A 1 T

i 118 1116

& &
T 1

Crtez A.1 Priblizavanje polinom#, (¢) funkciji up(¢) za apscis§y = ¢, = —3/4
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Opcenito, za okolinu bilo koje tike &, = 1 — 27" prema (A.3) vrijedi analogan postupak:

0 n(n+1)/2
RO ="——(§+1-27)"
42772
PO(§) = 2n+1 f PO &) dg
f_z—n—Z
......... (A4)
E+2—n—k—1
P (&) = otk BY V(&) d¢
f_z—n—k—l

lim P () = up(§,)

To¢ne vrijednosti funkcijepw (=1 +2™™) =up (n),zan =0,1,2,...,20 su:

up(0) =1
(1) =2
up = 2
5 5
up(2) = > =332
1 1
up(3) = 755 = 7532
@ - 143 11-13
U = 5073600 ~ 210.3%. 52
5 - 19 19
UPLS) = 33177600 21% . 3% . 52
© 1153 1153
UPRD) = T 01842749440  220.37 5. 72
11-53
up(7) = 226 . 37 . 52 . 72
487 - 3319
up(®) =555 35 5472 17
59.2251
wp() = o 35 5e .77 17
6229 - 21661
w(0) = 55 35572 112 .17 .31
46840699
up(ID) = o5 3 5 72 112 17 31
29 .127 - 64483 - 284413
up(12) = 377 31 56 74 112 132 . 1731
211 - 4933 - 3909247
wp(13) = 555 31 56 74 112132 17 .31

23-78713 - 227090429
up(14) = 2103.316.55.74.11.132-17-31-43-127
2967343 - 405941377
2117..316 .56 .74 .112.132 .17 -31-43-127
619 - 118610340787938551
2136.318.58.74.112.13-172-31-43-127 - 257

up(15) =

up(16) =
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1095833 - 3784242037267
-318.58.74.11-132-17%2-31-43-127 - 257

12118361 - 7160485387930206443
-322.57.76.112.132.172-192-31-43-73-127 - 257

8039 - 2340385620934918214687
-322.58.76.112.132.172-192.31-43-73-127 - 257

539741515875650532056045666422369
-324.511.76.114.132.172-192-312-41-43-73-127 - 257

up(17) = T

up(18) = 2170

up(19) = 188

up(20) = 5209
ili u decimalnoj reprezentaciji:

up(0) = 1.0

up(1) = 0.5

up(2) = 0.694444444444444444444444444444 - 1071
up(3) = 0.347222222222222222222222222222 - 1072
up(4) = 0.689621913580246913580246913580 - 10~*
up(5) = 0.572675540123456790123456790123 - 1076
up(6) = 0.205217563303828046993831826283 - 108
up(7) = 0.324267778095543558644308203391 - 1011
up(8) = 0.229530318063432131756225676522 - 10~
up(9) = 0.736701215146999670767611558274 - 10718
up(10) = 0.108253310620573900576532930264 - 10721
up(11) = 0.734002873444621651059738345679 - 10~2°
up(12) = 0.231150207744895722114032513815 - 10~3°
up(13) = 0.339957499287999065134325679940 - 10~3°
up(14) = 0.234606013355730663099996702021 - 10~4°
up(15) = 0.762806613377867828352443780747 - 1046
up(16) = 0.117275003248629690840319784168 - 1051
up(17) = 0.855233951904316299950099499468 - 1058
up(18) = 0.296670414258739459330860188106 - 10~°*
up(19) = 0.490758028367886665297901358579 - 1071
up(20) = 0.388016715697356973825911192054 - 1078

Eksponencijalne atomske bazne funkcije: razvoj i primjena 56



4. ALGEBARSKE ATOMSKE BAZNE FUNKCIJE FUP |

4.1 Funkcija Fup,(€)

U prethodnom poglavlju opisana je funkcijeo(¢). Pokazano je da za dn razvoj
polinoma stupnjan na odsjéku duljine A¢,, = 27" treba2™*! baznih funkcija dobivenih
pomicanjem funkcijeup(§) za A¢,,. Za priblizno rjeSenje viSeg stupnja glatkostifreban
broj baznih funkcija raste vrlo brzo. Zbog togapgmjena funkcijeup(é) u numertkim
metodama za rjeSavanje prgkih inzenjerskih zadataka ograena.

Funkcije Fup, (¢), takaier iz klase atomskih baznih funkcija, zadrzavaja siobra
svojstva funkcijeup(¢), a za razvoj neke funkcije potreban ih je znatremjmbroj nego
baznih funkcija dobivenih pomicanjem funkcije(¢). Na primjer, za razvoj polinoma 4-tog
stupnja potrebno je 6 rdesobno pomaknutih baznih funkcifaup,(¢) u odnosu prema 32
medusobno pomaknute bazne funkaije(¢).

Funkcije Fup, (¢) su finitne funkcije iz klas&€ > s kompaktnim nosam, a ujedno su
elementi univerzalnog vektorskog prostdfg,. Indeksn ozn&ava najvisi stupanj polinoma
koji se moze téno prikazati u obliku linearne kombinacije baznibnkcija dobivenih
pomicanjem funkcijé&up,,(¢) za karakteristini odsj&ak A¢,, = 27",

Nosa funkcije Fup, (¢) je:
supp Fup,(§) =[-(n+2)-27"", (n+2)-27"71] (4.1)
Zan = 0 vrijedi:

Fupo(§) = up($) (4.2)
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4.2 Fourierova transformacija funkcija Fup,(g)

Fourierova transformacija funkcijup,(¢) prema (4.2) odgovara upravo FT funkcije
up(§) iz izraza (3.8), tj.:

Fo(6) = ﬁ sin(t-277) _sin(t/2) sin(t/4) 17 sin(t-27)

| t-27J t/2 t/4 | t-27J
Jj=1 j=3

(4.3)

Koristeti osnovnu trigonometrijsku relacijuin(é) = 2sin(é/2) - cos(é/2) izraz (4.3)
moze se prikazati na sljedenacin

2sin(t/4) - cos(t/4) _ sin(t/4) _ - sin(t-277)
t/2 t/4 1_[ t-27

Fo(t) = (4.4)

j=3
|zostavljanjem faktoraos(t/4) u (4.4) dobiva se Fourierova transformacija nanérfe

funkcije Fup,(¢) u obliku

sin(1:/4)>2 _ ﬁ sin(t - 277)

t/4 t-27J

F(t) = ( (4.5)

j=3
Nastavljanjem tzv. postupka drobljenja ili cijepaprovedenim u (4.5) na jednadzbu (4.4)

dobiva se Fourierova transformacija finitne fun&éiup, (¢)

(4.6)

_ (sin(t/8) 3_ - sin(t - 277)
FZ“)—(t/—s) || ==~

Prikazanim postupkom tzv. drobljenja izraza (4.8)jz= 1,...,n+ 1 generira se cijela

j=4
klasa Fourierovih transformacija novih finitnih koija Fup,,(¢) opéeg oblika

sint 277N\ = sint 27
Ro=Sm) |55 *.7)

j=n+2

pa se prema (4.7) funkcifeup,, (§) mogu napisati u integralnom obliku:

1 ¢
Fupn(f)zﬁ f el - E (t) dt (4.8)

Iz poznate FT, stho kao Sto je pokazano na funkaip(¢), funkcije Fup, (¢) mogu se
takader generirati poméu teorema konvolucije, Crtez 4.1.

U (4.7) vidi se da je FT baznih funkcifaup, (¢) jednaka umnosku FT B-splineatog
stupnja iz izraza (2.4) sazetog na duljinu gas@ + 1)27" i FT funkcije up(¢) sazete na
nosa& duljine 27™. Dakle, funkcijeFup, (§) mogu se napisati poréo teorema konvolucije u
obliku
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a)
A A
mm, ey up(20
uuuuuuuuuuuuu gy N i
-1/2 12 12 0 1/2 &
sin(t/2) wsin(tlzj) b Fup®)
b= t/2 o t/2 /\
: e e
b)
A A ! up(4t)
K '
\ B,(2€-1))
-i/Z t,;
Fup(®)
_[sin(t/4) wsm t/2’ &
Fl{ t/4 } ,4, t/2)
E,
A
C) ( up(8t)
- - A
m \ B(4€-1))
‘a8 0 38 -U8O0 18 t,E=
Fup()
sin(t/9 T « sin(t/2
FZ:[ t(/t8 8)} 1 t(/zj )
T o e s

Crtez 4.1 Generiranje baznih funkcijgup,,(¢),n = 0,

1,2 pomaiu teorema konvolucije

Eksponencijalne atomske baze funkcije: razvoj i primjena

59



4. Algebarske atomske bazne funkcije Fup,

Fupy(§) = Bp(2" &) »up 2™+ ) (4.9)

4.3 Funkcionalno diferencijalna jednadzba funkcijaFup,(§)

Fourierova transformacija baznih funkchap,,(¢) iz (4.7) moze se napisati u slj¢den
obliku:
E,(t) = sin(t/2™*?)/(t/2™*?) - [cos(t/2"*2)]™*1 - F,(t/2) (4.10)
|z Fourierove transformacijg, (t) napisane u obliku (4.10) moze se izvesti funkdioma

diferencijalna jednadzbdjje je rjeSenje upravo trazena finitha funkchap,, (¢). Mnozei

izraz (4.10) dt, te primjenom inverzne Fourierove transformag%i_jéjooo e~ dt dobije se

[oe]

1 . i-2m —itE | o t ne1 (L t
> flt-e -E,(t)dt = 5 fe -sm(2n+2>-cos <2n+2>-Fn (E)dt (4.11)

— 00 — 00

Na primjer, za baznu funkcijlup, () (4.11) ima sljeda oblik

[oe)

3
2T

. i-8 [ ¢
it-e i F,(t)dt = o f e~ sin(t/16) - cos3(t/16) - F, <§> dt (4.12)

ili u eksponencijalnom obliku

(o] (o]

1 ; 8i ; it it _ie it t
o f it e U - F,(t)dt = o f e it (64 + 2e8 —2¢ 8 —e 4)-F2 (§> dt (4.13)

Lijeva strana izraza (4.13) prema (4.8) predstaptjau derivaciju funkcijeFup,(¢), dok
desna strana predstavlja linearnu kombinaciju gaZpbmaknutih samih funkcijgup, (&)
Fupy(§) = 2-Fup,(2§ +1/2) + 4-Fup,(2¢E +1/4) —
—4 - Fup,(26 —1/4) — 2-Fup,(2¢6 —1/2)

lzraz (4.14) je funkcionalno diferencijalna jednbdzfunkcije Fup,(¢). Analognim

(4.14)

postupkom odruju se funkcionalno diferencijalne jednadzbe olstdliaznih funkcija
Fup,, (§) koje se u ofem obliku mogu napisati kao

n+2

Fuph(€) =2 ) (Ck — Ck™2) - Fup, (26 — 5+ 252 (@15
k=0

gdje suck binomni koeficijenti.
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VFup,(Z-8) ; & =12, 14,0, 1/, 12

I I
-1/2 -1/4 0

-

va v &
Crtez 4.2 Graficki prikaz elemenata funkcionalno diferencijalnerjadZbe funkcijéup,(£¢)
RjeSavanje funkcionalno diferencijalne jednadzbe3% kao ni izrazi (4.8) i (4.9) nisu

numergki povoljni za izr&unavanje vrijednosti funkcij€up,, (¢). Prakttno je najpovoljnija

mogunost konstruiranja funkcijup,, (¢) u obliku linearne kombinacije pomaknutiy (¢)
funkcija, Stoce biti pokazano u sljeden tockama.

4.4 Veza baznih funkcija Fup(€) i Fupn.1(§)

Veza baznih funkcijaFup,(¢) i Fup,.+,(&) slijedi iz odnosa njihovih Fourierovih
transformacija koja se prema [6] ,[43] moZe napisafpcem obliku:

n+1
E,(t) = cos ( 2n+2> Fyy(6) (4.16)
Na primjer za bazne funkcifup, (&) i Fup, (&) prema (4.4) i (4.5) vrijedi
Fy(t) = cos(t/4) - F,(t) (4.17)
UvrStavanjem (4.17) u original funkcifeup,(¢) (4.8) dobije se
1 [,
Fupy(§) = o f el - cos(t/4) - Fy(t) dt (4.18)

Odnosno nakon sievanja slijedi

Fupo(€) = 5 [Fupy (€ — 1/4) + Fupy € + 1/4) (@19)
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A
a) 2up)
T T T T T T >
-l -3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 1/2 3/4 1 &
ng =2t
Fuq§+2'2) Fup €-27)
T T | T T T T >
-1 -3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 1/2 3/4 1 &
A 4Fup €)
b)
T T T T >
-3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 1/2 3/4 3
nE=2"
el T f T T T >
-3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 1/2 3/4 13

Crtez 4.3 a) Funkcijaup($) u obliku linearne kombinacijBup, (¢) baznih funkcija
b) FunkcijaFup, (&) u obliku linearne kombinacijgup, (§) baznih funkcija
Analognim postupkom oddeje se veza ostalih baznih funkcifaup, (¢) s pomaknutim

funkcijamaFup, 1 (&), @a moZe se napisati udgn obliku

n+1

1 K k n+1
Fupn(§) = 37 Y Clon - Futpwon (§ = 57 + 557 ) (4.20
k

=0

gdje suck binomni koeficijenti.

4.5 Fup(§) kao linearna kombinacija pomaknutih funkcija up(g)

Nosa& funkcije Fup,,(¢) prema (4.1) je odsjek sastavljen oa + 2 podintervala duljine
27" Iz opeg izraza za Fourierovu transformaciju (4.7) i miogsti prikazivanja funkcije

Fup, (&) primjenom teorema konvolucije (4.9), dolazi sesjedeeg izraza:
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Fup,(§) = 26+1 -up(§ = 14 (n+2) - 277 1) (4.21)
Iz gornje formule je vidlivo da je funkcijaFup,(§) na prvom podintervalu
proporcionalna vrijednostima funkciigeo (§) na odsjéku [-1 ,—1 + 27"].
Na ostalim podintervalima funkcij&up, () je linearna kombinacija funkcijep($)

medusobno pomaknutih za karaktertsii odsje&€ak 27"

= k n+2
Fup,(§) = ) o) -up (§ =1 - oo+ 227 (4.22)
k=0
Nulti koeficijent slijedi iz (4.21) i iznosi:
CO = ZC%+1 = 2"(n+1)/2 (423)

Ostali koeficijenti izrgunati su u [13] u oblikuCy,(n) = Cy(n) - Cr(n) gdje se pomi
koeficijenti C,, (n) izratunavaju po rekurzivnoj formuli:

Co(n)=1,zak =0; odnosnozak >0
min {k;2"*1-1}

4.24
Ce(n) = (=D CKeq — Z CI;—j(n) 641 ( )

j=1
Kao primjer, na crtezu 4.4 prikazana je funkdip,(¢) i pomaknute funkcijewp (§) od

kojih se linearnom kombinacijom dobivup, (&) prema (4.22). Nosafunkcije Fup,(§) je
prema (4.1) odsfak [—%%] nulti koeficijentC, = 265 = 1024, a ostali koeficijentiCy,

izracunati po formuli (4.24) napisani su u petom retilice 4.1.

Tablica 4.1 Koeficijenti linearne kombinacije funkcijap (¢{),n =0, ...,6

Sk | o | €| C2 | C'5 | Ch | Cls | Cls | C'7 | Clg | Clo
0 1 0] O 0 0 0 0 0 0 0
1 1|l o] af 2| af 2] 4 41 4
2 1| -2 2| -2y 3| 4, 4, -4 5 -4
3 1| -3 4| 4 5] -7 8| -8 10 -1p
4 1|47 -89 [-12]15|-16| 18 |-24
5 1| -5 11| -15 17| -21| 27| -31| 34 | 42
6 1| -6| 16| -26/ 32 | -38| 48 | -58] 65 | -76
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) up(§ — 13/16)

305857 173

0.0 _ 143 1 __ 49 ;805857 73
20251024 288 2025| 1 2025 (1024 1288
T T § \ { T >
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 &
up(§ — 14/16)
\ T T \ ] { T >
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 &
up(§ —15/16)
\ \ \ T \ I x >
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 &
TWG_D -~
\ \ \ T \ ] >
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 &
? up(§ —17/16)
\ \ \ \ T T \ >
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 &
? up(§ —18/16)
\ \ \ \ \ T T >
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 &
A
Fup,($)
‘6628 18858 6638 143
0.0 12025 2p25 2025 0.0
\ x i T l \ -
-3/16 -2/16 -1/16 0.0 1/16 2/16 3/16 '3

Crtez 4.4 FunkcijaFup,(¢) kao linearna kombinacija pomaknutijp (¢) funkcija
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4.6 Derivacije i integrali funkcija Fupn(§)

Derivacije funkcijeFup, () dobivaju se linearnom kombinacijom derivacija p&maih

funkcijaup(¢) pomau koeficijenata iz tablice 4.1, (vididku 3.4) odnosno

k n+2
) (4.25)

Fup{(©) = Y. Cn) - upt™ (6~ 1- o+ 02
k=0

Crtez 4.5 prikazuje funkcijiup,(¢) i njene prve tri derivacije. Téa, a i sve daljnje

derivacije funkcijeFup, (§) po dijelovima odgovaraju sazetoj funkayp($).

Integrali funkcije Fup,(¢) takaier se dobivaju linearnom kombinacijom integrala

pomaknutih funkcijap (§) pomau koeficijenata iz tablice 4.1

§ ® 3
k n+2
jFupn (f)d5=z Cr fup (f—l—z—n-l— 2n+1> dé (4.26)
-0 k=0 —0
AFup,(§)
Wg >
°2 ‘ ; HITHITHITY | ? | o8
0.5 -0.25 0.0 0.25 05 &

Fup,'(§)
0.0 \E\;\.\(\)\ 0.0 0.0 -
o5 08 OWMMM

A

I Fupy @
00 MWW? Hm\ /MH f’%m\ 00

\ ‘ T >
T ok N
-128
/f
Fup,"'(§)
1536
o0 (52 D\ o0 od AN oo oo _
‘ T ‘ ‘ T ‘ UHHE ‘ —
0.5 -0.25 0.0 0.25 ‘—512 05 ¢

Crtez 4.5 FunkcijaFup,(¢) i prve triderivacije
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4.7 Razvoj polinoma po bazi pomaknutih Fug(€) funkcija

¢ _k

Rasporéuju¢i bazne funkcijeFup, (zn At 2

) na ekvidistantne razmake nacmada se

broja¢ baznih funkcijak nalazi u tiemenu (vertex-u) bazne funkcije (vide¢ 4.6), moze se

tocno razviti polinom stupnjan < n na cijeloj realnoj osi u obliku:

k=+c
AE™ & k
m
f = on 'kZ Ck(m,n) Fupn <271—A€_2_n> (427)
gdje su koeficijenti linearne kombinacijg (m, n) polinomi stupnjan od indeksd u obliku
m
Co(mn) = Z A, - ke (4.28)
i=0
a) 1} Fup, (-8 K1 Fup(£)
[ | i i ] _ f
AEO E A% A%,
b) 11 o Fup, (6-¢ ) kel k+2 Fup,(¢)
| fi f fi
A, £ A2 N N

d)

k-2 k-1 k k+1 k+2 k+3

g N2 A, AE,

e) k-2 k-1 k k+2 k+3 = ¢/(2"08,)

+1
/ \ g=k/2"

AE, g Tar, &, M, DR, A, D%,

Crtez 4.6 Razvoj polinoma po bazi pomaknutih funkdiap,, (£)
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Nepoznati koeficijentd;,i = 0,..,m iz (4.28) mogu se odrediti metodom kolokacije na
n&in da se zadani polino§™ izrazi u obliku linearne kombinacije mgsobno pomaknutih
baznih funkcijaFup,, () u (m + 1) kolokacijskih t@¢aka, izéega se dobije sustav jednadzbi

k+i+[§]
AE™
2n

C]-(m,n)-Fupn( ] j)

[k + DA™ = o

(4.29)

j=k+i-[E
i=0,..m; p=0,..,.n+1; keZ
gdje[:] ozn&ava cjelobrojnu vrijednost.
Vrijednosti funkcija Fup,(§) u tatkama tipaé, = +p/(2"A¢) zbog jednostavnost
zapisa, a uzimafii u obzir simetriju funkcija, ozri@vaju se s#, na n&in kako je prikazano

na crtezu 4.6, odnosno:

Fup, (£ 3358) = fp3p = 0L oo [0+ 1)/2 (4.30)

Tada, na primjer,za=41im = 2,i =0,1,2 iz (4.29) slijedi

A 2

i=0 - Z—i(ck—zfz + Cr—1f | + Cif o + Crsaf | + Craaf,) = [kAE]?
A 2

i=1 - 2% (Cirfy + Cify + Curaf + Cirafy + Craaf,) = [k + 1AE) (4.31)
A 2

i=2 - %(Ckfz + Crsrf1 + Crpaf o + Cipsf | + Ciaf,) = [(k + 2)4A8)°

UvrStavanjem (4.28) u sustav (4.31), dobiva se
Ag=1; A, =0; A, =-4/9 (4.32)
Sto zndi da se polinom2.-og stupnja izrazava u obliku linearne kombinaeneiusobno

pomaknutinFup, () baznih funkcija na sljedenatin

a2 Ky, § k
A (e o Coe 3

Na crtezu 4.6 prikazani su rasporedi pomaknutitkéija Fup,,(¢), n =0, ...,4 za t@&an
razvoj polinoma do ukljgivo stupnjan. MoZe se uditi da je za téan razvoj polinoma
stupnjan na odsjéku duljine Aé, = 27" potrebno(n + 2) - je bazne funkcije dobivene
pomicanjem funkcijeFup,,(¢) za2™™. Npr. za razvoj polinoma 4.-tog stupnja potrebad

pomaknutih funkcijdup,(§), dok bi pomaknutih funkcijap(¢) bile potrebne 32.
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Dakle, polinom m - tog stupnja zam <n moze se tWno prikazati linearnom
kombinacijomFup,,(¢) baznih funkcija, dok se polinomi viSih stupnjetjazam > n, mogu
prikazati priblizno.

Koeficijenti 4; iz (4.28) mogu se napisati u @m obliku u ovisnosti o redu bazne
funkcije Fup,,(§), te o stupnju polinoma kako je pokazano u nastavku.

Za 'nulte’ koeficijente vrijedi
Ay(m,n) =1 (4.34)
Isto tako su neparni koeficijend;(m, n) jednaki nuli, zbogega se koeficijentt; (m, n)

iz (4.28) mogu napisati u novom obliku

[m/2]
Cx(m,n) = Z Ayi(m,n) - k™21 (4.35)
i=0
Nadalje, vrijedi i sljedée
[(n+1)/2]
fot2 Z f,=2" (4.36)
p=1
Na primjer, za baznu funkcijflup, (&) prema (4.36) slijedi
fot2-(fitf)= 2% (4.37)
|z sustava (4.29) zia= 0 i m = 2 dobije se sljeds
Gk — (kAE)? (4.38)
2—4' (Ck—z fz + Crq f1 + Ci fo + Crs1 f1 + Cit2 fz) = (kAf) :
gdje je
AS
Ck = ? . (AO . kz + Az) (4.39)

UvrStavanjem (4.37) i (4.39) u (4.38) xa= 0 dobije se koeficijentd, u ovisnosti o

poznatom koeficijentud,(m,n) = 1 u obliku:
Ay = =273 Ch(fi + 2°f,) - Ag (4.40)

Na analogan ri@n se koeficijentd, dobije izrazen preko poznatih koeficijedtgi A,
CZ
Ay = =273 Cp|(fi +2*f,) - Ag +C_Tzl(f1 +2%f,) - A,y (4.41)
m

Ponavljanjem postupka dolazi se daeg izraza za koeficijentd,; u obliku rekurzivne

formule:
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i~1 /l(n+1)/2] 2j

, ..\ C
Ay = =27 CH ) | Yl B ) Al (mm)
=0\ = m (4.42)

l

@" = Fup, (zn

gdje suc?z! binomni koeficijenti.

2k+1 1
z__ ) na ekvidistantne razmake proizvoljne

Raspordujuc¢i bazne funkcijeFup,, (Z"Ax —
duljine Ax, na n&in da je broja pomaknut zalx/2 u odnosu na koordinatu tiemena moze se
tocno razviti polinom stupnjan < n na cijeloj realnoj osi u sljedem obliku:

k=+o0

(4.43)

o Axm x  2k+11
= Z Celm,n) - Fup"(Z"-Ax 2 2n>

k=—o

gdje su koeficijenti linearne kombinacijg(m, n) prema (4.28) oddeni sljedéim izrazom
Cim,n) = ) Af"(m,n) - K™ (4.44)

Linearna kombinacija iz (4.27), odnosno iz (4.4B8isaju zadani polinom™ na identéan
n&in, iz ¢ega se moze zakljiti da postoji izravna ovisnost koeficijenat™(m,n) o
koeficijentimad,;(m, n):

[m/2] m—2i

C,(m,n) = ZA *(m,n) - k™ = Z Ayi(m,n) - (k —%) (4.45)

Izraz (4.45) moze se napisati u obliku prikladncenuspordivanje pojedinih¢lanova na
lijevoj i desnoj strani, tj.:

[m/2] /m—-2i

C.(m,n) =ZAj*(m,n)-km‘f Z Z - l)r Ch_, k™2 |4, (myn)  (4.46)
=0

iz ¢ega slijedi
j/2
A7 Gmm) = ) (~1)72- 220 €)% Ay mm) (4.47)

gdje suC,{l__zzii binomni koeficijenti.
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4.8 Skalarni produkti baznih funkcija Fup,(x)

Kod primjene nejake (integralne) formulacije, ki@ aproksimaciju zadane funkcije ili za
odralivanje pribliznog rjeSenja diferencijalne jednadzb@eophodno je izeainavanje
skalarnog produkta, kako baznih funkcap,,(x) i polinomax™, m € N, tako i skalarnog
produkta méusobno pomaknutih baznih funkckawp,, (x), kao i skalarnog produkta njezinih
derivacija.

Skalarni produkt polinoma™, m € N i funkcije Fup, (x) na realnom karakterigfiom

odsjeku A4x,, proizvoljne duljine mozZe se napisati kao

(k+1)Axy
X n+2)/2-k
Sm(n, k) = f x™ Fupy, <Z"Axn - 0 ) x; k=01,..,n+1 (4.48)
kAxy

gdje je k indeks karakteristhog odsjéka funkcije Fup,,(x) definiran s lijeva nadesna,
odreiuje baznu funkciju iz klaséup, (x) baznih funkcija, am je stupanj polinoma u
skalarnom produktu.

S obzirom da je funkcijuFup, (x) praktiéno najpovoljnije izraziti u obliku linearne
kombinacije mdusobno pomaknutilxp(x) funkcija (vidi tatku 4.5), slijedi da se i skalarni
produkt polinoma i funkcijeup,, (x) iz (4.48) moze izraziti u obliku linearne kombinac
skalarnih produkata polinoma i baznih funkaija(x) iz izraza (3.32) koriste koeficijente iz
tablice 4.1.

U Dodatku B.2 prikazani su skalarni produkti pohmax™, m = 0, ...,5 i baznih funkcija
Fup,(x), te skalarni produkti polinome&™, m = 0, ...,5 i funkcija Fup,, (x),n = 1,2,3,4.

Skalarni produkt m#usobno pomaknutih baznih funkcifaup, (x) na karakteristinom
odsjeku 4x,, = 27" moZe se napisati kao
(i+1)27"
I'(n,i,k) = f Fup,(x — k2™) - Fup,(x) dx ; k € Z, ieZ (4.49)
i2—n
Sliéno kao i kod funkcijeup(x), umjesto numetkog integriranja izraza (4.49), koristi se
poznata veza polinoma i funkcifap,, (x) (tocka 4.7).
Ako se zadana funkcijg(x) = x™, n € N aproksimira u obliku linearne kombinacije

baznih funkcijaFup, (x) nejakom formulacijom potrebno je rijeSiti sustadpadzbi

Cll'j'Cj = b], l,] EN (450)
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gdje su koeficijentic; poznati brojevi odréeni izrazima (4.35) i (4.42), a desna strénge
skalarni produkt iz (4.48) (vidi Dodatak B.2).

Elementi matrice sustava; su skalarni produkti baznih funkcija prema (4.46znaeni

su sal‘l.(j"). Pri tomei ozn&ava indeks prvog faktora, jaindeks drugog faktora u skalarnom

produktu. Od ukupnén + 2)? nepoznatih elemenata matrice, zbog sirietsti matrice oko

glavne i sporedne dijagonale, ostaj&[n/2] + 2)([n/2] —n —1) meiusobno raztitih
skalarnih produkata‘l.(j") [] ozn&ava cjelobrojnu vrijednost izraza unutar uglatigrzala).

Elementi na glavnoj dijagonali odigiu se u obliku linearne kombinacije skalarnih

(n)

produkatayl.j medusobno pomaknutirup(x) baznih funkcija uz koeficijente linearne

koombinacije iz tablice 4.1. Preostélin + 1)/2] + 1) nepoznati elementi matrice odtgu
se pomou razvoja polinoma po funkcijamBup,(x — k2™™) u (4.27) koristé (4.35) i
(4.42).

Na primjer, matrica sustava iz (4.50) za baznu ¢jokFup, (x) je

-
-

I ES)

(1) "
r‘12 ,r‘l'?,

~ -
~ -

~ -
-
-

~(1y"” 1) _ @
DL l—‘23 - l—‘12

@ _ @
Ly =T VAN

- N

~
N

) | r@ | @ @
=T |y =15 | I “\YQ

N

®
s

-

Dijagonalni¢lanovi mogu se napisati u obliku linearne kombijeakao

1 1
l—‘1(1) = (Co)? Ygl)

@ @ D @ (4.51)
Fzz = (CO)Z y22 + 2C061Y12 + (Cl)z Y11
pa prema (3.64) i (3.65) te koeficijentima iz tabli.1 zan = 1 slijedi
26 78
L _ . 1 _
Fll = —%-F]/ ) FZZ = —£+4]/ (452)
gdje jey dat izrazom (3.59).
Koeficijenti izvan glavne dijagonale odigu se iz sustava jednadzbi
1 1 1 5
(1) €3] 1 _
§F11 +§F12 +§F13 ~ 36
(4.53)
1 1 1 13
® (1 ® _
§F12 +§F22 +§F12 ~ 18

Eksponencijalne atomske baze funkcije: razvoj i primjena 71



4. Algebarske atomske bazne funkcije Fup,

iz kojega slijedi

;TP =24y (4.54)

(1) _ 65
F12 BT 2)/ 36

36
Na analogan r@n odraiuju se skalarni produkti ostalih d&sobno pomaknutiFup,, (x)
baznih funkcija, kao i skalarni produkti thesobno pomaknutih derivacija baznih funkcija
Fup, (x).
U Dodatku B.3 dani su izrazi kao i gréda interpretacija skalarnih produkataduasobno
pomaknutih baznih funkcijd&up,(x) i skalarnih produkata ndasobno pomaknutih prvih

derivacija baznih funkcij&up, (x).

4.9 Modificirane rubne bazne funkcije Fup,(%)

U pojedinim numetikim metodama, kao na primjer kod nejake formulaggvlja se
potreba za ,modificiranjem* rubnih baznih funkcijBod pojmom ,rubne bazne funkcije”
podrazumijevaju se funkcije u linearnoj kombinaciji se nosé jednim dijelom nalazi izvan
podruja definicije problema.

Modificirane rubne ABFFup,(§) zbog jednostavnijeg zapisa ozawaju se sap, ,
j=—-[(n+1)/2],..,[n/2] na lijevom rubu poddja &¢,, te j=N—[n/2],..,N+
[(n+ 1)/2] na desnom rubu podija &5 (N je broj odsjéaka na promatranom podiju).

Modificirane rubne funkcijep,, ; prikazuju se u obliku linearne kombinacije izvdrni
baznih funkcijaFup,(¢) koje se u nastavku oztevaju say, ;(x),i = —[(n+1)/2], ..., ],
odnosnad =j,...,N + [(n+ 1)/2].

Rubne ABFg, ; na lijevom rubu modificiraju se tako da je zadgewhi-ta derivacija na
nasin

P(ED) # 0 za j+[n+1)/2]<i<n

(4.55)
<P,(3(5A) =0 inge ; iEN
Na desnom rubu podtja modifikacija se postize translacijom i zrcalgmj lijevog ruba.
U linearnoj kombinaciji méusobno pomaknutih ABFup,, (¢) potrebno je modificirati
(n + 1) baznu funkciju na lijevom, odnosno desnom rdgkiye nosa jednim dijelom izvan
podruja.
U nastavku su pokazane modificirane rubne ABRp,(¢) za razléiti indeks N podiele

podruja.
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I. Ako je linearna kombinacija mdasobno pomaknutin ABHup,(§) definirana na
intervalul = [A, B], pri ¢emu je duljina intervald veca ili jednaka duljini tri karakteristna
odsje&ka tj. I = 3A¢&, (N = 3) modificirane rubne ABHup,(&¢) na lijevom rubu odigene

Su izrazima

36
@2,—1(5) = ?}’2,—1(5)
36 18
(Pz,o(f) = —?J’z,—1(f) + EYZ,O(E) (4.56)

<P2,1(f) = 3’2,—1(5) - %3’2,0(5) + )@,1(5)

dok se maodificirane rubne ABFup,(¢) na desnom rubu dobiju translacijom funkcija sa

lijevog ruba za duljinuL = N - A&, i njihovom zrcalnom simetrijom oko desnog ruba, tj

©2,;(&) = @p;(=& — L):

<P2,N—1(f) = YZ,N+1(§) - %yZ,N(E) + 3’2,N—1(f)

36 18
Yo (&) = —?}’2,N+1(f) + EyZ,N(f) (4.57)

<P2,N+1(f) = 3?63’2,N+1(f)

Na crtezu 4.7a) prikazana je linearna kombinaaiznih funkcijay, ;(£), dok su na crtezu

4.7b) prikazane modificirane rubne ABE ;(¢) na lijevom i desnom rubu podia.

Crtez 4.7 a) Linearna kombinacija dasobno pomaknutih baznih funkcya,;($)

b) Modificirane rubne ABFp, ;(£) na lijevom i desnom rubu podija
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ll. Ako je linearna kombinacija ABF definirana na in&u duljine dva karakteristna
odsje&ka tj., I = 2A¢&,, (N = 2) Crtez 4.8a), modificirane rubne ABFup,(¢) na lijevom
rubu ¢, 1 (&) i ¢,0(§) odgovaraju baznim funkcijama iz izraza (4.56), dokdificirane
rubne ABF na desnom rubg,, (&) i ¢,3(§) odgovaraju baznim funkcijama, (&) i

@2 n+1(E) iz izraza (4.57). Srednja AB§, ,(¢) u linearnoj kombinaciji presjeca oba ruba i
odreiena je izrazom

92106 = Y21 () = = 20(8) + 722 (O) ~ = 722(O) + 722() (4.58)

lll. Ako je linearna kombinacija ABF definirana na in&ou duljine jednog
karakteristénog odsjéka tj., I = A¢,, (N = 1) Crtez 4.8b), ABF na lijevom ruby, _,($),
odnosnog, ,(§) na desnom, odgovaraju baznim funkcijama () i @, y+1(§) iz izraza
(4.56) i (4.57), respektivno, dok su srednje madiine bazne funkcije sljeéeg oblika

1
©2,0(8) = m (—313)’2,—1(5) +65Y,0(8) — 25,1 (&) + 65}’2,2(5))

X (4.59)
©21(8) = 70 (65}’2,—1(5) — 25Y,,0() +65y,1(§) - 313}’2,2(5))

Crtez 4.8 a) Moadificirane rubne ABFp, ;(¢) na intervalul = 2A¢&,

b) Modificirane rubne ABFp, ;(£) na intervalu = A¢,

U Dodatku B.1 dani su izrazi za modificirane rultr@ane funkcijep, ;.
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B.1. Modificirane rubne bazne funkcije Fup,(x)

U tocki 4.9 opisan je postupak modificiranja rubnih baziunkcija Fup,, (x) opéenito, te
su prikazane modificirane rubne ABg, ;(x) (Fup,(x)) za razlkite podjele podrja
I =[A,B].

Uz bazne funkcijeFup,(x) kao jedne od na&gXe koriStenih baznih funkcija iz klase
algebarskih ABF su i bazne funkcijgup,(x). Stoga su u nastavku dani izrazi i za
modificirane rubne bazne funkcije, ;(x) (Fups(x)), crtez B.1. Izrazi se odnose na
modificirane bazne funkcijg, ;(x) na lijevom rubu podija, dok se funkcije na desnom
rubu dobiju translacijom funkcija sa lijevog ruba @uljinuL = N - Ax, i njihovom zrcalnom
simetrijom oko desnog ruba, tp, ;(x) = ¢, j(—x — L). Indeks podjele podija je N > 6

odnosno, minimalno jedna bazna funkcija se cijelazi unutar podja:

32400
P42 (x) = 143 Va,-2(X)
1620 (6628
®4-1(x) = _W{mﬂ,—z (x) — J’4,—1(x)}
28800 (1347
Pa00) = T e [16 3 2 (0) = 34,2 (] + 310 ()} ®.1)
1350 1
®41(x) = m{—2243’4,—2(x) + 1151 [30345 Ya-1(x) = 13712 y,9(x) + 14231 y, 4 (x)]}

1

Pa(x) = {3’4,—2(35) + 1151 [—199 Va—1(x) + 5999 y, 0 (x) — 199 Y4,1(x)] + Y4,2(x)}
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Crtez B.1 Modificirane rubne ABFp, ;(x)

B.2. Skalarni produkt polinoma x™ i funkcije Fup,(x) na karakteristiénom

odsjefku AX,

Skalarni produkti polinomax™ i baznih funkcija Fup,(x) iz tocke 4.8, na
karakteristtnom odsjéku proizvoljne duljineAx,, mogu se ofenito napisati u sljedem
obliku
M

bm (8.2)
meN ; n=2; j=-1,..,N+1; k=0,..,n+1

Sm(2,j,k) = (4Ax)™*

gdje jem stupanj polinoma u skalarnom produktu, indgkena&ava (ne)modificiranu baznu
funkciju Fup,(x), a k odreiuje indeks karakterisinog odsjéka bazne funkcije, odnosno

podr&je integracije, crtez B.2.

|. Koeficijenti b,,, u izrazu (B.2), za bazne funkcije u linearnoj kamalciji kada jel >
3Ax,, su sljedéi brojevi:

by = 2340 ; by = 8424000 ; b, = 16848000

b; = 11887948800 ; b, = 59439744000 ; bs = 1455084933120000 (B:3)

dok sua; ., dani u sljedéoj tablici:
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Tablica B.1 Koeficijenti a;,, iz izraza (B.2) za bazne funkcifewp, (x)

@;j(x) | k | m=0 | m=1 m=2 m=3 m=4 m=5
j=-1 0 468 66924 8892 539604 272844 756453204
' 0 1062 461466 | 138528 16652376 15389046 73629868986
/=0 1 90 12870 1710 103770 52470 145471770
0 | 745 | 475405 | 182390 | 25966460 | 27127805 | 142343217005
j=1 1 1080 378040 | 105995 12387605 11296790 53683046090
2 65 9295 1235 74945 37895 105062945
0o | 65 | 49205 | 21190 | 3278860 | 3647605 20100690805
' 1 1105 612885 | 222105 30667065 31440435 162901021335
S 2 1105 381615 | 106470 12416430 11311365 53723454915
3 65 9295 1235 74945 37895 105062945
0 65 49205 21190 3278860 3647605 20100690805
i=N—-11] 1 1080 593960 | 213955 29405965 30037510 155169986410
2 745 195095 42235 3900265 2866495 11169906745
0 90 68130 29340 4539960 5050530 27831725730
J=N 1 1062 494334 | 154962 18854298 17270154 80830286514
j=N+1 0 468 354276 | 152568 23607792 26262756 144724973796
A
8,09

9, ()

N k=1 i X "

podrucje integracije podrucje integracije podrucje integracije

k=0 N\ kel T ke2 k=3 X
podrucje integracije

¢2,N+1(X)

e
el

podrucje integracije podrucje integracije podrucje integracije

Crtez B.2 Skalarni produkt polinoma™ i baznih funkcijaFup, (x) kada jel > 3Ax,

Eksponencijalne atomske baze funkcije: razvoj i primjena 77



B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

Il. Koeficijenti b, iz izraza (B.2), za bazne funkcije u linearnoj konaciji kada je
duljina podrdéja I = 2Ax,, su sljedéi brojevi:
b, = 130 ; b; = 468000 ; b, = 936000

B.4
b; = 660441600 ; b, = 3302208000 ; b; = 80838051840000 (B.4)

Koeficijenti a; ,, , dani u tablici B.2.
Tablica B.2 Koeficijenti a;,,, iz izraza (B.2)
@,j(x) k| m=0 | m=1 m=2 m=23 m=4 m=5
j=-1 0 26 3718 494 29978 15158 42025178

0 59 25637 7696 925132 854947 4090548277
j=0

1 5 715 95 5765 2915 8081765

0 40 25360 9680 1372520 1429160 7478454560
j=1

1 40 10640 2320 215080 158440 618305440

0 5 3785 1630 252220 280585 1546206985
j=2

1 59 27463 8609 1047461 959453 4490571473
j=3 0 26 19682 8476 1311544 1459042 8040276322

A
@1 (x)
m
X .
k=0 X T k=0 \‘\ k=1 X
podrucje integracije podrucije integracije podrucie integracije

podrucje integracije podrucje integracije

Crtez B.3 Skalarni produkt polinoma™ i baznih funkcijaFup, (x) kada jel = 2Ax,
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lll. Koeficijenti b,, iz izraza (B.2), za bazne funkcije u linearnoj konaciji kada je
duljina podrdéjal = Ax,, Su:

b, =10 ; b, = 18000; b, = 36000

b; = 50803200 ; b, = 254016000 ; b5 = 3109155840000 (B.5)

dok sug; ., dani u tablici B.3.

Tablica B.3 Koeficijenti a;,,, iz izraza (B.2)

02jxX) | k| m=0 m=1|m=2| m=3 m=4 m=>5
j=-11]20 2 143 19 2306 1166 1616353
j=0 0 3 522 126 24579 18639 37027737
j=1 0 3 828 279 70677 66411 158162013
j=2 0 2 757 326 100888 | 112234 309241397

A

@_1(x)
....... = x

podrucje integracije podrucje integracije podrucje integracije podrucje integracije

Crtez B.4 Skalarni produkt polinoma™ i baznih funkcijaFup, (x) kada jel = Ax,

Na slcan n&in moZe se prikazati i skalarni produkt polinom& i baznih funkcija

Fup,(x) zan = 1, 3,4 u sljedéem obliku:

a
sn(m, k) = (2"Ax,)"*1 T (B.6)

(n)
m

gdje n ozn&ava red ABFFup,(x), k odretuje indeks karakteristhog odsjeéka bazne
funkcije. (U izrazu (B.6) ne pojavljuje se indéksza razliku od izraza (B.2) zbog toga Sto su
u nastavku dani koeficijenti za izt skalarnih produkata polinome™ i izvornih ili

nemodificiranih baznih funkcijd@up,,(x),n = 1, 3,4.)

Koeficijenti b,(,’:) I ap, dani su u tablicama B.4 i B.5, respektivno.
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Tablica B.4 Koeficijenti b,(,,?) iz izraza (B.6)

n=1 n=3 n=4
m= 36 32400 32400
m= 72 259200 1371686400
m= 64800 548674560 10973491200
m=3 43200 7315660800 1790873763840000
m=4 | 11430720 447718440960000 7163495055360000
m=5 | 22861440 716349505536000 309545509854589747200

Tablica B.5 Koeficijenti a,, \ iz izraza (B.6)

n k m=20 m=1 m=2 m=3 m=4 m=
0 5 4 1493 424 48781 43108
1 26 13 3764 907 92950 75379
2 5 1 143 19 1153 583
0 143 124 28936 43108 298015603 54352184
1 6628 4559 928103 1259243 8126440838 1405557889
3 2 18858 9429 1630239 1996503 12003023868 1970767479
3 6628 2069 269249 272663 1432155338 212731639
4 143 19 1153 583 1616353 132809
0 19 44509 19955 184416347 42134206 104753307620
1 2193 | 4273009 | 1706813 | 14532126965 | 3120904735 | 7390793719889
2 13988 | 21438454 | 7579118 | 59743708670 | 12158848750 | 27668969523344
* 3 13988 | 15573794 | 4646788 | 32931420730 | 6230146280 | 13443964170334
4 2193 | 1529669 | 335143 | 1912970935 309085220 592318103644
5 19 5765 583 1616353 132809 134926369
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B.3. Skalarni produkti medusobno pomaknutih baznih funkcija Fup(x) na

karakteristi cnom odsjetku AX;

Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifaup, (¢) na karakteristinom
odsjeku 27" opisan je u teki 4.8.

Na crtezima B.5, B.6 i B.7 u nastavku gtkfi su prikazani skalarni produkti s
pripadajéim izrazima mdusobno pomaknutih baznih funkcifaup,(¢) kao i meusobno
pomaknutih prvih derivacija baznih funkcifeup,(¢) na prvom, drugom i @em odsjéku
A¢ respektivno, kada je linearna kombinacija baznoifk€ija definirana na intervalu duljine
I = (n+ 2)Aé,, tj. I = 4A¢, (minimalno jedna bazna funkcifgup,(¢) se cijelim noséem
nalazi unutar podtja). Zbog svojstva simetrije ABFup,,(¢), skalarni produkti m&usobno
pomaknutih funkcija, kao i derivacija funkcija, paedzadnjem, tj(N — 1) —om odsj&ku
odgovaraju skalarnim produktima na drugom atlgjezrcaljenim oko sporedne dijagonale.
Takader, skalarni produkti na zadnjem, tjV —tom odsjéku odgovaraju skalarnim
produktima na prvom odsjku zrcaljenim oko sporedne dijagonale.

Na crtezu B.8 prikazani su skalarni produkti s @dgim izrazima méusobno
pomaknutih baznih funkcij&up,(¢) kao i mgusobno pomaknutih prvih derivacija baznih
funkcija Fup,(¢) na drugom odsig&u kada je linearna kombinacija baznih funkcija
definirana na intervalu duljiné = 3A¢,. Skalarni produkti na prvom i iem odsjéku
odgovaraju skalarnim produktima na prvom i zadnjedsj&ku respektivno kada jé >
4A%,.

Nadalje, na crtezu B.9 prikazani su skalarni pradsifpripadajdim izrazima méusobno
pomaknutih baznih funkcij&up,(¢) kao i m@usobno pomaknutih prvih derivacija baznih
funkcija Fup,(¢) na prvom odsjku kada je linearna kombinacija baznih funkcijainiesna
na intervalu duljinel = 2A¢,. Skalarni produkti na drugom od&& dobiju se zrcalnom
simetrijom oko sporedne dijagonale skalarnih predalprvog odsjka.

Na crtezu B.10 prikazani su skalarni produkti spadajéim izrazima meusobno
pomaknutih baznih funkcij&up,(¢) kao i mgusobno pomaknutih prvih derivacija baznih
funkcija Fup,(¢) kada je linearna kombinacija baznih funkcija dieina na intervalu duljine
I = A§,.
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B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

A) [A B] = 4A¢,

I. ODSJECAK

i-1 i+1
AX X
@) 2 2
I I3 s
) @) (2)
FZZ I-‘2 3 l-‘24
@) @) 2
I35 I33 I3,
(2) 2 (2)
Iy Iy Lps

b, = 34222500
r® = (11464373232 + 14192755200y) /b, ; T2 = (18113373252 — 22380883200y)/b,
‘2 = (—8216101530 + 10159344000y)/b, ; T2 = ( 1594479510 — 1971216000y)/b,
r{2) = (28515257172 + 35292931200y) /b, ; T2 = (12977121780 — 16020504000y)/b,
r{2) = (-2513110860 + 3108456000y)/b, ; I\2) = (—5861020775+ 7272180000y)/b,
F§i)=( 1143583025 — 1411020000Y)/b, ; Fﬁ)=( —221149175+ 273780000v)/b,

b', = 38025
[2 = ( —45556992 + 63078912y)/b', ; 2 = ( 76220352 — 99470592y)/b’,
Y = ( —37720800 + 45152640y)/b’, ; I{Y =( 7057440 — 8760960y)/b',
[ = (~122046912 + 156857472y)/b', ; T2 = ( 57283200 — 71202240y)/b',
I3 = (- 11456640 + 13815360y)/b', ; I<3 = (—24840400 + 32320800y)/b';
I =( 5278000~ 6271200y)/b', ; T2 =( -878800+ 1216800y)/b’,

Crtez B.5 Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifaup, (&) i medusobnc
pomaknutih baznih funkcijiup,’(¢) na I. odsjéku kada jgA, B] = 4A¢,
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B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

A) [A B] = 4A¢,

Il. ODSJECAK

AN i ) )
4\ N - @ @
/(AN rQ = ¥
N @ r® @

b, = 2737800

%) = (—33918264 + 41990400y)/b, ; T2 =( 83299518 — 102643200y)/b,
2 = ( —73490508 + 90979200y)/b, ; T2 =( 24530454 — 30326400y)/b,
{2 = (-200262182 + 250905600y) /b, ; T2 = ( 181907557 — 222393600y)/b,
{2 = (- 59890493 + 74131200y)/b, ; Ii2 = (156601822 + 197121600y)/b,
r{? = (53356173 — 65707200y)/b, ; T2 = (-17691934+ 21902400y)/b,

b', = 1521
ny = (-67392+ 93312y)/b', ; Ty =( 189072 — 228096y)/b’,
2 = (—175968 + 202176y)/b', ; TP =( 54288 — 67392y)/b’,
I3 = (—416208 + 557568y)/b', ; T2 = ( 369304 — 494208y)/b’,
I3 = (—142168 + 164736y)/b', ; i3 = (—316368 + 438048y)/b’;
Iy = ( 123032 — 146016y)/b', ; T3 =( -35152+ 48672y)/b’,

Crtez B.6 Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifaup, (&) i medusobnc
pomaknutih baznih funkcijiup,’(¢) na Il. odsjéku kada jdA4, B] = 4A¢,

Eksponencijalne atomske baze funkcije: razvoj i primjena 83




B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

A) [A B] = 4A¢,

OPCl ODSJECAK

(2) () (2) ()
A . L PP L3 Ly

2 2 2 3]
_4. M 1 I I3 IPY

X x

2 2 2 2
_ATHIHH- ¥ I3 I3; I33 T34

@) @ @) @
A l-‘4-1 F42 I-‘4-3 F44

b, = 16200
I = (-104686 + 129600y)/b, ; T2 = (315717 — 388800y)/b,
r® = (-314062 + 388800y)/b, ; I'P = (104831 — 129600y)/b,
2 = (-926638 + 1166400y)/b, ; T2 = (955583 — 1166400y)/b,

b’2=9
ri? =(-208+ 288y)/b, ; Y = - ’
= /by 5 T = (728 - 864y)/D',
I = (-752+ 864y)/b, ; I =(232— 288y)/b,
r{2) = (-1872 4+ 2592y)/b', ; T2 = (1896 — 2592y)/b’,

Crtez B.7 Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifaup, (&) i medusobnc
pomaknutih baznih funkcijiup,’(¢) na ogem odsjéku kada jdA4, B] = 4A¢,
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B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

B) [A,B] = 3A¢,

Il. ODSJECAK

[;](_2) = I}l-(z) %_X % JQM_, @_A‘_;A@T
[N ] o | o | e |
—
A N I R I I
SN e | o | |
AT B R
b, = 1368900

r® = (16959132 + 20995200y)/b, ; TP =( 41649759 — 51321600y) /b,
I = ( —41462649 + 51321600y)/b, ; T2 = ( 16982622 — 20995200y) /b,
{2 = (100131091 + 125452800y) /b, ; T2 = ( 102471181 — 125452800y)/b,
r? = ( —41462649 + 51321600y)/b, ; T2 = (—100131091 + 125452800y) /b,
I = (41649759 — 51321600y)/b, ; T2 = ( —16959132 + 20995200y)/b,

b', =507
r? = ( —22464+31104y)/b', ; TP =( 63024 —76032y)/b’,
r'? = ( —65616+76032y)/b', ; T2 =( 25056 —31104y)/b’,
I3 = (—138736 + 185856y)/b, ; I35 = ( 141328 — 185856y)/b’;
Iys = ( —65616+76032y)/b', ; Tis = (—138736 + 185856y)/b’;
I = (63024 —76032y)/b', ; T =( —22464+31104y)/b',

Crtez B.8 Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifaup, (&) i medusobnc
pomaknutih baznih funkcijiup,'(¢) na Il. odsjéku kada jg4, B] = 3A¢,
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B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

C) [A B] = 2A¢,

I. ODSJECAK

@ _ @
Y =1

2 2 (2) @3]

\ I I I3 Iy
(2) (2) (2) 2

AﬂﬂWM_ 1 I I3 P
(2) (2) (2) )

Mﬂﬂﬂﬂﬂ[ﬂh_ I3 I3; I35 I3,

AX X
@) @) @) @)
o ,‘M/\ 41 T2 T3 Ly
AX X

b, = 105625

r® = ( —35383868 + 43804800y)/b, ; I =( 55905473 — 69076800y)/b,
r'? = ( —27251120 + 33696000y)/b, ; I'2)=( 6814015 — 8424000y)/b,
r{2) = (—88010053 + 108928800y)/b, ; T2 = ( 43036120 — 53136000y)/b,
{2 = ( —10739790 + 13284000y) /b, ; T = (~20905600 + 25920000y)/b,
sy = ( 5250600 — 6480000y)/b, ; T2 =( —1308575+ 1620000y)/b,

b’z == 4’225
r® = ( —5061888 + 7008768y)/b', ; T2 = (8468928 — 11052288y)/b’,
[ = ( —4492800 + 5391360y)/b', ; I = ( 1085760 — 1347840y)/b’,

r{2) = (~13560768 + 17428608y)/b', ; T2 = ( 6854400 — 8501760y)/b’,
r? = ( —1762560 + 2125440y)/b', ; T2 = (—3225600 + 4147200y)/b’,
r = ( 864000 — 1036800y)/b', ; T = ( -187200 + 259200y)/b’,

Crtez B.9 Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifaup, (&) i medusobnc
pomaknutih baznih funkcijiup,’(¢) na I. odsjéku kada jgA4, B] = 2A¢,
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B. Dodatak: Algebarske ABF Fup,

D) [A B] =A$,
2 _ @
=1 [
AX X
h ) ) ) 2
F11 l-‘12 l-‘13 F14
AX X
(2) (2) 2 (2
Jﬂﬂmﬂm&_ 1 I P IPH
o,
(2) (2) (2) (2)
@nﬁﬂﬂﬂﬂmum_- l-‘31 l-‘32 l-‘33 l-‘34
AX X
ﬂ (2) ) @) )
l-‘41 F42 F43 F44
QLD X
bz = 625

I = ( —209372+259200y)/b, ; T2 =( 471902 — 583200y)/b,
I = ( —471692 +583200y)/b, ; T =( 209662 — 259200y)/b,
2 = (1061082 + 1312200y)/b, ; 2 = ( 1061622 — 1312200y)/b,
I? = ( —471692 + 583200y)/b, ; I'® = (1061082 + 1312200y)/b,
r? = ( 471902 —583200y)/b, ; T2 =( —209372 + 259200y)/b,

b', =25
NP =( —29952+41472y)/b', ; TS =(  73152-93312y)/b’;
[2 =( -76608+93312y)/b', ; TP =( 33408 - 41472y)/b’,
{2 = (166752 +209952y)/b', ; T2 = ( 170208 — 209952y)/b’,
r{? = ( -76608 +93312y)/b', ; T = (—166752 + 209952y)/b’,
ri? = 73152-93312y)/b', ; TP =( -29952+41472y)/b’,

Crtez B.10 Skalarni produkti méusobno pomaknutih baznih funkcifap, (£) i medusobnc
pomaknutih baznih funkcijiup,’'(¢) kada je[4, B] = Aé,
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5. EKSPONENCIJALNE ATOMSKE BAZNE FUNKCIJE
EUP

5.1 'Materinska' bazna funkcija Eup(§, o)

Za odrdivanje numeikih rjeSenja fizikalnih problematija su rjeSenja iz klase
eksponencijalnih funkcija, bazne funkcije algebagskipa se pokazuju neprikladne. Légp
je za @ekivati da bazne funkcije s kojima se mozéntw prikazati eksponencijalna funkcija
zadane frekvencije dobro opisuju rjeSenja kojazdddse eksponencijalnih funkcija.

Materinska bazna funkcij&up(¢, w), takaier iz klase atomskih baznih funkcija, je
beskonano derivabilno rjeSenje funkcionalno diferencijaljeelnadzbetijom se linearnom
kombinacijom téno razvijaju eksponencijalni polinomi. Za razlikd algebarske materinske
bazne funkcijeup(§), eksponencijalna materinska bazna funkdijap (¢, w) posjeduje
parametar saZimanjaw, ili analogno trigonometrijskim funkcijama, frekwvaju koja

omogutava bolja aproksimacijska svojstva.

5.2 Generiranje Fourierove transformacije funkcije Eup(g, o)

U prethodnim poglavljima pokazana je konstrukci@uferovih transformacija atomskih
baznih funkcija algebarskog tipa, i to FT matermslnkcije up(¢) te FT familije baznih
funkcija Fup,,(§). Naime, mogénost efektne konstrukcije Fourierovih transformackao i
efektan prikaz razitih svojstava baznih funkcija poréw Fourierovih transformacija,

zajednéko je svim atomskim baznim funkcijama.
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5. Eksponencijalne atomske bazne funkcije Eup

FT funkcije Eup (¢, w) konstruira se sthim postupkom primijenjenim za funkcipp (£)

(tocka 3.1), uz koriStenje istog normirnog uvjeta

flEup(f, w)dé =1 (5.1)
1

I karakteristika kompaktnog nasa

supp Eup(§, w) = [-1,1] (5.2)
Na crtezu 5.1 vidljiva je grafka interpretacija postupka generiranja funkdijep (¢, w)

pomaiu teorema konvolucije.
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Crtez 5.1 Generiranje eksponencijalne bazne funkEije (¢, w)
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5. Eksponencijalne atomske bazne funkcije Eup

Analogno funkcijiup(§), funkcija Eup(§, w) u limesu, kao Sto se vidi na crtezu 5.1,
predstavlja rezultat konvolucije neizmjernog brefsponencijalnih splineova nultog stupnja

9; (¢, w),j =0,1,2,.. ¢ja se duljina nosa smanjuje po zakonu= 27/:

Eup (E! 0)) = (pO(Ef (1)) * (pl(fl 0)) * ok (P] (E! 0))

supp=[-1/2,1/2] supp=[-1/4,1/4] Jim[~27J71,27"1]=0 (5.3)
gdje je
w-ev/2" (+1) 9=G+1)
- Lw¢ _2—=(+1) »-(G+1
0§ w) =40 1 ¢ za § € [-270+1), 2-0+1)] (5.4)
0 inace

FT funkcije Eup(¢, w) prema (5.3) odgovara produktu beskomag broja Fourierovih

transformacija sazetih eksponencijalnih splineaviéog stupnja (5.4):

[oe)

o  sh(w/2+i-t/2))

F© = | 12sh(or2) w241 1/2

(5.5)

Kada parametaw teZi nuli izraz (5.5) prelazi u izraz (3.8). Dakéksponencijalna ABF
Eup (¢, w) prelazi u algebarsku AB#p (&) kada parametav postane nula.
Inverzna Fourierova transformacija, odnosno furkEigp (¢, w), uz zadovoljenje Paley-

Wienerovog normirnog uvjeta (5.2) moze se izrazivbliku:

Eup(¢, w _ L F(t) - e 8dt 5.6
pEw) =5 | FO (5.6)

Razvojem desne strane izraza (5.6) u Fourierovmiedle se odrediti “original” funkcije
Eup (¢, w) u diskretnim tokama. M@utim takav oblik rjeSenja nije prikladan za sofistnu
prakticnu primjenu. Stogée se, kao i u prethodnom poglavlju za funkeip($), traziti taino

rieSenje u binarno racionalnim¢kama tipaé,, = -1+ k/2™ , k=12,..2™*" 1 me N,

izrazeno preko vrijednosti funkcije u ishodiSBEup(0,w) = A,, koju se, za razliku od
funkcije up (&), mora prethodno neovisno nunéériizracunati.

Parametarw ima ulogu frekvencije sino kao kod trigonometrijskih funkcija. Na crtezu
5.2 prikazana je funkcij&up(é,w) za razléite vrijednosti parametrav. Vidi se da je
funkcija Eup (¢, w) nagnuta u lijevo za negativne vrijednosti parameir< 0, dok je za
pozitivne nagnuta u desno. U gramm sléaju kadaw — 0 funkcija Eup (¢, w) tezi funkciji
up(§¢). Dakle, vektorski prostoEUP iz kojega je funkcijagEup (¢, w) je “gu$i” od prostora
UP, pa je vektorski prostdVP c EUP.
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5. Eksponencijalne atomske bazne funkcije Eup

4.5

3.5

2.5

Eup (&, )

15

AN
I NS @50 —Z7U\\\l
s/ s N\

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Crtez 5.2 FunkcijaEup(¢, w) za razl€ite vrijednosti parametra

5.3 Funkcionalno diferencijalna jednadzba za funkgu Eup(&, ®)

Funkcionalno diferencijalna jednadzba za funkchup (¢, w) konstruira se iz njene
poznate Fourierove transformacije (5.5), a kojensée izraziti u sljed@m obliku:

) sh(w/2 +it/2)
2-sh(w/2) w/2+it)2

F(t) = -F(t/2) (5.7)

MnoZenjem izraza (5.7) g + it), te uvalenjem zamjene:
p®/2+it/2 _ p—(w/2+it/2)

2

sh(w/2 +it/2) =
dobije se

w F(t) + it - F(t) — w/2+it/2 __ e—(w/2+it/2)) . F(t/Z) (58)

- (
2-sh(w/2) ¢
Inverzna Fourierova transformacija izraza (5.8) je

1 [ . 1 [ .

w-— jF(t)-e‘“fdt+— jit-F(t)-e“tfdt
21 21
(5.9)

w 1 r . . .
— > Sh(w/z) {% f(ew/2+1t/2 _ e—w/Z—Lt/Z) . F(t/Z) . e—Ltfdt

Zbog kratkoce zapisa, bazne funkcije Eup (¢, w) ée se u daljnjemtekstu oznacavati i say,, (§).
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U izrazu (5.9) prviclan lijeve strane predstavlja samu funkcjup (¢, w) pomnozenu s
parametromw, dok drugic¢lan lijeve strane predstavlja prvu derivaciju fuikEup (¢, w).

Integrali desne strane izraza (5.9) mogu se iZzrazibliku

o)

w it , .
— jeii-ei?(‘“f)-}?(t/z)dt (5.10)

Sraiivanjem integrala (5.10) na &ia

1 r u=t/2-u=2t
— it(1/248) _
o ] ¢ F(t/2) dt {du —dt)2 - du = 2dt}

—00

=2.

N|b—\

— f p—u(2§1) | F(u)du=2- yw(zf +1)

i uvrStavanjem u (5.9) dobije se funkcionalno difegijalna jednadzba funkcifeup (¢, w):

w

- Yy(&) =¥, (&) = m{ e®/? . y,(26 —1) — e ?/? .y, (2 + 1)}

ili u konatnom obliku
Yw,(‘f)_w')’w(‘f) = a'Yw(ZE‘l' 1)_b'yw(2§_1) (5-11)
gdje su koeficijent i b odraieni izrazima

w - e w2 2w
= = = . w 5.12
a sh(w/2) e®—-1" b=a-e ( )

Posebno, za vrijednost parameira= 0, dobiva sex = 2, b = 2 tako da je u tom staju
jednadzba (5.11) ekvivalentna jednadzbi (3.15).

Iz jednadzbe (5.11) potdunje se joS jedno zajediio svojstvo svih atomskih baznih
funkcija, a to je mogtnost prikazivanja derivacija kao linearne kombif@acsazetih i
pomaknutih samih funkcija. Zato se jednadzba (51dd3iva funkcionalno diferencijalna

jednadzba.

5.4 Derivacije funkcije Eup(, o)

Derivacije funkcijeEup (¢, w) odreiuju se na isti nan kao i kod bazne funkcijap(§).
Prva derivacija funkcijeEup(é, w) slijedi iz funkcionalno diferencijalne jednadzb&1(1).
Deriviranjem izraza za prvu derivaciju, odnosnoawte jednadzbe (5.11), te zamjenom iste

u dobivenu jednadZbu, slijedi izraz za drugu deijuafunkcije Eup (¢, w):
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Y, 2@ =30y V@O +2- -0’y (&)=

=2[a?-y (46+3)—a-b-y (46+1) —a-b-y (46 —-1)+b* -y (4¢—3)]

(5.13)

Deriviranjem jednadzbe (5.13) te zamjenom prvel(bildruge (5.13) derivacije u novu
jednadzbu slijedi izraz za tne derivaciju, i tako redom.

S obzirom da na lijevoj strani jednadzbi (5.11)5i13) postoje i dodatnilanovi koji
sadrze samu funkcijup (¢, w) i njenu derivaciju, nije moge kao u sltiaju bazne funkcije
up(é) u izrazu (3.18), derivacije izraziti direktno peekazetih funkcija na desnoj strani
jednadzbe.

Medutim, to se ipak postize primjenom diferencijalraggeratora, [43],

L, = 1_[ (d/dé — 2/1w) (5.14)
j=1

koji u sebi sadrzi cijelu lijevu stranu jednadzbel(l) odnosno (5.13), tako da se desna strana
dobiva samo od sazetih i pomaknutih funkcija destrene polazne jednadzbe.

Diferencijalni operator (5.14) je takav da djeliijma eksponencijalni polinom,,(§) =

n,a; - e2'®* stupnjan vrijedi

Lo[En(§)] =0 (5.15)
Tako ¢e, na primjer, operator tteg reda ,ponistiti* eksponencijalni polinom ¢eg
stupnja, tj.
d*(E3(5)) d*(E3($)) , d(E3(©) 3
ZAE3NI) g3 cw? 235 gl 3. = 5.16
e Trw 2 1 wr =2 8w (E5(9) =0 (5.16)

gdie je E3(&) = ape?’®* + a e “* + aye?’®* + aze?’®*. Upravo zbog ovog svojstva
baznih funkcijaEup (¢, w), a to je da diferencijalni operator poniStavaviijestranu jednadZzbi
(5.11) i (5.13), njihovom linearnom kombinacijontmo se opisuju eksponencijalni polinomi
odgovarajdeg stupnja éemuce se detaljnije govoriti u sljedien tockama.

Sada je pom&u diferencijalnog operatora (5.14) ma@gunapisati ofi oblik za bilo koju

derivaciju funkcije Eup(¢, w) tako da bude analogan izrazu (3.18) kod baznitkdija
up($):

2n+1

Ln)’w(f) — on(n+1)/2 Z Dj(n) _yw(2n+1f _ 2]- 4 on+l 4 1) (5_17)

J=1

Koeficijenti D].(n) ratunaju se pomau sljedeée rekurzivne formule [6] ,[43] za > 0:
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) _ n0)  pn-1)

(5.18)
j=1,...,2"; k=12; [=1,..,2"
gdje sup(® odrateni koeficijentima iz jednadzbe (5.12) tj.,
pP®=qa ; DIV =-p (5.19)

Na primjer, prveietiri derivacije prema izrazu (5.17) izrazene slijedeem obliku:

2

Yo D@ = @7, = ) DUy, 28 ~2) +3)

j=1

4
ya)(z)(é) +2 wzyw (5) -3w ya)(l)(é) =2 Z Dj(Z) ya)(4§ - 2] + 5)
j=1

ya)(S)(é) -8 0)3}/&,(5) + 14 wzya)(l)(é) -7 wya)(z)(f) = 82 Dj(g) ya)(8§ - 2] + 9)

j=1
16

ya)(4)(€) + 64 0)4}/&,(5) —120 0)3}/&,(1)(5) + 700)2}/&,(2)(5) - 15 wa(g)(f) = 642 Dj(4) yw(16€ - 2} + 17)
j=1
ili nakon sreivanja

2
W@ = 0@+ Y DUy, -2j+3)

j=1

2 4
@) = 0?y,@+ 30 ) DVy,@E-2j+3) + 2 ) DPy,(4§-2j +5)
=1 =1
2

4
¥ () = 0y, + 702 ) Dy, (26 =2 +3) +140 ) Dy, (45— 2j +5) +
= = (5.20)

8
+ 8 Z Dy, (8 — 2j +9)
j=1

4

2
Yo () = 0*, (D) +15 0% ) Dy, (2 ~2j +3) = 7002 ) DP y, (45— 2j +5) +

j=1 j=1
8 16
+ 120 wZDj(3)yw(8§—2j+9) + 64ZDj(4)ya,(16§'—2j+17)
=1 =1

Iz izraza (5.20) vidljivo je da prva derivacija koije Eup(&, w) predstavlja linearnu
kombinaciju dviju komponenata. Prva komponenta y#anderivacija funkcijeEup(¢, w),
odnosno sama funkcija pomnozena s koeficijentomj&aj ovom sldaju upravo parametar
w. Druga komponenta je kombinacija sazetih (na poloduljine nos&a) i pomaknutih

funkcija Eup (¢, w) Sto odgovara prvoj derivaciji kod bazne funkeipg($).

Eksponencijalne atomske bazne funkcije: razvoj i primjena



5. Eksponencijalne atomske bazne funkcije Eup

\Druga derivacija funkcij&up (&, w) je linearna kombinacija triju komponenata: prvgelv
komponente formalno odgovaraju komponentama iz gerezacije, dok je tri&a komponenta
kombinacija sazetih (naetvrtinu duljine nosé&) i pomaknutih funkcijaEup (¢, w) slicno
drugoj derivaciji bazne funkcijep(¢).

Nastavljanjem postupka deriviranja slijedi da seiv@deija funkcije Eup(¢,w) redan
dobije linearnom kombinacijom svih derivacija fuijgcdo reda(n— 1) i posljednje
komponente koja predstavlja saZzete i pomaknute danieije Eup(¢, w), a Sto formalno
odgovaran -toj derivaciji bazne funkcijep(£).

Na crtezu 5.3 prikazane su komponente s pripéhajkoeficijentima za izréun do
ukljucivo cetvrte derivacije funkcijgEup (¢, w). Tako je, na primjer, téa derivacija u teki
E=-1/2:

1 1
Vo™ (—§> = w3y, <_§) +7 - w?a-y,(00+14-w-a%-0 (5.21)

ili ¢etvrta derivacija u ki & = 13/16:
13 13 5 1
yw(‘*)(—)=w4-yw(—>—15-w3-a-e“’-yw(§>+70-w2-az-ez“’-yw<z)

16
(5.22)

1
—120-w-a3-e3“’-yw(—z)—64-a4-e3“’-yw(0)

Na crtezu 5.4 prikazana je funkcifaup (¢, w) i njene prvecetiri derivacije u kon&nom

(zbrojenom) obliku.
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y (&)
a)
1.0 1 0.0 13 1.0
T
| : ]
I *(1) I
! Y, (8) !
b) : ¢ :
‘ |
1.0 0 0.0 '/ 10
I
| |
a| 1 | 1
| |
| «(2) |
9 i Y, (&)
10 ' ® ' ) ' "1 10
K
| 1 - | -€° | e |
NG
d)

RED DERIVACIJE
0 I 1l 1 v
1.0 w o o W
00 || 1.0 | 3w | 7 | 150°
0.0 | 0.0 2 | 4w | 7007
00| 00/ 0.0 8 | 120w
0.0 |00 |00 0.0| 64

Crtez 5.3 Komponente za iztain do uklji&ivo ¢etvrte derivacije funkcij&up (&, w)

a1 ||| ] e e -] [ @] @] ] e et €]
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Y, (&)
-1.0 0.0 0 &
yo©) 12
1.0 0.0 Wm €
yo€) 12°
—r T T T T T T o e
1.0 =%, W 0§
yo(E) 1 2°
P\
-1.0 U7 o0 )V UV 1o g
yie) 127

P-4 )\ U\ /ﬂ/m | -
-1.0 0.0 \U_/ v \L 1.0 ¢

Crtez 5.4 Prvecetiri derivacije funkcijeEup (¢, w)
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5.5 Integral funkcije Eup(§, o)

Integral funkcijeEup(¢, w) u granicama od-oo do proizvoljne téke é € (—oo, 1] slijedi,

sli¢cno funkcijiup(§), iz integrala osnovne jednadzbe (5.11), adeinge izrazom:

1 b
B = =3u() = 5= h2E +1,0) + 55 (26— 1Lo) (5.23)

Za ¢ > 1 funkcija prvog integrald, (£) je jedingni polinom nultog stupnja.
Pomcu izraza (5.23) mogu se izinati integrali funkcijeEup (&, w) od lijevog ruba nosa
do karakteristinih tataka tipaé, = (—1 + k/2™), k =1,...,2™m*1,

Na primjer, zan = 1 slijedi

1 a
= . ;o LE=1D =1 5.24
1;(0) a) Yo (0) 2o I;(1) 1€ ) ( )
L(3) =20 (3)+ oo
Iz (5.24) vidi se da je vrijednost integrala oagVipg ruba nosa do t@ke ¢ = 0 jedina

odraiena i iznosi

Ao'ew_lo_w_lo 1

L(0) = w-(e®—-1) T w e?—1

(5.25)

te da su integrall;(—1/2) i 1,(1/2) funkcija integralal;(0). Integrali do karakteristhih
tocaka zam=2, tj. & =(-1+k/4), k=1,...,8 su funkcije prethodno iz¢anatih
integrala zam = 1 tj., funkcije integralal;(—1/2), I;(1/2) i 1;(0). Dakle, poopavanjem

izraza (5.23) dolazi se do rekurzivne formule zéemgo podrdje integracije:

k 1 k a k b k 5.26
h(=1gm) =g (1 rgm) 5 (1 )+ (3 ge) 6290

Dakle, integral funkcijeEup (¢, w) bilo kojeg reda u granicama oo do é € (—oo, 1]

odgovara funkcijEup (¢, w) koja je po osi apscise rastegnuta2zffaputa véu duljinu i koja

je pomaknuta tako da je prva&ka nosda u t@ki & = —1.

Za pojedine posebne ghjeve iz (5.26) se izvodi:

- za¢ = 0 vrijedi:

h(0) = 23,(0) o 527

-zapodrdie—-1<¢<0,t.k=1,...,2" — 1 vrijedi:
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k 1 k a k
b1 gm) =5 e (14 gm) 2ok (1 + ) (626)

-zapodrgjie0 < & <1,ti. k=2m+1,...,2m* — 1 vrijedi:

Ky 1 kN a b k
EPEE.2 W N SRR W L A 5.29
11( 1+2m> wy‘“( 1+ ) 20 20 11( 3+2m-1> (5-29)

- za dio realne osi izvan podja integracije vrijedi:
L(§)=0 za §€(-co,—1]
L(E)=1 za ¢€[l,+x)

(5.30)

T [ T - I [ I I I 1 -
-1.0 -3/4 -1/2 El -1/4 0.0 1/4 172 3/4 1.0 E
&1
a f yw(zg + 1) df a'yw (Z+1)-b'yw(22-1)
-1
— T 1 [ 1 \ \ >
-1.0 -3/4 -1/2 El -1/4 0.0 1/2 3/4 1.0 E

Crtez 5.5 Dvije komponente integrala funkcifeup (¢, w) do

proizvoljne teéke; € [—1,0]

5.6 Veza baznih funkcija Eup§, ®) i eksponencijalnih polinoma é™

Uzastopnim pomicanjem samo jedne finitne bazne dimkEup (¢, w) po realnoj osi
formira se baza vektorskog prost@#d8PB,. Proizvoljna funkcijap(é) moze se prikazati kao

linearna kombinacija funkcija iz vektorskog prost6iU P, u sljedéem obliku

[oe)

() = Z ™ (k) Eup(§ —k-2""w), k€Z neN (5.31)

k=—o00

gdje suC,(lm)(k) nepoznati koeficijenti linearne kombinacije k@2™ karakteristini pomak

bazne funkcije po osi apscise.
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Sli¢no algebarskim ABF (vidi ttku 3.8), da bi linearna kombinacija (5.31) predisde

eksponencijalni mononp(¢) = AS") -e2™@¢ potrebno je i dovoljno da se za zadaré N

djelovanjem diferencijalnog operatora

n+1

L, = Q (d/dé — 2/"1w)

na izraz (5.31) ponisti linearna kombinacija nandgstrani. 1z toga, prema jednadzbi (5.17),
slijedi da koeficijenti C,(lm)(k) na odsjéku [k-27" (k+1)-27"] moraju zadovoljiti
sljed€u jednadzbu

2n+1

Z DMc™(k)=0, nenN (5.32)
k=1

gdje su koeficijentiD,E") odreieni izrazima (5.18) i (5.19). Sho vektorskom prostorUp,,
m=0,1,..,n je stupanj eksponencijalnog monoman anajvisi stupanj eksponencijalnog
monoma sadrZzan u odabranom vektorskom progtoiiy.

Na crtezima 5.6 i 5.7 ilustrirani su izrazi (5.3105.32) zan =0 i n =1 tj., za razvoj

eksponencijalne funkcije Ag"”-ez%f na karakteristnom odsjéku Aé, =1 i

eksponencijalne funkcijeﬁlgm)-ezl‘”f na karakterisinom odsjéku upola manje duljine

A, =1/2.

a)

k1 €, -
b)

k1 E:

Crtez 5.6 (&) = AU™ - e2°“¢ kao linearna kombinacija baznih funkchap (¢, »)
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a)
SN
-------- T T >
k+2 &
b)
o 68
T 7T Fall T >
I,""k+2 Ek

Crtez 5.7 (&) kao linearna kombinacija baznih funkchap (¢, w) zan = 1

Koeficijenti linearne kombinacijeC,(lm) (k) iz (5.31), analogno algebarskim ABF,
predstavljaju korijene karakteri&tie jednadzbe linearne rekurzije (5.32).
Na primjer, zan =0 (m = 0) (crtez 5.6 i crtez 5.8 a)) prema izrazu (5.32)i@dobe
slijedeta rekurzija
a-CO%)—a-e®-cCPU-1)=0
odnosno
%) —e®-cP®k-1)=0 (5.33)
Uvodenjem zamjene
ciP k) = 2k (5.34)
u izraz (5.33) dobije se karaktertsta jednadzba u obliki* — e® - 2*~1 = 0 iz koje slijedi
A=e? (5.35)
UvrStavanjem (5.35) u (5.34) dobiju se koeficijemti t@&an razvoj eksponencijalnog

0
monomae? ¢

cV (k) = ek (5.36)

koji se sada moze napisati u obliku
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1 [ee]
ezow{ = W Z ewk b Eup(f - kl w)l k € Z (5'37)
AO k=—o0
ili
o 1 O 0.0 1
08 = N 22 pup (£ k/2°, 20 wn),  kEZ (5.38)
AO k=—o0 2

Za¢ € (0,1] iz (5.37) dobiva se

1
e?'¢ = — [e“°  Eup(§,w) + e - Eup(§ — 1, w)]

A
tj.:
Eup(€, w) = AL - e“¢ — e© . Fup(£ — 1, 0) (5.39)

Iz izraza (5.39) slijedi da je dovoljno poznavatijadnosti funkcijeEup(¢,w) zaé €
[—1,0] i konstantuA(()O) da bi se mogle iztainati vrijednosti funkcijeEup (¢, w) na drugoj
polovici nosda tj. za¢ € [0,1]. UvrStavajéi koordinatué = 0 u (5.39) dobiva se koeficijent
A9

AE,O) = Fup(0,w) = Ag(w) (5.40)

Analogno, zan =1 (m = 0,1), (crtez 5.7 i crtez 5.8 b)), prema (5.32) dolskgelinearna

rekurzija oblika
(m) (m) (m) (m) _
e?? - C"(k—-1)—e?-C;"(k)—e® - ;" k+ 1D+ (k+2)=0 (5.41)
Uvodenjem zamjene‘l(m)(k) = A* karakteristtna jednadzba za= 1 je
e?® . Jk=1 _ g . Qk _pw . Qk+1 4 Jk+2 — (5.42)
¢iji su korijeni
Ao =e®% 5 A =e® (5.43)
pa su koeficijenti za t@n razvoj eksponencijalnih monoma nultog i prvagsja
CO (k) = e@/Dk CP (k) = e* (5.44)

Spomenuti monomi sada se mogu napisati u oblikeahme kombinacije baznih funkcija
iz vektorskog prostorBUP; sa crteza 5.8 b) na &ia:

o e(w/Z)k
e? ¢ = Z T-Eu'p(f—k/Z,w), keZ
Al

k=—o0
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had wk

e2'0f — Z S Eup(F-k/2,0), kez
(1) p ) )
k:—OOAl
ili

. had p20wk/2* 1
e @8 = ZT-Eup(f—k/Zl,Zl-w-—l), keZz

k=—c0 Al 2

) had p2twk/2 1
e @8 = ZT-Eup(f—k/Zl,Zl-w-—l), keZz

k=—c0 Al 2

gdje su
Ago) =e ®/2-Fup(1/2,w) + Eup(0,w) + e“/? - Eup(—1/2, w)
AV = e Eup(1/2,w) + Eup(0,w) + e® - Eup(— 1/2, w)
Zan =2 (m=0,1,2), crtez 5.8 ¢), iz (5.32) dobije se slijédaekurzija

—e30 Mk —3) +e2 MUk —2) +e2 - Mk — 1) —e? - (k) +

2w . ~(M) _L,w . rm _L,w .M (m) _ (5.45)
+e ;7 (k+1)—e C; 7 (k+2)—e C;7k+3) + C¢7(k+4)=0

te koeficijenti za téan razvoj eksponencijalnih monoma do uéifw drugog stupnja

CZ(O)(k) — e(m/4)k’ Cz(l)(k) — e(m/z)k, CZ(Z)(k) — oWk

i tako redom.

Opcéenito vrijedi da se eksponencijalna funkafd ®$,m = 0,1, ...,n; n € N na odsjéku
duljine A¢,, = 27™ moze téno prikazati poméu linearne kombinacije™*! baznih funkcija

Eup (¢, ) matusobno pomaknutih ZZr™ u obliku

[ee)

p2Mw k2™ k 1
2MwE _ : _ oy —) o =
e?"w¢ = z W Eup <€ 2n,Z” ) 2”) ; m=0,1,..,n (5.46)
k=—o0 n
gdje se koeficijentd™ izrasunavaju iz (5.46) z& = 0
2n-1 _ 1
m,, . .i.o—n l
Aglm) — Z e w2 pyp <_2_n’ 2Ny - 2_71)
i=—(2"-1)

ili u realnom podrgju koordinatex:
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::e
m
el wx —

gdje je

o)

k=—o0

A

i=—(2"-1)

2M-w-k-Axy

nx

2n—-1

eZm.w-i-Axn . Eup(l . Axn' 2w Axn)

“Eup(x — k-Ax,, 2" -w-Ax,) ; m=0,1,..,n

(5.47)

(5.48)

Dakle, binarnim powsavanjem broja baznih funkcija u linearnoj kombifiata intervalu

duljine Ax,, omog«¢ava se razvoj eksponencijalnog monoma stupmja 0,1, ...,n, kao i

eksponencijalnog polinoma nastalog njihovom komdijoan.

1.75

1.5

Eup(&-k, w)

1.25

1

k¥ 0

0.75

0.5

0.25

0

1./5

-0.75

-0.5

-0.25

0 0.25 0.5
AE=1

0.75

1.25

1.5

1.75

15

Eup(€-k/2, w)

1.25

0.75

0.5

0.25

b)

1.75

1.5

1.25

0.75

0.5

0.25

-0.75

-0.5

-0.25

0 0.25 0.5
Ag,=0.25

0.75

1.25

1.5

1.75

Crtez 5.8 Razvoj eksponencijalnih monoma stupnja 0, 1 i 2 @ganEup(é — k2™, w)

funkcija
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5.6.1 Primjer aproksimacije funkcije eksponencijalrog polinoma
Zadana funkcija je eksponencijalni polinom drugtgpsja s frekvencijond.6 :
f(x) = =230 e2°06% 4 304 - e2706% — 65 . £2706% x € [0,1] (5.49)

Aproksimacija funkcije trazi se u obliku linearnerkbinacije baznih funkcija prikazanih

na crtezu 5.8 a), b) i ¢), respektivno.

a) Korist&i metodu kolokacije na jednom od&kel duljine Ax, = Ax, = 1 i pripadajéu
frekvenciju w, = 0.6, za raspored baznih funkcija prema crteZzu 5.8apiveh se sustav
jednadzbi i koeficijentC; = 1,i = 0, 1:

0 ool 1e] = 1)

- @]=55m5 [l =5@an L1zears)
Cl 7 y(0,0) FM] ™ y(0,w,) 1-126.278

(5.50)

Aproksimacija zadane funkcije f(x) u obliku f(x) = Cy - Eup(x, wy) + C; -

Eup(x — 1, w,) prikazana je na crtezu 5.9.

b) Linearnom kombinacijom ABF eksponencijalnog tipapordenih prema crtezu 5.8b)
moZze se ttno opisati eksponencijalni monom nultog i prvogpsia ili eksponencijalni
polinom nastao njihovom kombinacijom. Zadano pd&pru podjelieno je na dva
karakteristtna odsjeéka Ax;, = Ax;, a pripadajia frekvencija baznih funkcija je, = 2 -

w, =2-0.6 =1.2. U tri kolokacijske toke postavljen je uvjet da linearna kombinacija
baznih funkcija iz vektorskog prostoi&l/P; razvija zadani polinom (5.49). Potrebno je
napisati jos dvije uvjetne jednadzbe za bazne fijmlkctjiemenima izvan zadanog podjeu
(po jedna na svakom rubu). S obzirom da bazne fi;nkrvektorskog prostor&UP, to¢no
opisuju eksponencijalne polinome do uKlgo n-tog stupnja, logino je da se na rubovima
podrija zadana funkcija prirodno proSiruje upravo ekgpmijalnim polinomom. Bazne
funkcije sa crteza 5.8b) na karaktetisbm odsjéku zadovoljavaju rekurziju (5.41) pa je

matricni sustav jednadzbi sljeéie

e2wb —e®h —e®h 1 17C-1
y(0.5wp) y( 0wp) y(—0.5wp) | ¢, |=17(0.5) (5.51)
[ y(05.6) ¥( 0w) ¥(-05 wb>J|l G, J| F()|
eZa)b _ea)b _e C 0

Trazeni koeficijentiC; su
C_q = —39.8432; C, = 102.6557; C; = —104.1104; C,129.6335; C3 = —294.3229
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a dobivena aproksimacija (x) prikazana je na crtezu 5.9.

¢) Linearnom kombinacijom ABF eksponencijalnog tipapordenih prema crteZzu 5.8c)
mozZe se ttno opisati eksponencijalni monom nultog, prvog iuglrg stupnja ili
eksponencijalni polinom nastao njihovom kombinauijazadano podgije podijeljeno je na
Sest karakteristnin odsj€aka Ax. = Ax,, a pripadajua frekvencija baznih funkcija je
w, =2 w, = 2% w,. U sedam kolokacijskin taka postavljen je uvjet da linearna
kombinacija baznih funkcija razvija zadani polingg49). Dodatne uvjetne jednadzbe za
bazne funkcije iz vektorskog prostoEUP, s tiemenima izvan zadanog podeu (tri na
desnom i tri na lijevom rubu) odtene su izrazom (5.45), a predstavljaju prirodn&ipenje
funkcije eksponencijalnim polinomom.

Linearna kombinacija baznih funkcija prikazanih eréezu 5.8c) opisuje $o0 zadanu
funkciju f(x) kao Sto je vidljivo na crtezu 5.9 Sto paluje da se za\x, i frekvenciju
w, = 2.4 mogu t&no prikazati eksponencijalni monom@iz4/4)*, ¢(24/2)x 024 ta hilo koja

njihova linearna kombinacija.

50
fn X)
//,,.«"" f.(x), f(x) e <
e
g o =
14"
~ N
&) ) \
=" 5 f ()
2 \
©
te f(x)
Z 100 f)(2b.f) \\
f~b(x) (5b.f) \
——————— f(x) (13 b.f.) —
N R .
-1505 0.25 0.5 0.75 1
X

Crtez 5.9 Funkcijaf(x) i aproksimacije funkcije, (x), f,, (x), f-(x)

5.7 Vrijednost funkcije Eup(g, o) u tocki E&=0

Iz funkcionalno diferencijalne jednadzbe (5.11¥za (—1,0] slijedi

Yo' (§) —w - yu(§) = a-y,(2§ +1) (5.52)
Da bi se odredile vrijednosti funkcijup (¢, w) potrebno je integrirati izraz (5.52).

Medutim, zbog opeg oblika funkcijeEup (¢, w) na izraz (5.52) se djeluje na svakan

integralnim operatorom oblike*$ f_i e~ @t (o) dt iz ¢ega se dobije
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¢ ¢
e®¢ je“"t e () —w -y, ()] dt = e®t fe‘“’t “la-y,2t +1)] dt (5.53)
21 21
No, kako je:

; ¢
fe““t Yo' ()t = Y, (8) - €%, + w fe“"t-yw(t) dt

izraz (5.53) postaje

£
Yo (§) = e®* fe‘wf [a-y,(2t +1)] dt (5.54)

Uvodenjem supstitucije = 2t + 1 u (5.54) slijedi:
2&+1

. j y, (W) - e~ 924y (5.55)

-1

eWE . g . pW/2

Yo(§) = 2

Integral u (5.55) nema rjeSenje u zatvorenom obl#tuse zato moze iztanati njegova

vrijednost z& = 0, u otvorenom obliku

a- ew/z

2

f e~ WU .y (u)du

— 00

Yo (0) =

Ca-e T w sh(w/2- (1 —271))
) 'gz-sh(w/zy w/2-(1=271)

Usporelivanjem prethodnog izraza s (5.5¢igledno je daclan neizmjernog produkta

odgovara Fourierovoj transformaciji i to za konkrewvrijednost varijable = iw/2, tj.

, T W sh(w/2 - (1—27))
Fllw/2) = g 2 sh(w/2)  w/2-(1-27) (5.56)

Dakle, vrijednost funkcij&up (¢, w) u ishodistu je

Yo (0) = Fiw/2) = Ap(w) (5.57)

1)
2-sh(w/2)
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5.8 Vrijednost funkcije Eup(§, ®) u binarno racionalnim to¢kama &,

U literaturi [43] izveden je izraz za iznanavanje vrijednosti funkcijup (¢, w) u binarno
racionalnim tékamaé,, = (—1 + k/2™) sljed€eg oblika

m . k
Voo (§py) = 20mHDm+2)/2 Z a,-F <%> . Z D™ . gw(2k+1-2r)/2m+1P
m+1-p
P=0 i r=1 (5.58)

m=01...N ; p=0,...m ; k=123...,2m"1

Koeficijenti Dr(m) odreieni su izrazima (5.18) i (5.19), a integralni opera,, izveden u

[6] ,[43], odreten je formulom:

w™ ™
ap Tmopj(2P —20) e - (5:59)
Clan F(—znffl)_p) u (5.58) predstavlja Fourierove transformacije karakteristtne

vrijednosti varijablet. Koristeli vezu Fourierovih transformacif(t) i F(t/2) iz (5.7), t.

w sh(w/2 +it/2)\ "
_ , : 5.60
F(t/2) <z Sh(w/2)  w]Z +it)2 F(t) (5:60)
uzastopnim supstitucijama= i - w - 27/ u (5.60), gdje j§ = 1,2,3... slijedi veza
J -1
iw w sh(w/2 — w/2k*) iw

— )= . Fl— 5.61
F<2f+1) 1_[<2-sh(w/2) w/2— w/2k+1 F(Z) ( )

k=1
gdje F(iw/2) predstavlja Fourierovu transformaciju za vrijednesrijable t = iw/2 i

odreiena je s (5.56), a prema (5.57) se moze izraniliku

lwy 2 sh(w/2)
F(o) === a0 (5.62)

2
gdje jeAq(w) vrijednost funkcijeEup (¢, w) u ishodistu. Dakle, ponda (5.61) i (5.62)lan

F (l—w) se nakon sivanja moze napisati u obliku:

2m+1-p
iw _ e¥-1 ym-p (1_ew).(21'_1).ew/zj+1 3
F (2m+1—p) T ew/? /10((‘)) Hj:l zk(ew/Zj—ew) zap=01..,m-1
(5.63)
iw e®-1
F (2m+1—P) = w-ew/2 'AO((U) Zza p=m

Na taj n&in, sa (5.58) i (5.63), mogu se odrediti vrijedmdsbkcije Eup (¢, w) u binarno
racionalnim tékama &, = (—1+ k/2™) tako da ovise samo o vrijednosti funkcije
Eup(§, w) u totki & = 0, izvedenoj u teki 5.7.

Na primjer, vrijednosti funkcij&up (¢, w) u binarno racionalnim t&kama zan = 2 su:
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_3w 3w w w
3 e 4'(64 +3'€2+3'€4+3>
Yo <_Z)= ) ) ) [2) ‘Ao(w)
3-(e*+1)?-(e24+1)2-(e2+ed+1)
1 -w/2

e
Yo <_ )= zarrat @)
( 1) e/t (6-e7/* +15-e39/2 426 - e°9/* £ 30 @ +27 - €39/* + 18- e®/2 + 9. %/* + 3)
Yo 4 3. (e +1)2- (e@/2 +1)2 - (e“/2 + e@/* + 1)

Ao (@)

Yol 0) = 2p(w) (5.64)

( 1) e®?.(3-e7®/* +9.e39/2 + 18.€5%/% + 27 - e® + 30 - e3°/* + 26 - €®/2 + 15 - e“/* 4+ 6)
Yol 7 ) =

-A
4 3. (e®/* +1)%- (e@/Z + 1)2 - (e¥/2 + e@/* + 1) o(w)

1 e?®
y‘“( E) = oy M@

3 e?® . (3-e30/% +3.29/2 +3.e9/% 1+ 1)
Yo ( Z) T3 (et +1)2- (€92 + 1)% - (e“/ + e/t + 1)

Ao (w)

Medutim, s formulama (5.58) i (5.63) vrijednosti se guoprecizno odrediti samo za
relativno male vrijednosti paramet«g te indeksan. Za vee vrijednosti primjena formule je
ograntena moguanostima elektrogkog raunala. Na primjer, zav = 10, m = 10, k =
2m+1 9 =10, r = 1 slijedi

ew(z(k—r)+1)/2m+1_p — e10(2(211—1)+1)/21°+1—10 — 20465 19000 -~ Q — preciznosti

Navedeni "bezizgledni" problem ipak se moze dsmeijesSiti na sljede natin:

Zak = 1 iz jednadzbe (5.58) za zadane podatke slijedi:

ew(Z(k—r)+1)/2m+1—P — e10(2(1—1)+1)/21°+1—10 = e5 = 148.4

Takader, i ostale vrijednosti se pouzdano allije. Dakle, izraz (5.58) zla = 1 postaje:

m .
i w S
V(142 = ) @y F () D el (5.65)

p=0

Za odrdivanje vrijednosti funkcije u ostalim &kama &, =—-1+k-27™, k =
2,...,2™m*1 treba iskoristiti vezu baznih funkciffup (¢, w) s eksponencijalnim polinomima.

U tocki 5.6 je pokazano da je dovoljno odrediti vrijedtiofunkcije Eup(¢, w) zaé €
(—1,0] da bi se mogle iztanati vrijednosti funkcije zd € (0,1]. Na sltan n&in vrijedi da
se za poznate vrijednosti funkcilgp (¢, w) zaé € (—1,—1/2] mogu izr&unati vrijednosti
bazne funkcije na odsjeu & € [-1/2,0], slicno kao kod algebarske materinske bazne
funkcije up (&) (vidi tocku 3.7).

Eksponencijalni polinonazl“’f moze se napisati u obliku linearne kombinacijerekih
baznih funkcijaEup (¢, w), meiusobno pomaknutih za karakterisii odsj&€ak 4¢; = 0.5
(vidi tocku 5.6). Na primjer, na intervalue [—1/2,0] vrijedi
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e = V(=) Yo G+ D+ V(D) 70 € +1/2) + ¢V(0) - 7 () + ¢V (D) -y (§ — 1/2)  (5.66)
gdje jey, (¢ — 1/2) poznata funkcija z§ € [—1/2,0], a funkcijey,(é +1) iy, (¢ +1/2)
se prema (5.39) i (5.40) izraze u obliku

Yo (§ +1) = Ag(w) - e@CFD —e® -y, (§)
Yo (€ +1/2) = X (w) - e®EH/D —e® .y (£ —1/2)
UvrStavanjem (5.67) u (5.66) dobiva se

(5.67)

e? @€ — Ao (w) - eC*D - (¢ (=2) + CV(=1) - e7@/2) + V(1) ¥, (6 = 1/2) - (e — 1)
cP0) - cM(-2) e

Yo (§) =

gdje su koeficijientc ™ (k), k = —2,..,1 odreteni sa (5.44).

Takader se za poznate vrijednosti Za& [—1,—3/4] mogu izr&unati vrijednosti bazne
funkcije na odsjéku ¢ € [—-3/4,—1/2] itd. Dakle, inicijalno je dovoljno izgaunati vrijednost
bazne funkcije u samo jednogto prema (5.63) i (5.65).

U Tablici 5.1 dane su vrijednosti nulte i prve @viglerivacije funkcijeEup(§, w) u

karakteristénim tockamaé,, = (—1 + k/2%).

5.9 Vrijednost funkcije Eup(§, ®) u proizvoljnoj to ¢ki

Postupak za oddevanje vrijednosti funkcijeEup (¢, w) u proizvoljnoj t@ki slican je
onome za funkcijup (£) iz tocke 3.7. Neka je zadana eksponencijalna funkgijé) oblika
Pn(§) = Eup(§,w) +e® - Eup(§ — 27", w) (5.68)
za koju na odsjku [-1+27" —1+2"™1] prema izrazu (5.17) vrijedi da je
Lp+1l9,(8)] = 0. Na tom odsjeéku razvoj funkcijeg,, (§) u Taylor-ov red u &ki ¢ = —1 +
27" je slijedéi

® (l) _1 2—71
o= Y I ED gy (5.69)
=0

gdje je prema (5.68)

oP(=142™) =Eup®@ (142, w) + e® - Eup®(~1,w)

5.70
= Eup®W(-1+ 2™, w) (5.70)

Uvrstavajéi (5.70) u (5.69) pa potom u (5.68), slijedi danpeodsjeéku [-1 + 27", -1 +
27"*1] vrijednost funkcijegEup (¢, w) jednaka
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Tablica 5.1 Vrijednosti funkcijeEup (¢, w) i prve dvije derivacije za = 1

[¢)

~

e R o Eor) %" Eor)
-1.0000 0.0000000000 0.0000000000 0.000000000
-0.9375 0.0000034178 0.0003968262 0.0381361174
-0.8750 0.0003379933 0.0162116846 0.6038400194
-0.8125 0.0032804203 0.0917738722 1.9125401829
-0.7500 0.0136377376 0.2524277724 3.1575416837
-0.6875 0.0363917531 0.4890363841 4.4108935594
-0.6250 0.0760283452 0.7821474164 4.6856711472
-0.5625 0.1334841638 1.0438956144 3.5355520071
-0.5000 0.2051542888 1.2479511108 3.3335447548
-0.4375 0.2899684801 1.4705426907 3.7312438728
-0.3750 0.3888855221 1.6847139795 2.7653298028
-0.3125 0.4979535545 1.7746638354 -0.1401712943
-0.2500 0.6066557844 1.6768384734 -2.7815172781
-0.1875 0.7043563105 1.4221415823 -5.3421696168
-0.1250 0.7821717260 1.0703419756 -5.1253338699
-0.0625 0.8413258212 0.8681104516 -0.9018347776
0.0000 0.8959094150 0.8959094150 0.895909415
0.0625 0.9536813175 0.9526119224 0.850025893
0.1250 0.1014279607 0.9711304402 -0.6262089844
0.1875 1.0717559302 0.8312057879 -4.1181501883
0.2500 1.1132992456 0.4642006332 -7.4327177214
0.3125 1.1256399392 -0.1047757361 -1.0765488830
0.3750 1.0968740379 -0.8225566020 -1.1433434227
0.4375 1.0247640699 -1.449990833 -8.223015127¢
0.5000 0.9194377339 -1.9151779182 -7.5844092223
0.5625 0.7841539409 -2.4249794832 -8.5702024259
0.6250 0.6166786946 -2.9057482539 -5.8431666098
0.6875 0.4281505243 -3.0423078324 2.1627537053
0.7500 0.2475788517 -2.6614793051 9.4575881192
0.8125 0.1043240732 -1.8468185878 16.540485626
0.8750 0.0230117719 -0.7603161812 16.081276884
0.9375 0.0008241461 -0.0719840281 4.7392259259
1.0000 0.0000000000 0.0000000000 0.000000000(‘)
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> M(_ -n
Eup(¢,w) = Z Eup” ( “1 27, E+1-2""—e? - Eup(§ — 27" w) (5.71)
1=0

Dakle, za izréunavanje vrijednosti funkcij€up (¢, w) u tackamaé € [-1+27", -1 +
27™*1] potrebno je poznavati njezine vrijednosti tkamaé € [—1,—1 + 27"].

Takader, ako se odsjak [-1, —1 + 27"] raspolovi na odsjke [—1,—1+ 27" 1] |
[-1+2™"1, —1+27™], tada se izknavanje vrijednosti funkcijup (¢, ») na odsjeku
[-1+ 271, —1 + 27™"] svodi na odréivanje njezinih vrijednosti na odsjeu [—-1, —1 +
27""1]. Nastavljanjem postupka dobiva se m@mst konstruiranja reda za izrmavanje
vrijednosti funkcijeEup (¢, w) u bilo kojoj tatki nos&a na analogan g kao i za funkciju
up(§) u tacki 3.7.

Medutim, za razliku od funkcijep (&) koja u teki £ = —1 + 27" ima kon&an razvoj u
Taylorov red tjup™*Y (=14 2™") = 0, za funkcijuEup (¢, ) vrijedi Eup® (=1 + 27") #
(ws‘)

0, L € N pa je suma u (5.71) beskaéna. No koristenjem poznatog red® = Y5,

[2] suma u (5.71) moze se svesti na Kamaoblik kako se pokazuje u nastavku. Na primjer,

zan=1

i EupW(-1+271)

T E+1-2"H=

=0
2 3

(Do (Do e e (o) o

1
- w(=3)+ _
+ @ yw<—%)+ a-yw(O)_-<§+%)+
o) e el (e+3)
ba wg.yw<_%)+7.wz.a.yw(o):.(H%)Z... (5.72)

(D[t () v el oo
+—y,(0) - [w-<f+%)+3-w2-%-<f+%)2+7-w3-§-(€+%>3+---]

(D) o o oo T w4

1 a
. _E) W (E+1/2) 4 = Y (0)- @ (E+1/2) . (qw(E+1/2) _ 1)

I
<
—
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Analogno se dobije za = 2:
v, <_Z) @ (E+3/9) 4
y. (_ %) oW (EHI/A) . (quE+3/9) _ 1) 4

1 ,a\2 _ ) 2 .
+§.(5) y,(0) - e@ @D (qwEH3/D _ 1)° . (quE+3/ 4 9)

a
+ —
w

odnosno za = 3;

o (-2)- e84

8
+ % Yo (—% Lo l643). <e‘*"(5+%) - 1) +
L D ) (oD

3

+i-(%) eAQ -e“"(“%)-(e‘*"(f*%)— 1)3-<e8'“"(5+§) +3.e%90%) + 60298 4 10. 9 (0) 4 8)

Vrijednosti funkcijeEup (¢, w) u prethodnim izrazima odtaju se poméu (5.65), dok se

koeficijenti uz njih mogu napisati u é@m obliku:

Ay’
A, = (— Z( 1)m Zm(m 1)/2
jk
( ) H{ 3(21+1 573
272 -2 ) o @2I M- (x+(2K-1)/2K)
21+1 -1

i=0

pa je izraz za izgunavanje vrijednosti funkcijup (¢, w) u proizvoljnoj taki slijededi:

oo k
1
Yo (§) = Z(_l)po+p1+.~-+pk+1 - Dy - €@ PotP1tFPE—1) zAjk Yo ( 1+ _> (5.74)
k=0

2k=J
j=0

Ako se proizvoljna téka prikaze u binarnom oblik§l = p, p; ... pr gdje Supg, P1,---, Pk
znamenke O ili 1 binarnog razvoja vrijednosti kanade ¢, onda ténost funkcijeEup (¢, w)
u proizvoljnoj ta@&ki ovisi o tatnosti elektronikog ra&unala. Za taj nivo nosti potreban je
vrlo mali broj¢lanova reda.

Primjenom izraza (5.17) - (5.19) na (5.74) izvedenizraz za derivacijun-tog reda

funkcije Eup (&, w) u proizvoljnoj t@ki oblika:

n . i-1 (Zn_k _ 1)
Yo = Y @iV 20y @l 24204 )| [ S (675)
i=0 k=0

gdje jen red derlvacue,D( D=1 po definiciji, dok su koeficijentDr(i) odreieni izrazima

(5.18) i (5.19), & je cjelobrojna vrijednost odiena sa
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r=INT[(§+1) 271 +1] (5.76)

5.10 Momenti funkcije Eup(, o)

Fourierova transformacija funkcifeup (¢, w) odreiena je izrazom (5.5)

o)

W sh(w/2+i-t/2))

F©& = | 125k w/z+i 12

(5.77)

odnosno

[ee)

PO = [ ey (5.78)

— 00

Deriviranjem Fourierove transformacije (5.78) fgtbdobije se

PO =i [ £ ey, 0

Za vrijednost FT u ki t = 0 slijedi

FO=i- [ £y

~—_—
a

Uzastopnim deriviranjem izraza (5.78) pd¢’, te izr&unavajiéi vrijednost dobivenog
izraza ut = 0, slijedi
RO =i [ yu©de =i a (5.79)
Primjenjuji isti postupak na FT u obliku (5.77), dobiva se:

n

R i
— 21 . sh(w/2)

i-n _ i
Fo(n) =—— Fo(n Dy ) [ew/z + (_1)J+1e—w/2] (5.80)

]
Usporelivanjem izraza (5.79) i (5.80) vidljivo je da sjelie strane jednadzbi mesobno
jednake, pa prema tome moraju bitidusobno jednake i desne straneiaga konano slijedi
rekurzivna formula za izéanavanje momenata funkcifgip (¢, w)
a, =1

o Z": . [e“2 4+ (=D*e™?] n-2" an (581
To2n—1 4 1(n—j)!-j!sh(a)/Z) 2 2"—1 w
]:
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Prema (5.81), na primjer, prva tri momenta imajed&e vrijednosti napisane u égm
obliku:

a; = % “ag - [w - cth(w/2) — 2]

4y =53 2-w-a; (w-cth(w/2) —2) + ay - (w? — 4w - cth(w/2) + 8)]
as =%- [3-w? a; (- cth(w/2)—2) +3w-a; - (wW? — 4w - cth(w/2) + 8) +

+ag - (w3 cth(w/2) — 6w? + 24w - cth(w/2) — 48)]

Eup(§, w) "

Crtez 5.10 Skalarni produkt funkcij&up (¢, w) i algebarskog monom&!

Medutim, po formuli (5.81) nije mogdie izra&unati poméne momente funkcije
Eup (¢, w), odnosno skalarne produkte funkdjep (¢, w) i algebarskog monom@&* na samo
pozitivnom, odnosno negativhom dijelu realne osi.tusvrhu potrebno je FT funkcije
Eup (¢, w) napisati u obliku prema (5.7), tj.:

p(WHIB)/2 _ o= (w+it)/2

25h(@/2) writ Fe/2)

F(t) = (5.82)

Ukoliko se desnoj strani jednadzbe (5.82) doda uzowk izraz Ay(w)/(w + it),
Fourierova transformacija se moze napisati u obliku

Ao(w) w eT(w+it)/2
F(t) =+ + : -F(t/2
© T“wH+i-t 2sh(w/2) wH+i-t (t/2)

(5.83)

gdje jedy(w) vrijednost funkcijeEup (¢, w) u ishodistu definirana izrazom (5.57). Koriste
(5.79) i (5.83) poméni moment se moze napisati u obliku:

S+

a

1 dn /10(0)) _ W e T(w+it)/2
—. + : .
in dt"{_w+i-t 2sh(@/2) @+i-t F(t/z)}

(n)
FO

. (5.84)

Zan = 0 iz (5.84) dobiva se izravno:

- Ao(w etw/?
w ZSh(w/Z)
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ili odvojeno na pozitivnom i negativnhom dijelu kaamatne osi:

Ao () e~ @/2

a, = T 25h(@/2) na odsjecku [—1,0]
Ao (@) e @/?
+ — . v
ag = ” 25h(0/2) na odsjecku [0,1]

Takader, za na primjen = 1, slijedi

- 1 d s lo(w) _ W e T(w+it)/2 reerm)
TS R, Zsh(w/Z) wric [WDp=
/ e?(u/z
— e Fw/2 .
Zsh(w/Z) l Gt 5 all

ili odvojeno na pozitivnom i negativnhom dijelu kaamatne osi:

- 0w —ay(w+2)
M= 20 (1 —e®)
o =a1w+a0(w—2)

1 20 (1 —e®)

na lijevoj polovici nosata [—1,0]

na desnoj polovici nosaca [0,1]

Prvi pribrojnik u vitéastim zagradama iz (5.84) uzastopnim deriviranjeon ‘g, te

uvrStavajéi t = 0 moze se napisati u obliku:

n!Ay(w
(- (@) (5.85)
w
Na isti n&in dobije se i ofi oblik drugog pribrojnika u vitiastim zagradama:
J .
FOk -2k @ik
S Z( G- (5.86)
(1 e=?) w’(n J)' G —k)!

tako da konéni oblik formule za izréunavanje pom@anih momenata funkcij€up (¢, w) ima
sljedei oblik:

SH

_ L A (D2t o
ap = x(-1) wn+1+2n(1 e+(u)l Z( a)l(n ])' Z U —k)! (5.87)

a, =a, +a;
gdje a,, predstavlja pomini moment na negativnhom dijelu ndaafunkcije tj. na[—1,0] i
uzima gornji predznak iz (5.87), dak. predstavlja pomii moment na pozitivhom dijelu
nos&a funkcije tj. nd0,1] i uzima donji predznak.

U Tablici 5.2 prikazani su nulti i prugetiri momenta funkcij&up (¢, w) zaw = 1.
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Tablica 5.2 Nultii prvacetiri momenta funkcij&up (¢, w) zaw =1

n a, a a;

0 1.0000000000 0.3139324065 0.6860675935
1 0.1639534138 -0.0706525864 0.2346060047
2 0.1326492626 0.02421983577 0.1084294272
3 0.0476245466 -0.0102088234 0.0578333693
4 0.0386202666 0.0048980515 0.03372221747

5.11 Derivacije funkcije Eup€,®) u karakteristi¢cnim tockama po

parametru o

U pojedinim numetikim metodama javlja se potreba iwaavanja derivacija bazne
funkcije Eup (¢, w) po parametrw.

Vrijednosti  funkcije Eup(é,w) izrazavaju se u obliku umnoSka pripadaju
eksponencijalne funkcijé: (w) i vrijednosti bazne funkcije u ishodisty(w) (kao Sto se vidi

uizrazu (5.64) u tkamaé, = k/4,k = -3, ...,3) te se openito moze napisati:
Eup(§, w) = fe(w) - Ao(w)

Prva derivacija funkcijeEup(é, w) po parametruw izrazene prema (5.88) odige se

(5.88)

jednostavno ponta pravila za derivaciju umnoska funkcija, tj.

OEup(§,w) _ 9/ (@) o (w)

FI) 5 Mo(@) + fe(w)  —5— (5.89)

Druga derivacija funkcij&up (¢, w) po parametrw dobije se deriviranjem izraza (5.89)

O*Eup(§,w) 0°fr(w) f (@) any(w) 9?2 () £ 90
= Do) + 2 ——— =+ f (@) - o (5.90)
i tako redom.

Derivacije 0™f;(w)/0™w, m=1,2,.. lako se odrduju uz Kkoristenje nekog od
programskih paketa npDerive ili Mathematica, dok se derivacije vrijednosfiy(w) po

parametruw izratunavaju kako slijedi.

Vrijednostl,(w) je jedina vrijednost izrazena u obliku otvorenagdukta (5.57) i (5.56)
i jedina vrijednost koju se mora prethodno numierizracunati. Ako se izrazi u obliku
eksponencijalne funkcije tada ona ima slf@ddblik:
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w2y 2. w2 (ea»z—f' - ew)
Ay (@) = 1_[ . .
@) =207 | [Ty @ (5.91)

Derivacije vrijednostii,(w) po parametrun takaier se odréuju pom@u pravila za
derivaciju umnoska funkcija. Ako se pojedini faktorproduktu (5.91) zbog preglednosti

ozna&i safj(w)

Ao(w) = () (5.92)

onda je prva derivacija produkta kako slijedi:

) g+ - () 4 ) () (22) ot

(B () (&)
w w w
ARG REARE (5.93)

(f1) ' (fz) ' (f3) Tt

(nf]> 13?3

Nakon srdivanja kongan izraz za prvu derivaciju vrijednogyj(w) po parametra je:

08D - 1p1(@) + @a@)] - 20@) (5.94
gdje je
e (w—2)+w+2
p1(w) = 2w (1-e9)
© 5-j-1. (ew.z—i ST e® —e® 4 1) — 2JH1. e@ — o200 ¢ ea)) (5.95)
¥z (w) =JZ=; (1—e“’)~(e“"2_j—e“’)

Izraz za drugu derivaciju vrijednosgij(w) po parametrw odreiuje se na analogan dia:

EY)

_agiw) = {P1(0) + P, (W) + [Y3(w) + Ps(w)]?} - 2o(w) (5.96)

gdje je

er? —e®. (w*+2)+1
w? - (e® —1)?

P (w) = —

(@) i 277 e (22702 — @@ (22 (€29 + 1) — 271 (e — 2e® + 1) + €2© — 2e© + 1) + e® + 2% e?®)
2\W) =

= (ea)-z_” _ em)z . (ea) _ 1)2

Ps(w) = ¢(w)
(5.97)

Pa(w) = @z (w)
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Analogno se odriije i ostali red derivacije.
Na crtezu 5.11 dana je gréa interpretacija ovisnosti vrijednosty(w) kao i njenih

prvih dviju derivacija o parametia.

1.125
) [T T 1]
0.875 M) ]
075 / \ oo ||
0.625
os / \
0.375
0.25 / \
0.125 A AN
= ]
01205 ol
o N L

-0.375
.10 9 8 7 6 5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Crtez 5.11 Ovisnost vrijednosti,(w) i njenih prvih dviju derivacija o parameta

U realnom podr&ju koordinatex prva i druga derivacija funkcijup (x, ) po parametru

w Su
OEup(x,w - Axo) | 1 'afg(w - Axg) . 1 . ' 02 (w * Axy) .
™ = [A_xo B < Ao (w -+ Axy) +A_xo fe(w - Axy) B e— ] Axg
0?Eup(x,w-Axp) [ 1 0% f(w - Axy) (5.98)
o a0t ol@rAxo)t
1 0 -A A A 1 GEYY A
42 ‘A_xo_ ff(‘;’w xo). 0(‘;&) Xo) +A_xo'ff(w'Ax0)' og‘;)w xo)]  Ax,y?
gdje je
oA A
D0l B%0) _ g, (- 8x0) + 9,00 B)] - Ag(0 - Do)
0w (5.99)
922 (w * Axg) '
24 {1(w - Axg) + P2 (w - Axg) + [P3(w - Axg) + Puw - Ax()]*} - Ao (w - Axg)

Primjer. Izratunati vrijednosti prve i druge derivacije funkchep (¢, w) po parametruw
u tacki & = 1/2 u realnom podrtju koordinatex ako jew = 4.7 i Ax, = 0.25.
Vrijednost funkcije u toki ¢ = 1/2 izrazi se u obliku umnoSka eksponencijalne furekcij

vrijednostil,(w) kao u izrazu (5.88)

(IJ'AxO

gdje su potrebne derivacije
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Ofipp(@-A%y) | et (e™0242) o0 onci10703322

ow 2. (ea)-Axo/Z + 1)2
92 w - Ax wAxg , ((p,wAxg +3 w-Axq/2 +4
fua o) _¢ (e ¢ ) — 0.466264222792068
02w 4 - (ew-Axo/z + 1)3
te
('Mo(a) ' AXO)
o o0 _0.217942978567028
dw

02 20(w - Axg)

= —0.119506056043847
02w

UvrStavanjem izréunatih vrijednosti u (5.98) dobije se
OEup(§, w - Axy)

0.422738441825604
ow
0*Eup(§,w - Ax
pgzw °) _ _0.019878653362734

U Tablici 5.3 dani su koeficijenti za vrijednostilte i prve dvije derivacije po parametru
w funkcije Fup(¢,w) za w =0 u realnom podrju koordinatex u totkamax = —1 +

k/4,k=1,..,7.

Tablica 5.3 Koeficijenti za izr&un nulte i prve dvije derivacije funkcijup(x, w) po

parametruw zaw = 0

Yo(x) = Co/(Axg-72) | dyo(x)/0w = C1/288 | 8%yy(x)/0*w = C, - Axy/20736
X Co C,q C,
—3/4 5 —29 2509
-1/2 36 —108 2880
-1/4 67 —-81 —3085
0 72 0 —4608
1/4 67 81 —3085
1/2 36 108 2880
3/4 5 29 2509
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5.12 Primjena ABF Eup(x, )

5.12.1 Raspored baznih funkcija

ABF eksponencijalnog tipa u odnosu na bazne fuekaijgebarskog tipa sadrze i
parametat, ili analogno trigopnometrijskim funkcijama, frekvaju.

Vektorski prostor EUB, kojega tvore ABF Eup(x,w) s kompaktnim nosam
supp Eup(x, w) = [-Axy, Axy] ima stanovite stnhosti sa vektorskim  prostorom
trigonometrijskih funkcija. Razvoj jedinice u obeoptora mogé je samo u skaju w, = 0,
pri ¢emu je openito

w € {wy}, keZ

Funkcija sinh(w,x) = (e®* —e~®X)/2 sastavljena je od eksponencijalne funkcije s
pozitivnom i negativhom frekvencijom. Dakle, i vekdki prostor koji sadrzi funkciju
sinh(w,x) mora takder sadrzavati bazne funkcije s pozitivnom i negaiim frekvencijom,
crtez 5.12b).

Negativnim vrijednostima frekvencija pridruzuju gseeparni indeksi, a pozitivnim
frekvencijama parni. Priblizenje zadanoj funkdifix), x € [A, B], pri ¢emu je podrtje AB
podijeljeno nan odsj&aka duljineAx,, moze se opisati porio linearne kombinacije baznih

funkcija Eup(x/(2*Ax,) — i/2¥, w;) maiusobno pomaknutih z&x, = Ax,/2* u obliku:

n*2k+1_1 .
_ O X ! _
f(x) = Z k C;” - Eup (ZkAXk ~ o0 (ok), k=0,1,2,.. (5.100)
i=1-2

Ukoliko je k konaan, tada se funkciji(x) aproksimira tako da se iz odabrane inicijalne
vrijednostiAx odredi duljina odsgakaAx; i ukljuéi pripadajita frekvencijawy,.

Obzirom da frekvencijev,, k = 0,1,2, ... unaprijed nisu poznate, potrebno jebcala
kriterij i konstruirati postupak za izbor najboffekvencije.

Postignuta ténost aproksimacijes (razlika zadane funkcij¢f(x) i priblizenja f(x))

usporéuje se sa zadanomctmwstie*, prema sljedegem izrazu:
€= ||f(x) —f(x)” <¢&

Numeriki postupak se moze realizirati na raité na&ine. Kod svakog nana se formira
globalni sustav jednadzbi prema (5.100). Aproksijaase moZe traZziti za odabrani broj
baznih funkcija i pripadaju frekvenciju. Drugi n&n se svodi na metodu residuua kod koje
se rjeSava parcijalni doprinos pojedine frekvenagkapnoj aproksimaciji, dakle sukcesivno se
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vrSi aproksimacija razlike iznde zadane funkcije i tekeg zbroja aproksimacija funkcija

residuua.

Na crtezu 5.12b) prikazan je raspored baznih fljakEiup( %,iwl),i = -1,

X
2-Ax
0,1, 2,3 za frekvencijuw; = +0.4 i duljinu karakteristinog odsjékaAx; = L/2.

Bazne funkcije su nagnute udesno ili ulijevo ovisnpredznaku frekvencije@,. Ukoliko

iznos frekvencije tezi nuli, tada bazne funkcijestagu parne te odgovaraju ABF algebarskog

tipaup (zxﬂ — i/2) i =—1,0,1,2,3 prema crtezu 5.12a).

2 ;
n=1, w=0, Ax, =L ® tiemena b.fp,(x) a)
1.5
$.(x) dolx) $.(x) 6,03 $4(¥)
© 1
N
©
Qo
.05
RS
o
=
0
A B
Ax=L12 Ax,=LI2
-0.5
Ax =L
-1
-0.75 0.5 0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75
2 - n
n=1, 0= +0.4, Ax =L @ tiemenab.fi(x, - 0.4) b)
15 ® tiemenab.fi,(x, +0.4)
g Y, (x, -0.4) Wy(X, 0.4) W, (k, -0.4) W,(x, 0.4) Wy, -0.4)
1
8
3 05
%
0 =t
- A B
AXx = L2 Ax,= /2
-0.5
AX =L
-1
-0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75

Crtez 5.12 Raspored baznih funkcija ap(x) i b) Eup(x, w,)

5.12.2 Aproksimacija zadane eksponencijalne funkaje®*

Neka je na odsj&u AB zadana funkcija u oblikyf (x) = e°*=1 x € [0,1]. Koristesi
dva karakteristina odsjéka Ax i raspored baznih funkcija prema crtezu 5.12bjerae
pripadajée aproksimacije. Iz zadane funkcije vidljivo je al@a ima eksponencijalni karakter
i da frekvencijaw ima vrijednost 10 (samo pozitivne vrijednosti frekcija).

Koristeti metodu kolokacije, izkunati su koeficijentiC;, i = —1,0,1,2,3 linearnih
kombinacija funkcijaup (ﬁ—i/z) i Eup (ﬁ—é,w = 10) i prikazani su u sliedej

tablici.
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Tablica 5.4 Koeficijenti linearnih kombinacija baznih funkcija

: i[-1 0 1 2 3
C;—Alg.|0.2433 | 0.0 -0.2433 | 05 1.2433
C; — Exp. | 0.0 0.0291 | 0.0 640.7983 | 0.0

Na crtezu 5.13 vidljivo je preklapanje aproksimaajobivene linearnom kombinacijom
eksponencijalnih baznih funkcija sa zadanom fuimkaij

Vrijednosti koeficijenataC; s neparnim indeksima su nula (vidi Tablicu 5.8r |
pripadajiée bazne funkcije ne sudjeluju u aproksimaciji. Zed&unkcija ima samo pozitivhu
frekvenciju, pa bazne funkcije s negativhom frelorgm moraju ostati neutralne kako ne bi
kvarile aproksimaciju. Aproksimacija algebarskinzbian funkcijama ima poznati osciliraju

karakter dok aproksimacija eksponencijalnim bazfimkcijama téno odgovara zadanoj

funkciji.
1.25 -
1
E Aprox_up
0.75 = Aprox_Eup
- o= e= e Exact //
05 |
g L /)
"oz //
oE 4/ &
= A / B
= Ax=L=1
-0.5 i L L L ‘l L L L L L L L L L L L L L L T L L L
0 0.25 0.5 0.75 1
X
Usporedba aproksimacija sa zadanom funkcijom lagrisalgebraske i
Crtez 5.13

eksponencijalne bazne funckije s frekvencijem= 10.

Opcenito, zadana funkcija koju treba aproksimirati mmagadrzavati frekvenciju koja
unaprijed nije poznata po predznaku a niti po dnjgsti. Stoga je potrebno konstruirati
postupak za oddivanje frekvencije bazne funkcijeEup(x,w) koja daje najbolju

aproksimaciju.

5.12.3 Odralivanje najbolje frekvencije

Aproksimacija zadane funkcijg(x) traZi se kolokacijskom metodom u obliku linearne

kombinacije eksponencijalnih baznih funkcija kagelize nepoznatu frekvenciju

Eksponencijalne atomske bazne funkcije: razvoj i primjena 123



5. Eksponencijalne atomske bazne funkcije Eup

Za odrdivanje najbolje frekvencijew potrebno je izréunati svojstvene vrijednosti
w;, 1=12,..,n matrice sustava. Na primjer, za zadanu funkciju
f(x) = —tgh((x —3/4)/0.02),x € [0,4], za odabraniAx dobiva se pet jednadzbi, a
svojstvene vrijednosti pripaddje matrice koeficijenata su prikazane na crtezu.5.14

Dakle, za odréivanje frekvencijew za koju se dobiva najbolja aproksimacija u
odrelenom smislu mora se odabrati dodatni odgovarduterij u fizikalnom ili nekom
drugom smislu.

Ovdje je odabran kriterij metode najmanjih kvadratistupanja izm# zadane funkcije i
njezine aproksimacije na svakom karaktefrstim odsjéku duljineAx.

n-—1

Z f[f(x) — f@] dx = min (5.101)
k=0

pri ¢emu jef (x) zadana funkcijaf (x) aproksimacija zadane funkcije,broj karakteristinih

odsjeakaAx na podrdju AB.

0.25F ........ det( A-Al ) = 0

Crtez 5.14 Korijeni frekventne funkcijev;, i =1, ...,5

KoriStenjem (5.101) provjeravaju se frekvenaipgi = 1,...,5 i odabire se ona kojée
dati najmaniji kvadrat odstupanja.

U ovom radu odabran je manje ekondam, ali jednostavniji postupak. GOgito, kada
zadana funkcija nije niti algebarski polinom niksponencijalna funkcija, tada se odabire
korak frekvencijeAw i pocinju¢i od nule izrgunava prema (5.101) vrijednost kvadrata
odstupanja aproksimacije u odnosu na zadanu funkcij

Na crtezu 5.15 vidljiv je oblik ovisnosti odstupanp frekvenciji baznih funkcija.
Prikazana zakonitost &ha je u aproksimacijama radtih funkcija. Dakle, poinju¢i od nule
odstupanje naglo gmje rasti i naglo opadati p¢emu se postizu lokalni minimumi.

Apsolutni minimum, ukoliko nije registriran kad = 0, javlja se u podiju veoma blage

promjene kvadrata odstupanja ovisnog o frekvengjjkao Sto je prikazano na crtezu 5.14.
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Linearna kombinacija baznih funkcifup (x, w) sa ovako izr&unatom frekvencijonaw > 0 u
pravilu daje bolju aproksimaciju od analognih at&ingunkcija algebarskog tipa.

Ukoliko je zadana funkcijaf(x) polinom P;(x), algoritam za odrdivanje najbolje
frekvencije pronalazi vrijednosgt = 0, jer je tada kvadrat odstuparj&AK = 0, Sto odgovara
apsolutnom minimumu.

Takader, za eksponencijalne polinome na prinfjér) = e1°®~1 koridtenim algoritmom
dobiva se najbolja frekvencijaw = 10, jer je za njuSNK = 0 Sto odréuje apsolutni

minimum kvadrata odstupanja aproksimagi{e) od zadane funkcij§(x).

5.12.4 Aproksimacija na jednolikom (uniformnom) gridu

Analizira se funkcijaf(x) = TANGH((x —4/3)/0.02),x € [0,4]. Potrebno je na
aproksimaciju linearnom kombinacijom ABF algebargkipa u obliku:

2n+1

fX)ag = Zl C;-up (2 _xAx - %) (5.102)

te ABF eksponencijalnog tipa u obliku:
2n+1 i
~ X l
=

pri ¢emu jen broj karakteristinih odsj€aka na duljini podrtja L = 4.0, indeksi je broja&
baznih funkcija i kolokacijskih @aka osim rubnih koje su dvostruke kolokacijskeke&

Numeriki eksperiment je proveden za pet réth duljina odsjéakaAx = L/n gdje je
n = 16,32,64,128, 256.

Na crtezu 5.15 u stupcu al) — a5) usgera je zadana funkcija s pripadam
aproksimacijama (5.102). U prveetiri varijante oscilacije aproksimacijske funkciga
iznimno izrazene, a prisutne &ak i kod pete varijante z&x = L/256. Oscilacije se javljaju
kod koriStenja bilo kojih baznih funkcija algebaogktipa.

Upravo taj negativni efekt se pokuSava otkloniti ri&@njem baznih funkcija
eksponencijalnog tipa. U stupcu bl) — b5) na crteib prikazana je aproksimacija prema
(5.103) za iste rezolucije kao i u stupcu al) —. aBidljiva je neusporedivo bolja
aproksimacija, méutim za svaku varijantu trebalo je prethodno odredajprikladniju
frekvencijuw. Frekvencijaw je ista za sve bazne funkcije u linearnoj komhbinaa odabrani

broj odsj€akan prema (5.103).
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Crtez 5.15 Aproksimacija zadane funkcij¢f(x) ABF algebarskog tipa: al) — ab),
eksponencijalnog tipa: bl) — b5), te iznalaZenjeimima kvadrata odstupanja

ovisno o frekvencijw: c1) — c5)

Po odabranom kriteriju kvadrata najmanjeg odstupamneiu aproksimacije i zadane

funkcije u stupcu cl) — c5) prikazana je ovisnogtdtata odstupanja o frekvenciji.
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Algoritam za traZenje najbolje frekvencije pode§ersamo na nenegativne vrijednosti
frekvencije. Ukoliko je vrijednost frekvencije ndyma, tada se regulira preko koeficijenata
linearne kombinacije.

Efekt utjecaja frekvencije eksponencijalnih bazinihkcija na aproksimaciju vidljiv je ve
kod n = 8 na crtezu 5.15b1) u odnosu na al). Frekvencijgrgvno vezana s duljinom
odsje&ka Ax, i u svim izrazima pojavljuje se u produlkdn - .

Vrijednost tog produkta ostaje stalan u svim vatgana cl) — c5) i iznosi 0kd.243.

Drugim rije¢ima, dovoljno je precizno iztanati frekvenciju za najée Ax, a za manje

L% g, ili U slutaju  diadékog

vrijednosti Ax, vrijednost frekvencije jewk+1=Ax
k+1

poveavanja rezolucije:

W1 =28 w;,  k=0,1,..

5.12.5 Aproksimacija po nivoima (MultiLevel aproksimacija)

Drugi pristup za dobivanje aproksimacije zadane&dija je multilevel pristup. Razmatra
se zadana funkcija iz prethodneéke.

U nultom koraku, od zadane funkcifx) = f,(x) oduzima se njezina aproksimacija
fo(x) i dobiva nova funkcijaf;(x). Na crtezu 5.16 b) uspahgie se funkcijaf;(x) s
propisanom ténosti, na primjere = +0.02. Ukoliko tatnost nije zadovoljena trazi se
aproksimacijaf; (x) funkcije f,(x) (vidi crtez 5.16 b)). Nakon toga slijedi usporedhalike
f1(x) — fi(x) se i postupak se ponavlja sve dok se ne postignenzaidénost, crteZ 5.16 f).

Konana aproksimacija zadane funkcfjéx) dobiva se kao zbroj pojedinih aproksimacija

na svakom nivou

fer =) R, men
k=0

pri ¢emu je pojedina aproksimacija u stvari linearna kmmacija baznih funkcija s
pripadajiom frekvencijomw; odretenoj prema postupku opisanom kio5.7.5:

2ng+1

fi() = Z Ci-Eup (2 -xAx N %"”")

i=—1

Patetni gridn, se bira po volji, a sljedeje dvostruko gud tj. n, = 2 - n, ili opéenito

n=2ny; k=0,1,2,..
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0.5
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<
=
o
=
et
=

w=77.06 €)
fix)  — fix)

), F20)

w=101.00 |f)

o(x) , Fex)

| | | | | | | | | | | | fs(lx) | 7I 5()()

0 1 2 3 4

Crtez 5.16 Funkcijaf(x), njezina aproksimacija(x), te residuy (x) — f(x) po

nivoima a) — f)
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Za primjer na crtezu 5.16 koriSten je inicijalniigm, = 16 i izratunata pripadaja
frekvencijaw, = 4.486.

U ovom postupku multilevel aproksimacije potrebegpyiblizno 2 puta W@ broj baznih
funkcija nego u postupku koji koristi uniformni dropisanom u ki 5.7.4 za istu tetnost
aproksimacije.

Medutim, ovaj multilevel postupak je analogan postugkii se koristi kod adaptivne Fup
kolokacijske metode [14], [15], [19]. Naime, na imsS nivoima promatraju se samo
kolokacijske téke u kojima je rezidu @& od propisane #nosti, dok se ostale dke ne
moraju uzeti u obzir. Iz crteza 5.16 se vidi daatakriterij vodi ka adaptacijskom postupku
koji Stedi CPU vrijeme i dragfho smanjiva broj kolokacijskih $aka na viSim nivoima.
Razvoj takvog adaptivnog postupka za prikazane llagme funkcije ostavljamo za budu
istrazivanja kod razvoja novih nestacionarnih atgara. Dakle, u ovoj ki svaki nivo je

promatran sa svim kolokacijskiméeama u obliku neadaptivnog algoritma.
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6.EKSPONENCIJALNE ATOMSKE BAZNE
FUNKCIJE EFUP,

6.1 Bazna funkcija EFup,(§, ®)

Primjena pomaknutihEup(¢é, w) funkcija u numegikim metodama za rjeSavanje
prakticnih inZenjerskih zadataka ograena je potrebnim brojem baznih funkcija rjeSenja.
Naime, potreban broj baznih funkcija brzo rastgahlizno rjeSenje viSeg stupnja glatkosti.
Za tasan razvoj eksponencijalnog polinorad ¢ na odsjeku duljine Aé,, = 2" potrebno
je 2™*1 paznih funkcija dobivenih pomicanjem funkciep (¢, w). Ovacinjenica, analogno
algebarskim ABF, dovela je do potrebe trazenja ibazunkcija koje bi zadrzale dobra
svojstva funkcijaEup(¢, w) a istovremeno bi ih za razvoj neke funkcije zadgrakosti
trebao maniji broj nego baznih funkcija dobivenimpoanjem funkcijeEup (¢, w).

Funkcije EFup, (¢, w) su finitne funkcije iz klas€* s kompaktnim nosam, a elementi
su linearnog vektorskog prostat& P, [6] ,[43], te zadrzavaju sva svojstva 'svoje’ maske
bazne funkcijeEup (¢, ). Indeks'n’ ozna&ava najvéi stupanj eksponencijalnog polinoma
koji se moze prikazati tmo u obliku linearne kombinacije mhesobno pomaknutih funkcija
EFup, (¢, w) na odsjéku duljineA¢, = 27".

Analogno algebarskim ABFup,, () najpovoljnija moganost konstruiranj& Fup,, (¢, w)
funkcija je u obliku linearne kombinacije pomaktufiup (¢, w) funkcija kao Stoce biti

pokazano u nastavku.
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6.2 Generiranje Fourierove transformacije funkcije EFup,(§, o)

Fourierova transformacija atomskih baznih funkdijup, (¢, w) konstruira se sithim
postupkom primijenjenim za funkcijgup,,(¢) u tatki 4.2, tzv. postupkom drobljenja FT.
Analogno izrazu (4.2), vrijedi da je prva iz klaSBF eksponencijalnog tipEFup,,(¢, w)

zan = 0 upravo materinska bazna funkchap (¢, w), tj.:

EFupo(§, w) = Eup(§, w) (6.1)

pa je prema (6.1) Fourierova transformacija fur&kEfup, (¢, w) odreiena izrazom (5.5) tj.:

[oe)

W sh(w/2+i-t/27)

Fo(6) = L L2sh(w/2) w/z+it/2] (6.2)
ili u proSirenom obliku
_ W sh(w/2+1i-t/2)
Fo® = e w212
(6.3)

. W sh(w/2+1i-t/4) = w sh(w/2 +i-t/27)
2sh(w/2) w/2+i-t/4 QZsh(a)/Z) w/2+1i-t/2]

Primjenom osnovne trigonometrijske relacisg(a) = 2 - [sh(a/2) - ch(a/2)] na prvi
faktor produkta u (6.3), te izostavljanjeflana ch(a/2), nakon srédivanja dobiva se
Fourierova transformacija finitne funkcilEFup, (¢, w) oblika

W sh(w/2+1i-t/4) w sh(w/4+1i-t/4)
2sh(w/2) w/2+i-t/4 4sh(w/4) w/4+i-t/4

o0}

Fi(t) =

W sh(w/2+i-t/2)) (6.4)

' L L2sh(w/2) w/z+i-t/2]

Nastavljanjem postupka provedenim u (6.4) na jddba (6.3), te poa@vanjem
prikazanog postupka dobiva se klasa Fourierovihstmamacija eksponencijalnih funkcija
EFup, (¢, ) u obliku

n+1

sh(w/2) +i-t/2"1) 1 w  sh(w/2+i-t/25)
' kl:L 2sh(w/2) (6.5)

w
E (t =1_[ - — . -
n(0) _12/sh(w/2)) w/2) +i-t/2n+1 w/2+i-t/2k
]:

Kada parametap tezi nuli eksponencijalne ABF prelaze u algebalsBE&, pa izraz (6.5)

prelazi u (4.7).

Eksponencijalne atomske bazne funkcije: razvoj i primjena 131



6. Eksponencijalne atomske bazne funkcije EFup,

Analogno ABFFup, (£), a Sto je vidljivo i u (6.5), Fourierova transfaoja funkcije

EFup, (¢, w) jednaka je umnoSkyn + 1) FT eksponencijalnih splineova nultog stupnja

wé(f, w) normiranih na duljinu nogah, = 27™:

L@ey’“’f j=0,..,n
Sh(w/Z”‘J"'l) (66)

Supp (p(])(f; (U) = [—2_(n+1)' 2—(Tl+1)]

0) (& w) =

i FT materinske funkcijeEup(§, w) takaier sazete na duljinu nasasupp Eup(¢, w) =
[_2—(n+1)’2—(n+1)]l

Dakle, funkcijakEFup, (¢, w) mozZe se napisati poréw teorema konvolucije u sljeéiem
obliku:

EFup,(§, 0) = g (§, @) *...x g (§,w) * 2" Eup(2™*! - ¢, w) (6.7)

Na primjer, funkcijakEFup,(§, w) predstavlja konvolucijuetiri funkcije normirane na

duljinu noséa[—%,g]: 3 eksponencijalna splinea nultog stupnja i saftetkcije Eup (¢, w):

(D.ewf (1)'62('05 2'(1)'64('05
2 -sh(w/8) i sh(w/4) i sh(w/2)

EFup,(§, w) = * 8y,(85) (6.8)

U izrazu (6.7) konvolucijan + 1) —og splinea nultog stupnja normiranog na duljinu

nos@&a h, = 27" predstavlja novu amu eksponencijalnu funkcijy;, (¢, w) ciji je nosa

jednak zbroju svih duljina no&aclanova konvolucije tjh, = (n + 1)27"

hE0D = gEw) s @) wx 9pEw) 6.9)
supp=[-2-(+D 2=(+1)] supp=[-2-(+D 2-(+1)] supp=[-2-(+D 2~ + D] '

tako se izraz (6.7) moze napisati i u sljgzha obliku:
EFup,(§, ) = fu(§, ) * 2" Eup 2" §, w) (6.10)
Funkcijaf, (¢, w) kadaw — 0, postaje sazeti B-spline— tog stupnja iz izraza (2.4).
Na crtezu 6.1 dana je gréfa interpretacija postupka generiranja funkcije

EFup, (¢, w),n = 0,1,2 pomau teorema konvolucije.
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a)
f, Et,0)
—
T T I 1 Bl -
-1/2 0 1/2 -1/2 0 1/2 t
oot _( ® Ash(w/2+it/2))_l—[oo ©  sh(w/2+it/2k) EFUpo £
o) = 2sh(w/2)  w/2+it/2 k=25sh(w/2)  w/2+it/2k
-1 0 1§

b)

Al — Al ;

! Eup(4tw)
p

T T 1 T I T -
-1/2 0 12 -1/4 0 1/4 t
i i EFup €.0)
_ [ . sh(w/2+it/4)\ | [ . sh(w/4+it/4)\ ’
F(® = (Zsh(w/z) w/2+it/4 ) (45)1((»/4) w/4+it/4 ) '

I, —o . she/z+it2h
k=3 2sh(w/2)  w/2+it/2k

-3/4 -1/4 1/4 34 g
c) A
Eup(8tw)
A
1| A
f 2 (E-t, ("‘))
N

T T
-3/8 0 3/8 -1/8 0 1/8 t

EFup, £.%)

F (t) _ ( %) . sh(w/2+it/8)) X ( w X sh(u)/4+it/8)) X
23 7 osh(w/2)  w/2+it/s 4sh(w/4)  o/4+it/8

( ® .Sh(m/8+it/8))_l-[°° ® .sh(m/2+i<t/2k)
8sh(w/8)  w/8+it/8 k=4 2sh(w/2)  w/2+it/2k

A2 U4 0 va 12 £

Crtez 6.1 Generiranje eksponencijalnih funkci&up, (¢, w),n = 0,1,2
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Nosa& funkcije EFup, (¢, w) je prema (6.7) odsjek sastavljen odn + 2) podintervala

duljine 27", Karakteristtne take su rubne itke podintervala.

n+2n+2
supp EFup,(§, w) = [_WW]

_A—

n+1 n+2

-
1 2
'_I'_I . . . l_ll_l
n+;\\ /- n+2
_ T K on+1

KARAKTERISTICNE KARAKTERISTICNI
TOCKE ODSJECI

Na crtezu 6.3 su prikazane bazne funkEfewp,(é, w),n=0,..,4 u lokalnom
koordinatnom sustavu za vrijednost parametra —4.
Inverzna Fourierova transformacija, odnosno furkgif'up, (¢, w), uz zadovoljenje Paley-

Wienerovog normirnog uvjeta moze se izraziti u lalnli

[ee)

EFupn(g,m)=% f e”H E (t) dt (6.11)

Razvojem izraza (6.11) u Fourierov red moze sedidr@riginal” funkcije EFup,, (¢, ®) u

proizvoljnim tatkama. Meutim, kao i u prethodnim poglavljima, trazég se toéno rjeSenje u
binarno racionalnim ttkama.

Na crtezu 6.2 prikazana je funkcifup, (¢, w) za razléite vrijednosti parametra. Slicno

materinskoj funkciji Eup(¢, w), funkcija je nagnuta u lijevo za negativne vrijedt
parametraw < 0, dok je za pozitivne nagnuta u desno. U gfamin sléaju kadaw — 0

eksponencijalna funkcijFup, (¢, w) je identtki jednaka algebarskoj funkcifiup, (¢).

6

5.5

w=[-10 w=10

5
4.5 L ~

[\ A\

Il
A S 0 7/
/ e

SXEXIX Y

EFup, (&, w)

<
'
g
Ryt ANAAY

-0.5 -0.375 -0.25 -0.125 0 0.125 0.25 0.375 0.5

3
Crtez 6.2 FunkcijaEFup,(¢, w) za razléite vrijednosti parametral0 < w < 10

s
W
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|
EFUR(, @A)
AE=1
Br. karakt.odsj. =2
Br. karakt. toc. =3
& M e »
T A&, 1€
\ \
T ¥ EFup(E, wAL)
n=1
N =1/2
Br. karakt.odsj. =3
Br. karakt. toc. =4
-3/‘4 pg, v 14 3/4 &
.| EFURE, wAg)
n=2 ‘
A% ,=1/4
Br. karakt.odsj. =4 f
Br. karakt. toc. =5
o———jj]}Lc -
12 pg, 14 0 1/4 1/2 13
1 EFup(E, wAg)
n=3 |
NE=1/8 ﬂ
Br. karakt.odsj. =5 1
Br. karakt. toc. =6 1
5/16 -3/16 -1/16 1/16 3/16 5/16 E
25
-
[
101 EFup (&, wAE))
n=4 1
Ag,=1/16
Br. karakt.odsj. =6
Br. karakt. toc. =7 Aﬁ |
$210123 &
161616 16 16 16
A,

!

Crtez 6.3 FunkcijeEFup, (¢, w),n =0,...,4 za vrijednost parametta = —4
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6.3 lzvod funkcionalno diferencijalne jednadzbe fukcije EFup,(§, o)

Analogno algebarskim ABHup,(§), funkcionalno diferencijalna jednadzba funkcija

EFup, (¢, w) odraiuje se iz Fourierove transformacije (6.5) koja sgennapisati u obliku

w

n+1 . n+1 nti1 k . n+2
F.(t) = ‘sh(oo/Z +'l t/2™) ‘ ch(w/2* +i-t/2""%) °F, t (6.12)
2n+1sh(w/2n+1) w/2n+1 +i- t/2"+1

ch(w/2k) 2

Na primjer, za baznu funkcijiFup, (¢, w) prema (6.12) dobije se

sh(w/8+1i-t/8) ch (%+%) . ch (%Jrli_g)_Fz (f) (6.13)

)
ch(w/4) ch(w/8) 2

O = e "wsti-t8

odnosno

_ w sh(w/8+1i-t/8) w it w it
FZ(t)_z-sh(w/Z)' w/8+1i-t/8 (4 16) Ch(s 16) Fz(z) (6.14)

Ako se (6.14) napiSe u obliku eksponencijalninkftifa, te pomnozi sdw + it) nakon

srativanja slijedi:
. _
. [ Ol)/2.e%ﬂ_(1_}_eou/él-),elt/8-}-(6_(‘”/44“5'(‘0/4) (615)

w-F(t)+it-F,(t) = T((;)/Z)
e "4 Fy(t/2)

_(1 + e—w/4) . e—it/8 _ e—w/Z .

Inverzna Fourierova transformacija od (6.15) je

[ee]

wi fe-it%’F (t)df+iti fe-if%’F (t)dé =
2T 2 21 2

(o8]

__ @ el [ cuc-umg (E)d 14 p0/4) L f —itE-1/9) (E)d
2 sh(w/2) [e 2n_me 2\g) 4+ (1+e )Zn_me 2(z) 4+ 6.16)

[ee]

1 ) t 1 .
el — ey f eIt F, (E) d§—(1+e™/*) — f e~ HEH/OF, (t)dE -

—0o —0o
[ee]

1 .
—emer. f e~HCEHDE ()dE| - Fy(t/2)

—0o

Prvi ¢lan lijeve strane prema izrazu (6.11) predstavigens funkciju EFup, (¢, o)
pomnoZzenu s parametrorm, dok drugi ¢lan predstavlja prvu derivaciju funkcije

EFup, (¢, w). Nadalje, prvi integral desne strane moze seiizia0:

[o2]

1 _ - .
I T VO _|u=t/2 du=dt/2| _, > [ -iwei-1/2).
27 f Fa(t/2)dt t=2u dt=2du | 2 ) € F(wdu (6.17)

= 2. EFup, (2§ — 1/2)
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Sraelivanjem na isti n&n i ostalih ¢lanova desne strane izraza (6.16) dobije se

funkcionalno diferencijalna jednadzba funkdijBup, (¢, ) u obliku:

Y2'(§) —w-y2(§) = A1 - y2(2§ + 1/2) + Ay - ¥, (2§ + 1/4) + A3 - y,(28) + (6.18)
+Ay - y2(28 = 1/4) + As - y2(2§ — 1/2) :

gdje su koeficijent#;

4 - 2-w 4 2 0 et (et 1+1) 4 2.0t (e®/2-1)
Toew—1 727 e®—1 T e®—1 (6.19)
2-w-e®?. (e®* +1) 2-w-e®
A= o —1 PSS T

Posebno, za vrijednost parametra= 0, dobiva se
A1=2 ; A2=4 5 A3=_4 5 A4=_4 5 A5=_2

tako da je u tom staju jednadzba (6.18) ekvivalentna jednadzbi (4.14).

EFup' (&, w)

05 -0.25 6 \W,‘ % 0.5 E

w-EFup(&, w)

-0.5 -0.25 0 0.25 0.5 E

EFup(2¢-¢,, w) &, =-1/2,-1/4,0,1/4, 12

-0.5

CrteZ 6.4 Clanovi funkcionalno diferencijalne jednadzbe bafumeékcije EFup, (£, w)

Analognim postupkom izvodi se funkcionalno difesigsna jednadzba za bazne funkcije
EFup, (¢, w) bilo kojeg redan koja u ogem obliku glasi [46]:

2n+1

EFup,(§,w) — @ - EFupy(§,w) = Z a; - EFup, (2€ + By, o) (6.20)

i=1

gdje su koeficijenti
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. i{ ](2,]?;2;) - Z Zziz = 1,2,...,2s (6.21)
[
2w
a; = —5—7 [AH (@) = Anyp i (- @)] (6.22)
gdje je
A () = {gw/zn A () + A?_Zf’(w; T @) = (6.23)

6.4 Vrijednosti funkcija EFup,(§, o) u karakteristi ¢nim to¢kama

Vrijednosti funkcijakEFup,, (¢, w) u proizvoljnim diskretnim t¢kamaé mogu se odrediti

pomaiu teorema konvolucije prema (6.10) kao rjeSengdsipg integrala:
EFup,(§, w) = 21 f fu(E —t) - Eup(2™*'t, ) dt (6.24)

gdje jef,, (&) eksponencijalna funkcija definirana izrazom (6.9).

Medutim, izra&unavanje integrala (6.24) u proizvoljnimckamaé nije jednostavan niti
numertki povoljan postupak, te se stoga rjeSavanjem ratag(6.24) odréuju samo
vrijednosti baznih funkcij& Fup,, (§, w) u karakteristinim tockama¢, , crtez 6.5.

Na crtezu 6.5 dana je gréifa interpretacija integrala (6.24) za baznu funkcij

EFup,(§, w) u karakteristinim tatkamag, = —%,

0,7
Na primjer, vrijednost funkcijé&Fup, (¢, w) u tacki §, = —1/4 prema (6.24) odgovara
rjeSenju sljedéeg integrala
&+3/8

EFup,(§, w) = 8- f (& —t) - Eup(8t, w) dt (6.25)

-1/8
Eksponencijalna funkcijg,(§, —t) moze se na intervalP—%,%] napisati u sljedgem

obliku pogodnom za rjeSavanje integrala (6.25)

1 N w-t N 2wt Ns 4wt 11
LN M e N e N e _1Z 6.26
f2(4 t) g ¢ tpeT tpe te[8'8 (6.26)

gdje je
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Ny=8-w-e“® ; Ny=-12-w-e“/* ; Ny=4 w-e®?

(6.27)
B=3-(e®*=1)% (e“/* +1)?- (e®/? + 1)
pa se uvrStavanjem (6.26) u (6.25) dobije
EF ! =
s (~300) -
8 1/8 1/8 1/8 (6.28)
B [le e“‘"tyw(St)dt+N2f e‘z“"tyw(Bt)dt+N3f e_4“"tyw(8t)dt]
-1/8 -1/8 -1/8
EFupZ €.w)

’N
Eup(8tw) §=1/4
Eup(8tw)
fo(4E-1),0)

WWW 44 I M

‘ ‘ : — - ] 5 M :
3/8 -1/4 -1/8 0 18  1/4  3/8 &t v 3/8 -1/4 -1/8 0 8 14 38 gy

EKZO
Eup(8tw)

f,(46E1),0)

-3‘/8 -1‘/4 -1w/8 0 1/8 1}4 3)8 &t

Crtez 6.5 Vrijednosti funkcije EFup,(§, w) u karakteristinim totkama ¢, pomcu

teorema konvolucije

Srelivanjem integrala desne strane u (6.28) rama

1/8 u=28-t -t=u/8 1
_ du =8-dt - dt = du/8 1 3 1 /iw
wt, . — — wu/8 . — =
fe Vo (8-1) dt zat=-1/8 —u=-1 8_[6 Vo) du 8F(8>
-1/8 zZa t=1/8 »u=1 -1
1/8
1 /iw
fe_Zw.t_yw(g_t) dr=- == (T) (6.29)
-1/8
1/8 )
—4w-t . [ —1 g
e Yo(B-t) dt = = 8F >
-1/8
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integral (6.25) postaje

1y N iw\ N, iw\ N iw
——)=—=-F|=|+=-F|—|+= -F|— 6.30

EF”pZ( 4) B F(8>+B F(4)+B F(z) (6.30)

Izrazi F (;;fl),j=0,1,2 u (6.30) predstavljaju Fourierove transformacifg5] za

iw
2j+1

vrijednosti varijablet = koje se sréivanjem mogu izraziti preko vrijednosty(w) iz

izraza (5.57):

i —n-1 (1— ew)n+1

F <2n+1> = = +Ao(w) (6.31)
n e e

w - Hk:l 2k _ 1

2—n-(n+1)/2 Lemw2

Konano, uvrStavanjem (6.31) za= 0,1,2 u izraz (6.30) dobije se vrijednost bazne

funkcije EFup, (¢, w) u karakteristinoj tacki ¢, = —1/4 oblika

e 3w/4 . (g30/% 4 3. 00/2 4 3. pw/4 4 3)
EFup, <——) =
4 3-(e®/*+1)-(e¥/2 +e®/* +1)

Analognim postupkom oddeju se vrijednosti i u ostalim karakterigtim tockama

e @/*.(3-e9+ 639/t 4+ 8-e%/2 + 6-e¥/* + 3)

EFup,(0) = T @ T e T D) - 2o (w)
(6.33)
e3.a)/4 . (3 . e3-w/4 + 3. ew/Z + 3. ew/4 + 1)
EF -] = 1
P2 (4) 3-(e®/* + 1) - (e9/2 + e®/4 + 1) o(@)

odnosno vrijednosti baznih funkcilFup,, (¢, w) u karakteristinim tockama, openito.

Kao Sto se vidi u izrazima (6.32) i (6.33), vripedti funkcija EFup,(¢,w) u
karakteristtnim tockama ¢, imaju 'kong&an' zapis u obliku umnoSka odsene
eksponencijalne funkcije i vrijednosti funkcijup (¢, w) u tatki & = 0 tj., 1o(w) odreiene

izrazom (5.57).

6.5 Veza baznih funkcija EFup(, ) i EFup,.1(§, ®)

Slicno kao kod ABF algebarskog tipéup, (), veza baznih funkcij&Fup, (¢, w) i
EFup,_,(¢, ) proizlazi iz odnosa njihovih Fourierovih transfaaija F,(t) i F,_,(t)
odratenih izrazom (6.5).

Na primjer, za bazne funkcijfFup,(¢, w) | EFup;(¢, ) prema (6.3) i (6.4) vrijedi
sljedeti odnos

h 4+i-t/4
Fo(t) = & (‘”Cﬁl(j/i})t/ ) R (6.34)
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Uvrstavanjem (6.34) u original funkcifgFup, (¢, w) = Eup(¢, w) odreien izrazom (5.6)

dobije se

1 [ch(w/4+i-t/4) y
Eup(f,w)_%_f /) CFy(t) -e” 84t (6.35)

ili u eksponencijalnom obliku

1 100—i+l ﬂlm—i—l
Eup(§,w) = o (%) [e“*’“ E_L e t(s+3). F(t)dt + e% %_L e t(e-3) . Fl(t)dt] (6.36)
odakle slijedi
Eup(€, o) = EFup,(§+1/4,w) N EFup,(§ —1/4,w) (6.37)

ew/2 41 e~w/2 41
Izraz (6.37) predstavlja atomsku baznu funkdjup (¢, w) prikazanu u obliku linearne

kombinacije pomaknutih baznih funkcii&up, (¢, w), a graféki je prikazan na crteZu 6.6a.

a) Eup€, w)

T T T T T
-1 -3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 12 3/4 1 g

Coy EFupY -1/49 )

\

T f T T T T
-1 -3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 1/2 3/4 1 H

b) 1 EFup(E, w)

\

DE,=1/4 |
>

T T T T T T
-3/4 -2 -1/4 0 1/4 12 3/4 g

|

1

! 2

| Cl4EFup{ © ) CizEFupY -1/4® )

|

|

|

|

|

|

|

|

T

[
|
|
|
|
|
[
C,; EFupy +1/40
|
!
!

»

T 1

T T T
-3/4 -1/2 -1/4 0 1/4 12 3/4 3

Crtez 6.6 a) FunkcijaEup(¢, ) u obliku linearne kombinacijgFup, (¢, w) baznih funkcija
b) FunkcijakEFup4 (¢, w) u obliku linearne kombinacijgFup, (¢, w) baznih funkcija
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Na crtezu se vidi da je funkcijup(¢, w) proporcionalna s funkcijonEFup, (¢ +
1/4, w) na odsjeéku [—1,—1/2], koji upravo predstavlja prvi karakterigti odsj&ak bazne

funkcije EFup, (¢, w), te je koeficijent proporcionalnosti prema (6.g€6nak

€y =1/(e®? +1) (6.38)
Na analogan rian se bazna funkcij&Fup,({,w) moze prikazati u obliku linearne

kombinacije pomaknutih baznih funkcié&up, (¢, w):

1 1
EFup, (5 + Z,w) e®/* . EFup, (§, w) e3@/% . EFup, (f - z,w) (6.39)
(e®/* +1)- (e®/2 4+ 1) (e®/2 +1) (e®/* +1)- (e®/2 4+ 1)

EFupl (fl (A)) =

U izrazu (6.39) vidi se da su i atomske bazne dyal€Fup, (&, w) i EFup,(§ + 1/4, )
takoder metusobno proporcionalne na oddje [—3/4,—1/2] Kkoji predstavlja prvi
karakteristtni odsje€ak bazne funkcijeEFup,(¢, w), crtez 6.6b, te da je koeficijent

proporcionalnosti:
Cl,=1/[(e“/* +1) - (e®/? + 1)] (6.40)

UvrStavanjem izraza (6.39) u (6.26) dobije se daishazne funkcijeEup(¢, w) i
EFup,(§¢,w) meiusobno proporcionalne na prvom karaktetistim odsjéku funkcije

EFup,(§, w) s koeficijentom proporcionalnosti:
€, =1/[(e®* + 1) (e®/? + 1)?] (6.41)

Iz navedenog slijedi da se atomske bazne funkdijBup,({,w) na prvom

n+2 n

karakteristtnom odsjéku [— ] mogu prikazati pomtu bazne funkcijEup (¢, w)

on+1’ 2n+1
definirane na odsgku [—1,—1 + 27™] i pomnoZene koeficijentom proporcionalnostieg
oblika

Co(n) = H(ew/zn‘”1 4+ 1) (6.42)
i=1

6.6 EFup (&) kao linearna kombinacija pomaknutih funkcija Eup(§, ®)

Vrijednosti baznih funkcijaEFup,, (&, ) u proizvoljnim diskretnim tékama mogu se,
izmedu ostalog, odrediti i razvojem izraza (6.11) u kexav red. Mdéutim, analogno
algebarskim ABF, prakino najpovoljnija mogénost konstruiranja funkcij&Fup,, (¢, w) je

u obliku linearne kombinacije niesobno pomaknutiBup (¢, w) baznih funkcija
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(6.43)

= k n+2
EFup, (¢, w) = Z C,(n) - Eup (f -1 ~om + T ,w)
k=0

gdje suCy (n) koeficijenti linearne kombinacije.
»Nulti“ koeficijenti C,(n) odreieni su izrazom (6.42), a ostali koeficijenti linear
kombinacijeC,(n), k = 1,...,n+ 1 su nepoznati i oddeiju se kako slijedi.

Na primjer, za baznu funkcijiFup, (¢, ) linearna kombinacija (6.43) ima slj&ieblik
1 3 5
EFup,(6,0) = 6oy (§ = 5) + 6@ v (§ = 5) + G G = D+ 6@ v (§-3)  (6.44)

ili napisana u karakterigtim tockama:

s () - ()

EFup,(0) = Co(2) -y (— %) + (2 Yo <_ Z)
: 1 : ; (6.45)
EFup, (Z) — () -y (_ Z) +C(2) -y, (- E) +C5(2) - e (_Z)

_

Brups (5) = 6@ 9@ +6@ 3 (-3) + 6@ v (-3) + 6@ v (-3)

gdje su vrijednosti bazne funkcifFup, (¢, w) u karakteristinim tockama poznate i tanaju
se kako je pokazano ucta 6.4.
Iz prve jednadzbe u (6.45) izravno slijedi izraz,aulti“ koeficijent u obliku

EFup,(—1/4)

Co(2) = 6.46
0(2) Yo (=3/D (6.46)

Uvrstavanjem vrijednos#, (—3/4) iz (5.64) i (6.32) u (6.46) dobije se
Co(2) = (e®/* +1) - (e®/? +1)? (6.47)

Sto odgovara izrazu (6.42) na= 2.
Iz druge jednadzbe u (6.45) slijedi ,prvi“ koejemt linearne kombinacije (6.44) oblika

EFup,(0) — Co(2) - y,(—1/2)
c.(2) = (6.48)
' Yo (=3/4)
Uvrstavanjem koeficijentf,(2) i ostalih potrebnih vrijednosti dobije se
C(2) = —e®/* - (e®/* + 1) - (e“/? + 1) (6.49)

Iz trece jednadzbe u (6.45) slijedi izraz za ¢ife koeficijent, itd. Poopavanjem
prikazanog postupka dolazi se doceg izraza za koeficijent€,(n) u obliku rekurzivne

formule:
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k+2—1i

e ) 2" _"‘)) (6.50)

EFupy (_W + 57— ) = Xty Cioa(n) - Eup (—1 +

C =
k() Eup(—1+ 2", w)

gdje su koeficijentC,(n) odrateni sa (6.42).

Dakle, za odrdivanje koeficijenataC,(n), k = 0,...,n + 1 linearne kombinacije (6.43)
potrebno je poznavati ,nulti“ koeficijentC,(n) te vrijednosti funkcija Eup(¢, w) i
EFup, (¢, w) u karakteristinim tackamag;,.

Na crtezu 6.7 prikazana je funkcijFup,(¢,w) u obliku linearne kombinacije

medusobno pomaknutiBup (¢, w) baznih funkcija.

Eup(§-1/2,w)
G,(2)
T " T L
A2 -1/4 &
Eup(¢-3/4.0)
C,(2)
-1‘/2 ‘ 4 ‘ 00 ‘ 4 ‘ 12 ‘ 13 o
Eup(§-1,w)
T
-1‘/2 ‘ -f/4 ‘ 00 ‘ U4 ‘ 12 ‘ 13 o
T Eup(§-5/4,0) c,2)
\ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ -
12 -1/4 0.0 1/4 112 g
} EFup(e.w)
/// \\\
/ \
/ \
w=2
I 1 1 1 T L
-2 -1/4 0.0 U4 12 H

Crtez 6.7 FunkcijaEFup,(¢, w) kao linearna kombinacija pomaknufitxp (¢, w) funkcija

Koeficijenti linearne kombinacije za razvoj baznibnkcija EFup,(¢(,w),n=1,..,4
mogu se napisati i u obliku

C,(n)=Cy(n)-C,/'(n), k=0,....,.n+1 (6.51)

gdje suC,(n) odraleni izrazom (6.42), a pomoi koeficijentiC,'(n),n = 0,..,4 su slijedéi

izrazi:
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C,’(0) =1
C,/(1) =1
€/(1) = —e/2
c,)(1) = e®
C,/(2) =1

€,'(2) = —e®/* - (e®/* +1)

C/(2) = 3/t (e/* +1) (6.52)
C3'(2) = —e59/* . (e@/* +1)
C,’(3) =1
C1(3) = —e@/8 . (e39/8 4 e@/8 4 1)
C2/(3) — e3(1)/8 . (eSa)/S + e3a)/8 + ew/4 + 1)
C;’(?)) — _e7(4)/8 . (eSw/S + e3(1)/8 + e(u/4- + 1)
c,(3)= e® -(e‘”+e3“’/4+e5‘”/8+e3“’/8+1)
Cy'(4) =1
w /70 30 W
C,'(4) = —el6- <e16 +el6 +el6 + 1)
3w ¢ 18w 90 7w 3w 30 W
C,’)(4) = el6 (e16 +e16 +e16 + ¢ 8 +e16+88+1>
70 ¢ 17w 1Bew 1o S50 70 30 o
C;'(4) = —e16 (616 +e16 +e16 +e8 +el6+e8 +e4+1)
w ¢ 170 13w 1w 50 70 30 o W
c,/(4)= e16 -(e 16 +e16 +e16 +e8 +e16 +e8 +e4 +e16+1>
V7w ¢ 230 190 17w Bw 30 S50 7w 3w 30  ©
Cs'(4) = —e'16 -(e 16 +e16 +e16 +e® +e16 +e4 +e8 +el6+¢8 +e16+e16+1)

U limesu kadaw — 0 koeficijenti C;'(n) iz (6.52) za razvoj eksponencijalnih funkcija

EFup,(¢,w),n =1, ...,4 prelaze u koeficijent&€,'(n) iz tablice 4.1 za razvoj algebarskih

baznih funkcijaFup,(§) u obliku linearne kombinacije niesobno pomaknutih funkcija

up($)-
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6.7 Derivacije i integrali funkcije EFup,(§, ®)

Derivacije funkcije EFup,(¢,w) dobivaju se linearnom kombinacijom derivacija

pomaknutih funkcijgup (¢, w) pomdau koeficijenata odienih u prethodnoj tiki:

EFup(™ (&, ) = Z Co (1) - Eup™ (g — - (6.53)
k=0

Na crtezu 6.8 prikazane su komponente derivagi(d, w) s pripadajtim koeficijentima
za izr&un do uklj&ivo cetvrte derivacije funkcijeEFup,(§, w). Prikazane komponente
derivacija su dobivene linearnom kombinacijom pdgacih komponenata derivacija bazne
funkcije Eup (¢, w) koje su prikazane na crtezu 5.3.

Kako je to pokazano kod bazne funkdijep (¢, w), koja je samo poseban &hj funkcije
EFup, (¢, w) za n =0, derivacija funkcije EFup,({,w) reda n dobije se linearnom
kombinacijom svih derivacija funkcije do reda — 1) i posljednje komponente koja
predstavlja sazete i pomaknute same funkEfewp,, (¢, w), a Sto formalno odgovara -toj
derivaciji bazne funkcijé&up,, (£).

Na crtezu 6.9 prikazana je bazna funkdij&up,(¢, w) i njene prve tri derivacije za
vrijednost parametra = 2 u kon&nom (zbrojenom) obliku.

Na crtezu 6.10 je prikazana bazna funkdjéup, (¢, w) i njene prvecetiri derivacije za
visoku vrijednost parametra = 200. Kako se vidi na crteZu, nulta derivacija je zlvigpke
vrijednosti parametra u potpunosti 'presla’ na pozitivhu stranu aspravo fleksibilnost i
podatljivost ovih funkcija, koja se jasno vidi ndeZima, opravdava njihova izuzetna svojstva
aproksimacije. Vrijednost derivacija raste za degdar veltine tako da jeietvrta derivacija

funkcije EFup, (¢, w) reda vekine 108.

Integrali funkcije E Fup,, (¢, w) takaier se dobivaju linearnom kombinacijom integrala

pomaknutinEup (¢, w) funkcija

¢ 0 ¢
J-EFupn(g,w)dg = Z Cr(n) fEup (5 -1 —2£n+2%12,w) dé (6.54)

—00 k=0
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RED DERIVACIJE
0 | 1] 1l \Yi
1.0 &) w? o’ o
00|l 1.0 | 3w | 7 | 150°
0.0 | 0.0 2 14w | 700’
00| 0.0 00 8 | 120w
0.0 |00 [0.0 0.0 | 64

\

c{.‘zs\uf

YO €, w)
B I
-0.5 AEZ -0.25 AEZ 0l0 AEZ 0,25 AEZ Q0.5 E
Y (€, w) / (2°B)
O @ O L @ —
05 0.25 0.0 . 05 ¢
Y, € w12
° T T T T . ° -
0.5 -0.25 0.25 05
Y& w) / (2'TT)
® ® /(( ° ® -—
-0.5 -0.25 W.o 0.25 /o'.5 :
y," (€ W)/ (25
— oo AN, k -
05 20.25 0.0 \ 05 ¢

Crtez 6.8 Komponente za iztain do uklji&ivo cetvrte derivacije funkcij&Fup, (¢, w)
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} EFup, €.w)

QFZ.OLMWW W"mmmwwmmkﬁ

I
-1/2 -1/4 0 1/4 12 13
} 14-EFug o)

D\

[ [
-1/2 -1/4 0 12 13

\J

\J

1/32- EFufj {)

D\

[ [
EY) -1/4 14 12 &

—
\J

»

| 1/512- EFuf {w)

™ T T >
A2 A4 WMMMMW 14 Wz g

Crtez 6.9 FunkcijaEFup, (¢, w) i prve triderivacije
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EFup, €.w)
=200
T T T 1 | T T >
-3/16 -1/8 -1/16 0.0 1/16 1/8 3/16 ]
1/32- EFup {w)
T T T >
-3/16 -1/8 -1/16 1/16 WWMG &
1/1024 EFup Y w)
T T T >
-3/16 -1/8 -1/16 1/16WHHW 3016 &
1/52800 EFUP &
_3;16 —1|/8 —1}16 W){WW 1|/8 Vle EV
1/(75- 10 )y EFUp &w)
T T T 1 A il 1 >
-3/16 -1/8 -1/16 0.0 Wlw I8 3/16 g

Crtez 6.10 FunkcijaEFup, (&, w) i prvecetiri derivacije
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6.8 Veza funkcije EFup (€, ®) i eksponencijalnih polinoma

Slicno kao i za funkcijEup (¢, w), koja je samo poseban &hj funkcije EFup,, (¢, w) za
n = 0, moze se uspostaviti veza izdoefunkcija E Fup,, (¢, w) i eksponencijalnin monoma
ASZ) -e2™®¢  Da bi linearna kombinacija baznih funkcijgFup, (¢, w) meiusobno

pomaknutih za karakterighi odsj&ak A¢,, = 27"

O©) = Y ) EFup, € — k-2 ) (6.55)

k=—0o0
bila eksponencijalni polinom stupnja, nuzno je i dovoljno da se za zadamie N
djelovanjem diferencijalnog operatora 5.14 na iz{@&55) ponisti linearna kombinacija na
desnoj strani iz¢ega slijedi da koeficijenti(,‘,(lm)(k) na odsjéku [k-27",(k+1)-27"]

moraju zadovoljiti sljed&au jednadzbu

k
l [yt \
Ylema-k+n- Y DD e | =0 (6.56)
k=1 i=1
gdje je NFUP = n red bazne funkcij& Fup, (¢, w), | = 2""NFUP . (NFUP + 2), [m] je

veca cjelobrojna vrijednost izraza u zagrad’;gm)(k) su nepoznati koeficijenti linearne
kombinacije (6.56)(;(n) su koeficijenti linearne kombinacije baznih furjackup (¢, ) za
razvoj ABF EFup,(¢, w), D,En) su koeficijenti odréeni izrazima (6.51) i (6.52)m =
0,1, ...,n je stupanj eksponencijalnog monomay aajvisi stupanj eksponencijalnog monoma

sadrzanog u odabranom vektorskom prosiira, .

Na crtezu 6.11a) prikazan je raspored baznih fyakeFup,(¢,w) zan = 2. Takvim
rasporedom baznih funkcijadmo se razvijaju eksponencijalni monomi do u&iyo drugog

stupnja kao i eksponencijalni polinom nastao njgravkombinacijom. Nepoznati koeficijenti
Cz(m)(k) odretuju se na isti n&n kao i za funkcijuEup (¢, w) kako slijedi.
Iz (6.56) zan = 2 dobije se sljed& rekurzija
a; - CM k=D +a,- C0) +az-Ck+ 1) +ay-C™(k+2)=0

gdje su
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EFup,(&-K, @) a)

-0.5 -0.4375-0.375-0.3125 -0.25 -0.1875-0.125-0.0625 0 0.0625 0.125 0.1875 0.25 0.3125 0.375 0.4375 0.5 0.5625 E
AE,

EFup,(E-ki2, o) b)

3.5 k=3 k== k=1 k§0 k=1 k= k=3 k=4

25 T _3 A _S T~ ‘B T~

s | | ) ~

-0.5 -0.4375-0.375-0.3125 -0.25 -0.1875-0.125-0.0625 0 0.0625 0.125 0.1875 0.25 0.3125 0.375 0.4375 0.5 0.5625 E
AE,

-
5
4-2 EFup,(-k/4, ) C)
3.5 k==7 k=<6~ k=<5 k=g k=8 ks k==1kF0 k=1 k= k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8
3
Bl e e e
2
15
p > > P @ @ G
oL s s s P < s P <
-0.5 -0.4375-0.375-0.3125 -0.25 -0.1875-0.125-0.0625 0 0.0625 0.125 0.1875 0.25 0.3125 0.375 0.4375 0.5 0.5625 E
Ji%3

4

Crte? 6.11 Rasporedz"Fupz(E, w) funkcija za linearnu kombinaciju polinoma

p(x) =e®$?" m =234

a; = 64-w3-e”®/*/N
a, = —64 - w3 - e3¥/*. (e3""/4 + e®/2 4 1)/N
as = 64-w3-e®/t. (e39/* 4+ e2/* 4+ 1)/N
a, = —64-w3/N
N=(e%+ 1) (1 — e“/*)’. (%2 + 1)
ili nakon sreivanja
g7 w/4. Cz(m)(k —1) + e3w/4. (e3""/4 + e®/2 4 1)- Cz(m)(k) +
(6.57)
+e@/t. (e39/t 4 @/t 4 1) c{™(k+ 1) + ™ (k+2) =0

Uvodenjem zamjenecz(m)(k) =" u (6.57) dobije se karakterigtia jednadzb&iji su
korijeni

Ap=e®t ; N =e®2; A= (6.58)

pa su koeficijenti linearne kombinacije (6.55)rz& 2 sljedei
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CO%) = ek 5 D (k) = e@/Dk ;. (k) = gk (6.59)

Dakle, eksponencijalni monomi nultog, prvog i dsggstupnja mogu se napisati u obliku
linearne kombinacije baznih funkcifgFup, (¢, w) kako slijedi:

. ® (w/Dk
ez wE — Z TEFupz(f_k/Ll‘rw)
A
k=—0o0 2
. ® e(0/2)k
ez wé = Z TEFupz(f_k/Ll"o‘))l kEZ
k=—o0 AZ

, emk
ez wE — Z TEFupz(f_k/Al‘rw)
AZ

k=—o0

20 had p2°wk/2? L 1
e? @ = ZTEF‘UPz({_k/Z ,2 0)2—2>
k=—o0 2
) had o2t wk/2? 1
e2 @& = ZT-EFum(E—k/ZZ,ZZ-w-Z—z), keZ
A
k=—o0 2
had 22wk/22
2 e 1
eszZ ZTEF‘LLPZ(f_k/ZZJZZ(DZ_z)
k=—o0 2

gdje su
Ago) = e /% EFup,(1/2,w) + EFup,(0,w) + e®/* - EFup,(—1/2, )
A5D = e7/2 - EFup,(1/2, ) + EFup, (0, w) + €*/2 - EFup, (= 1/2, w)
AP = e . EFup,(1/2,w) + EFup,(0,0) + e® - EFup,(—1/2,®)

Na crtezu6.11b) prikazan je raspored baznih funkch&up, (¢, w) zan = 3 za razvoj
eksponencijalnih monoma do ukdjuo treceg stupnja. Nepoznati koeficijenﬁgm) (k)
odreiuju se iz rekurzije

a1 - C (k=3 +a, - C™k—2) +az- €™ (k—1) +a, - (k) +

tas- C™Mk+ D +ag-CMk+2) +a; €k +3)+ag- C(k+4) =0

gdje su
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a; = 1024 -w*- e ®/*/N

a, = —1024 - w* - e7/*/N

as = —1024 - w* - e7@/* . (e39/* 4 ¢¥/2 4+ 1)/N
a, = 1024 w*-e3@/*. (e39/% + ¢2/2 + 1)/N
as = 1024 - w*-e5@/*. (e39/% + e/ 4+ 1)/N
ag = —1024 - w* - e@/* . (e39/* + e¥/* + 1)/N
a, = —1024 - w*-e®/N

ag = 1024 -w*/N

N = (e + 1) (e9/* — 1)" - (e9/2 + 1)’
pa su koeficijenti

C3(0) (k) = e(w/s)k’ Cgl)(k) — e(u)/4)k' C3(2) (k) = e(w/z)k’ ng)(k) — oWk

Opéenito vrijedi da se eksponencijalna funkaf ®$,m = 0,1, ...,n,n € N na odsjeku
duljine 27" moZe t@éno prikazati poméu linearne kombinacijgNFUP + 2) - 2™ baznih
funkcija EFup,, (¢, w) metusobno pomaknutih Z™ u obliku

P L2Mwk2

e2Mwé — E e—.EFu (f—i 2"-0)-1
A(m) pn
n

o z—n) ; m=01,..,n (6.60)

k=—o0

gdje se koeficijentjﬁlglm) izratunavaju iz (6.60) z& =0

(NFUP+2)-2""1

M. y.j.2—N L 1
A'Elm) — Z ez ‘w27 EFupn (_ z_n’ 2Ny - Z_n)
i=—(NFUP+2)-2n"1
ili u realnom podrgju koordinatex:
. ® ezm-w-k-Axn
e2Mwx — Z — EFup,(x —k -Ax,, 2" w-Ax,) ; m=0,1,..,n (6.61)
k=—o0 An,x
gdje je
(NFUP+2)-2"1 .
A= e prup, (-2 0 by, (6.62)
i=—(NFUP+2)-2n—1 *n
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6.9 Praktiéno koriStenje eksponencijalnin ABF

Na Katedri za tehtku mehaniku na FGAG-u veduze vremena koristi se Module
FUP_0_16_Q u programskom jezikartran 90 koji omoguwava vrlo jednostavnu primjenu
algebarskih atomskih baznih funkcija u nurtlen analizi. U okviru istrazivanja u ovoj
disertaciji kreiran je modul efupnM za iZwmavanje vrijednosti funkcij&Fup, (¢, w) i
njihovih derivacija u proizvoljnim tkama. KoriStenje programskih modula svodi se na
jednostavno pozivanje funkcije nacgin n&in kako bi se pozivala npr. trigonometrijska
funkcija sinussin(wx + @) — sinus(omega, xpoint, fi). Oba navedena modulaynrzna su
u jednu programsku cjelinu, a razlikovanje algekiiratomskih baznih funkcija se postize
zadavanjem nulte vrijednosti parametra

U nastavku je prikazan ,kostur” programa koji lsbrimodule efupnM. Na crtez6.12
dana je gratika interpretacija varijabli koje je potrebno zadatd koriStenja modula efupnM,

a na crtezib.13dijagram toka modula efupnM.

—» programME

useefupnM

implicit none

integer( kind = intkK

real( kind = realK dummy
call racun

dummy = efupn ( NFUP, OMEGA, VERTEX, DELTAX,
XPOINT, KOD, NMAX)

— end program

gdje je:

NFUP - red funkcijeE Fup,, (x, w)

OMEGA - frekvencija ili parametar napetosti

VERTEX - x-koordinata lokalnog koordinatnog sustékaji se nalazi u sredistu
noséa)

DELTAX - realna duljina karakterisinog odsjeka

XPOINT - realna x-koordinata proizvoljnecte u kojoj se trazi vrijednost funkcije
EFup,(x, w)

KOD - red derivacije funkcije

NMAX - parametar ténosti (ovisi 0 karakteristikamadanala)
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f(x)

VERTEX

. EFup, (X, w)

characteristic points

_n+2
2n+l
oo T | X
DELTAX DELTAX DELTAX DELTAX DELTAX DELTAX
-— e e pe———— i e e e

XPOINT

=
support

-

|

Crtez 6.12 KoriStenje programskog modula efupnM za &naavanje vrijednostrup,, (x) i

EFup, (x, w) baznih funkcija

——

efupnM

efupn (): parameters FUP_0_16_Qc_coef() eup()
c_coef (). parameters
eup(): parameters, eupM

A

[
»

A

FUP_0_16_Q eupM parameters
racun () : upturbox () eup_J0 (): eupdOM
upturbox () : prod () : <
FUPN (): FUPO0O0(),..., FUP16() dr_coef ():
FUPOO ():
FUP16 (): 4
eupdOM
pp () : eupdOM
xxk () :
xp ():
sp (): <
coef_a_nk ()
yprvi () : ykap(), yprvi_alpha
ykap () :
A LEGENDA:
ypI’VI_a|pha pIaVO— module
crveno— subroutine
initialize () : < zeleno- function

Crtez 6.13 Dijagram toka ModulafupnM
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7. PRIMJENA EKSPONENCIJALNIH ATOMSKIH
BAZNIH FUNKCIJA

7.1 Uvod

Na crtezima 5.2 i 6.2 vidi se da eksponencijalttanake bazne funkcije mijenjaju oblik
obzirom na apsolutnu vrijednost parametraodnosno imaju otklon u lijevu ili desnu stranu
ovisno o njegovom predznaku. Upravo ovo svojsivo ih ,podatljivima“ i daje im prednost
u odnosu na algebarske ABF i to nato u opisivanju rijeSenja s velikim gradijentimgedu
opc¢enito algebarske bazne funkcije podlozne tzv. Gibsoefektu.

S obzirom da eksponencijalne atomske bazne fumkajno opisuju eksponencijalne

polinome za koje vrijedi

y=wy - w=y/y (7.1)
gdje je y eksponencijalni polinom, jedan od kriterija izboparametraw u odreienim
primjerima aproksimacije funkcije bitte upravo (7.1), dok u drugim primjerima moze
pomcii u odretivanju intervala vrijednosti parametra. Kada su bpemi opisani
diferencijalnom jednadZbom parameteodreiuje se iz fizikalnih karakteristika problema.

U nastavku se pokazuje tzv. trostruka baza kojazsddhzne funkcije sa pozitivnom i
negativnom vrijednosti parameti@ te sa vrijednosti parametra = 0 ¢ime se postize
op¢enitost kako u postupcima aproksimacije funkcijgota u rjeSavanju diferencijalnih

jednadzbi. Takéer, pokazana je i primjena multirezolucijskog pp&tu
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7.2 Raspored baznih funkcija u trostrukoj bazi

ABF eksponencijalnog tipa u odnosu na bazne fuekeijgebarskog tipa sadrze i
parametat, ili analogno trigonometrijskim funkcijama, frekvaju.

Kako je vé receno u prethodnim poglavljima, nemac¢epito gledano jedinstvenog
kriterija za izbor parametra» u problemima aproksimacije zadane funkcije i Ne$gu
diferencijalnih jednadzbi ukoliko on nije zadan tamsame jednadZzbe.

Iz tog razloga, formira se baza u vektorskom poshoro koji sadrzi eksponencijalne ABF
sa pozitivnom i negativnom vrijednosti parametsatj. bazne funkcijeEFup, (x,+w) i
EFup, (x,—w). Time se postize denitost u smislu izbora predznaka frekvena)j@a razini
dimenzije odabranog podprostora.

Takader, osim eksponencijalnih ABF formirana baza sadatgebarske ABFup, (x) ili
baremup(x) kako bi se ispunio kriterij ,razvoja jedinice”. Mae, vektorski prostoEUP,
kojega tvore ABF EFup, (x, w) ima stanovite sthosti sa vektorskim prostorom
trigonometrijskih funkcija. Razvoj jedinice u obaptora mogé je samo u skaju w = 0.
Kao Sto je i prije réeno, za vrijednost paramewa= 0 - EFup, (x,0) = Fup,(x).

Tako formirana baza koja uz eksponencijalne ABRrip,, (x, +w) i EFup, (x, —w) sadrzi
i algebarske ABFFup,(x) naziva se trostruka baza. Npr. »a= 2, priblizno rjeSenje

problema traZitte se u slijedgem obliku, crtez 7.1.:

n+6,4 n+5,2 n+4,4

~()—ZA EF <x ! )+ZB EF <x jo)+Zc EF (x k ) (7.2)
fx - ) i up; Ax, 2% L j up: 2-Ax, 4’ pa k up; Ax, &’ w .
i=— Jj=- ==

lzraz (7.2) predstavlja linearnu kombinaciju dasobno pomaknutih baznih funkcija

EFup,(x,w"),w" = +w, 0, —w gdje su istovrsne bazne funkcije dasobno pomaknute za
duljinu karakteristinog odsjéka Ax,, pri ¢emu je duljina karakterigihog odsjéka
algebarskih, ili tonije eksponencijalnih ABF za vrijednost paramedra 0, upola manja od
baznih funkcijaEFup, (x, tw), zbogéega je broj baznih funkcija u bazi dvostrukdiyertez
7.1. Prostoru koji sadrzi pozitivne i negativnekirencije potrebno je dodati joS toliko baznih
funkcija kako bi dimenzij2™ porasla n@™*!. Medusobni razmak tjiemena baznih funkcija je
prema tome\x, = Ax,/4.

U nastavku su dani primjeri aproksimacije zadam&die te traZzenje pribliznog rjeSenja
zadane diferencijalne jednadzbe s pripaglajurubnim uvjetima poméu trostruke baze u
obliku (7.2) metodom kolokacije udki.
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JednadZzbe za odiiwanje nepoznatih koeficijenata u linearnoj komlifpa(7.2) su
sljedee:
* Za bazne funkcije s tiemenima u pofwi na rubu podrégja u kolokacijskim
tockama zadovoljavaju se vrijednosti zadane funkdijeliferencijalna jednadzba).
e Za bazne funkcijéija su tlemena izvan podfja dodatne uvjetne jednadzbe na oba
ruba su zadovoljavanje vrijednosti prve derivazgelane funkcije (rubnog uvjeta) na

pojedinom rubu, a preostale jednadzbe su rekurZiumeule izvedene u tki 6.8.
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5
. a) EFup,(x-k/4, +w)
K=-6 k=-2 k=2 k=6 k=10
2 N\ Y\
P < < ><
o =1 _— __—] __—1 ™~
-0.437£-0.375-0.3125-0.25-0.1875-0.125-0.0625 0 0.06250.1250.1875 0.25 0.31250.3750.4375 0.5 0.56250.625 0.6875 X
AXZ
5
b) EFup,(x-k/4, 0) = Fup,(x-kl4
4 \A™ ’ = Fz(x' )
3 k=5 k=3 k=-1 k=1 k=3 k=5 k=7 k=9
Ve ’ b N N , 4 - N N N
// \ \ , / \ N
. .
i XX D ‘

0
-0.4375-0.375-0.3125-0.25-0.1875-0.125-0.0625 0 0.06250.1250.1875 0.25 0.31250.3750.4375 0.5 0.56250.625 0.6875 X

Dx,f2
-
5
, c) EFup,(x-k/4, -0)
k=-4 k¥0 k=4 k=8

| N N / N

L N N\ N AN
1 N N S N
0 _// _/><\ ><\ ~~——
-0.4375-0.375-0.3125-0.25-0.1875-0.125-0.0625 0 0.06250.1250.1875 0.25 0.31250.3750.4375 0.5 0.56250.625 0.6875 X

AXZ
5
d) Fup,(x-k/4, &) o0, oo 18

4 EFup(x,-w), k=-4,0,4,8
. k=6 k=5 k=4 k=3 k=2 k=1 KkFO ksl k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7 k=8 ko k=10
N N z> S

Guy;s % AN
A s N

S, { OR AN

X _ - \

\

0
-0.437£-0.375-0.3125-0.25-0.187£-0.125-0.0625 0 0.06250.1250.1875 0.25 0.31250.3750.4375 0.5 0.56250.625 0.6875 X
Ax, Ax, Ax, Ax,

Crtez 7.1 Raspored baznih funkcijgFup,(x, w*) u trostrukoj bazi:
a) Bazne funkcije s negativnhom frekvencijonx 0
b) Bazne funkcije s neutralnom frekvencijam= 0
c) Bazne funkcije s pozitivnom frekvencijam> 0
d) Trostruka baza
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7.3 Multirezolucijski postupak

U pojedinim problemima, bilo da se radi o aproksiiji funkcije ili rjeSavanju
diferencijalne jednadzbe, grafovi rjeSenja naewe dijelu podrtja mogu biti jednostavne
funkcije (npr. konstanta ili polinom nekog nizegimja) koje bi se mogle &no opisati i sa
malim brojem baznih funkcija, dok tek na malom ldijpodrwja mogu biti slozene funkcije s
izrazenim gradijentima gdje je potreban veliki btmznih funkcija kako bi se rjeSenje
aproksimiralo sa zahtjevanonttmsti. Takav je i 2. Primjer gdje je nac¢een dijelu podrdgja
zadana funkcija konstanta ili nul funkcija, a naadwmanja intervala unutar podia su
izrazeni skokovi, gotovo prekidi funkcije.

U takvim sl@&ajevima, umjesto povavanja broja baznih funkcija na cijelom pogty Sto
je s aspekta trajanja prérma skup postupak, pogodne su tzv. multirezolueijsletode.

Kod multirezolucijske metode podie se, ovisno o obliku rjeSenja, dijeli na ailri broj
intervala. Na pojedinom intervalu bira se odgov#tajpodjela podrgja kao i prikladna
vrijednost parametraw, a u t@&ki “spoja” izmeiu dvaju intervala postavlja se uvjet
neprekinutosti derivacija.

Podrucje definicije zadane funkcije

k k+1 k+2 k+3 k+4 k+5 k+6 k+7 k+8
e —0—O0—-=O0—©@
Ox, | DX, AX, X, | DXg AXg| AXy AX,
Podrucje "A" Podrucje "B"

Bk+3 B

k+4 Bk+5 Bk+6 Bk+7 Bk+8 Bk+9

WAY//\V/\V/\V/\V) N NN

Axg DXy AXg AXg

-

Crtez 7.2 Raspored baznih funkcifgup,(x) u multirezolucijskoj metodi
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Na crtezu 7.2 prikazan je raspored baznih funkaijaultirezolucijskom postupku za
bazne funkcijeFup,(x) iz izraza (7.2) (zbog jednostavnijeg prikaza). feoe definicije

zadane funkcije podijeljeno je na dva intervala,B\

7.4 Aproksimacija zadane funkcije

1. Primjer

U prvom primjeru pokazano je opisivanje jednom lgdat funkcijom zadanu funkciju
sastavljenu od elementarnih funkcija po segmentigh@mnentarne funkcije su algebarski ili

eksponencijalni polinomi do drugog stupnja:

(4 zax €[0,2)
| 2x zax €[2,4)
F)={8(x=57 zaxe46) 73)

l8€‘1°x+6° za x € [6,8)
8el0x¥-100 74 x € [8,10]

Aproksimacija zadane funkcije (7.3) oduge se poméu linearne kombinacije (7.2)
metodom kolokacije nd60 karakteriséinih odsj€aka. lako je na prvi pogled broj baznih
funkcija velik, vazno je naglasiti da na pojedindntervalu samo polovica ili tééna
koeficijenata ostaje razita od nule.

Na prva tri intervala zadana funkcija je algebapmdinom nultog, prvog i drugog stupnja,
respektivno pa je vrijednost frekvencije z&ao razvoj navedenih polinoma jednaka nuli. Na
cetvrtom intervalu funkcija (7.3) je eksponencijalmolinom drugog stupnja sa zadanom
frekvencijomw = —-2.5 tj. f(x) = a-e?’o* dok je na petom intervalu funkcija tédko
eksponencijalni polinom drugog stupnja ali sa fexksijomw = +2.5, vidi tocke 5.6 i 6.8.
Dakle, vrijednost parametra slijedi iz same funkcije.

S obzirom da bazne funkcijgFup,(x,0) iz (7.2) t@&no opisuju navedene algebarske
polinome, koeficijenti ostalih baznih funkcija ssdpaki nuli osim na rubovima intervala zbog
prekida funkcije. Takéer nacetvrtom intervalu zadana funkcija je eksponencijptilinom s
negativnom frekvencijonw = —2.5 tako da su raaliti od nule samo koeficijenti uz bazne
funkcije EFup,(x, w). Analogno vrijedi i na petom intervalu. Na crteziB pokazana je
usporedba aproksimacije sa zadanom funkcijom téupdsje u odnosu na zadanurtost

koja je uzeta = 0.2.
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Crtez 7.3 a) Aproksimacija po dijelovima zadane funkcije jednglatkom funkcijom
b) Odstupanje u odnosu na zadartintst

2. Primjer

Na temelju svojstava istaknutih u poglavljima B.,j za @ekivati je da eksponencijalne
ABF daju dobra rjeSenja kod problema s visokim geatima (frontovima). Jedan od takvih
problema je npr. osnovni advekcijsko dominantnibpgm s pominim ostrim frontom, tj.
advekcijsko disperzijska jednadzba s konstantnambm i velikim Pecletovim brojem.

Za demonstraciju aproksimacijskin svojstava ekspom@nih ABF-ja razmatra se

sljedeta test funkcija (,front - val®)
fx) = e74096@=15° 4 5. (1 — TANH((x — 0.75)/0.02)) (7.4)

Koja odgovara upravo rjeSenju jednog takvog probl@mvekcijsko disperzijske jednadzbe u
odrelenom vremenskom trenutku uz dodatni izraZzeni skoki) u obliku putujéeg vala.

Aproksimacija ove funkcije prikazana je u [19] K&tenjem adaptivne multirezolucijske
Fup kolokacijske transformacije s algebarskim bazrfunkcijama Fup,(x), crtez 7.6.
Ocigledno je da postoje dva osjetljiva pogjeus ostrim gradijentima koja zahtijevaju gus
raspodjelu kolokacijskih t@aka odnosno baznih funkcija.
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Ovdje je aproksimacija funkcije izvrSena paiadrostruke baze (7.2) s dosta visokom
granicom tgnosti § = 0.008, Sto znai da odstupanje izni@@ ABF aproksimacije i funkcije
mora biti manje od zadane vrijednosti

Za razliku od funkcije (7.3) gdje je vrijednost paretraw slijedila iz same funkcije, u
problemu aproksimacije funkcije (7.4) vrijednostrgraetraw odreiuje se poméu veze
eksponencijalnih ABF sa eksponencijalnim polinominednosno iz odnosa prve i nulte
derivacije (7.1). S obzirom da kvocijent (7.1) zdanu funkciju (7.4) u pojedinim dkama
podruja tezi katoo zbog mogunosti grafékog prikaza uvodi se korekcijski parametar

Na crtezu 7.4 prikazan je kvocijent (7.1) za zadamkciju (7.4) i razitite vrijednosti
parametree gdje se udavaju dva 'osjetljiva’ podija sa ostrim gradijentima gdje vrijednost
parametra tezi ka maksimalnoj vrijednosti, 4jco. S obzirom da je tainska frekvencija
baznih funkcija jednaka umnosku frekvencije i chdjkarakteristinog odsjéka tj. w,r = w -
Ax,, za véi broj odsj&aka (Sto podrazumijeva manju duljinu karaktetstg odsjéka)
moZe se uzeti visa vrijednost parameirbez da se prekafatocnost r&unala.

Aproksimacija zadane funkcije trazi se u obliku2j7gdjece bazne funkcije algebarskog
tipa Fup,(x) s frekvencijom nula zadovoljiti (dominirati) u diy podréja gdje je zadana
funkcija konstantna, dokée eksponencijalne ABFEFup,(x,tw) i to sa najviSom
frekvencijom (a da se ne prekdraocnost r&unala) zadovoljiti u dijelu gdje su dominantni
frontovi.

Na crtezu 7.5 prikazana je aproksimacija zadankcijen(7.4) kao i njene prve derivacije
za broj karakteristnih odsj@éakan = 128 i odabranu vrijednost parameta= 1024 prema
najvetoj vrijednosti iz omjera (7.1). MoZe sediib potpuno priblizenje zadanoj funkcigak i

u dijelovima podrgja s izrazitim gradijentima.
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Crtez 7.4 Odnos prve i nulte derivacije zadane funkcije
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Crtez 7.5 al) Nulta derivacija, a2) Odstupanje u odnosu welaza ténost

bl) Prva derivacija, b2) Odstupanje ot vrijednosti i propisanadnost
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Crtez 7.6 Adaptivha aproksimacija test funkcije koriStenjefBFAalgebarskog tipa
Fup,(x) iz [19]:
a) Raspored unutarnjih baznih funkcija i adaptigodjela podrtja
b) Usporedba test funkcije i FCT aproksimacije
c) A priori adaptivni kriterij za nove kolokacijskecke na temelju odstupanja
izmedu test funkcije i FCT aproksimacije
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3. Primjer

Aproksimira se algebarski polinom 12.-tog stupnja
f(x) =858-x2-(1—x)1° (7.5)
Vrijednost parametraw kao i u prethodnom primjeru odige se poméu veze

eksponencijalnih ABF sa eksponencijalnim polinomitnaz odnosa (7.1) koji je za zadanu

funkciju prikazan na crtezu 7.7.
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Crtez 7.8 a) Usporedba aproksimacije sa zadanom funkcijom

b) Usporedba odstupanja sa zadanom granicono$bi
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Podruje je podjeljeno na dva karakterista odsjéka a odabrana vrijednost parametra je
prosj&na vrijednost (7.1) t.w = —10. Usporedba aproksimacije i zadane funkcije te

residuuma sa zadanonthm&u prikazana je na crtezu 7.8.

Iz ovog primjera moze se zakijti da eksponencijalne ABF-je dobro aproksimiraju i

algebarske polinome visokog stupnja.

U nastavku je na primjerima aproksimacije funkcpemijenjena multirezolucijska

metoda.

4. Primjer

Ovdje se analizira test funkcija

X — 2/3) (7.6)

f(x) = TANH ( 507

koja moze predstavljati rjeSenje problema advekaijdisperzijske jednadzbe u odemom
vremenskom trenutku. Ovakav oblik ima npr. funkdjancentracije s porémim oStrim
frontom kod procesa mijeSanja u poroznom mediju.

Funkcija (7.6) je na \\m dijelu podrgja konstantna41) a na jednom uskom dijelu
podrigja ima izrazen skok. Podije je prema obliku funkcije podijeljeno na tri intala:

I, =[0,05], I,=[0508], I;=1/[0.82],

a vrijednost parametra odabire se iz odnosa pnuété derivacije (7.1) analogno 2. Primjeru.

Prvi interval I; podjeljen je nacetiri karakterisitha odsjéka a odabrana vrijednost
parametra jew = —0.5, tj. jako mala jer je na tom podiu funkcija konstantna. Drugi
interval I, podjeljen je na 16 karakterigtih odsj€aka te je odabrana najviSa vrijednost
parametrav = —2048, dok je tréi interval I; podjeljen je na 12 karakteri&tih odsj€aka i
analogno prvom odsj&u, vrijednost parametra j@ = —0.5.

Usporedbe aproksimacije i zadane funkcije te odstjai propisane tmosti prikazane su

na crtezu 7.9.
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Crtez 7.9 a) Usporedba aproksimacije sa zadanom funkcijom
b) Usporedba odstupanja i propisantusti

5. Primjer

Zadana je funkcija sastavljena od polinoma prvagga tako da, promatrajuje kao
jednu neprekinutu funkciju ima izrazen skok, got@vekid funkcije, u polovici podiija:
(1024/1023)x zax € [0,2—-1/512]
f(x) =41025 — 512x zax €[2—-1/512,2 —1/512] (7.7)
(2/1023)(512x — 1025) zax € [2—-1/512,4]
Aproksimacije tipa zadane funkcije (7.7) sklone Gibbsovom fenomenu ukoliko se
koriste klastne bazne funkcije. Na crtezu 7.10 je prikazan rpzadane funkcije u Fourierov

red sa 3Zlanova reda te se dava Gibbsov fenomen.

Aproksimacija zadane funkcije poiho trostruke baze (7.2) trazi se koriste

multirezolucijski postupak. Podtje je podijeljeno na tri intervala:

I,=[0,2-1/512)], L, =[(-1/512),(2+1/512)], Is=[(2+1/512),4]
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Svi su intervali podijeljeni na dva karakterista odsjéka a odabrana vrijednost parametra
je mala i iznosiw = 0.01 zbog toga Sto je zadana funkcija po dijelovimavacatj. polinom
prvog stupnja.

Usporedbe aproksimacije i zadane funkcije kao itummja sa zadanom ctwosti

prikazane su na crtezu 7.11.
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Crtez 7.11 a) Usporedba aproksimacije sa zadanom funkcijom

b) Usporedba odstupanja sa zadanoind&u
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6. Primjer

Zadana test funkcija iz [37] je polovica kruzniceogirena obostrano konstantnom
funkcijom. Na spojevima kruznice s konstantnim foapgma prva derivacija ima skok

neizmjerne vrijednosti:

1 za x € [0,2]
fx)=414/4—(x—4)? zax€][26] (7.8)
1 za x € [6,8]

Aproksimacija zadane funkcije poo trostruke baze (7.2) trazi se Kkoriste
multirezolucijski postupak. Podfje je podijelieno prema definiciji same funkcijg, t
I, =1[0,2],1, = [2,6],1; = [6,8].

Prvi i tredi interval I; i I; podjeljeni su svaki na 2 karaktertsta odsjeéka a odabrane
vrijednosti parametara sw; = 50 i w; = —50, dok je drugi intervall, podjeljen na 16
karakteristtnih odsj&éaka a odabrana vrijednost parametra je 100.

Usporedbe aproksimacije i zadane funkcije kao itummja sa zadanom ctwosti

prikazane su na crtezu 7.12.
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Crtez 7.12 a) Usporedba aproksimacije sa zadanom funkcijom

b) Usporedba odstupanja sa zadanaoindsti

Opet se moze wdi izvrsno podudaranje ABF aproksimacije sa zadafonkcijom.
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7.5 Funkcija opisana diferencijalnom jednadzbom i ubnim uvjetima

7. Primjer
RjeSava se problem prodenja opisan diferencijalnom jednadzbom drugog radénim
uvjetima
u'—-—w-u'=0; u0)=1, u@d)=2 (7.9)
S poznatim analitkim rjeSenjem
ulx) =(E**-1)/(e®*-1)+1 (7.10)
Na crtezu 7.13 vidljiva je ovisnost rjeSenja (7.10parametruw, te kako se za visoke

vrijednostiw funkcija rjeSenja ponie prema desnom rubu.

1.0

08— —————-—-—~

06— -—-—--------

04—t -—---------
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0.0 0.25 0.5 0.75 1.0

Crtez 7.13 Ovisnost rjeSenja o frekvenciji

Na crtezu 7.14 dana je usporedbé&ntmy rjeSenja problema prodenja s rjeSenjima
dobivenim pomoéu baznih funkcija algebarskog tigayp, (x) metodom kolokacije u t&i za
broj karakteristinih odsj€éakan = 8,16, 32, 64.

Aproksimacija poméu baznih funkcija algebarskog tipa ogkaama je Pecletovim brojem
Pe = w - (L/n) jer pri visokim vrijednostimae dolazi do numetke pogresSke i osciliranja

pribliznog rjeSenja Sto se vidi na crtezu 7.14.

Eksponencijalni i algebarski monom sastavni surgigenja (7.10) zbogega numetiko
rieSenje u obliku linearne kombinacije (7.2) mordgaovarati analitkom rjeSenju i to za
minimalni broj karakteristinih odsj€aka.

Jednadzba (7.9) moze se napisati i u sljedeobliku
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d/dx(u' —w-u)=0 (7.11)
gdje izraz u zagradi odgovara lijevoj strani fumk@lno diferencijalne jednadzbe
eksponencijalnih ABF Sto ztiada je vrijednost frekvencijev poznata, tj. vidljiva je iz
diferencijalne jednadzbe.

Visoke vrijednosti parametra ogranéene su tono&u raiunala. Meutim, raunska
frekvencija baznih funkcija j&,; = w - Ax, Sto zn&i da se za malu duljinu karakteristog
odsjeka Ax, (Sto podrazumijeva ¥e broj odsj&€aka n) mogu Koristiti izuzetno visoke
vrijednosti parametra, odnosno frekvencije

Na crtezu 7.15 vidlivo je numeko rjeSenje odgovara analitom za broj
karakteristtnih odsj€éakan = 4 i vrijednost parametra = 100.

Vrijednost koeficijenata linearne kombinacije bdwmrunkcija EFup,(x,0) = Fup,(x)
iznosi 0.125, koeficijenti baznih funkcijak Fup,(x, —w) su jednaki nuli, dok koeficijenti

baznih funkcijak Fup, (x, +w) postupno rastu prema dijelu funkcije s visokimdijemntom.

25

2.25

1.75

15

0.75

0.5

0.25

Crtez 7.14 Usporedba ténog rjeSenja problema prodenja s pribliznim rjeSenjima

dobivenima poméu ABF algebarskog tipAup,(x) zan = 8,16,32, 64
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0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1

Crtez 7.15 Usporedba pribliznog dobivenog trostrukom bazotacnog rjeSenja problema

provaienja

8. Primjer

RjeSava se diferencijalna jednadzba céamce na elasthoj podlozi opteréena

kontinuiranim opter&enjem i koncentriranom silom u sredini

u”(x)—%-u(x)=%[q+F~5(x—L/2)], 0<x<L

(7.12)
u(0)=0, u(L)=0
Poznato analitko rjeSenje ravnoteznog polozajadanice je:
_ up(x) zax € [0,L/2]
u(x) = uqg(x) + {uF(L —x) zaxel[L/2,L] (7.13)

gdje je

q eX k/H __ e—x,/k/H
ug(x) = —(

+ e XVk/H _q
k elVk/H 4 1

up(x) = Fyk/H (e(L—Zx)\/k/H/z _ e(L+2x),/k/H/z)
2 k- (eLw/k/H + 1)

Na primjer, zadatak polaganja podmorskog cjevoyedgpisan jednadzbom (7.12).
Neka je zadano

L=10(m), q =10 (kN/m’), F =100 (kN), k=5 (kN/m'/m'), H= 10 (kN)
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) L/2 |F L/2 .

Crtez 7.16 Cijev ili kabel na elastnoj podlozi

Podrije [0,L] podijeljeno je na dva intervalg = [0,5] i I, = [5,10]. Oba intervala
podijeljena su na 16 karakteristih odsj€aka te su odabrane vrijednosti parametj{a=
14.5 i w, = —14.5. Aproksimacija je dobivena multirezolucijskim pagkom primjenom
trostruke baze.

Usporedba ABF aproksimacije sa anakitn rieSenjem (7.13) prikazana je na crtezu 7.17.

b TN ——— Aprox | T
1 1 ‘ | = — — - Exact ‘ ‘ ‘

f(x)

-10 |-©
R B Hattt S e S s e S

-12

[0 R T e e - e - e e eml e —— - el e - = d = e |
. i | | l ) | ] |

Residuum

0.05 ,,,,,,,,,, | N N A EP PP Threshold | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Crtez 7.17 Usporedba pribliznog i tmog rjeSenja problema l&anice na el. podlozi
Na crtezu 7.16 moze se ditd da je najvée odstupanje upravo oko mjesta djelovanja

koncentrirane sile koja uzrokuje napeegradijente u funkciji rjeSenja. No, i to odstujgan

nalazi se unutar granice propisanéntustié = 0.1.
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9. Primjer

Primjena eksponencijalnih splineova &esto u literaturi pokazuje na primjeru tzv.
Singularno Perturbiranog Rubnog Problema (SPRR) [&p], [36], [38], [39]). Taj problem
javlja se u mnogim podgima dinamike fluida (prijelaz iz Navier-StokseoveEulerovu
jednadzbu u modelima denja fluida). SPRP je problem konvekcije-difuzije reakcije-
difuzije sa difuznim koeficijentom vrlo blizu nul§to daje visoke gradijente blizu granice
podrija a u ogem obliku glasi:

e u'(xX)+bx) v +dx) ux)=f(kx), 0<x<1
u0=a, u)=p

gdje je koeficijent difuzijee > 0 mala vrijednost, a funkcije(x), d(x), f(x) su glatke. Mala

(7.14)

vrijednost koeficijentas zna&ajno otezava prirodu problema kod diferencijalréaijadzbi
visokog reda.
Neka je zadan jednodimenzionalni SPRP:
U+ +x)3v(x)=f(x), 0<x<1

g (7.15)
u(1) = 0.125 - e=375/2 4 05

S poznatim analitkim rjeSenjem

U() = g (7RI o /2 (7.16)

_1
1+x)
Na crtezu 7.18 prikazano je rjeSenje problema {7it6literature [38] za vrijednost

parametra = 1073 te koriStenjem eksponencijalnih splinedg¢, w) iz poglavija 2.

RjeSenje je dobiveno kombiniranjem dva pristupajegavanje SPRP: fitted“ operatori
konanih razlika i po dijelovima uniformne ,fitted* mrez Na crtezu 7.18 a) rjeSenje je
dobiveno san = 52 odsj&aka te jednim nivoom rezolucije, dok je na crteZl87) rjeSenje
dobiveno sax = 141 odsje€ka te dva nivoa rezolucije.

Na crtezu 7.19. prikazana je usporedba atktig rieSenja (7.16) i aproksimacije
dobivene metodom kolokacije u¢to pomaiu trostruke baze (7.2) multirezolucijskom
metodom.

Podruje je podijeljeno na dva intervala = [0,0.0625] i I, = [0.0625, 1]. Prvi interval
I; podjeljen je na 4 karakterigtia odsjéka a odabrana vrijednost parametra je maksimalna a
da se ne prekotatocnost r&unalaw = —2048. Drugi intervall, je takater podijeljen na 4

karakteristtna odsjéka a odabrana vrijednost parametraje —32.
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2,
- - appr. solution - - appr. solution
— true solution — true solution
1.8F # MOD 1.8
v DEL
1 A GEN
1.6t \ 1.6
:
1.4} \
A A ‘I* * w A
1.2/ \
1
1
1r "
0.8f
OB 1 1 06 1 1 1 L Il L L 1 1
-0.5 0 0.5 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

a) n =52 odsj&aka (jedan nivorezolucije) b) n = 141 odsj&ka (dva nivoa rezolucije)

Crtez 7.18 RjeSenje singularno perturbiranog rubnog problenids]

2.25
2 T i ——
175 - IRREEEEEREES mom oo oo Foomeooees Pooomeeoes rf ———— Aprox p-----------
| i | | | 1| = = = = Exact |
15 f--mmee-

0.25 ] ] ] ] ] ] ] ]

-0.125 0 0.125 0.25 0.375 0.5 0.625 0.75 0.875 1 1.12
0.01 ‘
0.008---------- o e e -i- ———————
0.006 [ - === === = o m o b oldoooo § -

; ; — Residuum

ﬁjﬁgjLI ------ Threshold |

0 ,,,,,,,,,,, ; e N AR
0.002 0 0.25 05 0.75 1

Crtez 7.19 Singularno perturbirani rubni problem

| ovaj primjer pokazuje bolja aproksimacijska swgseksponencijalnin ABF u odnosu na
eksponencijalne splineove.
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10. Primjer

Mnogi vazni prakiéni zadaci ukljd¢uju konstrukcije koje su izloZzene toplinskom
opteréenju. Toplinski proces unutar konstrukcije formikajtoplinsko polje dovodi do
promjene naprezanja u nosivom elementu. Na primgeskici je prikazan zid debljinekoji
razdvaja dvije prostorije razltih temperatura, primjerice hlad@ja i prostoriju za rad.

Zadana je ptetna temperatura zida, te temperature unutar piasto

o o
|l zD ||~
= "
Il I
|— —
L
0 a b X

Ovaj se problem moZe promatrati kao nestacionaetingdimenzionalni problem
provaienja topline koji je opisan parcijalnom diferenkiam jednadzbom i pripadajim
rubnim uvjetima oblika:

oT (x,t) 0%T(x,t)
-« =0

T(x,0) =T,, T(0,t) =T, T(L,t) =T,

U toj jednadzbi, parabdinog tipa, vekiinat predstavlja vremensku varijablu, a ¢eia x
prostornu varijablu. Vetina a ozna&ava temperaturnu provodnost (toplinsku difuzivnost)
krutog tijela, a koja je strukturirana od fizikdingvojstavap (density),c (specific heat)A
(thermal conductivity), pa se temperaturna provatinguna prema jednadzbi:

A
a = (7.18)
p-c
Pcatetni uvjet je temperatura zida, dok su rubni uvjethperature na stjenkama zida. Za

a = 1 moze se na analiticko rjeSenje promatranog problema u otvorenom ohlikiteraturi

[45] i iznosi

[oe)

T(x,t)=a+ (b- a)%+ %Z b: COS(?:I. m-—a - sin (n . 7LT : x) : e‘(ni_n)z't (7.19)

n=1

Na crtezu 7.20 prikazane su izolinije polja tempeeT (x,t) prema analitikom rjeSenju

(7.19) za slijedée podatke
a = 0.0, b =1.0, L = 1.0, T, = 0°C, T, = 0°C, T, = 1°C
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dok su na crtezima 7.21 i 7.22 prikazane linijejapdemperaturel’ (x,t;),i = 1,...,10 i
T(x;,t),i =1,..,12, respektivno.

Na crtezima 7.24 i 7.23 prikazana je usporedbaitatkag rieSenja (7.19) i numekog
rjeSenja dobivenog metodom kolokacije uckio pomaiu trostruke baze (7.2) polja
temperature u karakteri&tim presjecima i t@(x,0.001) i T(0.99 - L, t), respektivno. U oba
presjeka numetko rjeSenje je dobiveno sa 64 karaktetisdi odsjéka i vrijednosti parametra
w = 1024. Naime, radi se o izolinijjama s izrazajnim gradiij;na gdje odgovaraju visoke
vrijednosti parametra kao Sto se vidi i na crtezim24 | 7.23 gdje se dava preklapanje

numertkog rjeSenja s analikim.

Prostor x/L
o
(o))

o
~

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Vrijeme t (sec)
Crtez 7.20 lzolinije polja temperatur@&(x,t)
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Gornja'vremenska granica:
1
T,=1.0(sec):
———— 10=0
———— t1=0.001
t2=0.005
08 3=0.010 /
t4=0.020
15 = 0.040
——— 16=0.100
— 17=0.200
0.6 — 18=0.300 7
————— 19=0.400
——— 110=0.500
0.4 L/
0.2 /
0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Prostor (x/L)
Crtez 7.21 Linije polja temperatur&(x,t;),i =0,...,10
1 f
— x=0.0
—F x=0.1
— x=0.2
0.75 x=0.3 |
x=0.4
x=0.5
x=0.6
x=0.7
x=0.8
—FF x=0.9
——F x=0.95
0.5 N —— x=0.99 [
— X = 1.0
0.25
0
0 0.25 0.5 0.75 1

Vrijeme t(sec)

Crtez 7.22 Linije polja temperatur& (x;, t),i =0, ...,12
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Crtez 7.23 ysporedba aproksimacije i analkbg rjeSenja presjeka polja temperature

T(x,0.001)
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Usporedba aproksimacije i analkog rjeSenja presjeka polja temperature
T(0.99-L,t)

Crtez 7.24
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U radu je dan kratak prikaz osnovnih svojstava lm#Annkcija koje se koriste u
numertkim modeliranjima s obzirom da je izbor istih posebvazan zadatak u svim
numertkim metodama. NaglaSena je prednost atomskih bdankcija algebarskog tipa koja
znatno poboljSavaju kvalitetu numgkih rjeSenja u odnosu na klése bazne funkcije te npr.
splineove i waveletove, Sto je pateno nizom radova danih u uvodnom poglavlju. Upravo
izvrsna svojstva ABF algebarskog tipa bila su naati\a za razvoj ABF eksponencijalnog
tipa koja su Siri prostor od algebarskih, Stovisesfpor ABF algebarskog tipa je sadrzan u
prostoru ABF eksponencijalnog tipa.

Zato su joS jednom sintetizirana dosadasnja znanggebarskim atomskim baznim
funkcijama, i to o materinskoj algebarskoj funkaip(x) te funkcijamaEFup,(x), ali na
jedan nov i originalan @&n a to je polaz& od poznate Fourierove transformacije i teorema
konvolucije. Opisana su njihova aproksimacijskajsiva, a izrazi za potrebne mateniké
postoj€im izrazima pridruzeni su i neki novi izrazi potrebza njihovu primjenu u
numertkim metodama kao npr. skalarni produkti te modiéine rubne bazne funkcije.

O ABF eksponencijalnog tipa znalo se vrlo malolé Isu razvijene tek na osnovnoj razini
u [5], [6]. Zadatak ove disertacije bio je detaljstraziti njihova svojstva koristeisti pristup
kao kod ABF algebarskog tipa, i to materinske adgske funkcijeEup(x, w) te funkcija
EFup, (x, ). lzvedeni su novi izrazi iznde kojih se posebno izdvaja izraz za &maavanje
vrijednosti funkcije i zeljenog broja derivacijapuoizvoljnoj taki nos&a bazne funkcije sto
je izvoran doprinos ovog rada, i Sto je osobitonazpravila (elementi) za njihovo prakip
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koriStenje. U sklopu disertacije napravljen je bgmamski modul EFupnM za praktiu
uporabu ovih funkcija kao i vlastita gréiea podrSka kako bi se glavni theezultati
neposredno mogli pratiti (Fortran - Winteracter).

Prikazana je trostruka baza te multirezolucijskistppak za rjeSavanje primjera
aproksimacije funkcije te trazenje pribliznog rjefgediferencijalnih jednadzbi i pripad&jh
rubnih uvjeta na 1D primjerima iz raglih podruja tehnike.

Numercki rezultati pokazuju izvrsna aproksimacijska sw@sovih baznih funkcija,
posebno u skaju naglih promjena gradijenata zadane funkcije.z&®e zakljtiti da
eksponencijalne ABF imaju prednost pred ostalimnbazfunkcijama upravo u rjeSavanju
problema s velikim gradijentima jer jedino on&@ealavati izrazene oscilacije nuni&og
rjieSenja.

U radu je pokazan izvorni znanstveni pristup u cgzvjedne klase baznih funkcija za

primjenu u numetkim metodamaiji znanstveni doprinos ukljtuje:

= Originalan pristup poznatim ABF algebarskog tipa omadopunu novih izraza

potrebnih za njihovu primjenu

= Jzvod novih i originalnih izraza za iz@navanje svih svojstava ABF
eksponencijalnog tipa potrebnih za njihovu prakii primjenu s naglaskom na

jednostavnost i inZenjerski pristup

» Razvoj programskog modula te vlastite giledi podrSke kojim se primjena atomskih
baznih funkcija eksponencijalnog tipa svodi na mazikoriStenja korisitke ili
kompajlerske funkcije

= Validacija i primjena novorazvijenih izraza te pragiskog modula na 1D
verifikacijskim primjerima

U radu je usvojen kriterij za izbor parameisgfrekvencije) baznih funkcija u izdvojenim
1D verifikacijskim primjerima aproksimacije funkeije rjieSavanja diferencijalnih jednadzbi.
Medutim, kao i kod eksponencijalnih splineova, ovazslma problematika iziskuje joS
dodatnog istrazivanja koje se namjerava provestisklopu daljnje primjene ABF
eksponencijalnog tipa, kako u 1D problemima, takoriSim dimenzijama prostora.

Prirodan slijed razvoja pojedine metode, pa takorazvoja i primjene ABF
eksponencijalnog tipa vodi prema 2D i 3D nurldm analizama, bilo da se radi o rubnim ili
rubno — pdetnim problemima, gdje obje bazne funkcije u kajenm produktu mogu biti
eksponencijalnog tipa, ali nisu iskiene ni ostale varijante u produktu. Poseban ndglasa

ostaje na problemimaija rjeSenja imaju izraZzene gradijente s obziromsda u radu ABF
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eksponencijalnog tipa pokazale prednost u odnodoazae funkcije algebarskog tipa. Osim
problema iz primijenjene teorije elastosti s npr. koncentriranim optéssnjima, podrije
interesa su i npr. problemi praienja topline u elementima inzenjerskih konstrukdaija
pronosa zagtenja u podzemlju.

Prednost ABF eksponenencijalnog tipa posebno mogedd izrazaja u ,multiphysics”
problemima gdje se nelinearne parcijalne diferatng jednadzbe (PDJ) simultano rjeSavaju
u prostornoj i vremenskoj domeni. U tim problemik@nvergencija numeikog rjesSenja
zna&ajno ovisi o poetnim uvjetima i tipu PDJ. Genito, PDJ koje su pretezno hiperbké
teZze je numetki rijeSavati nego paraboke. Pd@etni uvjeti koji opisuju nagle frontove
zahtjevaju viSe nivoe rezolucije da bi se postigégena tdnost aproksimacije, Sto ima za
posljedicu gudu mrezu kako bi se mogli opisati ovi diskontinuitétpravo eksponencijalne
ABF mogu zadovoljiti trazenu tmost na samom @etku vremenskog procesa.

ABF eksponencijalnog tipa su pogodne i za primjeadaptivnin postupaka jer se
sazimanjem baznih funkcija istovremeno p@axa i frekvencija tako da se konvergencija
postupka postize pomuo dva paralelna kriterija izega slijedi da bi se bolja rjeSenja morala
dobiti s daleko manjim brojem baznih funkcija.

S obzirom da je u radu prikazan jedan originalanZenjerski pristup prema poznatim
ABF algebarskog tipa, te eksponencijalnim ABF kawornom doprinosu rada, ovaj rad
predstavlja i jednu dobru polaznu osnovu za razwgjonometrijskin ABF ¢ime bi se
zaokruzila ,trilogija” o atomskim baznim funkcijamalaime, elementarna rjeSenja @bh
diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijema su upravo algebarski polinomi te

eksponencijalne i trigonometrijske funkcije.
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