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SEIZMI �ýKA ANALIZA ZIDANIH KONSTRUKCIJA METODOM 

KONA �ýNO-DISKRETNIH ELEMENATA 

Sažetak 

U ovom radu je u okviru kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata razvijen novi 

numeri�þki model za simulaciju ponašanja zidanih konstrukcija izloženih stati�þkom, 

dinami�þkom i seizmi�þkom optere�üenju. U postoje�üi ra�þunalni program Y-2D koji se 

temelji na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata implementiran je novi 

numeri�þki model za simulaciju �þeli�þnih klamfi i trnova u suho zidanim kamenim 

konstrukcijama. Model uklju�þuje dva tipa klamfi i jedan tip trnova koji se naj�þeš�üe koriste 

u kamenim konstrukcijama uzimaju�üi u obzir mogu�ünost izvla�þenja klamfe i trna iz 

kamenog bloka, mogu�ünost pucanja klamfi i trnova te cikli�þko ponašanje materijala. U 

sklopu ovog rada provedena je verifikacija ugra�ÿenog modela te je prikazana njegova 

primjena u inkrementalnoj seizmi�þkoj analizi realnih kamenih konstrukcija. 

Tako�ÿer, razvijen je novi numeri�þki model materijala za analizu nearmiranih zidanih 

konstrukcija. Model se sastoji od novog numeri�þkog modela kontaktnog elementa za 

simuliranje veze bloka i morta te novog modela ponašanja materijala u kona�þnom 

elementu. Model materijala u kona�þnom elementu uzima u obzir ortotropno ponašanje, 

mogu�ünost sloma u tlaku, pojavu tla�þnog omekšanja te cikli�þko ponašanje materijala. 

Model ponašanja kontaktnog elementa za simulaciju veze morta i bloka uzima u obzir 

pojavu sloma u vlaku i posmiku, pove�üanje energije loma u posmiku uslijed pove�üanja 

predla�þnog naprezanja, smanjenje koeficijenta trenja uslijed pove�üanja posmi�þne 

deformacije te cikli�þko ponašanje veze morta i bloka. Valjanost modela je provjerena 

usporedbom dobivenih rezultata s numeri�þkim i eksperimentalnim rezultatima preuzetima 

iz literature.  

Prezentiran je tako�ÿer i novi numeri�þki model za seizmi�þku analizu zidanih konstrukcija 

ome�ÿenih armiranobetonskim serklažima koji se sastoji od sinteze novo razvijenog 

numeri�þkog modela materijala za analizu nearmiranih zidanih konstrukcija te prethodno 

razvijenog numeri�þkog modela za analizu armiranobetonskih konstrukcija. 

Klju �þne rije�þi: Kombinirana metoda kona�þno-diskretnih elemenata, zidane konstrukcije, 

�þeli�þne klamfe i trnovi, model materijala, kontaktni element, potresno optere�üenje. 
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SEIZMIC ANALYSIS OF MASO NRY STRUCTURES WITH FINITE-

DISCRETE ELEMENT METHOD 

Summary 

This thesis presents a new numerical model based on a combined finite-discrete element 

method, capable of predicting the behaviour of masonry structures under static, dynamic 

and seismic loads. A new numerical model of steel clamps and bolts in dry stone masonry 

structures is implemented in the available numerical cod Y-2D based on combined finite-

discrete element method. Model includes several types of clamps and bolts which are 

frequently used in strengthening of dry stone masonry structures taking into account 

influence of the pulling out of the clamps and bolts from the stone block, cyclic behaviour, 

yielding and failure of the steel. The verification of the model and possibility of using this 

model in incremental dynamic analysis of real dry stone masonry structures is also shown. 

New material model for numerical analysis of unreinforced masonry structures was also 

developed. Model consists of new numerical model in contact element which simulates 

connection between block and mort, and new material model in finite element. Material 

model in finite element takes into account orthotropic behaviour, cyclic behaviour, 

possibility of failure and softening in pressure. Numerical model of contact element which 

simulate connection between block and mort take into account possibility of failure and 

softening behaviour in tension and shear, increasing of fracture energy in shear due to 

increasing pre compression stress, decreasing friction coefficient due to increasing shear 

displacement as well as cyclic behaviour connection between mort and block. The 

verification of the model was performed on examples by comparing it with the results 

obtained with the known numerical and experimental results from literature. 

New numerical model for seismic analysis of reinforced masonry structures was also 

presented. Model consists of synthesis of new developed material model for unreinforced 

masonry structures and previously developed numerical model for analysing reinforced 

concrete structures. 

Keywords: Combined finite-discrete element method, masonry structures, steel clamps 

and bolts, material model, contact element, seismic load. 
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1. UVOD  

1.1 OP�ûENITO 

Zidanje, odnosno slaganje kamenih ili glinenih blokova jedan na drugi uz njihovo 

eventualno me�ÿusobno povezivanje mortom najstarija je gra�ÿevinska tehnika koja se sa�þuvala sve 

do današnjih dana. Me�ÿu najstarije prona�ÿene gra�ÿevinske konstrukcije ubrajaju se zidane kamene 

kolibe kružnog oblika prona�ÿene u blizini jezera Hullen u Izraelu koje potje�þu iz razdoblja izme�ÿu 

9000. i 8000. godina prije Krista [L11]. Iako su prve zidane konstrukcije bile najvjerojatnije 

gomile prirodnog kamena [O2], razvojem ljudskih vještina i alata kameni blokovi zadobivali su 

sve pravilnije oblike, a paralelno s kamenom za pravljenje blokova po�þinje se koristiti ukalupljeno 

blato ili glina koji su u po�þetku sušeni na zraku, a kasnije i pe�þeni u posebnim pe�üima radi 

postizanja ve�üe �þvrsto�üe. Osim usavršavanja tehnike izrade blokova kroz razne kulture u ljudskoj 

povijesti razvijaju se i razli�þiti konstrukcijski oblici poput stupova za postizanje visine te greda, 

lukova, svodova i kupola za premoš�üivanje raspona. 

Svoju dugu tradiciju, ali i raširenost po cijelom svijetu, zidanje pripisuje svojoj 

jednostavnosti ali i dugovje�þnosti zidanih konstrukcija koja se o�þituje u mnogim takvim 

gra�ÿevinama starim više stotina pa i nekoliko tisu�üa godina. Samo neki od primjera takvih 
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gra�ÿevina (slika 1.1), koje su ujedno postale simboli pojedinih kultura, su piramide u Egiptu koje 

potje�þu iz razdoblja izme�ÿu 2800.-2000. prije Krista, Partenon u Gr�þkoj iz petog stolje�üa prije 

Krista, Kineski zid �þija je gradnja zapo�þela u petom stolje�üu prije Krista te Koloseum u Rimu iz 

prvog stolje�üa. 

 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

Slika 1.1 Stare kamene konstrukcije: (a) Egipatske piramide; (b) Partenon u Ateni; (c) Kineski zid; (d) 
Koloseum u Rimu 

Unato�þ jednostavnosti koja se o�þituje pri gradnji zidanih konstrukcija, razumijevanje i 

opisivanje mehani�þkog ponašanja takvih konstrukcija, osobito u uvjetima seizmi�þkog optere�üenja, 

i danas predstavlja pravi izazov zahvaljuju�üi samoj prirodi zidane konstrukcije koja zbog 

prisutnosti sljubnica izme�ÿu blokova, koje mogu a i ne moraju biti popunjene mortom, pokazuje 

kompleksno i izrazito nelinearno ponašanje. 

Mnoge zidane konstrukcije nalaze se u seizmi�þki aktivnim podru�þjima u kojima je potres 

otkrio svu njihovu ranjivost. U tim potresima �þesto stradavaju zidane gra�ÿevine i spomenici koji 

se svrstavaju u kategoriju kulturne baštine, kao i suvremene zidane konstrukcije. Da bi se smanjio 
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broj ljudskih žrtava te smanjila ošte�üenja takvih konstrukcija, potrebno je dati bolji uvid u 

ponašanje zidanih konstrukcija pod seizmi�þkim djelovanjem. Upravo iz ovog razmatranja 

proizlazi i glavna motivacija za izradu ove disertacije koja za cilj ima razvijanje numeri�þkog 

modela za simulaciju ponašanja zidanih konstrukcija pod seizmi�þkim optere�üenjem. O�þekuje se da 

bi ovaj numeri�þki model mogao pomo�üi pri procijeni seizmi�þke otpornosti zidanih konstrukcija 

kao i pri donošenju odluka vezanih za poduzimanje zahvata kojima bi se pove�üala seizmi�þka 

otpornost postoje�üih zidanih konstrukcija. 

Predvi�ÿanje mehanizma sloma zidanih konstrukcija izloženih seizmi�þkom optere�üenju 

name�üe potrebu za razvijanjem numeri�þkog modela koji može obuhvatiti pojave vezane za 

ponašanje zidanih konstrukcija u linearno-elasti�þnoj fazi, pojavu i razvoj pukotina, gubitak 

energije uslijed pojave nelinearnih efekata, inercijalne efekte uslijed gibanja, me�ÿudjelovanja koja 

su posljedica dinami�þkog kontakta te naposljetku postizanje stanja mirovanja koje se javlja kao 

posljedica gubitka energije u konstrukciji. 

Sve navedene efekte mogu�üe je obuhvatiti kombiniranom metodom kona�þno-diskretnih 

elemenata (FEM/DEM) pa je upravo iz tog razloga ra�þunalni program Y-2D koji se zasniva na 

kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata korišten u ovom radu kao polazište u analizi 

zidanih konstrukcija. 

Ciljevi ovog rada su sljede�üi: 

�x provjeriti valjanost i primjenjivost postoje�üeg ra�þunalnog programa Y-2D u analizi suho 

zidanih kamenih konstrukcija usporedbom numeri�þkih rezultata s rezultatima 

eksperimenata koji su dostupni u literaturi;  

�x razviti numeri�þki model za simulaciju klamfi i trnova u kamenim konstrukcijama; 

�x demonstrirati primjenu ugra�ÿenog modela klamfi i trnova na realnim konstrukcijama 

izloženima seizmi�þkom optere�üenju; 

�x razviti novi numeri�þki model materijala u kona�þnom te kontaktnom elementu kojim bi se 

omogu�üila analiza nearmiranih zidanih konstrukcija pomo�üu kombinirane metode 

kona�þno-diskretnih elemenata na pojednostavljenoj mikro razini. Model materijala u 

kona�þnom elementu mogao bi simulirati ortotropno ponašanje, mogu�ünost sloma u tlaku 

kao i pojavu tla�þnog omekšanja. Model materijala u kontaktnom elementu za simuliranje 

veze bloka i morta bi, uz postoje�üu mogu�ünost pucanja u vlaku i posmiku, uzimao u obzir 

pove�üanje energije loma u posmiku uslijed pove�üanja predtla�þnog naprezanja, smanjenje 
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koeficijenta trenja uslijed pove�üanja posmi�þne deformacije te cikli�þko ponašanje veze 

mort-blok; 

�x provjeriti valjanost ugra�ÿenog modela materijala za analizu nearmiranih zidanih 

konstrukcija usporedbom numeri�þkih rezultata s rezultatima eksperimenata koji su 

dostupni u literaturi; 

�x demonstrirati primjenu novo razvijenog modela materijala za nearmirane zidane 

konstrukcije u kombinaciji s postoje�üim numeri�þkim modelom armature u analizi zidanih 

konstrukcija ome�ÿenih armirano-betonskim serklažima; 

1.2 OSVRT NA MODELIRANJE ZIDA NIH KONSTRUKCIJA IZLOŽENIH 

SEIZMI �ýKOM OPTERE �ûENJU 

Tijekom dugog niza godina vrlo malo se govorilo o prora�þunu zidanih konstrukcija. Vještina 

izrade zidanih konstrukcija stjecala se na temelju iskustva i prenosila s naraštaja na naraštaj. 

Rimski arhitekt Vitruvius u svom djelu Deset knjiga o arhitekturi [V4] uspore�ÿuje kvalitetu 

kamena i drva s raznih lokacija te govori o proporcijama raznih konstrukcijskih elemenata i 

gra�ÿevina, me�ÿutim, o prora�þunu se ne govori ništa. 

 

Crtež 1.1 Polenijeva analiza ravnoteže kupole Svetog Petra u Rimu [P14] 
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Smatralo se da ako konstrukcija ima prave proporcije da je ona tada konstrukcijski ispravna i 

takvo se razmišljanje zadržalo kroz cijeli srednji vijek. Brojne impozantne gra�ÿevine nastale u tom 

razdoblju, koje i danas postoje, pokazuju da iskustveno znanje o stabilnosti i raspodjeli sila unutar 

zidane konstrukcije u tom vremenu nije bilo zanemarivo.  

Pojavom renesanse u 15. stolje�üu, paralelno s gradnjom sve vitkijih konstrukcija, javila se i 

potreba za teoretskom podlogom pri gradnji istih. U drugoj polovini 17. stolje�üa Robert Hooke je 

uo�þio da dijelovi kamenog luka imaju oblik obrnute obješene lan�þanice. Matemati�þki oblik 

obješene lan�þanice izveo je David Gregory koji je 1698. neovisno došao do Hookove tvrdnje i 

proširio je na na�þin da se može primijeniti kod lukova kona�þne debljine. Prema Gregoryju lukovi 

su stabilni kada se unutar njihove debljine može položiti obješena lan�þanica. Analogija s 

lan�þanicom koristila se kroz 18. i 19. stolje�üe za dizajn i analizu kamenih mostova i kupola. Jedan 

od najzna�þajnijih takvih primjera je analiza kupole Svetog Petra u Vatikanu koju je napravio 

Poleni [P14] (crtež 1.1). 

S druge pak strane u Francuskoj se kroz 18. stolje�üe javljao druga�þiji pogled na isti problem. 

La Haire, Couplet i Coulomb luk su doživljavali kao niz krutih blokova koji mogu imati relativne 

pomake. Prema Coupletu kolaps se dogodi kada se u luku pojavi dovoljan broj zglobova da se 

stvori mehanizam [H3]. Prvu generalnu teoriju o stabilnosti lukova objavio je Coulomb 1773. 

[C10]. U njoj je on razvio matemati�þku bazu za opisivanje razli�þitih oblika kolapsa lukova 

uzimaju�üi u obzir relativne rotacije i klizanje izme�ÿu blokova. Coulomb je smatrao da se klizanje 

me�ÿu blokovima rijetko doga�ÿa pa je sugerirao da se u razmatranju za prakti�þne svrhe uzimaju 

samo oblici sloma uzrokovani relativnim rotacijama blokova. 

 

Crtež 1.2 Grafi�þka analiza kamenog luka [S11] 
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Daljnji napredak u analizi lukova dogodio se u 19. stolje�üu pojavom grafi�þke statike i 

teorijom tla�þne linije. Grafi�þka statika koristila se za analizu mnogih vrsta kamenih mostova i 

gra�ÿevina sve do po�þetka 20. stolje�üa. Snell [S11] je na primjer koristio grafi�þku metodu da bi 

izra�þunao stabilnost kamenog luka. Na crtežu 1.2 prikazan je verižni poligon koji je Snell koristio 

kako bi skicirao tla�þnu liniju kamenog luka. Na sli�þan na�þin je Rubio teorijom tla�þnih linija 

analizirao katedralu u Mallorci [R8] (crtež 1.3). 

 
Crtež 1.3 Detalj Rubijeve primjene grafi�þke statike u analizi katedrale u Mallorci [R8] 

Moderna analiza konstrukcija, koja uzima u obzir elasti�þna svojstva materijala, zapo�þela je s 

Hookovim zakonom (�1 =E �0) formuliranim 1676. godine na kojem se temelji teorija elasti�þnosti 

nastala u 19. stolje�üu.  

Da bi se moglo govoriti o prora�þunu i modeliranju zidanih konstrukcija, potrebno je uo�þiti 

njihova glavna obilježja. Glavno obilježje svih zidanih konstrukcija je njihova kompozitna priroda 

koju �þine blokovi odvojeni sljubnicama koje mogu, ali i ne moraju biti ispunjene mortom. 

Prisutnost sljubnica koje u zidanoj konstrukciji predstavljaju najslabiju kariku uzrok je izrazitog 

nelinearnog i kompleksnog ponašanja, što stvara velike poteško�üe u numeri�þkom modeliranju. 

Upravo iz ovog razloga postoji široka paleta metoda i numeri�þkih modela za prora�þun zidanih 

konstrukcija koje se razlikuju po stupnju složenosti, obujmu ulaznih podataka i to�þnosti rješenja. 

Budu�üi da svaka metoda ima svoje podru�þje primjene, ne može se govoriti o najboljoj metodi ve�ü 

o izboru najbolje metode ovisno o konstrukciji koju želimo analizirati, ulaznim podacima kojima 
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raspolažemo, rezultatima koje želimo dobiti te naposljetku iskustvu i kvalifikaciji samog 

istraživa�þa [L12]. Najbolja metoda može se definirati kao ona koja daje tražene informacije s 

prihvatljivim pogreškama na najbrži na�þin. U ovom poglavlju ne�üe se pobliže opisivati svaka od 

tih metoda ve�ü �üe se prikazati samo glavne zna�þajke te podru�þje primjene pojedinih metoda. 

U numeri�þkom modeliranju zidanih konstrukcija postoje dva osnovna pristupa, a to su 

idealizacija pomo�üu kontinuuma i diskontinuuma. 

Usvajanje hipoteze o kontinuumu pretpostavlja da su naprezanja i deformacije nad 

promatranim volumenom opisane kontinuiranim funkcijama. Veze izme�ÿu naprezanja i 

deformacija dane su konstitutivnim zakonom ponašanja materijala. Kombiniraju�üi konstitutivni 

zakon ponašanja materijala s jednadžbama ravnoteže mogu�üe je dobiti diferencijalne jednadžbe 

�þije rješavanje uz zadovoljavanje rubnih uvjeta daje rješenje danog problema u smislu pomaka i 

naprezanja. Budu�üi da se uglavnom radi o diferencijalnim jednadžbama �þije je rješenje nepoznato 

u analiti�þkom obliku, naj�þeš�üe se takve jednadžbe zajedno s rubnim uvjetima, primjenjuju�üi 

dinami�þke zakone o�þuvanja energije prevode u varijacijski problem, odnosno slabu formulaciju 

koja se može rješavati približnim numeri�þkim postupcima od kojih je najraširenija metoda 

kona�þnih elemenata. 

Nasuprot tome, idealizacija pomo�üu diskontinuuma konstrukciju promatra kao skup 

diskretnih elemenata koji se tijekom analize mogu razdvajati, slobodno gibati te ponovno na�üi u 

me�ÿusobnoj dinami�þkoj interakciji. Kod ovakvog pristupa diskretni elementi se uglavnom 

promatraju kao apsolutno kruti, a numeri�þka integracija jednadžbi gibanja blokova u vremenu 

naj�þeš�üe se provodi eksplicitnim putem. Numeri�þki modeli koji usvajaju ovakav pristup ubrajaju 

se u metode diskretnih elemenata. 

U posljednje vrijeme sve je više numeri�þkih modela koji kombiniraju prednosti idealizacije 

konstrukcije pomo�üu kontinuuma i diskontinuuma. Neke od takvih metoda razvile su se iz metoda 

kona�þnih elemenata, dok su se druge razvile iz metoda diskretnih elemenata. One koje su se 

razvile iz metoda kona�þnih elemenata prednosti idealizacije pomo�üu diskontinuuma ostvaruju 

preko kontaktnih elemenata koji mogu biti ugra�ÿeni izme�ÿu mreže kona�þnih elemenata. Pomo�üu 

kontaktnih elemenata opisuje se diskontinuitet u polju pomaka u slu�þaju nastanka pukotine. S 

druge pak strane numeri�þki modeli koji su se razvili iz metoda diskretnih elemenata prednosti 

idealizacije preko kontinuuma naj�þeš�üe ostvaruju na na�þin da se svaki diskretni element 

diskretizira s vlastitom mrežom kona�þnih elemenata, �þime je mogu�üe uzeti u obzir deformabilnost 

elemenata. 
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Neovisno o tome o kojem se pristupu govori, s obzirom na stupanj jednostavnosti i to�þnosti 

može se govoriti o mikro modeliranju, pojednostavljenom mikro modeliranju te makro 

modeliranju [L11] (crtež 1.4). 

Kod makro modeliranja sve to�þke konstrukcije imaju jednaka svojstva, tj. isti konstitutivni 

zakon ponašanja koji se dobio na temelju svojstava reprezentativnog volumena dovoljno velike 

veli�þine prema teoriji osrednjavanja odnosno homogeniziranja. U ovom slu�þaju svojstva morta i 

svojstva blokova su jednoliko razmazana po konstrukciji koju tretiramo kao homogeni anizotropni 

kontinuum. Ovakav pristup prikladan je za analizu ve�üih konstrukcija jer je prora�þunski najmanje 

zahtjevan. Ako je reprezentativni volumen reda veli�þine jednog bloka i manje, tada se govori o 

detaljnom mikro modeliranju kod kojeg su blok i mort diskretizirani i modelirani s kona�þnim 

elementima, dok je veza bloka i morta prezentirana s kontaktnim elementima. U ovom pristupu 

konstitutivni zakoni ponašanja morta i bloka promatraju se odvojeno. Zbog svojih velikih 

prora�þunskih zahtjeva ovaj pristup prikladan je za modeliranje manjih konstrukcijskih detalja, ali 

ne i realnih konstrukcija. Kod pojednostavljenog mikro modeliranja prošireni blok modeliran je s 

kona�þnim elementima dok je veza morta i bloka opisana kontaktnim elementima koji ujedno 

predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina. Ovim pristupom dolazi do gubitka to�þnosti budu�üi da 

se Poissonov koeficijent u mortu, koji znatno utje�þe na tla�þnu �þvrsto�üu zidane konstrukcije, ne 

uzima u obzir. 

 

Crtež 1.4 Razine modeliranja zidanih konstrukcija: (a) predložak zidane konstrukcije; (b) detaljno mikro 
modeliranje; (c) pojednostavljeno mikro modeliranje; (d) makro modeliranje [L11] 
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Što se ti�þe samog na�þina tretiranja potresnog optere�üenja, metode namijenjene za seizmi�þku 

analizu zidanih konstrukcija mogu se svrstati u linearne, u koje se ubraja pojednostavljena 

ekvivalentna stati�þka analiza i modalna analiza, te nelinearne, u koje se ubraja stati�þka metoda 

postupnog guranja i metoda odgovora u vremenu. 

Kod pojednostavljene ekvivalentne stati�þke analize potresno optere�üenje se aproksimira s 

ekvivalentnim stati�þkim optere�üenjem i to na dva na�þina. Prvi na�þin je da se konstrukcija izloži 

konstantnom horizontalnom ubrzanju. Ovim pristupom zanemarena je �þinjenica da tijekom 

potresa konstantno ubrzanje podloge traje samo kratki vremenski period. Tako�ÿer su zanemareni i 

rezonantni efekti koji se u konstrukciji javljaju tijekom potresa zbog elasti�þnih svojstava 

materijala. Ovaj pristup prikladan je za analizu stabilnosti nekih vrsta starih kamenih konstrukcija 

kao što su lukovi kod kojih elasti�þna svojstva materijala ne igraju veliku ulogu. Drugi na�þin je da 

se po visini konstrukcije zada raspodijeljeno optere�üenje koje raste od dna prema vrhu �þime se 

uzima u obzir raspodjela horizontalnih sila uzrokovana dinami�þkim odgovorom konstrukcije. 

Seizmi�þki prora�þun konstrukcije pomo�üu modalne analize uglavnom se radi preko metode 

kona�þnih elemenata pomo�üu koje je mogu�üe izra�þunati vlastite oblike i frekvencije. S obzirom na 

udio pojedinog vlastitog oblika u seizmi�þkom odgovoru, po visini konstrukcije zadaju se 

optere�üenja koja se zatim kombiniraju raznim postupcima.  

Metoda postupnog guranja bazira se na postupnom pove�üavanju amplitude horizontalnih sila 

uz paralelno pra�üenje odgovora konstrukcije [F1]. Metoda odgovora u vremenu sastoji se u tome 

da se za odre�ÿeni zapis ubrzanja podloge izra�þuna odgovor konstrukcije u vremenu u obliku 

naprezanja, deformacija i pomaka. 

U nastavku �üe se pobliže opisati glavne zna�þajke te mogu�ünost primjene danas naj�þeš�üe 

korištenih numeri�þkih metoda u seizmi�þkoj analizi zidanih konstrukcija.  

1.2.1 Dinami�þke analiti�þke metode 

Cilj ovih metoda je analiti�þkim putem predvidjeti odgovor konstrukcije uslijed dinami�þke 

pobude ili predvidjeti najmanju vrijednost horizontalnog ubrzanja podloge koja �üe uzrokovati 

slom konstrukcije. Budu�üi da se u ovim metodama elementi konstrukcije pretpostavljaju kao 

apsolutno kruti, pretpostavljeno je da do sloma konstrukcije ne�üe do�üi zbog prekora�þenja �þvrsto�üe 

materijala ve�ü isklju�þivo zbog gubitka stabilnosti. Zbog vrlo složenih analiti�þkih jednadžbi, ove 

metode su ograni�þene na analizu jednostavnijih konstrukcija kao što su blokovi na horizontalnoj 

podlozi, portalni okviri te lukovi. 
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Prvi koji je koriste�üi zakone dinamike analizirao prevrtanje apsolutno krutog bloka na 

horizontalnoj podlozi izloženog konstantnom horizontalnom, sinusnom te potresnom ubrzanju 

podloge bio je Housner [H8]. Uvode�üi pretpostavke da izme�ÿu bloka i podloge nema klizanja, da 

nema odskakanja bloka od podloge, da je blok dovoljno vitak, tj. da je kut �. (crtež 1.5) manji od 

20° te da je kut rotacije �& prilikom osciliranja mali, Housner je analizirao potrebno vrijeme 

trajanja pravokutnog odnosno sinusnog impulsa koji bi uzrokovao prevrtanje bloka. Gubitak 

energije prilikom sudara bloka s podlogom Housner je uzeo u obzir uvode�üi pretpostavku da je 

prilikom naizmjeni�þne rotacije bloka oko jednog i drugog ruba o�þuvan moment koli�þine gibanja. 

Tako�ÿer je pokazao kako je stabilnost visokog tankog bloka prilikom potresnog optere�üenja 

mnogo ve�üa od one koju ima pri konstantnom ubrzanju podloge. Housnerov rad podloga je za 

brojne druge radove koji su se bavili problemom njihanja bloka na podlozi. 

 

Crtež 1.5 Blok koje se njiše [H8] 

Nadovezuju�üi se na Hausnerov rad, Yim [Y1] je, izme�ÿu ostalih, problemu njihanja bloka na 

horizontalnoj podlozi prišao ne uvode�üi pretpostavku malih kutova rotacije. Rješavaju�üi 

jednadžbu gibanja numeri�þkim putem, Yim [Y1] je problem prevrtanja bloka uslijed seizmi�þke 

pobude promatrao s probabilisti�þkog stajališta budu�üi da se pokazalo da dinami�þki odgovori bloka 

na razli�þita ubrzanja podloge s istom amplitudom znatno variraju od malih oscilacija pa sve do 

potpunog prevrtanja. 

Dok se Yim [Y1] fokusirao na dinami�þki odgovor bloka uslijed slu�þajnih ubrzanja podloge, 

Spanos i Koh [S11] fokusirali su se na dinami�þki odgovor bloka uslijed harmonijskog ubrzanja 

podloge. Slijede�üi Spanosa i Koha, velik broj znanstvenika istraživao je dinami�þki odgovor bloka 

uslijed harmonijskog ubrzanja podloge [H6, L5, S5, T1, Y2]. Svi ovi radovi temelje se na 

pretpostavci da se dinami�þko gibanje može opisati preko spektara odgovora. 
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Da bi se ispitalo mnogo kompleksnije ponašanje bloka uslijed ubrzanja podloge istraživa�þi 

su u svojim radovima razmatrali i mogu�ünost klizanja te odskakanja bloka od podloge [A7, L6, 

P15, S1, S4, S6]. 

Nekoliko istraživa�þa prou�þavalo je odgovor sustava koji se sastoji od više blokova. Tako su 

Sinopoli i Sepe [S10] prou�þavali odgovor okvirne konstrukcije napravljene od tri bloka izložene 

horizontalnom ubrzanju podloge. Na sli�þan na�þin je Spanos sa svojim suradnicima [S13] 

analizirao dinamiku konstrukcije sastavljene od dva bloka, me�ÿutim, jednadžbe za analizu 

dinamike ova dva bloka bile su toliko složene da su znanstvenici zaklju�þili da je za dinami�þku 

analizu sustava više blokova pogodnija metoda diskretnih elemenata o kojoj �üe u nastavku biti 

rije�þ. 

 

Crtež 1.6 Mehanizam formiran kod kamenog luka uslijed horizontalnog ubrzanja podloge [O3] 

Osim analize blokova, neki su znanstvenici analiti�þke metode koristili za analizu stabilnosti 

lukova izloženih konstantnom horizontalnom ubrzanju podloge [C8, O3]. Oba autora koristila su 

ekvivalentnu stati�þku analizu da bi utvrdili mjesta nastanka zglobova u luku pretpostavljaju�üi da ta 

mjesta ostaju nepromijenjena tijekom dinami�þkog odgovora konstrukcije. Pojednostavljenje 

ovakvog sustava koji se sastoji od više blokova na sustav s jednim stupnjem slobode (crtež 1.6) 

omogu�üuje analiti�þko rješenje. 

Složenost analiti�þkih metoda pri prora�þunu dinami�þkog odgovora složenijih zidanih 

konstrukcija na seizmi�þku pobudu potakla je znanstvenike na razvoj numeri�þkih metoda. 

Najprikladnija numeri�þka metoda za prora�þun stabilnosti zidanih konstrukcija koja može 

analizirati dinamiku krutih tijela je metoda diskretnih elemenata. 
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1.2.2 Metoda grani�þnih stanja 

Metode grani�þnih stanja temelje se na pretpostavkama koje je Couplet postavio još 1730. 

godine, a to su: (1) zidana konstrukcija nema vla�þnu �þvrsto�üu, (2) zidana konstrukcija ima 

beskona�þnu �þvrsto�üu u tlaku i (3) klizanje me�ÿu sljubnicama ne može se pojaviti. Ove 

pretpostavke me�ÿu prvima je koristio Heyman [H5] u analizi stabilnosti kamenih lukova. Naime 

usvajanje ovih pretpostavki omogu�üuje primjenu kinemati�þkog i stati�þkog teorema plasti�þnosti 

pomo�üu kojih se za zadani vektor vanjskog optere�üenja F može odrediti faktor optere�üenja �. 

kojim je potrebno uve�üati vanjsko optere�üenje da do�ÿe do sloma konstrukcije. 

Stati�þki teorem ili teorem donje granice kaže da je konstrukcija stabilna, tj. da ne�üe do�üi do 

sloma, ako se za zadano vanjsko optere�üenje može prona�üi stati�þki prihvatljivo polje unutrašnjih 

sila. Najve�üa vrijednost faktora optere�üenja za koji je konstrukcija još u ravnoteži predstavlja 

donju granicu faktora sigurnosti. Kinemati�þki teorem kaže da je konstrukcija nestabilna ako se 

može prona�üi takav mehanizam za koji je rad vanjskih sila ve�üi ili jednak nuli. Najniža vrijednost 

faktora optere�üenja za koji je rad vanjskih sila na pretpostavljenom mehanizmu jednak nuli 

predstavlja gornju granicu faktora sigurnosti konstrukcije. Na temelju ovih teorema može se 

zaklju�þiti da koeficijent sigurnosti konstrukcije dobiven stati�þkim ili kinemati�þkim pristupom 

mora biti isti. 

 

Crtež 1.7 Mehanizam sloma vanjskih zidova starih zgrada: (a) bez popre�þnih veza; (b) s popre�þnim 
vezama [C3] 

Klasi�þne metode grani�þnih stanja koristile su stati�þki pristup koji se temeljio na korištenju 

verižnog poligona pri grafi�þkoj interpretaciji tla�þnih linija kod kamenih lukova [H4, K1]. Ako bi 

se tla�þna linija nalazila unutar kontura luka, to bi zna�þilo da je luk stati�þki stabilan. Razvojem 

ra�þunala, Harvey i Maunder [H2] koristili su tabli�þni prora�þun za dobivanje trodimenzionalnog 

oblika tla�þne linije, dok je Block sa suradnicima [B6, B7] razvio interaktivnu kompjutorsku 
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analizu baziranu na kombinaciji stati�þkog i kinemati�þkog teorema za dobivanje tla�þne linije kod 

trodimenzionalnih problema. 

Osim analize lukova, metoda grani�þnih stanja koristila se i za druge vrste konstrukcija. Na 

temelju razmatranja na�þina kolapsa starih zidanih gra�ÿevina Giuffré [G7, G8] i Carocci [C3] su 

nakon dekompozicije konstrukcije na krute blokove koristili kinemati�þki pristup da bi procijenili 

njihovu seizmi�þku otpornost (crtež 1.7). Metoda je prikladna za analizu onih vrsta konstrukcija 

kod kojih me�ÿukatne konstrukcije nisu kruto povezane sa zidovima. Giuffré je tako�ÿer pobudio 

veliko zanimanje svojim prijedlogom kombinacije blokovske prezentacije konstrukcije s 

metodama kapaciteta nosivosti [F2, L1] za procjenu seizmi�þke otpornosti zidanih konstrukcija. 

Roca [R6] je izme�ÿu ostalih predložio metodu za analizu armiranih zidanih konstrukcija koja se 

bazira na stati�þkom teoremu. Ochsendorf [O1] je koristio metodu grani�þnih stanja kod analize 

lukova kod kojih je došlo do deformacije temelja, dok je De Luca [D1] koristio metodu kona�þnih 

elemenata u kombinaciji s metodom grani�þnih stanja u analizi seizmi�þke otpornosti kamenih 

lukova. Nakon što je pomo�üu metode kona�þnih elemenata bazirane na linearno elasti�þnoj analizi 

pronašao mjesta nastanka zglobova, De Luca je metodu grani�þnih stanja koristio pri odre�ÿivanju 

ultimativnog optere�üenja koje bi izazvalo slom konstrukcije. 

U novije vrijeme razvijen je veliki broj metoda grani�þnih stanja [B1, G5, L7, M6] baziranih 

uglavnom na kinemati�þkom pristupu koje su implementirane u ra�þunalne programe. Ve�üina tih 

metoda zasniva se na sljede�üim pretpostavkama: (1) zidana konstrukcija nema vla�þnu �þvrsto�üu, (2) 

zidana konstrukcija ima beskona�þnu �þvrsto�üu u tlaku, (3) posmi�þno ponašanje u kontaktu izme�ÿu 

blokova savršeno je plasti�þno, (4) grani�þno optere�üenje javlja se pri malim pomacima. Sli�þno kao 

metode grani�þnih stanja baziranih na grafi�þkom pristupu, ove metode uz pretpostavku krutog, 

savršeno plasti�þnog ponašanja materijala imaju za cilj procijeniti kapacitet nosivosti te dati uvid u 

mehanizam sloma konstrukcije. 

Da bi se model krutog, savršeno plasti�þnog ponašanja materijala mogao matemati�þki 

primjenjivati, usvojena je funkcija te�þenja �3 definirana u jedinici naprezanja za koju vrijedi: ako je 

�3<0, materijal ostaje krut; ako je �3=0 materijal postaje plasti�þan; ako je �3>0 nastupilo je 

nedopustivo stanje naprezanja. Skup stanja za koje vrijedi �3=0 �þine plohu te�þenja. Sva stanja koja 

se nalaze unutar ili na plohi te�þenja zadovoljavaju kriterij te�þenja, dok se ona stanja koja padaju 

izvan plohe te�þenja smatraju nedopustivima. Za stanja naprezanja koja se nalaze na plohi te�þenja 

materijal postaje plasti�þan što zna�þi da je potrebno definirati smjer te�þenja koji je odre�ÿen 

funkcijom te�þenja. Ako je smjer te�þenja okomit na plohu te�þenja, tada se govori o asocijativnom 

zakonu te�þenja koji je usvojen kod klasi�þnih metoda grani�þnih stanja u koje se ubrajaju prethodno 
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spomenuti modeli. Asocijativni zakon te�þenja podrazumijeva da je kut dilatancije jednak kutu 

trenja što za ve�üinu kamenih konstrukcija u kojima je kut dilatancije približno jednak nuli nije 

to�þno. Ovaj se problem može riješiti usvajaju�üi neasocijativni zakon te�þenja koji vodi 

nestandardnoj metodi grani�þnih stanja u kojoj teoremi grani�þnih stanja (kinemati�þki i stati�þki) nisu 

striktno primjenjivi. Model kojeg su razvili Orduña i Lourenço [O4, O5, O6], koji uzima u obzir 

ograni�þenu tla�þnu �þvrsto�üu, te Gilbertov model [G6] samo su neki od modela baziranih na 

nestandardnoj metodi grani�þnih stanja. Na crtežu 1.8 prikazan je zidani stup �þiji su mehanizam 

sloma Orduña i Lourenço [O5] ra�þunali metodom grani�þnih stanja i metodom kona�þnih elemenata. 

 

Crtež 1.8 Zidani stup: (a) model; (b) mehanizan sloma metodom kona�þnih elemenata; (c) mehanizam 
sloma metodom grani�þnih stanja [O5] 

1.2.3 Metoda kona�þnih elemenata 

 Metoda kona�þnih elemenata je zahvaljuju�üi svojoj dugoj tradiciji naj�þeš�üe korištena metoda 

ne samo za prora�þun zidanih konstrukcija nego i za prora�þun konstrukcija uop�üe. Do danas je 

razvijeno mnoštvo numeri�þkih modela baziranih na metodi kona�þnih elemenata koji se razlikuju 

prema vrsti kona�þnih elemenata kojima je konstrukcija diskretizirana te prema konstitutivnom 

zakonu ponašanja materijala koji može biti linearan i nelinearan. 

Prora�þunski najjednostavniji na�þin modeliranja zidanih konstrukcija metodom kona�þnih 

elemenata je diskretizacija konstrukcije skeletnim sustavom korištenjem linijskih kona�þnih 
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elemenata. Molins i Roca [M10] razvili su numeri�þki model za analizu prostornih konstrukcija 

koji se sastoji od prostornih linijskih elemenata s promjenjivim popre�þnim presjekom.  U model je 

uklju�þena materijalna i geometrijska nelinearnost kao i Mohr-Coulombov kriterij loma u posmiku. 

Za analizu zidanih zidova tako�ÿer je razvijeno nekoliko pojednostavljenih modela koji 

konstrukciju aproksimiraju s ekvivalentnim okvirnim sustavom [B3, D3, R7, S8]. 

 

Crtež 1.9 Modeliranje zidane konstrukcije pomo�üu makroelemenata: (a) shema testa; (b) model pomo�üu 
makroelemenata [G1] 

U zadnje vrijeme mnogo radova posve�üeno je modeliranju zidanih konstrukcija pomo�üu 

makroelemenata [B9, C2, C5, C7, G1] �þime su broj stupnjeva slobode i vrijeme prora�þuna znatno 

smanjeni. Svaki makroelement može predstavljati cijeli zid ili se zid, osobito u slu�þaju postojanja 

otvora, može aproksimirati pomo�üu više makroelemenata koji se postavljaju na na�þin da veza 

izme�ÿu dva makroelementa bude na mjestu gdje se može o�þekivati nastanak pukotine (crtež 1.9). 

Ovim pristupom, koji je u nekim slu�þajevima prikladan za odre�ÿivanje mehanizma sloma te 

kapaciteta nosivosti konstrukcije, nije mogu�üe pobliže opisati ponašanje pojedinih konstrukcijskih 

elemenata. 

Zbog poteško�üa u diskretizaciji starih kamenih konstrukcija pomo�üu strukturalnih 

elemenata, ali i potrebe za detaljnijom analizom, poseglo se za dvodimenzionalnim i 

trodimenzionalnim kona�þnim elementima pomo�üu kojih se zidana konstrukcija modelira na 

makrorazini. Makromodeliranje naj�þeš�üe je korišten pristup koji se koristi za analizu zidanih 

konstrukcija u praksi jer je u ovom slu�þaju postignut najbolji omjer izme�ÿu cijene prora�þuna te 

razine to�þnosti. Najjednostavniji numeri�þki modeli ovog tipa, bazirani na linearno elasti�þnom 

ponašanju materijala, �þesto su se u nedostatku kvalitetnijih modela, ali i prora�þunskih zahtjeva 

koristili za analizu velikih zidanih konstrukcija. Na taj na�þin su Mola i Vitaliani analizirali crkvu 

svetog Marka u Veneciji [M9] (crtež 1.10), Macchi je sa suradnicima na sli�þan na�þin modelirao 
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toranj u Pisi [M2] te ulaz u baziliku svetog Petra u Rimu [M1], dok je Croci [C11] analizirao 

Koloseum u Rimu. 

 

Crtež 1.10 Modeli kona�þnih elemenata: (a) bazilika svetog Marka u Veneciji [M9]; (b) ulaz u baziliku 
svetog Petra u Rimu [M1] 

Budu�üi da zidane konstrukcije zbog vrlo malih vla�þnih �þvrsto�üa pokazuju izrazito nelinearno 

ponašanje ve�ü i pri vrlo malim razinama optere�üenja, primjena linearne analize u modeliranju 

zidanih konstrukcija smatra se neprihvatljivom jer može dovesti do krivih rezultata i krivih 

zaklju�þaka. Njena primjena može biti opravdana u nekim slu�þajevima u kojima se želi promatrati 

ponašanje konstrukcije do pojave prvih pukotina ili se žele procijeniti mjesta nastanka prvih 

pukotina na koja �üe se zatim primijeniti detaljnija analiza. Jedino je nelinearnom analizom mogu�üe 

obuhvatiti sve efekte koji se javljaju u zidanoj konstrukciji po�þevši od pojave i razvoja pukotina 

pa sve do kona�þnog sloma. Prikladni nelinearni makromodeli namijenjeni za analizu zidanih 

konstrukcija uzimaju u obzir razli�þite vla�þne i tla�þne �þvrsto�üe kao i razli�þita elasti�þna i neelasti�þna 

svojstva duž materijalnih osi, �þime se konstrukcija tretira kao homogeni ortotropni kontinuum. 

Elasti�þni i neelasti�þni parametri takvog kontinuuma naj�þeš�üe se odre�ÿuju na temelju 

eksperimentalnih ispitivanja uzoraka dovoljno velike veli�þine izloženih homogenom stanju 

naprezanja. Kao alternative složenim eksperimentalnim ispitivanjima mogu se odrediti svojstva 

pojedina�þnih komponenti zidane konstrukcije (morta i blokova) koja služe kao ulazni podaci za 

tehnike numeri�þke homogenizacije. Opsežan pregled tehnika numeri�þke homogenizacije može se 

na�üi u [R5]. 

Najpoznatije teorije za formuliranje nelinearnog konstitutivnog zakona ponašanja materijala 

su teorija plasti�þnosti i mehanika ošte�üenja. 

Teorija plasti�þnosti nastoji opisati plasti�þno ponašanje materijala pojavom trajne 

deformacije. Iako je isprva bila namijenjena za modeliranje duktilnih materijala, danas se 
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intenzivno koristi i za druge materijale kao što je tlo, beton te zidana konstrukcija [A2, A6, L10, 

L11, L13]. Budu�üi da je teorija plasti�þnosti prikladna samo za monotono optere�üenje, ve�üina 

prethodno spomenutih modela nije sposobna uzeti u obzir cikli�þko optere�üenje. Da bi uklonili taj 

nedostatak neki su znanstvenici u klasi�þnu teoriju plasti�þnosti implementirali najzna�þajnije 

osobine materijala koje karakteriziraju cikli�þko ponašanje kao što su histerezni gubitak energije te 

opadanje krutosti [O2, R1]. 

 

Crtež 1.11 Detalj iz 3D analize lu�þnog kamenog mosta svetog Marcela u Italiji [P7] 

Glavna osobina mehanike ošte�üenja je sami koncept ošte�üenja koji se može definirati kao 

opadanje elasti�þnih svojstava materijala uslijed pojave i razvoja mikropukotina što za posljedicu 

ima smanjivanje površine koja prenosi unutrašnje sile. Kao rezultat procesa ošte�üenja, dolazi do 

opadanja elasti�þnih svojstava materijala. Zbog svoje matemati�þke složenosti ovim pristupom 

uglavnom se usvaja pretpostavka o izotropnom materijalu, me�ÿutim postoji tako�ÿer i mnoštvo 

numeri�þkih modela koji uzimaju u obzir ortotropno ponašanje materijala [B4, C9, P8] . 

Makromodeliranje intenzivno se koristilo za analizu seizmi�þkog odgovora kompleksnih 

konstrukcija kao što su lu�þni mostovi [P7, R2] (crtež 1.11), povijesne gra�ÿevine [M4] te katedrale 

[C9]. 

Nedostatak ve�üine makromodela je u tome što nisu u mogu�ünosti simulirati diskontinuitete 

koji se javljaju izme�ÿu blokova ili dijelova zidane konstrukcije. Takvi diskontinuiteti koji su 

unaprijed odre�ÿeni kao što je to kod starih kamenih konstrukcija ili se mogu kasnije javiti u obliku 

pukotina, mogu dovesti do raznih efekata kao što je klizanje ili rotacija odre�ÿenih dijelova 

konstrukcije, odvajanje blokova i sl. Sve ove efekte nije mogu�üe obuhvatiti klasi�þnom metodom 
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kona�þnih elemenata zasnovanoj na prezentaciji konstrukcije kontinuumom. Jedan od na�þina 

rješavanja ovog problema je umetanje kontaktnih elemenata izme�ÿu mreže kona�þnih elemenata 

[C1, L8, P1, P6]. Kontaktni elementi u ovom pristupu predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina. 

U ovom pristupu nužno je da mreža kona�þnih elemenata bude barem takva da je svaki blok 

diskretiziran sa svojom mrežom što vodi modeliranju na mikrorazini ili pojednostavljenoj 

mikrorazini. 

 

Crtež 1.12 3D prikaz sloma stupova samostana svetog Vice u Lisabonu [P6] 

U kontaktnim elementima koncentrirana je materijalna nelinearnost, dok je ponašanje u 

kona�þnim elementima naj�þeš�üe linearno elasti�þno. Nelinearno ponašanje kontaktnih elemenata 

bazirano je na teoriji plasti�þnosti [L9, M3] ili mehanici ošte�üenja [G2, G3, G4]. Ako se radi o 

modeliranju na pojednostavljenoj mikrorazini, tada kontaktni elementi opisuju nelinearno 

ponašanje morta te veze bloka i morta dok se u bloku pretpostavlja linearno-elasti�þno ponašanje 

opisano kona�þnim elementima. U slu�þaju modeliranja na pravoj mikrorazini, blok i mort se 

modeliraju s razli�þitim kona�þnim elementima izme�ÿu kojih su implementirani kontaktni elementi 

kojima je opisana materijalna nelinearnost. U tom se slu�þaju jednim kontaktnim elementima 

opisuje nelinearno ponašanje morta, drugim bloka, a tre�üim se opisuje veza bloka i morta. Ovakav 

prora�þunski pristup se zbog svojih velikih prora�þunskih zahtjeva koristi uglavnom za analizu 

manjih konstrukcijskih detalja izloženih heterogenom stanju naprezanja ili za potrebe tehnika 

homogenizacije gdje se na temelju mehani�þkih karakteristika morta i blokova nastoji dobiti 

konstitutivni zakon ponašanja zidane konstrukcije. Almeida [A4] te Pegon i Pinto [P6] (crtež 1.12) 

samo su neki od istraživa�þa koji su se koristili metodom kona�þnih elemenata u kombinaciji s 

kontaktnim elementima u analizi zidanih konstrukcija. 
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1.2.4 Metoda diskretnih elemenata 

 Metoda diskretnih elemenata je grupa metoda koje su Cundall i Hart [C12] definirali kao 

ra�þunalni pristup koji: (1) omogu�üava kona�þne pomake i rotacije diskretnih tijela uklju�þuju�üi 

njihovo potpuno odvajanje, (2) automatski prepoznaje nove kontakte izme�ÿu tijela kako prora�þun 

napreduje. Za�þetnik te grupe metoda bio je Cundall [C14] koji je utemeljio metodu poznatu pod 

nazivom Distinct Element Method (DEM) �þija je prvotna namjena bila simuliranje klizanja i 

razdvajanja povezanih stijenskih masa duž unaprijed odre�ÿenih pukotina odnosno diskontinuiteta. 

Metoda se temeljila na eksplicitnoj numeri�þkoj integraciji jednadžbi gibanja krutih blokova u 

vremenu. Blokovi su mogli imati proizvoljne pomake, a metoda je tako�ÿer uklju�þivala i 

me�ÿusobnu interakciju blokova. Osim dinami�þkih prora�þuna, metoda je imala mogu�ünost 

dobivanja stati�þkog rješenja koriste�üi viskozno prigušenje kao u metodama dinami�þke relaksacije.  

Tijekom vremena razvijalo se sve više numeri�þkih modela koji su imali obilježja metode 

diskretnih elemenata, a koji su svoju primjenu našli u analizi zidanih konstrukcija [L3, P3, S9]. 

Glavno obilježje metode diskretnih elemenata, koje je omogu�üilo njenu primjenu u analizi zidanih 

konstrukcija, prezentacija je konstrukcije kao skupa zasebnih blokova me�ÿusobno povezanih 

kontaktnim elementima. Ovaj pristup omogu�üio je simuliranje kolapsa konstrukcije uslijed 

rotacije, klizanja me�ÿu sljubnicama te udarnog optere�üenja. Do danas se razvila široka paleta 

numeri�þkih modela baziranih na metodi diskretnih elemenata. Svi ti modeli me�ÿusobno se 

razlikuju s obzirom na oblik diskretnih elemenata, na�þin prora�þuna kontaktnih sila me�ÿu 

diskretnim elementima, na�þin prepoznavanja kontakta, na�þin prora�þuna jednadžbi gibanja u 

vremenu, itd. 

 

Crtež 1.13 �ýesti�þni model dijela kamenog zida: pukotine pod vertikalnim i posmi�þnim optere�üenjem [L4] 

S obzirom na oblik diskretnih elemenata, mogu�üe je razlikovati blokovske modele kod kojih 

su blokovi prezentirani poligonalnim elementima [C14, S7] te zrnate modele diskretnih elemenata 
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kod kojih su blokovi prezentirani kao skup kružnih diskova u 2D ili sfera u 3D [C13]. Ovi 

posljednji prikladni su za mikromodeliranje tla te ostalih granularnih materijala. Zrnati modeli su 

prora�þunski vrlo efikasni budu�üi da je za prepoznavanje i interakciju kontakta dovoljno izra�þunati 

samo udaljenost centara dvaju diskova odnosno sfera, dok je kod blokovskih modela taj dio 

prora�þuna mnogo složeniji. Me�ÿu prvima koji je zrnate modele koristio pri analizi nepravilnih 

kamenih konstrukcija bio je Lemos [L4] koji je kamene blokove modelirao s ve�üim, a mort s 

manjim �þesticama (crtež 1.13). Razli�þite �þvrsto�üe pridružene su vezama izme�ÿu ta dva tipa �þestica 

sukladno razli�þitim �þvrsto�üama materijala. Petrinic [P10] je razvio model koji dopušta interakciju 

zrnatih �þestica i poligonalnih blokova pomo�üu kojeg je analizirao kameni most u kojem je kamene 

blokove modelirao s �þetvero�þvornim blokovskim elementima, dok je ispunu izme�ÿu kamenih 

blokova modelirao sa zrnatim elementima. 

Što se ti�þe prora�þuna kontaktnih sila izme�ÿu diskretnih elemenata, Cundall i Hart [C12] 

kontakte su klasificirali na krute i meke. Mekani kontakti [C12, C13], koji su uglavnom 

zastupljeni u metodama diskretnih elemenata, dopuštaju preklapanje izme�ÿu dva diskretna 

elementa u kontaktu. Na temelju veli�þine preklopa koji se regulira penalty koeficijentom ra�þuna se 

vrijednost kontaktne sile. Ovakva formulacija kontakta u literaturi se još naziva Smooth contact ili 

Force-Displacement formulacija. Nasuprot tome, kod krutih kontakata [A1, S7] isklju�þena je 

mogu�ünost preklapanja diskretnih elemenata. Ovakva formulacija kontakta u literaturi je poznata 

još pod nazivom Non-smooth contact formulacija, a ostvaruje se naj�þeš�üe numeri�þkom iteracijom 

u svakom vremenskom koraku [S7]. 

 

Crtež 1.14 Raspodijeljene i koncentrirane kontaktne sile 

Kod mekanih kontakata, s obzirom na samu prezentaciju kontakta me�ÿu diskretnim 

elementima, mogu�üe je govoriti o koncentriranim te raspodijeljenim kontaktnim silama (crtež 

1.14). Koncentrirane kontaktne sile koje su prisutne u velikom broju modela metode diskretnih 

elemenata ostvarene su nizom kontaktnih to�þaka. Sila u svakoj kontaktnoj to�þki može se dobiti na 

temelju konstitutivnog zakona ponašanja u kontaktu koji je naj�þeš�üe zapisan u obliku naprezanje-

relativni pomak. Da bi naprezanje duž kontakta bilo dobro opisano potreban je dovoljan broj 
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kontaktnih to�þaka. Kod linijskih odnosno površinskih kontakata [B2, M16, P10] naprezanje duž 

kontakta opisano je kontinuiranom funkcijom �þime su izbjegnuti numeri�þki problemi koji mogu 

dovesti do koncentracije naprezanja, što je vrlo važno u slu�þajevima u kojima se simulira pojava i 

razvoj pukotina. 

Sama priroda metode diskretnih elemenata, koja za cilj ima opisati ponašanje blokova koji 

mogu imati proizvoljne pomake, mogu�üu interakciju izme�ÿu blokova te izrazitu nelinearnost u 

kontaktnim elementima �þini tehnike rješavanja preko matri�þne prezentacije manje atraktivnima i 

neprikladnima. Upravo iz ovog razloga ve�üina numeri�þkih modela koja se bazira na metodi 

diskretnih elemenata koristi eksplicitnu numeri�þku integraciju jednadžbi gibanja u vremenu 

preuzetu iz modela molekularne dinamike. Kod apsolutno krute prezentacije blokova, gibanje 

svakog bloka opisano je u 2D s dvije translacije i jednom rotacijom, dok je u 3D opisano s tri 

translacije i tri rotacije. Kod numeri�þkih modela koji su usvojili mekanu prezentaciju kontakta 

koja se zasniva na korištenju penalty metode, eksplicitni pristup name�üe potrebu za vrlo malim 

vremenskim korakom kako bi se osigurala numeri�þka stabilnost. Osim eksplicitnog pristupa, neki 

numeri�þki modeli koriste implicitni pristup te koriste matri�þne tehnike pri rješavanju sustava 

jednadžbi [A1, S7]. Ovaj pristup omogu�üuje izbor ve�üeg vremenskog koraka, me�ÿutim, vrijeme 

prora�þuna unutar jednog vremenskog koraka je duže, a usput se �þesto javljaju i problemi vezani za 

konvergenciju rješenja. 

 

Crtež 1.15 Mehanizam kolapsa kamene ku�üe s gredom na vrhu zidova (lijevo) i bez grede (desno) dobiven 
programom 3DEC [A3] 

Metoda diskretnih elemenata prikladna je za modeliranje zidane konstrukcije na 

pojednostavljenoj mikrorazini gdje su blokovi prezentirani kao diskretni elementi me�ÿusobno 

povezani kontaktnim elementima koji simuliraju prisutnost morta ili pravoj mikrorazini gdje su i 

mort i blokovi diskretizirani nizom manjih elemenata s tim da su kontaktnim elementima u bloku 
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dana jedna, kontaktnim elementima u mortu druga, a kontaktnim elementima izme�ÿu morta i 

bloka tre�üa svojstva. Njihanje bloka na krutoj podlozi [D2, P9, W1], stati�þka i dinami�þka analiza 

zidanih nosivih zidova (crtež 1.15) [A3, P3, S2], analiza kamenih mostova [B5, L2], stabilnost 

stupova s arhitravom [P4, P17, P18], analiza kamenih lukova [P2, P3, L3] te dinami�þka analiza 

kamenih zvonika i bazilika (crtež 1.16) [A8, D4] samo su neki primjeri korištenja metode 

diskretnih elemenata u analizi zidanih konstrukcija. 

Kod ve�üine prethodno spomenutih numeri�þkih modela koji se baziraju na metodi diskretnih 

elemenata blokovi se uglavnom tretiraju kao kruti, što ih �þini neprikladnima za analizu onih tipova 

konstrukcija kod kojih se stanje naprezanja i deformacija unutar diskretnog elementa ne može 

zanemariti. Pretpostavka apsolutno krutih blokova prikladna je za modeliranje onih tipova zidanih 

konstrukcija do �þijeg sloma dolazi uglavnom zbog gubitka stabilnosti koji je posljedica stvaranja 

mehanizma unutar konstrukcije, što je �þesto slu�þaj kod starih kamenih konstrukcija koje nemaju 

veliko predtla�þno naprezanje. Za ovakve probleme, elasti�þna svojstva blokova mogu se 

koncentrirati u kontaktnim elementima ako se radi o mekanim kontaktima ili se mogu zanemariti. 

Stanje naprezanja i deformacija unutar diskretnog elementa može se uzeti na na�þin da se svaki 

diskretni element diskretizira s vlastitom mrežom kona�þnih elemenata. U ovom pristupu se 

metoda kona�þnih elemenata koristi za izra�þun polja naprezanja i deformacija unutar diskretnog 

elementa, dok se metoda diskretnih elemenata koristi za prora�þun kontaktnih sila. 

 

Crtež 1.16 Seizmi�þko ponašanje i na�þin kolapsa za dvije razli�þite zidane konstrukcije izložene potresnom 
optere�üenju [A8] 

U posljednje vrijeme pojavio se velik broj numeri�þkih modela u kojima se nastojalo 

iskoristiti prednosti metode kona�þnih i diskretnih elemenata [B2, C15, H1, M5, P10, S7]. Cundall 

[C15] i Hart [H1] koristili su deformabilne blokove s vlastitom mrežom kona�þnih elemenata: 

trokuta u 2D i piramida u 3D. Oba numeri�þka koda imaju algoritme za automatsko prepoznavanje 
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te interakciju kontakata. Barbosa [B2] je predstavio model diskretno-kona�þnih elemenata u kojem 

su deformabilni blokovi prezentirani s kvadrilateralnim izoparametarskim kona�þnim elementima. 

Petrinic [P10] je razvio 2D model koriste�üi poligonalne blokove diskretizirane mrežom trokutnih 

kona�þnih elemenata te krutih diskova. Metoda koju je razvio Mamaghani [M5], pod nazivom 

Discrete Finite Elements, tako�ÿer se temeljila na prezentaciji blokova internom mrežom kona�þnih 

elemenata. Shi i Goodman [S7] razvili su metodu pod nazivom Discontinous Deformation 

Analysis (DDA) gdje je pretpostavljeno da je stanje naprezanja i deformiranja u deformabilnim 

blokovima homogeno. Poboljšan model deformabilnosti unutar ove metode postignut je pomo�üu 

baznih funkcija ve�üeg reda kojima je mogu�üe uzeti u obzir nehomogeno stanje naprezanja i 

deformiranja unutar bloka ili preko koncepta podblokova u kojem je svaki pojedina�þni blok 

podijeljen na podblokove izme�ÿu kojih je omogu�üeno raspucavanje [P5]. 

Jedan od pristupa koji koristi prednosti metode kona�þnih i diskretnih elemenata je 

kombinirana metoda kona�þno-diskretnih elemenata (FEM/DEM) koju je razvio Munjiza [M15, 

M17]. FEM/DEM metoda namijenjena je prvenstveno za simuliranje procesa fragmentacije [M14, 

M16] uzimaju�üi u obzir deformabilne blokove koji mogu pucati uslijed �þega od jednog bloka 

tijekom analize može nastati njih više. U okviru ove metode blokovi su diskretizirani vlastitom 

mrežom trokutnih kona�þnih elemenata izme�ÿu kojih se mogu umetnuti kontaktni elementi u 

kojima je modelirana materijalna nelinearnost i pomo�üu kojih je opisana pojava i razvoj pukotina. 

Kontaktne sile ra�þunaju se na principu potencijalnih kontaktnih sila uzimaju�üi u obzir Coulombov 

model suhog trenja. Metoda koristi eksplicitnu numeri�þku integraciju jednadžbi gibanja u 

vremenu. Detaljan opis ove metode koja je korištena u ovom radu za seizmi�þku analizu zidanih 

konstrukcija prikazan je u nastavku rada. 

1.3 SADRŽAJ RADA 

Cilj ovog rada je razvoj numeri�þkih modela za seizmi�þku 2D analizu zidanih konstrukcija 

zasnovanih na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata. Kako je priroda ponašanja 

suho zidanih kamenih konstrukcija i suvremenih zidanih konstrukcija razli�þita zbog razli�þitih 

materijala i na�þina izvedbe, u sklopu rada razvijena su dva odvojena numeri�þka modela.  

Prvi novo razvijeni numeri�þki model odnosi se na simulaciju �þeli�þnih klamfi i trnova u suho 

zidanim kamenim konstrukcijama. Model je implementiran u ra�þunalni program Y-2D koji se 

temelji na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata. Na ovaj na�þin omogu�üena je 

analiza seizmi�þke otpornosti kamenih konstrukcija oja�þanih klamfama i trnovima. 
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Drugi razvijeni numeri�þki model namijenjen je analizi nearmiranih zidanih konstrukcija. 

Model, izme�ÿu ostalog, uzima u obzir ortotropno ponašanje materijala, mogu�ünost sloma u vlaku, 

tlaku i posmiku uklju�þuju�üi pojavu omekšanja, promjenu koeficijenta trenja u vezi bloka i morta 

ovisno o posmi�þnoj deformaciji, promjenu energije loma u vezi morta i bloka u posmiku ovisno o 

predtla�þnom naprezanju te glavne osobine vezane za cikli�þko ponašanje materijala. I ovaj je model 

tako�ÿer implementiran u ra�þunalni program Y-2D. 

Rad je podijeljen u osam poglavlja. 

U prvom poglavlju op�üenito se govori o potrebi analize zidanih konstrukcija izloženih 

seizmi�þkom optere�üenju, iz �þega je proizašla i glavna motivacija za izradu ovog rada. U sklopu 

ovog poglavlja prikazani su ciljevi rada te je dan pregled metoda i numeri�þkih modela 

namijenjenih analizi zidanih konstrukcija koji su do danas razvijeni u svijetu. Na kraju je prikazan 

sadržaj rada. 

U drugom poglavlju prikazane su osnove kombinirane metode kona�þno-diskretnih 

elemenata koja je namijenjena za dinami�þku analizu diskretnih elemenata koji se mogu na�üi u 

kontaktu. Svaki diskretni element diskretiziran je s mrežom kona�þnih elemenata izme�ÿu kojih su 

umetnuti kontaktni elementi pomo�üu kojih je mogu�üe simulirati pojavu i razvoj pukotina te 

naposljetku potpuni lom u kojem od jednog može nastati više novih diskretnih elemenata. 

U okviru ovog poglavlja prikazan je numeri�þki model temperaturnog djelovanja na 

konstrukcije koji je u sklopu ovog rada implementiran u program Y-2D. Tako�ÿer je 

implementirana mogu�ünost zadavanja stati�þkog trenja uz postoje�üe dinami�þko trenje koje je ve�ü 

postojalo u programu.  

U tre�üem poglavlju provedena je analiza penalty koeficijenta i koeficijenta prigušenja uslijed 

kontaktnog me�ÿudjelovanja diskretnih elemenata u kamenim konstrukcijama. Koeficijent 

prigušenja doveden je u vezu s koeficijentom restitucije, a sam model prigušenja u kombiniranoj 

metodi kona�þno-diskretnih elemenata uspore�ÿen je s viskoznim prigušenjen u metodi kona�þnih 

elemenata. Pored toga izvršena je verifikacija stati�þkog i dinami�þkog trenja te numeri�þkog modela 

temperaturnog djelovanja. 

U �þetvrtom poglavlju govori se o analizi kamenih konstrukcija pomo�üu kombinirane metode 

kona�þno-diskretnih elemenata. Pristup koji se koristio u ovoj vrsti analize temelji se na 

numeri�þkom mikromodelu. U sklopu ovog poglavlja provedena je provjera valjanosti postoje�üeg 

numeri�þkog modela u analizi slobodnog njihanja bloka, opisivanju posmi�þnog ponašanja u suhom 

kontaktu izme�ÿu blokova te analizi kamenih zidova izloženih monotonom te cikli�þkom 
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optere�üenju usporedbom numeri�þkih rezultata s rezultatima eksperimenata dostupnih u literaturi. 

Tako�ÿer, provedena je analiza numeri�þkih parametara u sklopu koje su predložena dva na�þina 

kojima se kombiniranom metodom kona�þno-diskretnih elemenata može uzeti u obzir površinska 

hrapavost kamenih blokova koja utje�þe na normalnu i posmi�þnu krutost zidova.   

U petom poglavlju predstavljen je novi numeri�þki model za simulaciju �þeli�þnih klamfi i 

trnova u kamenim konstrukcijama. Ovaj model implementiran je u ra�þunalni program Y-2D �þime 

je omogu�üena procjena seizmi�þke otpornosti kamenih konstrukcija oja�þanih klamfama i trnovima 

pomo�üu kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata. Provedena je verifikacija ugra�ÿenog 

modela te je prikazana njegova primjena u inkrementalnoj seizmi�þkoj analizi realnih kamenih 

konstrukcija. 

U šestom poglavlju razvijen je novi numeri�þki model materijala za simulaciju ponašanja 

nearmiranih zidanih konstrukcija. Naime, postoje�üi ra�þunalni program Y-2D, koji je imao linearno 

elasti�þno ponašanje materijala u kona�þnom elementu, proširen je novim modelom koji ima 

mogu�ünost simuliranja ortotropnog ponašanja materijala, mogu�ünost sloma u tlaku kao i pojavu 

tla�þnog omekšanja. Razvijen je i novi numeri�þki model kontaktnog elementa za simulaciju veze 

morta i bloka. Model uzima u obzir mogu�ünost pucanja u vlaku i posmiku, pojavu omekšanja u 

vlaku i posmiku, smanjenje koeficijenta trenja uslijed pove�üanja posmi�þne deformacije, pove�üanje 

energije loma u posmiku uslijed pove�üanja predtla�þnog naprezanja te cikli�þko ponašanje veze 

mort-blok. Validacija razvijenih numeri�þkih modela provedena je usporedbom dobivenih 

numeri�þkih rezultata s rezultatima eksperimenata dostupnih u literaturi. 

U sedmom poglavlju iznijet �üe se najvažniji zaklju�þci ovog rada kao i pravci daljnjih 

istraživanja temeljeni na rezultatima dobivenima u radu. 

Osmo poglavlje sadrži pregled korištene literature. 
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2. OSNOVE KOMBINIRANE METODE KONA �ýNO-
DISKRETNIH ELEMENATA 

U ovom poglavlju prikazat �üe se teoretska podloga kombinirane metode kona�þno-diskretnih 

elemenata koja je u ovom radu korištena kao polazište za analizu kamenih i zidanih konstrukcija. 

Kombinirana metoda kona�þno-diskretnih elemenata koju je razvio Munjiza [M15, M17] 

zasniva se na simulaciji ponašanja velikog broja diskretnih elemenata koji se mogu na�üi u 

me�ÿusobnoj interakciji. Svaki diskretni element je diskretiziran s vlastitom mrežom kona�þnih 

elemenata �þime je omogu�üena njegova deformabilnost. Materijalna nelinearnost, uklju�þuju�üi 

pojavu i razvoj pukotina te naposljetku fragmentaciju diskretnih elemenata, omogu�üena je 

modelom kontaktnih elemenata koji su implementirani izme�ÿu kona�þnih elemenata. Da bi se svi 

ovi efekti obuhvatili, u okviru ove metode razvijeni su algoritmi koji u svakom vremenskom 

koraku uklju�þuju detekciju i interakciju kontakta, pra�üenje stanja naprezanja i deformacija u 

kona�þnom i kontaktnom elementu, pojavu i razvoj pukotina, integraciju jednadžbe gibanja u 

vremenu koja uklju�þuje velike pomake i rotacije te vizualizaciju spomenutih efekata. 

Equation Chapter 2 Section 1 
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2.1  DETEKCIJA I INTERAKCIJA KONTAKTA  

Algoritam za detekciju kontakta ima za cilj prepoznati sve elemente koji se nalaze u 

mogu�üem kontaktu, a eliminirati sve one koji su dovoljno daleko da više ne mogu biti u kontaktu. 

U sklopu kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata implementiran je NBS algoritam 

[M12] koji je prema autorovu saznanju do sada najbrži algoritam za prepoznavanje kontakata 

me�ÿu elementima sli�þnih dimenzija. Vrijeme potrebno za prepoznavanje kontakata u ovom 

algoritmu proporcionalno je s brojem elemenata. 

Nakon prepoznavanja elemenata koji se na�ÿu u kontaktu potrebno je prora�þunati kontaktne 

sile za što je zaslužan algoritam za interakciju kontakta. Kontaktne sile javljaju se izme�ÿu dva 

diskretna elementa od kojih se jedan proglašava kontaktorom, a drugi metom [M13]. Kada su u 

kontaktu, kontaktor i meta se preklapaju preko površine S koja je ome�ÿena vanjskim rubom 

m k�E �E�ˆ�*  kao što je prikazano na crtežu 2.1.  

 
 

Crtež 2.1 Kontaktna diferencijalna sila u okolini to�þaka Pm i Pk [M17] 

Za potrebe prora�þuna kontaktnih sila nad kontaktorom i nad metom uspostavljena su 

potencijalna polja k�M i m�M  �þiji potencijal opada od središta tih elemenata prema rubovima. Ako 

promatramo to�þku Pk koja se nalazi na kontaktoru, tada je diferencijalna sila kojom meta svojim 

potencijalom, zbog prodora kontaktora u metu, djeluje na diferencijalno malu površinu dSk u 

okolini to�þke Pk prema teoriji potencijala jednaka 

 �� ��kPm kgrad dS�M��  (2.1) 

S druge strane, sila kojom kontaktor svojim potencijalom, zbog prodora mete u kontaktor, djeluje 

na diferencijalno malu površinu dSm u okolini to�þke Pm koja se nalazi na meti jednaka je 

 �� ��mPk mgrad dS�M��  (2.2) 
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Po zakonu akcije i reakcije sila kojom to�þka Pm djeluje na to�þku Pk kao posljedica potencijala 

kontaktora jednaka je 

 �� ��mPk mgrad dS�M  (2.3) 

Ukupna kontaktna diferencijalna sila na to�þku Pk koja se nalazi na kontaktoru uzimaju�üi u 

obzir da je 

 dSdSdS mk � �  (2.4) 

može se napisati u obliku 

 �� �� �� ��m kP Pk k md grad grad dS� M � M� ª � º�  � �� ¬ � ¼f  (2.5) 

Da bi se dobila ukupna kontaktna sila na kontaktor, potrebno je provesti integraciju 

prethodnog izraza preko cijele preklapaju�üe površine S iz �þega slijedi izraz 

 �> �@�³
�ˆ� 
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kmS
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�M�Mf  (2.6) 

koji se još može zapisati u obliku 
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gdje je �*n  jedini�þna vanjska normala na rub �*  preklapaju�üe površine S. Ako bi se htjela dobiti 

ukupna kontaktna sila na metu, tada bi se proveo isti postupak s tim da bi kontaktor i meta 

zamijenili uloge. 

Iz prethodnog izlaganja vidi se da je polje kontaktnih sila, u smislu prodora kontaktora u 

metu i mete u kontaktor, konzervativno polje budu�üi da su sile dobivene kao gradijent potencijalne 

funkcije. Ako uzmemo to�þku Pk koja se nalazi na kontaktoru, tada rad potencijalnih sila mete nad 

to�þkom Pk prilikom prodora to�þke Pk u metu, po nekoj putanji �þije su po�þetne i krajnje to�þke A i 

B, ovisi samo o vrijednostima potencijala m�M  u to�þkama A i B. Prema zakonu o održanju energije, 

u slu�þaju da nema nikakvih gubitaka energije pri kontaktu, ukupna energija u sustavu prije i 

poslije kontakta mora biti jednaka što zna�þi da ako se to�þke A i B odaberu na rubu mete odnosno, 
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ako je u to�þki A zapo�þelo prodiranje a u to�þki B završilo, tada bi ukupni rad potencijalnih sila 

mete nad to�þkom Pk morao biti jednak nuli što se može zapisati kao 

 (A) (B) 0m m�M �M�� �  (2.8) 

odnosno 

 (A) (B)m m�M �M�  (2.9) 

Sli�þna se analiza može napraviti i za kontaktor iz �þega se dobije da za bilo koje dvije to�þke 

A i B koje se nalaze na rubu kontaktora mora vrijediti 

 (A) (B) 0k k�M �M�� �  (2.10) 

odnosno 

 (A) (B)k k�M �M�  (2.11) 

To zna�þi da vrijednost potencijala na rubnim to�þkama kontaktora i mete mora biti 

konstantna. 

 

Crtež 2.2 Potencijal �M u to�þki P kona�þnog elementa [M17] 

U kombiniranoj metodi kona�þnih i diskretnih elemenata može postojati mnoštvo diskretnih 

elemenata koji se nalaze u kontaktu. Svaki diskretni element je nadalje diskretiziran s više 

kona�þnih elemenata na koje se diskretni element može raspasti što zna�þi da se problem 

pronalaženja kontaktnih sila mora riješiti na razini kona�þnih elemenata. Budu�üi da je potencijalni 

broj kontakata me�ÿu kona�þnim elementima jako velik, u svrhu što bržeg prora�þuna kontaktnih sila 

kao i sila koje su posljedica deformiranja izabran je najjednostavniji kona�þni element u ravnini, a 

to je trokutni tro�þvorni kona�þni element. Za trokutne tro�þvorne kona�þne elemente najrazumljivije 

je potencijal �M u nekoj to�þki P kona�þnog elementa definirati kao 

 �^ �`1 2 3(P) min 3 / , 3 / , 3 /S S S S S S�M �  (2.12) 
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gdje su ( 1,2,3)iS i �  površine podtrokuta kao što je prikazano na crtežu 2.2. 

Sukladno izrazu (2.7) problem odre�ÿivanja kontaktnih sila izme�ÿu dva trokutna kona�þna 

elementa može se reducirati na interakciju kontaktora s bridovima mete te interakciju mete s 

bridovima kontaktora. Na crtežu 2.3. prikazana su dva trokutna kona�þna elementa u kontaktu. 

 

Crtež 2.3 Kontakt kontaktora i mete [M17] 

Da bi se odredila ukupna kontaktna sila koja djeluje na kontaktoru na bridu AB (crtež 2.4), 

potrebno je najprije odrediti karakteristi�þne to�þke (P0, P1 i P2) u kojima se odredi i vrijednost 

potencijala kao interpolacija izme�ÿu centralnog �þvora 3 u kojem je vrijednost potencijala jednaka 

1 i rubnih �þvorova 0, 1, 2 u kojima je vrijednost potencijala jednaka 0. 

 

Crtež 2.4 Distribucija kontaktnih sila [M17] 

Ukupna sila na bridu AB dobije se kao površina potencijala �3(v) na bridu AB iz izraza 

 
2,AB 0

0

1
( )

L

k p v dv�M� �³f u
u

 (2.13) 

gdje je p0 penalty koeficijent [M13], dok se u2 uklju�þuje u izraz ako vektori u i v nisu jedini�þni.  
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Crtež 2.5 Ekvivalentne �þvorne sile [M17] 

Ukupna kontaktna sila prezentirana je u obliku ekvivalentnih �þvornih sila u to�þkama A i B te 

odgovaraju�üih �þvornih sila u �þvorovima mete kao što je prikazano na crtežu 2.5.  

Nakon što se cijeli postupak ponovi za sve bridove kontaktora, isti postupak se ostvaruje na 

bridovima mete. 

U sklopu algoritma kontaktnih sila implementiran je Coulombov model suhog trenja za 

posmi�þne sile [X1]. Postoje�üi numeri�þki model koji je uzimao u obzir dinami�þko trenje u sklopu 

ovog rada proširen je na na�þin da je uzeto u obzir i stati�þko trenje pa se posmi�þne sile ra�þunaju 

sukladno izrazu 

 t t tk� ��f �/  (2.14) 

gdje je tf  tangencijalna elasti�þna kontaktna sila, tk  je penalty koeficijent za trenje, t�/  je 

tangencijalni vektor pomaka izme�ÿu dva elementa. Ako je tf  ve�üa od maksimalne sile trenja koja 

je definirana Coulomb-ovim zakonom, t st n�P�!f f , tada elementi klize jedan duž drugog, dok je 

posmi�þna sila izme�ÿu njih definirana preko elasti�þne normalne sile nf  prema 

 t din n�P� ��f f  (2.15) 

gdje je st�P stati�þki koeficijent trenja, a din�P  dinami�þki koeficijent trenja. 

2.2 DEFORMABILNOST KONA �ýNIH ELEMENATA  

Deformabilno tijelo promatrano kao jedan kontinuum sastoji se od skupa to�þaka ome�ÿenih 

vanjskom konturom. To�þke deformabilnog tijela mogu mijenjati svoj položaj u prostoru tijekom 

vremena što rezultira pomacima deformabilnog tijela. Pomaci deformabilnog tijela mogu se 
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razložiti na dvije komponente, a to su pomaci deformabilnog tijela kao krutog tijela koji uklju�þuju 

translaciju i rotaciju te pomaci koji uzrokuju deformiranje što podrazumijeva promjenu volumena 

i oblika. 

Pomaci deformabilnog tijela u svakom vremenskom trenutku ispunjavaju uvjete 

kontinuiteta, a to zna�þi da �üe skup materijalnih to�þaka koje su u po�þetnoj konfiguraciji formirale 

zatvorenu glatku krivulju formirati zatvorenu glatku krivulju u bilo kojem vremenskom trenutku u 

deformiranoj konfiguraciji. Isto tako, skup materijalnih to�þaka koje su u po�þetnoj konfiguraciji 

formirale glatku zatvorenu plohu formirat �üe glatku zatvorenu plohu i u deformiranoj 

konfiguraciji, a sve to�þke koje su se u po�þetnoj konfiguraciji nalazile unutar te plohe, nalazit �üe se 

unutar te plohe i kasnije. 

 

Crtež 2.6 Deformabilno tijelo u po�þetnoj i deformiranoj konfiguraciji 

Na crtežu 2.6 prikazano je tijelo u po�þetnoj i deformiranoj konfiguraciji. U to�þki P u 

po�þetnoj konfiguraciji izabran je diferencijalni vektor dr  koji u deformiranoj konfiguraciji prelazi 

u vektor d �cr . Prema crtežu 2.6 može se pisati 

 ( , ) ( , )d d d t t�c� � � � � � �r r u r r u r  (2.16) 

gdje je ( , )tu r  vektorsko polje pomaka. Ako se drugi �þlan u prethodnom izrazu razvije u Taylorov 

red te se zadrže samo linearni �þlanovi, dobit �üe se 

 
( , )

( , ) ( , )
t

d t t d
�w

� � �  � �
�w

u r
u r r u r r

r
 (2.17) 

Uvrštavaju�üi izraz (2.17) u (2.16) dobije se 



2. Osnove kombinirane metode kona�þno - diskretnih elemenata

 Seizmi�þka analiza zidanih konstrukcija metodom kona�þno-diskretnih elemenata 33  

 
( , )t

d d d
�w�c�  � �

�w
u r

r r r
r

 (2.18) 

odnosno 

 
( , )

1
t

d d
�w� § � ·�c�  � �� ¨ � ¸�w� © � ¹

u r
r r

r
 (2.19) 

što raspisano po komponentama ima oblik 

 

1

1

u u
dx dxx y

d d
dy v v dy

x y

� w � w� ª � º��� « � »�c � w � w� ­ � ½ � ­ � ½� « � »�c�  �  �  � ® � ¾ � ® � ¾�c � w � w� « � »� ¯ � ¿ � ¯ � ¿��� « � »� w � w� ¬ � ¼

r F r  (2.20) 

Uzimaju�üi u obzir da je  

 
( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , )
c

c

u x y t x x y t x

v x y t y x y t y

� ��

� ��
 (2.21) 

izraz (2.20) prelazi u 

 

c c

c c

x x
dx dxx y

d d
dy y y dy

x y

� w � w� ª � º
� « � »�c � w � w� ­ � ½ � ­ � ½� « � »�c�  �  �  � ® � ¾ � ® � ¾�c � w � w� « � »� ¯ � ¿ � ¯ � ¿
� « � »� w � w� ¬ � ¼

r F r  (2.22) 

 

Crtež 2.7 Fizikalna interpretacija tenzora gradijenta deformiranja 

Tenzor F u izrazima (2.20) i (2.22) naziva se gradijent deformiranja. Ako se odaberu dva 

jedini�þna vektora (i
��

, j
��

) koja su u po�þetnoj konfiguraciji paralelna s osima (x,y), tada �üe stupci u 
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tenzoru gradijenta deformiranja predstavljati komponente tih vektora u deformiranoj konfiguraciji 

(crtež 2.7), tako da se može pisati 

 ,�ª �º� �¬ �¼F i j
�� ��

 (2.23) 

Vektor d �cr  koji je nastao preslikavanjem vektora dr  u sebi sadrži pomake koji su se 

dogodili zbog rotacije deformabilnog tijela kao krutog tijela te pomake koji su nastali kao 

posljedica deformiranja. Da bi se moglo odvojeno promatrati te dvije vrste pomaka potrebno je, 

koriste�üi teorem o polarnoj dekompoziciji, tenzor F  napisati kao produkt dvaju tenzora od kojih je 

jedan ortogonalan, a drugi pozitivno definitan, simetri�þan 

 � � F R U V R  (2.24) 

Tenzor R  prezentira rotaciju i za njega vrijedi da je 1 T�� � R R  i det 1�  � �R . Tenzori U i V  

prezentiraju rastezanje i za njih vrijedi da su pozitivno definitni, tj. 0�te U e , 0�te V e  te da su 

simetri�þni, tj. T� U U , T� V V . Tenzor U  se naziva desni tenzor rastezanja, dok se V  naziva 

lijevi tenzor rastezanja. Pojam lijevi i desni odnosi se na stranu s koje se ti tenzori nalaze u odnosu 

na tenzor R . 

U praksi postoji više tenzora kojima se prezentira deformiranje deformabilnih tijela. Osim 

prethodno spomenutih tenzora U  i V , u literaturi ih se spominje još, a me�ÿu najpoznatijima su 

lijevi i desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranja. Budu�üi da rotacija popra�üena s inverznom 

rotacijom ne uzrokuje nikakve pomake u tijelu ( T T� � R R R R 1), ideja se sastoji u tome da se iz 

tenzora F  eliminira rotacija na na�þin da se pomnoži s TF . Lijevi Cauchy-Greenov tenzor 

deformiranja definiran je kao 

 2( ) ( )T T T T T�  �  �  �  �  B F F V R V R V R R V V V V  (2.25) 

Da bi se moglo dovesti u vezu naprezanja i deformacije, potrebno je definirati neku relativnu 

mjeru deformiranja što je postignuto tenzorom deformacije. Iz lijevog Cauchy-Greenovog tenzora 

deformiranja mogu�üe je izra�þunati lijevi Green-St.Venantov tenzor deformacija koji je po 

definiciji jednak 

 � � � �� � � �1 1
2 2

T� � � �  � �E B I F F I
��

 (2.26) 
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Da bi se lijevi Green-St.Venantov tenzor deformacija mogao razlu�þiti na dio koji obuhva�üa 

promjenu volumena i na dio koji obuhva�üa promjenu oblika, potrebno je gradijent deformiranja F 

napisati kao umnožak tri tenzora od kojih �üe jedan predstavljati �þistu rotaciju R, drugi promjenu 

oblika bez promjene volumena Vd, a tre�üi promjenu volumena bez promjene oblika Vs 

 � s dF V V R  (2.27) 

Važno je napomenuti da je det det   i  det 1� � s dF V V . Lijevi Green-St.Venantov tenzor 

deformacija može se napisati kao 

 

� � � �� � � � � � � �1 1
2 2
1

  
2
1

  
2

�ª �º�  � � �  � ��¬ �¼

� ª � º�  � �� ¬ � ¼

� ª � º�  � �� ¬ � ¼

TT
s d s d

T T T
s d d s

T T
s d d s

E FF I V V R V V R I

V V RR V V I

V V V V I

��

 (2.28) 

Budu�üi da tenzor Vs ne uzrokuje nikakvu promjenu oblika nego samo promjenu volumena 

koji se uve�üa za (detF ) puta, može se zaklju�þiti da se tenzor Vs može napisati u obliku 

 det� sV I F  (2.29) 

jer se svaka stranica diferencijalnog elementa produlji za detF  puta. Uvrštavaju�üi izraz (2.29) u 

(2.28) dobije se 

 � � � �1
det

2
�ª �º� ���¬ �¼

T
d dE V V F I

��
 (2.30) 

Dio lijevog Green-St.Venantovog tenzora deformacija koji se odnosi na promjenu oblika 

izgleda kao 

 � � � �1 1
2 2 det

� § � ·
�  � � �  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹

T
T

d d d

FF
E V V I I

F

��
 (2.31) 

dok dio koji se odnosi na promjenu volumena ima oblik 

 � � � �� � � �det 11 1
det

2 2 2

� § � ·��
�  � � �  � � �  � ¨ � ¸

� © � ¹

T
s s s

F
E V V I I F I I
��

 (2.32) 
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Poznavaju�üi tenzor deformacija, Cauchyjev tenzor naprezanja može se dobiti koriste�üi 

Hookov zakon sukladno izrazu 

 
1 1 2

E E
�X �X

�  � �
� � � �d s�1 E E

�� ��
 (2.33) 

gdje je E  modul elasti�þnosti dok je �Q Poissonov koeficijent. 

U sklopu kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata, deformabilnost diskretnih 

elemenata omogu�üena je njihovom diskretizacijom pomo�üu mreže kona�þnih elemenata. Budu�üi da 

se i prora�þun kontaktnih sila temelji na istoj diskretizaciji, zbog potrebe za što jednostavnijim i 

bržim algoritmom odabran je geometrijski najjednostavniji kona�þni element. U ravninskim 

problemima to je trokutni tro�þvorni kona�þni element. Da bi se opisalo deformiranje trokutnog 

kona�þnog elementa te uspostavila veza izme�ÿu naprezanja i deformacija, usvojena su tri 

koordinatna sustava kao što je prikazano na crtežu 2.6. 

 

Crtež 2.8 Trokutni kona�þni element u po�þetnoj i deformiranoj konfiguraciji [M17] 

Korištenje trokutnog tro�þvornog kona�þnog elementa ima za posljedicu da je gradijent 

deformiranja konstantan u svim to�þkama trokuta zbog toga što su trenutne koordinate nad 

kona�þnim elementom opisane linearnim funkcijama oblika 

 c x x x

c y y y

x x y

y x y

�D � E � J

�D � E � J

� � � � �

� � � � �
 (2.34) 

što rezultira da su parcijalne derivacije tih funkcija po x  i y  konstante.  

Najjednostavnije je izra�þunati gradijent deformiranja F  na deformiranoj konfiguraciji �� ��,i j
�� ��

 

koji ima oblik  
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F
�� ����
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 (2.35) 

gdje su xc i yc trenutne koordinate u globalnom koordinatnom sustavu (i, j ), a ix
��

 i iy
��

 su koordinate 

definirane u deformiranom lokalnom koordinatnom sustavu. Ako se npr. uzme �þlan c ix x� w � w
��

, tada 

bi se on po matemati�þkoj formulaciji, uzimaju�üi u obzir da je  

 
( , )

( , )
c c i i

c c i i

x x x y

y y x y

� 

� 

�� ��

�� ��  (2.36) 

izra�þunao na na�þin 
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� � � � (2.37) 

Budu�üi da je gradijent deformiranja F  konstantan na tro�þvornom trokutnom kona�þnom 

elementu, u prethodnom izrazu nije potrebno da ix�'
��

 teži prema nuli ve�ü se može uzeti neka 

kona�þna duljina, pa se može pisati 

 1 0c c c

i

x x x
x

�w ��
� 

�w i
����  (2.38) 

gdje su 1cx i 0cx  x koordinate �þvora 1 i 0 u trenutnoj konfiguraciji. Sli�þno se može pokazati i za 

ostale �þlanove tenzora F
��

 iz �þega slijedi 

 

1 0 2 0

1 0 2 0

c c c c
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 (2.39) 

Da bi se izra�þunao �þlan tenzora F  npr. c ix x�w �w , to se može napraviti usmjerenim 

deriviranjem na sljede�üi na�þin 
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Sli�þno se može napraviti i s ostalim �þlanovima tenzora F  
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 (2.41) 

koji se sada može prikazati u obliku 
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 (2.42) 

Koriste�üi izraz (2.39), prethodni izraz može biti zapisan u obliku 
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Stupci drugog tenzora s desne strane predstavljaju komponente baznih normiranih vektora �� ��,i j  

zapisanih preko baznih vektora � � � �,i j
�� ��

 što omogu�üuje da se izraz (2.43) prikaže u obliku 

 

c c c c

x xi i i i

y yc c c c

i i i i

x x x x
i jx y x y

i jy y y y
x y x y

� w � w � w � w� ª � º � ª � º
� « � » � « � »� w � w � w � w�ª �º� « � » � « � »�  �  �« �»� « � » � « � »� w � w � w � w�¬ �¼
� « � » � « � »� w � w � w � w� ¬ � ¼ � ¬ � ¼

F
�� ��

�� ��

� � � �

� � � �

 (2.44) 

Budu�üi da je veza izme�ÿu deformirane �� ��,i j
�� ��

 i po�þetne konfiguracije�� ��,i j  definirana kao 
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te uzimaju�üi u obzir da je 

 

1 1

1 0 2 0

1 0 2 0

x x i i i i

y y i i i i

i j x x x x

i j y y y y

�� ��� ª � º� � � ��ª �º
� � « � »�« �»� � � ��¬ �¼� ¬ � ¼

�� ��

� � � �  (2.46) 

izraz (2.44) se može pisati u obliku 
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gdje je iix (i=1,2) odnosno iiy  (i=1,2), x odnosno y koordinata i-tog �þvora u po�þetnoj konfiguraciji. 

Na isti na�þin mogu�üe je izra�þunati i gradijent brzine koji �üe, primjenjuju�üi analogiju s 

tenzorom F , imati oblik 
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Poznavaju�üi gradijent deformiranja F  mogu�üe je izra�þunati lijevi Cauchy-Greenov tenzor 

deformiranja B  
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Na sli�þan na�þin može se dobiti tenzor brzine deformiranja D dobiven iz gradijenta brzine. 

Budu�üi da gradijent brzine L  u sebi sadrži komponente brzine koje su posljedica brzine 

deformiranja te brzine rotacije, potrebno je uzeti u obzir samo simetri�þni dio gradijenta brzine koji 

sadrži komponente vezane uz brzinu deformiranja u obliku 
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Iz lijevog Cauchy-Greenovog tenzora deformiranja, za male deformacije slijedi Green-

St.Venantov tenzor deformacija 
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koji se može prikazati dijelom koji u sebi sadrži doprinos od promjene oblika 
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i dijelom koji doprinosi promjeni volumena 
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Poznavaju�üi tenzor deformacija, Cauchyjev tenzor naprezanja može se dobiti koriste�üi 

Hookov zakon sukladno izrazu (2.33) koji se još može zapisati u obliku 

 2 v�P � O � H � P�  � � � ��1 E I D
��

 (2.54) 

gdje su �P i �O Laméove konstante, v�H je volumenska deformacija koja je jednaka 

 v xx yy zz�H � H � H � H� � � � � (2.55) 

dok zadnji �þlan s desne strane izraza (2.54) predstavlja doprinos brzine deformiranja, u kojem je 

�P koeficijent prigušenja. 
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Za potrebe prou�þavanja odgovora konstrukcije uslijed temperaturnog djelovanja u sklopu 

ovog rada unutar kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata implementirano je 

temperaturno optere�üenje u funkciji vremena. 

Kod slobodnog elasti�þnog izotropnog tijela promjena temperature izaziva deformacije koje 

se mogu prikazati u obliku [Š1] 

 t T�D� �'E I
��

 (2.56) 

gdje je t�D  koeficijent toplinskog širenja dok je T�'  promjena temperature. Tenzor naprezanja 

uzimaju�üi u obzir i deformacije koje su posljedica promjene temperature može se prikazati u 

obliku [G10] 
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 (2.57) 

U slu�þaju ravninskog stanja naprezanja vrijedi 
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Uvrštavaju�üi 0zz�V �  u (2.57) slijedi 
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odnosno 
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Uvrštavaju�üi (2.60) u (2.55) slijedi 
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što uzimaju�üi u obzir da je  
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gdje je cA  površina trokutnog kona�þnog elementa u kona�þnoj konfiguraciji, a iA  površina u 

po�þetnoj konfiguraciji prelazi u 
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Za slu�þaj ravninskog stanja deformacija vrijedi 

 0zx zy xz yz zz�H � H � H � H � H� �  �  �  �   (2.64) 

iz �þega slijedi 

 v xx yy�H � H � H� ��  (2.65) 

što uzimaju�üi u obzir izraz (2.62) prelazi u  
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Dakle, veza izme�ÿu naprezanja i deformacija definirana je izrazom (2.57) samo što se za 

slu�þaj ravninskog stanja naprezanja za v�H koristi izraz (2.63), dok se u slu�þaju ravninskog stanja 

deformacija koristi izraz (2.66). 

Sila po jedinci duljine stranice trokutnog elementa u deformiranoj konfiguraciji može se 

izra�þunati pomo�üu komponenti jedini�þne normale položene na stranicu trokuta u deformiranoj 

konfiguraciji prikazanoj na crtežu 2.9. 
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Sila po jedinici duljine stranice trokutnog elementa koja pripada pojedinom �þvoru definirana 

je izrazom 
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Crtež 2.9 Vektori normale na trokut [M17] 

2.3 PRIJELAZ IZ KONTINUUMA U DISKONTINUUM 

Prijelaz iz kontinuuma u diskontinuum u kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih 

elemenata nastaje pojavom procesa loma i fragmentacije. Tipi�þna kombinirana metoda kona�þno-

diskretnih elemenata bazira se na simulaciji loma masivnog sustava koji može zapo�þeti s nekoliko, 

a završiti s vrlo velikim brojem diskretnih elemenata. Pukotina se obi�þno pojavljuje kroz 

ošte�üenje, popuštanje ili slom mikrostrukturalnih elemenata materijala. Da bi se objasnio ovaj 

kompleksni model koji ovisi o svojstvima materijala, potrebno je uzeti u obzir promjene polja 

optere�üenja i naprezanja uslijed mikrostrukturalnih ošte�üenja i nastale koncentracije optere�üenja. 

Pojava i razvoj pukotina u kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata ostvarena je 

modelom diskretnih pukotina koji je implementiran u kontaktnim elementima koji se nalaze 

izme�ÿu mreže kona�þnih elemenata. 

Model pukotina koji je implementiran u kontaktnim elementima namijenjen je za 

simuliranje inicijalizacije i razvoja pukotina u materijalu optere�üenom u vlaku (mod I) i posmiku 

(mod II). Model se bazira na aproksimaciji eksperimentalnih krivulja naprezanja – deformacije 

betona u direktnom vlaku [H7]. Ove krivulje mogu se koristiti i kod ostalih heterogenih materijala 

kao što je kamen, cigla i sl. 

Površina ispod krivulje naprezanje-deformacija u vlaku podijeljena je na dva dijela kao što 

je prikazano na crtežu 2.10. U ovom modelu dio 'A' je implementiran u ponašanje kona�þnih 

elemenata na standardan na�þin preko konstitutivnog zakona ponašanja materijala i preuzet je iz 

ve�ü razvijenog modela u okviru kombinirane metode kona�þno diskretnih elemenata [M17]. Dio 'B' 

prezentira vla�þno omekšanje nakon dostizanja vla�þne �þvrsto�üe gdje naprezanje opada s 

pove�üanjem deformacije. Funkcija vla�þnog omekšanja koju je Hordijk [H7] predložio na temelju 

eksperimenata provedenih na vla�þno optere�üenim betonskim uzorcima uklju�þena je u model 

materijala namijenjena za analizu ponašanja armiranobetonskih konstrukcija [Ž1]. To je 
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modelirano s diskretnim modelom pukotine prikazanim na crtežu 2.11, u kojem je zbog 

jednostavnosti pretpostavljeno da se pukotina poklapa s rubom kona�þnog elementa.  

 

Crtež 2.10 Vla�þno omekšanje prikazano u relaciji naprezanje – deformacija  

Razdvajanje rubova dvaju susjednih kona�þnih elemenata inducira naprezanje koje se uzima 

kao funkcija veli�þine razdvajanja �G, prikazana na crtežu 2.12. 

 

Crtež 2.11 Diskretni model pukotine 

Površina ispod krivulje naprezanje-pomak od trenutka pojave pukotine (t�G) do trenutka kada 

naprezanje padne na nulu (c�G) predstavlja energiju loma fG . To je rad koji je potrebno utrošiti za 

nastanak pukotine jedini�þne površine. 

 

Crtež 2.12 Vla�þno omekšanje prikazano u relaciji naprezanje – pomak 
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Teoretski bi razdvajanje rubova dvaju susjednih kona�þnih elemenata trebalo biti jednako 

nuli sve do postizanja vla�þne �þvrsto�üe materijala, što bi zna�þilo da je 0t�G� . U prikazanom 

modelu odvajanje susjednih rubova dvaju kona�þnih elemenata osigurano je topologijom kona�þnih 

elemenata na na�þin da niti jedan �þvor ne pripada dvama kona�þnim elementima. Kontinuitet me�ÿu 

kona�þnim elementima do postizanja vla�þne �þvrsto�üe osiguran je pomo�üu penalty metode. Na rubu 

kona�þnog elementa u smjeru normale modelirana je opruga velike krutosti, kao što je prikazano na 

crtežu 2.13, tako da vrijedi t p�G �G� . 

 

Crtež 2.13 Normalne opruge [M11] 

Za razdvajanje p�G �G��  vrijedi odnos 
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 (2.69) 

gdje je  

 2 /p t 0hf p�G �  (2.70) 

odvajanje u trenutku kada naprezanje odgovara vla�þnoj �þvrsto�üi materijala tf , h  je veli�þina 

kona�þnog elementa, a p0 je penalty koeficijent. 

U grani�þnom slu�þaju kada je 

 0

lim 0pp
�G

�o�f
� 

 (2.71) 

odvajanje rubova dvaju susjednih kona�þnih elemenata jednako je nuli, što odgovara trenutku kada 

je postignuta vla�þna �þvrsto�üa materijala tf .  
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S pove�üanjem odvajanja p�G �G�! , naprezanje me�ÿu rubovima kona�þnih elemenata opada i u 

trenutku c�G �G�  naprezanje postaje �1 = 0. Za podru�þje c p�G � G � G� ! � ! usvojena je veza izme�ÿu 

naprezanja i pomaka u obliku 

 tz f�V�  (2.72) 

gdje je z  funkcija eksperimentalne krivulje koja opisuje ponašanje betona u vlaku [H7] s 

koeficijentima 1 3.00c � i 2 6.93c � . 
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Parametar D u izrazu (2.49) iznosi 
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Kompletna veza �1 – �/ u vlaku za monotono optere�üenje može se prikazati u obliku 
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Za pukotine optere�üene u posmiku pretpostavljeno je da se ponašaju na sli�þan na�þin kao što 

je to prikazano za vlak. Do trenutka dok se ne dosegne posmi�þna �þvrsto�üa materijala, rubovi dvaju 

susjednih kona�þnih elemenata pridržani su pomo�üu posmi�þnih naprezanja koja se ra�þunaju 

pomo�üu penalty metode. Rubovi su pridržani posmi�þnim oprugama kao što je prikazano na crtežu 

2.14 sukladno izrazu 
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gdje je 

 2 /p s 0t hf p�  (2.77) 

odvajanje u trenutku kada naprezanje odgovara posmi�þnoj �þvrsto�üi materijala fs, h je veli�þina 

kona�þnog elementa, a p0 je penalty koeficijent. 

 

Crtež 2.14 Posmi�þne opruge [M11] 

U grani�þnom slu�þaju kada je 

 0

lim 0pp
t

�o�f
� 

 (2.78) 

klizanje rubova dvaju susjednih kona�þnih elemenata jednako je nuli, što odgovara trenutku kada je 

postignuta posmi�þna �þvrsto�üa materijala sf . 

S pove�üanjem klizanja pt t�! , naprezanje me�ÿu rubovima kona�þnih elemenata opada i u 

trenutku ct t�  naprezanje postaje �2 = 0. Za podru�þje c pt t t� ! � ! pretpostavljena je veza izme�ÿu 

naprezanja i klizanja u obliku 

 sz f�W�   (2.79) 

gdje je D definiran izrazom 
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 (2.80) 

Kompletna relacija koja opisuje vezu t�W��  u posmiku može se prikazati u obliku 
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U slu�þaju da je pukotina optere�üena u vlaku i posmiku, tada se za prora�þun normalnih 

odnosno posmi�þnih naprezanja i dalje koriste isti izrazi kao što je to prethodno objašnjeno, s tim 

da se usvaja faktor ošte�üenja D koji je definiran kao 
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 (2.82) 

Kriterij loma odre�ÿen je uvjetom 

 1D �d  (2.83) 

 

Crtež 2.15 Cikli �þko ponašanje betona u kontaktnom elementu  

Cikli �þko ponašanje betona u kontaktnom elementu [Ž1] nakon pojave pukotine uzima se u 

obzir na na�þin da se pamti maksimalno ošte�üenje betona Dmax u kontaktnom elementu koje je 

definirano izrazom (2.58). Ako je ošte�üenje D manje od maksimalnog ošte�üenja Dmax koje se 

pojavilo u kontaktnom elementu, tada je funkcija ponašanja betona z u vlaku, prikazana na crtežu 

2.15, definirana izrazom 
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odnosno u posmiku 
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2.4 VREMENSKA DISKRETIZACIJA 

U kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata, svaki diskretni element diskretiziran 

je s trokutnim tro�þvornim kona�þnim elementima. Oblik i položaj svakog diskretnog elementa u 

ravnini opisan je s trenutnim koordinatama �þvorova kona�þnih elemenata koje se mogu prikazati u 

obliku 
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gdje je n  ukupan broj stupnjeva slobode sustava. Na sli�þan je na�þin polje brzina nad diskretnim 

elementom opisano pomo�üu brzina �þvorova kona�þnih elemenata 
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dok je polje ubrzanja nad diskretnim elementom prikazano kao 
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Da bi se mogli uzeti u obzir inercijalni efekti, u prora�þun je potrebno uvesti masu koja je u 

kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata koncentrirana u �þvorove kona�þnih elemenata. 

(crtež 2.16). Ovakav na�þin tretiranja mase vodi prema modelu koncentriranih masa koje se može 

prikazati u obliku 
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Na ovaj na�þin svaki stupanj slobode sustava ima svoju pripadaju�üu masu. 

Ukupne sile koje se javljaju u �þvorovima kona�þnih elemenata posljedica su interakcije 

izme�ÿu dva ili više diskretnih elemenata u kontaktu, deformiranja kona�þnog elementa, vanjskih 

sila koje djeluju na sustav te sila prigušenja.  

 

Crtež 2.16 Model koncentriranih masa 

Sve te zbrojene sile mogu se prikazati u obliku vektora �þvornih sila koji ima oblik 
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tako da se dinami�þka jednadžba ravnoteže sustava može pisati kao 
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Vremenska integracija jednadžbe gibanja (2.91) u vremenu provedena je eksplicitnim putem 

koriste�üi metodu kona�þnih razlika [M17] koja je uvjetno stabilna i �þija stabilnost i to�þnost ovisi o 

izboru vremenskog koraka. Osnovna shema metode kona�þnih razlika može se prikazati u obliku 

 1
/2 /2t t t t tt ��

��� ' � �� '�  � � � 'v v m f  (2.92) 

 /2t t t t tt��� ' � � � '� � � � 'x x v  (2.93) 

gdje je /2t t��� 'v  vektor �þvornih brzina u trenutku ( / 2t t�� �' ), /2t t���'v  vektor brzina u trenutku 

( / 2t t� � � ' ), tf  vektor �þvornih sila u položaju tx , m matrica masa, t t�� �'x  vektor koordinata �þvorova 

u trenutku t t� � � ' , tx  vektor koordinata �þvorova u trenutku t , t�'  vremenski korak. 

Iz izraza (2.91) može se uo�þiti da u kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata 

nema rješavanja sustava jednadžbi, ve�ü se vremenska integracija jednadžbi gibanja u vremenu, uz 

primjenu modela koncentriranih masa i eksplicitne integracijske metode, svodi na rješavanje n  

linearnih jednadžbi u svakom vremenskom koraku. 
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3. ANALIZA NUMERI �ýKIH PARAMETARA 

Pri prora�þunu zidanih konstrukcija kombiniranom metodom kona�þno-diskretnih elemenata 

javlja se nekoliko numeri�þkih parametara �þija procjena može zna�þajno utjecati na to�þnost 

numeri�þkog rješenja. U ovom poglavlju provest �üe se analiza penalty koeficijenta i koeficijenta 

prigušenja. Vrijednost penalty koeficijenta zna�þajna je kod problema u kojima se prati veza sila-

pomak, dok vrijednost koeficijenta prigušenja utje�þe na gubitak energije prilikom dinami�þkog 

kontakta dvaju diskretnih elemenata, što može zna�þajno utjecati na ponašanje suho zidanih 

kamenih konstrukcija za vrijeme potresa. U sklopu ovog poglavlja analizirana je veza izme�ÿu 

koeficijenta prigušenja i koeficijenta restitucije, a sam model prigušenja u kombiniranoj metodi 

kona�þno-diskretnih elemenata uspore�ÿen je s viskoznim prigušenjen koje se koristi u metodi 

kona�þnih elemenata. Pored toga, izvršena je verifikacija stati�þkog trenja te numeri�þkog modela 

temperaturnog djelovanja koje je u sklopu ove radnje implementirano u ra�þunalni program Y-2D. 

Equation Chapter 3 Section 1 
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3.1  ANALIZA PENALTY KOEFICIJENTA 

Zbog korištenja penalty metode prilikom prora�þuna kontaktnih sila, u kombiniranoj metodi 

kona�þno-diskretnih elemenata dolazi do pogreške rješenja u analizi onih problema u kojima se 

prati veza sila-pomak. Penalty koeficijentom regulira se veli�þina penetracije jednog kona�þnog 

elementa u drugi prilikom kontaktnog me�ÿudjelovanja, ali isto tako i veli�þina razdvajanja 

kona�þnih elemenata prije pojave pukotine. To direktno utje�þe na veli�þinu pogreške koja se regulira 

iznosom penalty koeficijenta.  

Teoretski bi se vrijednost penalty koeficijenta mogla odabrati ekstremno velika �þime bi se u 

startu eliminirao utjecaj pogreške pomaka, me�ÿutim, ve�üa vrijednost penalty koeficijenta, zbog 

korištenja eksplicitne integracije jednadžbi gibanja, rezultira manjim vremenskim korakom zbog 

�þega se vrijeme prora�þuna može višestruko produljiti. U numeri�þkim primjerima koji se provode 

kombiniranom metodom kona�þno-diskretnih elemenata potrebno je procijeniti minimalnu 

vrijednost penalty koeficijenta koja �üe relativnu pogrešku pomaka svesti na prihvatljivu razinu. 

 

Crtež 3.1 Kameni stup: (a) geometrija; (b) diskretizacija sustava 

U ovom primjeru izvršena je analiza utjecaja penalty koeficijenta na to�þnost rješenja za 

slu�þaj djelovanja normalnog tla�þnog optere�üenja prilikom analize suho zidanih kamenih 

konstrukcija. U tu svrhu odabran je kameni stup sastavljen od deset blokova suho složenih jedan 
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na drugi kao što je prikazano na crtežu 3.1-a. Na vrhu stupa zadana je monotono rastu�üa vertikalna 

tla�þna sila koja uzrokuje vertikalni pomak vrha stupa �þiju je vrijednost mogu�üe analiti�þki odrediti. 

Na temelju poznatog analiti�þkog i dobivenog numeri�þkog rješenja pomaka vrha stupa odre�ÿena je 

relativna pogreška pomaka. 

Diskretizacija sustava korištena u numeri�þkoj analizi prikazana je na crtežu 3.1-b, dok su 

usvojene karakteristike kamena prikazane u tablici 3.1. 

Tablica 3.1 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Kamen 

Modul elasti�þnosti, E (GPa) 20.0 

Poissonov koeficijent, �� 0.0 

Analiza je provedena s i bez mogu�ünosti pucanja kamenih blokova uz razli�þite vrijednosti 

penalty koeficijenta p0. Za slu�þaj kada blokovi imaju mogu�ünost pucanja, trokutni kona�þni 

elementi me�ÿusobno su odvojeni kontaktnim elementima. Kontaktne sile izme�ÿu susjednih 

kona�þnih elemenata ra�þunaju se na principu penalty metode. U slu�þaju kada blokovi nemaju 

mogu�ünost pucanja trokutni kona�þni elementi kojima je diskretiziran pojedini blok nisu odvojeni. 

U ovom slu�þaju prodor je mogu�ü samo izme�ÿu trokutnih kona�þnih elemenata koji se nalaze uz 

horizontalne sljubnice susjednih blokova. Na temelju ovog razmatranja za o�þekivati je da �üe 

relativna pogreška pomaka za istu vrijednost penalty koeficijenta biti ve�üa u slu�þaju kada je 

omogu�üeno pucanje kamenih blokova u odnosu na onu kada pucanje blokova nije omogu�üeno. 
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 Crtež 3.2 Relativna pogreška u odnosu na vrijednost penalty koeficijenta za analizu: (a) bez mogu�ünosti 
pucanja blokova; (b) s mogu�ünoš�üu pucanja blokova 
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Na crtežu 3.2-a i 3.2-b prikazana je veli�þina relativne pogreške rješenja u odnosu na 

analiti�þko rješenje, ovisno o vrijednosti penalty koeficijenta, za slu�þaj kada blokovi nemaju te 

kada imaju mogu�ünost pucanja. Iz prikazanih rezultata može se vidjeti da u oba slu�þaja veli�þina 

relativne pogreške opada sa pove�üanjem penalty koeficijenta. U slu�þaju kada blokovi nemaju 

mogu�ünost pucanja, vrijednost relativne pogreške je manja od jedan posto ve�ü pri vrijednosti 

penalty koeficijenta deset puta ve�üeg od modula elasti�þnosti materijala. Za slu�þaj kada blokovi 

imaju mogu�ünost pucanja, vrijednost relativne pogreške manja je od jedan posto pri vrijednosti 

penalty koeficijenta sto puta ve�üeg od modula elasti�þnosti. Daljnjim pove�üanjem vrijednosti 

penalty koeficijenta, relativna pogreška rješenja dodatno se smanjuje. 

Vrijednosti relativnih pogrešaka rješenja prikazane na crtežu 3.2 odnose se na diskretizaciju 

sustava prikazanu na crtežu 3.1-b. U slu�þaju kada blokovima nije dana mogu�ünost pucanja, s 

pove�üanjem gusto�üe mreže relativna pogreška pomaka linearno �üe opadati. U slu�þaju kada je 

pucanje blokova omogu�üeno, vrijednost relativne pogreške pomaka ne ovisi o gusto�üi mreže 

[M17]. 

3.2 ANALIZA PRIGUŠENJA 

U kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata gubitak energije uslijed dinami�þkih 

efekata ostvaren je preko modela prigušenja koje je opisano u drugom poglavlju izrazom (2.54). 

Prigušenje se u ovoj metodi tako�ÿer koristi kod stati�þkih analiza kada se uslijed nanošenja 

monotono rastu�üeg optere�üenja žele izbje�üi dinami�þki efekti. Da bi se ispravno mogla procijeniti 

veli�þina koeficijenta prigušenja koja �üe se koristiti u numeri�þkoj analizi, potrebno je dobro 

poznavati sve efekte koje prigušenje u konstrukciji može izazvati.  

U analizama koje su provedene u nastavku, razmatrana je veli�þina koeficijenta prigušenja u 

odnosu na kriti�þno prigušenje sustava. Tako�ÿer je razmatrana veza izme�ÿu prigušenja u 

FEM/DEM metodi s viskoznim prigušenjem koje se koristi u metodi kona�þnih elemenata. 

Analiza je zapo�þeta s trokutnim elementom kojemu su dva �þvora fiksirana, dok je u tre�üem 

�þvoru zadana po�þetna brzina 0v  kako je to prikazano na crtežu 3.3. 
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Crtež 3.3 Trokutni kona�þni element i ekvivalentni jednostupnjevni sustav 

Budu�üi da se oscilacije mase 1m  doga�ÿaju samo u vertikalnom smjeru, trokutni element 

može se zamijeniti ekvivalentnim jednostupnjevnim sustavom (JS) (crtež 3.3) kod kojeg su 

koeficijent elasti�þne krutosti 1k , koeficijent viskoznog prigušenja 1c  i masa 1m  jednaki: 
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 (3.1) 

gdje je �P koeficijent prigušenja, E  modul elasti�þnosti, a �U gusto�üa materijala trokuta. Uzimaju�üi 

u obzir izraz (3.1) dinami�þka jednadžba ravnoteže JS ima oblik [M8] 

 1 1 1 1 1 1 0m u c u k u�� � � �  ���� ��  (3.2) 

s rubnim i po�þetnim uvjetima 
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Za slu�þaj da je koeficijent prigušenja �P jednak nuli, vlastita kružna frekvencija promatranog 

sustava iznosila bi 
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gdje je zv  brzina zvuka u materijalu koja je jednaka [M8] 
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 z

E
v
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�  (3.5) 

Period slobodnih neprigušenih oscilacija jednak je 
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Koeficijent kriti�þnog prigušenja kr�P  može se dobiti iz relacije 

 1 12krc m �Z�  (3.7) 

iz �þega uzimaju�üi u obzir izraz (3.1) slijedi 

 
2

3
kr h E�P �U�  (3.8) 

Budu�üi da teoretski najve�üa frekvencija sustava max�Z  koja se može uzeti u obzir ovisi o 

veli�þini kona�þnog elementa, to se iz izraza (3.4) i (3.5) može dobiti 

 max

3 E
h

�Z
�U

�  (3.9) 

Na slici 3.4 prikazane su usporedbe oscilacija mase 1m  dobivene FEM/DEM metodom s 

analiti�þkim rješenjem jednadžbe (3.2) i (3.3) za parametre prikazane u tablici 3.2.  

Tablica 3.2 Parametri korišteni u numeri�þkoj analizi 

Parametri 

Modul elasti�þnosti, E (GPa) 30.0 

Poissonov koeficijent, �� 0.0 

Gusto�üa, �! (kg/m3) 2500 

Duljina trokuta, l (m) 1.0 

Visina trokuta, h (m) 0.8 

Po�þetna brzina, v0 (m/s) 0.5 

Koeficijent prigušenja �P variran je s vrijednostima: 0.0 Pa s�P� , 62.0 10  Pa s�P�  �  ̃ te 

68.0 10  Pa skr� P � P�  �  � ˜. 
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Ovim primjerom pokazano je da se u nekim jednostavnim slu�þajevima može uspostaviti 

veza izme�ÿu koeficijenta prigušenja �P te koeficijenta viskoznog prigušenja c . Tako�ÿer je 

izvedena relacija po kojoj se može odrediti kriti�þno prigušenje sustava s jednim stupnjem slobode. 
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Crtež 3.4 Usporedba numeri�þkog i analiti�þkog rješenja oscilacija mase 1m  za prigušenja: (a) 

0.0 Pa s�P� ; (b) 62.0 10  Pa s�P�  � ;̃ (c) 68.0 10  Pa skr� P � P�  �  � ˜ 

Ako se isti trokut diskretizira s guš�üom mrežom kako je to prikazano na crtežu 3.5 problem 

se može svesti na sustav s dva stupnja slobode �þije su karakteristike 
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Crtež 3.5 Trokutni kona�þni element i ekvivalentni dvostupnjevni sustav 

Dinami�þka jednadžba ravnoteže promatranog sustava ima oblik 
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s rubnim i po�þetnim uvjetima 

 0 0
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U slu�þaju da je prigušenje �P jednako nuli, vlastite kružne frekvencije slobodnih oscilacija 

promatranog sustava iznosile bi 
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odakle se sukladno izrazu (3.6) mogu dobiti prvi i drugi vlastiti period koji iznose 
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 (3.15) 

Pripadaju�üi maseno ortonormirani vlastiti vektori prikazani su pomo�üu vlastite matrice koja u 

ovom slu�þaju ima oblik 
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Množe�üi izraz (3.11) s T� - � - dobije se 

 0T T T�� � � �  �- M�- u �- C�- u �- K�- u���� ��  (3.17) 

što se može pisati kao 

 0�� � � �  Mu Cu Ku���� ��  (3.18) 

gdje je 
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Budu�üi da su matrice M , C i K  dijagonalne, do rješenja izraza (3.18) može se do�üi spektralnom 

analizom na na�þin da se vektor pomaka u  prikaže u obliku 

 � u �- y  (3.20) 

gdje je y  vektor vremenskih funkcija. Za odabrane parametre i slu�þaj neprigušenih oscilacija, 

maseno ortonormirana matrica vlastitih oblika �-  jednaka je 
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dok je vektor vremenskih funkcija jednak 
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U slu�þaju da postoji prigušenje �P, iz izraza (3.19) vidljivo je da prigušenje za i-tu 

frekvenciju iznosi 
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Kriti �þno prigušenje za i-tu frekvenciju iznosi 

 , 2i kr ic �Z�  (3.24) 

Iz ovog se može zaklju�þiti da je za promatrani problem i odabrani koeficijent prigušenja �P, 

relativno prigušenje i�[  pojedine frekvencije jednako 
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Ako bi se promatrani trokut diskretizirao s još guš�üom mrežom, tada bi odabrano prigušenje 

u FEM/DEM metodi prigušilo sve frekvencije za koje vrijedi 

 
2

i

E
�Z

�P
�t  (3.26) 

odnosno vlastite periode za koje vrijedi 

 iT
E

�S�P
�d  (3.27) 

Ovim primjerom pokazano je da se u nekim slu�þajevima, u kojima je matrica prigušenja 

sustava C  dijagonalna, može uspostaviti veza izme�ÿu koeficijenta prigušenja �P s relativnim 
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prigušenjem i�[  pojedine frekvencije sustava te da se dinami�þki odgovor sustava može promatrati 

u okviru modalne analize. 

U prethodnom primjeru matrica prigušenja sustava C  bila je proporcionalna matrici krutosti 

K . Da bi se pronašao op�üeniti odnos matrice prigušenja prema matrici masa ili krutosti, potrebno 

je promatrati sve stupnjeve slobode trokutnog elementa (vidi crtež 3.6) i vidjeti postoji li veza 

izme�ÿu matrice prigušenja s matricom masa ili matricom krutosti. 

 

Crtež 3.6 Trokutni kona�þni element s prikazanim stupnjevima slobode 

Matrica masa kona�þnog elementa ima oblik 
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gdje je t  debljina elementa, A površina, a �U gusto�üa elementa. Matrica krutosti K  kona�þnog 

elementa jednaka je [K2] 

 Tt A� K B DB  (3.29) 

gdje su matrice B  i D  jednake 
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Može se tako�ÿer pokazati da analogno izrazu (3.29) matrica prigušenja C  kona�þnog elementa ima 

oblik 

 Tt A�P� C B I B  (3.32) 

Iz prethodnog izraza vidljivo je da matrica prigušenja C  nije proporcionalna ni matrici masa M  

ni matrici krutosti K . Sukladno izrazima (3.17) i (3.18) matrica C  uzimaju�üi u obzir izraz (3.32) 

jednaka je 

 T T Tt A�P�  �  C �- C� - � -B I B �-  (3.33) 

odakle se može zaklju�þiti da u op�üem slu�þaju matrica prigušenja C  nije dijagonalna matrica nego 

puna. 

Na temelju provedene analize može se zaklju�þiti da se u op�üem slu�þaju u kombiniranoj 

metodi kona�þno-diskretnih elemenata ne može dinami�þki odgovor konstrukcije promatrati u 

okviru modalne analize gdje svaki vlastiti oblik ima svoje prigušenje. Tako�ÿer se ne može 

uspostaviti veza izme�ÿu koeficijenta prigušenja �P i relativnog prigušenja i�[  pojedine frekvencije 

sustava, me�ÿutim, izrazi (3.25), (3.26) i (3.27) i dalje se mogu koristiti kao grube aproksimacije te 

veze. 

3.3  ANALIZA KONTAKTNOG ME �� UDJELOVANJA 

Gubitak energije koji se doga�ÿa uslijed sudara dvaju tijela, u kombiniranoj metodi kona�þno-

diskretnih elemenata opisuje se preko modela prigušenja definiranog koeficijentom prigušenja 

kako je to prikazano u drugom poglavlju izrazom (2.54). Da bi se u kombiniranoj metodi 

kona�þno-diskretnih elemenata mogao simulirati gubitak energije prilikom sudara dvaju diskretnih 

elemenata potrebno je ispravno procijeniti veli�þinu koeficijenta prigušenja. Fizikalna veli�þina 
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kojom se u praksi naj�þeš�üe opisuje gubitak energije prilikom sudara dvaju tijela naziva se 

koeficijent restitucije i njega je mogu�üe eksperimentalno odrediti.  

U numeri�þkim primjerima koji su provedeni u nastavku analizirana je veza izme�ÿu 

koeficijenta prigušenja i koeficijenta restitucije. Tako�ÿer je analizirana ovisnost koeficijenta 

restitucije o gusto�üi mreže kona�þnih elemenata, vrijednosti penalty koeficijenta, brzini sudara te o 

tome je li je usvojena mogu�ünost odnosno nemogu�ünost pucanja blokova. Cilj analize bio je 

utvrditi postoji li izme�ÿu koeficijenta prigušenja i koeficijenta restitucije nekakav jedinstveni 

odnos, te ako postoji, pod kojim uvjetima on vrijedi i kako izgleda.  

Numeri�þka analiza provedena je na dva kamena bloka A i B. Bloku A zadana je po�þetna 

brzina 0Av  kojom putuje prema bloku B koji miruje sve dok ne do�ÿe do sudara. Nakon sudara blok 

A nastavlja se gibati brzinom 1Av , a blok B brzinom 1Bv . Shematski prikaz problema zajedno s 

geometrijskim karakteristikama blokova prikazan je na crtežu 3.7.  

 

Crtež 3.7 Sudar dvaju kamenih blokova 

Analiza je provedena s razli�þitim gusto�üama mreža kona�þnih elemenata kojima su 

diskretizirani blokovi.  

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Crtež 3.8 Predlošci mreža kona�þnih elemenata bloka korištene u analizi: (a) tip A (osam elemenata); (b) tip 
B (200 elemenata); (c) tip C (800 elemenata) 
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Predlošci mreža kona�þnih elemenata korištenih u numeri�þkoj analizi prikazani su na crtežu 

3.8. Analiza je tako�ÿer provedena s razli�þitim vrijednostima koeficijenta prigušenja�P (0.1E+06, 

0.5E+06, 1.0E+06, 5.0E+06), razli�þitim vrijednostima penalty koeficijenta 0p  (E, 10 E, 25 E, 100 

E) gdje je E modul elasti�þnosti materijala te razli�þitim po�þetnim brzinama bloka A, 0Av  (3.0 m/s i 

10.0 m/s). Karakteristike materijala korištene u numeri�þkoj analizi prikazane su u tablici 3.3. 

Tablica 3.3 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Kamen 

Modul elasti�þnosti, E (GPa) 30.5 

Poissonov koeficijent, �� 0.2 

Gusto�üa, �! (kg/m3) 2340 

Na crtežu 3.9. prikazane su karakteristi�þne faze sudara analiziranog u programu Y-2D. U 

prvoj fazi blok A putuje prema bloku B koji miruje (crtež 3.9-a). U drugoj fazi blok A i B se 

nalaze u kontaktu (crtež 3.9-b), dok se u tre�üoj fazi svaki blok nastavlja gibati svojom brzinom  

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Crtež 3.9 Faze sudara: a) blok A putuje prema bloku B, b) blok A i B se nalaze u kontaktu, c) blok A i B se 
gibaju svaki svojom brzinom 

Ako se na ukupan sustav koji se sastoji od blokova A i B primjeni drugi Newtonov zakon 

može se pisati 
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gdje je cm  masa sustava koja je jednaka zbroju masa blokova A i B,cv  brzina centra mase sustava 

dok je � � � �c tf  ukupna sila koja djeluje na centar masa sustava. Budu�üi da na sustav ne djeluje 

nikakva vanjska sila te da se masa sustava ne mijenja, izraz (3.34) prelazi u  

 
�� ��

0cd

dt
� 

v
 (3.35) 

što zna�þi da brzina središta mase sustava, koja je jednaka 

 
2

A B
c

��
� 

v v
v  (3.36) 

gdje su Av  i Bv  brzine blokova A i B, ostaje nepromijenjena tijekom vremena. Uzimaju�üi u obzir 

da je po�þetna brzina bloka B jednaka nuli, prethodni izraz može se pisati u obliku 

 0A B Av v v�� �  (3.37) 

 Prethodni izraz koji je posljedica zakona o�þuvanja koli�þine gibanja mora biti ispunjen u svakom 

vremenskom trenutku. 

Na crtežima 3.10 i 3.11 prikazane su brzine blokova te kineti�þka energija za sudar sa 

sljede�üim parametrima: p0=100 E, predložak mreže B, vA0=3.0 m/s. Koeficijent prigušenja �P je u 

prvom slu�þaju iznosio 5.0 05e�P�  � � Pas dok je u drugom slu�þaju iznosio 1.0 06e�P�  � � Pas. U 

prikazanim dijagramima vremenu od nula sekundi odgovara trenutak kada su se blokovi našli u 

kontaktu. Iz crteža je vidljivo da je zbroj brzina blokova A i B u vremenu konstantan sukladno 

izrazu (3.36) što zna�þi da je zadovoljen zakon o�þuvanja koli�þine gibanja. Tako�ÿer se može vidjeti 

kako se kineti�þka energija u trenutku kontakta po�þinje smanjivati. U trenutku kada kineti�þka 

energija postigne svoj minimum, potencijalna energija unutar blokova poprima svoju maksimalnu 

vrijednost. Nakon toga potencijalna energija blokova pretvara se u kineti�þku energiju dok razlika 

izme�ÿu po�þetne i kona�þne kineti�þke energije predstavlja energiju koja se izgubila prilikom 

kontakta. Iz prikazanih dijagrama kineti�þke energije u tijeku vremena, može se uo�þiti da je u 

drugom slu�þaju gdje je koeficijent prigušenja bio ve�üi kona�þna kineti�þka energija manja odnosno 

gubitak energije ve�üi. 
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(b) 

Crtež 3.10 Sudar s usvojenim parametrima: �P=5.0e+05 Pas, p0=100 E, predložak mreže B, 

0 3.0 m/sAv � : (a) brzine blokova; (b) ukupna kineti�þka energija 
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(b) 

Crtež 3.11 Sudar sa usvojenim parametrima: �P=1.0e+06, p0=100 E, predložak mreže B, 0 3.0 m/sAv � : 

(a) brzine blokova; (b) ukupna kineti�þka energija 

Uslijed gubitaka energije prilikom sudara blokova, impuls 1S  i 2S  (vidi crtež 3.8), koji su 

posljedica kontaktne sile f  izme�ÿu dva bloka, nisu jednaki te se može pisati 

 2 1S k S�  (3.38) 

gdje je k  koeficijent restitucije koji se kre�üe u granicama izme�ÿu nule i jedan. Vrijednost 

koeficijenta restitucije može se dovesti u vezu s brzinama blokova A i B prije sudara i nakon 

sudara [G11] u obliku 

 1 1

0 0

B A

A B

v v
k

v v
��

� 
��

 (3.39) 

gdje su 0Av  i 0Bv  brzine blokova A i B prije sudara, dok su 1Av  i 1Bv  brzine blokova A i B nakon 

sudara. 
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Crtež 3.8 Kontaktna sila u vremenu u trenutku sudara 

Koeficijent restitucije je mjera gubitka energije prilikom sudara �þija vrijednost ovisi o vrsti 

materijala.  

Na crtežima 3.12 i 3.13 redom su prikazane numeri�þki dobivene vrijednosti koeficijenta 

restitucije u ovisnosti o raznim vrijednostima koeficijenta prigušenja, penalty koeficijenta te 

gusto�üi mreže kona�þnih elemenata za slu�þaj kada je po�þetna brzina bloka A 0Av = 3.0 m/s odnosno 

0Av = 10.0 m/s. U oba slu�þaja blokovima nije dana mogu�ünost pucanja. 
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Crtež 3.12 Koeficijenti restitucije kada je 0 3.0Av �  m/s uz nemogu�ünost pucanja blokova za: (a) mrežu A; 

(b) mrežu B; (c) mrežu C 
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Iz prikazanih rezultata može se uo�þiti da je koeficijent restitucije gotovo neovisan o penalty 

koeficijentu ukoliko je vrijednost penalty koeficijenta deset puta ve�üa od modula elasti�þnosti 

materijala. Tako�ÿer se uo�þava da s porastom koeficijenta prigušenja koeficijent restitucije opada 

što je i bilo za o�þekivati, budu�üi da su gubici energije prilikom sudara s ve�üim koeficijentom 

prigušenja ve�üi. Nadalje, zapaža se da su kod mreža B i C, neovisno o po�þetnoj brzini bloka A, za 

odabrani koeficijent prigušenja razlike u koeficijentima restitucije zanemarive, dok su te razlike 

kod mreže A zna�þajne u odnosu na mrežu B i C. Iz izloženih razmatranja može se zaklju�þiti da u 

slu�þaju kada blokovima nije dana mogu�ünost pucanja te kada su vrijednosti penalty koeficijenta 

deset puta ve�üe od modula elasti�þnosti materijala, koeficijent restitucije ne ovisi o gusto�üi mreže ni 

o penalty koeficijentu ako je mreža kona�þnih elemenata dovoljno gusta. 
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Crtež 3.13 Koeficijenti restitucije kada je 0 10.0Av �  m/s uz nemogu�ünost pucanja blokova za: (a) mrežu 

A; (b) mrežu B; (c) mrežu C 

Na crtežima 3.14 i 3.15 redom su prikazane numeri�þki dobivene vrijednosti koeficijenta 

restitucije za slu�þaj kada je po�þetna brzina bloka A 0Av = 3.0 m/s odnosno 0Av = 10.0 m/s te kada 

blokovi imaju mogu�ünost pucanja. U ovom slu�þaju izme�ÿu trokutnih kona�þnih elemenata umetnuti 
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su kontaktni elementi što zna�þi da je svaki kona�þni element fizi�þki odvojen od susjednog 

kona�þnog elementa. Budu�üi da su susjedni kona�þni elementi prije pojave pukotine pridržani 

penalty metodom preko modela krutih opruga u normalnom i popre�þnom smjeru, kako je to 

opisano u drugom poglavlju, nametnula se potreba ispitivanja utjecaja kontaktnog elementa na 

koeficijent restitucije. Kako bi se izbjegla pojava pukotina, u svim primjerima je usvojena vla�þna i 

posmi�þna �þvrsto�üa u iznosu od 100 MPa.  

Iz prikazanih rezultata može se uo�þiti zanemariva razlika u koeficijentima restitucije izme�ÿu 

mreže B i C dok je kod mreže A ta razlika, sli�þno kao u slu�þaju kada blokovima nije dana 

mogu�ünost pucanja, u usporedbi s mrežom B i C zna�þajna. Tako�ÿer se može uo�þiti da za odabrani 

koeficijent prigušenja i vrijednost penalty koeficijenta 25 puta ve�üu od modula elasti�þnosti 

materijala, koeficijent restitucije poprima gotovo konstantnu vrijednost koja ne ovisi o po�þetnoj 

brzini bloka A. 
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Crtež 3.14 Koeficijenti restitucije kada je 0 3.0Av �  m/s uz mogu�ünost pucanja blokova za: (a) mrežu A; 

(b) mrežu B; (c) mrežu C 
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Crtež 3.15 Koeficijenti restitucije kada je 0 10.0Av �  m/s uz mogu�ünost pucanja blokova za: (a) mrežu A; 

(b) mrežu B; (c) mrežu C 
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Crtež 3.16 Veza koeficijenta restitucije i koeficijenta prigušenja �P 

Uzimaju�üi u obzir rezultate numeri�þkih analiza prikazanih na crtežima 3.12-3.15, može se 

zaklju�þiti da za vrijednosti penalty koeficijenta 25 puta ve�üe od modula elasti�þnosti materijala i 
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dovoljno gustu mrežu kona�þnih elemenata izme�ÿu koeficijenta restitucije i koeficijenta prigušenja 

postoji jedinstvena veza, neovisna o brzini sudara diskretnih elemenata i o postojanju kontaktnih 

elemenata izme�ÿu mreže kona�þnih elemenata. Ta veza, koja je zna�þajna pri procjeni koeficijenta 

prigušenja �P na temelju poznatog koeficijenta restitucije, prikazana je na crtežu 3.16. 

3.4 VERIFIKACIJA TEMPERATURNOG DJELOVANJA 

U sklopu ovog rada unutar kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata 

implementiran je model temperaturnog djelovanja kao funkcije vremena, stoga je u ovom primjeru 

izvršena verifikacija tog algoritma. U tu svrhu odabran je trokutni element geometrijskih 

karakteristika prikazanih na crtežu 3.17 koji je izložen djelovanju temperature kao funkcije u 

vremenu 

 040   ( C/s)T t� ' �   (3.40) 

 

Crtež 3.17 Trokutni kona�þni element izložen temperaturnom djelovanju 

Mehani�þke karakteristike materijala korištene u analizi prikazane su u tablici 3.4 

Tablica 3.4 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Materijal 

Modul elasti�þnosti, E (GPa) 30.0 

Poissonov koeficijent, �� 0.2 

Koeficijent temperaturnog rastezanja, �.t (MPa) 1.0e-5 

 Ako je jedan od ležajeva A ili B klizni, deformacija trokuta u x  smjeru iznosila bi 

 xx t T�H �D� �'  (3.41) 
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Budu�üi da je deformacija trokuta u x  smjeru sprije�þena, to se u trokutu javlja tla�þno naprezanje 

xx�V  koje iznosi 

 xx tE T�V �D� �'  (3.42) 

što nakon uvrštavanja poznatih parametara prelazi u 

 12.0  MPaxx t�V �  (3.43) 

Deformacija trokuta u y  smjeru, koja je jednaka zbroju deformacija od temperature te 

deformacije uzrokovane naprezanjem u x  smjeru, jednaka je 

 (1 )yy t t tT T T�H � D � D � Q � D � Q�  � ' � � � ' �  � ' � � (3.44) 

što nakon uvrštavanja poznatih parametara prelazi u 

 0.00048yy t�H �  (3.45) 

Na slici 3.18-a i 3.18-b prikazana je usporedba numeri�þkog i analiti�þkog rješenja naprezanja 

xx�V  i deformacije yy�H  u funkciji vremena. Iz prikazanih rezultata vidi se slaganje numeri�þkog i 

analiti�þkog rješenja. 
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(b) 

Crtež 3.18 Usporedba numeri�þkih i analiti�þkih rezultata u trokutu: (a) usporedba naprezanja xx�V ; (b) 

usporedba deformacija yy�H  
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3.5 VERIFIKACIJA STATI �ýKOG I DINAMI �ýKOG TRENJA 

U sklopu ovog rada u Y-2D ra�þunalni program baziran na kombiniranoj metodi kona�þno-

diskretnih elemenata implementiran je model stati�þkog trenja. U ovom primjeru provedena je 

verifikacija implementiranog modela. Za primjer je odabran kameni blok koji leži na hrapavoj 

horizontalnoj podlozi. Na blok djeluje trokutni element kojemu je zadana funkcija brzine u obliku 

 ( ) 0.04   (m/s)v t t�  (3.46) 

Shematski prikaz problema prikazan je na crtežu 3.5. 

 

Crtež 3.19 Blok na hrapavoj podlozi 

Karakteristike kamena korištene u numeri�þkoj analizi prikazane su u tablici 3.5. 

Tablica 3.5 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Kamen 

Prostorna težina, �� (kN/m3) 23.40 

Stati�þki koeficijent trenja, µst 0.4 

Dinami�þki koeficijent trenja, µdin 0.2 

Na temelju prikazanih podataka može se izra�þunati težina bloka koja iznosi 4.212 kNG � . 

Vrijednost stati�þke sile trenja jednaka je  

 1.6848 kNs stf G �P� �  (3.47) 

dok je vrijednost dinami�þke sile trenja jednaka 

 0.8424 kNdin dinf G �P� �  (3.48) 
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Na crtežu 3.20-a prikazana je diskretizacija sustava, dok je na slici 3.20-b prikazan blok u 

fazi gibanja. 

 

(a) 

 

(b) 

Crtež 3.20 Blok na hrapavoj podlozi: (a) diskretizacija sustava u trenutku t = 0.0 s; (b) blok u trenutku t = 
25.0 ms 

Na crtežu 3.21 prikazana je usporedba sile trenja f  u ovisnosti o pomaku bloka dobivena 

analiti�þki i numeri�þki. 
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Crtež 3.21 Usporedba sile trenja u tijeku vremena dobivena analiti�þki i numeri�þki 

Na dijagramu se može uo�þiti da se stati�þka i dinami�þka sila trenja dobivena kombiniranom 

metodom kona�þno-diskretnih elemenata podudara s analiti�þkim rješenjem što potvr�ÿuje da 

kombinirana metoda kona�þno-diskretnih elemenata može realno opisati probleme u kojima se 

javlja utjecaj trenja, pri �þemu stati�þki i dinami�þki koeficijent trenja ne poprimaju jednaku 

vrijednost. 
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4. ANALIZA SUHO ZIDANIH KAMENIH 
KONSTRUKCIJA 

U ovom poglavlju prikazana je analiza suho zidanih kamenih konstrukcija primjenom 

postoje�üeg numeri�þkog modela baziranog na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata. 

Nakon prikazanog na�þina diskretizacije kamene konstrukcije, provedena je validacija numeri�þkog 

modela u opisivanju odre�ÿenih pojava koji se u kamenoj konstrukciji javljaju uslijed seizmi�þkog 

optere�üenja kao što su slobodno njihanje bloka, cikli�þko ponašanje suhog kontakta izme�ÿu dvaju 

blokova, cikli�þko ponašanje zida u ravnini te pojava fragmentacije kamenog bloka uslijed 

prekora�þenja �þvrsto�üe materijala. U prikazanim primjerima numeri�þki rezultati dobiveni 

kombiniranom metodom kona�þno-diskretnih elemenata uspore�ÿeni su s rezultatima 

eksperimenata. 

U ovom poglavlju tako�ÿer su izvršene analize u kojima su predložena dva na�þina kojima se 

u okviru ove metode može uzeti u obzir efekt površinske hrapavosti blokova koja utje�þe na 

normalnu i posmi�þnu krutost kamenih zidova. 

Na kraju poglavlja prikazana je mogu�ünost primjene ove metode u inkrementalnoj 

seizmi�þkoj analizi realnih kamenih konstrukcija. 

Equation Chapter 4 Section 1 
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4.1 DISKRETIZACIJA KONSTRUKCIJE 

Suho zidana kamena konstrukcija se u okviru kombinirane metode kona�þno-diskretnih 

elemenata promatra kao skup diskretnih elemenata odnosno kamenih blokova. Svaki kameni blok 

diskretiziran je vlastitom mrežom trokutnih kona�þnih elemenata izme�ÿu kojih su implementirani 

kontaktni elementi koji predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina (crtež 4.1). 

 

Crtež 4.1 Diskretizacija konstrukcije 

Ponašanje materijala u kona�þnim elementima je linearno-elasti�þno, dok je materijalna 

nelinearnost koja se javlja nakon nastanka pukotina opisana kontaktnim elementima. Ponašanje 

materijala u kontaktnom elementu opisano je u poglavlju 2.3. Pojava pukotine odnosno odvajanje 

rubova susjednih kona�þnih elemenata omogu�üeno je na na�þin da su susjedni rubovi trokutnih 

kona�þnih elemenata opisani s razli�þitim �þvorovima kao što je prikazano na crtežu 4.2.  

 

Crtež 4.2 Kona�þni i kontaktni element 

Kontaktne sile koje se javljaju izme�ÿu susjednih blokova, uklju�þuju�üi i sile trenja, baziraju 

se na principu potencijalnih kontaktnih sila kako je to objašnjeno u poglavlju 2.1. 

Za potrebe diskretizacije konstrukcije mrežom kona�þnih elemenata u sklopu ove radnje 

razvijen je ra�þunalni program Bmsh kojemu se geometrija konstrukcije zadaje u dxf formatu. 
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Program ima mogu�ünost diskretizacije �þetverostrani�þnih blokova s dva predloška mreže kona�þnih 

elemenata proizvoljne gusto�üe. Jedan od predložaka prikazan je na crtežu 4.1.  

4.2. VALIDACIJA NUMERI �ýKOG MODELA 

Validacija postoje�üeg numeri�þkog modela u analizi kamenih konstrukcija provedena je na tri 

primjera u kojima su numeri�þki rezultati uspore�ÿeni s rezultatima eksperimenta. U ovim 

primjerima analizirani su glavni efekti koji se u kamenim konstrukcijama mogu javiti za vrijeme 

seizmi�þke pobude. U prvom primjeru analizirano je slobodno njihanje jednog bloka na 

horizontalnoj podlozi, u drugom primjeru provedena je analiza posmi�þnog ponašanja u suhom 

kontaktu izme�ÿu dva kamena bloka dok je u tre�üem primjeru analizirano monotono i cikli�þko 

ponašanje kamenog zida u ravnini. 

4.2.1 Slobodno njihanje kamenog bloka 

U ovom primjeru provedena je validacija kombinirane metode kona�þno-diskretnih 

elemenata u analizi slobodnog njihanja kamenog bloka. Rezultati dobiveni FEM/DEM metodom 

uspore�ÿeni su s eksperimentalnim i numeri�þkim rezultatima preuzetim iz literature [P16]. 

Eksperiment je proveden na kamenom uzorku od granita izloženog slobodnom njihanju u 

Nacionalnom laboratoriju gra�ÿevinarstva u Portugalu [P9]. Numeri�þke rezultate preuzete iz 

literature [P16] Prieto je dobio preko formulacije slobodnog njihanja krutog bloka na podlozi 

koriste�üi viskozno prigušenje na kontaktu bloka i podloge. 

Geometrija uzorka zajedno s mrežom kona�þnih elemenata prikazana je na crtežu 4.3. 

Debljina uzorka iznosila je 0.754 m, dok je masa iznosila 503 kg. 

 

Crtež 4.3 Testni uzorak: (a) geometrija; (b) mreža kona�þnih elemenata 
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U numeri�þkoj analizi penalty koeficijent p0 iznosio je 46·1010. Koeficijent prigušenja �P 

odabran je u iznosu od 4.5·106 (N/m2/s) da bi se dobilo najbolje slaganje numeri�þkih i 

eksperimentalnih rezultata. U FEM/DEM metodi gubitak energije nije modeliran u kontaktu 

izme�ÿu bloka i podloge. To je postignuto unutar kona�þnih elemenata sukladno izrazu (2.54). Kada 

se blok i podloga na�ÿu u kontaktu, brzina deformacije uzrokuje gubitak energije zbog pojave sile 

prigušenja unutar kona�þnih elemenata bloka. Kao posljedica, kineti�þka energija bloka nakon 

sudara manja je nego prije sudara. 

Na crtežu 4.4 prikazana je usporedba slobodnog njihanja bloka u vremenu dobivena 

FEM/DEM metodom s rezultatima eksperimenta i numeri�þkim rezultatima koje je dobio Prieto 

[P16]. 

 

Crtež 4.4 Njihanje bloka u funkciji vremena 

Prikazana krivulja kut-vrijeme pokazuje vrlo dobro slaganje rezultata dobivenih FEM/DEM 

metodom s rezultatima eksperimenta i numeri�þkim rezultatima [P16]. Ovi rezultati pokazuju da je 

FEM/DEM metodom mogu�üe simulirati efekte slobodnog njihanja koji mogu biti vrlo važni u 

seizmi�þkoj analizi kamenih konstrukcija. 

4.2.2. Posmi�þno ponašanje kontakta dvaju blokova 

U ovom primjeru analizirano je posmi�þno ponašanje dvaju kamenih blokova da bi se 

pokazala to�þnost pri opisivanju odnosa normalnog i posmi�þnog naprezanja u suhom kontaktu 

izme�ÿu dva kamena bloka. Ovaj eksperiment proveli su Vasconcelos i Lourenço [V2] s tri razli�þita 
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predtla�þna naprezanja (0.5 MPa, 0.75 MPa and 1.0 MPa). Nakon nanošenja vertikalne predtla�þne 

sile, posmi�þni testovi provedeni su zadavanjem kontroliranih pomaka �þija je funkcija u vremenu 

prikazana na crtežu 4.5.  
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Crtež 4.5 Funkcija pomaka u vremenu za posmi�þne testove izme�ÿu dva bloka 

Geometrija bloka zajedno s mrežom kona�þnih elemenata prikazana je na crtežu 4.6. U 

numeri�þkoj analizi penalty koeficijent za trenje kt usvojen je u iznosu 88·109. 

 

Crtež 4.6 Testni uzorak: (a) geometrija blokova; (b) mreža kona�þnih elemenata 

Na crtežu 4.7 prikazana je usporedba rezultata dobivenih kombiniranom metodom kona�þno-

diskretnih elemenata s rezultatima eksperimenta. 

Sa crteža se može vidjeti da veza posmi�þno naprezanje-pomak, dobivena kombiniranom 

metodom kona�þno-diskretnih elemenata, pokazuje vrlo dobro slaganje s eksperimentalnim 

rezultatima. Ovi rezultati pokazuju da kombinirana metoda kona�þno-diskretnih elemenata može 

simulirati posmi�þno ponašanje u kontaktu izme�ÿu dva kamena bloka. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 

Crtež 4.7 Dijagrami posmi�þno naprezanje-pomak za cikli�þko optere�üenje uslijed predtla�þnog naprezanja 
od: (a) 0.5 MPa; (b) 0.75 MPa; (c) 1.0 MPa 

4.2.3 Monotono i cikli�þko ponašanje suho zidanog kamenog zida 

U ovom primjeru provedena je analiza suho zidanog kamenog zida izloženog monotonom i 

cikli �þkom optere�üenju. Korišten je primjer s poznatim rezultatima eksperimenta [V3] i 

numeri�þkim rezultatima [S3] kako bi se utvrdila to�þnost kombinirane metode kona�þno-diskretnih 

elemenata u analizi suho zidanih kamenih konstrukcija izloženih ovakvoj vrsti optere�üenja.  

Analiza je provedena za tri razli�þite predtla�þne sile (100 kN, 175 kN and 250 kN) što 

odgovara predtla�þnom naprezanju od 0.5 MPa, 0.875 MPa i 1.25 MPa. Nakon nanošenja 

vertikalne sile, horizontalno optere�üenje u obliku kontroliranog horizontalnog pomaka zadano je 

na vrhu �þeli�þne grede (crtež 4.8).  
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Geometrija zida zajedno s mrežom kona�þnih elemenata prikazana je na crtežu 4.8. 

 

Crtež 4.8 Kameni zid: (a) geometrija; (b) mreža kona�þnih elemenata 

Zid se sastojao od pravilno ispilanih kamenih blokova dimenzija 200 mm (dužina) × 150 

mm (visina) × 200 mm (širina).  

Kontaktni elementi koji predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina u kamenim blokovima 

umetnuti su izme�ÿu mreže kona�þnih elemenata. Mehani�þke karakteristike kontaktnih elemenata 

kao što su vla�þna �þvrsto�üa, energija loma u vlaku te koeficijent trenja usvojene kao srednje 

vrijednosti mehani�þkih karakteristika kamenih blokova preuzete su iz literature i prikazane u 

tablici 4.1.  

Tablica 4.1 Mehani�þke karakteristike kamena [V3] 

Modul elasti�þnosti Vla�þna �þvrsto�üa Tla�þna �þvrsto�üa Energija loma Koeficijent trenja  

E (MPa) ft (MPa) fc (MPa) I
fG (N/m) µ 

20200 2.8 69.2 186 0.65 

Horizontalno optere�üenje koje je u cikli�þkim testovima zadano u funkciju vremena 

prikazano je na crtežu 4.9. 

Neravnine koje se javljaju na kontaktu izme�ÿu dvaju blokova, kao i geometrija samog zida, 

imaju utjecaj na normalnu i posmi�þnu krutost zida. Ovaj fenomen jasno upu�üuje na složenost 

ponašanja kao i na poteško�üe u numeri�þkom modeliranju kamenih zidova [O2]. U ovoj analizi 
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normalna krutost zida uzeta je u obzir preko ekvivalentnog modula elasti�þnosti zida, dok je 

posmi�þna krutost dodatno regulirana penalty koeficijentom za trenje. 
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Crtež 4.9 Pomak u funkciji vremena 

Zbog hrapavosti površine blokova, moduli elasti�þnosti kamenih blokova i samog zida nisu 

jednaki. U tablici 4.2 prikazane su srednje vrijednosti modula elasti�þnosti zida za tri razli�þita 

predtla�þna naprezanja dobivene kao omjer srednjeg normalnog naprezanja i deformacije zida 

[V3]. Ove vrijednosti korištene su u numeri�þkoj analizi. 

Tablica 4.2 Srednje vrijednosti modula elasti�þnosti zida [V3] 

Moduli elasti�þnosti zida 

�1 = 0.5 (MPa) �1 = 0.875 (MPa) �1 = 1.25 (MPa) 

3287.5 4068.9 4722.0 

U FEM/DEM metodi postoje dva pristupa koji uzimaju u obzir efekt površinske hrapavosti 

kamenih blokova. U prvom pristupu, efekt površinske hrapavosti kamenih blokova na normalnu 

krutost zida mogu�üe je uzeti u obzir preko redukcije penalty koeficijenta 0p  za normalne 

kontaktne sile. U tom slu�þaju penalty koeficijent funkcija je predloška mreže kona�þnih elemenata. 
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Crtež 4.10 Vrijednosti penalty koeficijenta 0p  za redukciju normalne krutosti zida 
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Vrijednost penalty koeficijenta 0p  potrebnog za redukciju normalne krutosti zida odre�ÿene na 

temelju prethodno provedene analize prikazane na crtežu 4.10. Ove vrijednosti prikazane su u 

funkciji omjera modula elasti�þnosti zida i kamenih blokova. Efekt površinske hrapavosti na 

posmi�þnu krutost zidova može se regulirati preko penalty koeficijenta za trenje tk . 

U drugom pristupu efekt površinske hrapavosti kamenih blokova na normalnu krutost zida 

može se uzeti u obzir preko reducirane vrijednosti modula elasti�þnosti kamenih blokova, dok se 

posmi�þna krutost može dodatno regulirati pomo�üu penalty koeficijenta za trenje. 

Oba pristupa daju sli�þne numeri�þke rezultate. U numeri�þkoj analizi koja je provedena u 

nastavku odabran je drugi pristup budu�üi da je univerzalan i neovisan o predlošku mreže kona�þnih 

elemenata. Tako�ÿer, u ovom pristupu nisu potrebne prethodne analize. 

Na crtežu 4.11 prikazani su rezultati analize utjecaja penalty koeficijenta za posmi�þne 

kontaktne sile (kt) na dijagrame sila-pomak uslijed monotono rastu�üeg optere�üenja. 

    
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 

Crtež 4.11 Utjecaj penalty koeficijenta kt na dijagrame sila-pomak uslijed monotonog optere�üenja za 
predtla�þna naprezanja: (a) 0.5 MPa; (b) 0.875 MPa and (c) 1.25 MPa 

Iz prikazanih rezultata može se vidjeti da penalty koeficijenta kt , kojim se uzima u obzir 

smanjenje posmi�þne krutosti zida uslijed površinske hrapavosti blokova, nema zna�þajan utjecaj na 
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slomno optere�üenje. Utjecaj koeficijenta kt na vezu sila-pomak najviše je uo�þljiv u prvom dijelu 

krivulje u kojem se zid još uvijek ponaša kao kruto tijelo. Nakon što se uslijed horizontalne sile, 

zbog nemogu�ünosti prenošenja vla�þnih sila me�ÿu kamenim blokovima, pojavi rotacija dijela zida 

oko ruba, krivulja sila-pomak pokazuje da krutost konstrukcije teži prema nuli a utjecaj penalty 

koeficijenta kt sve je manji. 

Vrijednosti penalty koeficijenta kt za tri razli�þita predtla�þna naprezanja odabrane su tako da 

se numeri�þki rezultati najbolje poklapaju s rezultatima eksperimenta i prikazane su u tablici 4.3. 

Tablica 4.3 Odabrane vrijednosti penalty koeficijenta kt za zid 

Penalty koeficijenti  

�1 = 0.5 (MPa) �1 = 0.875 (MPa) �1 = 1.25 (MPa) 

10·109 12.5·109 12.5·109 

Rezultati dobiveni FEM/DEM metodom za odabrane vrijednosti kt uspore�ÿeni su s 

eksperimentalnim i numeri�þkim rezultatima dobivenim od Senthievela i Lourença [S3] za 

monotono rastu�üe optere�üenje na crtežu 4.12. 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 

Crtež 4.12 Dijagrami sila pomak za predtla�þna naprezanja od: (a) 0.5 MPa; (b) 0.875 MPa; (c) 1.25 MPa 
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U literaturi [S3] numeri�þki rezultati dobiveni su dvodimenzionalnom nelinearnom analizom 

koriste�üi metodu kona�þnih elemenata. Budu�üi da eksperimentalni rezultati nisu pokazivali pojavu 

pukotina u kamenim blokovima prije postizanja grani�þnog optere�üenja, Senthievel i Lourenço nisu 

razmatrali mogu�ünost pucanja blokova. 

Rezultati prikazani na crtežu 4.12 pokazuju da se krivulje sila-pomak dobivene FEM/DEM 

metodom, uzimaju�üi u obzir potencijalne pukotine u kamenim blokovima, vrlo dobro podudaraju s 

eksperimentalnim krivuljama i numeri�þkim rezultatima [S3] u kojima nije razmatrana mogu�ünost 

pucanja. Razlog ovoj �þinjenici leži u tome što u intervalu u kojem su krivulje crtane nije nastupilo 

pucanje blokova. 

Numeri�þka rješenja grani�þne sile uslijed djelovanja monotono rastu�üeg optere�üenja 

dobivenog FEM/DEM metodom prikazana su u tablici 4.4 te pokazuju vrlo dobro slaganje s 

eksperimentalnim rezultatima. 

Tablica 4.4 Usporedba numeri�þkog i eksperimentalnog grani�þnog optere�üenja 

Zidovi Eksperiment (kN) FEM/DEM (kN) Omjer 

�1 = 0.5 (MPa) 36.9 36.8 0.997 

�1 = 0.875 (MPa) 63.1 61.5 0.975 

�1 = 1.25 (MPa) 85.6 86.76 1.014 

Za djelovanje cikli�þkog optere�üenja rezultati dobiveni kombiniranom metodom kona�þno-

diskretnih elemenata tako�ÿer su uspore�ÿeni s rezultatima eksperimenta i prikazani su na crtežu 

4.13. Karakteristike materijala u numeri�þkoj analizi zidova izloženih cikli�þkom optere�üenju 

usvojene su kao u analizi za monotono rastu�üe optere�üenje (tablica 4.2 i tablica 4.3). 

Usporedbom krivulja sila-pomak dobivenih eksperimentalno i numeri�þki primjenom 

FEM/DEM metode može se uo�þiti da numeri�þki rezultati za sva tri slu�þaja optere�üenja vrlo dobro 

opisuju globalno ponašanje konstrukcije. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 

Crtež 4.13 Usporedba numeri�þkih i eksperimentalnih rezultata za predtla�þno naprezanje od: (a) 0.5 MPa; 
(b) 0.875 MPa; (c) 1.25 MPa  

Na�þin pucanja kamenog zida, koji se pojavljuje nakon dostizanja grani�þnog optere�üenja, 

dobiven eksperimentalno i numeri�þki, uspore�ÿen je na slikama 4.1 - 4.3. Sa crteža se može vidjeti 

da u slu�þaju djelovanja malog predtla�þnog optere�üenja, što u ovom primjeru odgovara iznosu od 

0.5 MPa, do  potpunog sloma konstrukcije dolazi zbog pojave mehanizma uslijed rotacije dijela 

zida oko ruba. Za ve�üa predtla�þna optere�üenja kao što su u ovom primjeru 0.875 MPa i 1.250 MPa 

nakon zapo�þete rotacije može do�üi do prekora�þenja �þvrsto�üe materijala zbog �þega nastaje pucanje 

kamenih blokova.  

Sa crteža se tako�ÿer može vidjeti da je oblik potpunog sloma zida dobiven numeri�þki 

FEM/DEM metodom sli�þan onom dobivenom eksperimentalno.  
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(a) 

 
(b) 

Slika 4.1 Oblik loma kamenog zida za predtla�þno naprezanje 0.5 MPa: (a) numeri�þki (b) eksperiment 

Iako u ovom primjeru numeri�þke analize provedene s i bez mogu�ünosti pucanja blokova 

daju sli�þne rezultate, svrha ovog primjera bila je pokazati mogu�ünost primjene FEM/DEM metode 

u simuliranju pucanja kamenih blokova što može biti osobito važno u analizi kamenih 

konstrukcija izloženih velikim tla�þnim naprezanjima kada se potpuni slom konstrukcije ne doga�ÿa 

zbog globalnog gubitka stabilnosti ve�ü zbog prekora�þenja �þvrsto�üe materijala u blokovima. 

 
(a) 

 
(b) 

Slika 4.2 Oblik loma kamenog zida za predtla�þno naprezanje 0.875 MPa: (a) numeri�þki (b) eksperiment 
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(a) 

 
(b) 

Slika 4.3 Oblik loma kamenog zida za predtla�þno naprezanje 1.25 MPa: (a) numeri�þki (b) eksperiment 

4.3 PRIMJENA NUMERI �ýKOG MODELA 

4.3.1 Seizmi�þka analiza konstrukcije Protirona u Splitu 

U sljede�üem primjeru pokazana je primjena kombinirane metode kona�þno-diskretnih 

elemenata u simulaciji dinami�þkog odgovora konstrukcije Protirona u Splitu (slika 4.4) na 

seizmi�þko djelovanje. 

Protiron je prostor koji je spajao, odnosno odvajao sjeverni dio Dioklecijanove pala�þe koji je 

služio za sluge, vojsku i sl. od južnog dijela gdje se nalazio carev stan. Protiron se nalazi s južne 

strane Peristila (trga ispred splitske katedrale sv. Dujma) i s njega se car obra�üao stanovnicima 

drugog dijela pala�þe. Na ulazu u Protiron nalaze se �þetiri masivna stupa od crvenog granita na 

kojima stoje dorski kapiteli. Kapiteli nose široki zabat s lu�þnim nadvojem u sredini. Kapiteli su sa 

stupovima i naglavnom gredom povezani �þeli�þnim trnovima. Kroz povijest, najvjerojatnije 

djelovanjem razli�þitih potresa, došlo je do pomicanja kamenih blokova koji �þine široki zabat, a 

tako�ÿer je došlo i do razmicanja središnjih stupova. Da bi se sprije�þilo daljnje pomicanje, za 

vrijeme Austro-Ugarske, kameni blokovi su povezani bakrenim klamfama. 
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Slika 4.4 Ulaz u Protiron na Peristilu u Splitu  

U ovom primjeru izvršena je inkrementalna dinami�þka [V1] analiza Protirona na izvornoj 

konstrukciji bez metalnih klamfi i bez metalnih trnova. Konstrukcija je izložena horizontalnom 

ubrzanju podloge (crtež 4.14) koje je snimljeno 15.4.1979. g. u Dubrovniku kraj Pomorske škole 

na tlu kategorije A za vrijeme potresa �þiji je epicentar bio u Crnoj Gori. Akcelelogram je prvo 

skaliran na vršno ubrzanje od 0.22 g koje je karakteristi�þno za Split. Nakon toga je vršno ubrzanje 

postupno pove�üavano do potpunog sloma konstrukcije. 
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Crtež 4.14 Vremenski zapis ubrzanja za vrijeme potresa u Petrovcu 1979. 

Na crtežu 4.15 i 4.16 prikazana je geometrija konstrukcije te mreža kona�þnih elemenata. U 

numeri�þkoj analizi pretpostavljeno je da �üe do potpunog sloma konstrukcije do�üi uslijed gubitka 

stabilnosti tako da mogu�ünost pucanja kamenih blokova nije uzeta u obzir. 



4. Analiza suho zidanih kamenih konstrukcija

 Seizmi�þka analiza zidanih konstrukcija metodom kona�þno-diskretnih elemenata 91  

 

Crtež 4.15 Geometrija konstrukcije 

 

Crtež 4.16 Mreža kona�þnih elemenata 



4. Analiza suho zidanih kamenih konstrukcija

 Seizmi�þka analiza zidanih konstrukcija metodom kona�þno-diskretnih elemenata 92  

Mehani�þke karakteristike kamena korištene u analizi prikazane su u tablici 4.5.  

Tablica 4.5  Mehani�þke karakteristike kamena 

Modul elasti�þnosti 
 

Stati�þki koeficijent 
trenja  

Dinami�þki koeficijent 
trenja  Koeficijent prigušenja 

E (MPa) µst µdin �P 

48400 0.6 0.6 4.5·106 

Dinami�þka analiza konstrukcije pokazuje da se za vršno ubrzanje od ag=0.22 g, javljaju 

zna�þajni pomaci kamenih blokova (crtež 4.17-a) pogotovo u kamenom luku koji su prikazani na 

crtežu 4.17-b  

 
(a) 

 
(b) 

Crtež 4.17 Konstrukcija Protirona nakon potresa vršnog ubrzanja ag=0.22 g: (a) cijela konstrukcija; (b) 
uve�üan središnji dio 

 
(a) 

 
(b) 

Crtež 4.18 Konstrukcija Protirona nakon potresa vršnog ubrzanja ag=0.50 g: (a) cijela konstrukcija; (b) 
uve�üan središnji dio 
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Za vršno ubrzanje od 0.50 g dolazi do još ve�üih pomaka, a o�þigledno je i razmicanje 

središnjih stupova konstrukcije te odizanje naglavne grede od rubova kapitela. Na crtežu 4.18-a 

prikazana je konstrukcija nakon završetka, dok je na crtežu 4.18-b prikazan njen središnji dio.  

 
(a)  

 
(b)  

 
(c) 

 
(d) 

 
(e) 

 
(f) 

Crtež 4.19 Mehanizam potpunog sloma konstrukcije Protiron pri vršnom ubrzanju ag=0.6 g u vremenu: (a) 
t=0.0 s; (b) t=11.91 s; (c) t=13.27 s; (d) t=16.33 s; (e) t=17.86 s; (f) t=18.54 s 
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Na crtežu 4.19 prikazan je mehanizam potpunog sloma konstrukcije tijekom vremena pri 

vršnom ubrzanju od 0.6 g. Sa crteža se može uo�þiti razdvajanje središnjih stupova dok naposljetku 

ne do�ÿe do urušavanja središnjeg dijela konstrukcije. 

Provedena analiza pokazuje da se u konstrukciji Protirona bez metalnih klamfi ve�ü pri 

vršnom ubrzanju od 0.22 g javljaju zna�þajni pomaci centralnih blokova. Pove�üanjem ubrzanja 

pove�üavaju se i pomaci konstrukcije, a za vršno ubrzanje 0.60 g nastaje slom konstrukcije. 

4.3.2 Seizmi�þka analiza slobodno stoje�üeg kamenog stupa 

U sljede�üem primjeru analizirana je stabilnost slobodno stoje�üih kamenih stupova. Za 

primjer je odabran jedan karakteristi�þni stup koji se nalazi ispred katedrale sv. Duje u Splitu. 

Geometrija stupa zajedno s mrežom kona�þnih elemenata prikazana je na crtežu 4.20. Mehani�þke 

karakteristike materijala korištene u numeri�þkoj analizi usvojene su kao kod konstrukcije 

Protirona i prikazane su u tablici 4.5. 

 
(a) 

 
(b) 

Crtež 4.20 Kameni stup: (a) geometrija; (b) mreža kona�þnih elemenata 

Stup je izložen horizontalnom ubrzanju podloge (crtež 4.16) kao i konstrukcija Protirona iz 

prethodnog primjera. Akcelelogram je prvo skaliran na vršno ubrzanje od 0.22 g koje je 

karakteristi�þno za Split, a nakon toga je vršno ubrzanje postupno pove�üavano do prevrtanja stupa. 

Na crtežu 4.21 prikazan je pomak vrha stupa tijekom vremena za vršno ubrzanje 0.22 g. S 

dijagrama se može uo�þiti da maksimalni pomak vrha stupa iznosi 4.48 cm što se, uzimaju�üi u 
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obzir da pomak vrha pri kojem dolazi do prevrtanja promatranog stupa iznosi 70.07 cm, može 

smatrati relativno malim pomakom. 
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Crtež 4.21 Pomak vrha stupa za vršno ubrzanje 0.22 g  

Na crtežu 4.22 prikazan je pomak vrha stupa tijekom vremena za vršno ubrzanje od 0.6 g. 

Maksimalni pomak vrha stupa u ovom slu�þaju iznosi 41.2 cm. 
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Crtež 4.22 Pomak vrha stupa za vršno ubrzanje 0.6 g 

Stup u razli�þitim vremenskim trenucima za vršno ubrzanje od 0.6 g prikazan je na crtežu 

4.23.  

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
(e) 

Crtež 4.23 Kameni stup za vršno ubrzanje 0.6 g u vremenskim trenucima: (a) 11.7 s; (b) 17.9 s; (c) 23.2 s; 
(d) 25.0 s; (e) 33.4 s 
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Pri vršnom ubrzanju od 0.7 g dolazi do prevrtanja stupa. Na crtežima 4.24 i 4.25 redom su 

prikazani pomaci vrha stupa te stup u razli�þitim vremenskim trenucima za vršno ubrzanje 0.7 g. 
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Crtež 4.24 Pomak vrha stupa za vršno ubrzanje 0.7 g 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
(e) 

Crtež 4.25 Kameni stup za vršno ubrzanje 0.7 g u vremenskim trenucima: (a) 7.3 s; (b) 9.0 s; (c) 10.8 s; (d) 
13.4 s; (e) 17. 0 s 

Iz prikazanih rezultata može se uo�þiti da do gubitka stabilnosti promatranog stupa dolazi pri 

relativno velikom vršnom ubrzanju podloge koje iznosi 0.7 g. Konstantno horizontalno ubrzanje 

podloge koje bi uzrokovalo prevrtanje stupa iznosilo bi približno, kako �üe to u nastavku biti 

prikazano, 0.11 g. Uzrok ovoj pojavi, da promatrani potres s vršnim ubrzanjima izme�ÿu 0.11 g i 

0.7 g ne uzrokuju prevrtanje stupa, leži u �þinjenici da je trajanje maksimalnih ubrzanja tijekom 

potresa relativno kratko pa se stup ne stigne u tako kratkom vremenu prevrnuti. U nastavku ovog 

poglavlja provest �üe se analize u kojima �üe se analizirati minimalno potrebno vrijeme trajanja 

impulsa koje �üe uzrokovati prevrtanje stupa. 

Da bi se pronašlo potrebno vrijeme trajanja impulsa potrebnog da uzrokuje prevrtanje stupa 

promatrat �üe se pravokutni blok izložen horizontalnom ubrzanju podloge ( )gpx t���� . Geometrija bloka 
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zajedno sa svim silama koje djeluju na blok za vrijeme prevrtanja bloka uzrokovanog 

horizontalnom ubrzanju podloge prikazane su na crtežu 4.26. 

 

Crtež 4.26 Blok izložen horizontalnom ubrzanju podloge s pripadnim silama 

Da bi došlo do prevrtanja bloka oko to�þke A potrebno je da moment inercijalnih silainpf  od 

prijenosnog ubrzanja oko to�þke A bude ve�üi od momenta sila gravitacije gf , što se može pisati u 

obliku 

 
2 2inp g

h l
f f�!  (4.1) 

Uzimaju�üi u obzir 

 
( )inp gp

g

f m x t

f m g

� 

� 

����
 (4.2) 

gdje je m masa, a g gravitacija, izraz (4.1) prelazi u 

 
( )gpx t l

g h
�!

����
 (4.3) 

Dinami�þka jednadžba ravnoteže u obliku sume svih momenata oko to�þke A ima oblik 

 sin ( ) cos ( ) 0inp g inrf r t f r t m�M �M�� � � �   (4.4) 

gdje je inrm  moment inercijalnih sila uslijed relativnog ubrzanja bloka oko to�þke A koji je jednak 

 ( )inr Am I t�M� ����  (4.5) 
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gdje je AI  moment tromosti stupa oko to�þke A koji je jednak 

 2 2 24
( )

3 3A

m m
I l h r�  � � �   (4.6) 

Uzimaju�üi u obzir (4.2) i (4.6) izraz (4.4) prelazi u 

 

3 3
( ) ( ) sin ( ) cos ( )

4 4gp

g
t x t t t

r r
�M � M � M�  � ����� ����

 (4.7) 

Rješenje jednadžbe (4.7) ovisi o funkciji ubrzanja podloge te o po�þetnim uvjetima. U 

nastavku je odre�ÿeno potrebno vrijeme trajanja ubrzanja podloge za slu�þaj kada pobuda ima oblik 

pravokutnog impulsa i sinusnog poluvala (crtež 4.27). 

 

Crtež 4.27 Ubrzanje podloge u obliku: (a) pravokutnog impulsa; (b) sinusnog poluvala 

Pravokutni impuls 

U ovom slu�þaju ubrzanje podloge poprima oblik 

 
0 min( )    za  0 < <

( ) 0      ina�þe
gp x

gp

x t a t t

x t

� 

� 

����

����
 (4.8) 

Rješenje danog problema svodi se na rješavanje jednadžbe (4.7) s po�þetnim uvjetima 

 0(0)

(0) 0

h
arctg

l
� M � M

�M

� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

� ��
 (4.9) 

odakle se rješavanjem uzimaju�üi u obzir izraz (4.8) dobije 

 0
0 0

3
(cos cos ) (sin sin )

2
xad g

dt r g
�M

�M � M � M � M�  � � � � � � (4.10) 
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Kut min min( )t�M �M�  do kojeg bi trebao djelovati impuls odredit �üe se iz uvjeta da je kineti�þka 

energija u trenutku mint t�  jednaka razlici potencijalne energije izme�ÿu položaja za 090�M�  i 

min�M �M�  što se može pisati u obliku 

 
2

min

( )
(1.0 sin )

2
minA d tI

m g r
dt

�M
�M � § � ·� � �  � ¨ � ¸

� © � ¹
 (4.11) 

iz kojeg uzimaju�üi u obzir (4.6) slijedi 

 min

2
1.0 sin ( )

3 min

r
t

g
� M � M� � �  ��  (4.12) 

 Uvrštavaju�üi (4.10) u (4.12) za min�M �M�  dobije se 

 min 0 0
0 0

arccos sin cos
x x

g g
a a

�M � M � M
� § � ·��

�  � � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

 (4.13) 

Vremenski trenutak u kojem se ostvari kut definiran prethodnim izrazom odre�ÿen je 

integracijom izraza (4.10) što se može pisati u obliku 
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odnosno 

 min

2
3

r
t

g
�O�  (4.15) 

gdje je 

 
min

0 0
0 0

1

(cos cos ) (sin sin )x

d
a
g
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� M � M � M � M

� 
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�³  (4.16) 

bezdimenzionalni koeficijent. Vrijednost koeficijenta �O odre�ÿena je numeri�þkim putem koriste�üi 

eksplicitnu numeri�þku integraciju jednadžbe gibanja (4.7) s po�þetnim uvjetima (4.9) u vremenu. 
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Vremenski period 0t  do mint  može se podijeliti na n  jednakih vremenskih intervala duljine 

t�'  tako da vrijedi 

 0     i=0,...,nit t i t� � � � '  (4.17) 

Aproksimiraju�üi kutno ubrzanje u trenutku it  na na�þin da diferencijalnu vezu zamijenimo 

diferencijskom, iz izraza 

 1( ) ( ) ( )
( ) i i i

i

d t t t
t

dt t
�M � M � M

�M �� ��
�  � |

�'
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����  (4.18) 

dobije se 

 1( ) ( ) ( )i i it t t t�M � M � M�� � � � � '� � � � � �� � (4.19) 

a iz 

 1
1

( ) ( ) ( )
( ) i i i

i

d t t t
t

dt t
�M � M � M

�M ��
��

��
�  � |

�'
��  (4.20) 

slijedi 

 1 1( ) ( ) ( )i i it t t t�M � M � M� � � �� � � � '��  (4.21) 

Vrijednosti koeficijenta �O za razne omjere /h l  te razne omjere 0 /xa g  prikazani su na 

crtežu 4.28. 
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Crtež 4.28 Vrijednosti bezdimenzionalnog koeficijenta �� 
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Impuls u obliku sinusnog poluvala 

U ovom slu�þaju ubrzanje podloge dano je izrazom 

 0 min
min

( ) sin    za  0 < <

( ) 0                        ina�þe

gp x

gp

x t a t t t
t

x t

�S� § � ·
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 (4.22) 

Rješenje promatranog problema svodi se na rješavanje jednadžbe (4.7) s po�þetnim uvjetima 
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gdje je 0t  vrijeme u kojem zapo�þinje rotacija bloka oko to�þke A. Ovo se može odrediti iz uvjeta da 

je moment inercijalnih sila u tom trenutku jednak momentu sila gravitacije odakle uvrštavaju�üi 

izraz (4.22) u (4.3) slijedi 

 min
0

0

arcsin
x

t l g
t

h a�S
� § � ·

� � ¨ � ¸
� © � ¹

 (4.24) 

Rješavanjem jednadžbe (4.7) s po�þetnim uvjetima (4.23) uzimaju�üi u obzir izraz (4.22) 

dobije se 
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Kut min min( )t�M �M�  do kojeg bi trebao djelovati impuls odredit �üe se kao u prethodnom 

slu�þaju iz uvjeta da je kineti�þka energija u trenutku mint t�  jednaka razlici potencijalne energije 

izme�ÿu položaja za 090�M�  i min�M �M� . Uvrštavaju�üi izraz (4.25) u (4.12) dobije se 
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Do rješenja jednadžbe definirane izrazom (4.26) nije mogu�üe do�üi analiti�þkim putem, stoga 

je rješenje odre�ÿeno numeri�þki kao što je to pokazano u prethodnom primjeru. 
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(c)  

Crtež 4.29 Vrijednosti mint  za: (a) h/l=2/1; (b) h/l=3/1; (c) h/l=4/1 

Pretpostavljaju�üi vrijednost za mint , mogu�üe je iterativnom metodom polovljenja do�üi do 

rješenja izraza za mint . Na crtežu 4.29 prikazane su vrijednosti za mint  u ovisnosti o 0 /xa g , /r g , 

/h l . 

Ako bi se kameni stup prikazan na crtežu 4.22 aproksimirao pravokutnim stupom omjera 

stranica / 6.18 m / 0.70 mh l � , tada je vrijeme trajanja pravokutnog impulsa odnosno impulsa u 

obliku sinusnog poluvala potrebnog za prevrtanje stupa u ovisnosti o amplitudi impulsa prikazano 

na crtežu 4.30. Krivulje prikazane na crtežu 4.30 dobivene su u ra�þunalnom programu Prevrtanje 

bloka razvijenom u sklopu ovog razmatranja, �þiji su ulazni podaci širina i visina stupa. 



4. Analiza suho zidanih kamenih konstrukcija

 Seizmi�þka analiza zidanih konstrukcija metodom kona�þno-diskretnih elemenata 103  

0.0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
t min  / s

a 
0 x

/g

pravokutni impuls

polu sinusni impuls

 

Crtež 4.30 Vrijeme trajanja ubrzanja podloge u obliku pravokutnog impulsa i sinusnog poluvala potrebnog 
za prevrtanje stupa s dimenzijama / 6.18 m / 0.70 mh l �  

Iznos konstantnog horizontalnog ubrzanja podloge koje bi uzrokovalo prevrtanje stupa može 

se dobiti iz izraza (4.3) što bi u konkretnom slu�þaju iznosilo približno 0.11 g.  
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5. NOVI NUMERI �ýKI MODEL �ýELI �ýNIH KLAMFI I 
TRNOVA 

Prilikom gradnje novih ili rekonstrukcije postoje�üih kamenih konstrukcija kao što su lu�þni 

mostovi te konstrukcije sa stupovima u kombinaciji s naglavnim gredama, �þesto se koriste �þeli�þne 

klamfe i trnovi. Uloga klamfi i trnova je pove�üanje seizmi�þke otpornosti konstrukcije na na�þin da 

preuzimaju vla�þne odnosno popre�þne sile me�ÿu susjednim blokovima uslijed tendencije njihova 

razdvajanja. 

Nakon prikaza osnovnih tipova klamfi i trnova koji se u praksi naj�þeš�üe koriste, u ovom 

poglavlju prezentiran je novi numeri�þki model �þeli�þnih klamfi i trnova implementiran u 

kompjuterski program Y-2D baziran na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata. 

Provjera to�þnosti, odnosno verifikacija numeri�þkog modela, provedena je na nekoliko 

jednostavnih primjera, a prikazana je tako�ÿer i primjena numeri�þkog modela u inkrementalnoj 

seizmi�þkoj analizi realnih kamenih konstrukcija. 

 

Equation Chapter 5 Section 1 
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5.1  TIPOVI KLAMFI I TRNOVA 

Pri izradi mnogih vrsta kamenih konstrukcija, kao što su na primjer kameni lu�þni mostovi, 

kameni stupovi u kombinaciji s naglavnim gredama, kameni zidovi i sl., koriste se �þeli�þne klamfe i 

trnovi koji pove�üavaju seizmi�þku otpornost konstrukcije. �ýeli�þne klamfe i trnovi tako�ÿer se 

koriste i u svrhu pove�üavanja seizmi�þke otpornosti starih kamenih konstrukcija me�ÿu kojima je i 

velik broj onih koji se svrstavaju u kategoriju kulturne baštine. 

 

Crtež 5.1 Shematski prikaz klamfi i trnova 

U svrhu pove�üavanja seizmi�þke otpornosti postoje�üih kamenih konstrukcija naj�þeš�üe se 

koriste �þeli�þne klamfe položene okomito na ravninu zida (tip I – crtež 5.1). S bo�þnih strana dva 

susjedna kamena bloka neposredno uz sljubnicu naprave se dvije rupe unutar kojih se umetne 

�þeli�þna klamfa. Rupe se naknadno ispune naj�þeš�üe epoksi smolom ili nekim drugim materijalom 

da bi se osiguralo dobro prianjanje klamfe i kamena. Na slici 5.1-a prikazan je detalj zabata 

konstrukcije Protirona u Splitu u kojem su dva kamena bloka povezana takvom vrstom klamfe. 

Prilikom gradnje kamenih lukova �þesto se koriste �þeli�þne klamfe u ravnini konstrukcije (tip 

II – crtež 5.1). Primjer takve vrste klamfi koje su se koristile za povezivanja blokova kamenog 

luka prilikom obnove Starog mosta u Mostaru prikazan je na slici 5.1-b. Prilikom ugradnje ovog 

tipa �þeli�þnih klamfi na gornjem licu kamenih blokova naprave se dvije rupe u koje se zatim 

umetne metalna klamfa, a rupe se zatim ispune, kao u prethodnom slu�þaju, naj�þeš�üe epoksi 

smolom. 
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Uloga jednog i drugog tipa klamfi je preuzimanje vla�þne sile koja se može javiti uslijed 

tendencije razdvajanja kamenih blokova. Na ovaj na�þin klamfe, ako su dobro razmještene, 

doprinose monolitizaciji kamene konstrukcije što pove�üava njenu otpornost na seizmi�þko 

djelovanje. 

Osim �þeli�þnih klamfi, prilikom gradnje kamenih lukova koriste se i �þeli�þni trnovi (crtež 5.1). 

�ýeli�þni trnovi preuzimaju popre�þne sile koje se mogu javiti izme�ÿu dva susjedna kamena bloka 

uslijed tendencije relativnog klizanja po zajedni�þkoj sljubnici. Na slici 5.1-c prikazani su �þeli�þni 

trnovi ugra�ÿeni u kamene blokove koji su se koristili za gradnju kamenog luka Starog mosta u 

Mostaru. Trnovi se tako�ÿer koriste kod povezivanja kapitela s kamenim stupom i naglavnom 

gredom. 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Slika 5.1 �ýeli�þne klamfe i trnovi: (a) klamfa okomita na ravninu konstrukcije; (b) klamfa u ravnini 
konstrukcije klamfa; (c) �þeli�þni trnovi ugra�ÿeni u kamene blokove [G12] 

Da bi se pomo�üu kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata mogli analizirati 

ovakvi tipovi kamenih konstrukcija u kompjuterski program Y-2D implementiran je novi 

numeri�þki model �þeli�þnih klamfi i trnova koji �üe u nastavku biti objašnjen.  

Na crtežu 5.2 shematski je prikazana diskretizacija kamenog luka u sklopu kombinirane 

metode kona�þno-diskretnih elemenata s ugra�ÿenim �þeli�þnim klamfama i trnovima. 
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Crtež 5.2 Diskretizacija kamenog luka s ugra�ÿenim klamfama i trnovima 

5.2. PRIKAZ NUMERI �ýKOG MODELA KLAMFI I TRNOVA 

5.2.1 Klamfe tipa I 

U numeri�þkom modelu svaka klamfa ovog tipa definirana je s koordinatama krajnjih to�þaka 

0P  i 1P  u po�þetnoj konfiguraciji (vidi crtež 5.3). Osnovna pretpostavka ovog numeri�þkog modela 

je da ne može do�üi do bo�þnog izvla�þenja klamfe iz kamenog bloka. Da bi se u bilo kojem 

vremenskom trenutku mogla odrediti deformacija �þeli�þne klamfe potrebno je poznavati koordinate 

to�þaka 0P  i 1P  u trenutnoj konfiguraciji koje se mogu odrediti na temelju poznatih koordinata 

�þvorova pripadnog kona�þnog elementa. 

Budu�üi da se u kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata koriste trokutni tro�þvorni 

kona�þni elementi, koordinate to�þke 0P  u trenutnoj konfiguraciji 0tx  i 0ty  mogu se dobiti iz 

jednakosti 

 
0 0 1 0 2 0

0 0 1 0 2 0

t p p

t p p

x a a x a y

y b b x b y

� � � � �

�  � � � �
 (5.1) 
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gdje su 0px  i 0py  koordinate to�þke 0P  u po�þetnoj konfiguraciji. Nepoznati koeficijenti ia , ib  

0,1,2i �  mogu se dobiti iz poznatih koordinata �þvorova pripadnog kona�þnog elementa u po�þetnoj 

i trenutnoj konfiguraciji odakle se dobije šest jednadžbi iz kojih slijedi 
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 (5.2) 

Uvrštavaju�üi (5.2) u (5.1) mogu se odrediti koordinate to�þke 0P  u trenutnoj konfiguraciji. Na 

analogan na�þin mogu se odrediti i koordinate to�þke 1P .  

 

Crtež 5.3 �ýeli�þna klamfa tipa I u po�þetnoj i trenutnoj konfiguraciji 

Na temelju koordinata to�þaka 0P  i 1P  u po�þetnoj konfiguraciji može se izra�þunati po�þetna 

duljina klamfe pl , dok se iz koordinata tih to�þaka u kona�þnoj konfiguraciji može izra�þunati 

trenutna duljina klamfe tl . Deformacija klamfe jednaka je 
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 t p
sc

p

l l

l
�H

��
�  (5.3) 

Iz poznate deformacije klamfe može se dobiti naprezanje u klamfi. 

Osnovni model materijala koji definira vezu naprezanja i deformacije �þelika prikazan je na 

crtežu 5.4-a. Da bi se obuhvatilo i cikli�þko ponašanje �þelika, koristi se poboljšani Katov model 

naprezanje-deformacija. Model je prikazan na crtežu 5.4-b. 

Veza naprezanja i deformacija �þelika definirana je sljede�üim izrazima 

(1) rastere�üenje  

 �� ��sc y s sh scE�V � V � H � H�  � � � � (5.4) 

(2) negativno optere�üenje (crtež 5.4-b, krivulja 2)  

 � � � �� ^ � `� � � �1 1B
sc y sc sh y

y

E
f a a a a

f
� V � H � H � H

� ª � º�­ �½� § � ·�° �°� « � »�  � � � � � � � � � � � � � � � �� ¨ � ¸�® �¾� ¨ � ¸� « � »�° �°� © � ¹� ¯ � ¿� ¬ � ¼
 (5.5) 

gdje su � � � �/ 6 log10( ), / ( )B s sh y s s BE E a E E E� H � H�  � � � � �  � � . 

(3) ponovno optere�üenje-rastere�üenje (crtež 5.4-b, krivulja 3) 

 �� ��sc pm s sc pmE�V � V � H � H�  � � � � (5.6) 

gdje je pm�V  minimalna vrijednost naprezanja�Vu povijesti optere�üenja,  

(4) ponovno optere�üenje (crtež 5.4-b, krivulja 4) 

 � � � �� ^ � `� � � �1 1B
sc y pm y y sc pm

y

E
f a a a a

f
� V � V � V � H � H � H

� ª � º�­ �½� § � ·�° �°� « � »�  � � � � � � � � � � � � � � � � � �� ¨ � ¸�® �¾� ¨ � ¸� « � »�° �°� © � ¹� ¯ � ¿� ¬ � ¼
 (5.7) 
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Crtež 5.4 Veza naprezanje-deformacija u �þeliku za: (a) za monotono optere�üenje; (b) cikli�þko optere�üenje 

Sila u �þeli�þnoj klamfi (crtež 5.5-a) jednaka je 

 0 1sc sc sc scA �V�  �  f f  (5.8) 

gdje je scA  površina popre�þnog presjeka klamfe. Sile f0sc i f1sc koje djeluju u to�þkama 0P  i 1P  se u 

obliku ekvivalentnih �þvornih sila prenose u �þvorove pripadnog kona�þnog elementa (crtež 5.5-b).  

 

Crtež 5.5 Raspodjela sile iz klamfe u �þvorove kona�þnog elementa: (a) sila u klamfi; (b) ekvivalentne 
�þvorne sile 

5.2.2 Klamfe tipa II 

U numeri�þkom modelu svaka klamfa ovog tipa definirana je s koordinatama krajnjih to�þaka 

0P  i 1P  u po�þetnoj konfiguraciji te duljinom sidrenja klamfe u kameni blok kl  (crtež 5.6). Da bi se 

u bilo kojem vremenskom trenutku mogla odrediti deformacija �þeli�þne klamfe potrebno je 

poznavati koordinate krajnjih to�þaka 0P  i 1P  te koordinate referentnih to�þaka 0R  i 1R  u trenutnoj 

konfiguraciji (crtež 5.6). 
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Crtež 5.6 �ýeli�þna klamfa tipa II u po�þetnoj i trenutnoj konfiguraciji 

Koordinate krajnjih odnosno referentnih to�þaka u trenutnoj konfiguraciji odre�ÿene su na isti 

na�þin na koji je to opisano kod klamfi tipa I. Nakon razdvajanja normalnih pomaka tl  i popre�þnih 

pomaka s, deformacija klamfe može se napisati u obliku 

 t p
sc

p

l l

l
�H

��
�  (5.9) 

Iz poznate deformacije može se dobiti naprezanje iz Katovog modela �þelika kako je to pokazano 

kod klamfi okomitih na ravninu konstrukcije.  

U slu�þaju da se u trenutnoj konfiguraciji pojavi i popre�þni pomak s uzeta je u obzir 

redukcija naprezanja sc�V�c u obliku  

 sc scz�V �V�c�  (5.10) 

gdje je z  koeficijent redukcije. Kada je popre�þni pomak jednak nuli, ne javlja se nikakva 

redukcija što zna�þi da je koeficijent redukcije jednak jedinici. Pri popre�þnom pomaku koji je 

jednak duljini kl  klamfa nije u mogu�ünosti preuzeti naprezanje što zna�þi da je koeficijent 

redukcije jednak nuli. Za podru�þje 0 ks l�� ��  koeficijent redukcije ovisi o ve�üem broju parametara 

kao što su elasti�þna svojstva kamena, elasti�þna svojstva �þeli�þne klamfe, širina rupe u koju je 

umetnuta �þeli�þna klamfa, svojstva materijala kojim je zapunjena rupa nakon što je klamfa 

umetnuta, popre�þni presjek klamfe i sl. U ovom numeri�þkom modelu za koeficijent redukcije 

odabrana je funkcija oblika [C4]  

 1.0
1.0 ( 1.0)

e D
z

e D

�D

�D

��

���  � �
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 (5.11) 
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u kojoj se parametar D  ra�þuna sukladno izrazu 

 

0.0  za 0.0;

1.0  za ;

/  ina�þe.   
k

k

s

D s l

s l

� �­
�°

�  � t�®
�°
�¯

 (5.12) 

Oblik funkcije zza razne vrijednosti parametra �D prikazan je na crtežu 5.7. 

 

Crtež 5.7 Koeficijent redukcije u ovisnosti o parametru �D  

U nedostatku eksperimentalnih ispitivanja za parametar �D odabrana je vrijednost 0�D� . U 

slu�þaju da postoje eksperimentalna istraživanja koeficijenta redukcije za konkretne vrste klamfi, 

vrijednost parametra �D mogu�üe je odabrati na na�þin da se koeficijent redukcije najbolje poklapa s 

vrijednostima eksperimentalnih rezultata. 

 

Crtež 5.8 Raspodjela sile iz klamfe u �þvorove kona�þnog elementa: (a) sila u klamfi; (b) ekvivalentne 
�þvorne sile 

Sila u �þeli�þnoj klamfi (crtež 5.8-a) jednaka je 

 0 1sc sc sc scA �V�c�  �  f f  (5.13) 
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gdje je scA  površina popre�þnog presjeka klamfe. Sile f0sc i f1sc koje djeluju u to�þkama 0P  i 1P  se u 

obliku ekvivalentnih �þvornih sila prenose u �þvorove pripadnog kona�þnog elementa (crtež 5.8-b).  

5.2.3 Trnovi 

Svaki trn u numeri�þkom modelu definiran je s koordinatama krajnjih to�þaka 0P  i 1P  u 

po�þetnoj konfiguraciji (vidi crtež 5.9). Da bi se mogla odrediti deformacija trna u bilo kojem 

vremenskom trenutku potrebno je poznavati koordinate krajnjih to�þaka 0P  i 1P  te koordinate 

referentnih to�þaka 0R  i 1R  u trenutnoj konfiguraciji (vidi crtež 5.9). 

 

Crtež 5.9 �ýeli�þni trn u po�þetnoj i trenutnoj konfiguraciji 

Koordinate krajnjih i referentnih to�þaka odre�ÿene su na analogan na�þin kako je to prikazano u 

primjeru klamfi tipa I. 

Pove�üavanjem popre�þnog pomaka sdolazi do pove�üavanja posmi�þnih naprezanja sb�W u trnu 

sve do postizanja posmi�þne �þvrsto�üe trna suf  (crtež 5.10-a). Popre�þni pomak u tom trenutku 

jednak je pbs . Daljnjim pove�üavanjem popre�þnog pomaka dolazi do smanjivanja posmi�þnih 

naprezanja sve dok u trenutku tbs s�  posmi�þno naprezanje ne postane jednako nuli. Vrijednosti 

pbs  i tbs  kao i oblik krivulja koje definiraju odnos izme�ÿu posmi�þnih naprezanja i popre�þnog 

pomaka ovisi o ve�üem broju parametara kao što su elasti�þna svojstva kamena i trna, širina rupe u 

koju je trn umetnut, elasti�þna svojstva materijala kojima je rupa ispunjena, popre�þni presjek trna, 

duljina sidrenja trna u kameni blok i potrebno ih je za svaki konkretan slu�þaj eksperimentalno 

odrediti. 
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Crtež 5.10 Model materijala u �þeli�þnom trnu: (a) veza posmi�þnih naprezanja i popre�þnog pomaka; (b) 
cikli �þno ponašanje 

U ovom numeri�þkom modelu pretpostavljeno je da se za podru�þje 0 pbs s� d � � posmi�þna 

naprezanja ponašaju prema relaciji 

 

2

2sb su
pb pb

s s
f
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� § � ·� § � ·
� ¨ � ¸�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹

 (5.14) 

gdje je pbs  vrijednost koju je potrebno zadati kao ulazni podatak. Za podru�þje pb tbs s s� d � � veza 

izme�ÿu posmi�þnih naprezanja i popre�þnog pomaka dana je u obliku 

 sb suz f�W �  (5.15) 

gdje je z  funkcija definirana izrazom (5.11) pri �þemu je parametar D  jednak 
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 (5.16) 

Kompletna relacija koja opisuje odnos sb s�W ��  može se prikazati u obliku 
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 (5.17) 

U slu�þaju da je trn u mogu�ünosti prenositi i normalna naprezanja sb�V , pretpostavljeno je da 

se ona ponašaju na sli�þan na�þin kao posmi�þna naprezanja. Do trenutka dok se ne dosegne 
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maksimalno normalno naprezanje koje trn može podnijeti tbf , normalna naprezanja dana su 

izrazom 
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 (5.18) 

gdje je pbo  vrijednost koju je potrebno zadati kao ulazni podatak. S pove�üanjem normalnog 

pomaka o  naprezanja b�V  opadaju i u trenutku tbo o�  postaju jednaka nuli. Za podru�þje 

pb tbo o o� d � � normalna naprezanja dana su izrazom 

 sb tbz f�V �  (5.19) 

pri �þemu je parametar D  definiran kao 
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 (5.20) 

Kompletna relacija koja opisuje odnos sb o�V ��  dana je u obliku 
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 (5.21) 

Ako u trenutnoj konfiguraciji postoji normalni i popre�þni pomak, tada se za prora�þun 

normalnih odnosno posmi�þnih naprezanja i dalje koriste isti izrazi kao što je to prethodno 

objašnjeno, s tim da se usvaja faktor ošte�üenja D  koji je definiran kao  
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Cikli �þko ponašanje trna (crtež 5.10-b) nakon prekora�þenja posmi�þne �þvrsto�üe uzeto je u 

obzir na na�þin da se pamti maksimalno ošte�üenje trna Dmax definirano izrazom (5.16). Ako je 

ošte�üenje D  manje od maksimalnog ošte�üenja Dmax koje se pojavilo u trnu, tada je funkcija 

ponašanja materijala z definirana izrazom 

 
( )

( )
( )
tb pb pb

max
max tb pb pb

D s s s
z z D

D s s s

�� ��
� 

� � � �
 (5.23) 

Iz poznatog posmi�þnog naprezanja sb�W posmi�þna sila u trnu odre�ÿena je prema izrazu 

 0 1sb sb sb sbA �W�  �  f f  (5.24) 

gdje je sbA  površina popre�þnog presjeka trna. Na sli�þan na�þin odre�ÿena je normalna sila u trnu 

prema izrazu 

 0 1nb nb sb sbA �V�  �  f f  (5.25) 

 Sile 0sbf , 1sbf , 0nbf  i 1nbf , za koje je pretpostavljeno da djeluju na polovini dijela trna koji je 

usidren u kameni blok, u obliku ekvivalentnih �þvornih sila prenose se u �þvorove pripadnog 

kona�þnog elementa (vidi crtež 5.10).  
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Crtež 5.10 Raspodjela sile iz trna u �þvorove kona�þnog elementa: (a) sila u trnu; (b) ekvivalentne �þvorne 
sile 

5.3 VERIFIKACIJA NUMERI �ýKOG MODELA 

5.3.1 Verifikacija modela klamfi tipa I za monotono rastu�üe optere�üenje 

U nastavku je izvršena verifikacija ugra�ÿenog modela klamfi tipa I za slu�þaj monotono 

rastu�üeg optere�üenja. Za primjer su odabrana dva trokutna apsolutno kruta elementa koja su 

me�ÿusobno povezana jednom �þeli�þnom klamfom kao što je prikazano na crtežu 5.11. 

 

Crtež 5.11 Geometrija i optere�üenje elementa 

Kao optere�üenje uzeta je konstantna brzina u to�þki B u iznosu od 0.2 m/sv � . Materijalne 

karakteristike �þelika korištene u analizi prikazane su u tablici 5.1. 
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Tablica 5.1 Karakteristike �þelika kao ulazni parametri 

�ýelik 

Modul elasti�þnosti, Es (MPa) 183 000 

Granica popuštanja, fy ( MPa) 446 

Grani�þna �þvrsto�üa, fu ( MPa) 640 

Promjer šipke, D (m) 0.05 

Deformacija na kraju te�þenja, �0sh 0.005 

Grani�þna deformacija, �0u 0.1 

Deformacija u trenutku loma, �0br 0.12 

Na crtežu 5.12 prikazane su deformacije u �þeli�þnoj klamfi tijekom vremena dobivene 

analiti�þki i numeri�þki FEM/DEM metodom.  
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Crtež 5.12 Veza naprezanja i deformacija u �þeli�þnoj klamfi 

Na crtežu 5.13 prikazana su naprezanja u �þeli�þnoj klamfi u ovisnosti o deformacijama. Može 

se uo�þiti da se vrijednosti naprezanja i deformacija dobivene numeri�þki to�þno podudaraju s 

ulaznim vrijednostima kojima je definiran oblik krivulje naprezanja i deformacija.  
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Crtež 5.13 Veza naprezanja i deformacija u �þeli�þnoj klamfi 
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5.3.2 Verifikacija modela klamfi tipa I za cikli �þko optere�üenje 

U nastavku je izvršena verifikacija ugra�ÿenog modela klamfi tipa I uslijed cikli�þkog 

optere�üenja. Za primjer su odabrana dva trokutna elementa geometrijskih karakteristika prikazanih 

na crtežu 5.11. Usvojene materijalne karakteristike prikazane su u tablici 5.1. Cikli�þko optere�üenje 

je ostvareno djelovanjem brzine u to�þki B �þija je funkcija u ovisnosti o vremenu prikazana na 

crtežu 5.14. 
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Crtež 5.14 Funkcija djelovanja brzine u vremenu 

Deformacija �þeli�þne klamfe dobivena numeri�þki i analiti�þki za ovakvu vrstu optere�üenja 

prikazana je na crtežu 5.15 gdje se može uo�þiti to�þno podudaranje rezultata. 
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Crtež 5.15 Deformacija �þeli�þne klamfe u ovisnosti o vremenu 

Na crtežu 5.16 prikazana je veza naprezanja i deformacija u klamfi gdje se može uo�þiti 

ponašanje materijala po usvojenom Katovom modelu cikli�þkog ponašanja �þelika.  



5. Novi numeri�þki model �þeli�þnih klamfi i trnova 

 Seizmi�þka analiza zidanih konstrukcija metodom kona�þno-diskretnih elemenata 120  

-800.0

-600.0

-400.0

-200.0

0.0

200.0

400.0

600.0

-0.06 -0.03 0.00 0.03 0.06 0.09 0.12 0.15

�Hsc

�V
sc

 /
 M

P
a

2

 

Crtež 5.16 Veza naprezanja i deformacija u klamfi za slu�þaj cikli�þkog optere�üenja 

5.3.3 Verifikacija modela klamfi tipa II za monotono rastu�üe optere�üenje 

U nastavku je izvršena verifikacija utjecaja popre�þnog pomaka na redukciju naprezanja u 

klamfama tipa II za slu�þaj monotono rastu�üeg optere�üenja. Za primjer su odabrana dva trokutna 

apsolutno kruta elementa koja su me�ÿusobno povezana jednom �þeli�þnom klamfom kao što je 

prikazano na crtežu 5.17. Usvojene materijalne karakteristike prikazane su u tablici 5.1. 

 

 Crtež 5.17 Geometrija i optere�üenje elementa 

Analiza je izvršena za �þetiri slu�þaja optere�üenja. Optere�üenje je ostvareno djelovanjem 

brzine xv  i yv  u to�þki B kao što je prikazano na crtežu 5.17. Brzina xv  u sva �þetiri slu�þaja 

usvojena je u iznosu od 0.2 m/s, dok je iznos brzine yv  mijenjan u iznosima od 0.0 m/s, 0.2 m/s, 

0.3 m/s i 0.4 m/s. 

Na crtežu 5.18 prikazana je veza naprezanja i deformacija u klamfi za sve slu�þajeve 

optere�üenja gdje se može uo�þiti da uslijed ve�üeg posmi�þnog pomaka dolazi do ve�üe redukcije 

naprezanja u klamfi. 
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Crtež 5.18 Veza naprezanja i deformacija klamfi za razli�þite slu�þajeve optere�üenja 

5.3.4 Verifikacija modela trnova za monotono rastu�üe optere�üenje 

U nastavku je izvršena verifikacija ugra�ÿenog modela trnova za slu�þaj monotono rastu�üeg 

optere�üenja. Za primjer su odabrana dva trokutna apsolutno kruta elementa koja su me�ÿusobno 

povezana jednim �þeli�þnim trnom kao što je prikazano na crtežu 5.19. Posmi�þno optere�üenje 

ostvareno je djelovanjem brzine u to�þki B koja je usvojena u iznosu od 0.2 m/sv � . Usvojene 

materijalne karakteristike prikazane su u tablici 5.1. 

 

Crtež 5.19 Geometrija i optere�üenje elementa 

Analiza je provedena sa ciljem verifikacije utjecaja po�þetnog normalnog pomaka o na 

redukciju posmi�þnog naprezanja u trnu. U tu svrhu po�þetni normalni pomak mijenjan je u iznosu 

od 0.0 m, 0.05 m i 0.075 m. Parametri pbo , tbo , pbs  i tbs  koji definiraju vezu izme�ÿu posmi�þnih 

naprezanja i posmi�þnih pomaka usvojeni su redom u iznosu od 0.01 D, 0.2 m, 0.01 D, 0.05 D gdje 

je D promjer trna. 
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Na crtežu 5.20. prikazana je veza posmi�þnih naprezanja i posmi�þnih pomaka u �þeli�þnom trnu 

gdje se može uo�þiti da je s pove�üanjem po�þetnog normalnog pomaka ostvarena ve�üa redukcija 

posmi�þnog naprezanja.  
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Crtež 5.20 Veza posmi�þnih naprezanja i posmi�þnih pomaka u trnu za razli�þite vrijednosti o 

5.3.5 Verifikacija modela trnova za cikli�þko optere�üenje 

U nastavku je izvršena verifikacija ugra�ÿenog modela trnova za slu�þaj cikli�þkog optere�üenja. 

Za primjer su odabrana dva trokutna elementa geometrijskih karakteristika prikazanih na crtežu 

5.19. Usvojene materijalne karakteristike prikazane su u tablici 5.1.  

Cikli �þko optere�üenje je ostvareno djelovanjem brzine u to�þki B �þija je funkcija u ovisnosti o 

vremenu prikazana na crtežu 5.21. 
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Crtež 5.21 Funkcija djelovanja brzine u vremenu 
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U ovoj analizi parametri pbo , tbo , pbs  i tbs  koji definiraju vezu izme�ÿu posmi�þnih 

naprezanja i posmi�þnih pomaka usvojeni su redom u iznosu od 0.01 D, 0.2 m, 0.01 D, 0.05 D gdje 

je D promjer trna. 

Na crtežu 5.22. prikazana je veza apsolutnih vrijednosti posmi�þnih naprezanja i posmi�þnih 

pomaka u �þeli�þnom trnu ostvarena za cikli�þko optere�üenje. Može se uo�þiti ponašanje materijala po 

usvojenom modelu cikli�þkog ponašanja �þelika u posmiku koje je definirano izrazom (5.23). 
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Crtež 5.22 Veza posmi�þnog naprezanja i posmi�þnih pomaka u trnu za slu�þaj cikli�þkog optere�üenja 

5.4 PRIMJENA NUMERI �ýKOG MODELA 

5.4.1 Seizmi�þka analiza konstrukcije Protirona s ugra�ÿenim klamfama i trnovima 

U sljede�üem primjeru prikazana je primjena ugra�ÿenog numeri�þkog modela klamfi i trnova 

u inkrementalnoj dinami�þkoj analizi konstrukcije Protirona prikazane u poglavlju 4.3.1. Na crtežu 

5.23 prikazana je geometrija konstrukcije s ugra�ÿenim �þeli�þnim klamfama i trnovima. 
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Crtež 5.23 Geometrija konstrukcije 

Karakteristike �þeli�þnih klamfi i trnova prikazane su u tablici 5.2. 

Tablica 5.2 Karakteristike materijala kao ulazni parametri [M7] 

Uzorak Modul elasti�þnosti Vla�þna �þvrsto�üa Posmi�þna �þvrsto�üa Površina 

 E (MPa) fst (MPa) fsu (MPa) A (cm2) 

Trn 181000 - 239 12.57 

Klamfa 65000 125 - 2.7 

Diskretizacija konstrukcije Protirona s klamfama i trnovima prikazana je na crtežu 5.24. 
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Crtež 5.24 Diskretizacija konstrukcije Protirona s klamfama i trnovima 

Uzimaju�üi u obzir da je u poglavlju 4.3.1 izvršena dinami�þka analiza konstrukcije bez 

ugra�ÿenih klamfi i trnova, u ovom je primjeru analiza provedena za dva slu�þaja: (a) konstrukcija s 

ugra�ÿenim trnovima izme�ÿu kapitela i stupova te kapitela i naglavne grede, (b) konstrukcija s 

ugra�ÿenim trnovima i klamfama koje su ugra�ÿene nakon restauracije. U oba slu�þaja konstrukcija 

je izložena horizontalnom ubrzanju podloge (vidi crtež 4.20) koje je snimljeno 15.4.1979. godine 

u Dubrovniku kraj Pomorske škole na tlu kategorije A za vrijeme potresa �þiji je epicentar bio u 

Crnoj Gori. Akcelelogram je prvo skaliran na vršno ubrzanje od 0.22 g koje je karakteristi�þno za 

Split. Nakon toga vršno ubrzanje je postupno pove�üavano do sloma konstrukcije. 

Dinami�þka analiza pokazuje da se za vršno ubrzanje od 0.22 g javljaju mali pomaci me�ÿu 

kamenim blokovima kod slu�þaja konstrukcije s ugra�ÿenim trnovima (5.25-a). Za isto vršno 

ubrzanje kod konstrukcije s ugra�ÿenim klamfama i trnovima ne dolazi do relativnih pomaka me�ÿu 

kamenim blokovima (5.25-b). 
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(a) 

 
(b) 

Crtež 5.25 Središnji dio konstrukcije Protirona nakon potresa vršnog ubrzanja ag=0.22 g: (a) konstrukcija s 
ugra�ÿenim trnovima; (b) konstrukcija s ugra�ÿenim trnovima i klamfama 

Pri vršnom ubrzanju od 0.60 g, pri kojem se javlja slom konstrukcije bez klamfi i trnova, 

kod konstrukcije s ugra�ÿenim trnovima isto tako dolazi do sloma (crtež 5.26-a) dok se u slu�þaju 

konstrukcije s ugra�ÿenim klamfama i trnovima javljaju vrlo mali relativni pomaci me�ÿu 

blokovima (crtež 5.26-b). 

 
(a) 

 
(b) 

Crtež 5.26 Središnji dio konstrukcije Protirona nakon potresa vršnog ubrzanja ag=0.60 g: (a) konstrukcija s 
ugra�ÿenim trnovima; (b) konstrukcija s ugra�ÿenim trnovima i klamfama 

Ponašanje konstrukcije s ugra�ÿenim klamfama i trnovima tijekom vremena za vršno 

ubrzanje ag=2.0 g prikazano je na crtežu 5.27. Sa crteža se može vidjeti da �þeli�þne klamfe 

ukru�üuju trokutni zabat koji se za vrijeme potresa ponaša kao jedno tijelo. Na crtežu 5.28 

prikazana su normalna naprezanja u klamfi C1, posmi�þna naprezanja u trnu B1 te pomak vrha 

konstrukcije tijekom vremena za isto vršno ubrzanje. 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

 
(d) 

 
(e) 

 
(f) 

Crtež 5.27 Konstrukcija Protirona s ugra�ÿenim metalnim klamfama i trnovima pri djelovanju potresa 
vršnog ubrzanja ag=2.00 g u vremenskim trenucima: (a) t=7.9 s; (b) t=9.3 s; (c) t=22.0 s; (d) t=24.5 s; (e) 

t=30.5 s; (f) t=32.9 s. 
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Provedena analiza pokazuje da izvorna konstrukcija Protirona bez �þeli�þnih klamfi nema 

veliku seizmi�þku otpornost budu�üi da ve�ü pri vršnom ubrzanju ag=0.22 g dolazi do razmicanja 

kamenih blokova izme�ÿu dva centralna stupa. Iz analize se tako�ÿer može vidjeti da je utjecaj 

�þeli�þnih klamfi na seizmi�þku otpornost konstrukcije velik budu�üi da do sloma konstrukcije ne 

dolazi �þak ni pri vršnom ubrzanju ag=2.00 g. 
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(c)  

Crtež 5.28 Odgovor konstrukcije Protirona u vremenu za ag=2.00 g: (a) normalno naprezanje u 
klamfi C1; (b) posmi�þno naprezanje u trnu B1; (c) pomak vrha konstrukcije 

Svrha provedene analize bila je pokazati mogu�ünost primjene prezentiranog modela �þeli�þnih 

klamfi i trnova baziranog na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata u seizmi�þkoj 

analizi starih kamenih konstrukcija. Relevantni zaklju�þci o seizmi�þkoj otpornosti ove konstrukcije 

ne mogu se donijeti na temelju provedene analize, ve�ü je potrebno provesti analize sa barem 

sedam potresa snimljenih na istoj kategoriji tla [C6]. 
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6. NOVI NUMERI �ýKI MODEL MATERIJALA ZA 
ZIDANE KONSTRUKCIJE  

U ovom poglavlju prikazan je novi razvijeni numeri�þki model materijala za analizu zidanih 

konstrukcija u sklopu kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata na pojednostavljenoj 

mikrorazini. Na samom po�þetku poglavlja prikazane su materijalne karakteristike zidane 

konstrukcije i njenih sastavnih komponenti koje su bitne za razumijevanje numeri�þkog modela.  

Nakon toga prikazan je novi numeri�þki model materijala u kona�þnom elementu koji uzima u 

obzir ortotropno ponašanje, mogu�ünost sloma u tlaku, pojavu tla�þnog omekšanja te glavne osobine 

materijala vezane za cikli�þko ponašanje u tlaku. 

Tako�ÿer, prikazan je novi numeri�þki model kontaktnog elementa mort-blok koji uzima u 

obzir pojavu omekšanja veze izme�ÿu bloka i morta u vlaku i posmiku, promjenu koeficijenta 

trenja u ovisnosti o posmi�þnoj deformaciji, promjenu energije loma u posmiku u ovisnosti o 

predtla�þnom naprezanju te glavne osobine veze bloka i morta vezane za cikli�þko ponašanje u 

vlaku i posmiku. Equation Chapter 6 Section 1 

Na kraju poglavlja prikazana je verifikacija i validacija razvijenog numeri�þkog modela te 

mogu�ünost primjene u analizi zidanih konstrukcija ome�ÿenih armiranobetonskim serklažima gdje 

je novo razvijeni numeri�þki model materijala za analizu nearmiranih zidanih konstrukcija 

kombiniran s prethodno razvijenim numeri�þkim modelom armature u okviru FEM/DEM metode. 
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6.1 MEHANI �ýKA SVOJSTVA ZIDANIH KONSTRUKCIJA 

Zidana konstrukcija je kompozitni materijal sastavljen od blokova povezanih mortom. Zbog 

razli�þitih mehani�þkih karakteristika morta i blokova, zidana konstrukcija pokazuje ortotropno te 

izrazito nelinearno ponašanje. Glavne materijalne osi zidane konstrukcije poklapaju se sa 

smjerovima sljubnica me�ÿu blokovima što je u ve�üini slu�þajeva horizontalna i vertikalna os. 

Globalno ponašanje zidane konstrukcije ovisno je o mnogo faktora kao što su mehani�þke 

karakteristike morta i blokova, geometrijske karakteristike blokova, debljine horizontalnih i 

vertikalnih sljubnica, postotak ispunjenosti sljubnica mortom, udio i razmještaj šupljina u 

blokovima, na�þin slaganja blokova u konstrukciji, na�þin izvedbe, itd. U ovom poglavlju prikazane 

su osnovne mehani�þke karakteristike blokova, morta, veze blokova i morta te zidane konstrukcije 

kao kompozitnog materijala. 

6.1.1 Mehani�þke karakteristike blokova, morta te veze morta i bloka 

Blokovi i mort, sli�þno kao i ostali heterogeni materijali, pokazuju svojstvo omekšanja, tj. 

opadanja mehani�þke otpornosti uslijed kontinuiranog prirasta deformacije. Takvo ponašanje 

posljedica je prisutnosti mikropukotina koje se uslijed kontinuiranog prirasta deformacije 

povezuju u jednu ili više makropukotina. Pojava omekšanja prisutna je kod tla�þnog, vla�þnog i 

posmi�þnog optere�üenja. Tipi�þno ponašanje blokova i morta u vlaku, tlaku i posmiku prikazano je 

na crtežu 6.1. 

  

Crtež 6.1 Tipi�þno ponašanje materijala blokova i morta u: (a) vlaku; (b) tlaku; (c) posmiku 

Podaci o mehani�þkim karakteristikama blokova i morta u literaturi vrlo su oskudni. 

Mehani�þka svojstva morta mogu�üe je dobiti standardnim testovima na temelju ispitivanja uzoraka, 
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me�ÿutim, zbog efekta upijanja vode, mehani�þka svojstva morta ugra�ÿenog u zidanu konstrukciju 

�þesto nisu jednaka onima dobivenim analizom ispitnih uzoraka. 

Mehani�þka svojstva blokova tako�ÿer �þesto nije mogu�üe dobiti na temelju ispitivanja 

materijala od kojeg je blok napravljen. Uzrok tome je prisutnost šupljina u bloku �þiji udio i 

razmještaj znatno utje�þe na mehani�þke karakteristike bloka. Budu�üi da se šupljine pružaju naj�þeš�üe 

samo u vertikalnom ili horizontalnom smjeru, blok sam po sebi ima ortotropna svojstva. Kod 

blokova koji u sebi nemaju šupljine, zbog na�þina proizvodnje, �þvrsto�üe i moduli elasti�þnosti 

tako�ÿer nisu jednaki u horizontalnom i vertikalnom smjeru. 

Najslabija karika u zidanoj konstrukciji, �þija svojstva u velikoj mjeri odre�ÿuju ponašanje 

konstrukcije, je veza morta i bloka. U toj vezi mogu se pojaviti dva na�þina sloma. Jedan je 

povezan sa slomom u vlaku (mod I) dok je drugi povezan sa slomom u posmiku (mod II). Jedno 

od najopsežnijih eksperimentalnih ispitivanja veze bloka i morta za oba oblika sloma proveo je 

Van der Pluijm [P11, P12] na glinenim i kalcijsko-silikatnim blokovima bez šupljina.  

Ponašanje veze izme�ÿu morta i bloka u vlaku [P11] prikazano je na crtežu 6.2. Iz rezultata 

eksperimenata može se vidjeti da s pove�üanjem širine pukotine vla�þna �þvrsto�üa izme�ÿu bloka i 

morta eksponencijalno opada. Površina ispod dijagrama naprezanje-širina pukotine predstavlja 

energiju loma I
fG . Ta energija definirana je kao koli�þina energije potrebne da se stvori pukotina 

jedini�þne površine. 

 

Crtež 6.2 Ponašanje veze morta i bloka u vlaku [P11] 

Ponašanje veze bloka i morta u posmiku za razne vrijednosti pretla�þnih naprezanja �V 

dobiveno na temelju eksperimentalnih istraživanja Van der Plujima [P12] prikazano je na crtežu 

6.3. Sa crteža se može vidjeti da nakon dostizanja posmi�þne �þvrsto�üe, posmi�þna naprezanja �W 

tako�ÿer eksponencijalno opadaju s pove�üanjem posmi�þnog pomaka t sve do postizanja posmi�þnog 
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naprezanja koje odgovara rezidualnom trenju izme�ÿu bloka i morta. Tako�ÿer se može vidjeti da 

veza izme�ÿu posmi�þnih naprezanja i posmi�þnih pomaka ovisi o vrijednosti predtla�þnih naprezanja 

�V. 

Posmi�þna naprezanja prikazana na crtežu 6.3 rezultat su posmi�þnih naprezanja koja nastaju 

kao posljedica trenja te posmi�þnih naprezanja koja nastaju kao posljedica posmi�þne �þvrsto�üe u 

vezi izme�ÿu morta i bloka što se može pisati kao 

 m�W � W � P � V� ��  (6.1) 

gdje je �P koeficijent trenja izme�ÿu bloka i morta. Iz eksperimentalnih istraživanja koje je 

proveo Van der Plujim [P12] mogu�üe je odrediti po�þetni koeficijent trenja 0�P  koji varira izme�ÿu 

0.7 i 1.2 te rezidualni koeficijent trenja r�P  koji djeluje nakon što do�ÿe do sloma veze izme�ÿu 

bloka i morta a iznosi oko 0.75. Površina izme�ÿu posmi�þnih naprezanja i posmi�þnih pomaka 

umanjena za doprinos trenja predstavlja energiju loma II
fG . Eksperimentalna istraživanja [P12] 

pokazuju da energija loma IIfG  raste s pove�üanjem predtla�þnog naprezanja. 

 

Crtež 6.3 Ponašanje veze bloka i morta u posmiku [P12] 

Jedan od parametara koji opisuje vezu izme�ÿu dva bloka je i kut dilatacije �\  definiran kao  

 tan
o
t

�\ �  (6.2) 

gdje su o i t redom veli�þine normalnog i popre�þnog pomaka izme�ÿu dva bloka (crtež 6.4). 

Kut dilatacije ovisi o veli�þini predtla�þnih naprezanja. Za mala predtla�þna naprezanja on se 

kre�üe u vrijednostima izme�ÿu 0.2 i 0.7 [L11] dok se za predtla�þna naprezanja ve�üa od 1.0 MPa 
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može smatrati da je kut dilatacije jednak nuli. Kut dilatacije tako�ÿer teži prema nuli s pove�üanjem 

popre�þnog pomaka.  

 

Crtež 6.4 Definiranje kuta dilatacije [P12] 

6.1.2 Mehani�þke karakteristike zidane konstrukcije kao kompozita 

Jednoosna tla�þna �þvrsto�üa zidane konstrukcije u smjeru okomitom na horizontalne sljubnice 

tradicionalno se smatrala kao jedina mjerodavna mehani�þka karakteristika potrebna za 

dimenzioniranje. Ponašanje zidane konstrukcije uslijed djelovanja tla�þnog naprezanja ovisi o 

mehani�þkim karakteristikama morta i bloka. Na crtežu 6.5 prikazani su rezultati eksperimentalnih 

istraživanja [P13] koji prikazuju vezu izme�ÿu jednoosnog naprezanja i deformacije zidane prizme. 

 

Crtež 6.5 Ponašanje zidane prizme u jednoosnom tlaku [P13] 

Do tla�þnog sloma naj�þeš�üe dolazi zbog razlike u elasti�þnim svojstvima bloka i morta. 

Jednoosno tla�þno naprezanje zida dovodi do stanja troosnog tlaka u mortu, te dvoosnog 
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vla�þnog/tla�þnog stanja naprezanja u bloku. Po�þetne vertikalne pukotine pojavljuju se naj�þeš�üe u 

sredini bloka a zatim se nastavljaju kroz vertikalnu sljubnicu. Uslijed pove�üanja deformacija 

javljaju se dodatne pukotine što na posljetku dovodi do sloma uslijed cijepanja. Tla�þna �þvrsto�üa 

zidane konstrukcije prema Tomaževi�üu [T2] može se dobiti iz relacije 

 0.65 0.25
c b mf K f f�  (6.3) 

gdje je bf  tla�þna �þvrsto�üa bloka (MPa), mf  tla�þna �þvrsto�üa morta (MPa), dok je K  konstanta koja 

ovisi o vrsti blokova. Uspore�ÿuju�üi tla�þne �þvrsto�üe zidane konstrukcije dobivene eksperimentom i 

izrazom (6.3) može se uspostaviti dobra korelacija. 

Jednoosna tla�þna �þvrsto�üa u smjeru paralelnom s horizontalnim sljubnicama obi�þno je manja 

zbog prisutnosti šupljina koje se pružaju u vertikalnom smjeru. Ako su šupljine nepovoljno 

razmještene u bloku, tla�þna �þvrsto�üa u smjeru paralelnom s horizontalnim sljubnicama može imati 

klju�þnu ulogu u kapacitetu nosivosti zida. 

 

Crtež 6.6 Vla�þno naprezanje okomito na horizontalne sljubnice: (a) uzorak; (b) slom na spoju morta i 
bloka; (c) slom kroz blok 

Slom zbog jednoosnog vla�þnog naprezanja okomitog na horizontalne sljubnice (crtež 6.6-a) 

naj�þeš�üe nastaje na mjestu veze morta i bloka (crtež 6.6-b). U slu�þaju korištenja morta visokih 

�þvrsto�üa i blokova malih �þvrsto�üa, slom se može pojaviti i kao rezultat prekora�þenja vla�þne 

�þvrsto�üe bloka (crtež 6.6-c). 

Jednoosno vla�þno naprezanje paralelno s horizontalnim sljubnicama (crtež 6.7-a) tako�ÿer se 

može pojaviti na dva na�þina ovisno o relativnim �þvrsto�üama morta i bloka. Ako je vla�þna �þvrsto�üa 

bloka puno ve�üa od posmi�þne �þvrsto�üe izme�ÿu morta i bloka pojavit �üe se slom preko veze morta i 

bloka prikazan na crtežu 6.7-b. U slu�þaju da je posmi�þna �þvrsto�üa izme�ÿu morta i bloka velika u 
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odnosnu na vla�þnu �þvrsto�üu bloka javit �üe se slom preko vertikalnih sljubnica i bloka kao što je 

prikazano na crtežu 6.7-c. 

 

Crtež 6.7 Vla�þno naprezanje paralelno s horizontalnim sljubnicama: (a) uzorak; (b) slom na spoju morta i 
bloka; (c) slom kroz blok 

6.2 DISKRETIZACIJA KONSTRUKCIJE 

U ovom radu zidana konstrukcija analizirana je na pojednostavljenoj mikrorazini. 

Diskretizacija zidane konstrukcije prikazana je na crtežu 6.8. Dimenzije svakog bloka u 

numeri�þkom modelu proširene su do osi horizontalnih i vertikalnih sljubnica, a svaki blok 

diskretiziran je vlastitom mrežom kona�þnih i kontaktnih elemenata. 

 

Crtež 6.8 Diskretizacija zidane konstrukcije 

U svakom kona�þnom elementu bloka usvojen je ortotropni konstitutivni zakon ponašanja 

materijala �þije se glavne materijalne osi poklapaju s globalnim osima x i y. Veza izme�ÿu 

naprezanja i deformacija u kona�þnom elementu je linearno elasti�þna u vlaku, dok je u tlaku uzeta u 

obzir mogu�ünost sloma kao i pojava tla�þnog omekšanja nakon dostizanja tla�þne �þvrsto�üe. Budu�üi 
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da se u analizi koristi prošireni blok, potrebno je koristiti ekvivalentne module elasti�þnosti u 

kona�þnom elementu koji za vertikalni i horizontalni smjer imaju oblike 

 
�� ���� ��m by b m

y
by m m b

E E h h
E

E h E h

��
� 

��
 (6.4) 

 
�� ���� ��m bx b m

x
bx m m b

E E l l
E

E l E l

��
� 

��
 (6.5) 

gdje je mE  modul elasti�þnosti morta, bxE  modul elasti�þnosti bloka u smjeru x, byE  modul 

elasti�þnosti bloka u smjeru y, bh  visina bloka, mh  debljina horizontalne sljubnice, bl  duljina bloka, 

ml  širina vertikalne sljubnice. 

Pojava pukotina u vlaku i posmiku unutar bloka te njegova fragmentacija ostvarena je 

pomo�üu kontaktnih elemenata koji su implementirani izme�ÿu mreže kona�þnih elemenata. Mreža 

kona�þnih elemenata korištena u numeri�þkoj analizi prikazana je na crtežu 6.8. Ovakvim na�þinom 

diskretizacije bloka pokriveni su naj�þeš�üi na�þini pucanja bloka koji se javljaju u realnim zidanim 

konstrukcijama. Za potrebe diskretizacije konstrukcije korišten je ra�þunalni program Bmsh. 

Model ponašanja kontaktnih elemenata koji su implementirani izme�ÿu mreže kona�þnih 

elemenata unutar bloka prikazan je u poglavlju 2.3. 

Veza izme�ÿu bloka i morta modelirana je kontaktnim elementima mort-blok u kojima je 

uzeto u obzir cikli�þko ponašanje te po�þetni i rezidualni koeficijent trenja. Taj novi model 

kontaktnog elementa kao i model materijala u kona�þnom elementu koji su razvijeni u sklopu ove 

radnje prikazani su u nastavku. 

6.3 MODEL MATERIJALA U KONA �ýNOM ELEMENTU 

U kona�þnom elementu bloka usvojen je ortotropni zakon ponašanja materijala s mogu�ünoš�üu 

popuštanja u tlaku (crtež 6.9). 
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Crtež 6.9 Model materijala u kona�þnom elementu 

U linearno elasti�þnom podru�þju za koje vrijedi x ix�H �H�!  i y iy�H �H�!  veza izme�ÿu naprezanja i 

deformacija dana je izrazom 
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 (6.6) 

U nelinearnom podru�þju za smjer y veza naprezanja i deformacija dana je izrazima: 

(1) za c y iy y iy�H � H � H � H� � � � � �  

 � > � @� > � @
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2
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gdje je 
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(2) za my iy y cy iy�H � H � H � H � H� � � � � � � � 
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(3) za y my iy�H � H � H� � � � 
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gdje je 
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Na analogan na�þin odre�ÿena su naprezanja x�V za smjer x.  

Posmi�þna naprezanja u nelinearnoj fazi odre�ÿena su sukladno relaciji 
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gdje su 

 maxmax

max max

     yx
x y

x y

E E
�V�V

� H � H
�  �   (6.13) 



6. Novi numeri�þki model materijala za zidane konstrukcije  

 Seizmi�þka analiza zidanih konstrukcija metodom kona�þno-diskretnih elemenata 139  

U prethodnom izrazu naprezanja maxx�V  i maxy�V  odgovaraju maksimalnim tla�þnim deformacijama 

maxx�H  i maxy�H  u povijesti optere�üenja (crtež 6.10).  

Cikli �þko ponašanje materijala (crtež 6.10) za naprezanja y�V  uzeto je u obzir sukladno 

relaciji 

 1
max

max 1

y
y y

y

k

k

�H
� V � V

�H

��
� 

��
 (6.14) 

pri �þemu se vrijednost 1 / ck k  može odabrati kao ulazni podatak. Po�þetna vrijednost uzeta je u 

iznosu 0.935. Analogno vrijedi i za naprezanja x�V . 

 

Crtež 6.10 Cikli �þko ponašanje materijala u tlaku 

Na crtežu 6.11 prikazana je usporedba usvojenog numeri�þkog modela s rezultatima 

jednoosnih tla�þnih eksperimenata na zidanim prizmama [P13]. 

 

Crtež 6.11 Usporedba numeri�þkog modela s rezultatima ponašanja zida u jednoosnom tlaku [P13] za 
20.8cyf �  MPa 
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6.4 MODEL MATERIJALA U KONTAKTNOM ELEMENTU MORT-

 BLOK 

U kontaktnom elementu mort-blok simulirana je veza izme�ÿu morta i bloka. Na�þin 

ponašanja kontaktnih elemenata opisan je u drugom poglavlju. Za kontaktni element optere�üen u 

vlaku, pojava vla�þnog omekšanja modelirana je eksponencijalnim zakonom koji je predložio 

Hordijk [H7]. Na crtežu 6.12 predloženi numeri�þki model uspore�ÿen je s eksperimentalnim 

rezultatima ponašanja veze bloka i morta u jednoosnom vlaku [P11]. 

 

Crtež 6.12 Eksperimentalni rezultati [P11] u usporedbi s numeri�þkim modelom ponašanja veze blok-mort 
u tlaku za 0.3tf �  MPa, 12.0I

fG �  N/m 

Sa crteža se može uo�þiti da predloženi numeri�þki model vrlo dobro opisuje rezultate 

eksperimenta. 

 

Crtež 6.13 Cikli �þko ponašanje u kontaktnom elementu blok-mort 
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Za slu�þaj cikli�þkog ponašanja usvojen je model prikazan na crtežu 6.13 pri �þemu je 

vrijednost 1 / tk k  uzeta u iznosu 0.73 preporu�þenu od Reinhardta [R4]. 

Kada je kontaktni element optere�üen u posmiku dolazi do pove�üanja energije loma  II
fG  

uslijed pove�üanja normalnih naprezanja �V. Usporedbom numeri�þkih i eksperimentalnih rezultata 

došlo se do veze koja najbolje opisuje pove�üanje energije loma II
fG  uslijed pove�üanja normalnih 

naprezanja �V. Ta veza dana je izrazom 

 0 106.31    (N/m)II II
f fG G �V�  � �  (6.15) 

gdje je 0
II
fG  vrijednost energije loma u posmiku za slu�þaj da je normalno predtla�þno naprezanje 

jednako nuli, dok je �V predtla�þno naprezanje u MPa. Tako�ÿer je uzeta u obzir promjena 

koeficijenta trenja od po�þetne vrijednosti 0�P  do kona�þne vrijednosti r�P  koja odgovara 

koeficijentu trenja nakon što je došlo do sloma veze mort-blok. Radi jednostavnosti 

pretpostavljeno je da se smanjenje koeficijenta trenja ravna po istom eksponencijalnom zakonu 

koji je usvojen za vla�þno omekšanje u vlaku .  

Na crtežu 6.14 predloženi numeri�þki model uspore�ÿen je s eksperimentalnim rezultatima 

ponašanja veze bloka i morta u posmiku [P12] za razli�þite vrijednosti predtla�þnih naprezanja. 

 

Crtež 6.14 Eksperimentalni rezultati u usporedbi s numeri�þkim modelom ponašanja veze blok-mort u 
posmiku za 0.87sf �  MPa, 0 1.01�P � , 0.73r�P �  
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6.5 VALIDACIJA IMPL EMENTIRANOG MODELA 

6.5.1 Validacija numeri�þkog modela za monotono rastu�üe tla�þno optere�üenje 

U ovom primjeru provedena je validacija implementiranog numeri�þkog modela za 

monotono rastu�üe tla�þno optere�üenje. Validacija je provedena usporedbom numeri�þkih rezultata s 

rezultatima eksperimenta na �þetiri zidane prizme izložene jednoosnom tla�þnom optere�üenju koji je 

proveo Oliveira [O2]. Prizme su se sastojale od pet blokova srednjih dimenzija 28.5 x 13.0 x 5.0 

cm3 povezanih mortom debljine 1.0 cm. Krajnji blokovi su zbog brušenja skra�üeni s 5.0 cm na 

visinu od 4.5 cm. Srednja tla�þna �þvrsto�üa blokova okomito na horizontalne sljubnice iznosila je 

56.8 MPa, dok je srednja tla�þna �þvrsto�üa morta iznosila 5.5 MPa. 

Geometrijske karakteristike prizme kao i mreža kona�þnih elemenata korištena u numeri�þkoj 

simulaciji prikazane su na crtežu 6.15. 

 

Crtež 6.15 Zidana prizma:(a) geometrija; (b) diskretizacija sustava 

Mehani�þke karakteristike materijala korištene u numeri�þkoj analizi prikazane su u tablici 

6.1. Mehani�þke karakteristike materijala odabrane su na temelju podataka iz literature na na�þin da 

opisuju srednju vrijednost anvelope dobivene eksperimentom. 
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Tablica 6.1 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Zidana prizma 

Modul elasti�þnosti, Ex = Ey (MPa) 4100 

Poissonov koeficijent, ��xy 0.2 

Tla�þna �þvrsto�üa, fc = fcx = fcy (MPa) 27.5 

Neelasti�þni parametri ( , )i i�V �H , ( , )c cf �H , ( , )m m�V �H , ( , )r r�V �H  potrebni za opisivanje 

nelinearnog ponašanja jednaki su za horizontalni i vertikalni smjer i iznosili su redom 

( /1.8, )c if �H , ( , 0.0065)cf �� , ( /1.8, 0.044)cf �� , ( /100.0, )cf �� �f . 

Na crtežu 6.16 prikazana je usporedba eksperimentalnih rezultata prikazanih kao anvelopa 

rezultata sve �þetiri prizme i rezultata dobivenih FEM/DEM metodom. Sa crteža se može vidjeti da 

implementirani numeri�þki model dobro opisuje anvelopu naprezanja i deformacija dobivenu 

eksperimentom. 

 

Crtež 6.16 Usporedba numeri�þkih i eksperimentalnih rezultata uslijed monotono rastu�üeg tla�þnog 
optere�üenja 

6.5.2 Validacija vla�þnog ponašanja u kontaktnom elementu mort-blok 

U ovom primjeru provedena je validacija cikli�þkog ponašanja kontaktnog elementa mort-

blok u jednoosnom vlaku. Budu�üi da su eksperimentalni rezultati vezani uz cikli�þko ponašanje 

veze izme�ÿu bloka i morta u literaturi oskudni, u ovom primjeru napravljena je usporedba 

implementiranog modela s eksperimentalnim rezultatima koje su Gopalaratnam i Shah [G9] 

proveli na betonskim uzorcima. 
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Crtež 6.17 Shematski prikaz problema: (a) geometrija; (b) diskretizacija problema 

Analizirana su dva bloka (crtež 6.17) povezana kontaktnim elementom mort-blok. Donji 

blok pri�þvrš�üen je za podlogu dok je u gornjem bloku zadano optere�üenje na gornjem rubu u 

obliku kontroliranih normalnih pomaka. Mehani�þke karakteristike materijala u kona�þnom i 

kontaktnom elementu prikazane su u tablici 6.2. 

Tablica 6.2 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Veli�þina Kona�þni element Kontaktni element 

Modul elasti�þnosti, E (MPa) 1000 - 

Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) - 1.0 

Energija loma, Gf
I (N/m) - 50 

 Na crtežu 6.18 prikazana je usporedba eksperimentalnih rezultata i rezultata dobivenih 

FEM/DEM metodom. 

 

Crtež 6.18 Usporedba numeri�þkih i eksperimentalnih rezultata uslijed jednoosnog cikli�þkog optere�üenja 
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Eksperimentalni i numeri�þki rezultati skalirani su s vrijednostima u to�þki u kojoj normalno 

naprezanje ima maksimalnu vrijednost. Na crtežu se može vidjeti vrlo dobro poklapanje 

numeri�þkih i eksperimentalnih rezultata 

6.5.3 Validacija posmi�þnog ponašanja u kontaktnom elementu mort-blok 

U ovom primjeru provedena je validacija cikli�þkog ponašanja kontaktnog elementa mort-

blok u posmiku. U tu svrhu eksperimentalni podaci koje je Atkinson [A5] dobio na temelju 

ispitivanja posmi�þne veze morta i blokova uspore�ÿeni su s numeri�þkim rezultatima dobivenim 

FEM/DEM metodom. 

Analizirana su dva bloka (crtež 6.19) povezana kontaktnim elementom. Donji blok je 

nepomi�þno povezan za podlogu dok je u gornjem bloku, nakon nanošenja predtla�þnog naprezanja 

od 5.0�V� MPa, zadano horizontalno optere�üenje u obliku kontroliranog pomaka. 

 

Crtež 6.19 Shematski prikaz problema: (a) geometrija; (b) diskretizacija sustava 

U tablici 6.3 prikazane su materijalne karakteristike kontaktnog elementa. 

Tablica 6.3 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Kontaktni element 

Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 0.1018 

Energija loma, Gf
II (N/m) 300.0 

Po�þetni koeficijent trenja, µ0  0.296 

Rezidualni koeficijent trenja, µr  0.296 
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Na crtežu 6.20 prikazana je usporedba eksperimentalnih i numeri�þkih rezultata. Posmi�þna 

naprezanja skalirana su s vrijednosti maksimalnog posmi�þnog naprezanja, dok su posmi�þni 

pomaci skalirani s jednom stotinom maksimalnog posmi�þnog pomaka. Sa crteža se može vidjeti 

da je ugra�ÿeni numeri�þki model u kontaktnom elementu mort-blok sposoban opisati cikli�þko 

ponašanje veze izme�ÿu bloka i morta. 

 

Crtež 6.20 Usporedba numeri�þkih i eksperimentalnih rezultata uslijed posmi�þnog cikli�þkog optere�üenja 

6.5.4 Zidani posmi�þni zidovi izloženi monotono rastu�üem optere�üenju 

U ovom primjeru provedena je validacija razvijenog numeri�þkog modela u analizi zidanih 

zidova uslijed djelovanja monotono rastu�üeg optere�üenja. Numeri�þka analiza provedena je na 

nekim od posmi�þnih zidova koje su Raijmakers i Vermeltfoort [R3] analizirali u sklopu CUR 

projekta. Zidovi koji su analizirani u ovom primjeru odgovaraju testnim uzorcima J4D, J5D i J7D. 

Geometrijske karakteristike zidova prikazane su na crtežu 6.21-a. Omjer dužine i visine sva 

tri zida bio je 990 mm / 1000 mm, a sastojali su se od 18 redova blokova od kojih je samo 16 bilo 

aktivno, dok su preostala dva krajnja reda bila ukliještena u �þeli�þnu gredu (vidi crtež 6.21-a). 

Blokovi od kojih je napravljen zid bili su dimenzija 210 x 98 x 50 mm3 dok je debljina morta u 

horizontalnim i vertikalnim sljubnicama iznosila 12.5 mm. 

Kod svih zidova najprije je zadano predtla�þno vertikalno optere�üenje i to u iznosu od 0.3 

MPa kod zidova J4D i J5D, odnosno 2.12 MPa kod zida J7D. Nakon nanošenja vertikalnog 

optere�üenja, zidovi su izloženi horizontalnom optere�üenju koje je ostvareno preko kontroliranog 
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pomaka �þeli�þne grede na vrhu zida. Tijekom nanošenja horizontalnog pomaka vertikalni pomaci 

�þeli�þne grede bili su sprije�þeni. 

Diskretizacija konstrukcije mrežom kona�þnih elemenata korištenom u numeri�þkoj analizi 

prikazana je na crtežu 6.21-b. 

 

Crtež 6.21 Posmi�þni zid: (a) geometrija; (b) mreža kona�þnih elemenata 

Mehani�þke karakteristike materijala korištene u numeri�þkoj analizi dobivene su na temelju 

podataka iz literature [R3] i prikazane u tablici 6.4 za zidove J4D i J5D odnosno tablici 6.5 za zid 

J7D. 

Tablica 6.4 Karakteristike materijala kao ulazni parametri za zidove J4D i J5D 

Blok Mort 

Modul elasti�þnosti, Ex (MPa) 8982 Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 0.25 

Modul elasti�þnosti, Ey (MPa) 4114 Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 0.35 

Poissonov koeficijent, ��xy 0.141 Energija loma, GI
f (N/m) 18 

Tla�þna �þvrsto�üa, fcx=fcx= fc (MPa) 10.5 Energija loma, GII
f (N/m) 125 

Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 2.0 Koeficijent trenja µ0= µr 0.75 

Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 2.8   

Energija loma, GI
f (N/m) 80   

Energija loma, GII
f (N/m) 500   

Koeficijent trenja µ0= µr 1.0   
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Tablica 6.5 Karakteristike materijala kao ulazni parametri za zidove J7D 

Numeri�þka analiza provedena je za slu�þaj linearno-elasti�þnog ponašanja materijala u 

kona�þnom elementu ne uzimaju�üi u obzir mogu�ünost sloma u tlaku te za slu�þaj nelinearnog 

ponašanja materijala u kona�þnom elementu uzimaju�üi u obzir mogu�ünost sloma u tlaku. 

Neelasti�þni parametri ( , )i i�V �H , ( , )c cf �H , ( , )m m�V �H , ( , )r r�V �H  potrebni za opisivanje 

nelinearnog ponašanja za sve zidove iznosili su redom ( / 3.0, )c if �H , ( , 0.0041)cf �� , 

( / 2.0, 0.028)cf �� , ( / 7.0, )cf � � � f . 

Na crtežu 6.22 prikazana je usporedba numeri�þkih rezultata horizontalnog pomaka vrha zida 

dobivenih FEM/DEM metodom s rezultatima eksperimenta te numeri�þkim rezultatima koje je 

dobio Lourenço [L11]. Numeri�þki rezultati od Lourença [L11] dobiveni su numeri�þkim modelom 

baziranim na metodi kona�þnih elemenata u sklopu kojeg su svi nelinearni efekti opisani u 

kontaktnim elementima koji predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina i �þiji je konstitutivni 

zakon ponašanja opisan preko teorije plasti�þnosti. 

Za slu�þaj nelinearnog ponašanja materijala u kona�þnom elementu FEM/DEM modela može 

se uo�þiti dobro slaganje dobivenih numeri�þkih rezultata zidova J3D i J4D s rezultatima 

eksperimenta i numeri�þkim rezultatima koje je dobio Lourenço [L11]. U slu�þaju da je ponašanje 

materijala u kona�þnom elementu FEM/DEM modela linearno-elasti�þno, slomna sila kod zidova 

J3D i J4D je za oko 38 % ve�üa od one dobivene eksperimentom. 

Iz rezultata analize zida J7D ne vidi se zna�þajna razlika rezultata dobivenih FEM/DEM 

metodom za slu�þaj linearnog i nelinearnog ponašanja kona�þnog elementa u odnosu na numeri�þke 

rezultate koje je dobio Lourenço [L11]. S druge pak strane, svi numeri�þki rezultati daju za 

približno 15 % ve�üu slomnu silu zida J7D u odnosu na onu dobivenu eksperimentom. Mogu�üe da 

Blok Kontaktni element mort-blok 

Modul elasti�þnosti, Ex (MPa) 8982 Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 0.16 

Modul elasti�þnosti, Ey (MPa) 4114 Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 0.224 

Poissonov koeficijent, ��xy 0.141 Energija loma, GI
f (N/m) 18 

Tla�þna �þvrsto�üa,  fcx=fcx= fc (MPa) 11.5 Energija loma, GII
f (N/m) 50 

Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 2.0 Koeficijent trenja µ0= µr 0.75 

Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 2.8   

Energija loma, GI
f (N/m) 80   

Energija loma, GII
f (N/m) 500   

Koeficijent trenja µ0= µr 1.0   
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je uzrok tome nekakvo lokalno oslabljenje koje se pojavilo u eksperimentu a koje nije uzeto u 

obzir u sklopu mehani�þkih karakteristika materijala prikazanih u tablici 6.5. 

 

Crtež 6.22 Usporedba eksperimentalnih i numeri�þkih pomaka vrha zida 

Na crtežu 6.23 prikazano je stanje pukotina u zidovima J3D/J4D i J7D neposredno prije 

potpunog sloma. 

 
(a) 

 
(b) 

Crtež 6.23 Stanje pukotina u zidovima: (a) J3D i J4D; (b) J7D 
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6.5.5 Zidani posmi�þni zidovi izloženi cikli�þkom optere�üenju 

U ovom primjeru provedena je validacija razvijenog numeri�þkog modela u analizi zidanih 

zidova izloženih cikli�þkom optere�üenju. Analiza je provedena na zidu istih geometrijskih 

karakteristika kao u prethodnom primjeru (vidi crtež 6.21) �þiji su rezultati numeri�þkog 

eksperimenta dostupni u literaturi [O2]. 

Nakon nanošenja predtla�þnog naprezanja u iznosu od 1.21MPa, zid je izložen horizontalnom 

optere�üenju koje je ostvareno preko kontroliranog pomaka �þeli�þne grede na vrhu zida. Shematski 

prikaz horizontalnog pomaka tijekom vremena prikazan je na crtežu 6.24. 
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Crtež 6.24 Shematski prikaz horizontalnog pomaka vrha �þeli�þne grede 

Analiza je provedena bez mogu�ünosti pucanja blokova. Mehani�þke karakteristike materijala 

korištene u numeri�þkoj analizi dobivene su na temelju podataka iz literature [O2] i prikazane u 

tablici 6.6. 

Tablica 6.6 Karakteristike materijala kao ulazni parametri 

Neelasti�þni parametri ( , )i i�V �H , ( , )c cf �H , ( , )m m�V �H , ( , )r r�V �H  potrebni za opisivanje 

nelinearnog ponašanja za sve zidove iznosili su redom ( / 3.0, )c if �H , ( , 0.0041)cf �� , 

( / 2.0, 0.028)cf �� , ( / 7.0, )cf � � � f . 

Blok Kontaktni element mort-blok 

Modul elasti�þnosti, Ex=Ey (MPa) 5080 Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 0.16 

Poissonov koeficijent, ��xy 0.112 Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 0.224 

Tla�þna �þvrsto�üa, fcx=fcx= fc (MPa) 11.5 Energija loma, GI
f (N/m) 12 

  Energija loma, GII
f (N/m) 50 

  Koeficijent trenja  µ0= µr 0.75 
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Na crtežu 6.25 prikazana je usporedba numeri�þkih rezultata dobivenih FEM/DEM metodom 

s numeri�þkim rezultatima Oliveire [O2]. Numeri�þki rezultati koje je dobio Oliveira dobiveni su 

preko numeri�þkog modela baziranog na metodi kona�þnih elemenata koji je razvio Lourenço [L11], 

poboljšanim na na�þin da može uzeti u obzir glavne osobine cikli�þkog ponašanja materijala [O2]. 

 

Crtež 6.25 Usporedba eksperimentalnih i numeri�þkih pomaka vrha zida 

6.6 PRIMJENA RAZVIJENOG MODELA U ANALIZI ZIDANIH 

 KONSTRUKCIJA OME �� ENIH AB SERKLAŽIMA 

Novo razvijeni numeri�þki model materijala za zidane konstrukcije u kombinaciji s prethodno 

razvijenim numeri�þkim modelom armature [Ž1, Ž2] omogu�üuje primjenu FEM/DEM metode u 

dinami�þkoj analizi zidanih konstrukcija ome�ÿenih armiranobetonskim serklažima te 

armiranobetonskim okvirima s ispunom. 

U nastavku je prikazana primjena FEM/DEM metode u analizi zidanih zidova ome�ÿenih 

armiranobetonskim serklažima. Analiza je provedena na zidu �þije su geometrijske karakteristike 

prikazane na crtežu 6.26-a. Debljina zida jednaka je 0.25 m.  

Mreža kona�þnih elemenata korištena u numeri�þkoj analizi prikazana je na crtežu 6.26-b. 

Svaki blok diskretiziran je s vlastitom mrežom kona�þnih elemenata izme�ÿu kojih su 

implementirani kontaktni elementi koji predstavljaju mjesta potencijalnih pukotina. U kona�þnim 

elementima bloka uzeta je u obzir mogu�ünost sloma u tlaku kao i pojava tla�þnog omekšanja. Veza 
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izme�ÿu blokova ostvarena je tako�ÿer kontaktnim elementima kojima se opisuje veza bloka i 

morta.  

Beton je opisan kona�þnim elementima unutar kojih je ponašanje linearno-elasti�þno. Izme�ÿu 

kona�þnih elemenata betona tako�ÿer su implementirani kontaktni elementi koji predstavljaju mjesta 

potencijalnih pukotina. Armatura je opisana linijskim kona�þnim elementima implementiranim 

unutar kona�þnih elemenata betona. Ponašanje armature unutar kontaktnog elementa betona 

opisano je kontaktnim elementima armature. 

 
(a) 

 
(b) 

Crtež 6.26 Zidani zid ome�ÿen armiranobetonskim serklažima: (b) geometrijske karakteristike i na�þin 
armiranja; (b) mreža kona�þnih elemenata 

U tablici 6.7 prikazane su mehani�þke karakteristike armiranobetonskih serklaža, dok su u 

tablici 6.8 prikazane mehani�þke karakteristike blokova te veze morta i bloka. 
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Tablica 6.7 Mehani�þke karakteristike armiranog betona 

Beton �ýelik 

Modul elasti�þnosti, Ec (MPa) 30 500   Modul elasti�þnosti, Es (MPa) 210 000 

Poissonov koeficijent, �� 0.2 Granica popuštanja, fy ( MPa) 500 

Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 3.8 Grani�þna �þvrsto�üa, fu ( MPa) 650 

Tla�þna �þvrsto�üa, fc (MPa) 38.0 Deformacija na kraju te�þenja, �0sh 0.025 

Energija loma, Gf (N/m) 150 Grani�þna deformacija, �0u 0.1 

  Deformacija u trenutku sloma, �0br 0.16 

Tablica 6.8 Karakteristike bloka te veze bloka i morta 

Vertikalno optere�üenje na svakoj etaži zida usvojeno je u iznosu od 0.5 MPa što zna�þi da je 

vertikalno naprezanje na dnu zida uslijed težine jednako 1.0 MPa. Provedena je inkrementalna 

dinami�þka analiza zida izloženog horizontalnom ubrzanju tla prikazanom na crtežu 6.27. 

Akcelelogram je prvo skaliran na vršno ubrzanje od 0.22 g koje je karakteristi�þno za Split, a zatim 

je vršno ubrzanje postupno pove�üavano do potpunog sloma konstrukcije. 

-5.0
-4.0

-3.0
-2.0
-1.0
0.0

1.0
2.0
3.0

4.0
5.0

0 10 20 30 40 50

t  / (s)

a
 / 

(m
/s

2 )

 

Crtež 6.27 Potres iz baze podataka European Strong-motion Database, Petrovac (1979.) 

Na crtežu 6.28 prikazan je nastanak i širenje pukotina za vršno ubrzanje od 3.0 m/s2 u 

razli�þitim vremenskim trenucima, dok su na crtežu 6.29 prikazani pomaci prve i druge etaže za 

isto vršno ubrzanje u funkciji vremena. 

Blok Kontaktni element mort-blok 

Modul elasti�þnosti, Ex=Ey (MPa) 1033 Vla�þna �þvrsto�üa, ft (MPa) 0.16 

Poissonov koeficijent, ��xy 0.141 Posmi�þna �þvrsto�üa, fs (MPa) 0.224 

Tla�þna �þvrsto�üa, fcx (MPa) 2.7 Energija loma, GI
f (N/m) 12 

Tla�þna �þvrsto�üa, fcy (MPa) 10.33 Energija loma, GII
f (N/m) 50 

  Koeficijent trenja  µ0= µr 0.75 
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(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Crtež 6.28 Nastanak i širenje pukotina za vršno ubrzanje a=3.0 m/s2 u vremenu: (a) t=1.977 s; 
(b) t=7.125 s; (c) t=12.00 s 
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(b) 

Crtež 6.29 Pomaci za vršno ubrzanje a=3.0 m/s2 u vremenu: (a) vrh prvog kata; (b) vrh drugog kata 

Sa crteža se može uo�þiti da za vršno ubrzanje od 3.0 m/s2 nastaju male pukotine na dnu 

armiranobetonskih serklaža dok u blokovima pukotine još nisu nastale. Maksimalni ostvareni 

pomak vrha zida iznosi 3.9 mm, što je jednako H/1538 gdje je H ukupna visina zida. 

Na crtežu 6.30 prikazan je nastanak i širenje pukotina za vršno ubrzanje od 4.0 m/s2 u 

razli�þitim vremenskim trenucima, dok su na crtežu 6.31 prikazani pomaci prve i druge etaže za 

isto vršno ubrzanje u funkciji vremena.  
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(a) 

 
(b) 

  
(c) 

Crtež 6.30 Nastanak i širenje pukotina za vršno ubrzanje a=4.0 m/s2 u vremenu: (a) t=4.85 s; (b) t=8.75 s; 
(c) t=12.00 s  

-40.0

-30.0

-20.0

-10.0

0.0

10.0

20.0

30.0

40.0

0 2 4 6 8 10 12

t / s

u 1
 /

 m
m

 
(a) 

-40.0

-30.0

-20.0

-10.0

0.0

10.0

20.0

30.0

40.0

0 2 4 6 8 10 12

t / s

u 2
 /

 m
m

 
(b) 

Crtež 6.31 Pomaci za vršno ubrzanje a=4.0 m/s2 u vremenu: (a) vrh prvog kata; (b) vrh drugog kata 

Sa crteža se može uo�þiti da za vršno ubrzanje od 4.0 m/s2 nastaju zna�þajne pukotine u prvoj 

etaži i u armiranobetonskim serklažima i u blokovima. Maksimalni ostvareni pomak vrha zida 

iznosi 40.0 mm, što je jednako H/150 gdje je H ukupna visina zida. 

Na crtežu 6.32 prikazana je krivulja dobivena inkrementalnom dinami�þkom analizom zida 

koja prikazuje odnos normaliziranog maksimalnog pomaka vrha zida u/H i vršnog ubrzanja a 

potresa prikazanog na crtežu 6.27. Iz dijagrama se može uo�þiti da je slom zida ostvaren pri vršnom 

ubrzanju od 4.0 m/s2 i pomaku vrha zida u/H =0.67 %.  
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Crtež 6.32 Pomaci u vrhu samostalnog zida ovisno o ubrzanju 

Na crtežu 6.33 prikazan je nastanak i širenje pukotina za vršno ubrzanje od 5.0 m/s2 u 

razli�þitim vremenskim trenucima, gdje se prati ponašanje konstrukcije nakon potpunog sloma.  

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Crtež 6.33 Nastanak i širenje pukotina za vršno ubrzanje a=5.0 m/s2 u vremenu: (a) t=4.85 s; (b) t=8.75 s; 
(c) t=12.00 s 
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7. ZAKLJU �ýCI I PRAVCI DALJNJIH ISTRAŽIVANJA 

U prvom dijelu ovog poglavlja iznijet �üe se osnovni zaklju�þci koji proizlaze iz istraživanja i 

analiza provedenih u ovom radu kao i prednosti i nedostaci izloženog modela. U drugom dijelu 

navest �üe se mogu�üi pravci daljnjih istraživanja. 

7.1 ZAKLJU �ýCI 

U ovom radu je u okviru kombinirane metode kona�þno-diskretnih elemenata razvijen novi 

numeri�þki model za 2D analizu zidanih konstrukcija izloženih stati�þkom, dinami�þkom i 

seizmi�þkom optere�üenju. 

Kombinirana metoda kona�þno-diskretnih elemenata zasniva se na simulaciji ponašanja 

velikog broja diskretnih elemenata koji se mogu na�üi u me�ÿusobnoj interakciji. Svaki diskretni 

element diskretiziran je vlastitom mrežom kona�þnih elemenata �þime je omogu�üena njegova 

deformabilnost. Materijalna nelinearnost, uklju�þuju�üi pojavu i razvoj pukotina te fragmentaciju 

diskretnih elemenata, omogu�üena je modelom kontaktnih elemenata koji su implementirani 

izme�ÿu kona�þnih elemenata.  

Da bi se što realnije opisalo ponašanje zidanih konstrukcija, razvijen je novi numeri�þki 

model materijala kojim je mogu�üe opisati vezu izme�ÿu bloka i morta te pojavu tla�þnog omekšanja 
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kao i mogu�ünost sloma u tlaku. Novo razvijeni numeri�þki model implementiran je u postoje�üi 

ra�þunalni program Y-2D preko niza algoritama koji obuhva�üaju: 

�x novi numeri�þki model materijala u 1D kontaktnom elementu za simuliranje veze 

bloka i morta koji uzima u obzir pojavu sloma u vlaku i posmiku, pove�üanje energije 

loma u posmiku uslijed pove�üanja predtla�þnog naprezanja, smanjenje koeficijenta 

trenja uslijed pove�üanja posmi�þne deformacije te cikli�þko ponašanje veze morta i 

bloka; 

�x novi numeri�þkog model materijala u 2D kona�þnom elementu koji uzima u obzir 

ortotropno ponašanje zi�ÿa, mogu�ünost sloma u tlaku, pojavu tla�þnog omekšanja te 

cikli �þko ponašanje materijala. 

Sintezom novo razvijenih modela materijala u kona�þnom i kontaktnom elementu kreiran je 

originalni numeri�þki model za analizu nearmiranih zidanih konstrukcija na pojednostavljenoj 

mikrorazini. Usporedbom numeri�þkih rezultata dobivenih ra�þunalnim programom Y-2D s 

rezultatima eksperimenata dostupnih u literaturi te numeri�þkim rezultatima dobivenih pomo�üu 

ra�þunalnih programa za nelinearnu analizu zidanih konstrukcija baziranih na metodi kona�þnih 

elemenata pokazalo se da razvijeni numeri�þki model vrlo dobro opisuje ponašanje nearmiranih 

zidanih konstrukcija izloženih monotono rastu�üem i cikli�þkom optere�üenju. 

Tako�ÿer, prezentiran je novi numeri�þki model za analizu zidanih konstrukcija ome�ÿenih 

armiranobetonskim serklažima te okvira s ispunom, koji se sastoji od sinteze novo razvijenog 

numeri�þkog modela materijala za analizu nearmiranih zidanih konstrukcija te prethodno 

razvijenog numeri�þkog modela armature za analizu armiranobetonskih konstrukcija. Prezentirani 

model daje realnu sliku razvoja pukotina u zidanim konstrukcijama izloženim seizmi�þkom 

optere�üenju prije potpunog sloma, ali i ponašanje takvih konstrukcija nakon potpunog sloma. 

U sklopu rada razvijen je i u ra�þunalni program Y-2D implementiran niz numeri�þkih 

algoritama koji za cilj imaju opisati ponašanje suho zidanih kamenih konstrukcija oja�þanih 

�þeli�þnim trnovima i klamfama. Ti algoritmi obuhva�üaju: 

�x ugra�ÿen model �þeli�þnih klamfi tipa I koje se ume�üu s bo�þne strane konstrukcije u 

prethodno napravljene rupe; 

�x ugra�ÿen model �þeli�þnih klamfi tipa II koje se ume�üu s gornje strane kamenih blokova 

u prethodno napravljene rupe; 
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�x cikli �þko ponašanje, te�þenje i lom �þelika kod klamfi tipa I i II, kao i utjecaj izvla�þenja 

klamfe tipa II iz kamenog bloka; 

�x ugra�ÿen model �þeli�þnih trnova koji se ume�üu s gornje strane kamenog bloka u 

prethodno napravljene rupe; 

�x cikli �þko ponašanje, omekšanje i lom trna kao i utjecaj izvla�þenja trna iz kamenog 

bloka. 

Provedena je verifikacija ugra�ÿenog modela te je prikazana njegova primjena u 

inkrementalnoj dinami�þkoj analizi realnih kamenih konstrukcija. U provedenim analizama 

pokazano je da se novo razvijeni numeri�þki model može koristiti u predvi�ÿanju mehanizma sloma 

te analizi seizmi�þke otpornosti starih suho zidanih kamenih konstrukcija s ugra�ÿenim i 

neugra�ÿenim klamfama i trnovima što je vrlo važno za one gra�ÿevine koje se svrstavaju u 

kategoriju kulturne baštine. Model tako�ÿer može pomo�üi prilikom donošenja odluka vezanih za 

poduzimanje odre�ÿenih zahvata kojima bi se pove�üala seizmi�þka otpornosti postoje�üih kamenih 

konstrukcija. 

Osim do sada navedenih prednosti ovog modela, primjena numeri�þkog modela zasnovanog 

na kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata sa sobom povla�þi i odre�ÿene nedostatke. 

Naime, korištenje eksplicitne numeri�þke integracije jednadžbi gibanja u vremenu i potreba za 

gustom diskretizacijom konstrukcije u svrhu što realnijeg opisivanja pojave i razvoja pukotina, 

može rezultirati vrlo malim vremenskim korakom, što bitno produljuje i poskupljuje vrijeme 

prora�þuna. Smatra se da �üe se daljnjim razvojem snage ra�þunala te razvojem paralelnog koda 

prikladnog za rad na klasteru ovaj problem znatno smanjiti. 

7.2 MOGU�ûI PRAVCI DALJNJIH  ISTRAŽIVANJA 

Razvijeni model mogu�üe je primijeniti za istraživanja koja se navode u nastavku: 

�x analiza seizmi�þke otpornosti suho zidanih kamenih konstrukcija koje mogu, ali i ne 

moraju biti oja�þane klamfama i trnovima; 

�x parametarska analiza zidanih konstrukcija izloženih seizmi�þkom optere�üenju; 

�x predvi�ÿanje mehanizma sloma i ponašanje nakon sloma zidanih konstrukcija 

izloženih intenzivnom seizmi�þkom optere�üenju, udarnom optere�üenju ili eksploziji; 
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Tako�ÿer, mogu�üe je govoriti o daljnjem razvoju numeri�þkog modela što otvara nove pravce i 

mogu�ünosti daljnjih istraživanja. U nastavku se navode neke od njih. 

Mogu�üi pravci daljnjih istraživanja mogu se odvijati u podru�þju eksperimentalnih 

istraživanja kojima bi se produbila saznanja vezana za ponašanje zidanih konstrukcija promatranih 

na mikrorazini te u podru�þju daljnjeg usavršavanja numeri�þkog modela. U nastavku se navode 

neka od njih: 

�x eksperimentalna istraživanja kojima bi se definirala krivulja i zakon popuštanja 

zidanih zidova od šupljih blokova kod dvoosnog stanja naprezanja; 

�x eksperimentalna istraživanja radi utvr�ÿivanja energije loma u vlaku i posmiku kod 

blokova sa šupljinama; 

�x poboljšanje numeri�þkog modela materijala u tlaku uvo�ÿenjem stvarne krivulje 

popuštanja dobivene eksperimentalnim ispitivanjem šupljih blokova; 

�x razvoj paralelnog koda koji bi omogu�üio prora�þun na klasteru �þime bi se znatno 

skratilo vrijeme prora�þuna; 

�x razvoj prostornog modela za seizmi�þku analizu zidanih konstrukcija zasnovan na 

kombiniranoj metodi kona�þno-diskretnih elemenata. U okviru tog modela zidana 

konstrukcija bi se diskretizirala trodimenzionalnim kona�þnim elementima, a klamfe i 

trnovi linijskim elementima u prostoru. U modelu bi trebalo razviti novi 3D 

kontaktni element morta i bloka i nelinearni trodimenzionalni model ponašanja zi�ÿa 

u tlaku. 
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