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PREDGOVOR

Na Katedri za mehaniku fluida Fakulteta strojarstva i brodogradnje SveuciliSta u
Zagrebu prepoznat je znacaj racunalne dinamike fluida jo§ pocetkom 1980-tih godina, u
vrijeme kada su moguénosti dostupnih racunala bile nedovoljne za njenu ozbiljniju
primjenu. Znanstveni rad Katedre u podrucju raCunalne dinamike fluida potaknuo je
prof. dr. Zdravko Doliner, koji je preSavsi s MaSinskog fakulteta SveuciliSta u Sarajevu
prenio ideje svojih kolega koji su se u tom podrucju usavrsavali u eminentnim svjetskim
centrima. U to se vrijeme znacajan dio znanstvenog rada Katedre u podru¢ju ra¢unalne
dinamike fluida odnosio na metode opisa i rjeSavanja turbulentnog strujanja fluida. Od
ovih pocetaka pa do danas, na Katedri su razvijene ve¢ tri generacije proracunskih
postupaka i1 racunalnih programa. Svaka generacija iSla je ukorak sa svjetskim
trendovima. U okviru prve generacije, razvijen je proracunski postupak i racunalni
program koji se temelji na rjeSavanju jednadzbi strujanja 1 modela turbulencije u opéim
ortogonalnim koordinatama, Virag 1985 [57]. U sklopu druge generacije, poc¢etkom
1990-tih godina na Katedri je razvijen proracunski postupak i raCunalni program koji se
temelji na rjeSavanju jednadzbi u opéim neortogonalnim koordinatama uz primjenu
strukturirane pomaknute mreze 1 shema diferencije viSeg reda, Virag 1991 [58], Korbar
1992 [29]. Nakon toga je dio znanstvenog rada Katedre u ovom podrucju obuhvacao
analizu i unapredenje shema diferencije, Virag 1994 [56], Savar 1996 [49]. Daljnji
razvoj racunala, omogucio je primjenu nestrukturiranih mreza kojima se jednostavno
opisuju geometrijski slozena podru¢ja proracuna. Time je ostvaren i1 veliki prodor
racunalne dinamika fluida u tehnicku praksu sa novim izazovima. Tako je u sklopu
razvoja racunalnog programa treée generacije, znanstveni rad Katedre u podrucju
racunalne dinamike fluida usmjeren na poboljSanje svojstava algoritama za rjeSavanje
jednadzbi strujanja, u smislu brzine konvergencije i olakSane primjene. Razvoj je
zapoceo od generatora lokalno-ortogonalne geometrijske mreze na kojoj je definiran
postupak rjesavanja opc¢e konvekcijsko-difuzijske jednadzbe Dzijan 2000 [15]. Ovaj je
rad omoguéio primjenu SIMPLER algoritma na nestrukturiranim mrezama - Dzijan
2004 [16], ¢ime su ostvarena poboljSanja spram danas najvise zastupljenog SIMPLE
algoritma, u smislu brzine konvergencije i jednostavnosti upotrebe proracunskog
postupka. Ovaj rad predstavlja nastavak istrazivanja u smjeru poboljSavanja svojstava

proracunskog postupka.
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SAZETAK

Novi algoritam za povezivanje polja brzine 1 tlaka

U radu je razvijena metoda konac¢nih volumena za rjeSavanje Navier-Stokesovih
jednadzbi za slucaj laminarnog nestlacivog strujanja. Metoda se temelji na novom
algoritmu za povezivanje polja brzine i tlaka. Osnovna razlika novog algoritma u
odnosu na danas najcesce koristeni SIMPLE algoritam, sastoji se u tome da je u njemu
jednadzba kontinuiteta zadovoljena u svakoj iteraciji, a kona¢nom se rjeSenju priblizava
korigiranjem masenih protoka kroz stranice kona¢nih volumena sve dok polje gradijenta
tlaka ne postane bezcirkulacijsko. Brzina konvergencije novog algoritma (primijenjena
u vlastito razvijenom ra¢unalnom programu) usporedena je s brzinom konvergencije
algoritma SIMPLE (primijenjenom u komercijalnom ra¢unalnom programu FLUENT)
u nekoliko tipi¢nih slucaja strujanja fluida pri niskim i visokim vrijednostima
Reynoldsova broja, te za slucaj slobodne konvekcije pri niskim 1 visokim vrijednostima
Rayleighova broja. Temeljem dobivenih rezultata zakljucuje se da je u primjerima
neviskoznog i viskoznog strujanja: (1) brzina konvergencije novog algoritma znacajno
veca, pri ¢emu korisnik ne treba zadavati podrelaksacijske faktore za brzinu i tlak o
kojima bi ta brzina ovisila, kao u sluc¢aju algoritma SIMPLE. (2) Brzina konvergencije
novog algoritma prakti¢no ne ovisi o gusto¢i mreze, za razliku od brzine konvergencije
algoritma SIMPLE koja opada s porastom gusto¢e mreze. Brzina konvergencije novog
algoritma blago opada s porastom sloZzenosti slike strujanja u kona¢nom rjeSenju
(pojava vrtloga, tj. odvajanja strujanja) 1 primjenom sheme viseg reda to¢nosti (zbog
primjene ,,deferred correction® postupka). Kod primjene sheme viSeg reda, s porastom
gusto¢e mreze brzina konvergencije raste. (3) Ucinkovitost novog algoritma (u smislu
utroSka racunalnog vremena za postizanje zeljene to¢nosti rjeSenja) pokazala se vecom,
unato¢ manje optimalnoj implementaciji novog algoritma u usporedbi s
implementacijom algoritma SIMPLE u komercijalnom paketu FLUENT.

U primjerima slobodne konvekcije broj potrebnih iteracija za postizanje rjeSenja zadane
toCnosti raste obzirom na slucaj neviskoznog i1 viskoznog strujanja, zbog nepotpune
implicitnosti u obracunu uzgonskih sila. Brzina konvergencije novog algoritma bi se
povecala kad bi se jednadzbe za korekcije protoka i temperature rjeSavale simultano.
Primijeceno je da broj potrebnih iteracija raste s porastom Rayleighova broja, ali u svim
slu¢ajevima novi algoritam brze konvergira od algoritma SIMPLE.

Novi algoritam rezultira sustavom linearnih algebarskih jednadzbi s manje nepoznanica,
ali je matrica sustava guS¢e popunjena, tako da je sa stajaliSta zauzeta memorije
zahtjevniji. Daljnji nedostatak novog algoritma se ogleda u ¢injenici da ova matrica
nema svojstva poznate M-matrice, kao u slu¢aju SIMPLE algoritma, Sto zahtijeva
dodatna istrazivanja na razvoju efikasnih iterativnih rjeSavaCa za takav tip matrice
sustava.

Kljucne rijeci:

Racunalna dinamika fluida, Metoda konac¢nih volumena, Algoritam FLOP, Algoritam
SIMPLE, Brzina konvergencije, Nepomaknuta mreza, Nestrukturirana mreza
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SUMMARY
A New Pressure-Velocity Coupling Algorithm

A finite volume method for solving Navier-Stokes equations in cases of laminar
incompressible flows was developed. The method is based on a new-proposed pressure-
velocity coupling algorithm. The fundamental difference of the new algorithm,
compared to the most frequently used SIMPLE algorithm, is that in the new algorithm,
the continuity equation is satisfied in each iteration. Within the new algorithm, the final
solution is approached by correcting the cell face mass flux until the pressure gradient
field becomes irrotational. The new algorithm (implemented in a in-house computer
code) and the SIMPLE algorithm (implemented in the commercial software package,
FLUENT) are compared in terms of convergence rate in few typical cases of laminar
flow ranging from low to high Reynolds number, and in cases of natural convection
covering the range from low to high Rayleigh number. In accordance with the obtained
results, it is concluded that in the cases of inviscid and viscous flow: (1) The
convergence rate of the new algorithm is significantly higher, and the user need not to
prescribe pressure and velocity under-relaxation factors on which this rate would
depend, as is the case with the SIMPLE algorithm; (2) The convergence rate of the new
algorithm is practically independent on mesh density (mesh size), in contrast to the
convergence rate of the SIMPLE algorithm, which decreases with increasing mesh
density. Rate of convergence of the new algorithm slightly decreases with increasing
complexity of flow pattern (the appearance of vortices and zones of flow separation)
and with applying a higher order differencing scheme (due to deferred correction
approach). Here, when applying the higher order scheme, the convergence rate increases
with increasing mesh density; (3) The new algorithm shows better efficiency than
SIMPLE, regardless to possibly suboptimal coding of the new algorithm when
compared to the SIMPLE algorithm, professionally coded within the FLUENT software
package.

In cases of natural convection the number of iterations required to achieve the
prescribed solution accuracy is greater with respect to the cases of pure inviscid and
laminar flows, due to partially explicit treatment of the buoyancy force. Here, in order
to increase the convergence rate of the new algorithm, the equations for the mass flux
and temperature corrections should be treated in a coupled manner. The number of
iterations required in new algorithm increases with the Rayleigh number, but here also,
throughout the whole range of Rayleigh number, the new algorithm shows better
performance than the SIMPLE algorithm.

The new algorithm results in a linear system with less unknowns, but with a denser
matrix than in the case of SIMPLE algorithm, thus it is more memory demanding. The
drawback of the new algorithm is that this matrix does not possess the properties of the
well known M-matrix, as in the case of the SIMPLE algorithm, which requires
additional research in finding of an efficient iterative solver for such type of matrix.

Key words:

Computational Fluid Dynamics, Finite Volume Method, FLOP Algorithm, SIMPLE
Algorithm, Convergence Rate, Collocated Grid, Unstructured Grid
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1 UVOD

Mehanika fluida ima svoju primjenu u proucavanju onih fizikalnih procesa u kojima se
pojavljuje strujanje fluida. Teorijski pristup rjeSavanju problema strujanja temelji se na
uspostavi matematickog modela strujanja danog sustavom parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi. Osnovne jednadZzbe sustava koje opisuju strujanje fluida su nelinearne, i
njihova analitiCka rjeSenja u zatvorenom obliku su malobrojna i ograni¢ena na
jednostavne probleme. Zbog toga se u proslosti primjena mehanike fluida u znanstvenoj
1 tehnickoj praksi uglavnom oslanjala na metode eksperimentalne mehanike fluida dok
se proracunska dinamika fluida oslanjala na uspostavu pojednostavljenih, lakse rjesivih
matemati¢kih modela iz teorijske mehanike fluida uz oslonac na empirijska saznanja
eksperimentalne mehanike fluida. Nagli razvoj raCunala u relativno bliskoj proslosti
omogucio je njenu primjenu kroz numericko rjesavanje cjelovitog sustava jednadzbi
teorijske mehanike fluida, te se razvila nova grana mehanike fluida—Racunalna

dinamika fluida (RDF, eng.-Computational Fluid Dynamics: CFD).

Razvoj racunalne dinamike fluida danas se oCituje u komercijalnim (FLUENT, STAR-
CD, FIRE, DLR — TAU itd.) i slobodno dostupnim (OpenFOAM, SSIM, SLFCFD itd.)
racunalnim programskim paketima koji su izvedeni na profesionalnoj razini. Veliki broj
znanstvenih istrazivanja u podrucju racunalne dinamike fluida i srodnim podrucjima
znanosti, doveo je do velikog obujma proracunskih modela koji omoguc¢uju numericko
rjeSavanje Sirokog raspona fizikalnih pojava. Veéina danasnjih programskih paketa
modularne je strukture, S$to omogucéuje jednostavnu primjenu u znanstvenim
istrazivanjima npr. uklju¢ivanjem novih shema diskretizacije, modela turbulencije ili
modela izgaranja u postoje¢i programski paket, dok algoritam rjeSavanja polja brzine i
tlaka, kao temeljni dio svakog proracunskog postupka ostaje prakticno nedostupan.
Obzirom da ovaj rad predlaze uvodenje potpuno novog algoritma za povezivanje polja
brzine i tlaka pri rjeSavanju jednadzbi strujanja, Sto predstavlja veci iskorak, cjelokupni
proracunski postupak realiziran je u sklopu vlastitog racunalnog programa. Ovime je
povecan obujam rada potrebnog za dovrSenje istrazivanja, zbog potrebe vlastite izrade

dijelova proracunskog postupka, koji nisu predmet ovog rada, ali je time dobivena
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potpuna sloboda pri implementaciji racunalnog postupka. Obzirom da razvoj
racunalnog programa usporedivog po mogucénostima s komercijalnima nije predmet
ovog rada, u realizaciji se odustalo od ugradnje modela turbulencije, a paznja je
posvecena samom novom algoritmu povezivanja polja brzine i tlaka pri rjeSavanju

neviskoznog i laminarnog strujanja fluida, Sto predstavlja glavni predmet ovog rada.
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1.1 Motivacija

1.1 Motivacija

Brzim razvojem racunala, istrazivanja u podru¢ju RDF su u nedavnoj proslosti bila
uglavnom usmjerena na prosSirenje podru¢ja njene primjene na fizikalno i numericki
zahtjevnije probleme, dok je razvoj algoritama za povezivanje brzine i tlaka kao temelja
numericke metode ostao zapostavljen. DanasSnje metode racunalne dinamike fluida
uglavnom se temelje na metodi kona¢nih volumena uz primjenu algoritma SIMPLE
[37] ili njegovih podvarijanti 1 to na nepomaknutim mrezama (gdje se sve nepoznanice
racunaju u istim ¢vorovima mreZe, eng. - collocated grid). Ovaj algoritam definiran je
sedamdesetih godina i to izvorno na pomaknutim strukturiranim kartezijskim mrezama
(gdje su ¢vorovi u kojima se racuna brzina pomaknuti u odnosu na ¢vorove za tlak, eng.
- staggered grid), na kojima je on konzistentan. S obzirom na potrebu koriStenja
nestrukturiranih mreza, koje pruzaju fleksibilnost u diskretizaciji slozenih prostornih
podrucja proracuna, pojavila se potreba primjene algoritma na nepomaknutim mrezama.
Rhie i Chow [41], predlozili su interpolaciju brzine, koja je omogucila formulaciju
algoritma SIMPLE 1 na nepomaknutim mrezama. Danas je poznato da ta interpolacija,
koja se najceS¢e koristi u racunalnoj dinamici fluida nije konzistentna i da unosi
dodatnu netocnost u rjeSenje, dok spomenuti algoritmi zahtijevaju primjenu
podrelaksacijskih faktora. Brzina konvergencije cjelokupnog postupka, odnosno trajanje

prorac¢una znatno ovisi o izboru vrijednosti ovih faktora tj. iskustvu korisnika.

Motiv ovog rada je definirati novi algoritam za povezivanje polja brzine i tlaka s ciljem
izbjegavanja nekonzistentnih interpolacija i smanjivanja broja podrelaksacijskih faktora,
tako da se dobije ucinkovitiji i za korisnika jednostavniji algoritam za rjeSavanje Navier

Stokesovih jednadzbi.
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1.2 Pregled dosadasnjih istrazivanja

1.2 Pregled dosadasSnjih istrazivanja

Prvi objavljeni algoritam za povezivanje polja brzine i tlaka koji je koristio primitivne
varijable (komponente brzine, tlak i temperatura), pojavio se 1965. godine. Objavili su
ga autori Harlow i Welch [25] i nazvali ,Marker and Cell Method“ (MAC).
Kombinacijom jednadzbe koli¢ine gibanja 1 jednadzbe kontinuiteta izvedena je
Poissonova jednadzba za tlak koja zamjenjuje jednadzbu kontinuiteta. Metoda je
primijenjena na pomaknutoj dvodimenzijskoj mrezi, uz primjenu eksplicitne Eulerove
metode vremenske integracije koja je prvog reda tocnosti, no kasnije je primjenjivana u
metodama viSeg reda tocnosti. Glavni nedostaci ove metode su potreba za tocnim
rjeSavanjem Poissonove jednadzbe za tlak (u kontekstu ondasnjih moguénosti racunala),
njena primjena na pomaknutim mrezama, te problemi pri zadavanju rubnih uvjeta za

tlak.

FSM (eng.- Fractional Step Method) [61], [33] i [53] metoda povezuje polje brzine i
polje tlaka najcesce na slijede¢i nacin: U prvom se koraku izra¢una pomocno polje
brzine iz jednadzbe koli¢ine gibanja u kojoj se gradijent tlaka izostavlja ili se uzimaju
vrijednosti gradijenta tlaka iz prethodne iteracije. U drugom se koraku racuna polje
tlaka pomocu kojeg se brzine korigiraju prema jednadzbi kontinuiteta. FSM je prvotno
razvijena za primjenu na pomaknutim mrezama, no kasnije je prosirena za primjenu i na
nepomaknutim mrezama [14]. Prve primjene ove metode imale su poteskoca vezanih uz
zadavanje rubnih uvjeta izmedu spomenuta dva koraka Sto je rijeSeno generalizacijom
metode [42] unutar koje se mogu primijeniti fizikalni rubni uvjeti. Osim ovog,
ucinkovitost algoritma temeljenog na ovoj metodi uvelike ovisi o rjesavacu za

Poissonovu jednadzbu.

Najocitiji je nacin povezivanja brzine i tlaka putem gustofe. Ona se eksplicitno
pojavljuje u jednadzbi kontinuiteta dok se tlak moze dobiti iz jednadzbe stanja plina.
Medutim u slabo stlacivim i nestla¢ivim strujanjima potrebno je uvesti dodatni

parametar pseudo-stlaCivosti [6]. On se odabire iskustveno i jako utjeCe na brzinu
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rjeSavanja 1 konvergenciju metode, a moZe uzrokovati i nefizikalna rjeSenja. U
slu¢ajevima gdje je vrijeme Sirenja tlaénih poremecaja bitno, poput interakcije
grani¢nog sloja s promjenama tlaka, ovaj pristup moze uzrokovati i izostanak
konvergencije prema stacionarnom rjeSenju [30]. Proracuni nestacionarnih strujanja
fluida u ovakvom pristupu zahtijevaju istitravanje pseudo-tlacnih poremecaja unutar
svakog vremenskog koraka $to ¢ini proracun vrlo dugotrajnim i zahtjevnim sa stajaliSta

racunalnih resursa.

Zamisao da se algoritam ne opterecuje to¢nim izracunom tlaka u svakoj iteraciji kao $to
je to slucaj u MAC metodi vodila je k novom algoritmu koji bi rjeSavao
pojednostavljenu jednadzbu za tlak. NajceS¢a metoda koja rjeSava pojednostavljenu
jednadzbu za tlak jest SIMPLE (eng.: Semi Implicit Method for Pressure Linked

Equations).

SIMPLE algoritam (Patankar i Spalding 1972 [37]) koristi pojednostavljenu jednadzbu
za korekciju tlaka koja je dobivena uvrStavanjem pojednostavljene veze izmedu
korekcije tlaka i korekcije brzine u jednadzbu kontinuiteta. U pojednostavljenoj vezi je
zanemaren utjecaj korekcija brzina u okolnim ¢vorovima na korekciju brzine u
centralnom ¢voru. Ovo zanemarivanje ne utjeCe na kona¢no rjeSenje, ali utjeCe na
brzinu konvergencije numerickog postupka. Uz navedeno, ovakav postupak uzrokuje
precjenjivanje potrebne korekcije tlaka te je u algoritam nuzno uvesti dodatni
podrelaksacijski faktor za tlak kojim se sprjecava divergencija iterativnog postupka, ali
se njime 1 utjeCe na brzinu konvergencije. Optimalne vrijednosti podrelaksacijskih
faktora za tlak i1 brzinu ovise o prirodi promatranog problema i o geometrijskoj mrezi te
se zbog toga mijenjaju od slucaja do slucaja, pa njihovo odredivanje iziskuje iskustvo

korisnika algoritma.

Patankar [39], je predlozio algoritam SIMPLER (eng.: SIMPLE Revised,) u kojem se
tlak odreduje rjeSavanjem jednadzbe za tlak koja je izvedena uvrStavanjem
diskretiziranih jednadzbi koli¢ine gibanja u jednadzbu kontinuiteta. U ovom algoritmu
se takoder racunaju korekcije tlaka koje sluze za korekciju polja brzine (u cilju
zadovoljavanja jednadzbe kontinuiteta), dok se polje tlaka ne korigira. Samim time

izostaje 1 potreba za faktorom podrelaksacije tlaka, te postupak u pravilu brze
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konvergira. Algoritam je u pravilu primjenjiv na ortogonalnim mrezama, $to je prepreka
za njegovu primjenu na nestrukturiranim mrezama, koje su uglavnom neortogonalne.
Ovaj je algoritam po prvi puta primijenjen na nestrukturiranoj lokalno ortogonalnoj
mrezi [16], koja je prethodno posebno razvijena za primjenu tog algoritma [15].
Pokazalo se da na takvim mrezama SIMPLER algoritam puno brZe konvergira od

SIMPLE algoritma.

U algoritmu SIMPLEC (SIMPLE Consistent), Doormaal 1984 [12], se modifikacijom
koeficijenta u pojednostavljenoj vezi korekcije brzine i tlaka, djelomi¢no kompenzira
efekt zanemarivanja utjecaja korekcije brzine iz susjednih ¢vorova na korekciju brzine u
centralnom ¢voru. U nekim situacijama ovaj algoritam brze konvergira od algoritma
SIMPLE, no njegova brzina konvergencije jednako kao i kod algoritma SIMPLE
uvelike ovisi o zadanim vrijednostima podrelaksacijskih faktora. Postoji i1 kasnija
inacica tog algoritma [45], a ovaj se algoritam nudi kao jedna od opcija 1 u racunalnom

paketu FLUENT.

U algoritmu SIMPLEX, Doormaal, Raithby 1985 [11] se, rjeSavanjem algebarskih
jednadzbi za koeficijente u jednadzbi za korekciju tlaka takoder uzima u obzir efekt
zanemarivanja utjecaja korekcije brzina u okolnim ¢vorovima do odredenog stupnja.

Algoritam nije nai$ao na Siru primjenu, jer ima sve nedostatke kao i prethodna dva.

U PISO algoritmu Issa [27], korekcija tlaka se vr$i uzastopno dva ili vise puta unutar
jedne ukupne iteracije, pri tome bez promjene koeficijenata jednadzbe koli¢ine gibanja.
Ova metoda najbolja svojstva pokazuje u primjeni na nestacionarna strujanja s finom
vremenskom diskretizacijom, gdje se 1 polje brzine unutar koraka vremenske

diskretizacije manje mijenja.

Sve spomenute inacice SIMPLE algoritma pri izravnoj primjeni na nepomaknutim
mrezama zahtijevaju diskretizaciju jednadzbi koliCine gibanja i kontinuiteta na istom
kona¢nom volumenu. Tlak je u jednadzbama koli¢ine gibanja dan u obliku gradijenta, te
diskretizacija polja tlaka na konacnom volumenu nepomaknute mreze dovodi do
jednadzbe koja ne sadrzi vrijednosti tlaka iz pripadnog volumena, ve¢ samo vrijednosti

tlaka u njemu susjednim volumenima. Diskretizacija jednadzbe kontinuiteta, u kojoj se
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polje brzine pojavljuje u obliku divergencije, dovodi do sli¢ne pojave za vrijednosti
brzina. Takva diskretizacija dovodi do sustava jednadzbi koji se u stvari sastoji od dva
medusobno nespregnuta sustava, $to dovodi do nefizikalnih rjesenja (tzv. cik-cak
rjeSenje) za brzinu i tlak. RjeSenje ovog problema izvorno su predlozili Rhie i Chow
1983 [41], uvodenjem takve interpolacije brzine na stranice kona¢nih volumena u kojoj
se koristi razlika tlaka iz dva stranici susjedna ¢vora, ¢ime se sprjecava pojava cik-cak
rjeSenja. Zamisao je da se standardno interpoliranoj brzini dodaje razlika usmjerene
derivacije tlaka dobivene interpolacijom iz gradijenata tlaka izracunatih u ¢vorovima
mreze 1 derivacije izraCunate iz razlike tlaka stranici susjednih ¢vorova. Ovu se razliku
mnozi odgovaraju¢im dimenzijskim faktorom, kako bi se dobila dimenzija brzine. Pri
linearnoj raspodjeli tlaka ova razlika bi bila jednaka nuli, Sto ne bi utjecalo na
interpolaciju brzine, a pojava cik-cak rjeSenja bi bila sprijeCena. U realnim situacijama
ona uvijek postoji, te na grubljim mrezama (odnosno pri znacajnoj prostornoj promjeni
gradijenta tlaka) moze dovesti do neto¢nih protoka kroz stranice §to naruSava to¢nost
svih raCunatih veli¢ina u zahvaéenim volumenima [62], [63]. Nazalost, u okviru
SIMPLE algoritama ne postoji drugo rjesenje, te se danas rjeSenja ovog oblika
primjenjuju u svim ina¢icama SIMPLE algoritama na nepomaknutim mreZama [9],

[36], [34], [32], [31], [28], [5], [3], [52], [51], [10].

Nedavna istrazivanja problema povezivanja polja brzine i tlaka vezana su uz
poboljsanja 1 modifikacije postoje¢ih algoritama. Primjerice, u jednom od posljednjih
istrazivanja, u radu [9] oslanjaju¢i se na mogucénosti danasnjih racunala, posebno
memorijske resurse te moderne viSemrezne (eng.: Multigrid) rjeSavace razvijen je
algoritam koji istodobno rjesava i jednadzbu kontinuiteta i jednadzbe koli¢ine gibanja
(eng.: coupled algorithm), dok ostale jednadzbe rjeSava sekvencijalno. U tom su radu
koriStene metode na kojima se temelji SIMPLE algoritam uz Rhie-Chow [41]
interpolaciju, te jednostavne linearne interpolacije za brzine i tlakove na stranicama
kona¢nih volumena. Time je dobivena dijagonalno dominantna matrica za jednadzbu
kontinuiteta i koli¢ine gibanja. Svojstva algoritma usporedena su sa sekvencijalnim
algoritmom (SIMPLE) na odabranim sluc¢ajevima dvodimenzijskih laminarnih strujanja
pri niskom Reynoldsovom broju. Prema autorima, u ovakvim uvjetima, algoritam

zavrS$ava proracun u znatno manjem broju iteracija u odnosu na sekvencijalni algoritam
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1 u slucajevima gdje nema povratnog strujanja na izlaznim granicama, broj iteracija

gotovo ne ovisi o veli¢ini mreze.

Moze se zakljuciti da sve inacice algoritma SIMPLE koriste tlak i brzinu kao varijable
nad kojima se algoritam izvodi i na nepomaknutim mrezama koriste nekonzistentne
interpolacijske veze. Takoder, svi algoritmi sekvencijalnog tipa, poput algoritma
SIMPLE, nuzno trebaju podrelaksacijske faktore. Potreba za podrelaksacijskim
faktorima djelomi¢no prestaje prelaskom na algoritam u kojem se istodobno rjesavaju
sve jednadzbe (eng. Coupled algorithm), a koji iziskuje znatno vece raCunalne resurse.
Dosadasnja istrazivanja nisu dovela do potpunog izbjegavanja spomenutih dvaju

problema.

S obzirom da se danas algoritam SIMPLE najc¢esce koristi u komercijalnim racunalnim
paketima, te je opisan u mnogim udzbenicima iz racunalne dinamike fluida [1], [59],
[7], [18], [38], [26], [19], [20], on ¢e se u ovom radu Koristiti kao referentni za

usporedbu s novopredlozenim algoritmom.
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Poznata je cinjenica da su pomaknute mreze prirodan odabir u algoritmima za
rjeSavanje Navier Stokesovih jednadZzbi, jer ne zahtijevaju uvodenje nekonzistentnih
interpolacija za sprecavanje pojave cik-cak raspodjele tlaka. Ovaj rad temelji se na
hipotezi da se i na nepomaknutim mrezama (racunanje brzina i tlaka u istim ¢vorovima),
moze zadrzati prirodnost algoritma za povezivanje polja brzine i tlaka, izborom protoka
kroz stranice kona¢nih volumena (Sto je analogno brzinama u slu¢aju pomaknutih
mreza) kao radne varijable u algoritmu. Ocekuje se da ¢e novi algoritam sacuvati dobre
odlike algoritama na pomaknutim mrezama i biti bolji od postoje¢ih algoritama na

nepomaknutim mrezama, u smislu:

- da ¢e biti uCinkovitiji sa stajaliSta potrebnog broja iteracija za postizanje
trazene tocnosti, a bit ¢e primjenjiv u rjeSavanju problema u kojima se

danas koriste algoritmi SIMPLE tipa;

- nece zahtijevati podrelaksacijske faktore za rjeSavanje jednadzbi koli¢ine
gibanja 1 jednadzbe kontinuiteta, Sto ¢e uvelike olakSati primjenu metode

konacénih volumena.
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U drugom poglavlju definirane su osnovne jednadzbe dinamike fluida i1 konstitutivne
relacije za savrSeni plin. Definirana su dva modela strujanja fluida koja se rjeSavaju u
ovom radu: (1) model laminarnog nestlacivog strujanja fluida i (2) model slabo-
stlaivog strujanja uz pretpostavku Boussinesqove aproksimacije, kojim se opisuje
problem slobodne konvekcije pri malim temperaturnim razlikama. Na kraju je pokazano
da sve jednadzbe definiranih matematickih modela zadovoljavaju oblik opce

konvekcijsko-difuzijske jednadzbe.

U tre¢em poglavlju je definirana metoda kona¢nih volumena za rjeSavanje opce
konvekcijsko-difuzijske jednadzbe, na opcoj nestrukturiranoj mrezi. Za diskretizaciju
prostora (stvaranje geometrijske mreze) usvojen je program GAMBIT, pred-procesor za
komercijalni paket FLUENT. Opisani su koraci u diskretizaciji op¢e konvekcijsko-
difuzijske jednadzbe metodom konacnih volumena, definirana vremenska diskretizacija
jednadzbi, te definirane dvije sheme diferencije, koje se temelje na lokalnom
analitickom rjeSenju  jednodimenzijske konvekcijsko-difuzijske jednadzbe s
konstantnim koeficijentima i konstantnim izvorskim ¢lanom. Definirana je linearizacija

diskretizirane jednadzbe i ugradnja tipi¢nih rubnih uvjeta.

U cetvrtom je poglavlju opisana primjena metode kona¢nih volumena definirane u
tre¢em poglavlju na sustav jednadzbi koje opisuju strujanje fluida. Daju se specifi¢nosti
pri diskretizaciji komponenti jednadzbi koli¢ine gibanja, te ukazuje na problem
sprezanja polja brzine i tlaka pri numerickom rjeSavanju toga sustava. Opisan je
algoritam SIMPLE na pomaknutoj i nepomaknutoj mrezi te ukazano na probleme koji
se pojavljuju na nepomaknutim mrezama. Dana je ideja novog algoritma u smislu
izbora nepoznanica i1 nacina iterativnog rjeSavanja sustava jednadzbe kontinuiteta i
jednadzbe koli¢ine gibanja putem konzervativnih korekcija (koje ne naruSavaju
jednadzbu kontinuiteta) masenih protoka kroz stranice kona¢nih volumena. Definiran je

izraz za racunanje komponenti polja brzine u tezistima konac¢nih volumena temeljem
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masenih protoka kroz stranice kona¢nih volumena. Opisano je formiranje sustava
linearnih algebarskih jednadzbi kojima su definirane korekcije protoka, te ukazano na

probleme rjeSavanja toga sustava jednadzbi.

U petom poglavlju usporeduje se novopredlozeni algoritam temeljem kojeg je razvijen
vlastiti racunalni program s algoritmom SIMPLE koji je ugraden u komercijalni
program FLUENT. Algoritmi se usporeduju u smislu ucinkovitosti, tj. brzine
konvergencije (broja iteracija potrebnog za postizanje odredene toCnosti rjesenja), i
potrebnog racunalnog vremena za postizanje odredene toCnosti, a u primjerima
potencijalnog strujanja s poznatim analitickim rjeSenjem komentira se utjecaj
algoritama za povezivanje polja brzine i tlaka na to¢nost rjeSenja. Kod viskoznih
strujanja analizira se utjecaj Reynoldsova broja, sheme diferencije viSeg reda tocnosti
(utjecaj ,,deferred correction* procedure) na brzinu konvergencije novog algoritma. Pri
rjeSavanju modela slobodne konvekcije analizira se utjecaj Rayleighova broja na brzinu

konvergencije novog algoritma.

U Sestom poglavlju iznose se glavni zakljucci u vezi s novopredlozenim algoritmom i

naznacuju smjerovi buducih istrazivanja.
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Teorijska mehanika fluida zamjenjuje diskretnu strukturu materije kontinuumom kao
kontinuiranom materijom koja je neprekidno raspodijeljena u prostoru. U smislu
hipoteze kontinuuma, definira se Cestica fluida (materijalna tocka ili tocka kontinuuma)
koja zauzima infinitezimalno mali volumen dV i posjeduje infinitezimalnu masu dm, pri
¢emu svakoj toc€ci prostora odgovara samo jedna tocka kontinuuma i obrnuto. Hipoteza
kontinuuma omogucuje da se svojstva fluida i procesi koji se odvijaju pri strujanju
fluida opiSu neprekinutim funkcijama prostora i vremena te omogucuje primjenu
integralnog 1 diferencijalnog racuna. U ovom se radu polozaj u prostoru odreduje u
pravokutnom, desnom kartezijskom koordinatnom sustavu putem vektora polozaja x;

dok vremenska koordinata nosi oznaku ¢.

2.1 Osnovne jednadzbe dinamike fluida

Mehanika fluida definira strujanje fluida putem osnovnih zakona ocuvanja: mase,
koli¢ine gibanja, momenta koli¢ine gibanja i energije, te drugog zakona termodinamike.
Za slucaj nepolarnog fluida zakon momenta koli¢ine gibanja svodi se na cinjenicu
simetri¢nosti tenzora naprezanja, pa ako se simetri¢nost tenzora naprezanja unaprijed
pretpostavi, ovaj zakon nije viSe potrebno ukljucivati u osnovni skup diferencijalnih
jednadzbi. Drugim zakonom termodinamike se definira entropiju, koja se ne pojavljuje

u ostalim jednadzbama, pa ju se moze rjesavati neovisno od preostalih jednadzbi.
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2.1 Osnovne jednadzbe dinamike fluida

U skladu s navedenim, skup osnovnih jednadzbi ¢ine zakoni oCuvanja: mase, koli¢ine

gibanja i energije, a koje u diferencijalnom obliku glase:

- jednadzba kontinuiteta

a_p+6(pvj) 0

— 2.1
ot Ox, @1
- jednadzba koli¢ine gibanja
0 ) Olpvy, 0X .
(pv) , (p ">=pﬁ—a—p+ i 2.2)
ot Ox; ox; O,
- energijska jednadzba
ol plu+— 0 pv.(u+j
2 / 2 o(pv) Ol2.v.) og.
+ = pfv— (Pv) , ( f”)+ 9; 2.3)
ot Ox; ox, Ox; Ox;

U gore navedenim jednadzbama p oznacuje gustocu fluida, v, polje brzine, f;
specifi€énu masenu silu, p tlak, 2; simetri¢ni tenzor viskoznih naprezanja, u specifi¢cnu
unutarnju energiju i ¢,; vektor gustoce toplinskog toka. Navedeni sustav od pet

skalarnih jednadzbi sadrzi 15 nepoznatih skalarnih polja, te je u matematiCkom smislu
otvoren, a uskladivanje broja jednadzbi s brojem nepoznanica izvodi se uz pomoc¢

konstitutivnih relacija koje opisuju toplinska i reoloska svojstva fluida.
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Skup jednadzbi koje opisuju strujanje fluida upotpunjuje se toplinskom jednadzbom

stanja oblika:

1 kalori¢kom jednadzbom stanja oblika:
u=u(T, p), (2.5)

gdje je T termodinamicka temperatura. Za savrSene plinove toplinska jednadzba stanja
je p=pRT, akaloricka u=c¢,T, gdje su: R plinska konstanta i ¢, specifi¢ni toplinski
kapacitet pri konstantnom volumenu, konstantne veli¢ine. Za nestlacivo strujanje
kapljevina toplinska jednadzba stanja svodi se na p =konst., a kaloricka na u=cT,

gdje je ¢ specificni toplinski kapacitet.

Newtonov zakon viskoznosti uspostavlja linearnu vezu izmedu simetricnog tenzora
naprezanja i simetri¢nog dijela tenzora gradijenta brzine - tenzora brzine deformacije.
Fluidi kod kojih se ovo reolosko svojstvo moze definirati ovakvom, linearnom vezom,
nazivaju se newtonskim fluidima. Uz pretpostavku izotropnosti fluida, i uzimajuéi u
obzir simetri¢nost tenzora naprezanja, linearna veza izmedu tenzora viskoznih

naprezanja i tenzora brzine deformacije je oblika:

ov. Ov. 2 \ov
Y. o=ul —L+—L |+ —Zu|—ts. . 2.6
Ji ILI( ” ] (IUV 3 ﬂj an Ji ( )
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2.2 Konstitutivne jednadzbe

U izrazu (2.6) u oznaCuje koeficijent viskoznosti, a uy koeficijent volumenske
viskoznosti fluida. Ova svojstva ovise o lokalnom termodinamic¢kom stanju fluida pa se

za svaki fluid mogu prikazati oblikom:

u=uT,p) 1 pyv=pv (T, p). (2.7)

U matematiCkim modelima koji podrazumijevaju nestlaivo strujanje fluida

(Ovy / Ox; =0), izraz za tenzor viskoznih naprezanja glasi:
ov, avi
2, :,u[—1+—} (2.8)

Fourierov zakon toplinske provodnosti uspostavlja linearnu vezu izmedu vektora
povrsinske gustoce toplinskog toka i gradijenta skalarnog polja temperature. Za

1zotropne fluide veza je dana jednadzbom:

q, = —ﬂa—T : (2.9)
ox,
Velic¢ina A je koeficijent toplinske provodnosti, a oznacuje svojstvo fluida koje ovisi o

njegovom lokalnom termodinamickom stanju i za odredeni fluid prikazuje se oblikom:
A= AT, p). 2.10)

Kad se sustavu jednadzbi (2.1) do (2.3) doda toplinska jednadzba stanja i u njih uvrste
kaloricka jednadzba stanja, te Newtonov zakon viskoznosti 1 Fourierov zakon toplinske
provodnosti, dobije se zatvoreni sustav jednadzbi, koji se sastoji od Sest skalarnih
jednadzbi u kojima se pojavljuje Sest skalarnih nepoznatih polja: gustoce fluida p, tri

komponente brzine v;, tlaka p 1 temperature 7.

Ovaj sustav jednadzbi u potpunosti odreduje strujanje fluida u zadanom prostoru i
vremenu, i rjeSava se kao problem pocetno rubnih vrijednosti. RjeSenjem se smatra
poznavanje navedenih polja fizikalnih veli¢ina u obliku funkcija vremena i prostora,

koja zadovoljavaju ove jednadzbe, te poc€etne i1 rubne uvjete.
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2.3 Jednadzbe nestlacivog strujanja newtonovskog fluida

Preduvjet uspjesnom ishodu postupka rjeSavanja problema jest njegovo dobro
postavljanje. Problem je dobro postavljen kada rjeSenje postoji, jedinstveno je i
kontinuirano ovisi o zadanim pocetnim i rubnim uvjetima u smislu da male promjene u
njihovim vrijednostima takoder izazivaju male promjene u rjeSenju unutar zadanog
podrucja prostora. U skladu s navedenim, dobro postavljanje problema uvjetuje
zadavanje pocetnih i rubnih uvjeta nac¢inom koji je u skladu s matemati¢kom prirodom
(u smislu svojstava paraboli¢nosti, hiperboli¢nosti i elipti¢nosti) sustava jednadzbi

pripadnog matematickog modela.

U ovom je radu naglasak postavljen na rjeSavanje problema nestlacivog strujanja fluida
s 1 bez prisustva slobodne konvekcije, pa se u nastavku definiraju modeli takvih

strujanja.

2.3 Jednadzbe nestlacivog strujanja newtonovskog fluida

Matematicki model nestlacivog strujanja newtonovskog fluida izvodi se temeljem gore
prikazanih osnovnih jednadzbi dinamike fluida uz pretpostavku konstantnog polja

gustoce. Uz uvedenu pretpostavku, jednadzba kontinuiteta (2.1) za ovaj model glasi:

ol pv.
(p’)zo, (2.11)
8xj
odnosno:
ov,
—L=0. (2.12)
8xj

Primjenom jednadzbe kontinuiteta dane izrazom (2.12) na viskozni ¢lan jednadzbe

koli¢ine gibanja (2.2) ona prelazi u oblik:

o(pv.) Olpvyv, ov, ,
(pvl)+ (p J):pf;—a—p'i‘i l+% X (213)
ot Ox ox, 0x, Ox, Ox;

J i
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2.3 Jednadzbe nestlacivog strujanja newtonovskog fluida

Energijska jednadzba moZe se zapisati u obliku jednadzbe unutarnje energije, koja
slijedi oduzimanjem jednadzbe mehani¢ke energije (skalarni umnozak jednadzbe
koli¢ine gibanja (2.2) vektorom brzine) od energijske jednadzbe, a koja za slucaj

nestlacivog strujanja glasi:

o e, e Tar|Max

0 ol pv.u _
(ou)  2ovi)_y ov,, 0 (/laT]. (2.14)
Uz pretpostavku konstantne vrijednosti specificnog toplinskog kapaciteta u intervalu
ocekivanog raspona temperatura, jednadzba unutarnje energije fluida moze se zapisati u

obliku temperaturne jednadzbe:

a(PT)+‘3(PVJ'T) 1y 0w 06407 (2.15)
ot ox; c "ox, Ox

c axj

Usvajanjem pretpostavke o nestlac¢ivom strujanju fluida, sustav osnovnih jednadZbi
dinamike fluida sveo se na sustav jednadzbi nestlacivog strujanja koji se sastoji od tri
jednadzbe ((2.11), (2.13) i (2.15)), i u kojemu se pojavljuju samo tri nepoznata polja:
vektorsko polje brzine v;, te skalarna polja tlaka p 1 temperature 7. Temperaturna
jednadzba (2.15) oznacuje linearnu diferencijalnu jednadzbu za polje temperature koja
je pasivna jednadzba (temperaturno polje ne pojavljuje se u preostalim jednadzbama) 1

moze se rjeSavati odvojeno, nakon odredivanja polja brzine.

U upravo prikazanom modelu nestlacivog strujanja, polje tlaka pojavljuje se iskljucivo
u jednadzbi koli¢ine gibanja i to u obliku gradijenta, Sto znaci da je polje tlaka
neodredeno do na konstantu, dakle potrebno ga je definirati samo u jednoj tocki. Pocetni
uvjeti zadaju se poljem brzine i temperature. Stacionarni dio jednadzbi (2.13) 1 (2.15) je
eliptican, pa se rubni uvjeti za polje brzine i1 temperature zadaju po svim rubovima

prostornog podrucja, kao funkcija vremena.

NOVI ALGORITAM Z4A POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



2 MATEMATICKI MODEL STRUJANJA FLUIDA

2.4 Matematicki model slobodne konvekcije

2.4 Matematicki model slobodne konvekcije

Slobodna konvekcija predstavlja fizikalnu pojavu pri kojoj dolazi do strujanja fluida
uslijed temperaturnih razlika izmedu Cestica jednokomponentnog fluida odnosno razlike
u njihovim gustocama i posljedi¢no razlika u masenim silama. Brzine, koje se u slucaju
takvih strujanja pojavljuju, mnogo su manjeg iznosa od brzine zvuka pripadnog fluida,
pa se s obzirom na promjene u apsolutnoj vrijednosti polja tlaka, i strujanje plinova
moze smatrati nestlacivim strujanjem koje se odvija u uvjetima srednjeg, referentnog

tlaka p.

U tom se slucaju, u toplinskoj jednadzbi stanja (2.4), promjena gustoée fluida povezuje
prvenstveno s promjenom temperature putem koeficijenta izobarnog prostornog
termickog rastezanja f:

1 op

p=——L (2.16)
paTP:PO

Za vecinu kapljevina ovaj se koeficijent moze predstaviti kao linearna funkcija
temperature, dok se u slucaju savrSenih plinova on odreduje jednostavno, kao = 1/T. U
svakom slucaju, ukoliko se strujanje odvija u uvjetima manjih temperaturnih razlika,
ovaj se koeficijent u okoliSu referentnog termodinamickog stanja moze izraziti u

lineariziranom obliku, putem referentne termodinamicke temperature 7} i gustoce py:

ﬂ:—%% . 2.17)
0 0

P=pPy

Strujanja u kojima se pojavljuju male relativne razlike gustoce: |A(T-7p)| << 1, dopustaju
primjenu Boussinesqove aproksimacije prema kojoj se u svim jednadzbama nestlac¢ivog

strujanja (izrazi (2.11), (2.13) te (2.15)), gustoéa fluida p zamjenjuje referentnom
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2.4 Matematicki model slobodne konvekcije

gusto¢om pyp, osim u ¢lanu koji predstavlja masenu silu, a koji se pomocu izraza (2.17)

zapisuje u obliku:
Pt =pofi =Pt B(T-T,). (2.18)

S obzirom da su u uvjetima strujanja pri slobodnoj konvekciji razvijene brzine male,
doprinos promjeni unutarnje energije ostvaren toplinskim tokom moze se smatrati
mnogo ve¢im od onog koji je uzrokovan disipacijom kineticke energije strujanja, te se
ovaj ¢lan u temperaturnoj jednadzbi (2.15) zanemaruje:

ov,

Y. —=0. 2.19
i @2.19)

Uvrstavanjem referentne gustoée pp, te izraza (2.18) i (2.19) u sustav jednadzbi
nestlacivog strujanja (izrazi (2.11), (2.13) te (2.15)), dobiva se sustav jednadzbi

matematickog modela slobodne konvekcije (Boussinesqov model slobodne konvekcije).
Jednadzbe koje ¢ine ovaj sustav jesu:

- jednadzba kontinuiteta:

a(povj)
Ox,

J

=0, (2.20)

- jednadzba koli¢ine gibanja:

Ox, Ox;

e I
ot ox . Poli ox, O, a

J l

G(pov,.)Jra(,OoV,«Vj)_ I p 6{ [avf+%H_ﬂpo(T—TO)fi, (2.21)

Cesto se zbroj p,f, _2_}7 zamjenjuje s _ZL’ gdje je p'= p—pofix; zbroj stvarnog i
X, X

i i

hidrostatskog tlaka.
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2.5 Opca konvekcijsko-difuzijska jednadzba

- temperaturna jednadzba:
olo.T) Olpv.T
(pT), olpwT) _ o (aar) 2.22)
ot Ox; Ox; | ¢ 0Ox,

MozZe se primijetiti da se u Boussinesqovom modelu, temperatura pojavljuje 1 u

jednadzbi koli¢ine gibanja, te se jednadzbe (2.20) do (2.22) rjeSavaju simultano.

2.5 Opéa konvekcijsko-difuzijska jednadzba

Jednadzbe ovih matematickih modela mogu se prikazati u jedinstvenom obliku:

0 0 0 oD

J J

Izraz (2.23) oznacuje opc¢u konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu, a naziva se jo$ i opéom
transportnom jednadzbom i opéom jednadzbom prijenosa. U ovoj jednadzbi veli¢ina @

predstavlja masenu gustocu fizikalne veli¢ine ¢ (d¢ = p@dV'), I" pripadni koeficijent

difuzije, dok Q¢ predstavlja pripadni izvorski ¢lan. Clanovi s lijeve strane jednakosti
redom predstavljaju: nestacionarni c¢lan, konvekcijski ¢lan 1 difuzijski ¢lan. Ova
jednadzba predstavlja opéi oblik zapisa zakona ocuvanja polja fizikalnog svojstva, na
kojeg se svode sve jednadzbe matematickih modela, 1 stoga predstavlja temelj na kojem
se zasnivaju numericke metode namijenjene proracunu strujanja fluida. U metodi
kona¢nih volumena ova se jednadzba primjenjuje u integralnom obliku, za kontrolni

volumen:

? o0
ipoav+{| pvao-r%
Ot;[ P l (p K™

jnj ds=[Q, dv. (2.24)
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2.5 Opca konvekcijsko-difuzijska jednadzba

U ovom ¢e radu biti prikazani primjeri proracuna nestlacivih strujanja fluida
konstantnih reoloskih i termodinamickih svojstava kojih su vrijednosti odredene

iznosom srednjih, referentnih vrijednosti tlaka i temperature:

4= konst.; A=konst.; c¢=konst.; £=Xkonst.

Takoder, u svrhu saZzimanja zapisa jednadzbi matematickih modela nestlacivog strujanja
1 modela slobodne konvekcije, oznaka referentne gustoce py u jednadzbama (2.20) -

(2.22) zamjenjuje se oznakom p, bez naruSavanja valjanosti modela.

U skladu s navedenim, jednadzbe modela opceg strujanja nestlacivog fluida 1 modela
slobodne konvekcije, prikazuju se oblikom opce konvekcijsko difuzijske jednadzbe

(2.23). Sadrzaji veli¢ina jednadzbi matematickih modela, prikazani su u tablici 2.1.

Tablica 2.1  Sadrzaji velicina konvekcijsko-difuzijskih jednadzbi matematickih
modela nestlacivog laminarnog strujanja i slobodne konvekcije

O T 00 e e |
contmaten | 1| © 0 @.11), (2.20)
koﬂé?ﬁfifﬁinja e ‘g—i“’ﬁ —PLA(T-T,) | (213),221)
T?ﬁ%fg;‘;gna T | e 0 2.15), (2.22)
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3 METODA KONACNIH VOLUMENA

Sustavi jednadzbi gore prikazanih matematickih modela zbog sloZenosti 1 nelinearnosti
jednadzbi, nemaju poznata opca analitiCka rjeSenja. Stoga se za njihovo rjeSavanje
primjenjuju numericke metode, koje se temelje na postupku diskretizacije jednadzbi
matematiCkog modela, a rjeSenje se dobiva u obliku diskretnih vrijednosti polja

fizikalnih veli€ina, u diskretnim prostorno-vremenskim tockama.

Danas se za proratun strujanja fluida uglavnom primjenjuje metoda konacnih
volumena, pa je tako 1 u ovom radu novi algoritam za povezivanje polja brzine i tlaka
razvijen u sklopu metode kona¢nih volumena na nestrukturiranim, nepomaknutim
mrezama. U ovoj se metodi problem strujanja rjeSava u globalnom kontrolnom
volumenu (kona¢nom podru¢ju prostora) obuhvaéenom zatvorenom kontrolnom
povrSinom. S obzirom da se na dijelovima kontrolne povrSine zadaju razli¢iti rubni
uvjeti, ona se obicno dijeli na stanoviti broj manjih ploha - granica globalnog
kontrolnog volumena. Prostor globalnog kontrolnog volumena diskretizira se konacnim
brojem manjih kontrolnih (ili kona¢nih) volumena. Kona¢ni volumeni medusobno su
odijeljeni unutarnjim stranicama, dok vanjske stranice rubnih kona¢nih volumena
ujedno sacinjavaju granice globalnog kontrolnog volumena. Ishod postupka
diskretizacije prostora naziva se geometrijskom mrezom. Ona treba biti topoloski i
geometrijski valjana, a naknadni postupak formiranja kona¢nih volumena treba
osigurati da oni u potpunosti ispunjavaju prostor globalnog kontrolnog volumena i da se

pri tome medusobno ne preklapaju.

S obzirom da se sve jednadzbe matematickog modela mogu prikazati oblikom opce
konvekcijsko-difuzijske jednadzbe, u nastavku slijedi prikaz metode konac¢nih
volumena za rjeSavanje te jednadzbe, a zatim se ona primjenjuje na sustav jednadzbi
koje opisuju strujanje fluida. U metodi kona¢nih volumena, u prvom koraku
diskretizacije, na svaki kona¢ni volumen geometrijske mreze primjenjuje se integralni
oblik opée konvekcijsko-difuzijske jednadzbe (2.24). U drugom koraku, konvekcijsko-

difuzijski protoci fizikalne veli¢ine kroz stranice konac¢nih volumena modeliraju se
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3 METODA KONACNIH VOLUMENA

3.1 Diskretizacija prostora

primjenom neke od shema diferencije. Ovim postupkom, sustav diferencijalnih
jednadzbi matematickih modela postaje sustav algebarskih jednadzbi. Pri tome se
pojedine nelinearne jednadzbe sustava lineariziraju, te se rjeSenje dobiva u iterativnom

postupku, rjeSavanjem sustava linearnih algebarskih jednadzbi.

U metodi kona¢nih volumena na nepomaknutim mreZama, rjeSenje je sadrzano u obliku
raspodjele diskretnih, srednjih vrijednosti polja fizikalnih veli¢ina u ¢vorovima

konac¢nih volumena u odabranim vremenskim trenutcima.

3.1 Diskretizacija prostora

U svrhu usporedbe novog algoritma sa algoritmom SIMPLE, sadrzanim u racunalnom
paketu FLUENT, u ovom se radu pri diskretizaciji prostora primjenjuje generator mreze
GAMBIT, koji je sastavni dio tog racunalnog paketa. Time je osigurana usporedba
proracunskih postupaka na jednakim mrezama, i usporedba u geometrijski sloZenijim

slucajevima.

Geometrijska mreza odredena je topoloSkim elementima u koje spadaju: vrhovi, stranice
te volumeni. Diskretizacijom prostora primjenom proizvoljne, nestrukturirane mreze,
ovi se elementi u svrhu identifikacije u nastavku proracunskog postupka, oznacuju

pripadnim indeksima.

Diskretizacijom prostora globalnog kontrolnog volumena nastaje:

- nc vrhova mreze, oznaCenih indeksima: ic=1,2, ..., nc
- nf stranica, oznacenih indeksima: if=12, ..., nf,
- nv konac¢nih volumena, oznacenih indeksima: iv=12, ..., nv.

Nakon provedbe postupka diskretizacije prostora pomoc¢u generatora mreze GAMBIT, u
nastavku proracunskog postupka, geometrijska mreza preuzima se u obliku popisa

topoloskih elemenata. U ovom je radu koristen oblik popisa namijenjen procesorskom
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3 METODA KONACNIH VOLUMENA

3.1 Diskretizacija prostora

dijelu racunalnog paketa FLUENT. Sastavni dijelovi i znacajke ovakvog oblika zapisa

geometrijske mreze jesu:

Popis vrhova, u kojem su navedene njihove koordinate. Vrhovi razapinju
bridove, stranice i konacne volumene, a pomoc¢u koordinata se kasnije, u

proracunskom postupku odreduju geometrijske znacajke ovih elemenata;

Popis stranica, u kojem je svaka stranica odredena svojom rubnom
konturom. Kontura stranice odredena je navodenjem slijeda indeksa
pripadnih vrhova koji €ine stranici pripadnu, zatvorenu petlju. Uz vrhove,
ovdje su navedeni i indeksi dvaju kona¢nih volumena kojima stranica

pripada (koje dijeli);

Konaéni volumen odreden je svojom kontrolnom povr§inom. Umjesto
navodenja indeksa stranica koji saCinjavaju njegovu kontrolnu povrsinu, u
ovom su obliku zapisa kona¢ni volumeni jednozna¢no odredeni u popisu
stranica. Pri tome se primjenjuje konvencija koja slijed navodenja vrhova
povezuje s licem i nali¢jem stranice, a slijed navodenja indeksa pripadnih
volumena odreduje njihov smjestaj obzirom na lice i nali¢je. Zahvaljujuc¢i
sustavu oznacivanja volumena putem stranica, prilikom formiranja
kona¢nih volumena dva susjedna volumena uvijek se pozivaju na
jedinstvenu definiciju stranice koja ih dijeli. Pri tome je uobicajeno
orijentaciju normale stranice postaviti tako da u volumenu s nizim
indeksom ona predstavlja vanjsku normalu. Kako je rije¢ o proizvoljnoj
nestrukturiranoj mrezi, ukoliko se u njoj pojavljuju konacni volumeni
kojih kontrolne povrSine sadrze razliCiti broj stranica, tada se umjesto
jednog podatka o broju stranica pojavljuje dodatni popis, koji navodi broj

stranica kontrolne povrSine svakog pojedinog volumena.

Granice sacinjavaju kontrolnu povrsinu globalnog kontrolnog volumena, a
u ovom obliku popisa one su odredene tako $to je popis stranica razdvojen
u vise odvojenih cjelina. Jedan dio popisa stranica odreduje unutarnje

stranice globalnog kontrolnog volumena, dok je ostatak — popis rubnih
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3 METODA KONACNIH VOLUMENA

3.1 Diskretizacija prostora

stranica, zadan u obliku izdvojenih popisa stranica po granicama U
popisima stranica po granicama, rubne stranice odredene su jednakim
oblikom zapisa kojim se odreduju i unutarnje stranice, pri ¢emu se u
zapisima pojavljuje indeks fiktivnog volumena koji u naravi predstavlja
prostor izvan globalnog kontrolnog volumena. Uz samu definiciju
kontrolne povrsine globalnog kontrolnog volumena, ovaj popis omogucuje
identifikaciju stranica na kojima se kasnije, u proracunskom postupku

primjenjuje Zeljeni rubni uvjet.

Nakon preuzimanja popisa 1 rekonstrukcije topologije mreZe, u nastavku se
proracunskog postupka pristupa odredivanju geometrijskih znacajki volumena i
stranica. Pri tome se geometrijske znacajke dvaju susjednih volumena odreduju
temeljem jedinstvenih znacajki stranice koja ih dijeli (Slika 3.1, dio a)), ¢ime je
osigurano da se volumeni medusobno ne preklapaju a globalni je kontrolni volumen
odreden zbrojem kona¢nih volumena. Postupak odredivanja geometrijskih znacajki
jednog kona¢nog volumena i jedne njegove stranice prikazan je na b) dijelu slike 3.1, uz

pratece izraze (3.1) - (3.5).

5 1
Ce n n,
7 Sy —Ss ° (AS)i
AV N
a) AS 3 b)
6
X3 2
O x,

Slika 3.1 Uz postupak odredivanja geometrijskih znacajki konacnih
volumena i stranica

Kod stranica oblika visekutnika (koje su odredene putem vise od tri vrha), vektor

povrsine stranice (AS); odreduje se kao suma vektora povrSina pojedinih trokuta (S;);,
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3.1 Diskretizacija prostora

razapetih bridovima stranice i tockom Sg koje je polozaj x; > odreden aritmeti¢kom

sredinom poloZzaja vrhova stranice:

4
fo; gl=x-x;1=1,2

=1

(eu8'82)"s m=1,2,3,4 . G.1)

(s,

m=1

(S,); =

Normala visekutnih stranica n; odreduje se kao jedini¢ni vektor u smjeru vektora
povrsine stranice, dok se plostina stranice AS odreduje kao apsolutna vrijednost vektora

povrsine stranice:
AS = (AS)I,(AS)I, ;on =-——1, (3.2)

Ovakvim postupkom odredivanja geometrijskih znacéajki stranica, vektorska suma
vektora povrSina stranica svakog od kona¢nih volumena proizlazi kao nulta vrijednost,
do racunalne to¢nosti. Uz ispunjen uvjet topoloSke zatvorenosti, ovime je osigurana i
geometrijska zatvorenost kona¢nih volumena, ¢ime je sprijeeno unoSenje pogreske

lazne, numeric¢ke izvornosti.

v vy . n . [ROPI
Polozaj teziSta stranice n: x; , odreduje se putem vektorske sume statickih momenata

njenih trokuta podijeljene ukupnom plostinom stranice:
l(g T8 )m :l((x'l +x'2)m +xss); m=1,2,3,4

i 3 3 l 1 1

(Str)m :( (Str)i (Str)i )m; mzl’ 2’ 3’ 4 . (33)

1’1 1 5 Ci

1' EZ(X S )

m=1

3

Postupak odredivanja geometrijskih znacajki kona¢nih volumena, analogan je postupku
provedenom nad stranicama: obujam konacnog volumena AV odreduje se kao suma

obujama pojedinih tetraedara V., koji su razapeti putem upravo opisanih trokuta i
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.y y .. .. S . i . ..
jedinstvene toke Sy, koje je poloZaj x, odreden aritmetickom sredinom poloZaja

vrhova poliedra kona¢nog volumena:

(Vtet)m 2

24
AV =2 (V)

m=1

cm=1,2, ..,24 : (3.4)

. v v c -
dok je polozaj njegovog teziSta C: x; odreden putem vektorske sume statickih

momenata njegovih tetraedara podijeljene obujmom konac¢nog volumena:

(3.5)

C
X.

U dana$njim racunalnim paketima se u slucaju proracuna dvodimenzijskih problema,
pojavljuju dva pristupa. U prvom se dvodimenzijski problemi rjeSavaju u
trodimenzijskom prostoru oblika prizme, gdje se prostor u smjeru koordinate duz koje
nema promjene polja fizikalnih veli¢ina diskretizira jednim slojem konaénih volumena
(SWIFT, FOAM), dok se u drugom pristupu problem rjeSava u dvodimenzijskom
podruéju. U okviru drugog pristupa, racunalni paketi sadrze posebno razvijenu inacicu
proracunskog postupka namijenjenu proracunu dvodimenzijskih problema (FLUENT),
¢ime se ostvaruju stanovite uStede na strani potrebnih racunalnih resursa, budu¢i su u
tom slucaju, sve vektorske i tenzorske veliCine te operacije nad poljima ovih veli€ina,

definirane u dvodimenzijskom prostoru.

U ovom je radu primijenjen drugi pristup, gdje obije inaCice postupka diskretizaciju
prostora preuzimaju iz generatora mreze GAMBIT. U sluc¢aju dvodimenzijskih
podrucja, zapis dvodimenzijske mreze analogan je opisanom obliku zapisa
trodimenzijskih mreza uz odgovarajuée razlike u popisima, koje nastaju zbog sazimanja
reda topoloskih elemenata: popis vrhova navodi samo dvije koordinate polozaja, dok je

u popisima stranica, pojedina stranica odredena duzinom povucenom izmedu dva
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pripadna vrha. Ostatak zapisa mreZe isti je kao i u slucaju trodimenzijske mreze.
Takoder, prilikom rekonstrukcije se u dvodimenzijskom slucaju pojavljuju razlike samo
utoliko §to ulogu bridova kona¢nih volumena preuzimaju vrhovi, kona¢ni volumeni
predstavljeni su dvodimenzijskim, ravnim poligonalnim povrSinama, a stranice

duZinama.

Slika 3.2 prikazuje detalj jedne dvodimenzijske mreze kona¢nih volumena s istaknutim
teziStem C u jednom kona¢nom volumenu i teziStem N u jednom od njegovih susjeda.
U nastavku je na temelju ovog detalja opisana diskretizacija jednadzbi matematickih

modela.

— S~

Slika 3.2 Detalj dvodimenzijske mreze konacnih volumena
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3.2 Diskretizacija opce konvekcijsko-difuzijske jednadzbe

Opca konvekcijsko-difuzijska jednadzba zapisana za jedan kona¢ni volumen (poput

volumena s teziStem u to¢ci C, prikazanog na slici 3.2), glasi:

0 oD
j AV

8t AV ZAS J

U gornjoj jednadzbi, ploha XAS predstavlja skup svih stranica koje tvore kontrolnu
povrsSinu kona¢nog volumena, a vektor n; predstavlja njenu vanjsku normalu (vanjski
smjer normale stranica, obzirom na promatrani konacni volumen). Jednadzba (3.6)
pokazuje da brzina promjene sadrzaja fizikalne veli¢ine unutar kona¢nog volumena
ovisi o konvekcijsko-difuzijskom protoku kroz stranice kona¢nog volumena, te

mogucéem prisustvu volumnih izvora pripadne veli¢ine unutar kona¢nog volumena.

Konvekcijsko-difuzijski protoci kroz stranice konac¢nih volumena racunaju se za svaku
stranicu jedanput i pridruzuju volumenima koji dijele promatranu stranicu, jednom s
predznakom plus a drugom s predznakom minus. Simboli¢ki se to moze zapisati uz

pomoc¢ operatora, odredenog prema sljede¢em pravilu:
+1 ako je volumenu iv normala stranice if - vanjska normala
sy’ =<~1 ako je volumenu iv normala stranice if - unutarnja normala.  (3.7)

0 ako stranica if nije dio kontrolne povrSine volumena iv

Izraz (3.6) za konacni volumen C, iskazan pomoc¢u ovog operatora, glasi:

if
nf' )
%qub AV ==Y sp! j[pvjcp—r%@] n,ds| + [0, dr. (3.8)

AV if=l AS J AV
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U nastavku teksta, suma iz gornjeg izraza pisati ¢e se skrac¢eno, obliku:

if k
oD e oD

@-TI'—|n.dS| = D-TI=—|n. dS |, 3.9

£pv ax] ] " J ;[AJ.S [pvj 6xj ] nj J ( )

tj. osnovni oblik izraza (3.8), uz pravilo (3.9) glasi:

if=l AS

St [ [

J

AS

k
oD
[pvj@—l—'g] n dS} + j 0, dv . (3.10)

j NG

= j pD dV——nZ[k:(

AV(‘ k=1

U skladu s integralnim teoremom o srednjoj vrijednosti, volumni i povrsinski integrali u
izrazu (3.10), zamjenjuju se umnoscima srednjih vrijednosti podintegralnih funkcija i

pripadnih podrucja integracija:

1

€ e . (3.11)
dv
(Qs). AVC j 0,
Konvekcijsko-difuzijski protok J definira se putem srednjih vrijednosti:
J= j pvn@ - F—@n dS=Fo — D(acpj CN, (3.12)
Ox, on ),

gdje je F' maseni protok fluida kroz stranicu (jacina konvekcije) definirana izrazom

F=(pvn;) AS=(pv,),AS, (3.13)

n

n

L . oy .. (0D D
@ srednja vrijednost fizikalne veli¢ine na stranici, (6_ srednja vrijednost normalne
derivacije na stranici, a D ja¢ina difuzije, definirana izrazom:

p-1A5 (3.14)
CN
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gdje je CN udaljenost medu teziStima susjednih volumena. UvrStavanjem izraza (3.11)

1(3.12) uizraz (3.10), on prelazi u oblik:

@ nbc - k
%AVC :_Z(FQ_D(%—CD) CN] +(0s) AV, (3.15)
k=1 nj,

Jednadzba (3.15) se u nastavku postupka diskretizacije promatra kao obicna
diferencijalna jednadzba prvog reda po vremenu. Srednje vrijednosti proizasle iz
volumenskih integrala aproksimiraju se vrijednostima u teziStima volumena (koje su
nepoznanice u diskretiziranim oblicima jednadzbi), a zadatak sheme diferencije je
uspostaviti vezu izmedu srednjih vrijednosti fizikalne veli¢ine 1 njene normalne
derivacije na stranici kona¢nog volumena s vrijednostima polja u tezistima kona¢nih

volumena (¢vornim vrijednostima).

Sheme diferencije

Shemom diferencije definira se konvekcijsko-difuzijski protok kroz stranicu konacnog
volumena. Kod nestrukturiranih mreza, ova je veza ograni¢ena na upotrebu ¢vornih
vrijednosti iz volumena koji dijele promatranu stranicu, dok se visi red tocnosti
ostvaruje dodatnim uklju¢ivanjem vrijednosti gradijenta fizikalne veli¢ine u ¢vorovima.
Ta se vrijednost u ovom radu racuna uz primjenu Gaussove formule koja za veli¢inu

opc¢enito oznacenu sa @, glasi:

nbc

k
a¢ 1 nbc | )
A ) T A 1
[axijc AV, HLJ.W’E dS] AV ;((pnn, S) ’ (3.16)

AS

pri ¢emu se raspodjela vrijednosti fizikalne veliCine @ na stranici, aproksimira

umnoskom ¢}, (vrijednost polja u tezistu stranice) i plostine stranice.
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Vrijednost polja u teziStu stranice - ¢y, u izrazu (3.16), najcesce se odreduje linearnom

interpolacijom izmedu vrijednosti polja ¢ u teziStima susjednih volumena:

ol =(1=1)oc+ foy, (3.17)

gdje se interpolacijski faktori odreduju kao na slici 3.3.

U slucajevima kada vrijednost koeficijenta difuzije / nije konstantna, odnosno kada nije
poznata njena vrijednost u teZiStu stranice, ona se odreduje kao odgovarajuca vrijednost
I, dobivena temeljem ukupnog difuzijskog otpora koji se pojavljuje izmedu tezista

susjednih kona¢nih volumena:

-7
F 9

N

zfi+ (3.18)

1
Fn C
gdje su /¢ 1 Iy srednje vrijednosti koeficijenta difuzije u teziStima volumena. Lokalni
uvjeti strujanja, u kojima se primjenjuje shema diferencije, opisuju se pomocu
vrijednosti lokalnog Pecletova broja P, koji oznac¢uje omjer jacina konvekcije 1 difuzije

na promatranoj stranici:
F
p== 3.19
D G.19)

U vlastitom proracunskom postupku, razvijenom u sklopu ovog rada, primjenjuju se
dvije sheme diferencije, koje se temelje se na lokalnom, analitickom rjeSenju opce
konvekcijsko-difuzijske jednadzbe, u slucaju jednodimenzijskog stacionarnog strujanja
fluida konstantnih svojstava s konstantnim izvorskim ¢lanom. Za potrebe izvoda shema,

uvodi se lokalni koordinatni sustav vezan uz stranicu, u kojem je pravac koordinate X

odreden spojnicom CN izmedu teZista susjednih kona¢nih volumena, u skladu sa

slikom 3.3. Za pocetak se pretpostavlja da je ta spojnica paralelna s normalom stranice.
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CN

J-CN g-CN=(1-/)-CN

n

C N
do
oD Dl v oD
¢C, ax/ c Ian ¢N’ ax] N
X3 ‘ \
}
o) Xy %O X
g

X, /|\

Slika 3.3 Uz sheme diferencije

Uvodenjem bezdimenzijske koordinate & :CLN’ pretpostavke da je izvorski ¢lan

konstantan unutar pojedinog konac¢nog volumena, te dopusStanjem njegove skokovite
promjene prelaskom iz jednog volumena u drugi, dobiju se dvije jednadzbe, posebno za

lijevi 1 desni volumen:

2
(Z;DZL —Pddl; =—PC. za £<0
o . (3.20)
2>-P—2=-PCy, za 20
dg dg

Opce rjesSenje ovih jednadzbi je:

D, (E)=C +Ce™ +C.&

. (3.21)
D,(8)=C; + C4ep‘f +C\¢

Konstante C; do C4 te Cc 1 Cn, mogu se odrediti temeljem sljedeéih Sest rubnih uvjeta:

zal=—f: @ (-f)=, = C +Ce” -C,f =a. (3.22)
aé=g: @,(g) =d, = G, +Ce™ +Cpg =@, '
NOVI ALGORITAM ZA POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA

33

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



3 METODA KONACNIH VOLUMENA

3.2 Diskretizacija opée konvekcijsko-difuzijske jednadzbe

zaé=0: @,(0)=2,(0) =@ = C+C,=C+C, =a|

dd)L (O)ZdCDD (0)=dcp - PC2+CL =PC4+CD=d—¢ 5 (3.23)
dé dé dé | ae|
—_f. d@L _ :_ a_dj _ a_@ _pr _ 6_@
mé==f1 5 (=) CN[ax, ¢ (ﬁél = PCe™” +C, [851
) . (3.29)
mi-g L) ﬁ{j—@ O

Gradijenti veli¢ine @ ogranicuju se tako da vrijednosti @, budu u intervalu [ D¢, @n].
Postupak ograni¢avanja izvodi se u uzstrujnom volumenu, a temelji se na uvjetu koji
slijedi izravno iz izraza (3.25). Odredivanjem spomenutih konstanti i njihovim
uvrStavanjem u izraze (3.23), slijede i traZzene veze izmedu ¢vornih vrijednosti veli¢ina s

onima na stranici:

) :BO[BC@C+BN@N +Bc(f—BN)(z—?j —BN(g—BC)(f;—?j } (3.25)

0D 0D

Parametri koji se pojavljuju u izrazima (3.25) i1 (3.26), funkcije su Pecletovog broja i

oD

—| CN=—
on

n

polozaja tocke n:

-Pg _ -Pf _
BCZg—Pg+e - 1; By=f (Ere -l Pl ; Bo:—l ; (3.27)
Pg(1-e) Pf(1-e™) B. + B,

a u svrhu ustede racunalnog vremena, mogu se odrediti primjenom istih aproksimacija
koje se pojavljuju 1 u sluc¢aju primjena EDSI sheme na druk¢ijim mrezama ([56], [15],

[16]).
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Primjerice, parametar Bc moze se odrediti kao:

1, Py PelPe|,

Pg+e 1 2Tl 17ss 2 |Pel=0638
e — . .
Bc=g-7(Pg)=gg—,szg- . (3.28)
Pg(l—e ) max[Pg, O]—l' Ja |Pg|>6.38

Pg

Rjesenja (3.25) 1 (3.26) odreduju EDSI shemu diferencije, koja je drugog reda toc¢nosti
[56], a usvajanjem nultih vrijednosti konstanti Cc 1 Cy opisani postupak ishoduje EDS

shemu [48], koja je za visoke vrijednosti Pecletova broja prvog reda to¢nosti.

Za slucaj EDS sheme diferencije, veza izmedu ¢vornih vrijednosti polja fizikalne

veli¢ine s veli¢inama na stranici, dana je izrazima:

ePf_l ePf_l
o| =¢C(1—ep_1]+¢N[eP_lj; (3.29)
oo ﬁ_d_@ —PLW(Q ~@,) (3.30)
on |, dé| e -10 " T '

Uvrstavanjem izraza (3.25) i (3.26) u izraz za konvekcijsko-difuzijski protok, slijedi da

uz EDSI shemu vrijedi:
_ o) ]
(1-PB,)(®. - @y) +(1+PBC)(f—BN)(E}
J=F®.+ DB, o “l= 331
1-PB.)(g-B.)| — ’ T
_ s C)(aé j
=F@ +ay (O - D)+ A+ Ay
a za EDS shemu vrijedi:
J=F®.+D PPI(QC—@N):F@C+aN(CDC—@N). (3.32)
o —

U izrazima (3.31) 1 (3.32), an predstavlja koeficijent sheme, dok AJc 1 AJy predstavljaju

korekcijske protoke. Za sluc¢aj EDS sheme ove su korekcije jednake nuli.
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U opc¢em slucaju, sheme diferencije primjenjuju se na proizvoljnim, nestrukturiranim
mrezama, gdje postupak stvaranja mreze ne moze jamciti da ¢e spojnica izmedu
susjednih kona¢nih volumena biti paralelna s pravcem normale stranice. Stoga se u
izraze za protok J uvodi korekcija difuzijskog dijela protoka zbog neortogonalnosti

mreze. Ova korekcija se uvodi u skladu s oznakama na slici 3.4.

oD
ox,,
1 do
n —_— .
C . . I[N N dfn‘f’
J-CN g-CN=(1-f)-CN
e oD
X3 CN \ 0x,x
o 5 e
L
X, T £

Slika 3.4 Uz postupak korekcije za neortogonalnost

Vrijednost gradijenta fizikalne veli¢ine dobivena interpolacijom iz susjednih volumena,

korigira se takvim nafinom da projekcija korigiranog gradijenta na spojnicu

CN odgovara vrijednosti odredenoj shemom diferencije:

9P eN=22 N+ 92 9P R g | (3.33)
ox; | ox, | d& | ox; !
Veli¢ina FalE koja se pojavljuje u izrazu (3.33) i na slici 3.4, oznacuje interpoliranu
X, |

vrijednost gradijenta na stranici, a odreduje se linearnom interpolacijom, u skladu sa

oznakama uvedenim u ovom poglavlju (slikama 3.4 1 3.3):

8_¢:g8_¢ +f8_¢ i (3.34)
ox, | ox; ). ox; )

i
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Mnozenjem izraza (3.33), vektorom normale, slijedi trazeni izraz za normalnu
komponentu gradijenta fizikalne veli¢ine na stranici:
00| =

+(1—CS)E CN, (335)

oD

on

oN=c 42
e

n n

gdje oznaka ¢, predstavlja kosinus kuta kojeg zatvaraju spojnica teZiSta konacnih

volumena i normala stranice (¢, =¢n,), dok je derivacija veli¢ine @ u smjeru &

definirana je izrazima (3.26), za EDSI shemu, odnosno izrazom (3.30) za EDS shemu.

Vremenska diskretizacija

Za slucaj nestacionarnog strujanja diskretizirana opc¢a konvekcijsko difuzijska
jednadzba (3.15) moze se za svaki kona¢ni volumen shvatiti kao obi¢na diferencijalna
jednadzba prvog reda, koja se moze integrirati nekom od prikladnih metoda. U ovom se
radu koristi jednokora¢na metoda u kojoj je vremenska derivacija diskretizirana

izrazom:

0(p2). _(p2)! ~(p2) " 536
ot At ' '

Pri ovakvoj diskretizaciji to¢nost vremenske integracije ovisit ¢e o vremenskom
trenutku u kojem se racuna desna strana izraza (3.15), koji se opcenito moze definirati
izrazom t—(1- f))At, gdje je faktor f; u intervalu (1 > f;, > 0). Pri f; = 0, opca
jednokora¢na metoda svodi se na eksplicitnu Eulerovu metodu, dok sve ostale
vrijednosti f; dovode do implicitne formulacije. Tako ova opca shema, pri iznosu f;= 1,
oznacuje Cisto implicitnu Eulerovu metodu, dok za slucaj f; =0.5 oznacuje Cranck-
Nicholsonovu metodu, koja je drugog reda toc¢nosti za razliku od prethodne dvije koje

su prvog reda.
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Opcenito, ¢lanovi desne strane se za vremenske trenutke unutar vremenskog koraka

integracije odreduju linearnom interpolacijom:

J=fd ( = f,)-
(3.37)
(). =

0.+ 1- 1)@

Opcenito vrijedi da su sve eksplicitne metode uvjetno stabilne, pri ¢emu se kod vecéine
metoda kao granica stabilnosti uglavnom pojavljuje mala vrijednost Courantova broja
(¢esto Co < 1), dok su implicitne metode, u vecini sluajeva - bezuvjetno stabilne.

Courantov broj je ovdje definiran izrazom:

Implicitne metode, u svojoj formulaciji uz poznate, sadrze i nepoznate vrijednosti
fizikalnih veliina, te zahtijevaju istodobno rjeSavanje jednadzbi za sve konacne
volumene 1 time zahtijevaju vece racunalne resurse u pogledu pohrane podataka i
utroSka raCunalnog vremena po koraku integracije. Medutim, glavna odlika implicitnih
metoda jest njihova bezuvjetna stabilnost, Sto omogucuje njihovu primjenu pri znatno

grubljoj diskretizaciji vremena.

Proracunski postupak razvijen u sklopu ovog rada namijenjen je prvenstveno proraéunu
problema koji imaju stacionarno rjeSenje i usporeduje se sa srodnim postupkom iste
namjene. Tako je novi algoritam razvijen u ovom radu, izveden za op¢i slucaj

jednokora¢ne implicitne metode.
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3.3 Sustav lineariziranih algebarskih jednadzbi

Primjenom sheme diferencije (3.31), odnosno (3.32), uvazavaju¢i vremensku
interpolaciju u racunski vremenski trenutak prema izrazu (3.37), te postupka vremenske
diskretizacije prema izrazu (3.36), diskretizirani oblik konvekcijsko-difuzijske

jednadzbe (3.15) za svaki kona¢ni volumen, moze se zapisati u opem obliku:
iv=1,2, ..., nv (3.38)

U gornjoj jednadzbi, znacenje pojedinih ¢lanova je sljedece:

- ay je koeficijent, koji proizlazi iz sheme diferencije. U matricnom prikazu

sustava jednadzbi (3.38) on je izvan-dijagonalni koeficijent.
- a. Je dijagonalni koeficijent odreden izrazom:

D, AV nby, i
— v v . 3_39
(ac), =3 (o) s (3.39)

- Clan vektora desne strane sustava, odreden je izrazom:

b, =AV,(0,), —nzl%:[(% ) (&) +(Aay) (((D” )] )}r (3.40)

Ukoliko fizikalni izvorski ¢lan AV, (Q, ). u izrazu (3.40), ovisi o vrijednosti

iv

polja fizikalne veli¢ine, on se linearizira u obliku:

99,
= D, +(Cp) . (3.41)
(@), =] Put(Cols
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Clanovi suma koje se pojavljuju u izrazu (3.40), proizlaze temeljem
primijenjene sheme diferencije, prema izrazu (3.31), odnosno zbog korekcije za
neortogonalnost, koje proizlaze temeljem izraza (3.35), ovdje obracunato kroz
umnozak koeficijenta Aay i razlike ¢vornih vrijednosti veli¢ine @ iz prethodnog
iterativnog koraka (oznacenih nadineksom o). Clan (Q,),, takoder oznaduje
numericki izvorski C¢lan, koji proizlazi iz metode vremenske integracije, 1
takoder sadrzi poznate prostorne srednje vrijednosti, u ovom slucaju polja

fizikalne veli¢ine iz proslog vremenskog trenutka.

Rjesavanjem sustava jednadzbi (3.38), odreduju se C¢vorne vrijednosti @, polja

fizikalne veli¢ine u radunskom vremenskom trenutku, dok se rjeenje (@iv)(t) u

vremenskom trenutku ¢ odreduje ekstrapolacijom:

t—At)

()" =@, -(1-1,)(®,) (3.42)

Problemi kod kojih je jedini interes odredivanje stacionarnog rjesenja, uobicajeno se

rjeSavajus At —> oo 1 f=1.

Sustav jednadzbi (3.38) je u opéem slucaju lineariziran (izvorski ¢lan i/ili koeficijenti
sustava mogu biti funkcije traZzenog rjeSenja), te ¢e postupak rjeSavanja biti nuzno
iterativan. Zbog nelinearnosti jednadzbi iterativni postupak moze i divergirati, a u cilju
povecavanja izgleda za postizanje konvergencije, uvodi se postupak podrelaksacije
jednadzbi. Postupak podrelaksacije sastoji se u usporavanju promjene rjeSenja u dva

uzastopna iterativna koraka (novom n 1 starom o), prema jednadzbi

O, =a,(®

v

) +(1-a, ) (@, )", gdje je faktor podrelaksacije o u intervalu (0< ao

<1).

Podrelaksirani sustav jednadzbi je oblika:

nby, _
L(ac)iv @, > (ay)" @kzbiv+(1—%)(ac)iv(¢iv)"; v=1,2,..,nv (3.43)
Oy k=1 Uy

NOVI ALGORITAM Z4A POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



3 METODA KONACNIH VOLUMENA

3.4 Rubni uvjeti za opcéu konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu

Ukoliko iterativni postupak konvergira, njegovim ¢e zavrSetkom razlika izmedu novih i
starih vrijednosti nepoznanica biti mala te ¢e rjeSenje podrelaksiranog sustava (prema

izrazu (3.43)), odgovarati rjeSenju izvornog sustava.

3.4 Rubni uvjeti za opéu konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu

U sustavu jednadzbi (3.38), protoci promatrane fizikalne veli¢ine kroz unutarnje
stranice kona¢nih volumena definirani su shemom diferencije dok se protoci na
stranicama koje cCine povrSinu globalnog kontrolnog volumena definiraju rubnim
uvjetima. Tri su osnovna matemati¢ka rubna uvjeta: Neumannov (zadaje se vrijednost
normalne komponente gradijenta fizikalne veli¢ine), Dirichletov (zadaje se vrijednost
fizikalne veli¢ine) 1 mjeSoviti ili Robinov rubni uvjet koji je zadan nekom funkcijom u
kojoj se pojavljuju 1 vrijednost i normalna derivacija promatrane fizikalne veli¢ine. Prva
dva rubna uvjeta se mogu shvatiti kao posebni sluc¢ajevi Robinova rubnog uvjeta, koji se

moze zapisati u obliku:
ov
aR¢|n+ﬂRE :fR(xi7 t): (344)

gdje su ar 1 fr faktori linearne kombinacije, a fr oznaCuje funkciju prostornih i
vremenske koordinate. 1z izraza (3.44) za slucaj ag= 11 fr = 0 slijedi Dirichletov rubni
uvjet, a za ag = 01 fr = 1 Neumannov. U nastavku slijedi izraz za protok kroz rubnu

stranicu, izveden za ovaj op¢i sluc¢aj Robinova rubnog uvjeta.

Slika 3.5 prikazuje rub globalnog kontrolnog volumena, na kojem se nalazi ¢vor N, te
¢vor C, koji se nalazi u globalnom kontrolnom volumenu, neposredno uz rub. Ako se
zamisli da je ¢vor N u sredistu beskonacno tankog kona¢nog volumena koji se nalazi na
samom rubu, tada se to¢ka n poklapa s tockom N, a bezdimenzijske udaljenosti izmedu

¢vorova C 1 N, prema prije definiranom pravilu iznose: f=1; g =0.
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3.4 Rubni uvjeti za opcéu konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu

Za sheme diferencije koje se primjenjuju u ovom radu, izraz za protok kroz rubnu

stranicu, proizlazi iz sustava kojeg ¢ine jednadzba (3.44) i temeljni izrazi za vrijednost

fizikalne veli¢ine i vrijednost projekcije njena gradijenta na stranici, za grani¢ni slucaj

f =1, prema slici 3.5. Za slu¢aj EDS sheme, rije¢ je o izrazima (3.30) i (3.29), a za

EDSI shemu (3.26) 1 (3.25).

m

S N d§’§"
/s

L T E

Slika 3.5 Uz postupak ugradnje rubnih uvjeta

Parametri (3.27) za ovaj grani¢ni slu€aj (= 1; g = 0), kod obiju shema nose jedinstvenu

oznaku By:

- za EDS shemu:

g
B, =2 14 Py (P);
o7 _

- za EDSI shemu (uz lin(} B.=0):
g

1 P(l—eP) 1
Bb=_= ? = ,
B, P+(1—e ) 1-y(P)

gdje je funkcija ydana izrazom (3.28).
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3.4 Rubni uvjeti za opcéu konvekcijsko-difuzijsku jednadzbu

Takoder, za slucaj Robinovog rubnog uvjeta, konvekcijsko-difuzijski protok kroz rubnu

stranicu za obje se sheme diferencije moze se zapisati u jedinstvenom obliku:

J-F®. (ay
D D

j @D, —Ab, —AJ,, (3.47)
b

gdje, u sklopu sustava (3.38), u pripadnoj jednadzbi za kona¢ni volumen C, pojedini

¢lanovi izraza (3.47) svoj doprinos ostvaruju sljede¢im nacinom:

- ClanD- [%j predstavlja dodatak dijagonalnom koeficijentu;
b

- Clan D-Ab, predstavlja doprinos rubnog uvjeta, 1 uzima se kao dodatak

desnoj strani sustava;

- ¢lan D-AJ, predstavlja doprinos koji proizlazi temeljem uklju€ivanja
vrijednosti gradijenta u volumenu C, takoder kao dodatak desnoj strani

sustava.

Sadrzaj ovih ¢lanova pri razli¢itim uvjetima strujanja, za obje sheme diferencije,

prikazan je u tablici 3.1.
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Tablica 3.1  Sadrzaj izraza za konvekcijsko-difuzijski protok kroz rubnu
stranicu
EDS EDSI

By, - prema izrazu (3.45)

By, - prema izrazu (3.46)

(a—Nj Ab, [“—Nj Ab, AJ,
D b D b
P oy (B, —P)| fr(B,—P)|ap(B,—P)| fi(B,—P) (1-8,) a,+BP (0D
- b
Ap+ PeB, | ag+ BB, | ap+ BB, | ap+ BB, A+ PrB,\ 05 ).
lim L =P, | @(=P) | Lu(1=P) e (02
R g+ Py Ay + P A+ Pr\ 0S )
. oD
lim 1-P) =
lim 0 0 0 0 (1-P) 3 :)
lim Ay S 20, 2/ o (0@
Po0 aR+ﬂR aR+ﬁR aR+2ﬂR aR+2ﬁR aR+2ﬁR a§ C

Tablica 3.1 prikazuje sadrzaj ¢lanova izraza (3.47) za slucaj ugradnje rubnih uvjeta

primjenom shema diferencije u njihovom izvornom obliku. Izvorni oblik EDS sheme

diferencije za slu¢aj P— 0 (uz f — 1), predstavlja postupak diskretizacije difuzijskog

protoka fizikalne veli¢ine putem jednostrane ekstrapolacije koja je prvog reda toc¢nosti.
Kako primjena postupka korekcije za neortogonalnost zahtijeva prisustvo polja
gradijenta fizikalne veli¢ine u proracunskom postupku, ono se prilikom ugradnje rubnih
uvjeta za slucaj P— 0 koristi i kod EDS sheme, ¢ime se postize diskretizacija
difuzijskog protoka aproksimacijom drugog reda tocCnosti. Za taj je slucaj, sadrzaj

¢lanova kod EDS sheme istovjetan sadrzaju ¢lanova za slucaj primjene EDSI sheme

diferencije, pri P— 0.
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Nakon zavrSetka prorauna, u svrhu provedbe analize rezultata, vrijednosti fizikalne

veli¢ine i projekcije njena gradijenta na rubnim stranicama odreduju se izrazima oblika:

o= LB gL poine; (3.48)
o, + BB, oy + BeB,
00| B 4 B o, [6—@] ; (3.49)
0¢ |n oy + BB, oy + BB, o¢ ),

gdje su dodaci koji predstavljaju doprinos uslijed primjene projekcije gradijenta u svrhu

ostvarivanja viSeg reda to¢nosti:

- za EDSI shemu diferencije:

AD, = ﬂR(Bb—l)(acb]c; A(a@lz_aR(Bb—l)(a(pl

ap+ B, \ 05 g ap+ BB, \ 05

- za EDS shemu diferencije, u primjeni u ovom radu:

zaP=0: A@sz(a—@] : A(a—@j =—L(a—@j
ap+20, \ 0S ). 0S¢ )y ap+20,\ 0S ).

zaP#0: AD =0; A(a—@J
og

=0
b

Fizikalni rubni uvjeti koji se najcesce susrecu, a pojavljuju se i u ovom radu jesu: ulazna
1 izlazna granica (obzirom na smjer strujanja), zid (nepropustan za maseni protok), te
ravnina simetrije. U nastavku slijedi osvrt spram primjene EDS i EDSI shema

diferencije prilikom njihova zadavanja.
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Doprinos dijagonalnom koeficijentu sustava jednadzbi

U slucaju primjene EDS 1 EDSI shema diferencije, predznak dodatka dijagonalnom
koeficijentu ovisi o vrijednosti Pecletova broja i odabiru vrijednosti faktora linearne
kombinacije az 1 fr u Robinovom rubnom uvjetu (3.44). Veli¢ine By, i (B, — P), koje se
pojavljuju u gornjim izrazima i u tablici 3.1, ostaju pozitivne pri svim vrijednostima
Pecletova broja. U skladu s time su na slici 3.6 prikazana podrucja vrijednosti faktora
linearne kombinacije. Podrucja vrijednosti faktora oz i fr, pri kojima EDS 1 EDSI

shema diferencije ostvaruju pozitivnu vrijednost dodatka dijagonalnom koeficijentu

matrice sustava, na slici su prikazana kao osjen¢ana podrucja.

aR
an
] >0
. I D >
; 772 ’
|
%‘<O NN
b |
a) I ,'hn,l“ A
-1 0 1 2 B,
\\ 4Nlc
\ D,
an| < P—)oo P—0 P — -0
DT B Pl B Ao
™

'i,,

\

an

Dy

>0 P—>OO
Bb—>P

P—>0
B2
Q2.1.t)

an

P—) -0
B,—0

P -0
B> 1

\\\\M

>0

b

Slika 3.6 Ovisnost predznaka dodatka dijagonalnom koeficijentu o

Pecletovom broju:
a) za EDSI shemu
b) za EDS shemu.
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Ulazna granica

Na ulaznoj granici prostornog podru¢ja globalnog kontrolnog volumena obicno je
poznata samo vrijednost fizikalne veli¢ine, $to odgovara Dirichletovom rubnom uvjetu,
a primjenom Robinova rubnog uvjeta (3.44) 1 u skladu sa slikom 3.5, uvjet se moze

zapisati vrijednostima:
-0 < P<0; ap=1 Bo=0, fr=@,(x,1). (3.50)

Prema slici 3.6, za ovaj je slucaj doprinos dijagonalnom koeficijentu sustava uvijek
pozitivan. Tako se zakljucuje da primjena EDS i EDSI shema diferencije prilikom
formiranja koeficijenata sustava, u ovom slucaju ne iziskuje posebnu paznju, a utjecaj
moguceg difuzijskog dijela protoka ostvaruje se izravno, samom primjenom shema.
Kako slu¢aj zadavanja ovog fizikalnog rubnog uvjeta najéeS¢e podrazumijeva paralelno
strujanje (lokalno-jednodimenzijsko), odlika transportivnosti primijenjenih shema

uvelike doprinosi tocnosti proracunskog postupka.

Izlazna granica

Ocekivani uvjeti strujanja na izlaznoj granici, mogu se opisati podru¢jem vrijednosti
Pecletova broja (u skladu sa slikom 3.5): 0 < P < oo. Elipticki karakter konvekcijsko
difuzijske jednadzbe za slucaj vrijednosti koeficijenta difuzije /"# 0 (P # oo, na granici),
uvjetuje postavljanje rubnog uvjeta i na izlaznoj granici. Za slu¢aj primjene postupka
ugradnje rubnog uvjeta putem shema diferencije viSeg reda to¢nosti, koje se ne odlikuju
svojstvom transportivnosti, udovoljavanje ovom matematiCkom zahtjevu putem
Dirichletovog rubnog uvjeta dovodi do pojave negativnog dodatka dijagonalnom
koeficijentu matrice sustava. Kako u glavnini sluc¢ajeva, vrijednost fizikalne veli¢ine na
izlaznoj granici ionako nije poznata, pribjegava se postavljanju granice na mjesto gdje

se o¢ekuju paraboli¢ni uvjeti strujanja.
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Ovaj se slu¢aj moze zapisati kao Neumannov rubni uvjet s nultom vrijednoséu

projekcije gradijenta fizikalne veliCine:
0<P<oo; o,=0; B.=L,  f,=0, (3.51)

Sto prilikom ugradnje ishoduje nulti doprinos na objema stranama pripadne jednadzbe

sustava.

U skladu sa prikazima na slici 3.6, EDS i1 EDSI sheme dopustaju zadavanje
Dirichletovog rubnog uvjeta bez ograni¢avanja implicitnosti postupka ugradnje. Ovo
svojstvo shema predstavlja odraz njihove transportivnosti, i u odredenim slu¢ajevima
moze biti korisno. U slucajevima opcéenitog mjeSovitog rubnog uvjeta, faktore linearne
kombinacije moze se izabrati iz podrucja pozitivnog doprinosa, prikazanim na slici 3.6
ili se, ukoliko je to potrebno, rubni uvjet moze ugraditi djelomice eksplicitno,
dodavanjem negativnog dodatka u desnu stranu jednadzbe, koriste¢i vrijednosti

fizikalne veli¢ine iz prethodnog iterativnog koraka (eng.- Deferred correction).

Zid
Kako je zid nepropustan, ovaj je fizikalni rubni uvjet odreden nultom vrijednoséu
Pecletova broja: P = 0.

Ukoliko je rije¢ o modelu strujanja fluida nulte vrijednosti koeficijenata difuzije, tada se
kao jedini moguéi fizikalni rubni uvjet pojavljuje nulta vrijednost konvekcijsko-

difuzijskog protoka:
P=0; @y =0; o=l fp=0; (3.52)

Sto se u pripadnoj jednadzbi sustava zapisuje nultim dodacima dijagonalnom

koeficijentu 1 desnoj strani.

Preostali slucajevi strujanja (/7> 0), dopuStaju Siri izbor rubnih uvjeta. Slucaj izravnog

zadavanja propisane vrijednosti konvekcijsko-difuzijskog protoka Jy, za slucaj zida, u
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naravi predstavlja Neumannov rubni uvjet, koji se putem opceg oblika Robinovog
rubnog uvjeta moZze zapisati odgovarajuom kombinacijom vrijednosti faktora fr i

zadanog protoka Jy, poput:
P=0; a,=0; f,.=-D; f.=J,. (3.53)

U slucaju cCistog Neumannovog rubnog uvjeta, uvjet se zadaje poznatom vrijednoséu

projekcije gradijenta:

P=0; a, =0; ﬂRZl; fR:(aa_?] . (3.54)

Ova dva fizikalna rubna uvjeta zapisuju se nultim dodatkom dijagonalnom koeficijentu i
odgovaraju¢im dodatkom na desnoj strani sustava, u skladu sa tablicom 3.1, i gornjim

izrazima (3.53), odnosno (3.54).

Dirichletov rubni uvjet propisuje se putem zadane vrijednosti polja fizikalne veli¢ine na

granici u obliku:
P=0; o, =1 B,=0; f,=0,. (3.55)

U slucaju temperaturne jednadzbe, fizikalni rubni uvjet zadane konvekcije s vanjske
strane granice zadaje se primjenom Robinovog rubnog uvjeta u punom obliku, gdje
faktor oy sadrzi zadani koeficijent prijelaza topline: o (o > 0), dok se uvjet zapisuje u

obliku zakona ocuvanja toplinskog toka na kontrolnoj povrsini:
P=0; a, =a,AS; B, =D; Jr =, ASD, . (3.56)

Prema slici 3.6, primjena Dirichletovog (3.55) i1 prikazanog oblika Robinovog (3.56)

rubnog uvjeta uvijek ishoduje pozitivnu vrijednost dodatka dijagonalnom koeficijentu.
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Simetrija

Ovim se fizikalnim rubnim uvjetom polja svih fizikalnih veli¢ina predmetnog modela
strujanja, uvjetuju raspodjelom koja ¢e predstavljati zrcalnu sliku spram odabrane
ravnine. Uz samo uvjetovanje rjeSenja, njegovom se primjenom smanjuje i prostor
globalnog kontrolnog volumena ¢ime se ostvaruju uStede na strani racunalnih resursa
potrebnih za proracun. Prema uvjetu, polje brzine ¢e u tockama ravnine simetrije imati
nultu vrijednost normalne komponente, pa se lokalni uvjeti strujanja spram rubne
stranice mogu iskazati vrijednoS¢u Pecletova broja P = 0. U slucaju polja fizikalne
veliCine koja predstavlja skalarnu veli¢inu, uvjet njene simetri¢ne raspodjele duz
normale na ravninu simetrije, predstavlja uvjet nulte vrijednosti normalne projekcije
njena gradijenta u tockama ravnine. Ovaj se sluc¢aj putem Robinova uvjeta iskazuje
izrazom oblika (3.52), 1 takoder predstavlja nultu vrijednost konvekcijsko-difuzijskog

protoka, te ishoduje nulte vrijednosti dodataka na objema stranama pripadne jednadzbe.
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4 PRIMJENA METODE KONACNIH VOLUMENA
ZA RJESAVANJE JEDNADZBI STRUJANJA
FLUIDA

4.1 Diskretizacija jednadzbi strujanja fluida

Strujanje fluida, opisano je sustavom parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, u kojemu su
sve jednadzbe oblika opée konvekcijsko difuzijske jednadzbe, pa je upravo opisani
postupak diskretizacije primjenjiv na svaku od njih. Za model nestlac¢ivog strujanja
(Tablica 2.1), jednadzbe: kontinuiteta, koli¢ine gibanja i energijska jednadzba, u

diskretiziranom obliku, u skladu s jednadzbama (3.15) 1 (3.38) glase:

Y Ff=0;  iv=1,2,...,nv (4.1)
(af:")iv(vf),-v—Z(“ﬁ)k(Vf)k:(bv")iv—(a—pj AV, siv=12,.,nv;i=1,2,3  (42)

(a2) (1), -2 (ak) (1) =(6") + =12 ..m (4.3)

Jednadzba (4.2) je nelinearna, jer su koeficijenti funkcija nepoznatog polja brzine, te ¢e
numericki postupak nuzno biti iterativan. Jednadzba se obi¢no linearizira na¢inom da se
koeficijenti diskretizirane jednadzbe raCunaju temeljem polja brzine odredenog u
prethodnoj iteraciji. U jednadzbi (4.2), ¢lan s gradijentom tlaka namjerno je izdvojen iz
izvorskog clana, kako bi se naglasilo da se tlak pojavljuje samo u jednadzbi koli¢ine
gibanja 1 to u obliku gradijenta. Ovime je polje tlaka neodredeno do na konstantu, tj.
vrijednost tlaka potrebno je zadati samo u jednoj tocki globalnog kontrolnog volumena.
Prilikom rjeSavanja jednadzbi strujanja, polje temperature proizlazi rjeSavanjem sustava

jednadzbi (4.3), polje brzine iz sustava (4.2), dok za odredivanje polja tlaka preostaje
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4.2 Algoritam SIMPLE na pomaknutoj mrezi

sustav diskretiziranih jednadzbi kontinuiteta (4.1), u kojima se tlak uopce ne pojavljuje.
Ovo oznacuje osnovni problem u rjeSavanju sustava jednadzbi (4.1) do (4.3). Kao §to je
to ve¢ spomenuto u uvodnom dijelu ovog rada, za rjeSavanje ovog sustava postoji vise
algoritama, a danas se najcesSce koristi algoritam SIMPLE, koji je izvorno definiran na
pomaknutim mrezama. Stoga je u nastavku ukratko opisan ovaj algoritam, najprije na
pomaknutoj mrezi, a zatim na nepomaknutoj. Zbog jednostavnosti, energijska
jednadzba (4.3) promatra se kao pasivna jednadZzba, a opis postupka odnosi se samo na

sustave jednadzbi (4.1) 1 (4.2).

4.2 Algoritam SIMPLE na pomaknutoj mrezi

Slika 4.1 prikazuje dio kartezijske geometrijske mreze u dvodimenzijskoj situaciji s

rasporedom ¢vorova u kojima se racunaju komponente polja brzine 1 polje tlaka.

Pomaknuta mreza: Nepomaknuta mreZa:
¢ : ¢ & o o &
> o E 5 o 'S o > 3} 3’ 3’ 3’
4 4 4
N
+»> fo) - o -» o ES 3» ay gb 3’
+ = + n
b oo 4 S le o | % Wl & [¢ AE 5
W W \\ C
4 s A
S S
P o $ oS $ o 3} & & & &
S
- - -
o ¢vor za tlak + Cvor za v-komponentu brzine
» Cvor za u-komponentu brzine e rubni ¢vor
Slika 4.1  Dio kartezijske mreze (lijevo s pomaknutim, a desno
nepomaknutim ¢vorovima)
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4.2 Algoritam SIMPLE na pomaknutoj mrezi

U slucaju nepomaknute mreZe i polje brzine i polje tlaka raunaju se u istim ¢vorovima
(tezistima konacnih volumena), dok se u slucaju pomaknute mreze, polje tlaka racuna u
teziStima volumena, a komponente brzine ra¢unaju se u ¢vorovima koji su pomaknuti na
stranice tih kona¢nih volumena. U slucaju pomaknute mreze se oko svakog Cvora u
kojem se racuna komponenta brzine formiraju konacni volumeni (pri ¢emu ¢vorovi za
brzinu nisu nuzno u tezistu tako formiranih volumena). Komponente jednadzbe koli¢ine
gibanja diskretiziraju se oko pomaknutih volumena, s ¢vorovima na stranicama
volumena u kojima se racuna tlak, odnosno diskretizira jednadzba kontinuiteta.
Nedostatak pomaknute mreze sastoji se u tome da postupak zahtijeva tri mreze (u
dvodimenzijskoj situaciji, a Cetiri u trodimenzijskoj), sto u slucaju kartezijskih mreza ne
predstavlja problem, ali postaje problem prilikom primjene nestukturiranih mreza.
Dobra strana pomaknutih mreZza jest ta S§to se derivacija tlaka u komponentama
jednadZzbe koli¢ine gibanja diskretizira razlikom tlaka u dva susjedna ¢vora, npr. za ¢vor

e na slici 4.1 lijevo, jednadzba koli¢ine gibanja za horizontalni smjer, glasi:

nb,

(5

k
ag (Vl )e _Z(a;}) (Vl )k = (bvI )e _(pE _pC)ASc ) (4.4)
k=1
gdje je AS. povrsina isto¢ne stranice (u skladu s kompasnim oznaCavanjem strana)

kona¢nog volumena s teziStem C. Analogno vrijedi i za sjevernu stranicu:

nby

az (v2 )n - kz;(aKIZ )k (v2 )k = (bvz )n —(pN —pC)ASn ) 4.5)
Za slucaj pomaknute mreze, broj volumena za diskretizaciju jednadzbe koli¢ine gibanja
odgovara broju unutarnjih stranica globalnog kontrolnog volumena (na stranicama koje
¢ine granice, brzine su zadane rubnim uvjetima). Takoder, za odredivanje brzina na
unutarnjim stranicama nije potrebno poznavati tlak na granicama a taj se tlak moze
odrediti iz diskretiziranih jednadzbi koliCine gibanja za polovi¢ne volumene uz rub.
Dakle, pomaknuta je mreZa prirodna sa stajaliSta rjeSavanja modela strujanja, jer broj
nepoznatih vrijednosti brzine i tlaka odgovara broju raspolozivih jednadzbi za njihovo

odredivanje.
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4.2 Algoritam SIMPLE na pomaknutoj mrezi

Diskretizirani oblik jednadZbe kontinuiteta se u ovom slucaju, primjerice za volumen s

teziStem C na slici 4.1 moze zapisati kao:

nby,,

ZF" (PvAS), —(pvAS) +(pv,AS) —(pv,AS) =0. (4.6)

Postupak SIMPLE za rjeSavanje modela strujanja fluida zapoc€inje pretpostavkom polja

brzine i tlaka p°.

Korak 1) Temeljem trenutnih vrijednosti polja brzine i tlaka p*, raGunaju se koeficijenti
u jednadzbama oblika (4.4) 1 (4.5), a njihovim rjeSavanjem slijede vrijednosti
komponenti brzine: v/ i v;. Tako odredene komponente zadovoljavaju jednadzbu

koli¢ine gibanja, ali ne¢e zadovoljavati jednadzbu kontinuiteta (kada tlak nije tocan).

Korak 2) Brzine i tlak korigiraju se po shemi: v, =v +v{, v,=v,+V, i p=p +p’,
gdje crtice oznacuju korekcije. Trazi se da korigirane veli¢ine istodobno zadovoljavaju 1
jednadzbu kontinuiteta i jednadzbu koliine gibanja. S obzirom da v/, v, i p°
zadovoljavaju jednadzbu koli¢ine gibanja, ocito je da korekcije brzine i tlaka takoder
trebaju zadovoljavati jednadZbe koli¢ine gibanja oblika (4.4) 1 (4.5). S obzirom da s
konvergencijom postupka korekcije trebaju teziti k nuli, ¢lan koji sadrzi sumu korekcija
brzina u okolnim ¢vorovima se zanemaruje. Opisani postupak dovodi do

pojednostavljene veze izmedu korekcija brzina 1 tlaka, koje glase:

’ ASe ! 1 : ! AS [
(v])e:_ a (pE_pC) 1 (Vz)n: e (pN Pc ) 4.7)

C C

Uvrstavanjem jednadzbi oblika (4.7) u jednadzbu kontinuiteta (4.6) slijedi jednadzba za
korekciju tlaka oblika:

nbc

aZ(p)e - (at) (p) =(v7),. (4.8)

k=1
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4.3 Algoritam SIMPLE na nepomaknutoj mrezi

gdje je (bp )C :—(,ovl*AS)e +(,0vl*AS)W —(pv;‘AS)n +(,ov;’AS)S - odstupanje jednadzbe

kontinuiteta za polje brzine odredeno u prvom koraku. Kada je jednadzba kontinuiteta
zadovoljena u svim kona¢nim volumenima, korekcija tlaka jednaka je nuli. Nakon

rjeSavanja jednadZbe za korekciju tlaka (4.8), izvodi se korekcija brzine prema izrazima

(4.7), a korekcija tlaka se podrelaksira prema izrazu p=p +a,p’, gdie jea,

podrelaksacijski faktor (0< ¢, <1). Nakon korekcije brzina, one viSe nec¢e zadovoljavati
jednadzbu kontinuiteta, te se postupak vrac¢a na prvi korak i ponavlja do istodobnog

zadovoljavanja svih jednadzbi matematickog modela.

4.3 Algoritam SIMPLE na nepomaknutoj mreZzi

Osnovni nedostatak primjene algoritma SIMPLE na pomaknutim mreZama, sastoji se u
tome Sto je teSko primjenjiv na nestrukturiranim mrezama. Zbog toga se nastoji
definirati algoritam za rjeSavanje modela strujanja fluida na nepomaknutoj mrezi kod
koje se sve nepoznanice racunaju u istim c¢vorovima, odnosno sve jednadzbe
diskretiziraju na istim kona¢nim volumenima, iako takav pristup ima odredenih
nedostataka. Diskretizacija jednadzbe kontinuiteta za slucaj nepomaknute mreze ostaje
ista kao 1 za sluaj pomaknute mreze, s razlikom da brzine na stranicama konacnih
volumena trebaju biti interpolirane iz vrijednosti brzine u centralnim ¢vorovima, pa
vrijedi:

nby,,

SO F* =(pmAS), ~(pTAS), +(pTAS), ~(pAS), =0, @9)
k=1

gdje potez oznacuje interpoliranu veli¢inu. Ovo predstavlja prvi nedostatak
nepomaknute mreze, jer je jednadzba kontinuiteta zadovoljena interpoliranim brzinama,
za razliku od pomaknute mreze, gdje jednadzbu kontinuiteta zadovoljavaju brzine, koje
su izracunate izravno iz jednadzbe koli¢ine gibanja. Ako se primijeni linearna

interpolacija, za sluaj ravnomjerne mreZze uz oznake sa slike 4.1, vrijedi:
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4.3 Algoritam SIMPLE na nepomaknutoj mrezi

(Vl)e=[(\71)E+(\71)C]/2, (72)n=[(\72)N+(\72)C]/2, i tako redom, ¢ime jednadzba

kontinuiteta za kona¢ni volumen s centralnim ¢vorom C, izrazena c¢vornim

vrijednostima brzine glasi:
[p(), AS, [+ p(v,) AS, [-[ (), AS, |-[ £ (1) AS, | =0 (4.10)

Temeljem gornjeg izraza, za slucaj ravnomjerne mreZe i linearne interpolacije, brzine

() 1 (v,). ne pojavljuju se u jednadzbi kontinuiteta za konacni volumen oko ¢vora

C. Diskretizirani oblici komponenti jednadzbe koli¢ine gibanja, uz primjenu sheme
centralnih razlika za derivacije tlaka, za slucaj ravnomjerne mreze, prema slici 4.1,

glase:

nbc

at (w)e= (@) () =(0"). ~(pe = )(8S)), . (4.11)

k=1

a2 () =2 (a2) (v)" =(6"). ~(px ~ ps)(AS,). - (4.12)

gdje povrsine (AS;). i (AS,). prolaze ¢vorom C i imaju normale u smjeru pripadajucih

komponenti brzine. Dobra strana diskretizacije na nepomaknutoj mrezi jest ta Sto su
koeficijenti isti u obije jednadzbe, za razliku od koeficijenata u jednadzbama
diskretiziranim na pomaknutoj mrezi. Medutim, na nepomaknutim mreZama nastaje

problem pojave tzv. "cik-cak" raspodjele tlaka, koja se moZe objasniti jednadzbama

(4.11) i (4.12). O¢ito je da za odredivanje vrijednosti brzina (v,). i (v,). u &voru C,

uopce nije vazna vrijednost tlaka u ¢voru C, ve¢ samo vrijednosti tlaka u okolnim
¢vorovima. To znaci da se pri cik-cak raspodjeli tlaka (raspored poput onog na
Sahovskoj ploci; na bijelim poljima jedna vrijednost, a na crnima druga) ona u
jednadzbama (4.11) 1 (4.12) ocituje jednako kao i konstantno polje tlaka. Da bi se
izbjegla pojava cik-cak raspodjele tlaka, oCito je potrebno derivaciju tlaka diskretizirati
vrijednostima u susjednim ¢vorovima, kako je to u€injeno u slu¢aju pomaknute mreze.
Temeljem te Cinjenice Rhie i Chow [41] su predlozili interpolaciju brzine na stranicu

kona¢nog volumena u kojoj se koristi derivacija tlaka diskretizirana razlikom tlaka u
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dva susjedna ¢vora. Jednadzbu (4.11) se nakon dijeljenja s koeficijentom a moze

zapisati u obliku:

C
gdje je (V) =+ dio brzine (v,). koji ne ovisi o tlaku. Istim se

nac¢inom moze prikazati 1 brzina u ¢voru E. Linearna interpolacija ovako prikazanih

brzina iz ¢vorova C 1 E u ¢vor e na stranici konacnog volumena, podrazumijeva i
interpolaciju brzina (v,). i ()., i interpolaciju ¢lanova s derivacijom tlaka, dok se
zamisao Rhie-Chow interpolacije sastoji u tome da se interpolirane derivacije tlaka

zamijene stvarno diskretiziranom derivacijom tlaka (razlikom iz dva susjedna ¢vora),

tako da vrijedi:

(). =G~ 2] (). @19

gdje se (V,), i (A—?lj odreduju linearnom interpolacijom iz vrijednosti definiranih u
a' ),

¢vorovima C i1 E, prema slici 4.1. Temeljem izraza (4.14) definira se i veza izmedu

korekcije brzine i korekcije tlaka, analogno izrazima (4.7):

028 G-rt) 1 0022 (-0, (@19

nakon cega jednadZba za korekciju tlaka slijedi provedbom istog postupka, kao 1 u
slucaju pomaknute mreze. Jednom kad je definirana jednadzba za korekciju tlaka
definira se algoritam SIMPLE, jednako kao i na pomaknutoj mrezi, $to znaci da se

najprije rjeSavaju jednadzbe koliCine gibanja, a zatim jednadzba za korekciju tlaka, na
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temelju koje se korigiraju brzine na stranicama kona¢nog volumena i u glavnim

¢vorovima, a korekcija tlaka se podrelaksira u obliku p = p* +a,p'.

Iako se danas Rhie-Chow interpolacija Siroko koristi u komercijalnim racunalnim
paketima, jer omogucéuje primjenu nepomaknutih mreza, $to je znacajno pri primjeni

nestrukturiranih ili strukturiranih neortogonalnih mreza, ona ima i odredene nedostatke:

Uz zadane brzine po granicama, u slucaju nepomaknute mreze, broj nepoznatih
vrijednosti brzine jednak je broju kona¢nih volumena pomnozenih s brojem komponenti
polja brzine, Sto odgovara broju raspolozivih diskretiziranih jednadzbi koli¢ine gibanja.
Vrijednosti tlaka u ¢vorovima unutar globalnog kontrolnog volumena racunaju se iz
jednadzbe kontinuiteta diskretizirane po tim kona¢nim volumenima, dok za vrijednosti
tlaka na granicama ne postoje fizikalne dopunske jednadZbe, Sto znaci da postoji vise
nepoznanica nego raspolozivih jednadzbi za njihovo odredivanje. Problem je Sto se
vrijednosti tlaka na granicama za sluaj nepomaknute mreze pojavljuju u
diskretiziranim oblicima jednadzbe koli¢ine gibanja (dakle utjecu na polje brzine), pa ih
je potrebno na neki nac¢in definirati. Obi¢no se primjenjuje neka ekstrapolacija tlaka
(prvog ili drugog reda toCnosti) koriStenjem vrijednosti iz ¢vorova unutar globalnog
kontrolnog volumena. Jasno je da primjena ekstrapolacije unosi odredenu proizvoljnost
u numericki postupak, odnosno u rjeSenje za polje brzine. S fizikalnog gledista, za neke

se rubne uvjete mogu definirati fizikalni principi za ekstrapolaciju tlaka na rub podrucja
proracuna. Primjerice, poznato je da na ravnini simetrije vrijedi a—p =0 (gdje je n smjer
n

okomito na rub), pa ekstrapolacija koja uvazava ovaj uvjet neée unijeti znacajnu

pogresku u polje brzine. Sli¢no je i s dobro odabranom izlaznom granicom (paraboli¢no
strujanje), na kojoj ¢e biti g—p= konst., pa ¢e ekstrapolacija prvog reda tocnosti biti
n

prihvatljiva. Takoder, u grani¢cnom sloju uz blago zakrivljenu stjenku vrijedi da je

g . . s . "y .
P <0 , pa ni uz tu granicu nece biti problema. Problemi mogu nastupiti u slucaju jako

on
zakrivljene, valovite granice, odnosno na mjestima gdje se polje tlaka viSe mijenja u
blizini ruba, ili na ulaznoj granici, kada je zadani profil brzine jednolik po presjeku, a

neposredno uz granicu dolazi do razvoja profila brzine odnosno do znacajnih promjena
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tlaka. U tim sluc¢ajevima metode na nepomaknutim mreZama, ovisno o primijenjenoj

ekstrapolaciji tlaka, mogu dovesti do nefizikalnog polja brzine.

U izrazu (4.14) veli¢ine @e i (Aflj odreduju se linearnom interpolacijom iz
a' J,

vrijednosti u centralnim ¢vorovima (centralnim kona¢nim volumenima na kojima se

diskretiziraju komponente jednadzbe koliCine gibanja). U izrazu (4.14) brzina (vl )e 1

tlakovi p. 1 p. su intenzivne veli¢ine, $to znaCi da ne ovise o veli¢ini i obliku

e Ty . [ A . . -
kona¢nog volumena, dok veli¢ine (v1 )e 1 (—lj to nisu. Interpolacija ekstenzivnih

a’
veli¢ina (koje su definirane oblikom 1 veli¢inom centralnog volumena) u ¢vor na stranici
konacnog volumena (oko kojeg nije jednoznacno definiran volumen) je donekle upitna.
Interpolirane vrijednosti ¢e se razlikovati od vrijednosti koje bi se dobile postupkom
diskretizacije na tocno definiranom volumenu oko tocke e kao u slucaju pomaknute

mreze.

Rhie-Chow interpolacija moze dati interpoliranu brzinu (vl )e koja se nalazi izvan

intervala [(vl) C,(v1 )E] , Sto znaci da takva interpolacija moze stvarati nove ekstreme

brzine. Drugim rije¢ima, problem cik-cak raspodjele tlaka moze se premjestiti na cik-
cak polje brzine. Naravno, ovaj problem nije izravno uocljiv jer kad se jednom odrede
brzine u glavnim c¢vorovima, interpolirano polje brzine, kojime je zadovoljena

jednadzba kontinuiteta viSe se ne razmatra.
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4.4 Novi algoritam

Pomaknuta mreza oznacCuje prirodan odabir za razvoj numericke metode, jer ne
zahtijeva zadavanje nefizikalnih rubnih uvjeta za tlak 1 nikakve mehanizme za
sprjecavanje cik-cak raspodjele tlaka. Prema tome se sam po sebi namece izbor
razmjeStaja varijabli po uzoru na SIMPLE algoritam u formulaciji na pomaknutoj
mrezi, gdje se tlak 1 brzine odnosno protoci raCunaju na razli¢itim mjestima. U
kontekstu formulacije na nepomaknutim mrezama, protoci kroz stranice konacnih
volumena predstavljaju ekvivalent brzinama iz formulacije na pomaknutoj mrezi. Na
tragu zamisli o povratku na izvornu formulaciju SIMPLE algoritma na pomaknutim
mrezama, umjesto brzina u teziStima konac¢nih volumena, pri formiranju novog
algoritma za nepoznanice u numerickom postupku odabrane su normalne komponente
brzine (ili maseni protoci) kroz stranice konacnih volumena. U skladu s poZeljnom
formulacijom na nepomaknutim mreZama, ¢vorovi u kojima se racunaju vrijednosti

polja tlaka, gradijenta tlaka i svih drugih veli¢ina ostaju u teziStima kona¢nih volumena.
U skladu s navedenim, mogu se formulirati dva problema:

1. Protoci kroz stranice kona¢nih volumena prirodne su varijable pri rjeSavanju
jednadzbe kontinuiteta. Budu¢i da se u jednadzbi koli¢ine gibanja pojavljuju
brzine u centrima kona¢nih volumena, potrebno je osigurati jednozna¢nu vezu

izmedu njih 1 protoka kroz stranice kona¢nih volumena.

2. Obzirom da polje tlaka nema svoju jednadzbu, za tlak je potrebno ili izvesti

odgovarajucu jednadzbu ili ga eliminirati iz sustava jednadzbi.

Uz navedeno, za dobivanje jednoznacnog rjeSenja problema, numericka procedura
nuzno treba rezultirati sustavom linearnih algebarskih jednadzbi s uskladenim brojem
jednadzbi 1 nepoznanica. U nastavku se opisuje nain rjeSavanja ovih problema u

novom algoritmu.
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Veza izmedu masenih protoka na stranicama konaénog volumena

i brzine u njegovom centru

U jednadzbi koli¢ine gibanja, konvekcijski ¢lan je nelinearan. Kod nepomaknutih
mreza, primjena diskretizacijske sheme na konvekcijskom c¢lanu dovodi do
diskretizacije polja brzine na razli¢itim mjestima. Jedno mjesto pojave diskretnog polja
brzine jesu protoci kroz stranice, dok se kao drugo mjesto pojavljuju vrijednosti brzine
u centrima konaénih volumena. Zbog toga ¢e biti potrebno interpolirati vrijednosti polja
brzine ili iz centara kona¢nih volumena na stranice ili obrnuto, ovisno o tome S§to
predstavlja varijablu u algoritmu. Tako se u algoritmu SIMPLE na nepomaknutim
mreZama (gdje su nepoznanice brzine u centrima konacnih volumena) interpoliraju
brzine na stranice kona¢nih volumena (za potrebe racunanja protoka), dok se u istom
algoritmu na pomaknutim mreZama (gdje su nepoznanice brzine na stranicama kona¢nih
volumena) izvodi interpolacija u centre i vrhove kona¢nih volumena. Valja naglasiti da
je u prvom sluc¢aju interpolacija Cisto matematicka, dok je u slu¢aju pomaknutih mreza
ona takva da osigurava zadovoljavanje jednadzbe kontinuiteta i po dijelovima konacnih
volumena. Kako je rije¢ o jedinstvenom polju brzine, veza izmedu diskretiziranih
vrijednosti brzine u centrima i na stranicama kona¢nih volumena treba biti jednoznacna,
§to podrazumijeva primjenu interpolacije samo u jednom smjeru. U novom algoritmu
varijable su maseni protoci kroz stranice kona¢nih volumena, pa se kao i u slucaju
algoritma SIMPLE na pomaknutim mreZama, interpolacija izvodi sa stranica kona¢nih
volumena (iz masenih protoka koji zadovoljavaju jednadZbu kontinuiteta) u njihove

centre. Interpolacijski izraz temelji se na identitetu:

Ia(pvjx[)dV=Ixi@dl/"‘jpvj%dl/’ (4.16)
Vv vV

Ox : x X,
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koji se uz primjenu zakona ocuvanja mase (2.1) preureduje u oblik:

a(pvjx[) B op
!lef_—lx,.adm!pvidl/. (4.17)

J

Ako se vremenska promjena gustoce aproksimira konstantnom vrijednoS¢u unutar
kona¢nog volumena, a za ishodiSte koordinatnog sustava odabere teziSte konacnog
volumena, tada prvi ¢lan desne strane iS¢ezava. Drugi se ¢lan aproksimira pomocu

integralnog teorema o srednjoj vrijednosti kao:

[ pvdv =(pv).AV.
AV
Primjenom formule Gauss-Ostrogradskog na lijevu stranu izraza (4.17), te nakon

integracije po konacnom volumenu sa slike 4.2 i sredivanja slijedi:

nbc

1 k ok
) o=—S X Fr, 4.18
(P1)e =37 2% 19

gdje x/* predstavlja vektor povucen od tezista C konatnog volumena do teZista k — te
stranice, a F* je maseni protok kroz k — tu stranicu. Za slu¢aj konstantne raspodjele
normalne komponente masenog toka po k — toj stranici, gornja aproksimacija postaje

identitet.

Slika 4.2 Veza izmedu brzine u teZistu i masenih protoka kroz stranice
konacnog volumena
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Izraz (4.18) omogucuje odredivanje komponenti diskretnog polja brzine u centrima
kona¢nih volumena na temelju masenih protoka po njegovim stranicama. Ova veza je

fizikalna jer je izvedena temeljem zakona o¢uvanja mase.

Eliminacija polja tlaka iz uvjeta nulte cirkulacije gradijenta tlaka

Kada je rije¢ o algoritmima koji koriste primitivne varijable (brzine i tlak), postupak
rjeSavanja problema strujanja nestlac¢ivog fluida moze se predstaviti procesom korekcije
polja brzine i tlaka do istodobnog zadovoljavanja i jednadzbe kontinuiteta i jednadzbe
koli¢ine gibanja. U algoritmu SIMPLE korigira se polje tlaka sve dok polje brzine koje
proizlazi iz jednadzbe koli¢ine gibanja (za dano polje tlaka) ne zadovolji jednadzbu
kontinuiteta. Ideja novog algoritma je korigirati polje brzine sve dok parcijalne
derivacije tlaka izracunate iz jednadZbe koli¢ine gibanja (za zadano polje brzine) ne

budu oznacavale komponente gradijenta tlaka, tj. dok ne bude zadovoljen uvjet:

0 (a—plzo , (4.19)

kji P
X .
J

gdje &; oznaCuje permutirajuéi tenzor. Pri tome se polazi od polja brzine koje
zadovoljava jednadzbu kontinuiteta, a postupak korekcije brzine je takav da ona uvijek
ostaje zadovoljena. Druga odlika novog algoritma jest ta da u slucaju nestlacivog
strujanja, polje tlaka nije potrebno racunati tijekom iterativnog postupka. Nakon Sto se
odredi polje gradijenta tlaka, ono se moze rekonstruirati iz poznatog tlaka u jednoj
toCki. Ovakav pristup odredivanju polja tlaka iskljuuje potrebu za njegovom
eksplicitnom diskretizacijom pa time iskljucuje i sve probleme koji se pojavljuju pri
diskretizaciji na nepomaknutim mreZama. Parcijalne derivacije tlaka, racunaju se

izravno iz diskretiziranih jednadzbi koli¢ine gibanja (4.2):

op N ((v")c_(vi)(ct_m)) ;
LA Ay =-S(J) - AV+(B) AV i=1,2,3 (420
(&JC ) Sl H(B).ars (420

NOVI ALGORITAM Z4A POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



4 PRIMJENA METODE KONACNIH VOLUMENA ZA RJESAVANJE JEDNADZBI STRUJANJA FLUIDA

4.4 Novi algoritam

Integriranjem uvjeta (4.19) po povrSini S obrubljenoj krivuljom ¢ uz primjenu

Stokesova teorema, slijedi izraz:

o [ op op
&, —| — |n,dS=p—dx. =¢dp =0, 4.21
:!: kji axj [axiJnk ?ax} i iﬁ \p ( )

koji govori da je integral polja tlaka po zatvorenoj krivulji jednak nuli. Primjenom
gornjeg izraza na trokutastu povrSinu definiranu ¢vorovima ABC, prema slici 4.3

slijedi:

Ap:(—xf‘a+xfb)£2—pj +(—x?b+x?°)[§—pj +(_xi(:c+x;:a)[§_l7} =0. (4.22)
. X )y X, ).

1

Uvodenjem pomoc¢nog vektora 7; koji zamjenjuje vektorske sume u gornjem izrazu,

numericka formulacija uvjeta nulte vrtloznosti gradijenta tlaka (4.19) konac¢no glasi:

Ap = P 0+ P e+ P n*=0. (4.23)
ox, ), ox, ), ox, ).

Gornjim uvjetom nulte cirkulacije polja gradijenta tlaka definirana je osnova novog

algoritma.

Slika 4.3 Uz numericku formulaciju uvjeta nulte cirkulacije polja
gradijenta tlaka.
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U metodi kona¢nih volumena ve¢ postoje topoloski elementi poput konacnog volumena
1 stranice, a radi lakSeg obrazlaganja predlaze se uvodenje dodatnog, s nazivom: petlja.
Volumeni i stranice koje petlja sadrzi nazivaju se ¢lanovima petlje, a pojedini dijelovi
njene usmjerene krivulje nazivaju se segmentima petlje. Veli¢ina oznafena s Ap u

izrazima (4.22) 1 (4.23), naziva se pad tlaka u petlji.

Za proizvoljnu zatvorenu elementarnu petlju il koja sadrzi ns segmenata, volumena i
stranica, uvjet nulte cirkulacije gradijenta tlaka odn. nultog pada tlaka u petlji (4.23),

glasi:

) Sj| 6 J
Apllzz(a_p'”’} —0 (4.24)

J=1 i

Uvjet (4.24) osigurava jedinstvenost polja tlaka u svim volumenima-¢lanovima petlje
koja ih sadrzi, dok se jedinstvenost polja tlaka u ostatku globalnog kontrolnog volumena
ostvaruje formiranjem dodatnih petlji za koje ¢e takoder biti propisan uvjet (4.24). Gore
opisani postupak odredivanja tlaka, (u diskretiziranom obliku, izraz (4.24)), nalazi
analogiju u metodi Hardy Crossa za proracun strujanja u sloZenim cjevovodnim
mrezama [8], koja se moZe pronaci po udzbenicima iz mehanike fluida [21], [54]. U toj
analogiji ¢vor cjevovodne mreze odgovara teziStu kona¢nog volumena, a maseni protok
kroz element cijevi izmedu dva c¢vora odgovara protoku kroz stranicu. Darcy-
Weissbachov izraz za pad tlaka u elementu cijevi, ovdje se pojavljuje u obliku izraza za
promjenu tlaka izmedu dva ¢vora koji proizlaze iz jednadZbe koli¢ine gibanja. Poznato
je da ako u mrezi postoji n elemenata i m ¢vorova, tada u sustavu postoji p=n-m+1
petlji. Ovdje je broj petlji odreden brojem spojnica tezista susjednih kona¢nih volumena
1 samim brojem volumena. Poznato je da ¢e metoda Hardy Crossa najbrze konvergirati

ako se koriste elementarne petlje (koje sadrZze minimalno moguéi broj elemenata u

petlji).
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Slika 4.4  Formiranje elementarnih petlji u globalnom kontrolnom
volumenu

Slika 4.4 prikazuje primjer formiranja petlji u dvodimenzijskoj pravokutnoj mrezi.
Centri kona¢nih volumena oznaCeni su velikim, a centri stranica malim crnim
krugovima. U svakom vrhu kona¢nog volumena formira se po jedna petlja, koja se
sastoji od spojnica u kona¢nim volumenima koji sadrze taj vrh. Smjer integracije
gradijenta tlaka u uvjetu (4.24) naziva se orijentacija petlje. Radi bolje preglednosti,
oznake petlji 1 njima pripadajuée orijentacije oznacene su istom bojom. Slika pokazuje
kako je takvim nac¢inom formiranja petlji, svaki konacni volumen povezan sa svakim od
preostalih, pa je time osigurana i jedinstvenost polja tlaka na razini globalnog
kontrolnog volumena. Kada se uvjet (4.24) raspiSe za svaku od n/ elementarnih petlji
koje se mogu formirati u globalnom kontrolnom volumenu, dobiva se sustav od nl/

nelinearnih algebarski jednadzbi oblika:

oy j
Apzzzz[_l’.mj 0 d=12 .l (4.25)

J=1
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Konzervativna korekcija masenih protoka

Novi algoritam za nepoznanice ima protoke kroz stranice kona¢nih volumena. Oni su
prirodne varijable pri rjeSavanju jednadzbe kontinuiteta, a brzine u teziStu konacnog
volumena koje se u jednadzbama koli¢ine gibanja (4.20) koriste za izracun parcijalnih
derivacija tlaka odreduju se interpolacijom (4.18). Tako se svaka od n/ jednadzbi
sustava (4.25) moze iskazati kao funkcija nepoznatih masenih protoka kroz nf stranica

diskretiziranog globalnog kontrolnog volumena, tj. u obliku:
Ap' :fil(Fl’ F?, .. F" ):0; il=1,2, .., nl (4.26)

U sustavu nelinearnih jednadzbi (4.26) viSe je nepoznanica nego jednadzbi, a broj
jednadzbi se uskladuje s brojem nepoznanica koriStenjem jednadzbe kontinuiteta (4.1)
za svaki konacni volumen. Ideja ove metode je uvesti korekcije masenih protoka AF;
koje su konstantne za petlju, a kojima se korigiraju maseni protoci kroz stranice-¢lanice
pripadne petlje. Korekcije masenih protoka dodjeljuju se masenim protocima kroz
stranice-Clanice petlje s predznakom plus ako se orijentacija stranice poklapa sa
orijentacijom petlje ili s predznakom minus u suprotnom slucaju, kako je to prikazano
slikom 4.5. Ocito je da ovakva korekcija masenih protoka nece narusiti jednadZbu
kontinuiteta za konacni volumen, jer ¢e se uvijek u petlji nalaziti dvije stranice
kona¢nog volumena, a na njima ¢e se primjenjivati korekcije masenog protoka na jednoj
s predznakom plus, a na drugoj predznakom minus. Ako pocetno pretpostavljeno polje
brzine zadovoljava jednadzbu kontinuiteta, ona ¢e ostati zadovoljena nakon svake
korekcije masenih protoka, koju se stoga naziva konzervativnom korekcijom masenih

protoka.
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Formalno se moZe uvesti operator veze sfI/ , koji povezuje pozitivni smjer protoka kroz

if-tu stranicu diskretiziranog globalnog kontrolnog volumena F? | s orijentacijom petlje

il:

+1 ako stranica if" u petlji i/ ima istu orijentaciju
sfl] =4 —1 ako stranica if u petlji i/ ima suprotnu orijentaciju . (4.27)

0 ako stranica if nije ¢lanica petlje il

Prema tome, korekcija masenog protoka kroz if-tu stranicu koja se nalazi u i/-toj petlji

se moze formalno zapisati u obliku:
(F") =(F") +sf1] AF," (4.28)

U izrazu (4.28) trenutne su vrijednosti oznacene indeksom o, a korigirane vrijednosti

indeksom n.

/
sfva-sfly -AFLP=/ -AF” (AFP

/
// \
/- sforsfly-AF," = +AFF \

/ o \
® ———————————+ —— ———— ®
A FP B

b =0

i

Slika 4.5  Konzervativna korekcija masenih protoka
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Ako se sustav jednadzbi (4.26) prikaze putem konzervativnih korekcija protoka, on

postaje:
Ap'! = ;1( 1 2 al \_q. 7
p" =g" (AF,, AF,", ..., AF, )—0, il=1,2, .. nl (4.29)

U gornjem sustavu traze se korekcije protoka kod kojih ¢e padovi tlaka u svim petljama

biti jednaki nuli, a broj jednadzbi jednak je broju nepoznanica.

U nastavku se za novi algoritam koristi kratica FLOP (eng.: Flux LOoping for Pressure

drop algorithm).

S obzirom na to da je sustav jednadzbi (4.29) nelinearan nuZno ¢e se rjeSavati
iterativnom metodom. Kao prvi zbor, namece se jednostavna i pouzdana Newtonova
metoda. U ovakvom obliku, funkcije pada tlaka potrebno je prikazati u obliku
Taylorova reda za funkcije vise varijabli, do ¢lanova ukljucivo 1 reda. Postupak dovodi
do sustava (4.30), od n/ linearnih algebarskih jednadzbi sa n/ nepoznanica, u kojemu su
koeficijenti jednadzbi izraCunati s trenutnim vrijednostima varijabli, a desnu stranu
sustava predstavlja iznos negativnih suma padova tlaka u petljama. Iterativni postupak
zavrsava kada u svim petljama suma padova tlaka bude jednaka nuli (postane dovoljno

mala).

nl
() = (a0 3
J=

j=1

il \°
[SAAIIJJ AFJ |=0;  il=1,2,..,nl (4.30)
L
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Odredivanje koeficijenata u sustavu jednadzbi za korekciju

protoka

Novi algoritam rjeSava jednadzbu koli¢ine gibanja kroz uvjet nulte cirkulacije gradijenta
tlaka po zatvorenim elementarnim petljama. Jednadzbe (4.25), koje iskazuju ovaj uvjet
linearizirane su primjenom Newtonove metode, gdje kao rezultat nastaje sustav
linearnih algebarskih jednadzbi (4.30), koji povezuje korekcije protoka definirane po

elementarnim petljama s padom tlaka u elementarnim petljama.

Clanove matrice i vektor desne strane ovog sustava izvest ée se za opéeniti slucaj
diskretizacije jednadzbe koli¢ine gibanja metodom kona¢nih volumena na
nestrukturiranoj nepomaknutoj mrezi, za slucaj nestla¢ivog strujanja. Za opcenite
prostornu 1 vremensku shemu diskretizacije, diskretizirana jednadzba koliCine gibanja

(4.20) za konacni volumen C moZe se zapisati na sljedeci nacin:

(5_17} AV=—§C:(Ji)Ck—p(Gi)CAV+( ). AV (4.31)

8)6'[ k=1

Novi algoritam ne zahtijeva eksplicitnu diskretizaciju polja tlaka, ve¢ samo formalnu
diskretizaciju polja gradijenta tlaka, koja se racuna izravno iz jednadzbe koli€ine
gibanja (4.31). Clanovi sume na desnoj strani izraza (4.31) predstavljaju vanjske

konvekecijsko-difuzijske protoke koli¢ine gibanja kroz stranice kona¢nog volumena, G;
oznacuje vremenski Clan, a b, .sadrzi fizikalne 1 numericke izvorske ¢lanove. Svaka dva

susjedna konac¢na volumena dijele istu stranicu. Predznak protoka fizikalne veli¢ine
ovisi o promatranom volumenu (vektora vanjske normale na stranicu), tako da se

¢lanovi sume u izrazu (4.31) mogu zapisati kao funkcije oblika:

ov. ov. .
(Ji)i:sfv(’;.(Jl_)k F (v)es () (a—;’} , La—;’J , I, geomtrija, ... |.  (4.32)
J7/c

7 /N
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Konvekcijsko-difuzijski protok koli¢ine gibanja (J;))* kroz k-tu stranicu tako ovisi o
aktualnom masenom protoku kroz k-tu stranicu, lokalnoj viskoznosti fluida, geometriji
stranice 1 susjednih kona¢nih volumena te brzinama i gradijentima brzine u susjednim
kona¢nim volumenima. Kod nestrukturiranih mreza visi red to¢nosti sheme diferencije
osigurava se uglavnom eksplicitno (primjenom ,,deferred correction pristupa), putem
aktualnih vrijednosti gradijenta polja brzine u susjednim volumenima, ¢ime se
pojednostavljuje numericki postupak i smanjuje broj ¢lanova matrice sustava jednadzbi.
Stoga su u izrazu (4.32) vrijednosti brzina u volumenima koji su susjedni ovom paru
volumena zamijenjeni oznakama gradijenta brzine u volumenima vezanim neposredno

uz k —tu stranicu.

Nestacionarni ¢lan G; moze se u opéem slucaju izraziti funkcijom vrijednosti brzine u
kona¢nom volumenu C, u aktualnom i pros§lim vremenskim trenutcima 1 veli¢ine

vremenskih koraka integracije.

(G), =(G,-)C((vi)c, () ((V,.)C)t_zAt,At,...) (4.33)

Za slucaj opc¢enite vremenske diskretizacije dane izrazom (4.33), ovdje ¢e se razmatrati

samo implicitne sheme vremenske diskretizacije.

Vektor desne strane sustava (4.30) sadrzi iznose padova tlaka po petljama izracunatih
temeljem veli¢ina odredenih u prethodnoj iteraciji (aktualnih, oznacenih s 0). Sve dok je
desna strana tog sustava razli¢ita od nule postojat ¢e korekcije protoka po petljama.
Vektor desne strane se racuna u dva koraka: u prvom koraku se iz diskretiziranih oblika

jednadzbe koli¢ine gibanja racunaju gradijenti:

[g_ilv(()) {-ﬁ(?((@)")(o)j_ p.((Gi)l_v)(")+((1)iv)(”)} iv=1,2,...,nv. (4.34)

iv \_k=1

U drugom koraku slijedi integracija gradijenta tlaka (4.34) po pripadnim petljama.

Ova operacija predstavlja obi¢ni skalarni umnozak iznosa aktualnih vrijednosti

gradijenta tlaka u volumenima-¢lanovima s pripadnim segmentima petlje pri kojem se
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moze posluziti i pomoénim veli¢inama poput vektora 7; kako je to ucinjeno u izrazu

(4.23):

| (0)
o nSl/ 6 .
[Ap()] =Y (a—fj | s id=1,2, .0l (4.35)

il

Analogno ovome postupku formiranja desne strane sustava (4.30), definiraju se i
derivacije ovih funkcija, koje predstavljaju koeficijente sustava. Za koeficijent A4,

matrice sustava, vrijedi:

. . ()Y g p=1,2, . ni4.36
OAF,” AV & anr | AR oAy ()| ap (4.36)

o' _Jal[ 1 (gauf}_p 2(G,) , o(b)
=

Novi algoritam FLOP, za nepoznanice ima protoke po stranicama diskretiziranog
globalnog kontrolnog volumena koji se unutar svakog vremenskog koraka korigiraju
iterativnim postupkom do postizanja zeljene male vrijednosti svih ¢lanova vektora
desne strane. Tako se u cilju odredivanja koeficijenata (4.36) sustava linearnih
algebarskih jednadzbi (4.30), varijablama smatraju sve veli¢ine koje ¢e se mijenjati
tijekom iterativnog postupka. Uz same protoke F po stranicama diskretiziranog

globalnog kontrolnog volumena tu spadaju sve fizikalne veli¢ine iz preostalih jednadzbi

koje su uklju¢ene u c¢lanovima (J.)k, b, i G,, u izrazu (4.31). Uz nepromjenjivu

geometriju mreze, konstantama se smatraju sve geometrijske veli¢ine i vrijednosti svih
fizikalnih veli¢ina iz proslih vremenskih trenutaka. Tako se funkcije dane izrazima
(4.32), (4.33), te izvorski ¢lan u jednadzbi (4.31) mogu smatrati slozenim funkcijama
viSe varijabli, pri ¢emu postoji zavisnost svih varijabli o protocima F* kroz stranice
konac¢nih volumena, a protok i korekcija protoka su vezani izrazom (4.28). Zbog toga ¢e

se koeficijenti sustava jednadzbi (4.30) dobiti po pravilima lan¢anog deriviranja.
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Derivacija opcenitog konvekcijsko-difuzijskog protoka koli¢ine gibanja (J;) sa k-te
stranice iz izraza (4.32) po masenom protoku, u smjeru konzervativne korekcije
masenih protoka petlje p moze se raspisati na sljedeci nacin:

o) o) ar a(s) o)., al) o),

1 1

OAF,”  OF* 0AF,”  8(v,), 0AF,”  0(v,), OAF,”

1

o o k (4.37).
i G(Jl.) 8xj c 8(]1.) 6x-f N+a(']z‘) O
of OAF,” ol o OAF,” du OAF,”
8x]. Ox .
JJc J /N

Na isti se nacin raspisuje 1 nestacionarni ¢lan prikazan izrazom (4.33):

0(G). _9(G). 2(v). (4.38)

oF,"  (v,). OAF,”

l

dok derivacija izvorskog ¢lana u izrazu (4.31) za slucaj da je on funkcija protoka i

drugih varijabli, opéenito oznacenih s ¢, vrijedilo bi:

o(h), o), or +a(bf)c O (4.39)

OANF,"  OF" OAF"  0¢ OAF,”

Primjerice u prije definiranom modelu slobodne konvekcije ¢lan Z;, bi bio funkcija
temperature (¢ =7 ), koja je definirana vlastitom jednadzbom u kojoj se ponovo
pojavljuju maseni protoci kroz stranice kona¢nih volumena. Derivacije 0¢p/0AF,”, se

tada racunaju izravno iz diskretiziranih oblika temperaturne jednadzbe.

Derivacije funkcija prikazanih izrazima (4.37) do (4.39) iskazane su sumom ¢lanova pri
¢emu je svaki Clan predstavljen umnoSkom dvaju faktora po pravilu lancanog
deriviranja. U nastavku ¢e se pretpostaviti da se gradijenti brzine, koji bi se pojavili u
izrazu (4.37), kao posljedica primjene sheme diferencije viseg reda tocnosti, uzimaju iz
prethodnog iterativnog koraka. U tom slucaju, ¢e predzadnja dva ¢lana na desnoj strani

jednakosti (4.37) iS¢eznuti. Sli¢no za slucaj konstantne viskoznosti i§¢ezava i posljedn;ji
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¢lan desne strane tog izraza. Jasno je da e eksplicitna korekcija za visi red to¢nosti

pojednostaviti izraz, ali ¢e negativno utjecati na brzinu konvergencije postupka.

U svim se ¢lanovima gore raspisanih izraza ponavljaju dva faktora prirasta varijabli

uslijed korekcije protoka s opéenito oznacene petlje p:

- Prirast masenog protoka kroz stranicu k uslijed korekcije masenog protoka po

petlji p definirana je izrazom (4.28), ¢ijim deriviranje slijedi:

oF"

- Brzine u centrima konacnih volumena izra€unavaju se iz interpolacijskog izraza

(4.18), ¢ijim deriviranjem, uz primjenu izraza (4.40), slijedi:

a(vi)C: 0 ! nzbc“xfsfvéFk =#§xfsfvésﬂk (4.41).
OAF,”  OAF,” | p.AV, & AV S ’
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Prema dosad pokazanom raspisu derivacija funkcija 1 pojedinih faktora u njihovim
¢lanovima, popunjavanje matrice koeficijenata sustava za korekciju masenih protoka
(4.30) najlakse je provesti po stupcu matrice. Radi jednostavnosti, formiranje stupca ¢e

biti pokazano za dvodimenzijski primjer, prateci sliku 4.6.

N N N SRR
U 118) 17) 16) D
[] [9] []

o) () (7 (¢ q
-9 ®)—~—1 (6) 13-
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Slika 4.6 Uz postupak formiranja koeficijenata matrice sustava za

odredivanje konzervativne korekcije protoka

Na slici su volumeni oznaceni brojevima u kvadrati¢u, a petlje brojevima u vrhovima
kona¢nih volumena, uz koje stoji oznaka za orijentaciju petlje. Istaknuta je centralna
petlja broj 1, njeni volumeni—¢lanovi 1-4 1 njene stranice-¢lanovi, oznac¢ene brojevima
1-4 (uz teziSta stranica). Na slici je izostao prikaz segmenata petlji, jer ¢e njihovu ulogu
preuzeti zamjenski pomoc¢ni vektori 7, kako je ve¢ pokazano pri izvodu nulte
cirkulacije gradijenta tlaka prijelazom s izraza (4.22) na (4.23) i slikom 4.3. U opisu
il

ovih vektora na slici 4.6, nadindeks iv-il u oznaci 7" oznaéuje pojedini pomoéni

vektor pri ¢emu iv oznacuje pripadnost volumenu, a i/ petlji.

U nastavku se razmatra formiranje 1. stupca matrice sustava za odredivanje
konzervativne korekcije protoka (4.30), koji nastaje temeljem situacije prikazane na

slici. Pritom ¢e se pojedini koeficijenti stupca formirati na¢inom da se zapocinje od
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njihove nulte vrijednosti, nakon cega se njihova vrijednost nadopunjava pribrajanjem

pojedinih doprinosa.

Korekcija masenog protoka po petlji 1 - AF, izaziva prirast protoka F* kroz sve Getiri

stranice-Clanice petlje 1 nacinom koji je definiran izrazom (4.40). Zbog toga ¢e nastati

prirasti brzine u ¢vorovima svih volumena-¢lanova kako je to definirano izrazom (4.41).

Tako se i utjecaj ovog prirasta protoka (AF,) na pad tlaka u petlji 1 i okolnim petljama

moze sagledati kroz dva doprinosa:

Doprinos uzrokovan prirastom protoka F* utjete samo na konvekcijsko-
difuzijski protok brzine kroz k-tu stranicu i to kroz prvi ¢lan sa desne strane

izraza (4.37). Za prikazanu stranicu broj 1 on iznosi:

oJ! oF' aJ!

1
oF oaF o

Ovaj doprinos mijenja gradijent tlaka u oba susjedna volumena koji dijele ovu
stranicu (volumeni 1 1 2), §to za sobom povlaci 1 utjecaj u svim petljama kojih su
ova dva volumena c¢lanovi. Udio B; u derivaciji gradijenta tlaka u volumenu 1,
kojeg ovaj doprinos ima, slijedi iz sume konvekcijsko-difuzijskih protoka

koli¢ine gibanja, odnosno prvog ¢lana izraza za gradijent tlaka (4.31):

ap 1 2l k 1 1
| E J. J.
8x4 AI/l = ( l)l + val ( l) +

k#l

Svaki od ¢lanova sume u gornjem izrazu funkcija je isklju¢ivo masenog protoka
po istoimenoj stranici (kao Sto je prikazano izrazom (4.32)), pa se tako doprinos

B, odnosi samo na izdvojeni ¢lan, za stranicu 1:

1 1 1 1
B, =il P | - L 0+ sfv, 8Jil oF - [=— ! sfvllsﬂllaiil )
OF |\ 0x; ), | OAF, AV, OF" OAF, AV, oF
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Volumen 1 ¢lan je petlji 1, 2, 3,1 9, pa se koeficijenti 1. stupca sustava (4.30)
nadopunjavaju skalarnim umnoskom ovog doprinosa s pripadnim pomoc¢nim

vektorima petlji (prateéi sliku 4.6):

q

Ap? A
2 p1+Bi’77i1_q_> 2 p1
OAF, 2AF,

; ¢=1,2,3,9

Ovaj se postupak analogno ponavlja i za volumen 2. te opisanim postupkom
nadopunjavanju oni koeficijenti 1. stupca sustava (4.30) u redcima onih petlji u

kojima se volumen 2 pojavljuje kao ¢lan (ovdje petlje 1, 3,41 5).

Pribrajanje doprinosa uzrokovanih prirastom protoka F* ¢lanovima 1. stupca
sustava, zavrSava provedbom opisanog postupka za preostale stranice-Clanove

petlje 1: stranice 2, 3 14.

- Doprinos uzrokovan prirastom brzine (4.41) utjece 1 na konvekcijsko difuzijski
transport koli¢ine gibanja (4.37), gdje se oCituje u drugom i treCem ¢lanu s desne
izraza 1 na vremenski ¢lan, kako je prikazano izrazom (4.38). Za prikazani

volumen broj 1 ovaj prirast brzine iznosi:

a(vi)l 1 & 1 L Lol gl | 4 g4 g4
= x sfvisflt = X' sfvs +(x.sfv.sfl + x sfv,'s
OAF,! plAVlkZ:"flﬂl PATY, %i’flﬂl (lflﬂl zflﬂl)

U gornjem izrazu, vektorska suma u prvoj zagradi uvijek rezultira nultom
vrijedno$¢u jer podrazumijeva sumaciju po stranicama koje nisu ¢lanovi petlje
l: stranicama 5 i 6, §to se ocituje kroz nultu vrijednost operatora veze sfl
(sfI’ =0; sfI° =0). Suma u drugoj zagradi uvijek rezultira pripadnim pomo¢nim
vektorom 7;. Razlog lezi u tome $to za odabrani smjer petlje, pripadna pozitivna
korekcija protoka uvijek na jednoj stranici unosi protok u volumen, a na drugoj

istu korekciju protoka iznosi.
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Tako se gornji izraz uvijek svodi na jednostavni oblik, koji za volumen 1 glasi:

a (vi )1 77[171

OAF,'  p AV, .

Ovaj faktor prirasta brzine u volumenu 1 utjeCe na derivaciju konvekcijsko-
difuzijskog protoka koli¢ine gibanja (4.37) bilo u drugom ili treCem clanu s
desne strane izraza, $§to ovisi o globalnoj orijentaciji stranice. Kako brzinu u
volumenu 1 koriste funkcije konvekcijsko-difuzijskog protoka (4.32) svih
stranica konacnog volumena 1, tako ¢e 1 ovaj faktor prirasta utjecati na
derivaciju gradijenta tlaka u samom volumenu 1 te u svim njegovim susjedima.
Ovo se, dakako odraZzava i na derivaciju pada tlaka u svim petljama koje za
¢lanove imaju volumen 1 1 sve njegove susjede. Postupak pribrajanja ovih
doprinosa uzrokovanih prirastom brzine, najlakSe je provesti po stranicama
konac¢nih volumena. Prikazani prirast brzine u volumenu 1, ima udio u derivaciji

konvekcijsko-difuzijskog protoka koli¢ine gibanja kroz stranicu 1, a iznosi:

[S))
—_

<
~

[S))
—_~
=
~
|

[S))
—~
~

')1 771'1_1
6(\/,)1 OAF,' G(V‘)l PAV,

Udio u derivaciji gradijenta tlaka u susjednim volumenima 1 i 2 kojeg ovaj
doprinos ima, slijedi iz prvog Clana izraza za gradijent tlaka (4.31) koji za ova

dva volumena glase:

al__1 %(J,)k +sfvll(JA)1 +... zavolumen 1, te
o ) AV ||E ! ’

k+#1

@) ___1 f(.}.)k +3i(J,) |+... zavolumen 2,
aXi , AI/Z — i 2 i

k#1

Svaki od ¢lanova sume u izrazu za volumen 1 funkcija je brzine u volumenu 1,

dok je u izrazu za volumen 2 to samo izdvojeni ¢lan 1. Ovaj je doprinos
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jedinstven za ova dva volumena, pa ¢e se tako doprinos po pojedinoj stranici
racunati samo jedanput, uz pribrajanje susjednim volumenima. Ovaj ¢e se
postupak provesti po svim stranicama volumena 1 ¢ime je osigurano

ukljucivanje doprinosa svih ¢lanova sume iz izraza za gradijent tlaka volumena
1.

Postupak pribrajanja doprinosa padovima tlaka uzrokovanog prirastom brzine za

volumen 1 odvija se na sljede¢i nacin:

najprije se provede izratun doprinosa B/ uzrokovanog prirastom brzine u

derivaciji konvekcijsko-difuzijskog protoka koli¢ine gibanja kroz k-tu stranicu

volumena 1
o(J,)" n+
B,-k — _—11 77[ ,
a(vi) plAI/l

nakon Cega se ovaj doprinos pribraja svim koeficijentima ¢iji redak odgovara

broju petlje u kojima se volumen 1 pojavljuje kao ¢lan.

q

OAp

L

q
R
OAF,' AV,

q=1,2,3,9,

o

te pribrajanje doprinosa u sve petlje u kojima je ¢lan njegov susjed. Primjerice,

za stranicu k = 1 rijec€ je o volumenu 2:

aqu +Lsfvl ,B.k .7742711 N 8qu
OAF, AV, ? T OAF

L

; g=1,3,4,5.

U ovom dijelu postupka, svojstvo konzervativnosti iskoriSteno je time §to se

doprinos B! ratuna samo jednom, a pribraja dva puta, uz pomo¢ operatora veze

koji u susjednim volumenima imaju suprotan predznak sfv, = —sfv} .

Opisani se postupak u nastavku provodi za sve preostale stranice volumena 1:

k=4,5,6.
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Pribrajanje doprinosa koeficijentima 1. stupca sustava uzrokovanog prirastom
brzine kroz konvekcijsko-difuzijske protoke koli¢ine gibanja, zavrSava
provedbom opisanog postupka za preostale volumene-Clanove petlje 1:

volumene 2, 3 14.

Doprinos uzrokovan prirastom brzine kroz vremenski ¢lan (4.38), utjee samo
na gradijent tlaka u istoimenom volumenu i tako doprinosi samo u petljama

kojih je taj volumen c¢lan. Za volumen 1 sa slike 4.6, prirast u gradijentu tlaka

1Znosi:
1-1
Bl. _ 8(Gi )]1 771,—’
a(Vl-) PAY

a koeficijenti 1. stupca sustava nadopunjuju se kao i ranije:

q

OAp

q
GAP B - nl}*q N 1 ;
OAF,

1+ i
OAF,

q=1,2,3,9.

Postupak pribrajanja doprinosa kroz vremenski ¢lan, zavrSava ponavljanjem

ovog postupka za sve preostale volumene-¢lanove petlje 1: volumene 2, 3 1 4.

Ovaj postupak pokazuje da je unato¢ slozZenosti opéeg izraza za koeficijent matrice
(4.36) sustava za odredivanje korekcije protoka po petljama (4.30), formiranje same
matrice relativno jednostavno. Postupak izracuna koeficijenata iziskuje znatno viSe
operacija nego §to je to slucaj kod SIMPLE algoritma. Medutim, kako ¢e biti pokazano
u poglavlju 5, povecani broj raCunskih operacija potrebnih za izra¢un koeficijenata

sustava ¢e se u FLOP algoritmu nadoknaditi smanjenim brojem iteracija.

Prikazani postupak formiranja matrice koeficijenata sustava za korekciju protoka
temelji se na analitickom deriviranju sheme diferencije. Kod formulacija koje visi red
toCnosti ostvaruju eksplicitno, gradijent brzine ulazi u postupak kao konstanta, pa
vrijednost konvekcijsko-difuzijskog protoka brzine kroz stranicu konacnog volumena
ovisi isklju¢ivo o masenom protoku kroz stranicu i vrijednostima brzine u dva susjedna

volumena. Broj ¢lanova stupca matrice odreden je brojem petlji u kojima sudjeluju svi
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volumeni-¢lanovi centralne petlje te svi njihovi prvi susjedi. U ovom je radu primijenjen
postupak formiranja po stupcima, iskljucivo iz razloga Sto je njegov tok lakSe pratiti.
Jednaki bi se rezultat dobio i u postupku koji bi bio proveden po recima matrice. Kod
novog algoritma FLOP, struktura matrice sustava za odredivanje korekcije protoka nije
toliko ocita kao u slucaju diskretizirane konvekcijsko difuzijske jednadzbe, a jedino Sto
se moze reci jest da je rijetka i simetri¢no strukturirana. U ovom je primjeru pokazano
da za pravilnu dvodimenzijsku mrezu Cetverostranih konacnih volumena broj ¢lanova
retka iznosi 21. U pocetnim fazama istrazivanja provedenim u sklopu ovog rada,
algoritam se u racunalnom programu izvrSavao takvim nainom, da se matrica
koeficijenata sustava (4.30) dobivala numeri¢kim deriviranjem pojedinih funkcija pada
tlaka. Na temelju malih konzervativnih korekcija protoka u petljama, dobivale su se
nove vrijednosti funkcija pada tlaka te su se koeficijenti matrice sustava dobivali
dijeljenjem dobivenog prirasta pada tlaka u petljama sa unesenim malim
konzervativnim korekcijama protoka u petljama. Jasno je da je ovakav postupak
neprihvatljiv sa stajaliSta prakticne upotrebe, jer dovodi do pune (n/ x nl/ koeficijenata)
matrice sustava (4.30), ve¢ je on posluzio u svrhu usporedbe svojstava konvergencije (u
pogledu povijesti konvergencije iterativnog postupka) algoritma sa upravo prikazanim
na¢inom koji je vaze¢i za ovaj algoritam, u kojemu se do koeficijenata dolazi
analitickim putem, deriviranjem jednadzbe koli¢ine gibanja (same sheme diferencije i
svih ostalih ¢lanova). Cilj je bio utvrditi ovisnost brzine konvergencije o koliCini
informacija koju pruza matrica sustava. Pokazalo se da ne postoji primjetna razlika u
povijesti konvergencije za matrice dobivene na ova dva nacina, §to govori da je opisani
analiticki postupak - prikladan sa stajaliSta ovog algoritma, obzirom da dobro opisuje
derivacije funkcija u Newtonovoj metodi. U pokusaju smanjivanja broja ¢lanova retka u
cilju ostvarivanja dodatne ustede na memorijskom prostoru i vremenu potrebnom za
rjeSavanje sustava, testirani su sustavi u kojima u se zanemarivale derivacije pada tlaka
u pojedinim petljama. PokuSano je zanemarivanje utjecaja svih petlji osim centralne u
stupcu (dijagonalni sustav), svih osim onih koje su povezane stranicama-clanovima sa
centralnom petljom (5 ¢lanova stupca: za petlje 1, 3, 5, 7,1 9 iz primjera sa slike 4.6) 1
svih osim onih povezanih istim volumenom (9 ¢lanova stupca s koeficijentima za petlje

1-9). U usporedbi sa prikazanom, punom varijantom, sve su se varijante pokazale
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neprihvatljivima u pogledu svojstava konvergencije. Stoga su u ovom radu aktualizacija
algoritma u vlastitom ra¢unalnom programu i izraun primjera provedeni sa punom,

gore opisanom varijantom.

4.5 Rekapitulacija algoritama

Oba se algoritma odnose na isti sustav jednadzbi (4.1) do (4.3), pri cemu se energijska
jednadzba (4.3) rjeSava sekvencijalno, nakon rjeSavanja prve dvije. Ako polje
temperature ne utjece na polje brzine, ono se rjeSava nakon $to je postignuto kona¢no
rjeSenje za polje brzine (slucaj pasivne jednadzbe), a ako temperatura utjece na polje
brzine 1 tlaka, ta se jednadzba rjeSava simultano s jednadzbom kontinuiteta i
jednadzbom koli¢ine gibanja. S obzirom da je sustav jednadzbi (4.1) do (4.3)
nelinearan, rjeSava se iterativnim postupkom, pri ¢emu je diskretizirani oblik jednadZbi
moguce u svakoj iteraciji rjeSavati simulatano (kao jedan sustav) ili sekvencijalno
(jednu po jednu diskretiziranu jednadzbu), kao $to je to slucaj u algoritmu SIMPLE.
Sekvencijalni nacin rjeSavanja zahtijeva manje memorije racunala (u svakom trenutku
treba pamtiti koeficijente matrice sustava samo jedne diskretizirane jednadzbe), ali se to
odrazava poveCanim brojem iteracija numerickog postupka. U novom algoritmu je
postavljen naglasak na povezivanje polja brzine i tlaka (jednadzbi koliine gibanja i
jednadzbe kontinuiteta), pa ¢e se temperaturna jednadzbu rjesavati sekvencijalno, kao 1
u SIMPLE algoritmu, iako ¢e to imati za posljedicu povecani broj iteracija u
problemima u kojima polje temperature ima znacajan utjecaj na polje brzine (tipi¢no,
problemi slobodne konvekcije). U nastavku se daje matri¢no zapisana rekapitulacija
dvaju algoritama sa stajaliSta povezivanja polja brzine i tlaka, tj. trazenja simultanog

rjeSenja jednadzbi (4.1) 1 (4.2).
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Algoritam SIMPLE

U ovom su algoritmu varijable komponente brzine i tlakovi u centrima konacnih
volumena, te je za njihovo odredivanje iz diskretiziranih jednadzbi potrebno definirati
izraze koji povezuju masene protoke kroz stranice konacnih volumena i izraz za
raCunanje gradijenta tlaka. Prve se definira temeljem Rhie-Chow interpolacije (4.14),

koja bi se u matriénom obliku mogla zapisati kao:
(71 T 1o ] (4

gdje su [F lf] vektor masenih protoka kroz stranice kona¢nih volumena, [vf"] vektor

komponenti brzine u centrima kona¢nih volumena (npr. uredenog tako da se najprije

pojavljuju komponente v;, od prvog do zadnjeg volumena, zatim redom komponente v,

1), [ p’q je vektor vrijednosti polja tlaka u centralnim ¢vorovima, a koeficijenti
matrica C” i D", slijede iz izraza (4.14). Broj redaka matrica [CF ] 1 [DF ] jednak je

broju stranica (protoka), a broj stupaca jednak broju komponenti brzine (3-nv), odnosno
broju tlakova (nv). UvrStavanjem izraza (4.42) u jednadzbu kontinuiteta (4.1), ona se

moze zapisati u obliku:
[l J+[P] " =[5 ] (4.43)

gdje je broj redaka matrica [C] i [D] jednak broju kona¢nih volumena, a broj stupaca

tih matrica jednak broju stupaca matrica: 3-nv, odnosno nv. Vektor desne strane [b;{(]

duljine nv, sadrZi informacije o rubnim uvjetima.
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Izraz za gradijent tlaka u jednadzbi koli¢ine gibanja (koja se npr. moze definirati
pomocu Gaussove formule ili temeljem metode najmanjih kvadrata), moze se zapisati

matri¢no:

(2] o »

gdje je matrica [B” ] dimenzije 3-nv-nv, a koeficijenti te matrice proizlaze iz formule za

gradijent tlaka. Temeljem izraza (4.44) diskretizirani oblik jednadzbe koli¢ine gibanja

(4.2) se moze zapisati matri¢no:
(Al T+ [BILP" ]=[ Bl - (4.45)

gdje je dimenzija matrice [A] za trodimenzijskih problem 3nv-3nv, matrice [B] 3nvny,
a dimenzija vektora [bl.",VJKG}, koji sadrzi izvorski ¢lan i1 informacije o rubnim uvjetima

za jednadzbu koliCine gibanja je 3nv.

Sustav jednadzbi (4.43) 1 (4.45) s 4nv nepoznanica se moze zapisati u obliku:
A4 B v _ ii:IKG
C D]l p” bix |- (4.46)

Treba uociti da u sustavu (4.46) matrica [D] proizlazi temeljem Rhie-Chow

interpolacije, te da bi u slucaju uobicajene linearne interpolacije brzina, ona bila jednaka
nuli, te se zakljuCuje da taj sustav nije pogodan za rjeSavanje pomocu standardnih

iterativnih rjesavaca.

Ideja SIMPLE algoritma je iz jednadzbe (4.45) izraziti brzinu pomocu tlaka:

) ==AT [BI p" 1+ 4] [ Bl |- (4.47)
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te inverznu matricu [A]f1 (koje je izraCun previSe zahtjevan) aproksimirati inverznom
matricom [DA]_I (pri ¢emu je marica [DA] jednaka dijagonalnoj matrici koja srzi
glavnu dijagonalu matrice[A]). S obzirom da u tom sludaju izraz (4.47) prestaje biti
egzaktan, jednadzbe ¢e se rijesiti iterativno, pri ¢emu se uvode korekcije tlaka [ p’iv] i

brzine [vl.'”} za koje, prema (4.47) vrijedi:

L =-[o ] (B ] (4.48)

Temeljem veze (4.48) se iz jednadzbe kontinuiteta izvodi jednadzba za korekciju tlaka,

oblika:

=) [»]-[%] (449

Nadalje, uvodi se sekvencijalno rjeSavanje jednadzbi, gdje se prilikom rjeSavanja
jednadzbe koli¢ine gibanja za komponente brzine v;, komponente v, 1 v3 smatraju

poznatima, kod rjeSavanja jednadzbi za v,, komponente v; i v; se smatraju poznatima,

itd. U tom slucaju se matrica [A], dimenzije 3nv-3nv moze aproksimirati trima

matricama [4,], [4,]i [4,] dimenzija nv-nv, u obliku:

4 0 0
[4]=] 0 4, 0 (4.50)
0 0 4

Matrice [4,], [4,] 1 [4;] medusobno se razlikuju samo u korekcijama onih

koeficijenata kroz koje su ugradeni rubni uvijeti, dakle prakti¢no su jednake, Sto znaci da
se moze znacajno ustedjeti na raCunanju koeficijenata. Pri tome se Cesto primjenjuje
postupak potpunog izjednacavanja koeficijenata u sve tri matrice, dok se razlika za

rubne uvjete obracunava na desnim stranama sustava jednadzbi, u okviru "deferred-
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correction" pristupa ([16], [18]). Prema tome, sustav jednadzbi koji se rjeSava u

SIMPLE algoritmu moZze se zapisati u obliku:

A 0 0 0]} v f,vJKG Axe 0 0 01 w li,VJKG
0 4 0 0 v2 _ %KG " 0 A 0 0 V2 - ZZJKG . (4.51)
0 0 4 O V§V 3,JKG 0 0 A O Vév 3,JKG
0 0 0 E|p™” b;j 0 0 0 E|p" b;,v,

Sustav (4.51) rjeSava se sekvencijalno, rjeSavanjem cetiri sustava jednadzbi, svaki s nv
nepoznanica, a nakon odredivanja korekcija tlaka p’, vrSe se korekcije polja brzine,

prema (4.48), dok se korekcija polja tlaka podrelaksira kao Sto je ranije receno.

Algoritam FLOP

U novom algoritmu se kao varijable izabiru maseni protoci kroz stranice konacnih
volumena, koji se pojavljuju u jednadzbi kontinuiteta (4.1), te tlakovi u centrima
konaénih volumena. Ovo znaci da ¢e se umjesto izraza za interpolaciju masenih protoka
iz brzina u centralnim ¢vorovima, trebati definirati interpolacija brzina u centralne
¢vorove (jer se one pojavljuju u jednadzbi koliCine gibanja (4.2)) iz poznatih masenih
protoka kroz stranice konac¢nih volumena. Kao S$to je pokazano, ova je interpolacija

fizikalna i1 formalno se izraz (4.18) moze prikazati matricno:

[V ]= [c ] [F ], (4.52)

gdje je matrica C", u trodimenzijskoj situaciji dimenzije 3nv-nf. U ovoj metodi
jednadzba koli¢ine gibanja (4.2) sluzi za odredivanje gradijenta tlaka, te se formalno

moze zapisati u matricnom obliku:

A £ 5 P N N T
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U jednadZbi (4.53), matrica [Z] 1 vektor [E’JVKG] su odgovarajuci matrici [ 4] i vektoru
[bf,”JKG} u jednadzbi (4.45), s jedinom razlikom da su ovdje koeficijenti podijeljeni
obujmom pripadajuc¢eg kona¢nog volumena. UmnoZzak [Z ][C V"] je matrica dimenzije

3nv-nf. Ideja novog algoritma je odrediti masene protoke koji zadovoljavaju jednadzbu
kontinuiteta i pri tome daju bezcirkulacijsko polje gradijenta tlaka (Sto znaci da ¢e biti
zadovoljena 1 jednadzba koli¢ine gibanja). Uvjet bezcirkulacijskog polja tlaka
omogucuje da se iz gradijenata tlaka izracunatih iz jednadzbe koli¢ine gibanja (4.53)
moze, pocevsi od jednog ¢vora s poznatim tlakom, jednoznacno definirati polje tlaka u
svim ostalim ¢vorovima. Ako u mrezi ima nv ¢vorova s nf unutarnjih stranica, onda se
uvjet bezvrtloznosti moze izraziti uvjetom da suma promjena tlaka unutar nl=nf+1-nv
petlji koje povezuju ¢vorove mreze, mora biti jednaka nuli, kako je dano izrazom (4.25),

koji se moze formalno zapisati uz pomo¢ jednadzbe (4.53) u obliku:

B (2| S I ol ]n) =0 it 2t 50

k=1
ili matri¢no:
[G[F" ]+[h] =0, (4.55)

gdje je dimenzija matrice [G] nl'nf, a dimenzija vektora [h] nl. S obzirom da matrica

[G] nije kvadratna, sustav (4.55) ne definira jednozna¢no rjeSenje za masene protoke
kroz stranice kona¢nih volumena. Zbog toga se u ovoj metodi uvode korekcije masenih
protoka [AFL”} pripadne petljama, kojima se korigiraju maseni protoci kroz sve
stranice koje su ¢lanice pripadne petlje (koje presijecaju spojnice ¢vorova u promatranoj
petlji). Takva korekcija protoka ne narusava jednadzbu kontinuiteta, pa je vazno prije

pocetka iterativnog postupka pretpostaviti masene protoke kroz stranice konacnih

volumena koji zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta.
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Matri¢no bi se ove korekcije (4.28) mogle prikazati u obliku:
[F7 ] =[F" ] +[sn] [AF"]. (4.56)

gdje je dimenzija matrice [sﬂ ]T jednaka nf'n/, a koeficijenti su joj +1, -1 ili nula, prema

izrazu (4.27). Uvrstavanjem izraza (4.56) u (4.55) formalno se dobije sustav jednadzbi:

(GllsA] [aF" J+[G][F” ] +[A]=0. (4.57)
(K] %]

u kojem je matrica [K’] kvadratna, dimenzije n/-nl, a vektori [AFL” 1 [k] su

dimenzije nl. Sustav jednadzbi (4.57) je nelinearan i rjeSava se Newtonovom metodom,

kako je pokazano u poglavlju 4.4 (izrazi (4.30)-(4.39)), tako da matrica [K '] i vektor

[h] sadrze 1 derivacije koeficijenata i ostalih ¢lanova po masenim protocima kroz

stranice kona¢nih volumena. Konacni oblik sustava (4.30), kojeg se rjeSava, matri¢no se

moze zapisati kao:
[K][AF," |=-[Ap"]. (4.58)

Dakle, novi algoritam se svodi na rjeSavanje jednog sustava od n/ jednadzbi u svakoj

iteraciji, za razliku od SIMPLE algoritma u kojem se rjeSava cetiri sustava od nv
jednadzbi. Naravno, matrica [K ] je gusce popunjena od matrica [Al], [Az], [A3] i [E]

koje se pojavljuju u SIMPLE algoritmu. Primjerice, za ravninsku mrezu 100x100
kona¢nih volumena u svakoj iteraciji SIMPLE algoritma potrebno je rijesiti 3 sustava
od 10000 jednadzbi u kojima je maksimalni broj ne-nultih koeficijenata u retku matrice
sustava jednak 5. Za isti problem se u FLOP algoritmu rjeSava samo jedan sustav s 9801
nepoznatih korekcija protoka, ali je u matrici sustava maksimalni broj ne-nultih

koeficijenata jednak 21.

Nadalje, uz primjenu uobicajenih shema diferencije, matrice u SIMPLE algoritmu su
M-matrice (dijagonalno dominantne pri ¢emu su koeficijenti na glavnoj dijagonali

pozitivni, a izvan glavne dijagonale negativni, a matrica je pozitivno definitna), za koje
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je razvijeno niz ucinkovitih iterativnih rjeSavaca. Matrica [K ] ima na glavnoj dijagonali

apsolutno najvece koeficijente, ali predznak izvan-dijagonalnih koeficijenta u retku

alternira, i nema dokaza o njenoj pozitivnoj definitnosti.

Kao S$to je navedeno, FLOP algoritam zapocCinje iterativni postupak s masenim
protocima kroz stranice konacnih volumena koji zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta.

Maseni protoci kroz unutarnje stranice, koji proizlaze temeljem pocetne pretpostavke o
polju brzine (F ¥ )O (dobiveni uz primjenu neke interpolacije), u opéem slucaju nece
zadovoljavati jednadzbu kontinuiteta. Tocne vrijednosti (F v )n (odnosno potrebne

korekcije masenih protoka po stranicama: AF” ) mogu se odrediti na¢inom:

(P = e o[ Bo-n)] i
s CN N C : '

U naravi, ovakvim se postupkom na pocetno polje pridodaje umnozak polja gustoce i

brzine koje je potencijalno, tj. za koje vrijedi:

0
A(pv,) =a—f, (4.60)

gdje ¢ oznacuje potencijal dopunskog polja. Primjenom izraza (4.60) u jednadzbi
kontinuiteta (4.1) (ili izravnim uvrStavanjem izraza (4.59)) dobije se Laplaceova

jednadZba (analogno jednadzbi za korekciju tlaka u SIMPLE algoritmu (4.8), (4.49)):

k
Z(Fk)ﬂ:(): {(F)0+(A_—Sj((pN—goi )} ; iv=1,2,...,nv (4.61)
RjeSavanjem jednadzbe (4.61) dobije se potencijale, a zatim se maseni protoci
korigiraju uz pomoc¢ izraza (4.59).

Ovim se postupkom pocetna pretpostavka o polju pv, nadopunjuje do zadovoljavanja

jednadzbe kontinuiteta, dok se u slucaju pretpostavke nultog polja, dobije rjeSenje

oblika potencijalnog strujanja. Ovaj je postupak potrebno izvesti samo jedanput, prije
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pocetka iterativnog postupka, jer konzervativne korekcije protoka [AF L”] (izraz (4.28),

tj. (4.56) i slika 4.5) cuvaju rjesenje jednadzbe kontinuiteta. U sklopu ovog postupka,
sustav (4.61) potrebno je rijesiti do racunalne toCnosti (Stupanj to¢nosti rjeSenja

jednadZbe kontinuiteta uvjetuje ostvarivi stupanj tocnosti kona¢nog rjesenja).

Takoder treba primijetiti da se u FLOP algoritmu polje tlaka ne racuna unutar svake
iteracije, jer je ono neizravno odredeno poljem brzine. Na kraju postupka, kad je
postignuto bezcirkulacijsko polje gradijenta tlaka, tlak se jednostavno odreduje
temeljem poznatih vrijednosti gradijenta tlaka u centrima konaénih volumena. Postupak
se temelji na minimiziranju kvadrata razlike izmedu prirasta tlaka koji proizlazi
oduzimanjem vrijednosti polja tlaka u centrima susjednih konac¢nih volumena i onog
koji proizlazi integriranjem polja gradijenta tlaka iz jednadZbe koli¢ine gibanja (prema

slikama 3.2, 4.3):

i{i(m ~ P~ APy N )k} —min; Ap. = [%pj (x)" _[8_pj (x)". (4.62)

iv=l | k=1 i ox;

Ako bi se radilo o stla¢ivom strujanju u kojemu tlak ima utjecaja na gustocu, polje tlaka
bi se trebalo racunati u svakoj iteraciji, bez obzira Sto gradijenti tlaka izracunati iz
jednadzbe koli¢ine gibanja ne zadovoljavaju uvjet bezvrtloznosti. Jednako kao i u
slucaju nestlacivog strujanja, tlak bi se odredivao iz uvjeta da suma kvadrata odstupanja
gradijenata izraCunatih iz ¢vornih vrijednosti tlaka 1 jednadzbe koli¢ine gibanja, bude
minimalna, §to se ponovo svodi na rjeSavanje Laplaceove jednadzbe, kao 1 ranije-slicno

jednadzbi za korekciju tlaka u SIMPLE algoritmu.

Oba gore spomenuta postupka mogu se provesti primjenom iste matrice koeficijenata i
to one koja proizlazi iz postupka minimiziranja (4.62) (pojavljuje se u izrazu (4.65)).
Jedina posljedica ovoga jest da se na nepravilnim mrezama i za slucaj pocetne
pretpostavke nultog polja pv,, rjeSavanjem jednadzbe (4.63) ne ostvaruje rjeSenje
oblika potencijalnog strujanja, dok samom provedbom postupka jednadZzba kontinuiteta

1 dalje biva zadovoljena.
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Prema navedenom, u ovom se radu primjenjuju sljedeci postupci:

- za korekciju masenih protoka do zadovoljavanja jednadzbe kontinuiteta

(rjesavanje jednadzbe kontinuiteta, prije pocetka iterativnog postupka):

1. rjeSavanje sustava:

nbj, nby,

b9 = (p) =D (F):  iv=12..,mv

P = (4.63)
matri¢no :[ E'] [(p'iv] = [bjf( ]

2. korekcija masenih protoka (temeljem (4.59)):

(Fif)” :(Fif)” +(p—0') if =1,2,..,nf

(4.64)
matriéno :[F’f } - [SfV]T [(P"V] - [Fif]

- za rekonstrukciju polja tlaka temeljem polja gradijenta tlaka (nakon

zavrsetka iterativnog postupka, na osnovu (4.62)):

rjeSavanje sustava:

nby, nby,
nb-p, — g Ap. k; iv=12,..,nv
plv ;(pN) ;( ptv—N) . (465)

1
matri¢no [ £ '] [Piv] = [bi;]

Tako se oba postupka koriste istim memorijskim prostorom za polje potencijala ¢' i

tlaka p 1 koriste istu matricu [E '] , dok se jedina razlika nalazi u vektorima desne strane.
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4.5 Rekapitulacija algoritama

Usporedni prikaz postupaka u algoritmima SIMPLE i FLOP

SIMPLE:

Pretpostavi polja: p,

@

FLOP:

V1, V2, V3,

»
»

A 4

Pretpostavi polja:
Vi, V2, V3,
@

A 4

Izratunaj koeficijente [ Ay |

A 4

Rijesi: [E'][ @™ |=[bi |

\ 4

DI

Korigiraj:

[ ]-[spT [ ] [F7]

v
Rijesi: [AJKG ] [V;V:I = [bZJKG

»
>

A 4

Rijesic [y [ ]=[bine

IzraCunaj koeficijente [K ]

\ 4

AN

Rijesi: [E]| p™ =5} ]

Rijesic [K][AF,"]=-[ap"]

\ 4

Korigiraj:

[ ]+ [T (AR ][ F7]

A 4

A 4

Izracunaj koeficijente i rijesi
sustave ostalih jednadzbi:

[4,)[ " ]=[4 ]

Izracunaj koeficijente i rijesi
sustave ostalih jednadzbi:

[4,][@" |=[2:]

Da

Slika 4.7  Usporedni prikaz algoritama SIMPLE i FLOP
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4.6 Rjesavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi

4.6 RjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi

U FLOP algoritmu se pojavljuju sustavi linearnih algebarskih jednadzbi s dva tipa
matrice sustava, jedan koji odgovara rjesavanju Laplaceove jednadzbe (s M-matricom
sustava) 1 drugi kojim se odreduju korekcije protoka po petljama, koji ima gusce
popunjenu matricu ([K] matrica u sustavu jednadzbi (4.57)). Za rjeSavanje ovih sustava

testirano je viSe rjeSavaca:

1. Vlastito razvijena viSemrezna metoda, koja se temelji na redukciji sustava
jednadzbi zbrajanjem po dvije jednadzbe, pri Cemu se sustavi jednadzbi
rjeSavaju SGS2 metodom [55], te viSe rjeSavaca koja se nude u biblioteci uz

Fortran prevoditelj;

2. TIterativni rjeSava¢ PTFQMR, unaprijedena varijanta QMR (Quasi-Minimal
Residual) [22],

3. Iterativni rjeSava¢ PGMRES (Generalized Minimal Residual), [22], [64]
4. PCG, PLSCG, PBCG, PCGS, [47]
5. Direktni rjeSavac za rijetke matrice [13].

6. Visemrezni rjeSava¢ proizvodaca VINAS [http://www.vinas.com/jp/en/], sa

svim ponudenim iterativnim rjeSavacima RC [50] 1 CG.

RjeSavaci su usporedeni sa stajaliSta utroSenog racunalnog vremena, odnosno
ucinkovitosti ukupnog FLOP postupka. Za pocetno rjeSavanje jednadzbe kontinuiteta u
svrhu odredivanja pocetnih masenih protoka kroz stranice kona¢nih volumena, za
rjeSavanje jednadzbe za rekonstrukciju tlaka, te za rjeSavanje temperaturne jednadzbe, u
izboru navedenih iterativnih rjeSavaca, najboljim se pokazao vlastito razvijeni

visSemrezni rjeSavac. U sluCaju sustava s [K] matricom, ovaj se rjeSavac, takoder
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4.6 Rjesavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi

pokazao kao najbolji medu navedenim iterativnim rjeSava¢ima. Medutim, u nekim
slu¢ajevima strujanja nakon brzog pocetnog smanjenja pogreske za dva do tri reda
veli¢ine, njegova konvergencija se zna¢ajno usporava. S obzirom da testovi pokazuju da
je za ucinkovitost FLOP algoritma, potrebno pocetnu pogresku smanjiti barem za 4 reda
veli¢ina, u konacnici se direktni rjeSava¢ pokazao za tu svrhu boljim. Izborom direktnog
rjeSavaca ujedno je uvedeno i ogranienje na veli¢inu problema koji se FLOP

algoritmom moze rijesiti.
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5 PRIMJERI I DISKUSIJA

U ovom su poglavlju iznesene usporedbe algoritma SIMPLE na nepomaknutoj mreZzi
implementiranog u ra¢unalnom paketu FLUENT s novim algoritmom FLOP koji je

realiziran u programskom jeziku FORTRAN, u vlastitom ra¢unalnom programu.

Algoritam izveden u ovom radu usporeduje se s algoritmom SIMPLE na proizvoljnoj,
nestrukturiranoj mreZi i to u njegovoj implementaciji u racunalnom paketu FLUENT,
verzija 6.2.16. Usporedbe ¢e se uvijek provoditi na identicnim mrezama, a usporeduju
se broj iteracija i potrebno vrijeme izracuna. SIMPLE algoritam nuZzno primjenjuje
podrelaksaciju $to u vecini slucajeva rezultira monotonim priblizavanjem rjeSenju, te je
potrebno na neki nacin odrediti razinu toc¢nosti rjeSenja. Kriterij usporedbe donosi se
kroz prva tri primjera. Takoder, budu¢i da optimalne vrijednosti podrelaksacijskih
faktora za tlak i jednadzbe koli¢ine gibanja ovise o problemu i nisu unaprijed poznate,
proracuni svih primjera provedeni su sa standardno ponudenim vrijednostima ¢,=0.3, i
,,=0.7, ukoliko nije druk¢ije naglaseno. U svim primjerima i u oba algoritma je

koriStena dvostruka preciznost za prikaz realnih brojeva.

Proracuni svih primjera provedeni su na racunalu Dell Optiplex 330 koje sadrzi Intel
Core2 dvojezgreni procesor frekvencije 2.4 GHz, sabirnicu frekvencije 1066 MHz te 4
GB radne memorije, frekvencije 800 MHz. Usporedni prorauni (primjenom dvaju
algoritama) su uvijek provedeni u istim uvjetima. Primarni cilj ovog rada je zasnivanje
novog algoritma. Njegova realizacija na profesionalnoj razini prelazi okvire ovog rada,
pa je tako ona obavljena u skladu sa dobrom praksom i dostupnim vremenom autora.
Tako se u provedenim usporedbama brzine konvergencije algoritama naglasak stavlja
na broj iteracija, dok se iskazano racunalno vrijeme smatra samo okvirnim

pokazateljem.
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5 PRIMJERI I DISKUSIJA

Kod algoritma FLOP se u op¢oj primjeni, prilikom ocjene konvergencije primjenjuju

dvije veli¢ine. Rezidual jednadzbe kontinuiteta 7,,, odreduje se nacinom:

nv |nby,

22

My NV =t | k=1

1
=

m

: (5.1)

gdje u slucaju strujanja u podrucjima sa ulaznim granicama, veli¢ina m,; oznacuje
ukupni maseni tok koji protjece podruc¢jem proratuna i odreduje se kao suma masenih
protoka po svim stranicama ulaznih granica, dok u slucaju zatvorenih podrucja, njena

vrijednost iznosi m,; = 1.

Za ocjenu postignutog rjeSenja jednadzbe koli¢ine gibanja, najboljim se pokazao
jedinstveni relativni kriterij, temeljen na vrijednosti veli¢ine koju se naziva rezidual

pada tlaka: 7,. Ona se odreduje na¢inom:

2

: (5.2)

I’Ap :E
il=1 ap
max Lnl) s k=1,2,..,ns, |+¢€
k

il
. . ey -100
gdje ¢ oznacuje malu veli¢inu: e=10""".

U primjenama FLOP algoritma koji su provedeni tijekom istraZzivanja u sklopu ovog
rada, zamijeceno je da kriterij zavrSetka ra, < 10, uvijek osigurava zadovoljavajuéu
tocnost, neovisno o problemu kojeg se rjeSava. Tako primjena ovog kriterija pruza
dobru osnovu za ocjenu postignute to¢nosti, bez potrebe za dodatnim normiranjem. Kao
Sto primjeri, izneseni u ovome poglavlju to i pokazuju, jedino se u ponekim slucajevima
strujanja s prevladavaju¢im, velikim utjecajem viskoznih sila u cijelome podrucju
proracuna (primjer iz poglavlja 5.6), sa stajaliSta to¢nosti polja brzine, ovaj kriterij

pokazao previse strogim.

Prilikom zamjene iterativnog rjeSavaca linearnih algebarskih jednadzbi direktnim,

primije¢eno je da u slucajevima viskoznih, stacionarnih strujanja, s velikim omjerom
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5 PRIMJERI I DISKUSIJA

izmedu konvekcijskog 1 difuzijskog transporta koli¢ine gibanja, ponekad dolazi do ne-
monotone i time duze konvergencije algoritma FLOP. Stoga je u postupak uveden
parametar pseudo-vremena: 7 ([s]), koji se odreduje na¢inom:
nl | 1S |77|k
k -k i
sl F™ =
Z Z ﬂl ASk

il=1| k=1

r= . (5.3)

i‘Apﬂ‘

il=1

Ovaj se parametar odreduje na temelju vrijednosti pada tlaka Ap u petljama i masenih
protoka kroz stranice F izraCunatih iz prethodnog iterativnog koraka i1 ulazi u postupak
iskljuivo u matrici sustava (4.30), primjenom postupka jednakog onome koji se
primjenjuje i u slucaju nestacionarnog ¢lana (4.38). Prema tome, kada je parametar 7
aktivan, tada jedna iteracija postupka, u naravi predstavlja jedan korak implicitne
Eulerove metode s vremenskim korakom 7, gdje vrijednosti veli¢ina na pocetku
vremenskog koraka odgovaraju onima iz proslog iterativnog koraka. Kako se moze
vidjeti iz izraza (5.3), ovaj se parametar uvijek odreduje automatski, bez potrebe za
intervencijom korisnika algoritma. Prilikom brojnih proracuna, primijeceno je da u
vecini slucajeva algoritam konvergira monotono i bez primjene parametra 7, dok je
njegov utjecaj na smanjenje brzine konvergencije algoritma uvijek zanemariv. S
priblizavanjem k rjeSenju, njegova vrijednost brzo raste, pa se on prolaskom kriterija 7,
< 10 automatski i iskljuduje iz postupka. Dosljedno ciljevima ovog rada, svi primjeri
koji su pokazani u ovom poglavlju, proracunati su uz automatski odabir ovog
parametra, a iznimka se pojavljuje iskljucivo u svrhu usporedbe s algoritmom SIMPLE,

u problemima s slobodnom konvekcijom (u poglavlju 5.8) gdje je to 1 naglaSeno.

NOVI ALGORITAM Z4A POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



5 PRIMJERI I DISKUSIJA

5.1 Potencijalno strujanje u pravom kutu

5.1 Potencijalno strujanje u pravom kutu

Kako je izneseno u poglavlju 4.3, algoritam SIMPLE na nepomaknutim mrezama
temelji se na nekonzistentnoj interpolaciji brzina iz ¢vorova kona¢nih volumena na
stranice kona¢nih volumena, u kojoj se koristi razlika izmedu stvarne i interpolirane
vrijednosti gradijenta tlaka na stranici kona¢nog volumena. Time se u proracun unosi
pogreska koja je izrazenija u podrucjima s veéim promjenama tlaka 1 veCom
zakrivljenos¢u strujanja. Takoder, diskretizacija jednadzbi koli¢ine gibanja na
nepomaknutim mrezama zahtijeva poznate vrijednosti tlaka po rubovima podrucja §to se
u nedostatku dopunskih fizikalnih jednadzbi nadomjesta proizvoljnom ekstrapolacijom,

Sto ima za posljedicu unosenje odredene pogreske u rjeSenje.

Odabrani primjer potencijalnog strujanja u pravom kutu predstavlja primjer strujanja
kakvo nastaje u okoliSu svake zaustavne tocke, odnosno susrece se u velikom broju
problema kojima se bavi racunalna dinamika fluida, dok istodobno za ovaj slucaj postoji
analiti¢ko rjeSenje. Radi univerzalnosti, problem se razmatra u bezdimenzijskom obliku.
Polje brzine i gradijenta tlaka u ovom primjeru su linearne funkcije prostora pri cemu
zakrivljenost strujanja raste priblizavanjem zaustavnoj tocci, dok je sam tlak odreden
Bernoullijevom jednadzbom i tako rezultira kvadratnom funkcijom. Navedeno vrijedi za
cijelo podrucje proracuna, uklju¢ivo rubove podrucja. Prilikom razmatranja to¢nosti
numeri¢kog postupka, ona se uglavnom vezuje uz diskretizacijsku shemu za ukupni
konvekcijsko-difuzijski protok fizikalne veli¢ine kroz stranice konac¢nih volumena, dok
se pogreSka uvjetovana spomenutim aspektima SIMPLE algoritma na nepomaknutim
mrezama obi¢no ne spominje. Svrha ovog primjera je pokazati utjecaj algoritma
SIMPLE na pogresku rjeSenja u odnosu na analiticko, $to ¢e ujedno posluziti u svrhu

donosenja kriterija usporedbe sa novim algoritmom FLOP.

Zadano je ravninsko potencijalno strujanje fluida gustoée p=1 u kvadratnom podrucju
veli¢ine 1x1, koje je smjesteno u prvom kvadrantu ravnine x3 = 0. Donja lijeva rubna

toCka ovog podrucja smjestena je u ishodistu.
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5.1 Potencijalno strujanje u pravom kutu

Analiticko rjeSenje ovog problema glasi:

2 op ap
’ ) ox, P4 ox, Ph G4

T

V) =X5 V, =X, p:p|rp +§((V2)

gdje je T, tocka sa zadanim tlakom, koja je u svakoj mrezi smjeStena u teziStu volumena

koji je najblizi ishodiStu (slika 5.1 a)), a referentni tlak ima vrijednost p|T =1.

Diskretizacija zadanog podru¢ja i1 rjeSavanje, provedeni su za tri slucaja razlicitih
gusto¢a diskretizacije. Mreza M1 diskretizira podrucje u 3600 kona¢nih volumena,
prema slici 5.1 a). Podjela podrucja je ravnomjerna, 60 segmenata po x; i x, koordinati.
Tako je dobivena ravnomjerna mreza Sto iskljuuje mogucénost pojave greske uslijed
neortogonalnosti 1 neravnomjerne raspodjele konacnih volumena. Ostale dvije
diskretizacije su veli¢ine M2 - 120x120 i M3 - 240x240 konac¢nih volumena, takoder s

jednolikom diskretizacijom.

! v
13
08 B 13
— 171

— 1
06 i
) X, — 08
a 0.4 B 07
= 06
— 05
0.2 1 04
= 03
02
0 l 0.1

N B S o - A O - 0

xl

Slika 5.1  Primjer 1. a )diskretizacija podrucja proracuna, za mrezu M1I-
3600 konacnih volumena;
b) rjesenje: strujnice u polju apsolutne vrijednosti
brzine

U skladu sa elipticnom prirodom problema, na svim je rubovima podruc¢ja zadan rubni
uvjet poznate brzine. Tocnije, sve stranice na rubu podruc¢ja u svojim teziStima imaju
zadanu brzinu koja proizlazi iz analitickog rjeSenja. Kako je zadano polje brzine

linearno, a izo-linije vrijednosti pojedinih komponenti brzine se poklapaju sa stranicama
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5.1 Potencijalno strujanje u pravom kutu

kona¢nih volumena, rezultiraju¢i maseni protoci na gornjoj-ulaznoj i desnoj-izlaznoj

strani podrucja su konstantni i time egzaktno zadani.

Slika 5.2 prikazuje konvergenciju SIMPLE algoritma iskazanu rezidualima jednadzbe

kontinuiteta: r,, te rezidualima x 1 y komponente koli¢ine gibanja: r, 1 r,. Oni su u

implementaciji SIMPLE algoritma u rac¢unalnom paketu FLUENT i na slici 5.2 iskazani

kao (uzu=viiv=w):

nv 'lb,'v
k.
Ty = ZF ’
iv=1| k=1
nv Vlbl'v k v
r = (aguy) —acu+b,| ; r,=
iv=1|k=1 i

(5.5)

Rezidual jednadzbe kontinuiteta predstavlja sumu apsolutnih vrijednosti odstupanja

jednadzbe kontinuiteta po svim kona¢nim volumenima. Reziduali jednadzbe koli¢ine

gibanja za pojedinu komponentu su iskazani kao suma odstupanja odgovarajuce

jednadzbe po svim kona¢nim volumenima, gdje su vrijednosti koeficijenata ax 1 ac te

izvorskih ¢lanova b, 1 b, racunati na temelju vrijednosti brzina, protoka i tlaka iz

aktualne iteracije dok su vrijednosti komponenti brzina u i v uzete iz prethodne iteracije.

60x60
rp 120x120
240x240
10
107
107
10-5 \\
a) 10-7 \\
e N
10™ \\
10" \\
10-15 . T R T 1 SE”
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10° \
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1078 L \ \=
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Slika 5.2 Primjer 1. Konvergencija rjesenja SIMPLE algoritma prema

rezidualima: a) jednadzbe kontinuiteta, b) kolicine

gibanja
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5.1 Potencijalno strujanje u pravom kutu

Slika 5.2 pokazuje slicnost u povijesti konvergencije za razmatrana tri slucaja
diskretizacije te se moze zakljuciti da potreban broj iteracija za postizanje iste razine

172 . ..
2. Povijest konvergencije

rjeSenja raste priblizno sa korijenom broja volumena ~ (nv)
prikazana spomenutim rezidualima pokazuje da je za postizanje rjeSenja na razini
racunalne toc¢nosti u slucaju SIMPLE algoritma i mreZze M1 potrebno priblizno 280

iteracija, u slu¢aju mreze M2, 540, a u slucaju mreze M3, 1120 iteracija.

Cilj testiranja jest usporedba svojstava SIMPLE i FLOP algoritma prvenstveno kroz
broj iteracija koje su potrebne za postizanje iste razine toCnosti te ocjenu utroSenog
racunalnog vremena. U FLOP algoritmu, kriterij zavrSetka prorauna vezan je sumom
padova tlaka u petljama (5.2), dok se u SIMPLE algoritmu on vezuje uz sume prikazane
jednadzbama (5.5). Ovako definirane, sve navedene veli¢ine su dimenzijski razlic¢ite. U
FLOP algoritmu se moze formirati dimenzijski odgovaraju¢a i po naravi ekvivalentna
veli¢ina za usporedbu s rezidualima koli¢ine gibanja prema SIMPLE algoritmu,
medutim, pokazalo se da je ocjena postignute razine to¢nosti rjeSenja putem usporedbe
tih dviju veli€ina neprecizna. Naime, gradijent tlaka u FLOP algoritmu racuna se na
temelju polja brzine koje uvijek zadovoljava jednadZzbu kontinuiteta, dok kod SIMPLE
algoritma na nepomaknutim mrezama polje brzine koje zadovoljava jednadzbu
kontinuiteta sadrzi i pogresku uzrokovanu Rhie-Chow interpolacijom. Ta se pogreska
kroz protoke na stranicama kona¢nih volumena unosi i u izracun reziduala jednadzbi

koli¢ine gibanja (7, 1 7, u jednadzbama (5.5)).

Za ocjenu postignute razine tocnosti rjeSenja formiran je novi, jedinstveni kriterij.
Relativna pogreska polja brzine kao prostorna veli¢ina, definirana je u centrima
kona¢nih volumena izrazom:

1A%

(AV,el )iv _ ‘Vi _(Vteur ),‘

‘(Vteor ),‘ ’

iv=1,2,..,nv (5.6)
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Kao kriterij se koristi srednja relativna pogreska brzine koja se definira kao:

1 nv

rAv rel = _Z(Avrel )iv .

ny =

(5.7)

U izrazu (5.6) oznaka teor oznacuje analiticko rjeSenje dano jednadzbama (5.4).

U svrhu odredivanja ovih pogresSaka i vremena rjeSavanja problema, temeljem propisane
to¢nosti, postupak izra¢una na svakoj od tri mreze se provodio u dva koraka. U prvom
koraku, u slu¢aju SIMPLE algoritma, proracuni su se provodili tako da se cjelokupna
polja brzine ispisuju u svakih 5, 10 ili 20 koraka, ovisno o tome da li je rije¢ o
prora¢unu na mrezi M1, M2 ili M3. Kod prora¢una FLOP algoritmom, ispis je obavljen
odmah nakon rjeSavanja jednadzbe kontinuiteta i dodatno nakon jo§ jedne iteracije
korekcije protoka, iako je rezidual pada tlaka ra, (5.2) ve¢ nakon rjeSavanja jednadzbe

kontinuiteta indicirao zadovoljavajucu to¢nost (Tablica 5.1).

Tablica 5.1  Primjer 1. Konvergencija rjesenja FLOP algoritma
T'm Fap
iter | 60x60 | 120x120 | 240x240 | 60x60 | 120x120 | 240x240
0 |1610"7]1.510"|6.310"71.2:10" | 1.9-10™ | 3.0-107"
1 - - - 3.410% ] 1.3-10%7 | 5.5-107

Na temelju ispisanih polja i egzaktnih rjeSenja, izracunate su veli¢ine Av,; 1 7y e , Za
oba algoritma i sve mreze. Pritom se koristio pomo¢ni program posebno napravljen za
tu svrhu. U drugom koraku, proracun je ponovljen za sve slucajeve, ovoga puta bez
optere¢ivanja racunalnih resursa ispisom polja ali uz istodobno biljezenje racunalnog
vremena. Realizacija FLOP algoritma u vlastitom racunalnom programu, omogucila je
tocno odredivanje utroSenog racunalnog vremena u pojedinoj fazi njegova izvrSavanja.
Vrijeme u pojedinim fazama izvrSavanja dobiveno je ugradenim funkcijskim pozivom

¢iji je rezultat smjeStan u posebno polje, koje je nakon zavrSetka proracuna ispisano u

datoteku.
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Tablica 5.2  Primjer 1

Utrosak racunalnog vremena u vlastitom programu

za slucaj mreze M3 — 57600 konacnih volumena

<
e : |
E ¥ Qo Bl 2 é 2, g
7] b & '/ ‘= = E 5
.. E Ql » |, >
g Operacije: 5 2 5 o B o &
v B o= 9 2 3 g 2
s S = % % a. % o
— — =B =Y
S ) -
~
@ Ucitavanja mreze i odredivanje geometrijskih
g veli¢ina: izracun volumena, povrsina, tezista te 0s
= vektora normala i spojnica.
3 Odredivanje topologije: numeriranje stranica
§ volumena i petlji te utvrdivanje njihovih 3.532s
=y medusobnih veza.
2 IzraCun 1 stvaranje potrebnog memorijskog
A prostora.
<
o
o
2 = Uc¢itavanje i zadavanje rubnih uvjeta. 3.532s
.E «= | Ucitavanje 1 inicijalizacija/zadavanje pocetnih
3, & | uvjeta. 0.156s
o . . . .
= Izracun pocetnih protoka na stranicama.
=
<
‘S’ « | Inicijalizacija algebarskog visemreznog 3.688 s
> o v v
S 'R | rjesavaca.
- > A, . .
=3 Inicijalizacija direktnog rjesavaca. 0.797 s
‘S .2, | Izracun i stvaranje potrebnog memorijskog
"= ™| prostora za rjeSavace.
o
S8 Popunjavanje matrice sustava za rjeSavanje
D . 1 P 0.000s | 4.485s
= Jjednadzbi kontinuiteta i za izraCun tlaka.
= . » .
= Izracun desne strane jednadZzbe kontinuiteta 1
= reziduala jednadzbi kontinuiteta 0.000 s
o] N =
i Formiranje hijerarhije u algebarskom
;é _ | viSemreznom rjesavadu. (Formiranje
S 'é) >§ e operatora.restrlk(:}]e, form1ran'J.e 0.078 s 9.078 s
= S £ o strukture i koeficijenata grubljih :
> .
E _go 3% .9 matrica)
2 <> Rjesavanje V ciklusima. Primjena SGS2
= iterativnog rjeSavaca po razinama. 9.000's
> ” - Y
5 Korekcija protoka kroz stranice konac¢nih
2 volumena. 0.000 s
R Izracun reziduala jednadzbi kontinuiteta
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Tablica 5.2 Nastavak

Izracun pada
tlaka u petljama

IzraCun brzina u teziStima kona¢nih volumena.
Izra¢un konvekcijsko - difuzijskih protoka kroz
stranice konac¢nih volumena prema EDS shemi
Izracun gradijenata tlaka i pada tlaka u
petljama.

IzraCun reziduala pada tlaka r,

0.031s

13.563 s

Izracun tlaka

Popunjavanje matrice sustava za rjeSavanje
jednadzbi kontinuiteta i za izracun tlaka.

0.000 s

13.594 s

IzraCun desne strane jednadzbi za integraciju
tlaka

0.000 s

Formiranje hijerarhije u algebarskom
viSemreznom rjesavacu. (Formiranje
operatora restrikcije, formiranje
strukture 1 koeficijenata grubljih
matrica)

v
%

v

0.078 s

Algebarski
visemreZni
ieSavac

RjeSavanje V ciklusima. Primjena SGS2
iterativnog rjeSavaca po razinama.

6.406 s

Ispis

Ispis rezultata.

Ispis polja brzine i tlaka.

Ispis sila i protoka na granicama.
Ispis reziduala

2.45ss

20.078 s

Iterativni korak algoritma

Popunjavanje matrice sustava za odredivanje
korekcije protoka

0.172 s

22.532s

Rjesavanje sustava direktnim rjesavacem

3.656 s

Korekcija protoka u petljama

0.015s

Izra¢un novog pada tlaka u petljama (kao Sto je
ve¢ navedeno u tablici)

0.032s

Izracun tlaka (kao $to je ve¢ navedeno u tablici)

7.328 s

Ispis (kao $to je ve¢ navedeno u tablici)

1.094 s

Izracun pseudo-vremena

0.015s

34.844 s
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Detaljan prikaz utroska racunalnog vremena pri proradunu vlastitim programom, za
ukupni postupak provedenu na mrezi M3 (57600 kona¢nih volumena), izloZen je u
tablici 5.2. U tablici se moze vidjeti da je izvedba algebarskog viSemreznog rjeSavaca
losija od direktnog. Jednadzba kontinuiteta i1 izraCun tlaka u ovom su primjeru rjeSavani
do raGunalne toénosti, §to zna¢i relativno smanjenje reziduala na 10™* obzirom na
pocetne vrijednosti, Sto iziskuje veéi broj iteracija. Ako se trazi rjeSenje jednadzbe
kontinuiteta koje rezultira to¢nos¢u polja brzine u granici do 0.1% srednje relativne
pogreske brzine, broj iteracija se znatno smanjuje, a pritom rezultiraju¢i utroSak

vremena rjeSavaca pada na vrijednosti ispod 1 sekunde.

Takoder, iz tablice se moze vidjeti da unato¢ tome S$to se pri rjeSavanju jednadzbi
kontinuiteta 1 izraCunu tlaka koristi ista matrica, ona se iznova popunjava 1 za nju se
iznova stvaraju razine grubljih sustava. Algebarski viSemrezni rjeSava¢ za svoj rad
potrebuje memorijski prostor koji je priblizno dvostrukog iznosa samog sustava kojeg
se rjeSava 1 prilikom rjeSavanja pred-uvjetuje polazni sustav i tako mijenja polaznu
matricu. U vlastitom programu, njegova je upotreba predvidena za rjeSavanje svih
sustava jednadzbi osim sustava za odredivanje korekcije protoka po petljama. Iz tablice
je vidljivo da izraCun koeficijenata matrice i stvaranje razina imaju mali udio u
racunalnom vremenu, dok su svi spomenuti sustavi jednadzbi jednake strukture. Stoga
je usvojena varijanta upotrebe jednog memorijskog prostora rjeSavaca za sve sustave,
¢ime je ostvarena znacajna uSteda memorijskog prostora uz zanemarivo povecanje

racunalnog vremena.

Toc¢no vrijeme trajanja pojedinih faza u SIMPLE algoritmu se ne moze utvrditi bez
izravnog zahvata u programski kod racunalnog paketa FLUENT, $to prelazi okvire ovog
rada. Tako je na strani SIMPLE algoritma, ukupni utroSak racunalnog vremena po
iteraciji odreden pomocu zapornog sata. U svrhu dobivanja vece to¢nosti, mjereno je
ukupno trajanje iterativnog izvrSavanja algoritma i zatim podijeljeno s brojem iteracija.
U pripremnim fazama izrade ovih primjera, provedena su mjerenja za razliciti ukupni
broj iteracija i pokazalo se da se utroSak vremena po iteraciji tijekom proracuna vrlo

malo mijenja.
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Kod vlastitog programa, vremena iz tablice 5.2 koja otpadaju na izvrSavanje samog
FLOP algoritma oznacena su bojama. U FLOP algoritmu, rjeSavanje jednadzbe
kontinuiteta potrebno je obaviti samo jedanput, prije pocetka iterativnog postupka.
Kako varijabla tlaka nije potrebna za izvrSavanje algoritma, istu se odreduje prema
potrebi, za izracun sila ili netom prije ispisivanja rezultata. Jedini dio algoritma koji je
iterativnog karaktera jest postupak sukcesivne korekcije protoka u funkciji pada tlaka po
petljama. U tom smislu, rjeSavanje jednadzbe kontinuiteta i izraCun tlaka mogu se
smatrati dijelom pre-procesiranja odnosno post-procesiranja. Ipak, zbog toga Sto stupanj
u kojem pocetno polje brzine zadovoljava jednadzbu kontinuiteta uvjetuje ostvarivi
stupanj konvergencije iterativnog postupka korekcije protoka, prilikom usporedbe
raunalnih vremena, na strani FLOP algoritma je dodatno uracunato i vrijeme potrebno
za rjeSavanje jednadzbe kontinuiteta. Spomenuti utroSci ratunalnog vremena su u tablici
5.2 oznaceni Zutom odnosno zelenom bojom. Ta su vremena usporediva sa vremenima
dobivenim mjerenjem na strani SIMPLE algoritma i zajedno sa potonjim unesena na
slici 5.3 u obliku dodatnih osi. Vremenska skala na slici 5.3 b) koja prikazuje
konvergenciju FLOP algoritma unesena je izravno, dok je skala na a) dijelu slike, koja
prikazuje konvergenciju SIMPLE algoritma formirana jednostavnim skaliranjem broja

iteracije.

Kao $to je ve¢ spomenuto u uvodu ovog poglavlja, svrha ovog rada je zasnivanje novog
algoritma, dok je realizacija algoritma u racunalni program provedena u skladu sa
dobrom praksom i dostupnim vremenom autora. Realizacija samog programskog koda
na profesionalnoj razini prelazi zadane okvire ovog rada, pa samim time iskazano
racunalno vrijeme treba smatrati samo okvirnim pokazateljem svojstava algoritma, dok

kao mjerodavni pokazatelj ostaje broj iteracija.

Povijest konvergencije svih proracuna objedinjena je na slici 5.3, prikazom iznosa
srednje relativne pogreske brzine ra, ., Spram broja iteracija iter 1 utroSenog racunalnog

vremena t,.,. u sekundama.
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Slika 5.3 Primjer 1. Konvergencija rjesenja prema srednjoj relativnoj
pogresci brzine: a) SIMPLE, b) FLOP

Slika 5.3 a) ponovno pokazuje slicnost u povijesti konvergencije SIMPLE algoritma
obzirom na koriStene 3 razlicite veli¢ine mreze. Usporedba sa slikom 5.2 pokazuje da
unato¢ tome Sto reziduali jednadZzbe kontinuiteta 7, 1 koli¢ine gibanja r, 1 r, indiciraju
napredak iterativnog postupka ka racunalnoj to¢nosti, pogreska polja brzine pokazuje da
se toCnost rjeSenja pritom ne povecava. S obzirom na to da je upravo polje brzine
preduvjet za rjeSavanje svakog problema koji u svojoj naravi sadrzi strujanje fluida,
zakljuuje se da je najbolji kriterij usporedbe upravo onaj temeljen na postignutoj
toCnosti polja brzine. Uz navedeno, iz povijesti konvergencije veli¢ina iskazanih na
slikama 5.2 1 5.3 vidi se da prilikom usporedbe brzine konvergencije s novim
algoritmom, usvajanje srednje relativne pogreske brzine ra, ,; kao kriterija usporedbe,
umjesto veli¢ine temeljene na rezidualima koli¢ine gibanja », 1 r,, dovodi SIMPLE

algoritam u povoljniji tj. ispravan poloZa;.

Na temelju navedenog i usporedbom povijesti konvergencije relativne pogreske brzine
prikazanih na slici 5.3 a) 1 b) zaklju¢uje se da SIMPLE algoritam za rjeSavanje ovog
problema zahtijeva 60 iteracija na mrezi M1 (3600 kona¢nih volumena), 120 iteracija na
mrezi M2 (14400 k.v.) 1 320 iteracija na mrezi M3 (57600 k.v.). Takoder se zakljuCuje
da kod SIMPLE algoritma broj iteracija potrebnih za rjeSavanje ovisi o gustoci
diskretizacije, pri ¢emu broj iteracija raste sa drugim korijenom povecanja broja
kona¢nih volumena. Novi, FLOP algoritam rjeSava problem samim rjeSavanjem

jednadzbe kontinuiteta, dakle bez iteracija, neovisno o gusto¢i diskretizacije.
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Slika 5.3 pokazuje zamjetnu razliku u to¢nosti koju postizu SIMPLE 1 FLOP algoritam.
Razlog tome moze se naci u prostornom prikazu raspodjele relativne pogreske brzine.
Slika 5.4 prikazuje prostornu raspodjelu relativne pogreske polja brzine u postotcima
koja ostaje prisutna na kraju svih izvrsenih proracuna. Dijelovi a), b) i ¢) slike prikazuju
pogresku SIMPLE algoritma a d), e) i f) pogresku FLOP algoritma. Vidljivo je kako
FLOP algoritam ovaj primjer rjeSava do raCunalne toc¢nosti (Pogreska je na slici
iskazana u postotcima, za oba algoritma.). Ovaj primjer osim usporedbe svojstava
algoritma, predstavlja i test ispravne realizacije numeriCke procedure u vlastitom
programu. Problem je tako odabran da komponente polja brzine, i gradijenta tlaka imaju
izo-linije koje su paralelne stranicama kona¢nih volumena (jednadzbe (5.4) i slika 5.1
b)). U FLOP algoritmu, brzina se odreduje prema izrazu (4.18), koji za ovakav pravilan
oblik kona¢nih volumena 1 za slucaj konstantne brzine po stranicama daje egzaktnu
vrijednost brzine u teziStu konacnog volumena. Procedura izrauna gradijenta tlaka u
FLOP algoritmu se oslanja na EDS shemu diferencije jednako kao i u SIMPLE
algoritmu. Razlika kod FLOP algoritma jest ta Sto se jednadzbe koliCine gibanja
rjeSavaju kroz uvjet nulte cirkulacije gradijenta tlaka po zatvorenim petljama. Kako
lazna difuzija uzrokuje jednaku pogresku u izracunu gradijenta tlaka duZz pravaca
kojima se pruzaju nasuprotni segmenti petlje, ona u postupku integracije tlaka biva
ponistena, pa je tako izracun pada tlaka po petljama osloboden pogreske lazne difuzije.
U naknadno obavljenom koraku korekcije protoka, korigirana je samo mala pogreska na
razini blizu ra¢unalne to¢nosti, koja je preostala zbog toga Sto se jednadzba kontinuiteta

rjeSava pomocu iterativnog rjeSavaca.

Raspodjela pogreske za FLOP algoritam pokazuje vece vrijednosti u podrucjima blize
zaustavnoj tocci, gdje je brzina manja (prikaz rjeSenja nalazi se na slici 5.1). Uzrok
ovakvog trenda u sluc¢aju FLOP algoritma, lezi u iskazu pogreSke koji je relativan, pa
time pokazuje vece iznose na mjestima manje brzine. U odsustvu drugih uzroka, jedina
pogreska koja se pojavljuje u rjeSenju FLOP algoritma je ona zbog konacne toc¢nosti
racunala. Trend porasta pogreske s povecanjem gustoce diskretizacije, koji je primjetan
i na slici 5.3 b) moze se tako pripisati neizbjeznom gubitku preciznosti koji se dogada

prilikom operacija oduzimanja. S porastom finoc¢e diskretizacije, geometrijske veli¢ine
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koje se odreduju operacijom oduzimanja dobivaju se na temelju razlike sve bliskijih

veli¢ina, $to uzrokuje gubitak zna¢ajnih znamenki.

Pogreska u polju brzine odredenom SIMPLE algoritmom (Slika 5.4 a), b) i c¢)) nastaje
zbog vise razloga. Pregledom polja relativne pogreske brzine, moze se primijetiti da se
pogreska povecava priblizavanjem rubovima podrucja i to posebno ulaznoj i izlaznoj
granici te priblizavanjem zaustavnoj toc¢ci. Kod SIMPLE algoritma, komponente brzine
u teZiStima kona¢nih volumena racunaju se iz pripadnih jednadzbi koli¢ina gibanja. One
se time odreduju na temelju masenih protoka odgovaraju¢e komponente brzine kroz
stranice kona¢nih volumena i vrijednosti tlaka. Vrijednost pojedine komponente brzine
na stranici kona¢nog volumena odreduje se nekom od uzvodnih shema diferencije
(ovdje EDS shema) pa se nuzno pojavljuje i pogreska lazne difuzije. Lazna difuzija je
tako prvi izvor pogreske koja se pojavljuje svugdje u nutrini podru¢ja odnosno tamo
gdje brzinu na stranici treba izracunati. Lazna difuzija prisutna je i u FLOP algoritmu,
samo §to se u ovom specificnom primjeru nije pokazala iz ranije navedenih razloga. Na
rubovima podrucja, brzine na stranicama konac¢nih volumena koje ¢ine rub ne odreduju
se shemom diferencije, ve¢ su zadane rubnim uvjetom. Medutim, na tim stranicama
nedostaje vrijednost tlaka koja takoder ulazi u diskretizirane jednadzbe koli¢ine gibanja
za rubne volumene. U nedostatku fizikalnih jednadzbi pomocu kojih bi se ta vrijednost
odredila, primjenjuje se neka proizvoljna interpolacija. Ovo je drugi izvor pogreske koja
se ispoljava blize rubovima podru¢ja. Ovakva vrsta pogreSke se u novom, FLOP
algoritmu ne pojavljuje. Jednadzba kontinuiteta se u SIMPLE algoritmu zadovoljava
kroz izvedenu jednadZbu za korekciju tlaka. U cilju sprecavanja pojave nefizikalnih
oscilacija tlaka (opisano u poglavlju 4.3) u jednadzbu je Rhie-Chow interpolacijom,
unesena 1 razlika izmedu gradijenta tlaka koji proizlazi izravno iz jednadzbe koli¢ine
gibanja i onog dobivenog iz ¢vornih vrijednosti tlaka. U uvjetima veée zakrivljenosti
strujanja 1 ve¢ih promjena tlaka, ova razlika ostaje trajno prisutna, pa i u konacnom
rjesenju, kada reziduali r,, te r, 1 r, indiciraju racunalnu toc¢nost. Ovo je tre¢i izvor
pogreske koji je u ovom primjeru izrazen najvise u podrucju blize zaustavnoj tocci.

Ovakva vrsta pogreske, se takoder ne pojavljuje u FLOP algoritmu.
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Av Av
rel rel
20 1.0E-08
10 1.0E-09
5 1.0E-10
2 1.0E-11
1 1.0E-12
05 1.0E-13
02 |d) 1.0E-14
0.1 1.0E-15
0.01 1.0E-16
0.001
4
60x60, 60x60,
300. iter. 1. iter.
Av Av
rel rel
20 1.0E-08
10 1.0E-09
5 1.0E-10
2 1.0E-11
1 1.0E-12
05 1.0E-13
02 |e) 1.0E-14
0.1 1.0E-15
0.01 1.0E-16
0.001
120x120, o 120x120
600. iter. 1. iter.
—
Av Av
rel rel
20 1.0E-08
10 1.0E-09
5 1.0E-10
2 0 1.0E-11
1 1.0E-12
05 1.0E-13
02 |f) 1.0E-14
0.1 1.0E-15
0.01 1.0E-16
0.001
240x240, 240x240,
1200. iter. = 1. ter.

Slika 5.4  Primjer 1. Usporedba polja relativne pogreske brzine u
postotcima: a), b), c) —=SIMPLE; d), e), f) —FLOP

Polje tlaka je prikazano na slici 5.5 a). Na istoj slici, pogreska polja tlaka iskazana je

relativnom pogreskom:
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Ova je pogreSka za mrezu M1 prikazana na slici 5.5: proracun SIMPLE algoritmom dio

b), a FLOP algoritmom dio d) slike. Zakljucuje se da su pogreske istog reda velicine jer

oba algoritma u ovom primjeru koriste istu EDS shemu diferencije, koja u oba slucaja

stvara jednaku pogresku lazne difuzije. Njen se utjecaj povecanjem gustoce

diskretizacije smanjuje, kako se moze vidjeti usporedbom c) i d) dijela slike. Utjecaj

lazne difuzije na polje tlaka je u oba algoritma jednak, dok je njen utjecaj na polje

brzine razli¢it. Razlika nastaje zbog razli¢itih oblika upotrebe polja tlaka u dvama

algoritmima.

p Aprel
1 10
09 5
0.8 2
0.7 1
06 05
05 02
04 |C) 0.1
03
02
0.1
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Slika 5.5  Primjer 1. Polje tlaka: a) i usporedba relativne pogreske polja
tlaka u postotcima: b)- SIMPLE; c), d)-FLOP
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5.2 Potencijalno strujanje izvora uz nepropusnu stjenku

Prethodni je primjer pokazao ponaSanje SIMPLE 1 FLOP algoritama u uvjetima linearne
promjene komponenti polja brzine i1 gradijenta tlaka. Diskretizacija je bila tako
provedena da se pogreske uzrokovane numeri¢kim postupcima u FLOP algoritmu ne
odrazavaju na polje brzine. Ovaj primjer takoder ima svoje analiticko rjeSenje, a donosi
usporedbu algoritama u uvjetima u kojima promjene komponenti polja brzine i
gradijenta tlaka odstupaju od linearne. I ovdje je rije¢ o strujanju slicnom onom u
okoliSu zaustavne tocke s time da su u ovom primjeru koriSteni izvori, Sto rezultira

nelinearnim funkcijama za komponente brzine i gradijenta tlaka.

Strujanje je inducirano od strane dva izvora kapaciteta 4 koji su smjeSteni simetri¢no
obzirom na os x;, u tockama (0, 2) i (0, -2). I u ovom je primjeru rije¢ o ravninskom
potencijalnom strujanju fluida gusto¢e p=1 u kvadratnom podrucju veli¢ine 1x1, za
kojeg se rjeSenje trazi u prvom kvadrantu ravnine x3=0. Analiticko rjeSenje ovog

problema glasi:

1 1
v =2-x- 2 2t 7|
X +(x2—2) X, +(x2+2)
v, =2. (2-2) | (e+2) | (5.9)

X 4(xn -2 X+ (x +2)2

P:pr +§((v2) p

Primjer je rijeSen na mrezama jednakim onima koje su koriStene u prethodnom
primjeru: M1 (60x60 k.v.), M2 (120x120 k.v.) 1 M3(240x240 k.v.). U ovom se primjeru
izo-linije pojedinih komponenti polja brzine ne poklapaju sa stranicama konacnih
volumena. Nametanje rubnog uvjeta brzine kroz teorijske (koje slijede iz analitickog
rjeSenja (5.9)) vrijednosti u poloviStima stranica kona¢nih volumena koje ¢ine ulaznu i
izlaznu granicu, uzrokuje pogreSku u ukupnom toku kroz podrucje proratuna. Ova je

pogreska izbjegnuta tako, da je na ulaznom (gornjem) rubu umjesto analiticke
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vrijednosti u polovistu pojedine stranice, zadana analiti¢ka integralna srednja vrijednost
komponente brzine v,. Isti je postupak proveden i na izlaznom (desnom) rubu, za
komponentu brzine v;. Tim je postupkom globalna pogreska jednadzbe kontinuiteta

vra¢ena u granice racunalne to¢nosti.

Prikaz diskretizacije za mrezu M1 moze se vidjeti na slici 5.1 a), dok je analiticko
rjeSenje za ovaj primjer prikazano kroz polja brzine i tlaka, na slici 5.6. Tocka

referentnog tlaka 7, je u svim slucajevima smjeStena u teziStu konacnog volumena

najblizeg ishodistu, a referentni tlak ima vrijednost p|Tp =1. Postupak proracuna i

odredivanja utroska vremena provedeni su na isti nacin kao i u prethodnom primjeru s
tim da je u ovom primjeru pri primjeni FLOP algoritma bilo potrebno provesti vise

iterativnih korekcija protoka.

<
_NW
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Slika 5.6 Primjer 2. Analiticko rjeSenje: a) strujnice u polju apsolutne
vrijednosti brzine; b) strujnice u polju tlaka

Slika 5.7 prikazuje povijest konvergencije iskazanu rezidualima za oba algoritma.
Definicije veli¢ina koje se pojavljuju na slici dane su jednadZbama (5.5), te
jednadzbama (5.1) 1 (5.2). I u ovom je primjeru uocljiva sli¢nost u povijesti
konvergencije SIMPLE algoritma za slu¢aj razli¢itih gusto¢a mreze (Slika 5.7 a)). Slika
5.7 b) pokazuje povijest konvergencije FLOP algoritma iskazanu rezidualom pada tlaka
rap, @ takoder su naznaceni i postignuti reziduali jednadZbe kontinuiteta 7, za pojedine

mreze.
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Slika 5.7 Primjer 2. Konvergencija rjesenja prema rezidualima:
a) SIMPLE; b) FLOP.

Vidljivo je da je upotreba srednjih integralnih vrijednosti pojedinih komponenti brzina

na ulaznim 1 izlaznim granicama, nakon rjeSavanja jednadzbe kontinuiteta rezultirala

pogreSskom masenih protoka na stranicama kona¢nih volumena na razini racunalne

to¢nosti, jednako kao i u primjeru 5.1 (usporedba veli¢ine ry, sa slike 5.7 1 iz tablice

5.1).
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Slika 5.8  Primjer 2. Konvergencija rjeSenja s obzirom na srednju
relativnu pogresku brzine: a) SIMPLE; b) FLOP

Slika 5.8 prikazuje povijest konvergencije s obzirom na srednju relativhu pogreSku

brzine ra, . koja je definirana jednadzbama (5.6) 1 (5.7). Usporedba slika 5.7 i 5.8

pokazuje kako i u ovom primjeru, povijest konvergencije iskazana rezidualima indicira

napredak ka rjeSenju dok se srednja relativna pogreska brzine ne smanjuje. Ovog puta se
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to moZze re¢i i za FLOP algoritam Sto potvrduje ispravnost odluke o odabiru srednje
relativne pogreske brzine kao kriterija usporedbe postignutih razina rjeSenja. Ovdje ne
dolazi do ponistavanja pogreske uzrokovane laznom difuzijom u FLOP algoritmu, kao

Sto je to bio slucaj u prethodnom primjeru.

Nakon pocetnog rjeSavanja jednadzbe kontinuiteta u FLOP algoritmu, ona je
zadovoljena do racunalne to¢nosti. Iznosi srednje relativne pogreSke brzine koji su
prikazani na slici 5.8 b) za nultu iteraciju, predstavljaju pogreSku u odredivanju
vrijednosti brzina u teziStima kona¢nih volumena temeljem protoka po stranicama
konac¢nih volumena (izraz (4.18)) koja nastaje na ovakvom polju brzine. Njenom
usporedbom sa iznosima pogreske u daljnjim iteracijama na dijelu b) slike, a i s
iznosom na strani SIMPLE algoritma (dio a) slike) zakljucuje se da je u ovom primjeru
ova pogreska dva reda veli¢ine manja od pogreske uzrokovane laznom difuzijom. S
porastom gusto¢e diskretizacije, raspodjela masenog toka po stranicama konacnih
volumena tezi konstantnoj vrijednosti ¢ime se i pogreska u brzini u teziStima konacnih
volumena smanjuje. PogreSka uzrokovana laznom difuzijom na strani FLOP algoritma
ocituje se tek u naknadnim iteracijama. Izracun gradijenta tlaka kontaminiran je laznom
difuzijom te se u naknadnim iteracijama polje brzine prilagodava tako da u uvjetima
prisustva ove pogreske rezultira nultom vrijednos¢u cirkulacije gradijenta tlaka po

petljama Sto dovodi do degradacije to¢nosti polja brzine.

Prostorna raspodjela relativne pogreske polja brzine Av,.; (jedn. (5.6)) prikazana na slici
5.9, usporeduje iznose pogreske nakon rjeSavanja jednadzbe kontinuiteta (dijelovi slike
a) 1 b)), sa pogreskom nakon jednog koraka korekcije protoka (dijelovi slike c) i d)),
gdje se pojavljuje 1 lazna difuzija. Slika 5.9 pokazuje kako se pogreSka u odredivanju
vrijednosti brzine u teziStima konacnih volumena (dijelovi slike a) i b)) povecava sa
priblizavanjem lijevom 1 gornjem rubu. Ovo je i ocekivano jer se ta podruc¢ja nalaze
blize izvoru, Sto znaci 1 vecu prostornu promjenu komponenti brzine (izrazi (5.9)).
Vidljivo je da je, pogreSka koja nastaje pri odredivanju vrijednosti brzina u teziStima

(4.18) uvijek za nekoliko redova veli¢ine manja od one koju uzrokuje lazna difuzija.
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Slika 5.9  Primjer 2. Usporedba polja relativne pogreske brzine za FLOP
algoritam u postotcima: a), b) nakon rjesavanja
Jjednadzbe kontinuiteta; c), d) nakon prve korekcije
protoka

Takoder, usporedbom skala koje prikazuju raspon pogreSaka na slici 5.9 a) i b),
zaklju€uje se da u ovom primjeru, pogreska u odredivanju brzine opada se povecanjem
gustoce diskretizacije proporcionalno broju volumena ~ nv odnosno kvadratu koraka
prostorne diskretizacije~ (1/Ax)*. S druge strane, usporedba skala sa slike 5.9 ¢) i d),
pokazuje da pogreska uzrokovana laznom difuzijom opada proporcionalno korijenu
broja volumena ~ ', odnosno proporcionalno koraku diskretizacije ~ (1/Ax). Tako se
zakljucuje da ¢e pogreska lazne difuzije, kod primjene EDS sheme u FLOP algoritmu

uvijek biti dominantna.

Pogreska uzrokovana Rhie-Chow interpolacijom u SIMPLE algoritmu, se ne moze na
sli¢an nacin jasno razluciti od pogreske uzrokovane laznom difuzijom. Zbog naravi
SIMPLE algoritma, ova je pogreSka zajedno s pogreSkom uzrokovanom laznom

difuzijom istodobno prisutna tijekom cijelog iterativnog postupka, pa se tocnost polja
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brzine nigdje ne priblizava onoj koja je postignuta nakon rjeSavanja jednadzbe

kontinuiteta u FLOP algoritmu. Usporedbom slika 5.8 a) i b), zakljucuje se da lazna

difuzija uzrokuje slicnu razinu pogreske polja brzine u oba algoritma, kako po iznosu,

tako 1 po trendu njene promjene s promjenom gustoce diskretizacije. Ovo je jasno

prikazano i na slici 5.10 koja donosi usporedbu prostorne raspodjele relativne pogreske

brzine za SIMPLE i FLOP algoritam.
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Slika 5.10 Primjer 2. Usporedba polja relativne pogreske brzine u
postotcima: a), b), c) —=SIMPLE; d), e), f) —FLOP
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U SIMPLE algoritmu, na ulaznim i izlaznim granicama postoji pogreSka uzrokovana
nefizikalnim rubnim uvjetima za tlak u jednadzbi koli¢ine gibanja za rubne volumene s
time da se na izlaznom rubu dodatno pojavljuje i akumulirana pogreska uzrokovana
laznom difuzijom. Ova pojava predstavlja poznatu manifestaciju utjecaja lazne difuzije
na pogresku u vrijednostima polja transportirane fizikalne veli¢ine (ovdje same brzine),
koja rezultira propagacijom i poveéanjem pogreske u smjeru konvekcije. Ova je
pogreska na strani SIMPLE algoritma dodatno prisutna uz postojec¢u, uzrokovanu
nefizikalnim rubnim uvjetima tlaka u jednadzbi koli¢ine gibanja. Ovo se moze uociti sa
slika 5.4 a) 1 5.10 a). Na slici 5.10 a) ova se pogreska SIMPLE algoritma zbog veceg

utjecaja lazne difuzije u ovom primjeru, slabije isticCe.

Pri primjeni FLOP algoritma, pri izlaznom rubu je pogreSka neSto veca zato Sto se
brzina u teziStima kona¢nih volumena dobiva na temelju isklju¢ivo protoka po
stranicama kona¢nih volumena, dakle koriStenjem zadane brzine v; na tom rubu. Kod
SIMPLE algoritma, brzine u teziStima konac¢nih volumena odreduju se iz jednadzbi
koli¢ine gibanja. Na izlaznom je rubu zadan rubni uvjet poznate brzine, pa se prilikom
odredivanja iznosa brzine u teziStima rubnih konacnih volumena uz egzaktni protok
odnosno brzinu v; koristi 1 egzaktna brzina v,, $to rezultira neSto manjom pogreSkom na
tom mjestu. U realnim situacijama, analiticko rjeSenje neée biti poznato, pa e se
problem uvijek rjesavati tako da izlaz bude smjesten u podrucje s ustaljenim poljem
brzine, a pritom ¢e se koristiti rubni uvjet izlazne granice. Tada ¢e pogreske dvaju

algoritama na tim mjestima biti blize.

Na temelju ovog primjera zakljucuje se da lazna difuzija ima u oba algoritma slican
doprinos u pogreSci polja brzine. Na strani FLOP algoritma, odredivanje brzine u
teziStima konac¢nih volumena temeljem masenih protoka po njegovim stranicama (4.18)
rezultira pogreskom koja je nekoliko redova veli¢ine manja od pogreske uzrokovane
laznom difuzijom i brZze opada sa povecanjem gustoce diskretizacije. Time se ocekuje
da ¢e i u idu¢im primjerima njen doprinos u ukupnoj pogresci biti zanemariv. Na strani
SIMPLE algoritma, potvrdio se ve¢i doprinos pogreske uzrokovane Rhie-Chow
interpolacijom na mjestima s ve¢im promjenama tlaka i ve¢om zakrivljenoS¢u strujanja.

Iznos ove pogreske je toliki da ukupna pogreSka polja brzine na tim mjestima dosize

NOVI ALGORITAM Z4A POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA 118

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



5 PRIMJERI I DISKUSIJA

5.2 Potencijalno strujanje izvora uz nepropusnu stjenku

svoj maksimum, te se ovakvo ponasSanje ocekuje i u idu¢im primjerima. Na temelju
navedenog te usporedbom povijesti konvergencije iskazane rezidualima i srednjom
relativnom pogreskom polja brzine, potvrduje se ispravnost odabira pogreske polja

brzine kao kriterija usporedbe postignutih razina rjeSenja primjenom dvaju algoritama.

Zakljucuje se da SIMPLE algoritam ovaj primjer potencijalnog strujanja rjeSava na
mrezi M1 (60x60 kona¢nih volumena) u 60 iteracija, na mrezi M2 (120x120 k.v.) u 120
iteracija 1 na mrezi M3 (240x240 k.v.). u 240 iteracija. Takoder se zakljuuje da kod
SIMPLE algoritma broj iteracija potrebnih za rjeSavanje ovisi o gusto¢i diskretizacije,
pri ¢emu broj iteracija raste razmjerno s drugim korijenom povecanja broja konacnih
volumena. S obzirom na to da se ovaj primjer odnosi na potencijalno strujanje, novi,
FLOP algoritam rjeSava problem samim pocetnim rjeSavanjem jednadzbe kontinuiteta, i
to neovisno o gusto¢i mreze. Do naknadne korekcije brzina dolazi zbog neto€nosti
diskretizacije jednadzbe kolicine gibanja, koja je potrebna da se dobije bezcirkulacijsko
polje gradijenta tlaka. Broj iteracija potrebnih da se postigne kona¢no rjesenje, ponovo

ne zavisi o u gusto¢i mreze.
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5.3 Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu

Reynoldsova broja Re=1

Ovaj je primjer prvi u nizu primjera koji usporeduju SIMPLE i FLOP algoritam u
uvjetima laminarnog strujanja u zatvorenim podrucjima. Cilj je testiranje novog
algoritma u uvjetima razli¢itih udjela konvekcijskog i1 difuzijskog transporta brzine, 1
rubnih uvjeta nepropusnog zida. U spomenutom nizu primjera, granice podrucja su
nepropusne stjenke, a strujanje je inducirano isklju¢ivo mehanizmom difuzijskog

transporta brzine s granica na unutrasnjost podrucja.

U ovom primjeru trazi se rjeSenje za laminarno strujanje u pravokutnoj, kvadratnoj
Supljini duljine stranica L=1, inducirano gibanjem gornje stranice u pozitivnom smjeru
osi xj, brzinom U = 1. RjeSenje se trazi za strujanje pri Reynoldsovom broju
Re = pUL/uu= 1. Ova se vrijednost Reynoldsovog broja postize odabirom gustoée fluida

p =1 te viskoznosti z= 1.

Kao i u prethodnim primjerima (Poglavlja 5.1 1 5.2) problem je rijeSen u tri varijante
diskretizacije. Diskretizacija je ravnomjerna, kako je opisano u poglavlju 5.1, a primjer
diskretizacije za slucaj mreze M1 (60x60 k.v.) prikazan je na slici 5.1 a). U ovom
primjeru, na svim je rubovima primijenjen rubni uvjet zida. Na donjoj, lijevoj 1 desnoj
granici zadana je nulta vrijednost obiju komponenti brzine, a na gornjoj nulta vrijednost
komponente v, te vrijednost komponente v; = U. RjeSenje je prikazano na slici 5.11,
kroz polja brzine i tlaka dobivenih FLOP algoritmom na mrezi M3 (240x240 k.v.).

Tocka referentnog tlaka 7, je u svim slucajevima diskretizacije smjeStena u teZiStu

kona¢nog volumena najblizeg ishodistu, a referentni tlak ima vrijednost p|T =1.
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Slika 5.11 Primjer 3. RjesSenje prema FLOP algoritmu:
a) strujnice u polju apsolutne vrijednosti brzine;

Na strani oba algoritma, u svim varijantama diskretizacije, proracun zapocinje s

konstantnim, nultim vrijednostima polja brzine i1 tlaka. Postupak proracuna i

b) strujnice u polju tlaka

odredivanja utroska racunalnog vremena provedeni su na isti nacin kao i u prethodnim

primjerima (poglavlje 5.1).
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Slika 5.12  Primjer 3. Konvergencija rjesenja prema rezidualima:

a) SIMPLE; b) FLOP.

Povijest konvergencije iskazana rezidualima, za oba je algoritma prikazana na slici 5.12.

Velicine koje se pojavljuju na slici, dane su jednadzbama (5.5), te (5.1) 1 (5.2). Za FLOP

algoritam nisu iskazani reziduali jednadZbe kontinuiteta 7, jer su oni jednaki nuli. Kao i

u prethodnim primjerima, proracunski postupak zapocinje nultim poljem brzine. Kako

granice podrucja predstavljaju nepropusne stjenke, nulto pocetno polje brzine
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predstavlja to¢no rjeSenje jednadZbe kontinuiteta. Tako u ovom primjeru u primjeni
FLOP algoritma nema potrebe za rjeSavanjem jednadzbe kontinuiteta prije pocetka
iterativnog dijela algoritma. Kako mozemo vidjeti na b) dijelu slike 5.12, proracun
FLOP algoritmom je nastavljan 1 nakon Sto je vrijednost reziduala pada tlaka ra, u 2.
iteraciji pala ispod iznosa 10™®. Ovo je uéinjeno zato da se prikaZe ponaanje algoritma
do racunalne toc€nosti. Iz prikaza se moze vidjeti kako i u ovom slucaju brzina
konvergencije novog FLOP algoritma ne ovisi o veli¢ini mreze. FLOP algoritam postize
rjeSenje na razini racunalne tocnosti u 4. iteraciji neovisno o veli¢ini mreZe. Kod
primjene SIMPLE algoritma, slika 5.12 a), uo€ava se slicnost u povijesti konvergencije
s obzirom na veli¢inu mreze. RjeSenje na razini racunalne to¢nosti SIMPLE algoritam
postize u 4000 iteracija na mrezi M1 (60x60 k.v.), 16000 iteracija na mrezi M2
(120x120 k.v.) i 64000 iteracija na mrezi M3 (240x240 k.v.). Ovakav rezultat ukazuje
da broj iteracija potrebnih za rjeSavanje na strani SIMPLE algoritma, za razliku od

prethodnih primjera raste razmjerno broju kona¢nih volumena ~ nv.

U ovom i idu¢im primjerima ne postoji analiticko rjeSenje razmatranog problema, pa se
veli¢ine Av,, 1 ray e trebaju redefinirati. Relativna pogreska polja brzine postaje

relativna razlika polja brzine:

v Vi_(vre/').‘
(Av,,)" = —‘ — | ;
l ‘(V"ff)i‘

Na temelju relativne razlike polja brzine koja je prostorna veli¢ina, definira se srednja

iv

iv=1,2, .., nvw (5.10)

relativna razlika brzine putem sume po svim kona¢nim volumenima:

1 i v
rAvrel :n_Z(Avrel) (511)
iv=1
Relativna razlika polja brzine 1 srednja relativna razlika brzine su odredene obzirom na

usvojeno referentno polje brzine v, One ¢e sluziti za prikaz povijesti 1 ocjenu brzine

konvergencije algoritama na promatranom problemu.
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Uvijek se usporeduju dva algoritma, pa se u tom cilju, definiraju dvije grupe veli¢ina

AVrel 1 7Ay rel:

Veli¢ina Av,.; predstavlja polje vlastite relativne razlike polja brzine. Pri
njenoj definiciji, polja v i v, predstavljaju polja brzine koja proizlaze iz
istog algoritma. Polje v je polje brzine nakon odredene iteracije, a v,.r polje
brzine nakon posljednje iteracije pripadnog algoritma. U vecini slucajeva
¢e v, predstavljati polje brzine na razini racunalne to¢nosti u pripadnom
algoritmu. Na mjestima pojave iznimki, polje brzine v,.r ¢e biti posebno
definirano. Putem ove veliine definirana je i veli¢ina vlastite srednje
relativne razlike brzine 7a, ;.

U svrhu medusobne usporedbe svojstava algoritama uvodi se 1 veli¢ina

relativne razlike polja brzine Av,; ;. Pri njenoj definiciji, polje v
predstavlja polje brzine nakon odredene iteracije jednog algoritma, a
referentno polje v, je polje brzine nakon posljednje iteracije drugog
algoritma. Tako ova veli¢ina odraZzava razliku u poljima brzina izmedu
dva algoritma. Veli€ina ra, ,; 1 je definirana na temelju sume veliCine
Avyer 1 po svim kona¢nim volumenima. U prikazima ovih veli¢ina (Av,e 1 1

Yavrel 1), polje v se uvijek odnosi na pripadni, a polje v,..rna drugi algoritam

0 1000020000 30000,y 0 8654 17.308 25962,
0 1000 2000 120x120 rac 1124 | 2248 = 3372
. 372 150x120
o 0 100 200 300 ) 0156 ' 0312 ' 0.468
10‘\”.””.””“60)(60 10 —21 . 108 (0x60
107 — 107
3, 10* \\ - 10* \‘
= 6 N 2 6 S
k% 10_8 \\\ '\<>]| 10 ‘\\\\
a) - 10 ~C b) <. 10° 0y
§|10-10 \\ §|10-10 \\\\\
3l ~ 2l W
. 1072 \\\‘ 14072 \\\‘\
XY
1014 |. 10_14 \“
16 L -16 L N N N \ - 1
1037000 2000 3000 4000 fgzé(l)m 0235 ¢ %%
iter ~O 4000 8000 12000 16000 24OX240 iter ~O0 1 2 3 4 5 & 20x120
0 16000 32000 48000 64000 - 1'% 0 1 2 3 4 5 g 240x0

Slika 5.13 Primjer 3. Konvergencija rjeSenja prema vlastitoj srednjoj
relativnoj razlici brzine i srednjoj relativnoj razlici

brzine: a) SIMPLE; b) FLOP
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Povijest konvergencije rjeSenja iskazana vlastitom srednjom relativnhom razlikom brzine
1 srednjom relativnom razlikom brzine je za oba algoritma prikazana na slici 5.13. Pri
formiranju veli¢ina srednje relativne razlike brzine 7y, . 1, za SIMPLE algoritam, slika
5.13 a), referentno polje brzine je polje proizaslo iz prora¢una FLOP algoritmom, uzeto
nakon 6. iteracije (na razini racunalne to¢nosti). Jednako tako, pri formiranju ove
veli¢ine za FLOP algoritam, referentno polje je uzeto iz proracuna SIMPLE algoritmom
sa razine raCunalne tocnosti, na pripadnoj mrezi (M1-4000. iter., M2-16000., M3-
64000.). Ova su polja referentna i1 pri formiranju vlastite srednje relativne pogreSke
brzine ra, ;. Vidljivo je da i ovako iskazana povijest konvergencije potvrduje ranije
iznesena zapazanja o svojstvima algoritama. U prikazu vlastite srednje relativne
pogreske brzine (ra, s na slici 5.13 a)) i reziduala koli¢ina gibanja r, i r, na slici 5.12 a)
za SIMPLE algoritam, vidljivo je da krivulje koje prikazuju vrijednosti za razliCite
mreze (s razliitim brojem iteracija na apscisi) padaju prakticno na jednu krivulju.
Konvergencija FLOP algoritma je viSestruko brza, pa se u ovakvom prikazu zamjecuje
neznatna razlika u krivuljama vlastite srednje relativne pogreske brzine. Ovo pokazuje
ispravnost odluke o odabiru vlastite srednje relativne pogreSke brzine kao kriterija

ocjene svojstava algoritma u ovom i idu¢im primjerima.

Kako je ve¢ ranije spomenuto, kod FLOP algoritma je kriterij zavrSetka proracuna
definiran relacijom ry, < 10, Pri ovoj vrijednosti reziduala, razlika izmedu rjeSenja
pada tlaka i rjeSenjima u idu¢im iteracijama u slucaju prikaza polja strujnicama i izo-
linijama poput onog na slici 5.11 se ne moze zamijetiti. Usporedbom reziduala pada
tlaka sa slike 5.12 b) i vlastite srednje relativne razlike polja brzine za slucaj FLOP
algoritma sa slike 5.13 b), vidi se da pri rezidualu 7, u iznosu 107%, vrijednost vlastite
srednje relativne razlike brzine 7, ,.; iznosi 10*. Pri toj vrijednosti vlastite srednje
relativne razlike brzine postignuta su rjeSenja za oba algoritma prakticno najbolja
moguca rjeSenja za polje brzine (postignut je minimum razlike u rjeSenjima — iskazano
krivuljama ra, o1 1). Na temelju iznesenog, definira se kriterij za ocjenu postignute razine
rjeSenja u svrhu usporedbe brzina konvergencije algoritama. Proraun se smatra
zavrSenim u onoj iteraciji u kojoj je vlastita srednja relativna razlika brzine

Fayrer ispod 107,
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Slika 5.14 Primjer 3. Polja relativne razlike brzine u postotcima za

SIMPLE algoritam: a), b) -vlastita relativna razlika;

d), e), f) -relativna razlika; c) strujnice u polju
relativne razlike

Na slici 5.14 dan je prostorni prikaz vlastite relativne razlike polja brzine Av,. i

relativne razlike polja brzine Av,. ; za SIMPLE algoritam za tri tipicne vrijednosti

vlastite srednje relativne razlike brzine ra, .o na mrezi M1. Polja su iskazana u

postotcima, a oznake srednjih vrijednosti decimalno. Slike 5.14 a) i b) prikazuju

raspodjele vlastite relativne razlike polja brzine. Vidljivo je kako se u vec¢em dijelu
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podrucja vlastita relativna razlika nalazi blizu srednje vrijednosti (npr. 5.14 a) od 0.5 %
do 2 % dok vlastita srednja relativna razlika iznosi 9.9-10°). Takoder, usporedbom slika
5.14 a) i 5.14 b) vidi se da rjeSenje napreduje od gornjeg ruba, koji je izazvao gibanje
fluida. Na slikama 5.14 d), e) i f), prikazane su raspodjele relativne razlike polja brzine,
gdje je referentno polje ono koje proizlazi nakon 6. iteracije FLOP algoritma. Slijed tih
slika oslikava zasi¢enje, kako je pokazano i krivuljama ra, ,; 1 na slici 5.13 a).
Usporedbom slika 5.14 e) i1 f) vidimo da je relativna razlika u polju brzine izmedu
SIMPLE i FLOP algoritma prakticki konstantna od 1180 iteracije pa do 4000. iteracije,

odnosno rjesenja na razini racunalne tocnosti SIMPLE algoritma.

Na slijedu slika 5.14 d)-e)-f) zamjetno je smanjivanje pogreske polja brzine u nutrini
podrucja, dok razlike u polju brzina u kutovima podrucja ostaju iste kroz cijeli proracun
SIMPLE algoritmom. Ova se razlika pripisuje pogreSci uzrokovanoj Rhie-Chow
interpolacijom u SIMPLE algoritmu. Kao S§to je ve¢ pokazano u primjerima 5.1 1 5.2, u
kojima je analiticko rjeSenje bilo poznato, ova je pogreSka izraZenija na mjestima sa
vecom promjenom brzine i ve¢om zakrivljenoS¢u strujanja. Na slici 5.14 ¢) na prikaz
polja relativne razlike brzine, nadodan je i1 prikaz strujnica, sve za rjeSenje SIMPLE
algoritma na razini racunalne to¢nosti, nakon 4000. iteracije. Vidljivo je da je rijec
upravo o takvim podruc¢jima. U gornjem lijevom i1 desnom kutu komponente brzine
relativno naglo mijenjaju svoju vrijednost, odnosno strujanje naglo mijenja smjer. U
donjem lijevom i desnom kutu strujanje se odvija u vrtlozima koji su relativno mali
obzirom na veli¢inu diskretizacije na ovoj mrezi (M1). Osim vece razlike u cijelom
podrucju ovih vrtloga (najbolje vidljivo usporedbom slika 5.14 c) i f)), posebno je
uocljivo podrucje najvece razlike koje se pruza u dijagonalnim smjerovima. Spomenuti
su vrtlozi izduZeni upravo u tom smjeru, pa se tako podrucje maksimalne pogreske
poklapa sa mjestima najvecih zakrivljenosti strujanja zahvac¢enog u vrtlozima. Ova se
podrucja pruzaju dijagonalno do rubova gdje se stapaju sa podru¢jima zaustavnih tocaka
koje vrtlozi dijele sa glavnim tokom (centralnim, glavnim vrtlogom). Ova je pogreska
primjetna 1 u iskazu vlastite relativne razlike polja brzine na slici 5.14 a). Ocito je da je
zbog ove pogreske, konvergencija SIMPLE algoritma na tim mjestima sporija. Kao Sto
je pokazano i u proSlim primjerima, ova se pogreska smanjuje s povecanjem gustoce

mreze, kao 1 razlika u rjeSenjima SIMPLE i1 FLOP algoritma.
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Slika 5.15 Primjer 3. Razlika rjeSenja za SIMPLE algoritam na mrezZi M3,
iskazana u postotcima: a) polje relativne razlike
brzine, b) polje relativne razlike tlaka

Na slici 5.15 a) prikazana je raspodjela relativne razlike brzine za slucaj diskretizacije
M3 (240x240 k.v). Vidljivo je kako se na mrezi s finijjom diskretizacijom pogreska u
podrucju strujanja zahvacenog vrtlozima smanjila. Preostala su jo§ samo podrucja s
naglim skretanjem toka u kutovima i podrucja zaustavnih tocaka, sto je i1 bilo o€ekivano
s obzirom na rezultate iz proSlih primjera (Poglavlja 5.1 1 5.2). Kako se u ovom
primjeru relativna razlika polja brzine ponasa slicno kao i relativna pogreska polja
brzine na strani SIMPLE algoritma iz proslih primjera, zakljucuje se da uzrok iskazane
razlike lezi u pogresci uzrokovanoj Rhie-Chow interpolacijom u SIMPLE algoritmu.
Ovo se moze dodatno potkrijepiti osvrtom na prosle primjere gdje se pokazalo da FLOP
algoritam ne sadrzi izvor pogreske koji je po svom doprinosu usporediv sa Rhie&Chow
interpolacijom u SIMPLE algoritmu, dok je utjecaj lazne difuzije sliCan za oba

algoritma.

Na slici 5.15 b) prikazana je relativna razlika polja tlaka iz SIMPLE algoritma za
rjeSenje na razini racunalne tocnosti, nakon 64000. iteracije. Ona je odredena na isti
nacin kao 1 relativna razlika polja brzine. Ova veli¢ina oslikava prvenstveno razliku u
utjecaju lazne difuzije u algoritmima. Kao 1 u primjeru 5.1 (slika 5.5), vidi se da je lazna
difuzija jednako prisutna u SIMPLE i FLOP algoritmu, jer je relativna razlika polja
tlaka mala. U prikazu na slici 5.15 b), relativna razlika je u veéem dijelu podruc¢ja manja

od relativne pogreske polja tlaka iz primjera 5.1 (slika 5.5 ¢)). Na prikazu na slici 5.15
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b), razlika se u ve¢em dijelu podru¢ja nalazi izmedu vrijednosti 0.001 — 0.1 %, dok se
na prikazu na slici 5.5 ¢) na podrucju sli¢ne veli€ine, pogreska nalazi izmedu vrijednosti
0.2 — 2 %. Takoder, u njenom prikazu ne isticu se podru¢ja zaustavnih toc¢aka, ve¢ se
samo zamjecuje neznatan porast razlike u podrucjima uz rubove, §to se pripisuje
pogresci uzrokovanoj nefizikalnim rubnim uvjetima tlaka u jednadzbama koli¢ine
gibanja u SIMPLE algoritmu. Izboj vece razlike, oblika luka uzrokovan je relativnim
prikazom pogreske jer prolazi upravo kroz podrucje vrijednosti tlaka koje su bliske nuli,

slika 5.15b)i5.11 b).

Na temelju rezultata iz ovog primjera i zapazanja iz proslih primjera, u svrhu usporedbe
brzine konvergencije algoritama, usvaja se kriterij vlastite srednje relativne razlike polja
brzine ra, ;. Proratun se smatra zavrSenim nakon iteracije u kojoj njena vrijednost

padne ispod iznosa 10™*. Ovaj ¢e kriterij vrijediti u svim preostalim primjerima.

Prema tom kriteriju SIMPLE algoritam ovaj primjer rjeSava u 1181 iteracija na mrezi
M1 (60x60 k.v), 4708 iteracija na mrezi M2 (120x120 k.v) 1 18826 iteracija na mrezi
M3 (240x240 k.v.). Brzina konvergencije SIMPLE algoritma ovisna je o gusto¢i

diskretizacije te u ovom primjeru raste proporcionalno broju kona¢nih volumena.

FLOP algoritam ovaj problem rjeSava u dvije iteracije neovisno o gustoc¢i diskretizacije.
Gledano kroz utrosak racunalnog vremena, FLOP algoritam je ucinkovitiji jer treba
manje raCunalnog vremena za postizanje zadane to¢nosti rjeSenja, kao Sto prikazuje

tablica 5.3.

Tablica 5.3  Primjer 3. Utrosak racunalnog vremena t,,. [s] do postizanja
zadane tocnosti rjesenja (ray rer < 1 0‘4)

y Algoritam
Mreza SIMPLE FLOP
M1 (60x60) 85.98 0.156
M2 (120x120) 74438 1.124
M3 (240x240) 9256.14 8.654
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5.4 Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu

Reynoldsova broja Re=100

U ovom se primjeru rjesava problem jednak onom iz prethodnog primjera, s razlikom
da je u ovom primjeru zadan Reynoldsov broj strujanja Re = pUL/u = 100. Problem je
rjeSavan za tri varijante diskretizacije, u kojima su mreze jednake onima iz proslih
primjera (M1, M2 i M3). Rubni uvjeti su zadani jednako kao i u proslom primjeru, dok
je trazeni Reynoldsov broj ostvaren zadavanjem vrijednosti viskoznosti fluida 4= 0.01.
U svim slucajevima, proratun zapocCinje nultim vrijednostima polja brzine i tlaka.
Postupak proracuna i odredivanja utroska racunalnog vremena provedeni su na isti

nacin kao i u prethodnim primjerima.

Rjesenje problema prikazano je na slici 5.16, kroz polja brzine i tlaka, dobivenih FLOP

algoritmom. Tocka referentnog tlaka 7}, je u svim slu€ajevima diskretizacije smjeStena u

teZiStu kona¢nog volumena najbliZeg ishodistu, a referentni tlak ima vrijednost p|, =1.
P

U ovom se strujanju zbog manje viskoznosti ostvaruje i manji pad tlaka u podrucju

proracuna, pa je shodno tome prilagoden i raspon prikaza izobara.

Pregledom polja apsolutne vrijednosti brzine sa slijeda slika 5.16 a)-b)-c), uocljivo je da
je razlika izmedu rjeSenja na koriStenim mrezama zanemariva. Tako se zakljuCuje da je
pri ovom Reynoldsovom broju 1 koriStenim mreZama, mreZna neovisnost rjeSenja jo$

uvijek saCuvana.
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Slika 5.16 Primjer 4. Rjesenje prema FLOP algoritmu dano strujnicama i
poljima apsolutne vrijednosti brzine i tlaka: a), b) i
¢) polje brzine na mrezama M1, M2 i M3; d) polje
tlaka na mrezi M3
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Slika 5.17 Primjer 4. Konvergencija rjeSenja prema rezidualima:

a) SIMPLE; b) FLOP
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Slika 5.17 prikazuje povijesti konvergencije za dva algoritma na tri gustoce
geometrijske mreze. Vidljivo je da se u ovom primjeru SIMPLE algoritam ponasa
sli¢no kao i1 u proslom. Ako se na osi apscisa koriste brojevi iteracija razmjerni veli¢ini
mreze reziduali 7, 1 7, za jednadZzbu koli¢ine gibanja padaju prakticki na jednu krivulju,
na temelju ¢ega se donose zakljucci isti kao u proSlom primjeru. Vidljivo je da SIMPLE
algoritam postiZze rjeSenje na razini racunalne tocnosti u 4000 iteracija na mrezi M1,
16000 iteracija na mrezi M2 i 64000 iteracija na mrezi M3. Takoder, broj iteracija
potrebnih za postizanje rjeSenja na razini racunalne tocnosti kod SIMPLE algoritma,
linearno raste sa povecanjem broja konac¢nih volumena ~ nv. FLOP algoritam za
postizanje rjeSenja na razini raCunalne tocnosti u ovom primjeru potrebuje 6 iteracija na
mrezama M2 1 M3, te 7 iteracija na mrezi M1. Prema trendu kojeg pokazuju krivulje na
slici 5.17 b), zakljucuje se da i u ovom primjeru broj iteracija potrebnih za dosizanje

rjeSenja na razini racunalne tocnosti kod FLOP algoritma ne ovisi o veliini mreZe.

Povijest konvergencije rjeSenja iskazana vlastitom srednjom relativnom razlikom brzine
- I'av rer 1 stednjom relativnom razlikom brzine - 7, ;1 za oba algoritma objedinjena je
na slici 5.18. Prikazane veli¢ine formirane su na isti nacin kao i u prethodnom primjeru
(izrazi (5.10) i (5.11)) s jedinom razlikom da je pri formiranju vlastitih razlika za FLOP
algoritma (Av,e 1 7ay re7) 1 razlika u SIMPLE algoritmu (Av,e; 1 1 7ay e 1) kao referentno
polje v..;, posluzilo polje brzine nakon 9. iteracije FLOP algoritma jer u ovom slucaju

ono predstavlja zavrSetak proracuna.
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Slika 5.18 Primjer 4. Konvergencija rjesenja prema vlastitoj srednjoj
relativnoj razlici brzine i srednjoj relativnoj razlici
brzine: a) SIMPLE; b) FLOP

Prikazi na slici 5.18 potvrduju ispravnost odabira vlastite srednje razlike polja brzine
(av re1) kao kriterija za ocjenu postignutih razina rjeSenja dvaju algoritama. Pregledom
slika 5.18 a) 1 b), vidi se da kod oba algoritma krivulje srednje relativne razlike polja

brzine (ray s 1) postizu zasi¢enje nakon iteracije u kojoj srednja relativna razlika polja

brzine pada ispod vrijednosti 10,

Sli¢nost sa prethodnim primjerom (Slika 5.13) zamjecuje se 1 na ovom prikazu povijesti
konvergencije. Svi trendovi krivulja su sli¢ni, dok se razlika nalazi u broju iteracija za
slu¢aj FLOP algoritma. Prema usvojenom kriteriju, FLOP algoritam ovaj problem
rjeSava u 4 iteracije, neovisno o veli¢ini mreze, dok je u slu¢aju SIMPLE algoritma
preciznijim ocitavanjem utvrdeno da algoritam rjeSava ovaj problem u 1183 iteracije na
mrezi M1, 4718 iteracija na mrezi M2 te 18842 iteracije na mrezi M3. Takoder, na

strani SIMPLE algoritma potvrduje se linearna veza izmedu potrebnog broja iteracija i

veliCine diskretizacije.

Tablica 5.4 prikazuje utroSeno racunalno vrijeme, iz koje se potvrduje veca ucinkovitost

FLOP algoritma.
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Tablica 5.4  Primjer 4. Utrosak racunalnog vremena t,,. [s] do postizanja
zadane tocnosti rjeSenja (ray re < 1 0'4)
. Algoritam
Mreza SIMPLE FLOP
M1 (60x60) 81.86 0.312
M2 (120x120) 732.61 2.248
M3 (240x240) 9193.58 17.248

Razlike u rjeSenjima dobivenim SIMPLE i FLOP algoritmom prikazane su na slici 5.19.

Njihovo je ponaSanje slicno kao i u prethodnom primjeru (slike 5.14 i 5.15), gdje su

obrazlozeni 1 uzroci nastanka tih razlika.
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Slika 5.19 Primjer 4. Relativna razlika polja brzine i tlaka za SIMPLE
algoritam, u postotcima: a), b) na mrezi M1; c), d)

na mrezi M3

NOVI ALGORITAM Z4 POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA

133

Severino Krizmanié, Doktorski rad



5 PRIMJERI I DISKUSIJA

5.5 Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu Reynoldsova broja Re=5000

5.5 Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu

Reynoldsova broja Re=5000

U jednadzbi koli¢ine gibanja, konvekcijski je ¢lan nelinearan. Porastom njegovog
udjela, smanjuje se stabilnost stacionarnog rjesenja, te za Reynoldsove brojeve veée od
kriticnog, rjeSenje postaje nestacionarno. Toc¢na vrijednost kriticnog Reynoldsovog
broja za ovaj sluc¢aj dvodimenzijskog strujanja i danas je predmet rasprave. Kako je
problem dvodimenzijski, njegova je vrijednost uglavnom od teorijskog znacaja, s
namjerom da posluzi u svrhu usporedbe numerickih metoda. Tako se na temelju
dostupnih izvora moze zakljuciti da njegova vrijednost ovisi o redu tocnosti numericke
sheme 1 gusto¢i diskretizacije. U radu [17] autori su utvrdili kritiénu vrijednost
Reynoldsovog broja Re = 21000, dok ostali izvori [2] , [40] i [4] daju raspon vrijednosti
Re =7000-8050. Autori rada [4], proveli su analizu stabilnosti postignutih stacionarnih
rjeSenja za niz rastu¢ih Reynoldsovih brojeva, na mrezama razliitith gustoc¢a od
256x256 k.v. do uklju¢ivo 2048x2048 k.v. primjenom numericke sheme treceg reda
tocnosti. Dobili su vrlo uzak raspon kriticne vrijednosti: Re = 8000-8050. Za slucajeve
Reynoldsovih brojeva nizih od kriticnog, tj. stacionarnih rjeSenja, svi se izvori
podudaraju u rjeSenjima danim u obliku profila i polja fizikalnih veli¢ina i naglasava se
potreba za finijjom diskretizacijom u cilju postizanja stabilnog rjeSenja kod visih

vrijednosti Reynoldsova broja.

U skladu s navedenim, za ovaj je primjer odabrana vrijednost Reynoldsovog broja Re =
5000. Ova vrijednost omogucuje usporedbu svojstava novog i SIMPLE algoritama za
slucaj veceg omjera izmedu konvekcijskog i difuzijskog transporta brzine, dok
istodobno osigurava stacionarno rjeSenje na mrezama M1, M2 i M3, definiranih u
prethodnim primjerima. U ovom je primjeru zadavanje rubnih uvjeta, diskretizacija,
postupak proracuna i odredivanje utroSka racunalnog vremena provedeno na isti nacin
kao 1 u prethodnim, dok je traZzeni Reynoldsov broj ostvaren zadavanjem vrijednosti

viskoznosti fluida x = 0.0002.
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Slika 5.20 Primjer 5. Rjesenje prema FLOP algoritmu dano strujnicama i
poljima apsolutne vrijednosti brzine i tlaka: a), b) i
¢) polje brzine na mrezama M1, M2 i M3; d) polje
tlaka na mrezi M3

Slika 5.20 prikazuje rjeSenje na razini racunalne to¢nosti dobiveno novim algoritmom,
kroz prikaz strujnica i polja apsolutne vrijednosti brzine na mrezama M1, M2 i M3, te
strujnica 1 polja tlaka na mreZzi M3. Pri ovom Reynoldsovom broju, ostvarena razlika
tlaka uzrokovana je prvenstveno konvekcijskim transportom odnosno posljedica je
inercijalnih sila koje su razvijene u glavnom vrtlogu. Ovo je na slici 5.20 d) jasno
izrazeno kako plavo podru¢je u centru glavnog vrtloga. Za razliku od prethodnog
slucaja (slijed slika 5.16 a)-b)-c)), u ovom je primjeru uocljiva razlika medu rjeSenjima
dobivenih na mrezama razliCite gustoce (slijed slika: 5.20 a)-b)-c)). Zbog visoke
vrijednosti Reynoldsovog broja, omjer izmedu konvekcijskog i difuzijskog transporta
brzine znatno je veci pa time i pogreska lazne difuzije postaje izrazenija. Ova pogreska
opada s povecanjem gusto¢e mreze (kao Sto je pokazano u primjerima 5.1 1 5.2). Sa
slike 5.20 je vidljivo da za vrijednost Reynoldsovog broja Re = 5000, upotreba EDS

sheme diferencije i odabranih mreza ne osigurava mrezno neovisno rjesenje problema.
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Tako sa stajaliSta numerickog pristupa, rjeSavanje ovog problema na mrezama M1, M2 i
M3, zbog mrezne ovisnosti rjeSenja, zapravo predstavlja rjeSavanje tri medusobno
razli¢ita problema. To se odrazava i u povijesti konvergencije rjeSenja, kako je

prikazano na slikama 5.21 1 5.22.
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Slika 5.21 Primjer 5. Konvergencija rjesenja prema rezidualima:
a) SIMPLE; b) FLOP
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Slika 5.22 Primjer 5. Konvergencija rjesenja prema vlastitoj srednjoj

relativnoj razlici brzine i srednjoj relativnoj razlici
brzine: a) SIMPLE; b) FLOP

Prethodna su dva primjera pokazala (slike 5.12 a) 1 5.13 a), te slike 5.17 a) 1 5.18 a)) da
je brzina konvergencije SIMPLE algoritma pri rjeSavanju odredenog problema na

mrezama koje se po gusto¢i diskretizacije mogu smjestiti u podrucje mrezne

NOVI ALGORITAM Z4A POVEZIVANJE POLJA BRZINE I TLAKA 136

Severino Krizmanic¢, Doktorski rad



5 PRIMJERI I DISKUSIJA

5.5 Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu Reynoldsova broja Re=5000

neovisnosti, obrnuto proporcionalna broju kona¢nih volumena. Ovaj primjer pokazuje
da je brzina konvergencije SIMPLE algoritma ovisna i o razlu¢ivosti koriStene mreze
Sto se u okviru razlika u rjeSenjima koje nastaju zbog mrezne ovisnosti u ovom
primjeru, odrazava neznatnom promjenom faktora razmjernosti. (U ovom je primjeru
omjer broja iteracija na apscisi jednak onom iz prethodnih, a krivulje reziduala koli¢ine
gibanja r,, 1 r, sa slike 5.21 a) i vlastite srednje relativne razlike brzine 7, ,; sa slike 5.22

a) se ne poklapaju).

Za postizanje rjeSenja na razini racunalne tocnosti SIMPLE algoritam zahtijeva
priblizno 3200 iteracija na mrezi M1, 11900 iteracija na mrezi M2 te 47000 iteracija na
mrezi M3, dok novi algoritam zahtijeva 19 iteracija na mrezi M1, 18 iteracija na mrezi
M2, te 20 iteracija na mrezi M3. Iz navedenog se moze i za ovaj primjer zakljuciti da
usvajanje spomenutog kriterija zavrSetka proracuna (ra, re < 107 stavlja SIMPLE
algoritam u povoljniji polozaj. Povijest konvergencije rjeSenja prikazana srednjom
relativnom razlikom brzine za SIMPLE algoritam (Slika 5.22 a)) pokazuje logaritamski
karakter te veliku razliku izmedu broja iteracija potrebnih za zadovoljavanje kriterija
Favre < 107 1 broja iteracija potrebnih za postizanja rjeSenja na razini ra¢unalne to¢nosti.
Kod FLOP algoritma (Slika 5.22 b)), slu¢aj je upravo obrnut. Glavnina iteracija je
utroSena do zadovoljavanja kriterija, nakon cega je za poboljSavanje rjeSenja do razine

racunalne to¢nosti potrebno jos svega nekoliko dodatnih iteracija.

U slucaju FLOP algoritma, u svim se dosadas$njim primjerima pokazalo da brzina
konvergencije ne ovisi o broju konac¢nih volumena, dok ovaj primjer pokazuje ovisnost
brzine konvergencije o razlu¢ivosti mreze. Sam oblik te ovisnosti teSko je utvrditi zbog
velike brzine konvergencije algoritma u ovom primjeru. Uz sam izgled krivulja vlastite
srednje relativne razlike brzine na slici 5.22 b), ovo je dodatno naglaseno 1 kruzi¢ima u

.y . .o v v 4
okolisu kriterija zavrSetka proracuna: ra, ., < 107,

Toc¢nijim ocitavanjem vlastite srednje relativne razlike brzine u slu¢aju SIMPLE
algoritma (Slika 5.22 a)) 1 u skladu sa donesenim kriterijem zavrSetka proracuna,
zakljuCuje se da SIMPLE algoritam rjeSava ovaj problem u 836. iteraciji na mrezi M1,

3601. iteraciji na mrezi M2 1 12471. iteraciji na mrezi M3. Novi algoritam FLOP
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problem rjeSava u 14. iteraciji na mrezama M1 1 M2, te 17. iteraciji na mrezi M3.
Tablica 5.5 prikazuje utroSeno racunalno vrijeme za dva algoritma u ovome primjeru, te
se uz osvrt na rezultate iz prethodnih primjera, dane tablicama 5.3 i 5.4 zakljucuje o

superiornosti novog algoritma.

Tablica 5.5  Primjer 5. Utrosak racunalnog vremena t,,. [s] do postizanja
zadane tocnosti rjeSenja (Yay rer < 1 0'4)

Mresa Algoritam
SIMPLE FLOP
M1 (60x60) 57.85 1.092
M2 (120x120) 497.05 7.868
M3 (240x240) 6084.98 73.304
AVrel 1
20
10
5
2
05
0.2
0.1 b)
0.01
0.001
rAvrel 1:2_5_1072 rAvrell 6.510°
3000 e, || : DY A
Aprel 1
1
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0.1
0.05
0.02
0.01
0.005
0.002
0.001
Py e (65107 ‘ =6.510
240x240, 240x240,
48000. iter. | 48000. iter.
Slika 5.23 Primjer 5. Relativne razlike za SIMPLE algoritam, u
postotcima: a) polja brzine na mrezi M1;
b), d) polja brzine na mrezi M3, c) polja tlaka na
mrezi M3.
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U svim primjerima oba algoritma koriste istu (EDS) shemu diferencije 1 iste mreze.
Time je i mrezna ovisnost konacnog rjeSenju u oba algoritma izrazena na isti nacin.
Razlike u rjeSenjima prikazane su na slici 5.23 kroz polja relativnih razlika brzina i
tlaka. Njihovo ponasanje u ovom primjeru slijedi obrazac iz primjera pokazanih u
prethodnim poglavljima (poglavlja 5.3 i 5.2). Razlika obzirom na prethodni primjer
sastoji se u tome da je u ovom primjeru rjeSenje kompleksnije jer sadrzi veéi broj
vrtloga 1 zaustavnih tocaka pa samim time i1 ve¢i broj mjesta na kojima pogreska
uzrokovana Rhie-Chow interpolacijom iz SIMPLE algoritma dolazi do izrazaja. Slijed
slika 5.23 a)-b) pokazuje smanjivanje ove pogreske sa pove¢anjem gustoce mreze, dok
slika 5.23 d) iznova pokazuje njenu vecu izrazenost na mjestima s naglom promjenom
smjera strujanja: podrucja najvecih zakrivljenosti strujnica u vrtlozima 1 podrucja

zaustavnih toc¢aka.

Dosadasnji su primjeri posluzili prvenstveno u svrhu opisa svojstava novog algoritma i
njegove usporedbe sa SIMPLE algoritmom u pogledu brzine konvergencije. Stoga se u
primjerima 5.3 do 5.5 nije ponovo razmatrao utjecaj algoritama na toc¢nost rjeSenja.
Takoder, razmatranje algoritama u kontekstu to¢nosti nije uobicajeno, jer se ocekuje da
ona ovisi prvenstveno o primijenjenoj shemi diferencije i gusto¢i mreze. Ipak kroz sve
je primjere prikazom razlika u konacnom rjeSenju pokazano u kojoj mjeri ostali
elementi numericke procedure algoritama mogu utjecati na konacno rjesenje. Vec je
pokazano, da je jedan uzrok razlike pogreska u SIMPLE algoritmu uzrokovana
upotrebom Rhie-Chow interpolacije i upotrebom nefizikalnih rubnih uvjeta za tlak.
Doprinos ova dva uzroka u smislu njihovog utjecaja na konacno rjesenje vec je opisan u
primjerima potencijalnog strujanja 5.1 1 5.2, a izostala je rasprava o tome koji nacin
upotrebe polja tlaka u ova dva algoritma donosi manju pogresku u konacnom rjesenju.
Bez obzira na izraZeno lokalno ispoljavanje pojedinih uzroka, i kakav god bio parcijalni
doprinos pojedinog uzroka te bez obzira na njihova medusobni utjecaj, kona¢no rjesenje
sadrzi ukupni uc¢inak svih aspekata algoritma. Ono ¢e u nastavku ovog posljednjeg
poglavlja o laminarnom strujanju u pravokutnoj Supljini biti usporedeno sa rjeSenjem iz
nezavisnog izvora i rjeSenjem dobivenim uz pomo¢ novog algoritma FLOP uz primjenu

EDSI sheme diferencije, kao sheme viseg reda to¢nosti.
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Problem dvodimenzijskog laminarnog strujanja u pravokutnoj Supljini s pomic¢nim
rubom je zbog jednostavne geometrije podru¢ja proracuna podesan za primjenu
sloZenijih 1 to¢nijih shema diferencije koje su Cesto teZze primjenjive na slozenim
geometrijama. Tako je taj problem postao jednim od osnovnih test-slucajeva za
usporedbu numerickih metoda i njihovih elemenata i Siroko je zastupljen u literaturi. U
Sirokom rasponu znanstvenih ¢lanaka, odabran je rad [17]. Ovaj se rad prema
rezultatima u stacionarnom podrucju strujanja dobro slaze sa ostalim radovima [23] 1
[60], a donosi pregledan i bogat tablicni prikaz profila brzine za razli¢ite slucajeve, pa
tako 1 za slucaj Re = 5000. Proracun primjera za kojeg se ovdje iznose rezultati,
proveden je algoritmom koji se temelji na varijablama strujne funkcije i vrtloznosti
putem metode konacnih diferencija na mrezi 601x601 tocaka uz primjenu sheme
diferencije drugog reda to¢nosti. Dakle rijec je o rjeSenju dobivenom uz pomo¢ drugog
algoritma, na gus$¢oj mrezi i uz pomo¢ sheme vece razluc¢ivosti. Osim samih profila u
komponente brzine duz linije x = 0.5 i profila v komponente duz linije y = 0.5 ovdje su
prikazana i relativna odstupanja komponenti brzine e, i e, proizaslih iz SIMPLE i novog
algoritma spram rezultata iz ovog izvora [17], te razlika relativnih odstupanja Ae, 1 Ae,
izmedu FLOP i SIMPLE algoritma. Radi ilustracije, ovdje su preneseni i profili
relativne razlike pojedinih komponenti brzina Av,.;, 1 Av,.;, Sve ove veli¢ine prikazane

su na slici 5.24, a definirane su u skladu sa sljede¢im izrazima:

] vy
eu - ’ ev - ’
uref x=0.5 vref y=0.5
Aeu =€, simpLE ~ €, FLOP> Aev =€, simeLe — & FLOP> . (5.12)
A _ |uSIMPLE - uFLOPH 3 A _ VoimpLE — VFL0P|
vrel u |M | s vrel v |V |
FLOP =05 FLOP y=05

U gornjim izrazima u 1 v su komponente brzine iz rjeSenja dobivenog od strane
pripadajuceg algoritma, a oznaka ref oznacuje referentne profile brzine, prema izvoru

[17].

Na prikazu profila brzine, na slikama 5.24 a) i c¢) uocljivo je preklapanje rjeSenja

dobivenih SIMPLE i1 FLOP algoritmima, a oba podosta odstupaju od rjeSenja iz izvora
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[17]. Ovo je 1 o€ekivano zbog velike razlike u razlu€ivosti izmedu EDS sheme na mreZzi

M3 (SIMPLE i FLOP algoritmi) u odnosu na ukupnu razluivost postupka

primijenjenog u radu [17]. Iz prikaza relativnih odstupanja e, i e, vidljivo je da ona

prelaze 20%, medutim usporedba rezultata dobivenih metodama s tolikom razlikom u

tocnosti 1 nije bila cilj, ve¢ je cilj usporedba SIMPLE i FLOP algoritma uz pomo¢ puno

tocnijeg rjesenja.

y -20 _ 20 ¢, y 002 04 06 08 1Ae,, Av,,; ,
3 T
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08¢ 08¢ \
\\ o  Erturkidr. 07k N \\
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Slika 5.24 Primjer 5.

Usporedbe profila brzine dobivenih FLOP i
SIMPLE algoritmima uz primjenu EDS sheme na

mrezi M3 s rjeSenjem drugih autora [17] i relativna
odstupanja u postotcima:
a) u komponenta i njeno odstupanje duz linije x=0.5
c) v komponenta i njeno odstupanje duz linije y=0.5;
b), d) uvecani prikazi odstupanja i razlike

odstupanja
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Unato¢ velikim odstupanjima dobivenih rjeSenja, uocljivo je manje odstupanje e, i e, u
rjeSenjima dobivenim FLOP algoritmom (iako je mreza i shema diferencije ista). Radi
bolje argumentacije, na slikama 5.24 b) i d) su unesene i razlike izmedu odstupanja
SIMPLE i FLOP algoritma po komponentama: Ae, i Ae,. Kako se moze vidjeti, ove su
razlike za slucaj oba profila pozitivne i to u cijelom podrucju, Sto prema njihovoj
definiciji (5.12), znaci veée odstupanje rjeSenja iz SIMPLE algoritma, odnosno vecu
tocnost FLOP algoritma. Nadalje, u prikaz su uneseni i profili srednje relativne razlike
pojedinih komponenti brzina Av,.;, 1 Av,,. Profil za u komponentu brzine izvucen je sa
linije x = 0.5, a profil za v komponentu brzine sa linije y = 0.5, a osvrtom na sliku 5.23
d) vocljivo je da su na mjestu prolaska pojedine linije, strujnice okomite na istu. Tako se
za slucaj ovih profila moze smatrati da veli¢ine Av,.; , 1 Av,. , zapravo predstavljaju
relativnu razliku polja brzine Av,,; ; SIMPLE algoritma kojima je opisana razlika u
odnosu na rjeSenje dobiveno FLOP algoritmom. Iz prikaza profila veli¢ina Ae, 1 Av,e;
sa slike 5.24 b) i veli¢ina Ae, 1 Av, , sa slike 5.24 d) vidljivo je poklapanje u trendu
izmedu relativnih odstupanja e i relativnih razlika Av,,; za pojedinu komponentu brzine,
dok se one same razlikuju priblizno 20-25 %, $to je usporedivo s iznosom glavnog

odstupanja rjesenja e SIMPLE i FLOP algoritma od rjeSenja iz [17].

Glavnina pogreske u rjeSenju, kod primjene oba algoritma, je uzrokovana pojavom
lazne difuzije 1 pribliZzno je ista zbog primjene iste - EDS sheme diferencije. Ostatak
pogreske predstavlja manji dio, i moze se pripisati ostalim dijelovima algoritama
(numericke procedure). Ova posljednja usporedba sa znatno tocnijim rjeSenjem,
pokazuje da je kumulativni doprinos ostatka numeri¢ke procedure u kona¢noj pogresci
kod novog FLOP algoritma manji nego Sto je to kod SIMPLE algoritma. Prema tome,
prilikom upotrebe EDS sheme diferencije, mozZe se ocekivati da ¢e FLOP algoritam dati
tocnije rjeSenje od SIMPLE algoritma. U prisustvu rezultata iz nezavisnog izvora, ovaj
se zaklju¢ak dodatno moze potkrijepiti usporedbom polja relativnih razlika polja brzine
spram polja brzine dobivenog uz pomo¢ sheme diferencije viSeg reda to¢nosti, prema

slici 5.25.

Proratun ovog slucaja, dodatno je proveden i pomoc¢u novog FLOP algoritma uz

primjenu EDSI sheme diferencije (opisane u poglavlju 3.2), a usporedba rezultata ovog
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proracuna s rezultatima iz izvora [17] dana je na slici 5.27, gdje je uocljivo njihovo vrlo

dobro poklapanje, posebno za slucaj mreze M3. Slika 5.25 prikazuje polja relativne

razlike polja brzine Av,; | za oba algoritma uz primjenu EDS sheme diferencije i

njihovu medusobnu razliku Ae. Prilikom formiranja ovih polja (pomocu izraza (5.10)),

kod oba je algoritma referentno polje - polje brzine prema rjesenju dobivenom FLOP

algoritmom uz primjenu EDSI sheme diferencije, dok su ostale veli¢ine koje se

pojavljuju na slici odredene nacinom:

Ae= (Av ) —(Av ) ;
rel 1 JSiMpLE rell Jprop

v, =\7, —\7 .
e Avrel 1 SIMPLE Av rel 1 FLOP

(5.13)

A
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Avrel 1:0'265

240x240,
20. iter.
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01
r, =4.8810°
e
240x240

Slika 5.25 Primjer 5. Prikaz relativne razlike polja brzine za slucaj

odabira referentnog polja proizaslog primjenom

FLOP algoritma i EDSI sheme diferencije:

a) Relativna razlika polja brzine za SIMPLE (EDS),
b) Relativna razlika polja brzine za FLOP (EDS);

¢), d) Prikazi razlike Ae.
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Prikazi relativne razlike polja brzine, slika 5.25 a) za SIMPLE 1 slika 5.25 b) za FLOP
algoritam, spram rjeSenja dobivenog FLOP algoritmom uz primjenu EDSI sheme
diferencije, u velikom dijelu pokazuju razliku od priblizno 20%, koja je usporediva s
onom koja se pokazala prilikom usporedbe sa rezultatima iz izvora [17] (prikazanom
veli¢inama e, i e,, na slici 5.24.). Prikaz relativnih razlika polja brzine, slike 5.25 a) i b),
otkriva da se na dijelovima podrucja, u blizini dodira glavnog vrtloga s manjim
vrtlozima, relativna razlika penje i do iznosa 200 %. Na ovim mjestima dolazi do velike
promjene u polju brzine (uocljivo, na slikama 5.20 c¢) 1 5.26 c)) ¢ime se na tim mjestima
1 razlika u razlucivosti izmedu EDS 1 to¢nije, EDSI sheme (odnosno pogreska lazne

difuzije na strani EDS sheme) i najvise istice.

Razlike relativnih odstupanja Ae, i Ae, izmedu FLOP i SIMPLE algoritma (definirane u
izrazima (5.12)), prikazane na slici 5.24 pokazuju da je, lokalno, na mjestima
uzorkovanja prikazanih profila brzine, rjeSenje dobiveno FLOP algoritmom to¢nije, dok
prikazi na slikama 5.25 ¢) i d) pokazuju da se jednako moze zakljuciti 1 za gotovo cijelo
podrucje proracuna. VeliCina Ae definirana u izrazima (5.13) je u najvecem dijelu
podru¢ja prorauna pozitivna, §to je jasno iskazano 1 veli¢inom r.. Takoder,
usporedbom prikaza veli¢ine Ae na dijelovima c) 1 d) slike 5.25 sa veli¢inom Av,; |
prikazanom za SIMPLE algoritam na slikama 5.23 b) i d), zamjecuje se sli¢nost u
njihovoj raspodjeli, dok je prema rasponu prikaza vrijednosti (koji je na obje slike isti)
vidljivo da je veli¢ina Ae priblizno 20 % manja od veli¢ine Av,., ;. Ovaj se trend
potvrduje i usporedbom vrijednosti veli¢ina ra, ;1 1 7. sa tih slika (5.23 1 5.25). Ova
analiza dodatno potkrjepljuje ranije izneseni zakljucak da se dosada prikazane relativne
razlike polja brzine Av,,; ;| mogu smatrati ve¢im pogreSkama SIMPLE algoritma i to

priblizno u prikazanom iznosu (umanjenom za 20-30 %).

Na kraju ovog dijela poglavlja zakljucuje se da i u uvjetima veceg udjela konvekcijskog
transporta koli¢ine gibanja, u podru¢jima gdje je strujanje vise ustaljeno novi algoritam
i SIMPLE algoritam imaju bliske rezultate s malom razlikom koja je jednakog znacaja
kao 1 u slu¢ajevima veceg udjela difuzijskog transporta. Nedostatak razlu€ivosti mreze 1
sheme diferencije kod novog se algoritma jednako odrazava na rjeSenje kao kod

SIMPLE algoritma. Pojava razlika u kona¢nim rjeSenjima izmedu SIMPLE 1 novog
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algoritma slijedi obrazac iz prethodnih primjera gdje se najvece razlike iskazuju u
podru¢jima nagle promjene komponenti brzina $to se pripisuje pogresci uzrokovanoj

Rhie-Chow interpolacijom u SIMPLE algoritmu.

Usporedba s to¢nijim rezultatima iz nezavisnog izvora i rezultatima proraCuna uz
primjenu to¢nije sheme diferencije pokazala je da je pogreSka u rezultatima dobivenih
dvama algoritmima u velikom dijelu sli¢na, kako je bilo i ocekivano jer oba algoritma
koriste istu shemu diferencije. Razlika medu pogreskama na strani SIMPLE 1 FLOP
algoritma pokazala je da kod SIMPLE algoritma ostatak numerickog postupka uzrokuje
vecu pogresku nego u slucaju FLOP algoritma. Tako se utvrduje da su rezultati koji
proizlaze iz FLOP algoritma to¢niji. Izmedu profila razlike u odstupanjima pojedinog
algoritama od toc¢nijih rezultata i profila relativne razlike brzine Av,.; ; utvrden je isti
trend dok razlika izmedu ove dvije veli¢ine odgovara glavnom odstupanju. Time je
zakljuceno da relativna razlika polja brzine Av,.; | koja je koriStena u svrhu medusobne
usporedbe rezultata SIMPLE i FLOP algoritma dobro opisuje vecu relativnu pogresku

polja brzine na strani SIMPLE algoritma.

I u ovom se primjeru pokazuje prevladavajuca ovisnost brzine konvergencije SIMPLE
algoritma o broju kona¢nih volumena gdje kao i u prethodnim slu¢ajevima broj iteracija
raste proporcionalno broju volumena, dok je za FLOP algoritam razlika u broju iteracija
na pojedinim mrezama mala. U relativnoj usporedbi spram ukupnog broja iteracija
pojedinog algoritma, Cini se da brzina konvergencije na strani FLOP algoritma zadrzava
neovisnost o broju kona¢nih volumena a vise ovisi o slozenosti rjesenja. Kod SIMPLE
algoritma broj iteracija potrebnih za postizanje rjeSenja na razini racunalne to€nosti
visestruko je ve¢i od broja iteracija potrebnog za zadovoljavanje usvojenog kriterija
zavrsetka proracuna (7ay rer 1 < 10'4), dok je kod FLOP algoritma slu¢aj obrnut. Time 1
usvojeni kriterij zavrSetka proracuna stavlja SIMPLE algoritam u povoljniji poloza;.
Prema tom kriteriju SIMPLE algoritam rjeSava ovaj problem u 836. iteraciji na mreZi
M1, 3201. iteraciji na mrezi M2 i 12471. iteraciji na mrezi M3. Novi algoritam problem

rjeSava u 14. iteraciji na mrezi M1, 14. iteraciji na mrezi M2, 1 17. iteraciji na mrezi M3.
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Primjena EDSI sheme diferencije

U nastavku je prikazano rjeSenje ovog problema dobiveno FLOP algoritmom uz

primjenu EDSI sheme diferencije. U pokuSaju rjeSavanja ovog problema SIMPLE

algoritmom (programskim paketom FLUENT) utvrdeno je da se isti ne moze rijesSiti

primjenom nijedne od ponudenih shema diferencije viSeg reda tocnosti. PokuSano je

rjeSenje odrediti sljede¢im shemama: SOU (Second Order Upwind), QUICK i

MUSCLE, koriste¢i pri tome razliCite kombinacije faktora podrelaksacije oy, 1 Oy, 1

variraju¢i pocetne pretpostavke polja brzine (koriSteno je Cak i stacionarno rjesenje

dobiveno primjenom EDS sheme), ali se nije uspjelo posti¢i konvergenciju postupka.

Zbog toga, ovdje, rezultati za SIMPLE algoritam nisu prikazani.

<
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240x240,
100. iter.
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=N WAOIONO©

240x240,
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Slika 5.26 Primjer 5. Prikaz rjesenja za slucaj primjene FLOP algoritma
uz primjenu EDSI sheme diferencije: a), b) i c) polje
brzine na mrezama M1, M2 i M3, d) polje tlaka na

mrezi M3
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Iz slike 5.26 se vidi da su rjeSenja prikazana poljima brzine na mrezama M2 i M3

prakti¢no jednaka, §to kod primjene EDS sheme (slika 5.20) nije bio slucaj. Slika 5.27

prikazuje usporedbu profila u i v komponente brzina s rezultatima iz [17] iz koje se vidi

veca tocnost ovih rezultata, u usporedbi s rezultatima EDS sheme (slika 5.24), Sto se 1

oc¢ekivalo. RjeSenja dobivena na mrezi 240x240 se prakticno poklapaju s rjeSenjima iz

[17] dobivenim na mrezi 601x601.
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Slika 5.27 Primjer 5. Usporedbe profila brzine dobivenih FLOP
algoritmom uz primjenu EDSI sheme diferencije s
rjeSenjem drugih autora [17] i relativna odstupanja
u postotcima:
a), b) u komponenta i odstupanje e, duz linije x=0.5
¢), d) v komponenta i odstupanje e, duz linije y=0.5.
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Na gornjoj slici znacenje relativnih pogresaka je sljedece:
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Slika 5.28 Primjer 5. Konvergencija rjesenja FLOP algoritma uz EDSI

shemu diferencije prema rezidualima i viastitoj
srednjoj relativnoj razlici brzine

Slika 5.28 prikazuje konvergenciju FLOP algoritma na tri koriStene mreze. Zanimljivo

je primijetiti da FLOP algoritam za slucaj primjene to¢nije sheme diferencije konvergira

do zadane toc¢nosti u manje iteracija na finijoj mrezi, $to je pozeljno svojstvo. Ovo se

moze obrazloZiti ¢injenicom da je na finijoj mrezi lokalni Pecletov broj manji i relativni

utjecaj eksplicitnog obracunavanja dijela ¢lanova koji proizlaze iz EDSI sheme

diferencije (eng - ,,deferred correction®) manji.

U skladu s usvojenim kriterijem zavrSetka proracuna, FLOP algoritam rjeSava ovaj

problem u 86. iteraciji na mrezi 60x60 k.v., u 49. iteraciji na mrezi 120x120 k.v. i u 36.

iteraciji na mrezi 240x240 k.v. Kod SIMPLE algoritma se uz primjenu bilo koje od

ponudenih shema diferencije viSeg reda to¢nosti, nije uspjelo dobiti konvergentan

postupak.
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5.6 Laminarno strujanje oko cilindra pri iznosu

Reynoldsova broja Re=0.1

U ovom se primjeru usporeduju dva algoritma u primjeni na vanjsku zadacu, a izabrana
je niska vrijednost Reynoldsova broja za koju se inercijske sile mogu zanemariti, pa se
zato ocekuje sporija konvergencija algoritma SIMPLE. Problem je rjeSavan u dvije
varijante diskretizacije: na mrezi M1 (4000 k.v.) i M2 (16000 k.v.) Slika 5.29 prikazuje
podrucje proracuna i mrezu M1. Na lijevoj strani vanjskog ruba (dio vanjskog
polucilindra, na slici 5.29 oznacenog zelenom bojom) propisana je ulazna brzina, dok
desna (plava) strana oznaCuje izlaznu granicu. Poznato je da se kod ovih problema
utjecaj cilindra osje¢a na velikoj udaljenosti [44], a ovdje se ne ulazi u razmatranje
dovoljne udaljenosti vanjske granice, ve¢ je cilj usporediti brzine konvergencije dvaju
algoritama. Slike 5.30 i 5.31 prikazuju detalje rjeSenja dobivenih algoritmima FLOP i
SIMPLE, a slika 5.32 konvergenciju dvaju postupaka.

Slika 5.29 Primjer 6 Podrucje proracuna i diskretizacija mrezom
M1(4000 k.v.)
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a O
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a 0 o
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16000 k.v.
4. iter.

Slika 5.30 Primjer 6 Detalj rjesenja dobivenog primjenom FLOP
algoritma na mrezi M2 (16000 k.v.):
a) polje brzine; b) polje tlaka
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P

b)

a O

O==2PNDNWWAhNDOO
a 0 o,

Co0O0OODLO0O <
a

16000 k.v.
50000. iter.

16000 k.v.
50000. iter.
Slika 5.31 Primjer 6 Detalj rjesenja dobivenog primjenom SIMPLE
algoritma na mrezi M2 (16000 k.v.):
a) polje brzine; b) polje tlaka
Ty 4000 k
- . , 4000k v.
L v 16000k. v. . py 1y Ap 16000 k. v.
10° 10’ 10°
1 X T
10 10 10°
107 10° . \\
-3 \\ ~ -5 107
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a) 10 1 107 1b) 10
1 0-7 S :\\: 1 0-9 ; 0_20 \
10° 333 107" N\
SN
107 \\ T ‘\ 107 10
R
1o 7100 | 107 P
107150 1" ~
g 2500 5000 7500 10000 12500 ' . iter
0000 30000 50000 €T

Slika 5.32 Primjer 6. Konvergencija rjeSenja prema rezidualima:
a) SIMPLE; b) FLOP
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5.6 Laminarno strujanje oko cilindra pri iznosu Reynoldsova broja Re=0.1

o 20008000 6ngokc v, U 1 2436 16000 k.v.
100”9””.”‘499”‘. 800 4000 k.. 1000-1(”. ——09 4000k,
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N N
= 10% AN = 10% \
S A 3 \
N N N P \
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mer —; 20000 40000 V- mer —5— 5 35 4 5 6 7 V-
Slika 5.33 Primjer 6. Konvergencija rjeSenja prema r,,,,, 1 ¥\, -
a) SIMPLE; b) FLOP
Slika 5.33 prikazuje povijest konvergencije dvaju algoritama u odnosu na prije

uspostavljeni kriterij vlastite relativne razlike polja brzine. Prema tom kriteriju,

SIMPLE algoritam postize r,, ., <107 u 3913. iteraciji na mrezi M1 i 15820. iteraciji

na mrezi M2. Kod SIMPLE algoritma se i u ovome primjeru pokazuje porast broja

iteracija priblizno razmjeran porastu broja konacnih volumena u mrezi. Algoritam

FLOP isti kriterij zadovoljava u drugoj iteraciji, neovisno o gusto¢i mreze.

Tablica 5.6

Primjer 6.

zadane tocnosti rjeSenja (ray rer < 1 0'4)

Mreza

Algoritam

SIMPLE

FLOP

M1 (4000 k.v.)

291.13

0.297

M2 (16000 k.v.)

2575.18

2.468
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5.7 Strujanje u kanalu s naglim prosirenjem pri iznosu Reynoldsova broja Re=229

5.7 Strujanje u kanalu s naglim proSirenjem pri iznosu

Reynoldsova broja Re=229

Ovo je tipican test primjer [24] u kojem se pojavljuje odvajanje strujanja. Za razliku od
strujanja u Supljini (poglavlje 5.4), ovdje se strujanje fluida odvija u podrucju sa
ulaznom 1 izlaznom granicom. Slika 5.34 prikazuje podrucje proracuna i mrezu M1
(60x60 k.v.). Dio lijevog ruba podru¢ja je zadan kao ulazna a desni rub kao izlazna
granica (na slici prikazano zelenom odnosno plavom bojom), dok su svi ostali rubovi
zidovi. S obzirom da fizika problema 1 to¢nost sheme diferencije nisu primarni, na ulazu
je zadan razvijeni paraboli¢ni profil brzine, prema analiticCkom rjeSenju za slucaj
ravninskog laminarnog strujanja izmedu dvije paralelne ploce. U ovom je primjeru uz

mrezu M1, koriStena i mreza M2 (120x120 k.v.).

Slika 5.34 Primjer 7. Podrucje proracuna i geometrijska mreza M1
(60x60 k.v.)

Slika 5.35 prikazuje rjeSenje za polje brzine i tlaka dobiveno na mrezi M2 (120x120
k.v.), dok tablica 5.7 prikazuje usporedbu udaljenosti tocke ponovnog nalijeganja

strujanja izraCunate na dvije mreZe primjenom ovih dvaju algoritama.
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0000000022 = <
OO-=-NRAOO® N &

N O

120x120
8. iter.
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[o¥ala o g
NEO®D® NhO®

l,
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120x120
8. iter.

Slika 5.35 Primjer 7. Rjesenje dobiveno primjenom FLOP algoritma na
mrezi M2 (120x120 k.v.):
a) polje brzine; b) polje tlaka

Gledaju¢i kroz ovaj integralni parametar, oCito je da se rjeSenja dvaju algoritama

prili¢no dobro slazu.

Tablica 5.7  Primjer 7. Usporedba udaljenosti tocke nalijeganja strujanja
prema rezultatima SIMPLE i FLOP algoritma na
mrezama M1 i M2

L/h
60x60 | 120x120
SIMPLE 12.317 | 12.698
FLOP 12.363 | 12.712

Slike 5.36 1 5.37 pokazuju promjenu reziduala za dva algoritma u funkciji broja
iteracija. OcCito je da broj iteracija za postizanje zeljene tocnosti rjeSenja kod primjene
algoritma SIMPLE raste priblizno proporcionalno s porastom broja kona¢nih volumena
u mrezi. U ovom se primjeru zamjecuje tek neznatno smanjenje faktora

proporcionalnosti u odnosu na jedinicu.
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5.7 Strujanje u kanalu s naglim prosirenjem pri iznosu Reynoldsova broja Re=229
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Slika 5.36 Primjer 7. Konvergencija  rjeSenja  prema  rezidualima:
a) SIMPLE; b) FLOP
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Slika 5.37 Primjer 7. Konvergencija rjeSenja prema r,, ., 1T,

a) SIMPLE; b) FLOP

Avrel 1°

Ovdje se moze zamijetiti jednaki obrazac koji se pokazuje i usporedbom brzina

konvergencije od nizih ka viS§im vrijednostima Reynoldsova broja, prema slijedu

primjera sa strujanjem u zatvorenom podrucju prikazanih redom u poglavljima 5.3, 5.4 1

5.5. Usporedbom brzina konvergencije u prethodnom primjeru (poglavlje 5.6) sa ovim

primjerom, pokazuje se da i u slucaju podrucja sa ulaznim i izlaznim granicama, brzina

konvergencije novog FLOP algoritma ne ovisi o veli¢ini mreze (broju konacnih

volumena), ve¢ o sloZenosti strujanja. U ovom primjeru broj iteracija FLOP algoritma
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5.8 Slobodna konvekcija u pravokutnoj supljini

veéi je nego u prethodnom jer je slika strujanja sloZenija, zbog pojave odvajanja

strujanja.

Broj iteracija potrebnih za postizanje relativne razlike polja brziner, ,, u iznosu

manjem od 10 pri primjeni algoritma FLOP na obije mreze, Ml i M2, u ovom
primjeru iznosi 5. Kod SIMPLE algoritma, ova se vrijednost relativne razlike postize u

1169. iteraciji na mrezi M1 i 3647. iteraciji na mrezi M2.

Tablica 5.8  Primjer 7. Utrosak racunalnog vremena t,,. [s] do postizanja
zadane tocnosti rjeSenja (v ay re1 < 1 0'4)

. Algoritam
Mreza SIMPLE FLOP
M1 (60x60) 79.36 0515
M2 (120x120) 609.63 3.875

5.8 Slobodna konvekcija u pravokutnoj Supljini

Sljede¢i niz primjera donosi usporedbu svojstava dvaju algoritama u primjeni za
rjeSavanje problema slobodne konvekcije (za rjeSavanje Boussinesqova modela,
prikazanog u poglavlju 2.4). Za razliku od osnovnih jednadzbi nestlac¢ivog strujanja,
gdje se temperaturna jednadzba pojavljuje kao pasivna jednadzba, ona je u ovom
modelu snazno spregnuta s jednadzbom koli¢ine gibanja putem uzgonskih sila
(izvorskog c¢lana u jednadzbi koli¢ine gibanja). Uzgonske sile su odgovorne za
uspostavu i odrzavanje strujanja, a u ravnotezi su s inercijskim i viskoznim silama. Niti
u jednom algoritmu prisutnost uzgonskih sila nije u potpunosti implicitno uvazena, jer
se u oba algoritma temperaturna jednadzba rjesava sekvencijalno, a polje temperature je
osnovni uzrok strujanju fluida. Opcenito, za algoritme sa segregatnim pristupom,
problem slobodne konvekcije je vrlo zahtjevan slucaj, osobito pri visokim vrijednostima
Rayleighova broja. U slu¢aju SIMPLE algoritma ¢lan s uzgonskim silama je uvazen
potpuno eksplicitno, dok je u slu¢aju FLOP algoritma on uvazen djelomice implicitno.

U FLOP algoritmu se u desnoj strani sustava za izracun korekcija protoka po petljama,
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koja se racuna prema izrazu (4.35), koriste vrijednosti temperature iz prethodnog
iterativnog koraka, dok se pri racunanju koeficijenata matrice tog sustava (izraz (4.36)),
uzimaju u obzir promjene vrijednosti temperature u volumenima-¢lanovima promatrane
petlje, koje ¢e nastati uslijed korekcije protoka iz pripadne petlje (npr. na slici 4.6,
promjene temperature u volumenima 1, 2, 3 i 4 (brojevi u kvadrati¢ima), koje nastaju
uslijed korekcije protoka po petlji 1). Promjene temperature u volumenima-¢lanovima
petlje odreduju se izravno iz diskretiziranih temperaturnih jednadzbi za promatrane
volumene, pritom zanemaruju¢i promjene protoka kroz stranice koje nisu clanice
pripadne petlje (na slici 4.6 - preostale, neoznacene stranice volumena 1 do 4). Time se
unaprijed uzima u obzir samo dio promjene temperature (prije rjeSavanja same
temperaturne jednadzbe), a bolje sprezanje jednadzbi bi se postiglo obuhvacéanje ukupne
promjene (tj. uklju¢ivanjem utjecaja korekcija protoka po svim petljama), ali bi to
poskupilo ra¢unanje koeficijenata. Druga je moguénost simultano rjeSavanje jednadzbi
za korekciju protoka po petljama i korekcija temperature, ali bi to povecalo matricu

sustava.

Uvjeti strujanja pri slobodnoj konvekciji uobicajeno se iskazuju putem bezdimenzijskih
znacajki: Prandtlova broja - Pr i Rayleighova broja — Ra. Oni su u svim primjerima koji

slijede odredeni kao:

2 3
Pr:E; Ra =L 8P 27 gﬂcHAT.

5.14
2 o (5.14)

Uz ve¢ ranije definirane veli¢ine, u gornjim se izrazima pojavljuju dodatno: gravitacija
g, (u izrazu za specifinu masenu silu f, =—-go,,) 1 visina H. Ovi se primjeri takoder

razmatraju u bezdimenzijskom obliku, pri duljinskim dimenzijama podruc¢ja proracuna
prikazanim na slikama 5.1 a) te 5.41 a) i b). Tako su pri formiranju ovih znacajki, u

svim primjerima odabrane konstantne veli¢ine:
p=c=H=1; g=10; f=10".

Takoder, u svim se primjerima primjenjuju jednaki rubni uvjeti. Svi rubovi podruéja su

nepropusni zidovi, pri ¢emu je na gornjoj i donjoj granici zadan adijabatski rubni uvjet,
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a na lijjevoj i desnoj granici rubni uvjet konstantne temperature. Pri tome je temperatura
lijeve stjenke zadana kao 7; =10, a desne 7p = 0. Razlika ovih dviju temperatura

odreduje razliku temperature: AT = T}, - Tp.

Kod svih je primjera vrijednost Prandtlova broja jednaka jedan, te se uz ovako odabrane
veliCine, vrijednost Rayleighova broja u primjerima mijenjala promjenom vrijednosti

umnos$ka dinamicke viskoznosti 1 toplinske provodnosti:

u=4A; Pr=1; Ra:L.
A

Strujanje pri nizim vrijednostima Rayleighova broja

Pri nizim vrijednostima Rayleighova broja, strujanje se odrzava uglavnom kroz
ravnotezu izmedu uzgonskih 1 viskoznih sila. Kao primjer, ovdje je odabrano strujanje
pri vrijednosti Rayleighova broja Ra= 10*. Pri ovim vrijednostima znacajki Prandtlova i
Rayleighova broja, proracunski postupak ne zahtijeva primjenu mreZe s mjestimice
posebno profinjenom prostornom diskretizacijom. Tako se Cesto proracuni izvode na
mrezama s ravnomjernijom prostornom diskretizacijom, kako je to u¢injeno i u ovom
primjeru, gdje se koristi mreza iz prethodnih primjera, prikazana na slici 5.1 a). Uz
ranije odabrane konstantne vrijednosti preostalih veli¢ina, vrijednost Rayleighova broja

ostvarena je odabirom vrijednosti viskoznosti 1 temperaturne provodnosti

fluida: = 1 =107 . Rjesenje problema, prikazano je na slici 5.38.

Iz slike je vidljivo da se pri ovim uvjetima slobodne konvekcije, strujanje odvija u
grani¢nim slojevima uz zidove koji su razmjerno vecih karakteristicnih dimenzija
(debljine). Zbog ovakvog je odnosa sila (masenih, viskoznih i inercijskih), svojstvo
prigusivanja poremecaja snazno izraZzeno, pa se u ovom slucaju, svojstva algoritama
iskazuju sliéno kao u prethodnim primjerima strujanja pri nizim vrijednostima
Reynoldsova broja. U rjeSenju ovog primjera (slika 5.38 a)) maksimalna vrijednost
brzine nalazi se u granicnom sloju uz lijevi zid, i prema rjeSenju dobivenom primjenom

FLOP algoritma iznosi |[Vjmax = 0.1984 (odn. 0.1982, prema SIMPLE algoritmu).
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Ukoliko se u skladu s vrijednostima veli€ina koje se pojavljuju u ovom primjeru formira

Reynoldsov broj, on iznosi:

p|v H
Re=—"%__=19.84,
y2
v P
0.18 0.14
0.16 0.12
0.14 0.1
0.12 0.08
0.1 0.06
0.08 0.04
0.06 0.02
0.04 0
0.02
0
60x60, 60x60,
80. iter. 80. iter.
T AVrel 1
10 20
9 10
8 5
7 2
6 1
5 05
4 02
3 0.1
2 0.01
1 0.001
0
Voo 37107
60x60, 60x60,
80. iter. 2000. iter.

Slika 5.38 Primjer 8. RjeSenje prema algoritmu FLOP i prikaz relativne razlike

polja brzine u postotcima za algoritam SIMPLE:
a) polje brzine; b) polje tlaka;, c) polje temperature;
d) relativna razlika polja brzine za algoritam SIMPLE

U skladu s ovom vrijednosti se, sa stajaliSta slike strujanja, ovaj problem moze smjestiti

izmedu primjera, ranije prikazanih u poglavljima 5.3 i 5.4, te iz toga proizlaze i sli¢na

ponasanja algoritama u ovome primjeru. Uz navedeno, razlika u rjesenju izmedu FLOP

1 SIMPLE algoritma, kako je to prikazano na slici 5.38 d), slijedi isti obrazac koji je

uocen u prethodnim primjerima.
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Slika 5.39 Primjer 8. Konvergencija rjesenja prema rezidualima:
a) SIMPLE; b) FLOP

Tako se 1 povijesti konvergencije algoritama pokazuju slicnima onima iz prethodnih
primjera, kao Sto to prikazuju slike 5.39 1 5.40. U ovom se primjeru za slu¢aj FLOP
algoritma uocava povecani broj iteracija potrebnih za dovrSenje proracuna, u odnosu na
prethodne primjere, Sto se moze objasniti eksplicitnim uvaZavanjem uzgonskih sila u
jednadzbi koli¢ine gibanja. Kod SIMPLE algoritma nije doslo do znacajnijeg povecanja
broja iteracija u odnosu na slu¢aj strujanja pri niskom Reynoldsovu broju. Unato¢ tome,
1 u ovom je primjeru brzina konvergencije FLOP algoritma znatno veca od brzine
konvergencije SIMPLE algoritma. Kao Sto je prikazano na slici 5.40, 1 prema
ustanovljenom kriteriju (ray o <10™*), SIMPLE algoritam ovaj sludaj rjeSava u 479.
iteraciji, a FLOP algoritam u 18. iteraciji. Za postizanje rjeSenja na razini racunalne

to¢nosti, SIMPLE algoritam zahtijeva priblizno 1750 iteracija, a FLOP algoritam 75.
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Slika 5.40 Primjer 8. Konvergencija rjesenja prema srednjim relativnim
razlikama brzine r, ., i viastitim r,

Av rel

a) SIMPLE; b) FLOP

v rel *

Strujanje pri viSim vrijednostima Rayleighova broja

Pri viS$im vrijednostima Rayleighova broja, slika strujanja postaje znatno slozenija. U
takvim se slucajevima, strujanje odvija u ravnotezi medu uzgonskim silama sadrZzanim u
izvorskom ¢lanu 1 inercijskim silama sadrZzanim u nelinearnom, konvekcijskom ¢lanu
jednadzbe koliCine gibanja. Ovakvi slu€ajevi strujanja posjeduju veliku vremensku
konstantu, odnosno izrazito dugotrajan proces uspostave stacionarnog rezima strujanja,
jer je koli¢ina gibanja masa u strujanju velika spram uzroka gibanja, a pri tome su
viskozne sile male. Sa stajaliSta primjene segregatnog iterativnog postupka, ova
prirodna svojstva strujanja se odrazavaju kroz veliku osjetljivost postupka na male
poremecaje (svojstvo prigusivanja poremecaja je slabo zbog malog utjecaja viskoznih
sila), $to dovodi do spore konvergencije k stacionarnom rjeSenju, a u nekim slucajevima
postupak moze i divergirati. Navedeno se i pokazalo u nize prikazanim primjerima, gdje
su se proracuni proveli uz izmijenjene postavke algoritama u smislu promjena
podrazumijevanih vrijednosti podrelaksacijskih faktora u SIMPLE algoritmu, te
uvodenju podrelaksacije u FLOP algoritmu. Zadrzavanje objektivnosti usporedbe, u
ovome bi primjeru zahtijevalo i dosljedno iznalazenje optimalnih vrijednosti vise
postavki algebarskog

parametara (vrijednosti svih podrelaksacijskih faktora i

viSemreznog rjeSavaca, na strani oba algoritma), $to prelazi okvire ovog rada. Tako su u
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ovim primjerima dane usporedbe povijesti konvergencije dvaju postupaka temeljem

reziduala, dok ocjene o zavrsetku proracuna temeljem ustanovljenog kriterija, izostaju.

U cilju ocuvanja to¢nosti u okviru dostupnih ra¢unalnih resursa, uobic¢ajeno se prilikom
proracuna ovakvih problema primjenjuju mreze sa mjestimice pove¢anom gusto¢om
prostorne diskretizacije, pa se u skladu s time, u primjerima viSih vrijednosti
Rayleighova broja pokazanih u nastavku, primjenjuju neravnomjerne mreze prilagodene
konatnom rjeSenju problema. U idué¢im je primjerima prostorna diskretizacija
provedena uz primjenu dvije diskretizacije: neravnomjernom mrezom M1 (60x60 k.v.) i

M2 (121x121 k.v.), prikazanim na slikama 5.41 a) i b)

00.2764" 06 08 00.2764" 06 08
xl xl

Slika 5.41 Primjer 8. Diskretizacija podrucja proracuna u primjerima s visom
vrijednosti Rayleighova broja:
a) mreza M1 (60x60 k.v); b) mreza M2 (121x121 k.v)

Slika 5.42 prikazuje rezultate proraduna za sludaj Rayleighova broja Ra = 10°. U
usporedbi sa sludajem Ra = 10*, vidljiv je slabiji utjecaj viskoznosti. On se u svim
prikazanim primjerima ocituje u manjim debljinama grani¢nih slojeva, dok (u svim
primjerima), vrijednost maksimalne brzine ostaje priblizno ista zbog specificnog

odabira veli¢ina primijenjenog pri formiranju bezdimenzijskih znacajki problema.

Kao §to je to bilo ucinjeno i u prethodnom primjeru, vrijednost Reynoldsova broja,
temeljenog na maksimalnoj brzini (ovdje, |V|max = 0.22903) 1 vrijednosti viskoznosti
1= 10", u ovome primjeru iznosi Re = 229, §to ovaj primjer smjeita u podrudje izmedu
primjera pokazanih u poglavljima 5.4 1 5.5, odnosno uz primjer strujanja iz poglavlja

5.7.
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1% 1%
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0.1 0.1
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0.06 0.06
0.04 0.04
0.02 0.02
0 0
121x121, 121x121,
80. iter. 80. iter.
p T
0.1 10
0.09 9
0.08 8
0.07 7
0.06 6
0.05 5
0.04 4
0.03 3
0.02 2
0.01 1
0 0
121x121, 121x121,
80. iter. 80. iter.
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Slika 5.42 Primjer 8. RjesSenje prema algoritmu FLOP za slucaj
Rayleighova broja 10°: a), b) polje brzine;
¢) polje tlaka; d) polje temperature

Povijesti konvergencije rjeSenja u ovome su primjeru prikazane na slici 5.43. Prema
obrascu koji se pokazao i u spomenutim, prethodnim primjerima, svojstva
konvergencije SIMPLE algoritma ostaju prvenstveno vezana uz gustocu diskretizacije,
dok je brzina konvergencije FLOP algoritma viSe uvjetovana slozenos¢u slike strujanja i
implicitno$¢u postupka. Pri kompleksnijem rjeSenju, broj iteracija FLOP algoritma se
povecava. Pri tome se prilikom proracuna istog problema, ukoliko se s porastom
gustoce diskretizacije slika strujanja malo mijenja (podru¢je mrezne neovisnosti), s
povecanjem gusto¢e mreze opada i1 pogreSka diskretizacije primijenjenih shema
diferencije i interpolacija, Sto zbog implicitnosti postupaka primijenjenih u novome
algoritmu, posljedi¢no dovodi i do brze konvergencije proracuna. U ovome primjeru je
proracun SIMPLE algoritmom izveden uz podrazumijevane vrijednosti faktora
podrelaksacije brzine i tlaka, dok je vrijednost podrelaksacijskog faktora za temperaturu

postavljena na vrijednost oy = 0.906. Osim ovog pristupa, proracuni ovako zahtjevnih
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strujanja mogu se provesti i drugacijim nacinom. Primjerice, uobiCajeno se ovaj
problem moze uz pomo¢ SIMPLE algoritma rijesiti (u okviru postupka proracuna
strujanja kao stacionarnog) i postupnim razvijanjem rjeSenja uz pomo¢ postupnog
povecavanja vrijednosti gravitacije g, gdje se mogu posti¢i rezultati u pogledu brzine
konvergencije bliski ovima prikazanim na slici 5.43 a). Takoder, umjesto zahvata u
vrijednost podrelaksacijskog faktora za temperaturu, postupak se moze provesti i uz
njegovu podrazumijevanu, jedini¢nu vrijednost, pri ¢emu se slicni rezultati u brzini
konvergencije postizu uz vrijednosti ostalih faktora: o, = 0.03 i. o, =0.97. Uz
navedeno, za ovaj je primjer ustanovljeno da za slu¢aj SIMPLE algoritma
podrazumijevane vrijednosti faktora podrelaksacije dovode do sigurne divergencije
postupka, ¢ak i za slucaj rjeSenja na razini raCunalne toc¢nosti (ukoliko se upravo ono
pretpostavi kao pocetno polje, a postavke proracunskog postupka ostanu na
podrazumijevanim vrijednostima - postupak ¢e divergirati). U ovome se primjeru ova
vrijednost podrelaksacijskog faktora za temperaturu (o7 = 0.906), kroz niz pokusaja
pokazala najboljom (uz zadrzavanje preostalih na podrazumijevanim vrijednostima),
dok snizavanjem njene vrijednosti brzina konvergencije brzo opada. U slu¢aju FLOP
algoritma, zadrZzavanje automatski odredenih vrijednosti parametra 71 vrijednosti oy =
1, u ovome primjeru ne dovodi do divergencije postupka, ve¢ samo uzrokuje ne-
monotonu konvergenciju manjih oscilacija, sa krajnjim ishodom rjesavanja problema u
priblizno 1500 iteracija (priblizno isto kao 1 u slucaju proracuna uz pomo¢ povoljnijih
vrijednosti postavki na strani SIMPLE algoritma). Na strani algoritma FLOP, najbolji se
rezultati postizu uz ograni¢avanje parametra 7 na vrijednost 7 < 1, uz vrijednost

podrelaksacijskog faktora za temperaturu priblizno 0.99.

Temeljem povijesti konvergencije prikazanih na slikama 5.43 a) i b), vidi se da jeiu
ovakvim nacdinima koriStenja, novi algoritam efikasniji u pogledu potrebnog broja

iteracija.
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Slika 5.43 Primjer 8. Konvergencija rjesenja prema rezidualima, za slucaj
Rayleighova broja 10°:
a) SIMPLE, a,, = 0.7, a, = 0.3, ar = 0.906 ;
b) FLOP, t<1, ar = 0.99

Slika 5.44 prikazuje rjeSenje za slucaj vrlo visoke vrijednosti Rayleighova broja
Ra=10%, gdje po uzoru na ranije provedene analize, odgovaraju¢i Raynoldsov broj
iznosi 2308, §to ovaj problem smjeSta u blizinu primjera prikazanog u poglavlju 5.5.
Kako je u tom primjeru pokazano, u odsustvu ovog izvorskog c¢lana, primjena
podrazumijevanih postavki proracunskog postupka dovodi do sigurne konvergencije i
trenda smanjivanja potrebnog broja iteracija sa povecavanjem gustoce diskretizacije
(povecanje razlucivosti rjeSenja - shemom i ve¢om gusto¢om mreze, u podrucju mrezne
neovisnosti). Na strani SIMPLE algoritma u ovome primjeru nisu pronadene vrijednosti
podrelaksacijskih faktora koje bi dovele do konvergentnog postupka, dok je na strani
FLOP algoritma on uspjeSno izvrSen, uz postavke prikazane na slici 5.45. U ovome
slucaju one nisu nuzno i optimalne, ve¢ ovaj primjer samo dokazuje moguénost
prora¢una i ovako zahtjevnih problema pomocu novog FLOP algoritma, u obliku

proracuna stacionarnog strujanja.
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Slika 5.44 Primjer 8. Rjesenje prema algoritmu FLOP za slucaj
Rayleighova broja 1 0%: a), b) polje brzine;

Slika 5.45 Primjer 8. Konvergencija rjesenja FLOP algoritma prema
rezidualima, za slucaj Rayleighova broja 10°

¢) polje tlaka, d) polje temperature

60x60, a.,=0.91
121x121, @,=0.92
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iter

(uz t<1)
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5.9 Primjeri trodimenzijskog strujanja

U ovome su poglavlju prikazani primjeri proracuna trodimenzijskih strujanja u Supljini
oblika kocke, analogno prethodnom slijedu primjera prikazanih redom, u poglavljima
5.3 - 5.5. U nize prikazanim primjerima, strujanje se odvija u podrucju prikazanom na
slici 5.46 (1x1x1), gdje su svi rubovi podru¢ja zadani kao mirujuci, nepropusni zidovi,
dok se gornji rub (ravnina x; = 1, odn. y=1, na slici) giba konstantnom brzinom U =1, u
pozitivnom smjeru osi x; (odn. x, na slici). Ovdje je, jednako kao i1 u prethodnim
primjerima (5.3 - 5.5), ova brzina uvijek konstantna, dok se vrijednost Reynoldsova

broja mijenjala promjenom vrijednosti viskoznosti.

Kako bi se pokazala primjenjivost novog algoritma FLOP i u proracunima
trodimenzijskih strujanja, za sluCaj primjene proizvoljne nestrukturirane mreze, te
istodobno razmatrala svojstva konvergencije na razli¢itim mreZama, odabrane su dvije

diskretizacije podrucja, prema slici 5.46.

T
= N

T
e Y

e e e

7 AL FF T
T e e e

i i e e e e u
>

7

Slika 5.46 Primjer 9. Prikaz podrucja proracuna i diskretizacije:
a) ravnomjernom mrezom M1 (20x20x20 k.v.) sa
8000 heksaedarskih konacnih volumena
b) neravnomjernom mrezom M2 (19477 k.v)
konacnih volumena razlicitih oblika: heksaedyri,
tetraedri i piramide s Cetverostranom bazom
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Pravilna mreza M1 (8000 k.v.) sadrzi iskljucivo heksaedre, dok je neravnomjerna mreza
M2 priblizno dvostruko vecéa (19477 k.v), sadrzi volumene razlicitih oblika, a ujedno je
i prilagodena strujanjima pri vi$oj vrijednosti Reynoldsova broja. U slucaju mreze M1,
sustav jednadzbi za korekciju protoka (4.30) sadrzi 14801 petlju (jednadzbi i nepoznatih
korekcija protoka) pri ¢emu je najveéi broj Clanova stupca matrice iznosio 83, a
najmanji 24. U sluc¢aju mreze M2, broj petlji je iznosio 29572, uz najveéi broj ¢lanova
stupca 110, 1 najmanji — 20. Vidljivo je da je broj nepoznanica u novome algoritmu
manji no Sto je to slucaj kod SIMPLE algoritma, gdje je broj nepoznanica u ovim,
trodimenzijskim slucajevima 4 nv (vrijednosti tlaka i komponenti brzina u svim
kona¢nim volumenima, odnosno u okviru segregatnog pristupa, 4 sustava sa po nv
nepoznanica, pri ¢emu se za slucaj nepomaknute mreze, za sve komponente brzine
primjenjuje ista matrica). Ukoliko se receno izrazi postotcima, u slu¢aju mreze M1,
algoritam FLOP u sustavu sadrzi svega 46 % ukupnog broja nepoznanica koje se
pojavljuju kod algoritma SIMPLE, odnosno u sluc¢aju mreze M2 38 %. Opéenito se pri
prelasku na diskretizaciju pomocu tetraedara ovaj broj smanjuje. Tako se primjerice, pri
diskretizaciji prikazanog podruc¢ja jednolikom mreZom tetraedarskih konacnih
volumena, moze posti¢i i omjer od 23% ukupnog broja nepoznanica SIMPLE algoritma,
uz najveci broj €lanova stupca 59. Medutim, kako se nije uspjelo iznac¢i odgovarajuci
postupak iterativnog rjeSavanja sustava linearnih algebarskih jednadzbi, ovaj se sustav
trenutno rjeSava direktnim rjeSavacima. Sa porastom broja ¢lanova stupca (odn. retka),
prilikom operacija faktorizacije brzo dolazi do popunjavanja ne-nultih mjesta te se uz
pomo¢ stolnog racunala ne mogu rijesiti problemi znatnije ve¢i od ovih koji su ovdje

prikazani. Buduca Ce istrazivanja biti usmjerena na rjeSavanje ovog problema.

Slika 5.47 a) prikazuje rjeSenje za odabrani slucaj strujanja pri Re=100, dobiveno
primjenom algoritma FLOP na mrezi M2. Vidljivo je da je priroda strujanja u ovome
primjeru sliéna onome prikazanom u poglavlju 5.4. Na jednaki se nacin iskazuje i
razlika u rjeSenju dobivenom primjenom SIMPLE i FLOP algoritma. Slika 5.47 b)
pokazuje da je i u slucaju trodimenzijskog strujanja ona najveca na mjestima naglih
promjena komponenti brzina, odnosno u podrucjima s naglim skretanjem toka: blizini

zaustavnih tocaka 1 u vrtlozima.
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Slika 5.47 Primjer 9. Slucaj strujanja pri Reynoldsovom broju Re = 100:
a) rjesenje prema FLOP algoritmu, na mreZi M2
(nakon 8. iteracije),
b) prikaz relativne razlike polja brzine u postotcima
za rjeSenje dobiveno SIMPLE algoritmom, na mrezi
M2, (nakon 600. iteracije)

Prema povijesti konvergencije, koja je za sve slucajeve Reynoldsova broja, prikazana na
slici 5.48, novi algoritam FLOP i u trodimenzijskim strujanjima zadrzava neovisnost
broja iteracija o veli€ini diskretizacije. Ona se 1 u ovim slucajevima iskazuje jednakim
obrascem kakav je uocen i ranije — porastom broja iteracije sa porastom sloZenosti slike
strujanja. Prema ustanovljenom kriteriju (ray rer < 10, FLOP algoritam proracun
slu¢aja strujanja pri Reynoldsovu broju Re= 1 dovrSava u 2. iteraciji, slu¢aja Re = 100 u
4. iteraciji, te slu¢aja Re = 5000 u 12. iteraciji, uvijek neovisno o broju konacnih
volumena. Kod algoritma SIMPLE se 1 ovdje pokazuje mreZna ovisnost brzine
konvergencije, s trendom opadanja faktora proporcionalnosti, s povecanjem
Reynoldsova broja. U slucaju Re = 1, ovaj je odnos blizak jedinci (omjer broja iteracija i
broja volumena u mrezama, iako su mreze razli¢ite), dok s porastom Reynoldsova broja,
on opada. Kod SIMPLE algoritma je u slucaju Re = 5000 doslo do inverzije, gdje je
algoritam, na mreZi s ve¢im brojem volumena, brze konvergirao. Algoritam SIMPLE,
prema ustanovljenom kriteriju, za slucaj Re = 1, rjesenje dovodi do zadane to¢nosti u
137. iteraciji na mrezi M1 (8000 k.v) 1 370. iteraciji na mrezi M2 (19477 k.v), slucaj Re
=100 u 129. iteraciji na mrezi M1 1 304. iteraciji na mrezi M2, te u slu€aju Re = 5000,
u ovome slucaju suprotno trendu: 313. iteraciji na mrezi M1 i 248. iteraciji na mreZzi

M2.
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Slika 5.48 Primjer 9. Prikaz povijesti konvergencije rjeSenja putem

srednje relativne i viastite srednje relativne razlike
polja brzine za:
a) SIMPLE i b) FLOP algoritam, pri Re =1;
¢) SIMPLE i d) FLOP algoritam, pri Re =100;
e) SIMPLE i f) FLOP algoritam, pri Re=5000
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Uz navedeno, i u ovim se primjerima trodimenzijskih strujanja pokazuje isti trend spram
postizanja raCunalne toc¢nosti, gdje algoritam FLOP, nakon prolaska kriterija, strmo
konvergira, dok algoritam SIMPLE rjesenje na razini racunalne to¢nosti uvijek dosize

monotonom, logaritamskom konvergencijom.

5.10 Usporedba ucinkovitosti algoritama SIMPLE i FLOP

Brzine konvergencije SIMPLE i FLOP algoritama su, u primjerima pokazanim u
poglavljima 5.1 - 5.7, dosljedno usporedene u pogledu potrebnog broja iteracija. U tim
su primjerima, prorauni provedeni uz podrazumijevane postavke na strani oba
algoritma, kroz niz rastu¢ih gustoca diskretizacije (broja kona¢nih volumena), gdje su
mreze konacnih volumena medusobno sli¢ne. Usporedba ucinkovitosti algoritama na
temelju proracuna ovih primjera sazeto je izlozena u tablici 5.9, dok su omjeri utrosenog
racunalnog vremena koji se pojavljuju u tablici, dodatno prikazani i na slici 5.49.
Temeljem ovih prikaza, vidljiva je visestruko veéa ucinkovitost novog FLOP algoritma,
kako u pogledu potrebnog broja iteracija tako i u potrebnom ra¢unalnom vremenu,
unato¢ izgledno manje optimalnoj realizaciji novog algoritma na racunalu i primjeni
direktnog rjeSavaca za rjeSavanje sustava jednadzbi za korekciju protoka po petljama
((4.30), (4.58)). U pogledu potrebnog broja iteracija za postizanje rjeSenja iste razine
toCnosti, ucinkovitost FLOP algoritma spram SIMPLE algoritma raste s porastom
gustoce diskretizacije Sto je posljedica mreZne neovisnosti brzine konvergencije FLOP
algoritma 1 mrezne ovisnosti SIMPLE algoritma, kod kojeg broj iteracija raste
razmjerno broju konacnih volumena u mrezi. Prema broju iteracija, u prikazanim
primjerima laminarnih strujanja, u¢inkovitost FLOP algoritma premasSuje uc¢inkovitost
SIMPLE algoritma u iznosu od 9413 puta pri proraCunima na veéim mreZama i
strujanjima pri nizim Reynoldsovim brojevima, do 59.7 puta u proratunima strujanja
koja se odvijaju pri visokim vrijednostima Reynoldsova broja (na granici prelaska u
nestacionarni rezim strujanja) i malim mrezama, koje za ovakva strujanja ne osiguravaju

dovoljnu razluc¢ivost (nisu u podru¢ju mrezne neovisnosti rjesenja).
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Tablica 5.9  Pregled potrebnog broja iteracija — iter i utrosenog racunalnog
vremena — t,,. pri proracunu pojedinih primjera, do postizanja
rjesenja propisane tocnosti. S — SIMPLE; F —FLOP.

Mreza: broj iteracija iter : racunalno vrijeme t. /[s]:
S F S/F S F S/F
Potencijalno strujanje u pravom kutu
3600 60 0 - 4.39 0.14 31.36
14400 120 0 - 18.79 1.00 18.79
57600 320 0 - 153.34 9.08 16.89
Potencijalno strujanje izvora uz nepropusnu stjenku
3600 60 0 - 4.31 0.14 30.79
14400 120 0 - 18.48 0.98 18.86
57600 240 0 - 113.10 9.09 12.44
Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu Reynoldsova broja Re=1
3600 1181 2 590.5 85.98 0.16  537.38
14400 4708 2 2354.0 744.38 1.12 664.63
57600 18826 2 9413.0 9256.14 8.65 1070.07
Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu Reynoldsova broja Re=100
3600 1183 4 295.8 81.86 0.31 264.06
14400 4718 4 11795 732.61 225  325.60
57600 18842 4 47105 9193.58 17.25  532.96
Laminarno strujanje u pravokutnoj Supljini pri iznosu Reynoldsova broja Re=5000
3600 836 14 59.7 57.85 1.09 53.07
14400 3201 14 228.6 497.05 7.87 63.16
57600 12471 17 733.6 6084.98 73.30 83.01
Laminarno strujanje oko cilindra pri iznosu Reynoldsova broja Re=0. 1
4000 3913 2 1956.2 291.13 0.30 97043
16000 15820 2 7901.0 2575.18 2.47 1042.58
Strujanje u kanalu s naglim proSirenjem pri iznosu Reynoldsova broja Re=229
3600 1169 5 233.8 79.36 0.52  152.62
14400 3647 5 729.4 609.63 3.88 157.12
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Slika 5.49 Omjer potrebnog racunalnog vremena SIMPLE i FLOP
algoritma za postizanje rjeSenja propisane tocnosti u odabranim

primjerima.
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5.10 Usporedba ucinkovitosti algoritama SIMPLE i FLOP

U pogledu ucinkovitosti spram utroska ra¢unalnog vremena, u navedenim je primjerima
algoritam FLOP spram algoritma SIMPLE pokazao 53.07 do 1070.07 puta vecu
ucinkovitost. Trend porasta uinkovitosti po utroSenom ra¢unalnom vremenu FLOP
algoritma spram SIMPLE algoritma s povecanjem broja konacnih volumena nije
razmjeran porastu ucinkovitosti iskazane brojem iteracija. Uzrok lezi u primjeni
direktnog rjeSavaca za rjeSavanje sustava jednadzbi za korekciju protoka po petljama u
FLOP algoritmu, koji s porastom broja koeficijenata u sustavu jednadzbi brze gubi na
ucinkovitosti, $to nije slucaj s iterativnim algebarskim viSemreznim rjeSavacem koji se
primjenjuje u SIMPLE algoritmu. Unato¢ tome, u ovim se primjerima i sa stajaliSta
utroska racunalnog vremena, pokazuje porast ucinkovitosti FLOP algoritma spram

SIMPLE algoritma s pove¢anjem broja kona¢nih volumena.

Usporedba ucinkovitosti koja je ovdje iznesena, provedena je na temelju broja iteracija i
racunalnog vremena koji su potrebni za postizanja rjeSenja iste razine tocnosti tj. do
postizanja minimuma relativne razlike u poljima brzine dobivenim od strane dvaju
algoritama. Prakticno, tako dobiveno rjeSenje kod oba algoritma sadrzi jednaku
relativnu pogresku polja brzine spram vlastitog rjeSenja na razini raunalne to€nosti
(iznosa ray re = 10™). SIMPLE algoritam u svim primjerima pokazuje monotonu,
logaritamsku konvergenciju sve do postizanja rjeSenja na razini racunalne to¢nosti, dok
iterativni postupak FLOP algoritma nakon prolaska rjeSenja ove to¢nosti uvijek strmo
konvergira. Pri usporedbi za slufaj postizanja rjeSenja na razini racunalne tocnosti

FLOP algoritam bi pokazao jo§ vecu ucinkovitost spram SIMPLE algoritma.

U primjerima sa slobodnom konvekcijom (poglavlje 5.8), ¢lan s uzgonskim silama je u
algoritmu SIMPLE uvaZen potpuno eksplicitno, dok je u slucaju FLOP algoritma on
uvazen djelomi¢no implicitno. Proracuni su se provodili na manjem broju mreza koje
medusobno nisu sli€ne, uz izmijenjene postavke algoritama pri viSim vrijednostima
Rayleighova broja (promjena podrazumijevanih vrijednosti podrelaksacijskih faktora u
SIMPLE algoritmu, te uvodenju podrelaksacije u FLOP algoritmu), dok u primjeru
strujanja pri vrijednosti Rayleighova broja Ra = 10® proratun SIMPLE algoritmom nije
uspjesno izvrsen. Stoga, radi zadrzavanja objektivnosti usporedbe, u slucaju slobodne

konvekcije izostaje kvantitativna usporedba ucinkovitosti. Nadalje, primjeri
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trodimenzijskih strujanja prikazani u poglavlju 5.9 imaju prvenstvenu svrhu pokazati
primjenjivost novog FLOP algoritma u proracunima trodimenzijskih strujanja na
proizvoljnim mrezama. Zbog ogranicenja direktnog rjeSavaca na strani FLOP algoritma,
proratuni su provedeni na samo dvije mreze, uz relativno grubu prostornu
diskretizaciju, pa radi zadrzavanja objektivnosti kvantitativna usporedba ucinkovitosti

izostaje i u ovom slucaju.

Unato¢ navedenom, osvrt na primjere sa slobodnom konvekcijom (slike 5.40, 5.43,
5.45) upucuje na vecu ucinkovitost FLOP algoritma 1 u sluaju ovakvog nacina
primjene algoritama (uz promjenu podrazumijevanih postavki algoritama). Isto vrijedi i
za primjere trodimenzijskih strujanja prikazanih u poglavlju 5.9 (slika 5.48). U ovim je
primjerima uocen i trend porasta u¢inkovitosti u pogledu broja iteracija FLOP algoritma
spram SIMPLE algoritma s povecanjem broja konaénih volumena - sli¢an onome iz
dvodimenzijskih primjera. Za objektivnu kvantitativnu usporedbu ucinkovitosti prema
utrosku racunalnog vremena, potrebno je proracune primjera sa slobodnom
konvekcijom provesti uz optimalne postavke oba algoritma, a u slucaju trodimenzijskih
strujanja je na strani FLOP algoritma potrebno pronaci iterativni rjeSavac linearnih
algebarskih jednadzbi koji ¢e biti u€inkovitiji u primjeni na rjeSavanje sustava jednadzbi

za korekciju protoka po petljama.
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U radu je predloZen i realiziran novi algoritam za povezivanje polja brzine i tlaka pri
numerickom rjesavanju Navier-Stokesovih jednadzbi za nestlacivo strujanje. Osnovna
razlika novog algoritma u odnosu na danas najcesce koristeni SIMPLE algoritam nalazi
se u izboru varijabli koje se u iterativnom postupku korigiraju i u nacinu odredivanja
gradijenta tlaka. U SIMPLE algoritmu varijable su vrijednosti komponenti polja brzine i
polja tlaka u centrima konacnih volumena, dok su u novom algoritmu varijable maseni
protoci kroz stranice kona¢nih volumena. U SIMPLE algoritmu se u svakoj iteraciji
korigiraju 1 brzine i tlakovi, dok jednadzba kontinuiteta i jednadzba koli¢ine gibanja ne
budu simultano zadovoljene. U novom algoritmu korigiraju se samo maseni protoci
kroz stranice konac¢nih volumena, pri ¢emu u svakoj iteraciji jednadzba kontinuiteta
ostaje zadovoljena, a korekcija protoka se izvodi sve dok polje gradijenta tlaka ne
postane bezcirkulacijsko. Brzina konvergencije novog algoritma usporedena je s
brzinom konvergencije algoritma SIMPLE u nekoliko tipi¢nih test situacija, a takoder je
analizirana pogreska koju algoritmi unose u numericko rjeSenje, te je zakljuceno

sljedece:

1) Broj iteracija potreban za postizanje rjeSenja zadane to¢nosti je znacajno manji kod
primjene novog algoritma, pri ¢emu korisnik ne treba zadavati podrelaksacijske faktore

za rjeSavanje jednadzbi strujanja.

2) Broj potrebnih iteracija u novom algoritmu na promatranom problemu prakti¢no ne
ovisi o gusto¢i mreZe (broju kona¢nih volumena), a blago raste s porastom sloZenosti
slike strujanja u konacnom rjeSenju (s pojavom vrtloga, tj. odvajanja strujanja) i
primjenom sheme diferencije viSeg reda tocnosti (primjenom ,deferred correction®
postupka), ali kod primjene sheme viSeg reda, s porastom gusto¢e mreze broj iteracija
opada. Znacajniji porast potrebnog broja iteracija dogodio se u primjeru problema
slobodne konvekcije, gdje postoji znacajan meduutjecaj polja brzine i temperature, a

jednadZzbe za ta polja se rjeSavaju sekvencijalno, umjesto istodobno.
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3) Ucinkovitost dvaju postupaka u smislu utroska raunalnog vremena nije toc¢no
istrazena jer se ne moze objektivno uraCunati razina profesionalnosti implementacije
novog algoritma u usporedbi s komercijalnim paketom FLUENT. Medutim, u
prikazanim primjerima je pokazano da je novi algoritam efikasniji, unato¢ manje

optimalnoj realizaciji na raunalu.

4) U analiziranim primjerima se pokazalo da na istoj mreZzi s istom shemom diferencije,
novi algoritam daje nesto tocnije rezultate, Sto se moze pripisati takvom izboru varijabli

u novom algoritmu, koji omogucuje primjenu fizikalnih interpolacija.

5) Novi algoritam rezultira sustavom linearnih algebarskih jednadZzbi s manje
nepoznanica, ali s matricom koja je gusce popunjena, te zahtijeva viSe memorije nego
SIMPLE algoritam. Nedostatak je taj da nastala matrica nema svojstva poznate M-
matrice, pa je za rjeSavanje sustava linearnih algebarskih jednadzbi koriSten direktni
rjeSavac, Sto u ovom trenutku daje ograni¢enje na veliinu problema koji se novim
algoritmom moze rijeSiti. U nastavku bi valjalo istraziti moguénosti efikasnog

iterativnog rjeSavanja nastalog sustava linearnih algebarskih jednadzbi.

5) U nastavku istrazivanja ¢e se novi algoritam implementirati za rjeSavanje problema
stlaCivog strujanja. Taj je korak izravan, s time da bi se u svakoj iteraciji trebalo iz
izraCunatih gradijenata tlaka rekonstruirati polje tlaka, npr. iz uvjeta minimalne sume

kvadrata odstupanja.
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