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ZAHVALA 
 
  

Kao što svako istraživanje predstavlja avanturu prepunu neo�þekivanih prepreka, tako je i ovo 

istraživanje imalo cijeli niz teorijskih i programerskih problema. Bilo je višemjese�þnih lutanja, 

stranputica i velikih digresija u odnosu na prvobitni nacrt istaživanja. Neke stranputice bile su poput 

slijepih ulica; poput mrtvih rije�þnih rukavaca – misliš da ideš prema ne�þemu, a na kraju se moraš 

vratiti odakle si krenuo. Ali neke stranputice nas vode do zanimljivih podru�þja i novih ideja koje 

mogu uroditi plodom. „Kad istražujem, nemam pojma što radim“, govorio je Wernher von Braun1, 

a pod tom izjavom vjerojatno je mislio upravo na takvo lutanje; na tapkanje u mraku nepoznatog. 

Kad bismo unaprijed znali što �üemo prona�üi, to ne bi bilo istraživanje, nego potraga za ve�ü vi�ÿenim; 

stoga je i tzv. nacrt doktorskog istraživanja samo nacrt, slabašna skica osu�ÿena na promjene, 

jednako kao i metodologija definirana na papiru. Zahvaljuju�üi sjajnom mentoru, prof.dr.sc. Mirku 

�ýubrilu koji mi je omogu�üio veliku autonomiju, a istodobno pružio svu pomo�ü koja mi je trebala, 

nisam odustao od veslanja, a neki uski rukavci u koje sam zaplovio pretvorili su se u rijeke i jezera. 

Primjerice, tokom mjerenja brzine kojom suradnici dostižu izrabljiva�þe, u sklopu ovog istraživanja 

došlo je do sasvim neo�þekivanog preokreta. Pokazalo se da neke uobi�þajene polazne jednadžbe za 

igru izme�ÿu klasi�þnih TFT i ALLD agenata neispravno opisuju Brownovsku populaciju (populaciju 

u kojoj se agenti nasumi�þno kre�üu). To (neugodno) otkri�üe izazvalo je šestomjese�þno i sasvim 

neplanirano „kopanje“ po matemati�þkim relacijama, odga�ÿanje pisanja disertacije i posljedi�þno 

tome prolongiranje studija. Ipak, uz mentorsku podršku i pomo�ü kolega, rezultat nije izostao. Ovom 

prilikom najtoplije se zahvaljujem dragom prijatelju i cimeru iz studentskih dana dr.sc. Igoru 

Gašpari�üu s Instituta Ru�ÿer Boškovi�ü koji mi je pomogao kod izra�þunavanja vjerojatnosti (problem 

izvla�þenja nepoznate karte iz špila za poker), te doc.dr.sc. Marcelu Mareti�üu s Fakulteta za 

organizaciju i informatiku koji mi je svratio pozornost na Lambertovu W funkciju. Neki od 

rezultata i zaklju�þaka preto�þeni su u znanstveni �þlanak koji se trenutno nalazi u rukama recenzenata 

�þasopisa Physical Review E. U samom procesu pisanja �þlanka od velike pomo�üi bio je dr.sc.Vinko 

Zlati�ü s Instituta Ru�ÿer Boškovi�ü. 

Uz profesora �ýubrila, u ovih pet godina istraživanja bilo je mnogo važnih ljudi koji su 

direktno ili indirektno utjecali na kvalitetu ovog rada. Želim istaknuti komentora prof.dr.sc.Roberta 

Fabca, prof.dr.sc.Dianu Šimi�ü, prof.dr.sc.Alena Lovren�þi�üa (�þije oštre kritike su me natjerale da 

sredim metodologiju) i prof.dr.sc. Jasminku Dobšu. Tako�ÿer, velika hvala i dipl.oec. Lei Friš�þi�ü 

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
1��U Simanekovoj knjizi Science Askew, citat se pripisuje Werner Von Braunu. Tamo stoji verzija „Research is what I'm doing when 
I don't know what I'm doing.“. Postoji i Einsteinova izjava vrlo sli�þna navedenoj : „If we knew what it was we were doing, it would 
not be called research, would it?“ 
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koja mi je uvijek bila na raspolaganju po pitanju administracije. Zahvaljujem se i kolegama sa 

Sveu�þilišta Sjever; svom cimeru doc.dr.sc. Robertu Logožaru,  doc.dr.sc. Lovorki Gotal koja me 

potaknula da dio ovih istraživanja prezentiram na konferenciji u Cambridgeu i dr.sc. Damiri Ke�þek, 

koja mi je dobrim savjetima pomogla prilikom odabira kolegija na doktorskom studiju. Hvala 

kolegama doktorandima, osobito mr.sc. Mariju Kla�þmeru kojeg sam �þesto kontaktirao kad mi je 

trebao savjet. 

Smatra se da znanost pripada prvenstveno racionalnoj sferi ljudskog djelovanja i pritom se 

vrlo �þesto zanemaruje jedan iracionalan aspekt cijelog procesa istraživanja, a to je strast. Ovom 

prilikom želim iskazati zahvalnost dr.sc. Klari Bili�ü Meštri�ü koja mi je ukazala na važnost strasti u 

izboru doktorskog studija. “Istraživanje koje ne uklju�þuje strastvenu ljubav prema predmetu 

istraživanja vrlo vjerojatno �üe se pretvoriti u agoniju.”, bile su njene rije�þi, a danas mi je drago što 

sam ih uzeo za ozbiljno.  

Doktorski studij iziskuje strast, ali i podršku okoline, jer svi mi na raspolaganju imamo isti, 

ograni�þeni vremenski okvir u koji moramo uklopiti profesionalne i obiteljske obaveze. U tom 

smislu, najviše dugujem svojoj zaru�þnici Nataši koja mi je bila emotivna i logisti�þka podrška svih 

ovih godina. Na posljetku, vjerujem da bez obitelji, prijatelja i šire porodice, ništa ne bi imalo 

smisla. Valter i Darvin moje su pogonsko gorivo i moja inspiracija. Ali isto tako i Lucija, Eva, Iv�þa, 

Jura, Sofija i svi ostali ne�üaci i ne�üakinje. Hvala Dunji, Vladiju, Davoru, Tanji, Š�þapecima, 

Ljup�þekima i Furlanima. Dakako, bez familije bih vjerojatno imao više vremena za pisanje i možda 

bih bio slobodniji, ali istovremeno bio bih kao moreplovac bez kompasa. „I need more blankets, and 

I need less blankets“, rekao bi Dewey Cox u filmu Walk Hard, bacakaju�üi se u krevetu, kao što se i 

mi bacakamo u vlastitim proturje�þnostima.  Hvala Chubakinoj Baki i Pravim konjima!  

Zadnja slova ove zahvale pripadaju mojoj Mami. Ova se disertacija bavi evolucijom suradnje 

i mehanizmom recipro�þnog altruizma, ali maj�þinska ljubav nadilazi matematiku reciprociteta. Hvala 

Mama, ti znaš kolike su dimenzije odricanja i koliko bi Tata bio ponosan da može �þitati ove retke.  

 

Jurica Hižak  
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SAŽETAK 
��
Višeagentne simulacije na polju evolucijske teorije igara pokazuju da mehanizam direktnog 

reciprociteta dobro funkcionira u malim grupama gdje se agenti susre�üu �þesto i gdje prevaranti ne 

mogu pro�üi nekažnjeno. Ipak, nigdje do sad nije kvantitativno objašnjeno pod kojim uvjetima 

direktni reciprocitet ustupa mjesto indirektnom reciprocitetu. Za razliku od ranijih modela, 

simulacijski model predložen u ovom radu uzima u obzir memorijske sposobnosti agenata, kao i 

energetsku cijenu takvih sposobnosti. Pokazalo se da veli�þina grupe raste s memorijskim 

kapacitetom agenata upravo kao što ukazuju Dunbarovi empirijski podaci. Štoviše, utvr�ÿeno je da 

vrijeme dostizanja izrabljiva�þa raste asimptotski s veli�þinom grupe što upu�üuje na zaklju�þak da 

postoji grani�þna veli�þina grupe iznad koje direktni reciprocitet nije dostatan za održanje suradnje i 

iznad koje je agentima potrebno omogu�üiti horizontalni prijenos informacija o izrabljiva�þima koji 

su prisutni u populaciji.  

Klju �þne rije�þi: iterirana zatvorenikova dilema, višeagentni sustavi, TFT, direktni reciprocitet, 

indirektni reciprocitet, simulacijski modeli, evolucija suradnje, memorija 

 

ABSTRACT 
 

Multi-agent simulations applied to the evolutionary game theory show that the mechanism of direct 

reciprocity operates well within small groups of agents where it would be hard to get away with 

cheating one another. However no research has been done yet to explain quantitatively under which 

conditions direct reciprocity gives place to indirect reciprocity. Unlike previous models, our model 

takes into account the memory of the agents as well as the cost of having such memory. It was 

shown that the group size grows with the memory capacity of agents exactly as Dunbar's empirical 

data points to. Moreover, it was shown that time required for the cooperators to reach the defectors 

increases asymptotically with the group size which points to the conclusion that there is a group size 

limit over which the direct reciprocity is insufficient to maintain the cooperation and above which it 

is necessary to allow the horizontal transmission of the information about the defectors present in 

the population. 

Keywords: iterated prisoner’s dilemma, multi-agent systems, TFT, direct reciprocity, indirect reci-

procity, simulation models, evolution of cooperation, memory 
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PREDGOVOR 
 

Formalno gledano Zatvorenikova dilema samo je djeli�ü jednog velikog podru�þja matematike 

koje je ro�ÿeno 1944. zaslugom pionira ra�þunalstva Johna von Neumanna i koje danas nazivamo 

Matemati�þka teorija igara (MTI). Me�ÿutim, kad se govori o Zatvorenikovoj dilemi (PD), nikad se 

ne govori samo o matematici - obi�þno se istovremeno govori o evoluciji suradnje; govori se o 

biologiji, psihologiji, recipro�þnom altruizmu, moralu, politici, ekonomiji, o višeagentnim 

simulacijama, o sebi�þnim agentima i o svemu što god se može udruživati i razdruživati.  Zašto su 

šišmiši nesebi�þni, zašto se jednostani�þni organizmi udružuju u višestani�þne, zašto životinje žive u 

�þoporima – gdje  god se teorijski raspravlja o mogu�üoj suradnji neizbježno se raspravlja i o 

Zatvorenikovoj dilemi. Zanimljiv je i jezik koji se rabi prilikom takvih rasprava; organizmi mogu 

sura�ÿivati, mogu varati, parazitirati, uzvra�üati, kažnjavati, izrabljivati, opraštati; mogu biti izdajnici, 

slobodni jaha�þi, naivci, dobri�þine, osvetnici; mogu tvoriti stabilne suradni�þke enklave, mogu 

prenositi svoje suradni�þke gene, mogu u�þiti, oponašati, mutirati. Dakle, cijeli žargon kojim se 

opisuje PD zvu�þi više filmski nego li „matemati�þarski“. Teško je zapravo prona�üi podru�þje 

matematike koje rabi takvu paletu imenica, pridjeva i glagola, i u koje se uklju�þilo toliko 

nematemati�þara.  Svake godine objavljuje se nekoliko tisu�üa radova koji se bave problematikom 

Zatvorenikove dileme. Ti radovi objavljuju se u �þasopisima poput Journal of Theoretical Biology, 

Informatica, Journal of Economic Behavior & Organization, Physical Review E, Psychological 

science itd. – ve�ü i letimi�þni pogled na taj popis otkriva da je Zatvorenikova dilema univerzalna 

tema koja zaokuplja stru�þnjake svih profila. Konflikt izme�ÿu suradnje i izdaje arhetipska je tema 

koja prožima našu kulturu. Stoga �üe ovaj tekst vjerojatno �üe biti zanimljiv ne samo informati�þarima 

(koji se bave simulacijama Zatvorenikove dileme), nego i svim intelektualno radoznalim ljudima. 

Ipak, jednostavnost osnovne forme igre mogla bi biti varljiva – matematika  koja opisuje odnos 

izme�ÿu izrabljiva�þa i osvetoljubivih suradnika nije trivijalna, osobito u slu�þaju kona�þno velikih 

populacija. �ýitateljima koji se planiraju baviti ovim podru�þjem savjetujem detaljno iš�þitavanje s 

olovkom u ruci. Onima koji su upoznati s osnovnim konceptima, a ne planiraju ulaziti u 

matemati�þke detalje, preporu�þam preskakanje tre�üe glave ove disertacije.  

Neke �þitatelje vjerojatno �üe iznenaditi terminologija koja se velikim dijelom temelji na 

biologiji, ali sli�þna situacija uo�þava se i na podru�þju Umjetne inteligencije (AI), osobito na polju 

evolucijskih algoritama. Tko zna, možda �üe s vremenom informacijske znanosti razviti druga�þiju 

terminologiju, pa �üe pojmovi mutacija i rekombinacija biti zamijenjeni nekim drugim pojmovima 

(kao što rije�þ agent koristimo umjesto npr. organizam ili jedinka).  Situacija je danas takva kakva 

jest, pretpostavljam upravo zbog toga što su informacijske znanosti relativno nova podru�þja koja od 
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svoje starije bra�üe naslje�ÿuju paradigme i posu�ÿuju sintagme. Neka podru�þja ra�þunalnih znanosti, 

koja danas promatramo kao zasebne discipline, razvila su se primarno nadahnuta biologijom. 

Primjerice, Artificial Life (AL), znanstveno je podru�þje koje prou�þava žive sustave uporabom 

višeagentnih simulacija, celularnih automata i robota, a pokriva široki spektar tema od biomimikrije 

do evolucijske dinamike. I baš kao što studiranje genetskog algoritma podrazumijeva poznavanje 

procesa stani�þne diobe, tako i evolucijska dinamika iziskuje poznavanje evolucijske teorije igara.  

U sklopu evolucijske dinamike izu�þavaju se matemati�þka na�þela na kojima se temelji 

evolucija (ne samo evolucija bioloških obilježja ve�ü i evolucija ideja), a matemati�þki se modeli 

prevode u simulacijske modele pomo�üu kojih se promatra uspješnost odre�ÿenog obilježja. U tom 

kontekstu, višeagentni sustavi nezamjenjiv su alat koji nam omogu�üuje simuliranje procesa �þije se 

trajanje u prirodi mjeri godinama. Agenti koji igraju Zatvorenikovu dilemu primjenjuju razli�þite 

strategije ponašanja; neki uvijek igraju izdajni�þki, neki uvijek suradni�þki, a neki sura�ÿuju pod 

uvjetom da u prethodnoj interakciji nisu bili izdani. Važno je primijetiti da na nivou agenata 

nestaju razlike izme�ÿu biologije, sociologije i ekonomije. Ono što je „ekonomi�þno“ to �üe se 

realizirati u vidu spajanja ili razdvajanja, u vidu simbioze ili parazitiranja. Isplativost suradnje ili 

nesuradnje odlu�þuje o tome ho�üe li se agenti udružiti. Pod kojim uvjetima je suradnja mogu�üa i 

kakvi mehanizmi održavaju suradnju – to  su pitanja za �þijim odgovorima tragamo.   
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1 Uvod 
��

Svijet današnje znanosti gotovo je nemogu�üe zamisliti bez uporabe modela. Bilo u fizi�þkom 

smislu (poput plasti�þnog modela molekula DNA), bilo u apstraktnom smislu (poput modela 

idealnog harmoni�þkog oscilatora) modeli su nezaobilazan alat znanosti i kao splet proširenih 

metafora, svakodnevni dio znanstvenog diskursa. Tako se u fizici govori o Bohrovom modelu 

atoma,  u medicini o Kermackovom modelu širenja zaraze (tzv.S.I.R. model),  a u ekonomiji o 

Cobb-Douglasovom modelu proizvodnje. U okviru matemati�þke teorije igara, sasvim op�üenito 

re�þeno, igra Zatvorenikove dileme je matemati�þki model konfliktne situacije izme�ÿu dviju ili više 

sebi�þnih jedinki. Može li se kompleksna stvarnost izme�ÿu suprotstavljenih subjekata vjerno opisati 

takvom analogijom posebno je pitanje.  Odnos izme�ÿu (kompleksne) stvarnosti i (simplificiranog) 

modela izgleda otprilike kao odnos izme�ÿu Zemlje i globusa2. Odbacuju�üi detalje poput Zemljinog 

reljefa, globusom omogu�üujemo elegantan prikaz relativnih odnosa izme�ÿu oceana i kopna iako 

smo svjesni da je Zemlja kvrgava i spljoštena i da kontinenti polako, ali sigurno putuju. Stvara li 

takav model pogrešnu predodžbu planeta? Zapravo i ne, jer u odnosu na Zemljin radijus, �þak i 

Mt.Everest bi na ku�ünom globusu bio manji od jednog milimetra, a tektonska pomicanja su toliko 

spora da �üe svi današnji globusi biti korišteni još stotinama godina. S obzirom da svi modeli sadrže 

zna�þajnu dozu pojednostavnjenja, �þesto se nalaze na udaru kritika,  me�ÿutim veliku ve�üinu kriti�þara 

�þine sami znanstvenici. Štoviše, moglo bi se re�üi da i sâm razvoj znanosti funkcionira kao serijsko 

donošenje, te potom odbacivanje ili proširivanje modela. Odbacivanje ili prihva�üanje modela vrši se 

na temelju empirije –ukoliko stanoviti model predvi�ÿa fenomene koje ne primje�üujemo, sadrži 

neobjašnjivi paradoks ili daje numeri�þke podatke koji se kose s poznatim vrijednostima, on se 

odbacuje. Newtonova formula za izra�þunavanje  gravitacijske sile ispravno je predvi�ÿala kretanje 

planeta, stoga je postala op�üeprihva�üena. Me�ÿutim, kasnije se pokazalo da ne može objasniti 

pomicanje Merkurovog perihela. Teorija je srušena i zamijenjena Einsteinovom op�üom teorijom 

relativnosti. Ipak, Newtonova jednadžba sasvim solidno funkcionira u velikoj ve�üini slu�þajeva tj. na 

relativno velikoj udaljenosti od Sunca gdje gravitacija nije toliko snažna da bi izazvala tzv. 

relativisti�þke efekte. S druge strane, Einsteinova teorija gravitacije, a osobito njen matemati�þki 

okvir neprikladni su za izra�þunavanje trajektorija satelita koje šaljemo na Mars. Dakle, ispravan, ali 

kompliciran i neprakti�þan model preoptere�üen detaljima i parametrima koji u kontekstu odre�ÿenog 

znanstvenog pitanja nisu relevantni podjednako je neprikladan kao i previše pojednostavnjen  

model.  Dobar model je, dakle,  razborit kompromis izme�ÿu realizma i jednostavnosti [1].  

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
2���ýak i sama analogija izme�ÿu parova stvarnost-model i Zemlja-globus predstavlja svojevrsni model modela��
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Ipak, znanstvena pitanja �þesto su u drugom planu, zasjenjena tehni�þkim i operativnim pitanjima 

na koja treba vrlo brzo reagirati kako bi se spasili ljudski životi i oprema. Umjesto izgradnje 

modela, u tu svrhu  izvode se simulacije. Trening pilota primjerice uklju�þuje umjetno stvorene 

uvjete koji oponašaju uvjete u aktivnom stanju zrakoplova koji leti 15.000 metara iznad tla.  

Ure�ÿaje koji stvaraju takve prilike (kakve ina�þe rijetko nalazimo u prirodi i kakve susre�üemo samo 

u odre�ÿenim okolnostima), i koji nam omogu�üuju uzastopno testiranje manevarskih odluka (poput 

primjerice slijetanja s jednim ugašenim motorom) nazivamo simulatorima.  Simulacije leta 

omogu�üuju nam da ispitamo ponašanje letjelica, a da ne riskiramo ljudske živote.  Ra�þunalne video-

simulacije letenja, medicinskih zahvata i ratnih operacija danas su toliko sofisticirane da ih je teško 

razlikovati od filmskih snimki stvarnih doga�ÿaja. Ironija je možda u tome da je u cijelom procesu 

razvoja simulacija ve�üu ulogu od znanosti igrala visoko profitabilna industrija video-igara.  

Zahvaljuju�üi video-igrama, danas je teško razlikovati simulaciju od modela.  Naime, u svijetu 

znanosti model je simplificirani, idealizirani reprezentant realnog sustava, a istodobno u 

informati�þkom žargonu rije�þ simulacija prakti�þki je sinonim za  softver koji oponaša svijet 

(odnosno dio svijeta) �þime simulacija ujedno postaje i model .  

Budu�üi da i simulacija i model na neki na�þin oponašaju stvarnost, moglo bi se pomisliti da je 

simulacijski model pomalo nespretna i redundantna sintagma. U hrvatskoj literaturi simulacijski se 

model tretira kao podvrsta modela, pa tako razlikujemo konceptualne, matemati�þke i simulacijske 

modele [2]. Nasuprot tome, B. Schweindman i matemati�þke i poslovne i ra�þunalne modele svrstava 

u konceptualne modele koji se za razliku od fizi�þkih modela (poput maketa i globusa) nalaze u 

svijetu misaonih analogija. Iako ne koristi sintagmu simulacijski model, ipak on pravi distinkciju 

izme�ÿu simulacija i modela, te kaže da je simulacija �þin  korištenja ra�þunalnog modela. Prema 

njemu, ra�þunalni model je produkt  oblikovanja, a simulacija aktivni proces korištenja ra�þunalnog 

modela [3]. Takav je pristup u suglasju s tekstom koji se može na�üi na Wikipediji: „The model 

represents the system itself, whereas the simulation represents its operation over time”. Prema tome 

možemo zaklju�þiti:  simulacijski model je ra�þunalni model (odre�ÿenog djeli�üa stvarnosti) unutar 

kojeg se mogu promatrati procesi u vremenu.    

Oblikovanje simulacijskih modela idealna je metoda za prou�þavanje sustava koji ovise o 

desetinama parametara i nad kojima bi bilo preskupo, presporo  ili �þak nemogu�üe izvoditi pokuse 

(primjerice simulacije raspršenja x-zra�þenja na  me�ÿuzvjezdanoj prašini). Osim toga, postoji cijela 

paleta znanstvenih pitanja �þije bi testiranje predstavljalo teško kršenje eti�þkih na�þela stoga su 

simulacijski modeli jedini na�þin da se istraže opcije i odgovaraju�üi ishodi (u tu skupinu mogli bismo 

ubrojiti i evolucijsku teoriju igara). Takve su  simulacije ratnih operacija, ali i gotovo sve simulacije 

koje se ti�þu ponašanja ljudi, skupina ljudi i op�üenito ljudskog društva. Op�üenito re�þeno, simulacije 
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su u društvenim znanostima prisutne od prvih ra�þunala. Naime, pioniri ra�þunalnih znanosti poput 

John von Neumanna istodobno su bili pioniri i u formalnom opisu društvenih znanosti, pa je ve�ü 

po�þetkom 60-tih godina Jay W.Forrester koristio simulacije za predvi�ÿanje budu�ünosti tvrtki i 

gradova, a Orcutt  za predvi�ÿanje ekonomskih kretanja u slu�þaju promjene poreznih zakona. 

Poznata je Abelson-Bernsteinova simulacija programirana sa svrhom kreiranja izborne kampanje i 

predvi�ÿanja ponašanja glasa�þa. Svim tim ranim simulacijama bilo je zajedni�þko to što su 

pokušavale oponašati zamršene odnose izme�ÿu socio-ekonomskih procesa, pa se smatralo da su 

simulacije „zamjena za matemati�þke izvode“ [4].  U kasnijoj fazi, sedamdesetih i osamdesetih, 

simulacije su se po�þele smatrati jedinstvenim oru�ÿem koje nam može dati potpuno novi uvid u 

stvarnost. Pojava celularnih automata pokazala je da u slu�þaju velikog broja jedinki (�üelija), vrlo 

jednostavni algoritmi mogu iznjedriti kompleksne i sasvim neo�þekivane rezultate [5]. Thomas 

Ostrom je ra�þunalne simulacije nazvao tre�üim simboli�þkim sistemom, uz jezik kao prvi simboli�þki 

sistem i matematiku kao drugi simboli�þki sistem. Sociolozima, psiholozima i ostalim 

znanstvenicima u društvenim podru�þjima, simulacije omogu�üuju direktno prevo�ÿenje ideja iz prvog 

simboli�þkog u tre�üi simboli�þki sustav [6], osobito otkad su dostupne programske platforme za 

višeagentne simulacije kao što su Swarm, NetLogo i RePast.  

Višeagentni sustavi su, u suštini, ra�þunalni programi koji se sastoje od relativno samostalnih 

elemenata koji „žive svoj život“ unutar programa i koje upravo zbog te autonomnosti nazivamo 

agentima. Agenti imaju odre�ÿeni broj pravila koja slijede i, tipi�þno, odre�ÿena stanja u kojima se 

mogu nalaziti. Kako vrijeme prolazi, agenti me�ÿudjeluju i mijenjaju stanja sukladno zadanim 

pravilima, ali usprkos prividnoj jednostavnosti algoritama, kona�þan ishod je, zbog velikog broja 

me�ÿusobnih interakcija naj�þeš�üe nepredvidiv. Opravdanost primjene višeagentnih simulacija danas 

više nitko ne dovodi u pitanje, a optimizam glede primjene osobito je vidljiv iz Brasselove 

opservacije da „jedino višeagentni pristup može pokriti cijeli svijet budu�üi da jedino takav pristup: 

(a) uklju�þuje sve ostale znanstvene pristupe i (b) zadovoljava potrebu društvenih znanosti za 

modelima u kojima jedinke mogu razmjenjivati i interpretirati simboli�þke poruke potrebne za 

donošenje odluka.“ [4]  

S prakti�þnog stajališta, simulacije se mogu podijeliti na one u kojima  korisnik sudjeluje i na 

one u kojima je korisnik puki promatra�þ. S obzirom na svrhu, ovaj drugi tip simulacija možemo 

kategorizirati na simulacije dizajnirane radi: (1) donošenja operativnih odluka, (2) donošenja 

dizajnerskih ili inženjerskih rješenja, (3) testiranja modela ili hipoteze, (4) dobivanja dubljeg uvida 

u odre�ÿenom podru�þju istraživanja [4]. Simulacije oblikovane u sklopu ovog doktorata, prvenstveno 

su izra�ÿene sa svrhom koja je navedena pod to�þkom (4) –radi dobivanja dubljeg uvida u 

Zatvorenikovu dilemu i problematiku direktnog reciprociteta.  
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Zatvorenikove dileme na kojem se razli�þite matemati�þke strategije bore svaka sa svakom i, na 

sveop�üe iznena�ÿenje, otkriva da ipak postoji suradni�þka strategija koja može pobijediti sebi�þne i 

izdajni�þke rivale. Radi se dakako o slavnoj strategiji tit-for-tat (TFT), eng.milo-za-drago koju je na 

turnir priložio Anatol Rapaport. Ono što nije uspjelo matematici, uspjelo je ra�þunalima, makar pod 

specijalnim uvjetima turnira. Novi zamah u istraživanju Zatvorenikove dileme potaknut 

Axelrodovim turnirom izazvao je cijeli niz analiza i ra�þunalnih simulacija, ali i etabliranje novog 

znanstvenog polja koje je prema Axelrodovoj knjizi prozvano Evolucija suradnje. Iz prakti�þnih 

razloga turnir je opisan u drugoj glavi disertacije kao prirodan produžetak Triversovih ideja, dok 

tre�üa glava zaokružuje pri�þu daju�üi matemati�þku pozadinu.  

�ýetvrta glava objašnjava kako se može simulirati turnir. Zahvaljuju�üi brzom razvoju  ra�þunala 

i objektno-orijentiranih jezika, broj publikacija na podru�þju evolucije suradnje u neprestanom je 

porastu. Primjerice, samo u periodu od 2010. do 2012. bilo je objavljeno 15 tisu�üa publikacija na 

podru�þju istraživanja Zatvorenikove dileme [7]. S obzirom da se danas gotovo svako istraživanje na 

podru�þju evolucije suradnje temelji na višeagentnim simulacijama, �þetvrta glava ove disertacije 

posve�üena je simulacijskom modeliranju. Kako se može simulirati IPD s deterministi�þkim 

strategijama, a kako IPD s reaktivnim strategijama, bit �üe u žarištu ove cjeline.   

U petoj glavi disertacije bit �üe predstavljena istraživanja na originalnim simulacijskim 

modelima. Kao što i sâm naslov disertacije sugerira, istraživanja provedena ti�þu se simulacijskih 

eksperimenata provedenih na posebnom tipu agenata. Naime, ve�üina dosadašnjih modela istražuje 

ponašanje agenata koji mogu upamtiti prethodne interakcije s proizvoljno mnogo rivala (u 

proizvoljno velikoj populaciji). Za razliku od takvih modela, ovdje predlažemo TFT agente koji 

imaju limitirani kapacitet memorije. Drugi dio ove cjeline posve�üen je utjecaju prijenosa 

informacije. Uz „zaboravljive TFT“ agente dizajnirani su i TFT agenti koji mogu razmjenjivati 

informacije o izrabljiva�þima prisutnim u populaciji  

Šesta glava posve�üena je matemati�þkom opisu brzine kojom suradnici dostižu izrabljiva�þe. 

Naime, tokom doktorskog studija bilo je nekoliko rasprava vezanih uz ovaj projekt, što na 

kvalifkacijskom ispitu što na doktorskoj radionici, a jedno od pitanja vezanih uz istraživanje bilo je 

i pitanje prof. Alena Lovren�þi�üa u vezi metodologije – kako dokazati da vrijeme dostizanja zaista 

asimptotski raste s veli�þinom populacije. Radi ispitivanja hipoteze pove�üan je broj pokusa, a kao 

nusprodukt, otkriven je jedan drugi fenomen –kad se TFT agenti nasumi�þno gibaju  zapravo postižu 

bolje rezultate nego u slu�þaju turnirskog sustava „svaki-sa-svakim“. Ovaj fenomen je potvr�ÿen 

empirijski, a prona�ÿena je i egzaktna formula koja opisuje uspješnost strategije. 
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stoga, neki znanstvenici smatraju da se IR umjesto na snazi imidža mora temeljiti na tra�þanju iz 

vlastitog iskustva [17].   

Razliku izme�ÿu direktnog i indirektnog reciprociteta jezgrovito je opisao David Haig: „Za 

direktni reciprocitet potrebno je lice, a za indirektni potrebno je ime.“ [12]. Ova dosjetka zapravo 

implicira da IR pretpostavlja postojanje jezika kojim pojedinci mogu tra�þati jedni druge. Neki 

znanstvenici poput Robina Dunbara smatraju da se jezik razvio upravo radi tra�þanja, odnosno radi 

prenošenja informacija o izrabljiva�þima. Prema tome neokorteks nije adaptacija (samo) na fizi�þku, 

nego prvenstveno na socijalnu okolinu. A da je mozak zaista baždaren na socijalnu okolinu, Dunbar 

je i dokazao utvrdivši da me�ÿu primatima postoji korelacija izme�ÿu relativne veli�þine neokorteksa i 

veli�þine grupe jedinki [18]. Upravo ovo otkri�üe poslužit �üe nam kao temeljni empirijski oslonac da 

za premoš�üivanje jaza izme�ÿu DR i IR. 

Dunbarova korelacija ukazuje na to da mehanizam DR-a ne funkcionira sam po sebi, 

neovisno o kognitivnom aparatu jedinki. Da bi reciprocitet bio uspostavljen, jedinka mora imati 

sposobnost prepoznavanja drugih jedinki i sposobnost memoriranja prethodnih interakcija. Iako je 

o�þigledno da u životinjskom svijetu nemaju sve jedinke jednake mentalne sposobnosti, u klasi�þnom 

modelu IPD, igra�þi koji koriste TFT-strategiju, nemaju nikakva memorijska ograni�þenja – oni 

pamte prethodne interakcije sa svim igra�þima u populaciji, neovisno o njihovom broju. Upravo 

stoga takav model ne može objasniti zašto neke životinjske vrste žive u manjim �þoporima, a neke u 

ve�üim. Ovdje se logi�þno name�üe  pitanje: Kako bi se s izrabljiva�þima nosili TFT-igra�þi s 

ograni�þenim kapacitetom memorije? Pitanje je naizgled trivijalno jer „gluplji“ igra�þi ne mogu 

pamtiti interakcije s puno partnera, pa se �þini da �üe oni uvijek biti u gorem položaju od „pametnijih“ 

igra�þa.  Me�ÿutim, iz evolucijske perspektive, nijedna adaptacija nema apsolutnu vrijednost; 

posjedovati pam�üenje može biti podjednako dobro kao i ne-posjedovati pam�üenje, ovisno o 

kontekstu. Evolucijsko na�þelo je jednostavno: ono što je uspješno, u budu�ünosti �üe se pojavljivati 

�þeš�üe. Prema tom na�þelu, bakterije su, iako „primitivne i glupe“, najuspješniji organizmi, jer ih ima 

najviše. Svaka nadgradnja i svaka kompleksnost organizma iziskuje pove�üanje energetskih 

troškova. Prema tome, ve�üi memorijski kapacitet ujedno predstavlja i ve�üe ulaganje (u smislu 

hrane/energije). Kako bi se model u�þinio realnijim, osim kapaciteta memorije, potrebno je ugraditi 

trošak energije koji ovisi o kapacitetu, odnosno potrebno je oduzeti udio energije od isplate igra�þa u 

Zatvorenikovoj dilemi.  

��
��
��
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Nakon verifikacije ra�þunalnog modela osmišljen je, u skladu s teorijom planiranja simulacijskih 

eksperimenata [20] niz pokusa �þiji su rezultati nakon provedbe podvrgnuti validaciji.  

Za razliku od simulacijskih modela koji su izgra�ÿeni na temelju dobro poznatih sustava, u 

mnogim istraživanjima (poput ovog) potrebno je simulirati sustave �þije mehanizme ne razumijemo 

u potpunosti (tzv. black box problem). Tako�ÿer, broj variranih parametara (koji se u stvarnim 

eksperimentima nazivaju faktorima) u simulacijama naj�þeš�üe daleko nadmašuju broj variranih 

faktora u stvarnim eksperimentima. Neki znanstvenici stoga smatraju da na podru�þju simulacijskih 

modela, op�üe smjernice DOE protokola (Design of Experiments) nije mogu�üe slijediti. U takvim 

istraživanjima ne treba tražiti numeri�þke procjene utjecaja faktora –umjesto numeri�þkih vrijednosti 

bolje je tražiti tendencije [21]. U skladu s tim, isplanirani su pokusi �þiji primarni cilj nije utvrditi 

valjane numeri�þke vrijednosti koje bi se mogle provjeriti u stvarnom svijetu, ve�ü utvrditi koji 

parametri utje�þu na mehanizam direktnog reciprociteta uvažavaju�üi empirijske podatke. S obzirom 

da dosadašnji simulacijski modeli direktnog reciprociteta nisu uzimali u obzir memorijski kapacitet 

i zaboravljivost agenata, u fokusu istraživanja bit �üe relevantnost upravo tih faktora. 

 

2 Evolucija suradnje i Axelrodovi turniri  
 

Nesebi�þno ponašanje predstavlja jednu od najve�üih enigmi u prirodi. S jedne strane, živa bi�üa 

su sebi�þna i kompetitivna, ali s druge strane se žrtvuju, ne samo za svoje mlade, ve�ü i za �þlanove 

�þopora s kojima nisu u krvnom srodstvu. Dakle, opisivati prirodu (isklju�þivo) kao arenu u kojoj se 

vodi nemilosrdna borba za opstanak, bilo bi, u najmanju ruku, manjkavo.  Svijet prirode golema je 

pri�þa o suradnji, pomaganju i žrtvi u ime kolektiva. Delfini pomažu ozlije�ÿenim drugovima da do�ÿu 

na površinu vode kako bi udahnuli zrak, a p�þele i mravi gotovo da i ne mare za vlastiti život kad je 

u pitanju opstanak košnice odnosno mravinjaka [22].  Na višoj organizacijskoj razini, suradnja je 

potpomognuta komunikacijom; �þopor majmuna opstaje zahvaljuju�üi “ �þuvarima” koji podižu uzbunu 

kad primjete grabežljivca u blizini, izlažu�üi sebe opasnosti da upravo oni budu primje�üeni i 

napadnuti. Ljudi su, zahvaljuju�üi jeziku i pismu, postali vrhunski suradnici, krenuvši od lova�þko-

sakuplja�þkih zajednica do saveza država, pritom stvaraju�üi grandioznu komunikacijsku mrežu koja 

danas pokriva cijeli planet.   

Kad govorimo o suradnji, potrebno je razlikovati barem dvije klase ponašanja: u prvoj klasi je 

suradnja koja je trenutno isplativa i sama po sebi razumljiva- dva ribara zajedno izvla�þe mrežu iz 

vode jer obojica imaju trenutnu korist. U drugoj klasi je suradnja koja sadrži rizik: “Danas ja tebi 

dajem polovicu ulova, a jednog dana ti �üeš možda meni”. Ovaj doktorski rad velikim je dijelom 

posve�üen upravo toj, drugoj vrsti suradnje koju evolucijski psiholozi vole nazivati recipro�þnim 
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ozbiljan nedostatak (kojeg je Darwin bio svjestan): ako u grupi postoje požrtvovni pojedinci, oni �üe 

uvijek imati manje resursa i ve�üu stopu smrtnosti  od ostalih �þlanova. Njihov broj �üe padati iz 

generacije u generaciju sve dok potpuno ne iš�þeznu, a s njima �üe iš�þeznuti i prednost koju je ta 

grupa imala. Sedamdesetih godina, ideja grupne selekcije bila je potpuno ismijana i odba�þena, ali 

danas postoje znanstvenici koji je pokušavaju rehabilitirati.  

 

2.1.2 Srodni �þki odabir 
��

Odgovaraju�üe objašnjenje požrtvovnog ponašanja p�þela i ostalih eusocijalnih insekata dao je 

William Hamilton , osamdeset godina nakon Darwinove smrti. Hamilton je jedan od prvih 

znanstvenika koji je shvatio da se selekcija ne doga�ÿa na razini jedinke, nego na razini gena. Dakle, 

pravo pitanje nije „Koje ponašanje donosi prednost jedinki?“ nego „Koje ponašanje genima donosi 

prednost?“.  Prema Hamiltonu, životinja je oklop za gene, a u interesu gena je da se prenesu u 

narednu generaciju bez obzira da li  se oni nalazili u tijelu životinje ili njenog ro�ÿaka [25]. Prema 

tome, pomaganje vlastitom bratu zna�þi pomaganje zajedni�þkim genima. Ovaj mehanizam 

uobi�þajeno se naziva rodbinski odabir (kin selection). Iako vrlo dobro objašnjava požrtvovnost 

p�þela radilica koje se žrtvuju za maticu i njene li�þinke, ovaj mehanizam ne može objasniti ostale 

oblike altruizma koje uo�þavamo u prirodi.    

 

2.1.3 Direktni reciprocitet 
��

Kriti �þni udarac protivnicima Darwinove teorije zadao je Robert Trivers koji je objasnio 

pojavu nesrodni�þkog altruizma (me�ÿu životinjama koje nisu u rodbinskoj vezi). Iako se jedinka 

žrtvuje u korist drugoga (npr. dijeli hranu s drugom jedinkom), ovakvo ponašanje je eventualno 

isplativo ako �üe druga jedinka uzvratiti uslugu.  Takav mehanizam Trivers je nazvao recipro�þni 

altruizam, ali iz spomenutih razloga, danas se �þeš�üe koristi sintagma direktni reciprocitet. Postoji 

mnogo evidentiranih primjera recipro�þnog ponašanja u prirodi, od �þega je možda najšokantniji, ali i 

najedukativniji Frans de Waalov opis šišmiša krvosasa koji svojim “drugovima” daruju napola 

probavljenu krv: „Izgleda da u razmjeni hrane postoji prijateljski sustav , pri �þemu dvije jedinke 

mogu iz no�üi u no�ü mijenjati uloge, ovisno o tome koja je imala više uspjeha u pribavljanju krvi. 

Budu�üi da ne može izdržati bez hrane više od dvije no�üi za redom, za krvosasa je takav prijatelj 

životno pitanje“ [22]. Iz ovog primjera može se iš�þitati temeljna zna�þajka recipro�þnog altruizma:  

jedinka umanjuje svoju vlastitu korist, ra�þunaju�üi da �üe joj druga jedinka uzvratiti. Dakle, ne 

smatramo svaku suradnju recipro�þnim altruizmom. Kad �þopor vukova zajedno opkoli plijen, 
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Tablica 2 Tok igre za prvih deset rundi izme�ÿu pet najpoznatijih strategija ALLD, ALLC, TFT, GRIM i ALT. Uz parametre 
0<1<3<5, ukupna zarada koju strategija ALLD dobiva iznosi 108 bodova, dok TFT 94 boda, i GRIM dobiva 98 bodova.  

Trivers je u svom �þlanku iz 

1971.g. istaknuo da je odnos 

izme�ÿu dviju jedinki ekvivalentan 

odnosu koji imaju igra�þi u 

Iteriranoj zatvorenikovoj dilemi i 

ukratko je razmotrio neke 

matemati�þke uvjete za suradni�þko 

ponašanje, ali osim Rapaportovih 

eksperimenata nije imao dovoljno 

empirijskih materijala za daljnje 

zaklju�þke [8]. Kasnije �üe se 

pokazati da mu je nedostajala 

ra�þunalna podrška. Tek s 

razvojem kompjutera moglo se u 

dovoljno kratkom vremenskom 

roku simulirati ponašanje jedinki u velikom broju opetovanih susreta. Klju�þan doprinos tom aspektu 

evolucije dao nam je Robert Axelrod sa svojim turnirom u iteriranoj igri Zatvorenikove dileme.  

 

2.2.2 Axelrodov turnir 
 

Da bi otkrio koja je najisplativija strategija u Iteriranoj zatvorenikovoj dilemi (IPD), poznati 

ameri�þki politolog Robert Axelrod je 1979.g. organizirao ra�þunalni turnir. Pozvao je najpoznatije 

matemati�þare, teoreti�þare igara, da prilože svoje strategije. Prijavilo se 14 strategija koje su igrale 

po principu svaki sa svakim (round-robin), ali i same sa sobom. Axelrod je k tome dodao jednu 

svoju i jednu nasumi�þnu strategiju (koja sura�ÿuje u 50% slu�þajeva). Na sveop�üe iznena�ÿenje, 

pobijedila je strategija milo-za-drago (TFT). Iako sama po sebi nije najja�þa,  pokazala se 

najisplativijom jer je uzela mnogo bodova od suradni�þkih strategija, a nije izgubila mnogo od  

izdajni�þkih strategija budu�üi da ne dopušta izrabljivanje [10]. Spoznaja da jedna suradni�þka 

strategija može opstati i još k tome pobijediti u populaciji sebi�þnih jedinki, izazvala je veliko 

uzbu�ÿenje u znanstvenoj zajednici, što je rezultiralo mnoštvom IPD turnira i matemati�þkih analiza.  

Uspješnost strategije TFT po�þiva na nekoliko osobina, od kojih Axelrod izdvaja sljede�üe: 

� � � � � � � � � � � � � � � � � �E

1��
ALLD�� D�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D 10T 50

ALLC�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10S 0

2��
ALLD�� D�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D 1�|T+9P 14

TFT�� C�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D 1�|S+9P 9

3��
ALLD�� D�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D 1�|T+9P 14

GRIM�� C�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D 1�|S+9P 9

4��
ALLD�� D�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D 5T+5P 30

ALT�� D�� C�� D�� C D�� C�� D�� C D C 5P+5S 5

5��
ALLC�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10R 30

TFT�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10R 30

6��
ALLC�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10R 30

GRIM�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10R 30

7��
ALLC�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 5S+5R 15

ALT�� D�� C�� D�� C D�� C�� D�� C D C 5T+5R 40

8��
TFT�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10R 30

GRIM�� C�� C�� C�� C C�� C�� C�� C C C 10R 30

9��
TFT�� C�� D�� C�� D C�� D�� C�� D C D 5S+5T 25

ALT�� D�� C�� D�� C D�� C�� D�� C D C 5T+5S 25

10��
GRIM�� C�� D�� D�� D D�� D�� D�� D D D S+5T+4P 29

ALT�� D�� C�� D�� C D�� C�� D�� C D C T+5S+4P 14
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1. Dobrodušnost (strategija TFT nikad ne vara prva) 

2. Jednostavnost (drugi igra�þi je lako prepoznaju) 

3. Opraštanje (s obzirom da TFT kopira protivni�þki potez, s njom je lako ponovo uspostaviti 

suradnju-dovoljno je odigrati suradni�þki i ona �üe uzvratiti suradni�þki) 

4. Budnost (bez oklijevanja se osve�üuje i time obeshrabruje suigra�þe da ponovo varaju) [29] 

Me�ÿutim, �þetvrta vrlina ujedno je i slabost, pogotovo ako je s druge strane igra�þ koji se drži iste 

takve strategije ponašanja. Naravno, ova slabost se primje�üuje tek ako jedan TFT igra�þ iz nekog 

razloga pomisli da ga je drugi TFT igra�þ izdao. Ali takva opcija je realna i treba imati na umu da u 

stvarnom životu uvijek postoji komunikacijski šum . Za razliku od Isusove strategije „okreni drugi 

obraz“ koja bezuvjetno oprašta,  starozavjetna  strategija „oko za oko“ vrlo �þesto vodi u beskrajnu 

spiralu osvete, kakvu primje�üujemo u pastoralnim društvima. Recimo, sicilijanska vendeta ili 

kosovska besa, ponekad traju stolje�üima dok se klanovi tvrdoglavo osve�üuju jedni drugima. Evo 

kako Axelrod komentira ovu karakteristiku strategije TFT: „Milo-za-drago ima i svoje strateške 

slabosti. Npr, ako drugi igra�þ jednom prevari, ona �üe obavezno uzvratiti prijevarom, pa ako drugi 

igra�þ uzvrati istim, rezultat �üe biti beskona�þni eho naizmjeni�þnih prijevara. U tom smislu, strategija 

“milo za drago” ne oprašta dovoljno.“ [29]  

2.2.3 Axelrodova sjena budu �ünosti 

Treba nešto re�üi i o problemu kona�þnog odnosno beskona�þnog broja iteracija. Na prvom 

Axelrodovom turniru igrao se fiksan broj rundi �:�J 
L �t�r�r�;�ä U kasnijoj analizi pokazalo se da bi 

TFT izgubila turnir od nekih podmuklijih strategija. Primjerice, �þista strategija TFT može biti biti 

poražena od  strategije koja igra TFT do predzadnje runde �:�J 
F �s�;, a u �J-toj rundi igra izdaju [30].  

Takva strategija bi pobijedila na turniru.  Da bi izbjegao takve smicalice, na sljede�üem turniru 

Axelrod je umjesto fiksnog broja rundi, uveo vjerojatnost odigravanja sljede�üe runde � ñ 
 O � s. 

Uvo�ÿenje vjerojatnosti može nam se �þiniti �þudnim, ali treba imati na umu: ako je unaprijed poznat 

broj interakcija me�ÿu parovima jedinki, stalna �üe prevara uvijek biti evolucijski najstabilnija 

strategija i u stvari jedina koja postoji. To je zbog toga što je prevara u posljednjoj interakciji 

optimalna za obje strane, stoga je i prevara u pretposljednjem potezu optimalna, i tako dalje unatrag, 

sve do prve interakcije (tzv.backward induction)  Me�ÿutim, u stvarnosti, u mnogim biološkim 

okolinama, iste jedinke mogu se sresti više od jednom, pa je uvo�ÿenje vjerojatnosti realisti�þnija 

pretpostavka [29].  Kad govori o evoluciji suradnje u svijetu sebi�þnih jedinki, Axelrod zaklju�þuje da 

je osnovni preduvjet „dovoljno duga sjena budu�ünosti“, odnosno dovoljno velika vjerojatnost 

ponovnog susreta [29] (izra�þun vjerojatnosti dan je u Prilogu A). Kad igra�þi znaju da postoji 

vjerojatnost ponovnog susreta tada je suradnja isplativija opcija od varanja. Poznata su primirja na 
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Zapadnoj fronti u Prvom svjetskom ratu gdje su vojnici bili primorani na beskrajnu rovovsku bitku. 

S vremenom, vojnici su prestali pucati jedni po drugima ili su demonstrirali ritualne kanonade u 

dogovoreno vrijeme.  Ve�üinu vremena mogli su slobodno šetati ni�þijom zemljom, razmjenjivati 

cigarete ili �þak igrati nogomet s neprijateljskim vojnicima. Glumljeni napadi bili su organizirani 

kako bi zadovoljili svoje oficire, a vojnici su unaprijed znali to�þno vrijeme napada. Ovdje se radi o 

tipi�þnom slu�þaju suradnje izme�ÿu neprijateljskih vojnika kada vojnici znaju da �üe s istim 

neprijateljem biti suo�þeni jako dugo; u tom slu�þaju su motivirani na suradnju, a ne na sukobe jer i 

sami u budu�ünosti mogu o�þekivati isti postupak s druge strane [26]. U normalnim ratnim 

okolnostima, kad je omogu�üena mobilnost vojske, takva suradnja ne postoji jer vojne trupe ulaze u 

jednokratne sukobe, a ne u trajno su�þeljavanje. U svijetu biznisa uo�þavamo sli�þan obrazac: prevare 

se doga�ÿaju kad se ugovori bliže kraju i kad se zna da partneri više ne�üe me�ÿusobno poslovati. 

Sli�þno je i u ljubavnim odnosima: prilikom raskida braka, bra�þni partneri postaju skloni klevetama i 

lažima kako bi izvukli što više po pitanju raspodjele imovine ili skrbništva nad djecom.   

2.2.4 Primjeri reciprociteta i kritika Triversove teorije 
 

Jedno od obilježja grupnog na�þina života je stvaranje socijalnih veza (social bonds) izme�ÿu 

životinja. One se mogu stvarati izme�ÿu ro�ÿaka, izme�ÿu pripadnika istog spola, iste dobi ili istog 

ranga u hijerarhiji grupe. Socijalne se veze mogu uspostaviti kroz širok spektar aktivnosti 

specifi�þnih za pojedinu vrstu. Mnoge od tih aktivnosti podrazumijevaju reciprocitet: grljenje, 

me�ÿusobno dotjerivanje (allopreening), me�ÿusobno timarenje (allogrooming)  i agonisti�þka potpora 

[31].  

Za razliku od preeninga koji je tipi�þan za sve ptice pri �þemu jedinka sama �þisti i namješta 

vlastito perje, allopreening je nešto rje�ÿa pojava i podrazumijeva situaciju u kojoj dvije ptice jedna 

drugu dotjeruju. Allogroming (ili social grooming) veoma je važna aktivnost u svih vrsta primata 

(ali ne samo primata) koja �þlanovima zajednice zapravo oduzima ve�üinu (slobodnog) vremena. 

Allogrooming podrazumijeva me�ÿusobno timarenje, lizanje i �þiš�üenje krzna, i dokazano donosi 

zdravstveni benefit ne samo u vidu uništavanja parazita koji prenose zarazne bolesti ve�ü i u vidu 

smanjenja stresa i sr�þanog pulsa putem lu�þenja oksitocina i beta-endorfina [32; 33]. Poznato je da 

kod razvijenijih primata timarenje služi za rješavanje konfliktnih situacija i za mirenje posva�ÿanih 

jedinki itd [34].   

Agonisti�þka potpora (agonistic support ili mobbing) predstavlja borbu protiv zajedni�þkog 

neprijatelja i obi�þno opisuje situaciju kad plijen tjera grabežljivca. Napad na grabežljivca zapo�þinje 

jedna životinja, a njoj se potom pridružuje saveznik ili više njih. Takvo ponašanje primje�üeno je 

kod vrana koje tjeraju orlove, kod babuna koji tjeraju leoparde itd. Zanimljivo je to da ve�üina 
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istraživanja sugerira da agonisti�þka potpora nije �þin kojim se tjera predator kako bi zaštitila cijela 

skupina ve�ü individualni �þin koji se izvodi kako bi se zaštitili oni koji �üe kasnije uzvratiti uslugu 

[35]. Dobar primjer je crnoglava muharica koja �üe tjerati grabežljivca od one muharice koja joj je 

pomogla u nekoj prijašnjoj situaciji [31].  

 Da ne ispadne sve u ruži�þastim tonovima valja re�üi da je Triversova teorija DR-a od samih 

po�þetaka izložena kritikama.  Ako zanemarimo napade iz redova filozofa i eti�þara, ve�üina kritika 

odnosi se na navodno pomanjkanje empirijskih dokaza. �ýak i primjer reciprociteta izme�ÿu Ribe-

�þista�þa (Labroides dimidiates) i Velikooke (Priacanthus hamrur) koje je sâm Trivers naveo u svom 

�þlanku iz 1971. odba�þen je od strane nekih znanstvenika. Prema Shultzineru odnos izme�ÿu �ýista�þa i 

Velikooke nije primjer recipro�þnog altruizma ve�ü simbioze. Wilkinsonova studija vampirskih 

šišmiša tako�ÿer je dovedena pod upitnik s obzirom na metodologiju i relativno mali broj recipro�þnih 

odnosa izme�ÿu šišmiša koji nisu u rodbinskoj vezi [36].  Mnoge od ovih kontroverzi posljedica su 

nesporazuma u nekoliko kriti�þnih to�þaka teorijskog okvira DR-a. Me�ÿu tim to�þkama Schino et al. 

(2010) navode (1) problem „vremenskog razmaka“ izme�ÿu davanja i uzvra�üanja usluge, (2) 

problem kognitivnih preduvjeta (3) problem inkliniranja srodnicima (4) problem asimetri�þnosti 

[37]. Iznena�ÿuju�üa je zapravo terminološka zbrka u ovom podru�þju. Primjerice, De Waal pravi 

distinkciju izme�ÿu mutualizma (simbioze) i DR na temelju vremenskog razmaka izme�ÿu davanja i 

uzvra�üanja usluge. Mutualizam, prema njegovom mišljenju podrazumijeva istovremenu razmjenu 

usluga. S druge strane Bronstein pod mutualizmom smatra suradnju izme�ÿu razli�þitih vrsta, dok 

pod recipro�þnim altruizmom podrazumijeva uzajamne interakcije unutar iste vrste.  Prema nekim 

znanstvenicima koji staju u Triversovu obranu distinkcija izme�ÿu trenuta�þnog i zakašnjelog 

uzvra�üanja je izvješta�þena i precijenjena [38]. Tako�ÿer nije jasno zašto se uzajamno pomaganje 

izme�ÿu razli�þitih vrsta mora proglašavati simbiozom (mutualizmom), odnosno zašto se uop�üe 

mutualizam mora tretirati kao odvojeni fenomen. Axelrod u petom poglavlju svoje slavne knjige 

„Evolucija društvenosti“ kaže da se model Zatvorenikove dileme može primijeniti na dvije 

bakterije, kao i na dva primata, ali da nema nikakvog razloga da se ne primijeni na odnos izme�ÿu 

kolonije bakterija i primata (koji služi kao doma�üin koloniji). Samo jedan paragraf niže osvr�üe se i 

na problem vremenskog razmaka i kaže „And while the model treats the choices as simultaneous, it 

would make little difference if they were treated as sequential” [39]. U fusnoti se poziva na 

Thomsonov �þlanak iz  1980. Me�ÿutim, �þini mi se da je u ovom kontekstu interesantnije empirijsko 

istraživanje iz 2006. gdje je utvr�ÿeno da asimetrija ima negativan efekt na klasi�þnu Zatvorenikovu 

dilemu (sa simultanim donošenjem odluka). Takvom asimetri�þnom odnosu (u kojem parametri 

isplata nisu jednaki za oba igra�þa) pogoduje sekvencijalno donošenje odluka, štoviše suradnja se 

lakše uspostavlja ako slabiji igra�þ vu�þe prvi potez, a ja�þi igra�þ odgovara na „ponudu“ [40].  
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 Možda je trivijalna tvrdnja da je suradnja preduvjet socijalizacije, ali ona ipak ima odre�ÿenu 

vrijednost jer stavlja naglasak na kognitivne sposobnosti organizama. Vanjski faktori su važni, 

utoliko što prisiljavaju (ili ne prisiljavaju) na suradnju. Neke životinjske vrste na�ÿu se u izobilju 

hrane, u okolišu bez prirodnih neprijatelja, pa im je dozvoljeno da uživaju u komforu samotnja�þkog 

na�þina života, dok na neke vrste vanjski faktori djeluju tako da one eventualno mogu preživjeti  i 

pro�üi kroz usko grlo evolucije jedino ako po�þnu sura�ÿivati. Možda se nešto sli�þno desilo i s našim 

precima u dalekoj prošlosti. Zacijelo je bilo i onih vrsta koje su izumrle jer nisu znale sura�ÿivati. 

Naime, dokle god ekološki pritisci djeluju u smjeru suradnje, prirodna selekcija �üe dati zeleno 

svjetlo za opstanak samo onima koji imaju sposobnost nadvladati tzv. socijalne dileme. 

 

2.3.1 Socijalne dileme  
 

Iz perspektive ovog istraživanja osobito je zanimljiv utjecaj pojedina�þnih odluka na sudbinu 

grupe. Tzv. socijalne dileme opisuju situacije u kojima se sebi�þni interes jedinke sudara s interesima 

grupe [41] (a jedna od takvih dilema je i Zatvorenikova dilema). Ako svaki �þlan uživa u plodovima 

zajedni�þkog rada, tada uvijek postoji iskušenje da pojedinac uloži manje truda od ostalih �þlanova. 

Kad bi se svi �þlanovi predali takvom iskušenju, plodova zajedni�þkog dobra uskoro ne bi bilo. Odnos 

izme�ÿu �þlanova grupe ponekad se modelira pomo�üu Igre javnog dobra (Public Goods Game, PGG). 

U PGG-u svaki igra�þ daje odre�ÿenu svotu u zajedni�þku blagajnu, a nakon što je novac prikupljen 

ukupna svota se množi s odre�ÿenim faktorom (tipi�þno izme�ÿu 1 i 2), te se potom dijeli na jednake 

dijelove. Idealan ishod igre postiže se kad svi �þlanovi ulože maksimalan iznos, me�ÿutim, s 

vremenom neki igra�þi po�þinju ulagati manje svote jer na taj na�þin pove�üavaju omjer dobivenog i 

uloženog. Kao i u Zatvorenikovoj dilemi, racionalan izbor je prevara odnosno ulaganje minimalnog 

ili nikakvog uloga. Problem je u tome što tada i svi ostali po�þinju ulagati manje, pa u kona�þnici 

nitko ne dobiva ništa. Takav ishod u engleskoj literaturi susre�üemo pod nazivom Tragedy of the 

commons. Dramati�þan i aktualan primjer takve zajedni�þke tragedije trenuta�þna je situacija s 

globalnim zatopljenjem.  Za globalnu klimu najbolje bi bilo kad bi sve zemlje potpisale Kyoto 

protokol i prestrukturirale svoje industrije tako da emisije stakleni�þkih plinova budu što manje. 

Svaka država se, me�ÿutim, suo�þava s primamljivijom opcijom – „Pusti druge da potpišu i ulažu 

napor u prestrukturiranje, a ti nastavi s razvojem kao dosad.“ [42]. Budu�üi da ova opcija svima stoji 

na raspolaganju jasno je da do povoljnog ishoda ne može do�üi. Svaka država htjela bi uživati u 

plodovima ekoloških napora, a da pritom sama ne mora uložiti novac. Rezultat je, nažalost, 

katastrofalan – emisije stakleni�þkih plinova se nastavljaju i globalne klimatske promjene postaju 

o�þigledan problem.   
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 Svijet prirode nudi mnoštvo sli�þnih konflikata pojedinca i grupe, ali još uvijek ne 

razumijemo mehanizme putem kojih životinjske vrste održavaju svoje zajednice. U svjetlu ranije 

spomenutih faktora (hrane i predacije) zanimljiv je i za sad neobjašnjiv na�þin na koji ptice 

održavaju budnost jata  [35]. Kad se jato golubova nalazi na tlu, skupljaju�üi hranu, ono je izloženo 

napadu jastreba. Ako neki golub uo�þi jastreba, on poleti, a odmah potom slijedi ga �þitavo jato. Ako 

golub uo�þi jastreba dok je ovaj ve�ü relativno blizu, najvjerojatnije ne�üe baš svi golubovi poletjeti na 

vrijeme i jastreb �üe jednog od njih š�þepati. Me�ÿutim, poznato je da se jastrebov uspjeh zna�þajno 

smanjuje kad napadne ve�üe jato. Naime, svaki golub povremeno digne glavu i promatra uokolo 

traže�üi potencijalnog napada�þa, pa se s pove�üanjem grupe zna�þajno pove�üava vjerojatnost opažanja 

jastreba.  Teoretski, ako je u svakom trenutku nekoliko glava u zraku, budnost jata je stopostotna, 

pa je jastrebu nemogu�üe da se približi. Me�ÿutim, ovdje opet postoji problem izrabljiva�þa. 

Evolucijski gledano, ako postoji golub koji vara (nikad ne diže glavu) on �üe imati najviše vremena 

za skupljanje hrane. Dok drugi golubovi promatraju, on skuplja hranu – njemu raste fitnes i 

vjerojatnost širenja prevarantskih gena.  

 U ovoj disertaciji PGG ne�üe biti posebno razmatrana, tim više što su PGG i PD u nekim 

aspektima matemati�þki ekvivalentne igre. Prevladavanje socijalnih dilema kao što su PGG i PD 

mogu�üe je jedino na dužoj vremenskoj skali pod uvjetom da se dilema ponavlja kao što je pokazano 

Axelrodovim turnirima. Strategije ponašanja koje imaju najviše šanse promovirati grupni na�þin 

života sadrže elemente kažnjavanja. Kažnjavanje prevaranata pokazuje se klju�þnim za�þinom kako u 

PD tako i u PGG-u.  Mnoge studije temeljene na metodama eksperimentalne psihologije, pokazale 

su da u�þesnici u PGG najmanje varaju kad se istovremeno primjenjuju i nagrada i kazna [43]. 

Dakle, nagrada sama po sebi nije dovoljan motiv dokle god je isplativije varati (što po definiciji 

dilemu i �þini dilemom). U tre�üoj glavi disertacije detaljno su opisani pojmovi poput o�þekivane 

isplate i Nashove ravnoteže, a izme�ÿu ostalog pokazano je i kako PD zapravo proizlazi iz igre 

Hawk-Dove. Ako je cijena grabežljivosti dovoljno visoka, strategija povla�þenja može koegzistirati, 

jer se grabežljivcima ne isplati me�ÿusobno konfrontirati. Me�ÿutim ako cijena grabežljivosti padne 

ispod kriti�þne vrijednosti, tada igra�þi upadaju u dilemu iz koje nema izlaza dokle god su 

matemati�þki parametri u tranzitivnom odnosu � 5 
 O � 2 
 O � 4 
 O � 6. Pove�üanje nagrade �4��nema 

nikakvog utjecaja dokle god je ona uglavljena izme�ÿu �2 i �6.  Upravo zato je Nowak jedno od 

poglavlja svoje knjige Supercooperators duhovito nazvao „Prisoner of the dilemma“ umjesto 

„Prisoner's dilemma“. Vanjski faktori poput odnosa me�ÿu parametrima isplate (koji uklju�þuju 

podjelu plijena i sve troškove interakcije) odre�ÿuju ho�üe li organizmi upasti u socijalnu dilemu (PD 

ili PGG) ili neki drugi matemati�þki okvir, ali kad jednom upadnu u �þeli�þni stisak dileme tada 
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budu�ünost suradnje ovisi jedino o kažnjavanju prevaranata odnosno o kognitivnim sposobnostima 

suradnika da ih memoriraju i prepoznaju.  

 

2.3.2 Dunbarova korelacija 
 

Usporedo uz raspravu o evoluciji suradnje, krajem osamdesetih godina zahuktala se i 

rasprava o evoluciji mozga. Naime, u usporedbi s drugim kralježnjacima, primati imaju neobi�þno 

veliki mozak u odnosu na ukupni volumen tijela. Ta „anomalija“ svoj vrhunac dostiže, naravno, s 

homo sapiensom. Iako ljudski mozak �þini oko dva posto ukupne tjelesne težine, on troši �þak petinu 

ukupnog unosa kalorija neovisno o tome bavimo li se teškim mentalnim zadacima ili spavamo [44]. 

Kako je i zašto naš mozak postao tako velik? S obzirom na ogromne energetske troškove, nije baš 

o�þigledno zašto bi evolucija išla u smjeru takve dramati�þne encefalizacije. Ustvrditi da nam mozak 

daje prednost, nije samo bahato, ve�ü i besadržajno budu�üi da još uvijek ne znamo u �þemu je zaista 

prednost takvog mozga. Vjerojatnost preživljavanja jednog, izdvojenog �þovjeka u džungli vrlo je 

mala – �þini se da su sve vrste bolje prilago�ÿene prirodi od nas. Gledaju�üi �þovjeka izdvojeno, izvan 

kulture i društva, ljudski mozak je groteskna, skupocjena izraslina koja mehani�þki destabilizira 

posturu tijela i izaziva �þitav niz psihi�þkih nuspojava poput anksioznosti i opsesivnih misli, a ima 

vrlo malu vrijednost kad se u divljini na�ÿete o�þi u o�þi s predatorom. 

  U posljednjih nekoliko desetlje�üa, znanstvenici su iznijeli cijeli niz hipoteza o evoluciji 

mozga, ali najotpornija na kritiku pokazala se tzv. hipoteza o socijalnom mozgu (Social Brain 

Hypothesis, SBH). Njen glavni zagovornik, antropolog Robin Dunbar sa Sveu�þilišta Oxford, tvrdi 

da je evolucija ljudskog mozga tokom povijesti bila vo�ÿena sve složenijim društvenim odnosima u 

zajednicama hominida. Za razliku od hipoteze o ekološkom mozgu (EBH), koja kaže da je glavni 

evolucijski pritisak na mozak izvršila fizi�þka okolina, SBH kaže da je najvažniji faktor u evoluciji 

mozga bila socijalna kompleksnost. Primati moraju posjedovati veliki mozak jer žive mnogo 

složenijim društvenim životom od svih drugih skupina životinja [45]. To ne zna�þi nužno da žive u 

ve�üim društvenim skupinama (svi znamo da mravi žive u mnogo ve�üim skupinama), nego da 

zajednice primata imaju složeniju strukturu. Narativ o društvenom mozgu, u najkra�üim crtama, 

kaže: Kako bismo mogli pratiti koji �þlan grupe što (i s kim) radi, trebali smo sve ve�üu procesorsku 

snagu koja je u stanju obraditi sve ve�üu koli�þinu podataka o spletkama i savezima suplemenika. 

Naravno, naši prošireni mozgovi bili su prakti�þni i za druge aktivnosti, poput izrade alata i uvo�ÿenja 

raznovrsnih inovacija, ali ve�üina znanstvenika, uklju�þuju�üi i Dunbara, uzima da se te dvije hipoteze 

me�ÿusobno ne isklju�þuju.  



��

��

Sâm

pozadini sv

razlike izm

ekološke p

ekološka f

veli�þine dr

iako se kor

razlikuju o

korelirana 

neokorteks

ne ruši hip

veli�þina lju

Mn

kompleksn

preko 50 s

bihevioraln

migrantski

Slika 5 Kore
primata i veli

m Dunbar u

vih objašnje

me�ÿu EB i 

probleme in

faktora (hra

ruštvene sku

relacija pob

od gotovo sv

s veli�þinom

sa i veli�þine

potezu o dru

udskog moz

nogo je krit

no ponašanj

li �þnih istraž

nih obrazac

ih sklonosti 

elacija izme�ÿu 
i�þine društven

u Oxfordov

enja za evo

SBH proiz

dividualnim

anjenje ili 

upine i više 

boljšava kad

vih drugih s

m društvene

e grupe, osim

uštvenom m

zga bila ta st

tika adresira

e dovede u 

živanja i „o

ca [49]. Pr

ptica selica

relativne veli�þ
ne skupine  (D

voj istraživa

luciju mozg

zlaze iz odg

m u�þenjem i

izbjegavanj

ili manje bi

d se kao  mj

sisavaca i pt

e grupe, ve�ü

m kod prim

mozgu, nego

trše�üa pojav

ano na Dun

korelaciju s

tkrivenih“ k

rimjerice, o

a. Izme�ÿu s

�þine neokortek
unbar,1992)

��

26��

a�þkoj encikl

ga, uklju�þuj

govora na p

ili su to �þini

nje predator

hipo

tvrdn

rješa

kohe

proiz

rizik

pron

život

žive 

razv

socij

prob

kohe

skup

društ

prim

ilo koje stan

jera uzme fr

tica; u ve�üin

�ü sa sustavo

mata, nema k

o baš naprot

va zbog koje

nbarovu me

s pojedinim

korelacija iz

otkrivena j

svih tih istra

ksa 

lopediji, pri

ju�üi hipotez

pitanja: (1)

ile društven

ra) primarn

otezu društv

nja da pri

avaju tako š

ezije i koord

zlazi iz �þinj

k od pred

nalaženje hr

tinja, rješav

u skupinam

ijaju neobi

jalne veze.

blem pred

erentnih, sta

pina [46].  

Primarn

tvenom mo

matima pos

ndardne mje

frontalni rež

ni ptica i m

om parenja 

kod drugih p

tiv – �þovjek

e se cijela ra

etodologiju 

m dijelovima

zme�ÿu poje

je antikorel

aživanja pos

iznaje da ek

zu o socijaln

 jesu li živ

nim naporim

ni evolucijs

venog mozg

imati svoje

to prvo rješ

dinacije. Ta

jenice da je

acije prior

ane.  Prima

vaju proble

ma, ali za r

�þno složene

.  U stva

dacije ne

abilnih, koo

i dokaz u

ozgu dolazi 

toji korela

ere moždan

anj [18; 47]

alih sisavac

[48].  Kore

porodica živ

k pripada loz

asprava i po

i uop�üe na

a mozga. He

edinih dijelo

lacija izme

stoje velike

ekološki pri

nom mozgu

votinje rješa

ma i ( 2) koj

ski pokreta�þ

ga �þini druš

e ekološke

šavaju prob

aj redoslijed

e, na ljestvi

ritetan u 

ati, kao i ve

em predacij

razliku od d

e saveze i 

ari, primat

eizravno 

ordiniranih 

u prilog 

iz �þinjenic

acija izme�ÿ

ne veli�þine, (

].  U ovome

ca, veli�þina 

elacije izme

votinja, ali 

zi primata, 

ovela.  

a cijeli podu

ealy i Rowe

ova mozga 

e�ÿu veli�þin

e razlike i u 

tisak leži u

u. Temeljne

avale svoje

ji je od dva

�þ. Ono što

tvenom jest

e probleme

lem grupne

d vjerojatno

ici hitnosti,

odnosu na

�üina drugih

je tako što

drugih vrsta

dugotrajne

i rješavaju

stvaranjem

društvenih

hipotezi o

ce da me�ÿu

�ÿu srednje

(Sl. 5) [18],

e se primati

mozga nije

e�ÿu veli�þine

ta �þinjenica

a upravo je

uhvat da se

e izlistali su

i odre�ÿenih

e mozga i

statisti�þkoj

u 

e 

e 

a 

o 

t 

e 

e 

o 

, 

a 

h 

o 

a 

e 

u 

m 

h 

o 

u 

e 

,  

i 

e 

e 

a 

e 

e 

u 

h 

i 

j 



��
��

27��
��

obradi podataka i u metodologiji (seciranje dehidriranog nasuprot smrznutom tkivu) i u na�þinu 

uzorkovanja (nije svejedno obuhva�üa li uzorak i starije jedinke koje više nisu toliko mobilne i koje 

su s godinama promijenile ponašanje). Jedno od takvih „šlampavih“ istraživanja je i Dunbarovo 

kojem se izme�ÿu ostalog zamjera i vrlo nejasna sintagma kompleksnog ponašanja [49; 50]. 

Da stvar bude zanimljivija, Dunbar je ekstrapolacijom izvukao zaklju�þak da je ljudski 

mozak „baždaren“ na 150 jedinki, odnosno da je prvobitna ljudska zajednica brojila oko 150 

�þlanova. Iako su današnje zajednice nemjerljivo ve�üe i složenije, odre�ÿena povijesna i antropološka 

istraživanja potvrdila su da Dunbarov broj nije samo dio pop-kulture ve�ü i tema vrijedna znanstvene 

pozornosti. Katastarski podaci pokazali su da se oko tog broja vrti broj stanovnika tipi�þnog sela 

srednjovjekovne Engleske i sl. Budu�üi da prosje�þan �þovjek može održavati prili�þno velik broj 

dugotrajnih odnosa (izme�ÿu 100 i 200), a ipak nije sa svima prisan, ti odnosi su raspore�ÿeni 

hijerarhijski u tzv. Dunbarove slojeve koji podrazumijevaju: najbliže ljude, bliske prijatelje, 

prijatelje s kojima povremeno komuniciramo i stotinjak poznanika vanjskog prstena. Kumulativan 

broj ljudi u Dunbarovim slojevima, pripada geometrijskom nizu: 3-5, 9-15, 27-45, 81-135, kao što 

sugeriraju neka istraživanja  [51]. Jenksovim algoritmom klasteriranja MacCarron i suradnici razbili 

su 6 milijardi telefonskih poziva na slojeve i utvrdili da ve�üina ljudi ima 5 slojeva prijatelja (a ne 4) 

s prosje�þnim veli�þinama: 2.9, 7.4, 17.7, 43.0, 134.3 [52]. Kolika je teorijska i prakti�þna vrijednost 

tih magi�þnih brojeva, pokazat �üe neka budu�üa istraživanja. 

Na posljetku treba re�üi da se hipoteza o društvenom mozgu održala usprkos suviše 

simplificiranim (i pristranim) istraživanjima. �ýak i u svom najgrubljem obliku, ona je vrlo zna�þajna, 

gledaju�üi iz perspektive evolucije suradnje. Kao što je ve�ü re�þeno, izlaz iz socijalne dileme nije 

mogu�ü bez mehanizma kažnjavanja, a takav mehanizam implicira memoriranje izrabljiva�þa. 

Najjednostavniji primjer takvog ponašanja je strategija TFT koja pamti prethodni potez svih 

natjecatelja prisutnih na turniru.  Evidentno je da kognitivne sposobnosti igra�þa (odnosno agenta 

koji personificira Dubarovo društveno bi�üe) moraju rasti s veli�þinom društvene zajednice, a prvi 

kandidat me�ÿu tim sposobnostima upravo je memorija. 
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3 Matemati �þki temelji Zatvorenikove dileme 
 

U�þenje, posao, sport, kupoprodaja dionica – sve  se u stanovitoj mjeri može promatrati kao 

igra i upravo ta široka primjenjivost je ono što teoriju igara �þini primamljivom. Ipak, u fokusu 

disertacije, bit �üe primjena teorije igara na višeagentne simulacije s ciljem razumijevanja suradnje. 

Agenti u programiranim simulacijama su kompetitivni (nadme�üu se za bodove), a s druge strane te 

iste bodove mogu podijeliti s ostalim agentima. Agent kojem je ponu�ÿena suradnja možda �üe 

sura�ÿivati, a možda �üe uzvratiti izdajom te uzeti sve bodove za sebe. Najprikladniji i (barem do sad) 

najbolji matemati�þki model konfliktne situacije izme�ÿu više agenata koji mogu, ali ne moraju 

sura�ÿivati, jest upravo igra Zatvorenikove dileme. 

Kako bismo razumjeli uzroke i sve aspekte Zatvorenikove dileme neophodno je malo �þvrš�üe 

definirati pojmove te izgraditi matemati�þki okvir; ne samo radi teorijskog razmatranja, ve�ü 

prvenstveno radi ra�þunalnog simuliranja dileme. S tom svrhom, u ovom su poglavlju izloženi 

osnovni pojmovi teorije igara, a radi lakše orijentacije, poglavlje je podijeljeno na klasi�þnu teoriju 

igara (poglavlje 3.1), evolucijsku teoriju igara (poglavlje 3.2) i teoriju igara u kona�þno velikim 

populacijama (poglavlje 3.3).  

U prvom su poglavlju objašnjeni osnovni pojmovi teorije igara poput mješovite strategije i 

bimatrice isplate; definiran je najbolji odgovor na suparni�þku strategiju i objašnjena je metoda 

pronalaženja Nashove ravnoteže. Na samom kraju prvog dijela izložena je definicija Zatvorenikove 

dileme, odnosno objašnjeno je kakvi moraju biti parametri isplate da bi neku igru mogli smatrati 

Zatvorenikovom dilemom.  

Drugi dio ove cjeline (poglavlje 3.2) proširuje teoriju igara i prilago�ÿava je potrebama 

evolucijske biologije. Iako je takvo proširenje logi�þno, s obzirom da teorija igara pruža idealan 

okvir za evolucijsku biologiju, ono nikako nije trivijalno. Na prvi pogled, igru igraju individualni 

organizmi (jer oni de facto ulaze u interakcije s drugim organizmima), ali stvarni igra�þi zapravo su 

genetski determinirane strategije. Organizmi se bore (i pritom skupljaju bodove), ali oni su samo 

egzekutori pozadinskog programa koji je genetski naslije�ÿen od roditelja. Ispoljavanje naslije�ÿenih 

svojstava manifestira se u vidu strategije, te stoga u evolucijskoj teoriji igara pojmovi genotip, 

fenotip i strategija postaju sinonimi. U okviru ETI iš�þezava i semanti�þka razlika izme�ÿu fitnesa i 

isplate (barem kad je u pitanju tzv. jaka selekcija). Naime, ostvarena dobit manifestira se 

odgovaraju�üim brojem potomaka, stoga se isplata može smatrati fitnesom. Veliki dio ovog 

poglavlja posve�üen je suptilnoj razlici izme�ÿu miješane populacije i mješovite strategije u uniformoj 

populaciji. Naime, pokušavaju�üi utvrditi koji fenotip �üe prevladati u promatranoj populaciji, 

Maynard Smith i Price shvatili su da miješanu populaciju sastavljenu od više varijacija fenotipa 
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odre�ÿenu odluku, a donešene odluke �þine ono što u MTI nazivamo povu�þenim potezima. Potez je 

pojam koji treba razlikovati od pojma strategije. Potez je akcija koju igra�þ sprovodi u nekom 

trenutku tokom igre kao što je u šahu, primjerice, pomicanje crnog konja s polja B8 na polje C6. S 

druge strane, strategija je potpuni algoritam za igranje igre, koji eksplicitno ili implicitno (nekim 

pravilom) definira sve poteze i kontra-poteze za svaku mogu�üu situaciju tokom igre. Dok se 

strategija može definirati kao unaprijed odre�ÿen skup poteza za sva mogu�üa stanja igre, malo je teže 

razlikovati �þistu od mješovite strategije. Ve�ü u vrlo jednostavnim igrama poput Kamen-škare-papir 

distinkcija izme�ÿu �þiste i mješovite strategije nije posve jasna i zapravo ovisi o broju zadanih rundi i 

o (biološkim) zna�þajkama igra�þa. Ako igra�þi nemaju pam�üenje i ako se igra iterirana varijanta igre, 

tada �þistom strategijom možemo smatrati uporno igranje poteza  „škare“ ili konstantno igranje 

poteza  „kamen“, dok bi mješovita strategija bila recimo nasumi�þno igranje „škare“ i „kamen“ u 

odre�ÿenom omjeru frekvencija. Me�ÿutim, ako igra�þi imaju pam�üenje tada promjena iz poteza 

„škare“ u potez „kamen“ može biti unaprijed definirana pravilom koje se ti�þe ishoda u prethodnoj 

rundi pa takvu promjenu ne možemo smatrati skokom iz jedne �þiste strategije u drugu, ve�ü je ona 

�þista sama po sebi. �ýista strategija, dakle, mora pružati kompletan opis na�þina na koji igra�þ igra 

partiju bez a priori nasumi�þnosti. Ona definira odluku za svaki mogu�üi potez suigra�þa. Skup svih 

�þistih strategija koje su dostupne igra�þu nazivamo prostorom strategija.  

Mješovita strategija podrazumijeva slu�þajan izbor iz skupa raspoloživih strategija prema 

nekoj distribuciji vjerojatnosti. Umjesto da koristi jednu odre�ÿenu �þistu strategiju, igra�þ slu�þajnim 

izborom koristi neku od �þistih strategija �5�Ü��. Naravno, svaka �þista strategija �5�Ü�� može se smatrati 

mješovitom strategijom kod koje je ta �þista strategija �5�Ü����izabrana s vjerojatnoš�üu �L�Ü��
 L � s, a svaka 

druga strategija �5�Ý�����:� F 
 M � E�;��s vjerojatnoš�üu  �L�Ý��
 L � r.  Stoga se definira i potpuno mješovita strategija  

kao mješovita strategija kod koje je svakoj �þistoj strategiji dodijeljena strogo pozitivna vjerojatnost, 

odnosno nijednoj �þistoj strategiji nije dodijeljena vjerojatnost nula (�L�Ü��
M �r�á �Ê���E���;��. Strogo 

matemati�þki re�þeno, ako postoji kona�þno velik prostor strategija �<�5�5� á � 5�6� á � å � á � 5�á�=  tada se mješovita 

strategija može definirati kao vektor vjerojatnosti  �L� & 
 L�:�L�5� á � L�6� á � å � á � L�á�; gdje je �L�Ü vjerojatnost da �üe 

igra�þ izabrati strategiju �5�Ü��. Primjerice, u igri Kamen-škare-papir igra�þ može odlu�þiti da �üe u pedeset 

posto poteza igrati „kamen“, u pedeset posto „škare“, a nikad „papir“, pa �üemo njegovu strategiju 

predstaviti vektorom  �L� & 
 L�:� s � t�¤ � á � s � t�¤ � á � r�;odnosno jednoret�þanom matricom � � 
 L�>�r�ä�w���r�ä�w���r�?. Ako 

�þiste strategije predstavimo vektorima baze  �>�s�á�r�á�r�á �å�?�á�>�r�á�s�á�r�á �å�?�á�>�r�á�r�á�s�á �å�?��tada svaku mješovitu 

strategiju možemo prikazati kao linearnu kombinaciju u �9�á prostoru 

 � � 
 L 
 Í � L�Ü

�á

�Ü�@�5

�5�Ü�ä (3.1)
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3.1.2 Bimatrica isplate i normalna forma igre 
��

Op�üenito re�þeno, postoje igre u kojima je broj igra�þa proizvoljno velik, ali radi 

jednostavnosti analize naj�þeš�üe se uzimaju primjeri s dva igra�þa. U tom slu�þaju, zarada igra�þa 

prikazuje se tzv. bimatricom. Pretpostavimo da prvi igra�þ ima na raspolaganju �J �þistih strategija iz 

prostora strategija �•, a drugi ima na raspolaganju �I  �þistih strategija iz prostora �€. Ukoliko prvi 

igra�þ koristi strategiju  �5�Ü��� Ð � •, a drugi igra�þ �6�Ý��� Ð � €� �� �tada prvi gra�þ dobiva isplatu �=�Ü�Ý dok drugi 

igra�þ dobiva �>�Ü�Ý. S obzirom da ukupno postoji � J 
 H � I kombinacija korištenih strategija, zarada se 

može prikazati sljede�üom bimatricom: 

 

 � * 
 L
f

�:�=�5�5� á � >�5�5� ; � :� =�5�6� á � >�5�6�; � ® � :� =�5�à� á � >�5�à�;
�:�=�6�5� á � >�6�5� ; � :� =�6�6� á � >�6�6�; � ® � :� =�6�à� á � >�6�à�;

�­
�:�=�á�5� á � >�á�5�;

�­
�:�=�á�6� á � >�á�6�;

� ° � ­
� ® � :� =�á�à� á � >�á�à�;


j (3.2)

 

Ovakva prezentacija igre naziva se normalna forma. Drugim rije�þima, ukoliko poznajemo prostor 

raspoloživih strategija prvog igra�þa (�• ) i prostor strategija drugog igra�þa (�€��) , te odgovaraju�üe 

isplate  �D�5�:�5�á �6�; i �D�6�:�6�á �5�; možemo re�üi da je igra u potpunosti definirana.  Jezgrovito zapisano, u 

normalnoj formi, igra je definirana na sljede�üi na�þin: 

 

�<�•�á �€���â�� �D�5�:�5�á �6�;� á � D�6�:�6�á �5�;�=�ä 

��

Prema tome, normalna forma igre je forma koja specificira: (1) igra�þe, (2) strategije dostupne 

igra�þima i (3) isplate s obzirom na mogu�üe kombinacije strategija [53]. 

Ilustracije radi, pretpostavimo da u nekoj borila�þkoj video-igri prvi igra�þ ima dvije 

mogu�ünosti na raspolaganju, desni kroše (�5�5�; i saginjanje (�5�6���;, dok drugi ima desni kroše (���6�5���;, 

saginjanje ���:���6�6���; i aperkat ���:���6�7���;. Kroše donosi dva boda, aperkat tri boda. Svaki primljeni udarac 

oduzima jedan bod. Što zna�þi ako obojica upute desni kroše istovremeno, obojica dobivaju dva 

boda i gube jedan bod, što donosi netto dobit �=�5�5
 L � >�5�5
 L � t 
 F � s 
 L � s� ä� � U slu�þaju protivni�þkog 

krošea, saginjanje donosi dva boda jer protivnika izbacuje iz ravnoteže �:�=�6�5
 L � t� á � >�6�5
 L � r� ;,  ali 

saginjanje kod aperkata ne pomaže, udarac se ne može izbje�üi (�=�6�7
 L 
 F� s� á � >�6�7
L �u�;�á��a protivniku 

daje tri boda. Uz pretpostavku istovremenih akcija, bimatrica isplate mogla bi izgledati ovako: 

 

� * 
 L 
 d
�:�s�á�s� ; � :�r�á�t� ; � :�s�á�t�;
�:�t�á�r� ; � :�r�á�r� ; � :
F�s�á�u�;


h 
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Ekvivalentna zadanoj bimatrici bila bi sljede�üa tablica: 

 

�� Drugi��igra����

Prvi��igra����

�� kroše�� saginjanje�� aperkat��

kroše�� �s�á�s �r�á�t �����s�á�t 

saginjanje�� �t�á�r �r�á�r 
F�s�á�u 

                Tablica 3 Primjer bimatrice  

 

Potrebno je napomenuti da, iako formalno gledano matrica i bimatrica nisu iste matemati�þke 

strukture, u žargonu, a i u literaturi MTI op�üenito prevladava naziv matrica isplate kao da su u 

pitanju sinonimi. Takvu terminologiju lako je opravdati lingvisti�þki s obzirom da bimatricu 

možemo smatrati matricom �þiji elementi su ure�ÿeni parovi, a ispuštanje prefiksa „bi-“ osobito ima 

smisla kad su u pitanju simetri�þne igre budu�üi da matrica implicira izgled bimatrice i obrnuto.  

Simetri�þne igre tj. igre simetri�þnih isplata su igre u kojima vrijedi �=�Ü�Ý
 L � >�Ý�Ü, odnosno igre u kojima 

prilikom zamjene strategija izme�ÿu igra�þa i suigra�þa ��dolazi do zamjene isplata. Da bi takva igra 

bila mogu�üa, nužno je da igra�þi koriste isti prostor strategija.  

 

3.1.3 Matrica isplate u simetri �þnoj igri 
 

Pretpostavimo da oba igra�þa imaju na raspolaganju �J �þistih strategija iz istog prostora 

strategija. U tom slu�þaju zarada se može prikazati sljede�üom � J 
 H � J bimatricom: 

 

 � * 
 L
f

�:�=�5�5� á � >�5�5� ; � :� =�5�6� á � >�5�6�; � ® � :� =�5�á� á � >�5�á�;
�:�=�6�5� á � >�6�5� ; � :� =�6�6� á � >�6�6�; � ® � :� =�6�á� á � >�6�á�;

�­
�:�=�á�5� á � >�á�5�;

�­
�:�=�á�6� á � >�á�6�;

� ° � ­
� ® � :� =�á�á� á � >�á�á�;


j (3.3)

 

Takva igra je npr. Kamen-škare-papir u kojoj svaki igra�þ ima na raspolaganju tri iste strategije. 

Strategija „kamen“ pobje�ÿuje „ škare“, „škare“ pobje�ÿuju strategiju „papir“, a „papir“ pobje�ÿuje 

„kamen“ (ne ulaze�üi u smisao ove zadnje premise). U svakoj rundi igra�þ može pobijediti uz isplatu 

� = 
 L � s, može izgubiti pri �þemu je � = 
 L 
 F� s ili izvu�üi remi tako da je � = 
 L � r� á � > 
 L � r  (u slu�þaju da 

obojica igraju istu strategiju npr. „kamen“). Ovako postavljena igra  daje nam devet isplatnih parova 

definiranih bimatricom  � u 
 H � u. 
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� * 
 L � N
�:�r�á �r�; �:�s�á 
F�s�; �:
F�s�á �s�;

�:
F�s�á �s�; �:�r�á�r�; �:�s�á 
F�s�;
�:�s�á 
F�s�; �:
F�s�á �s�; �:�r�á�r�;

�O 

 

Važno je primijetiti – svejedno je kojeg �üemo igra�þa imenovati  igra�þem br.1 ili igra�þem br.2, 

odnosno ako igra�þ i suigra�þ me�ÿusobno zamjene strategije � E � ^ � F, dolazi do zamjene njihovih 

isplata, ali bimatrica ostaje potpuno ista. S obzirom da vrijedi �>�Ü�Ý
 L � =�Ý�Ü dovoljna je zapravo jedna 

klasi�þna matrica koja automatski definira isplate za oba igra�þa. Ako prvi gra�þ dobiva isplatu �=�Ü�Ý, 

drugi dobiva �>�Ü�Ý
 L � =�Ý�Ü.  Bez gubitka op�üenitosti, može se re�üi da onaj igra�þ koji koristi strategiju 

�5�Þ��pri �þemu suigra�þ koristi  �5�ß��, dobiva isplatu �D�Þ�ß definiranu matricom: 

��

� * 
 L�:�D�Þ�ß�; 
L 
e��
�����r �������s 
F�s

F�s �������r �����s
�����s ��
F�s �����r

����
i 

 

Ako je igra simetri�þna, to ne zna�þi da je matrica isplate simetri�þna. Igra može biti simetri�þna i kad je 

matrica isplate, primjerice 

� * 
 L � B� s � w
� t � r

�C�ä 

Bitno je razumjeti da simetri�þna igra podrazumijeva ravnopravnost igra�þa; igra�þi na raspolaganju 

imaju jednaka strateška oružja i jednaki tretman po pitanju isplata. Iz dane matrice �*  slijedi da 

drugi igra�þ dobiva 2 boda u slu�þaju kad prvi igra�þ dobiva 5 bodova i obrnuto. Prema tome, iz 

zadane matrice �* , slijedi da bimatri�þna tablica isplata izgleda ovako: 

 

�� Drugi��igra����

Prvi��igra����

�� �5�5�� �5�6��

�5�5�� �s�á�s �w�á�t 

�5�6�� �t�á�w �r�á�r 

Tablica 4 Primjer bimatrice u simetri�þnoj igri 

��

3.1.4 Isplata u slu �þaju mješovite strategije 
��

U ponavljaju�üim igrama gdje se ne mijenja matri�þna struktura igre igra�þ može koristiti tzv. 

mješovitu strategiju, što zna�þi da ponekad primjenjuje jednu �þistu strategiju, a ponekad drugu �þistu 
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strategiju, svaku s odre�ÿenom vjerojatnoš�üu odabira. Sukladno tome postoje razli�þite isplate s 

odgovaraju�üim vjerojatnostima dobitka. Budu�üi da ne znamo unaprijed koju �üe stvarnu isplatu igra�þ 

dobiti, govorimo o tzv. o�þekivanoj isplati.  

O�þekivana isplata je statisti�þka veli�þina koji ovisi o teorijskoj distribuciji ishoda. Ako 

primjerice bacamo kocku i svaki put dobijemo koli�þinu novaca sukladno ishodu kocke, naša stvarna 

isplata bi u 100 bacanja mogla biti 600kn (pod uvjetom da svaki put dobijemo šesticu). Me�ÿutim, 

teorija vjerojatnosti nam kaže da �üemo od 100 bacanja, u približno �s�r�r �x�¤ 
 N � s� y bacanja dobiti 

šesticu, u �s�y bacanja peticu itd.   Dakle, ako je kocka simetri�þna, vjerojatnost svakog ishoda je 

� L 
 L � s � x�¤ . Prema tome o�þekivana isplata u 100 bacanja je: 

�' �5�4�4
L
�s�r�r
�x

� ® � s 
 E
�s�r�r
�x

� ® � t 
 E
�s�r�r
�x

� ® � u 
 E
�s�r�r
�x

� ® � v 
 E
�s�r�r
�x

� ® � w 
 E
�s�r�r
�x

�® �x 
L �u�w�r�á 

odnosno, o�þekivana isplata u jednom bacanju: 

�' �5 
L
�s
�x

� ® � s 
 E
�s
�x

� ® � t 
 E
�s
�x

� ® � u 
 E
�s
�x

� ® � v 
 E
�s
�x

� ® � w 
 E
�s
�x

� ® � x 
 L � u� ä� w 

Ako imamo �J ishoda s razli�þitim vjerojatnostima 
k�L�5� á � L�6�á�å�L�á
o i ako su odgovaraju�üe isplate za 

svaki od tih ishoda �D�5� á � D�6� á � å � á � D�á��tada o�þekivanu isplatu možemo predstaviti sumom 

 � ' 
 L 
 Í � L�Ü

�á

�Ü�@�5

�D�Ü�á 
(3.4)

ili umnoškom vektora vjerojatnosti i vektora isplate 

 � ' 
 L�>�L�5 �L�6� å � L�á�?
f

�D�5
�D�6
�­

�D�á


j (3.5)

Me�ÿutim u MTI isplata ovisi i o strategiji drugog igra�þa. Ako prvi igra�þ igra mješovitu strategiju s 

vjerojatnostima � � 
 L�:�r�ä�u�á�r�ä�y�;��koriste�üi �5�5��i  �5�6���á��a drugi igra�þ �þistu strategiju �6�5 tada �üe o�þekivana 

isplata prvog igra�þa biti  

�' �5 
L �>�r�ä�u�����r�ä�y�?
d
�D�5�5
�D�6�5


h 
L �r�ä�u�D�5�5
 E � r� ä� y� D�6�5, 

 

gdje smo pretpostavili da je matrica isplate 

� * 
 L 
 d
�D�5�5 �D�5�6
�D�6�5 �D�6�6


h�ä 
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Ako suigra�þ tako�ÿer igra neku mješovitu strategiju � — 
 L�>�M�á �s 
F �M�?��(umjesto �þiste �6�5), tada u 

ra�þunicu ulazi i drugi stupac matrice isplate. Pretpostavimo li, primjerice, da u devedeset posto 

slu�þaja koristi �6�5  tada je vjerojatnost isplate �D�5�5 umnožak �r�ä�u �® �r�ä�{ 
L �r�ä�t�y. Sli�þnim razmatranjem 

dolazimo do vjerojatnosti �r�ä�y �® �r�ä�{ 
L �r�ä�x�u za isplatu �D�6�5. S obzirom da suigra�þ koristi �6�6 u 10% 

ishoda tada prvi gra�þ dobiva �D�5�6 s vjerojatnoš�üu �r�ä�u �® �r�ä�s 
L �r�ä�r�u, odnosno �D�6�6 s vjerojatnoš�üu 

�r�ä�y �® �r�ä�s 
L �r�ä�r�y. Dakle, ako suigra�þ koristi mješovitu strategiju �>�r�ä�{�����r�ä�s�?��o�þekivana isplata prvog 

igra�þa je: 

�' �5 
L �r�ä�u �® �r�ä�{�D�5�5
E �r�ä�y �® �r�ä�{�D�6�5
E �r�ä�u �® �r�ä�s�D�6�5
 E � r� ä� y � ® � r� ä� s� D�6�6���ä 

 

�ýlanovi ovog izraza  mogli bi se pregrupirati na sljede�üi na�þin 

�' �5 
 L � r� ä� u � ®�:�r�ä�{�D�5�5
 E � r� ä� s� D�5�6�; 
 E � r� ä� y � ®�:�r�ä�{�D�6�5
 E � r� ä� s� D�6�6�; 
 L 
 Í � L�Ý
 Í � �� D�Ý�Ü���M�Ü
�Ü�•

�á 

�' �5 
L �>�r�ä�u�����r�ä�y�?
d
�r�ä�{�D�5�5
 E � r� ä� s� D�5�6
�r�ä�{�D�6�5
 E � r� ä� s� D�6�6


h�á 

 

�' �5 
L �>�r�ä�u�����r�ä�y�?� ® 
 d
�D�5�5 �D�5�6
�D�6�5 �D�6�6


 h � ® � B�r�ä�{
�r�ä�s

�C�á 

��

�' �5 
L �>�r�ä�u�����r�ä�y�?� ® 
 d
�D�5�5 �D�5�6
�D�6�5 �D�6�6


 h � ®�>�r�ä�{�����r�ä�s�?�Í �ä��

��
Op�üenito re�þeno, ako igra�þ koristi mješovitu strategiju �� , a suigra�þ mješovitu strategiju �� , tada su 

o�þekivane isplate: 

�' �5 
 L � �� *� ��Í   (3.6)

�' �6 
 L � �� *� –�Í   (3.7)
 
Primjerice, ako je � � 
 L�>�r�ä�u�������r�ä�y�?� á � � 
 L�>�r�ä�{�������r�ä�s�?, a matrica isplate 

� * 
 L � B� u � r
� w � s

�C 

tada su o�þekivane isplate: 

�' �5 
L �r�ä�t�y �® �u 
E �r�ä�x�u �® �w 
E �r�ä�r�u �® �r 
E �r�ä�r�y �® �s 
L �v�ä�r�u�á 

�' �6 
L �r�ä�t�y �® �u 
E �r�ä�x�u �® �r 
E �r�ä�r�u �® �w 
E �r�ä�r�y �® �s 
L �s�ä�r�u�ä 

3.1.5 Nashova ravnoteža kao  obostrano na jbolji odgovor 
��

Pretpostavimo da (u nekoj matri�þnoj igri) igra�þ zna koje sve strategije može koristiti suigra�þ. 

Za strategiju �5�Ü kažemo da je najbolji odgovor na suigra�þevu strategiju �6�Ý  ako vrijedi: 

�D�5
k�5�Ü� á � 6�Ý��
o �� 
R �D�5
k�5�Þ� á � 6�Ý��
o���Ê�5�Þ � Ð � •� ä 
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Jednostavnije re�þeno, najbolji odgovor na suigra�þevu strategiju �6�Ý����je ona strategija �5�Ü��koja nam daje 

najve�üu isplatu od svih mogu�üih raspoloživih strategija. Pretpostavimo li da oba racionalna igra�þa 

znaju koje su sve strategije obojici na raspolaganju, jasno je da �üe oni uvijek tražiti najbolji odgovor 

koji im je dostupan.  Razmatranjem najboljih odgovora dolazimo do pojma Nashove ravnoteže koji 

�üe nam kasnije biti izuzetno dragocjen za razumijevanje koncepta evolucijski stabilne strategije (u 

poglavlju 3.2). 

Razmotrimo ponu�ÿenu tablicu isplate neke zamišljene igre: 

�� �6�5�� �6�6�� �6�7 

�5�5�� �s�á�u �w�á�u �t�á�v 

�5�6�� �t�á�v �r�á�x �s�á�w 

Tablica 5 Primjer igre 2x3. 

Usporedbom parova (1,3) i (2,4) iz prvog stupca tablice dolazimo do zaklju�þka: izabere li suigra�þ 

strategiju �6�5 , najbolji odgovor prvog igra�þa je strategija���5�6 jer���D�5�:�5�6� á � 6�5���; 
 L � t 
 R � s 
 L � D�5�:�5�5� á � 6�5���;�ä 

Izabere li suigra�þ �6�6, najbolji odgovor je �5�5 jer �D�5�:�5�5� á � 6�6���; 
 L � w 
 R � r 
 L � D�5�:�5�6� á � 6�6���;�ä 

Radi lakšeg razmatranja uokvirit �üemo isplatu koja odgovara najboljem odgovoru: 

 

�� �6�5�� �6�6�� �6�7 

�5�5�� �s�á�u �w� á � u �t�á�v 

�5�6�� �t � á � v �r�á�x �s�á�w 

Tablica 6 Najbolji odgovori prvog igra�þa. 

Istu proceduru primjenjujemo kod analize najboljih odgovora drugog igra�þa na strategije �5�5 i �5�6, pri 

�þemu dolazimo do zaklju�þka da su to �6�7 i �6�6  (strategija�6�7  kao odgovor na �5�5  i ��

�6�6  kao odgovor  na �5�6). 

 

Kad bismo uokvirili   oznakom  ��sve najbolje odgovore prvog igra�þa, a zatim zakaparili 

(oznakom 
á��)sve najbolje odgovore drugog igra�þa, došli bi do sljede�üe tablice: 

�� �6�5�� �6�6�� �6�7 

�5�5�� �s�á�u �w� á � u �t � á � v
à 

�5�6�� �t � á � v �r�á �x
à �s�á�w 

Tablica 7 Nashova ravnoteža. 
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Kao što vidimo tre�üa �üelija u prvom retku sadrži najbolje odgovore i jednog i drugog igra�þa, što 

zna�þi da su strategija �5�5 i strategija �6�7 me�ÿusobno najbolji odgovori jedna na drugu. U takvom 

slu�þaju kažemo da ponu�ÿena igra posjeduje to�þku Nashove ravnoteže.  Koncept Nashove ravnoteže 

vrlo je važan u MTI jer nam omogu�üuje da predvidimo ishod konflikta izme�ÿu jedinki ili grupa. 

Racionalnom igra�þu analiza najboljih odgovora nudi izbor relativno najbolje strategije u igri u kojoj 

poznajemo potencijalno iskoristive strategije, a ne znamo koju �üe protivnik u stvari izabrati. Ako i 

pokuša forsirati strategiju izvan to�þke ravnoteže (recimo �5�6�;��protivnik �üe ga vrlo brzo (recimo 

primjenom  �6�6�;��vratiti u �5�5. U kona�þnici oba igra�þa završavaju u kombinaciji �:�5�5� á � 6�7�;�ä��  

Do koncepta ravnotežnog stanja u igri John Nash došao je 1950.g u svojoj doktorskoj 

disertaciji koja broji svega 28 stranica, ni�þim ne odaju�üi golemu snagu koja se krije u toj zamisli. 

Njegov pristup nekooperativnim igrama (a to je ve�üina igara) kasnije �üe znanstvenici primijeniti na 

analizu ekonomske kompetitivnosti izme�ÿu subjekata na tržištu i na kompetitivnost izme�ÿu 

organizama u prirodi. Na tim temeljima Maynard i Price izgradili su evolucijsku teoriju igara, a ne 

treba zanemariti ni Nashov utjecaj na suvremenu kulturu – atomska bomba koju  Dr.Strangelove u 

svom ludilu lansira na kraju filma zapravo je racionalan odgovor na (pogrešno) detektiranu rusku 

invaziju3 . U Tarantinovim filmovima uvijek postoji moment u kojem junaci i antijunaci jedni druge 

drže na nišanu znaju�üi da je situacija loša, a istovremeno svjesni da �üe svaki pomak situaciju 

pogoršati. Poput opruge koju elasti�þna sila vra�üa u ravnotežno stanje, subjekti se pod vanjskim 

pritiskom oponenata vra�üaju Nashovoj konstelaciji ma kako pogrešna se ona nama �þinila. Naime, 

bilo kakav lateralni pomak tj. promjena strategije dovodi do pada u isplati naspram isplate Nashove 

ravnoteže. Treba naglasiti da Nashova ravnoteža ne povla�þi nužno da se radi o najboljem 

ekonomskom ili najboljem evolucijskom ishodu – obostrana izdaja u Zatvorenikovoj dilemi mra�þan 

je primjer takve ravnoteže. Možda je i ta crna, pesimisti�þna spoznaja bila jedan od okida�þa Nashove 

paranoidne shizofrenije nedugo nakon obrane disertacije.  

Kao što je ve�ü re�þeno, ako se igra�þi nalaze u Nashovoj ravnoteži, nijedan igra�þ ne može 

promjenom (samo svoje) strategije pove�üati vlastitu isplatu. Sasvim op�üenito možemo re�üi: Ukoliko 

su dvije protivni�þke strategije ujedno i najbolji odgovori jedna na drugu onda se one nalaze u 

Nashovoj ravnoteži [53]. Primijenimo li definiciju najboljeg odgovora tada možemo zaklju�þiti: 

dvije strategije �5�Ü��i �6�Ý �þine Nashovu ravnotežu ako istodobno vrijedi 

�D�5
k�5�Ü� á � 6�Ý
 o 
 R � D�5
k�5�Þ� á � 6�Ý
o�Ê�5�Þ � Ð � •� á

�D�6
k�5�Ü� á � 6�Ý
 o 
 R � D�6�:�5�Ü� á � 6�ß�; �Ê�6�ß� Ð � €� ä
 

(3.8)

 
 

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
3��Fiktivni lik Dr.Strangelovea redatelj Stanley Kubrick napisao je parodiraju�üi njema�þko-ameri�þkog fizi�þara Wernher von Brauna, a 
prema drugoj teoriji Strangelove utjelovljuje poznatog matemati�þara John Von Neumanna��
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U igri može biti i više to�þaka Nashove ravnoteže. Tako�ÿer, ako u simetri�þnoj igri postoji 

jedinstvena to�þka Nashove ravnoteže, ona se mora nalaziti na dijagonali matrice. Naime, kad bi u 

simetri�þnoj igri �þista strategija �5�Ü�� bila najbolji odgovor na �5�Ý���:�F 
M �E�;��tada bi nužno i  �5�Ý��bila najbolji 

odgovor na �5�Ü�� što zna�þi da bi u tom slu�þaju igra imala barem dvije to�þke Nashove ravnoteže. Iako 

je Nash dokazao da u svim kona�þnim igrama postoji Nashova ravnoteža, nemaju sve igre ravnotežu 

�þistih strategija. U tom slu�þaju govorimo o Nashovoj ravnoteži mješovitih strategija. Dakle, to je 

ravnoteža u kojoj barem jedan od igra�þa primjenjuje mješovitu strategiju.  Primjer takve igre 

obra�ÿen je u potpoglavlju 3.1.7. 

3.1.6 Odre�ÿivanje Nashove ravnoteže eliminacijom dominiranih strategija 
��

Važni pojmovi u MTI su dominantna i dominirana strategija. Strategiju �5�Ü� Ð � •  nazivamo 

dominantnom strategijom ukoliko neovisno o izboru strategije drugog igra�þa iz �•�3�5�Ü vrijedi 

�D�5� � 
 R � D�6  tj. isplata za �5�Ü je ve�üa od isplate bilo koje druge strategije �5�Ý� Ð � •� 3� 5�Ü . S druge strane, 

podre�ÿenom (dominiranom)  strategijom nazivamo onu �5�Ü��za koju je isplata manja od bilo koje 

druge neovisno o izboru suigra�þa. Racionalan igra�þ je onaj koji nikad ne�üe izabrati podre�ÿenu 

strategiju. Stoga je prilikom traženja Nashove ravnoteže mogu�üe koristiti metodu eliminacije 

podre�ÿenih strategija. 

 
 
 
 
 
 

Tablica 8 Primjer igre 2x3.   

 

U našem primjeru (iz prethodnog poglavlja) možemo krenuti od �þinjenice da je �6�5�� podre�ÿena 

strategiji �6�6 . Naime isplate �D�6 u prvom stupcu jednake su ili lošije od isplata ponu�ÿenih u drugom 

stupcu Tablice 8.  

�Û�á �u �Û�á �u 

�Û�á �v �Û�á �x 

 

Eliminacijom podre�ÿene strategije�����6�5  preostaje nam reducirana igra: 

 

 

 

Tablica 9 Reducirana igra 

�� �6�5�� �6�6�� �6�7 

�5�5�� �s�á�u �w�á�u �t�á�v 

�5�6�� �t�á�v �r�á�x �s�á�w 

�� �6�6�� �6�7 

�5�5�� �w�á�u �t�á�v 

�5�6�� �r�á�x �s�á�w 
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Sad se možemo fokusirati na pitanje koja je strategija podre�ÿena za prvog igra�þa. Kao što vidimo  

�:�w�á�Û�; 
P�:�r�á�Û�;���¬�����:�t�á�Û�; 
P �:�s�á�Û�; stoga zaklju�þujemo da je���5�6 podre�ÿena. Preostaje nam samo prvi 

redak reducirane tablice: 

�� �6�6�� �6�7 

�5�5�� �w�á�u �t�á�v 

 

Za drugog igra�þa, �6�6 je podre�ÿena jer �:� Û � á� u�; 
 O � :� Û � á� v� ; što nas navodi na zaklju�þak da je to�þka 

Nashove ravnoteže: 

�� �6�7 

�5�5�� �t�á�v 

 

Eliminacija dominiranih strategija je mogu�üa samo ukoliko takve strategije u igri postoje, me�ÿutim 

mogu�üe je zamisliti beskona�þno mnogo igara u kojima su isplate takve da je na protivnikovu �6�Ý 

najbolje odgovoriti jednom strategijom, a na �6�Þ�·�Ý nekom drugom strategijom. Drugim rije�þima, u 

mnogim igrama ne postoje dominirane strategije. Kažemo da ne postoji Nashova ravnoteža �þistih 

strategija. Tada je mogu�üe kombinirati više �þistih strategija s odgovaraju�üim udjelima u ukupnom 

broju igara, odnosno s odgovaraju�üom vjerojatnoš�üu u jednoj igri. U tom slu�þaju govorimo o 

Nashovoj ravnoteži mješovitih strategija. Pronalaženje takvog oblika ravnoteže detaljno je 

razmatrano u  poglavljima 3.1.8-3.1.10. 

 

3.1.7 Nashova ravnoteža u ig ri Zatvorenikove dileme 
��
Pretpostavimo da igra�þi igraju simetri�þnu igru s ponu�ÿenom matricom isplate: 

� * 
 L � B� u � s
� v � t

�C�ä 

Odgovaraju�üa bimatri�þna tablica isplate, tada izgleda ovako: 

 

 

 

 

 

Tablica 10 Primjer Zatvorenikove dileme 

� � � �Drugi��igra����

� � � ��5�5�� �5�6 

Prvi��

��igra�� 

�5�5�� �u�á�u �s�á�v 

�5�6�� �v�á�s �t�á�t 
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Ako u tablici isplata ozna�þimo najbolje odgovore igra�þa dolazimo do zaklju�þka da je to�þka Nashova 

ravnoteže pozicionirana u u zadnjoj �üeliji tablice s isplatama (2,2). Do istog odgovora došli bismo i 

eliminacijom podre�ÿene strategije �5�5.   

 

 

 

 

Tablica 11 Nashova ravnoteža 

Prvo što upada u o�þi jest prili�þno loša pozicija Nashove ravnoteže s ekonomskog gledišta. Od �þetiri 

mogu�üa parametra isplate, igra�þi u Nashovoj ravnoteži dobivaju isplatu koja je po iznosu tek tre�üe 

rangirana. Za usporedbu, kad bi oba igra�þa igrala podre�ÿenu strategiju���5�5 završili bi s isplatama 

(3,3) što bi bio znatno povoljniji ishod za obojicu. Ovako postavljena igra naziva se Zatvorenikova 

dilema. 

Op�üenito, svaku simetri�þnu igru s dvije �þiste strategije opisanu  matricom 

� * 
 L � B� = � >
� ? � @

�C�á 

nazivamo Zatvorenikovom dilemom izme�ÿu dva gra�þa ukoliko je relativni odnos izme�ÿu parametara 

isplate  

� > 
 O � @ 
 O � = 
 O � ?� ä 

Dakle, da bi igra zaista bila Zatvorenikova dilema, parametri isplate moraju biti takvi da vrijednosti 

dijagonalnih elemenata �:�=�á �@���; budu izme�ÿu lateralnih elemenata �:�>�á �?�;��i da pritom isplata u 

Nashovoj ravnoteži bude slabija od isplate podre�ÿenih strategija.  Kako bi se lakše snalazili u 

parametrima, znanstvenici su im dali imena. Matrica isplate, u ve�üini literature popunjava se 

parametrima sljede�üih oznaka: S=sucker, P=punishment, R=reward, T=temptation, pri �þemu vrijedi:  

� 5 
 O � 2 
 O � 4 
 O � 6� ä 

 

3.1.8 Ravnoteža u slu �þaju primjene mješovitih strategija 
��
U mnogim igrama ne postoji Nashova ravnoteža �þistih strategija. Ipak, i u takvim igrama mogu�üe 

je uspostaviti ravnotežu pažljivim odabirom udjela strategija. Uzmimo kao primjer neku igru u 

kojoj ne postoje striktno podre�ÿene strategije (koje bismo ina�þe mogli lako eliminirati). 

Pretpostavimo da su isplate neke igre zadane tablicom 

 

�� �5�5�� �5�6 

�5�5�� �u�á�u �s�á �v
à 

�5�6�� �v� á � s �t � á � t
à 
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Tablica 12 Primjer igre bez striktno podre�ÿenih strategija 

Budu�üi da ne postoji Nashova ravnoteža �þistih strategija, postavlja se pitanje: u kojim omjerima je 

potrebno kombinirati strategije?  Pretpostavimo, stoga, da prvi igra�þ primjenjuje �5�5��s vjerojatnoš�üu 

�L, odnosno ���5�6 s vjerojatnoš�üu �:�s 
F �L�;, dok suigra�þ slijedi �6�5��s vjerojatnoš�üu �M, odnosno ���6�6 s 

vjerojatnoš�üu �:� s 
 F � M�;�ä Matemati�þkim rje�þnikom –prvi igra�þ primjenjuje � � 
 L�>�L�������:� s 
 F � L�;�?, dok 

drugi primjenjuje ���� 
L�>�M�������:� s 
 F � M�;�?. 

��
��
��
��
��
��
��
��
��

Tablica 13 Strategije s pripadnim vjerojatnostima primjene  

Razmotrimo isplate drugog igra�þa u slu�þaju igranja �þiste strategije. 

1) Ako drugi igra�þ igra �6�5 dobiva  isplatu 
F�u s vjerojatnoš�üu  �L ili  isplatu �s s vjerojatnoš�üu 

�:�s 
F �L�;. Prema tome njegova o�þekivana isplata dok igra �6�5  je 

�' �6�:�6�5�; 
 L 
 F� u� L 
 E � :� s 
 F � L� ;. 

2) Ako igra �6�6 dobiva isplatu 2 s vjerojatnoš�üu  �L ili  isplatu 
F�s s vjerojatnoš�üu �:�s 
F �L�;.   U 

tom slu�þaju o�þekivana isplata  je 

�' �6�:�6�6�; 
 L � t� L 
 E�:
F�s�;�:� s 
 F � L�;�ä 

Važno je naglasiti �þinjenicu da doti�þni nema potrebe kombinirati strategije �6�5��i �6�6��ako jedna od tih 

strategija sigurno donosi ve�üu isplatu. Prema tome, on �üe igrati mješovitu strategiju jedino ako su 

o�þekivane isplate iste 

�' �6�:�6�5�; 
 L � '�6�:�6�6�; 

odnosno ako vrijedi 


F�u�L 
E�:� s 
 F � L�; 
 L � t� L 
 E�:
F�s�;�:� s 
 F � L�; 


F�v�L 
E �s 
L �u�L 
F �s 

�y�L 
L �t 

�� �6�5�� �6�6 

�5�5�� �t�á 
F�u �s�á�t 

�5�6�� �s�á�s �v�á 
F�s 

� � � � � �Drugi��igra����

� � � � � ��6�5�� �6�6��

� � � � � ��M�� � s 
 F � M 

Prvi��igra����
�5�5 �L�� �t�á 
F
Ü �s�á�t 

�5�6 � s 
 F � L�� �s�á 
Ú �v�á 
F�s 
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� L 
 L � t � y�¤  
 
Sli�þnim razmatranjem zaklju�þujemo da �üe prvi igra�þ kombinirati �5�5 i �5�6 jedino ako 
 

�' �5�:�5�5�; 
 L � '�5�:�5�6�; 

odnosno 

�t�M 
E�:� s 
 F � M�; 
 L � M 
 E � v�:� s 
 F � M�;���� �œ ���M 
L �u �v�¤ �ä 
�� 

Dolazimo do zaklju�þka da Nashova ravnoteža nastupa u slu�þaju   
 

�� �Û
L 
l
�t
�y

�á
�w
�y

p 

�� �Û
L 
l
�u
�v

�á
�s
�v

p 

 
Pri �þemu su isplate: �' �5 
L

�;

�8

L �s�ä�y�w�á ���'�6 
 L 
 F

�5

�;

N 
F�r�ä�s�v�ä 

 

3.1.9 Odre�ÿivanje ravnoteže mješovitih strategija deriviranjem o �þekivanih 
isplata 

 

Op�üenito re�þeno, par mješovitih strategija �� �Û i �� �Û �þini Nashovu ravnotežu ako: 

�' �5�:�� �Û� á � ��Û�;� � 
 R � '�5�:���á ���Û�;���Ê�� 
M ���Û�á 

�' �6�:�� �Û� á � ��Û�; 
 R � '�6�:���á ���Û�; �Ê�� 
M ���Û�á  (3.9)
 

tj. ako jednostranom promjenom vjerojatnosti igranja iz �� �Û u ��   (odnosno �� �Û u �� ) ne mogu 

poboljšati svoju o�þekivanu isplatu.  Prema tome, Nashovu ravnotežu mogu�üe je prona�üi traženjem 

uvjeta maksimalnih o�þekivanih isplata. Razmotrimo igru iz prethodnog poglavlja: 

 

 

 

 

Tablica 14 Primjer igre u kojoj ne postoji ravnoteža �þistih strategija  

Ako igra�þi koriste mješovite strategije � � 
 L�>�L�������:� s 
 F � L�;�?, odnosno ���� 
L�>�M�������:� s 
 F � M�;�? o�þekivane 

isplate su: 

�' �5 
 L � �� *�5�� �Í  
 

�' �6 
 L � �� *�6�–�Í  
 

gdje su matrice isplata  

�� �M�� � s 
 F � M 

�L�� �t�á 
F�u �s�á�t 

� s 
 F � L�� �s�á�s �v�á 
F�s 



��
��

43��
��

�*�5 
 L � B� t � s
� s � v

�C 

�*�6 
 L � B
F�u �������t
�������s 
F�s

�C 

O�þekivana isplata prvog igra�þa: 

�' �5 
L �>�L�������:� s 
 F � L�;�?�B� t � s
� s � v

� C � B
�M

� s 
 F � M� C 
 L�>�L�������:� s 
 F � L�;�?
d
�t�M 
E �:�s 
F �M�;
� M 
 E � v� :� s 
 F � M� ;


h 

 

�' �5 
 L � t� L� M 
 E � L�:� s 
 F � M�; 
 E � M�:� s 
 F � L�; 
 E � v�:� s 
 F � L�;�:� s 
 F � M�; 

�' �5 
 L � v 
 F � u� L 
 F � u� M 
 E � v� L� M� ä 

Sli�þnim razmatranjem dolazimo do isplate drugog igra�þa: 

�' �6 
L 
F�s 
E �u�L 
E �t�M 
F �y�L�M�ä 

Promatraju�üi dobivene izraze, mogli bismo sasvim op�üenito re�üi da su isplate igra�þa funkcije dviju 

varijabli  �' �5 
 L � '�5�:�L�á �M�;�� i �' �6 
 L � '�6�:�L�á �M�;��gdje su varijable vjerojatnosti �L�á �M. Ukoliko tražimo uvjet 

maksimalne isplate �' �5 uz zadani, fiksni �M  (koji ovisi o suigra�þu), zapravo tražimo da parcijalna 

derivacija funkcije �' �5�:�L�á �M�;��po varijabli �L bude jednaka nuli.  

 
�ò�'�5
�ò�L


 L � r� ä  (3.10)

 

Obrnuto, kad tražimo uvjet maksimalne isplate za drugog igra�þa tada s nulom izjedna�þavamo 

parcijalnu derivaciju funkcije �' �6�:�L�á �M�;��po varijabli �M 

 
�ò�'�6
�ò�M


 L � r� ä  (3.11)

 

Tako definirani uvjeti vode nas k sustavu jednadžbi: 

�ò�'�5
�ò�L


 L 
 F� u 
 E � v� M�Û
 L � r � œ � M�Û
L
�u
�v
 

�ò�'�6
�ò�M


 L � t 
 F � y� L�Û
 L � r � œ � L�Û
L
�t
�y
�á 

što zna�þi da se Nashova ravnoteža postiže kad igra�þi koriste strategije 

�� �Û
L 
l
�t
�y

� á � s 
 F
�t
�y

p 

�� �Û
L 
l
�u
�v

� á � s 
 F
�u
�v

p 

 

Analiza ravnoteže mješovitih strategija pokazala se izuzetno zna�þajnom u razvoju evolucijske 

teorije igara jer je igra mješovitih strategija ekvivalentna turniru unutar miješane populacije 
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(poglavlje 3.2.2).  Npr. igra izme�ÿu dva igra�þa koji kombiniraju svaki po �t strategije može biti 

predstavljena beskona�þno velikom populacijom u kojoj se nadme�üu dvije vrste s dvije podvarijante 

fenotipa. Drugim rije�þima, kad bi isplate jedinki u miješanoj populaciji odgovarale tablici u našem 

primjeru, mogli bi re�üi da postoji evolucijski stabilna populacija sastavljena od dvije životinjske 

vrste s 2 varijacije fenotipa pri �þemu su njihovi udjeli u populaciji:   
�6

�;
�ã

�9

�;
�ã

�7

�8
�ã

�5

�8
�ä 

 

3.1.10 Nashova ravnoteža mješov itih strategija u simetri �þnoj igri 2 
H2 
��
��
Ako je igra simetri�þna tada iz �' �5�:���á ���; 
 L � '�6�:���á ���;  slijedi jednostavnija definicija Nashove 

ravnoteže: 

 
�' �5�:�� �Û� á � ��Û�; 
 R � '�5�:���á ���Û�;���Ê�� 
M ���Û

�' �6�:�� �Û� á � ��Û�; 
 R � '�6�:���á ���Û�;���Ê�� 
M ���Û
 ` � œ � '�:�� �Û� á � ��Û�; 
 R � '�:���á ���Û�; �Ê�� 
M ���Û��  (3.12)

 

Moglo bi se re�üi: ako je igra simetri�þna tada Nashovu ravnotežu �þini strategija koja je najbolji 

odgovor sama sebi.  

Pretpostavimo da je matrica isplate  

� * 
 L � B� t � s
� v � r

�C 

Ako igra�þi koriste mješovite strategije,�� tada je prema relaciji (3.6) o�þekivana isplata strategije 

� � 
 L�>�M�������:� s 
 F � M�;�? u igri protiv strategije � � 
 L�>�L�������:� s 
 F � L�;�? 

 

�' �6 
 L � '�:���á ���; 
 L � �� *� ��Í  
 

�q
Û
 L � t� M� L 
 E � M�:� s 
 F � L�; 
 E � v�:� s 
 F � M�;� L 
 L � v� L 
 F � u� L� M 
 E � M� ä 

S druge strane, o�þekivana isplata strategije ��  protiv strategije ��  

�' �s 
 L � ��(�� �€ 
 L � t� L� M 
 E � L�:� s 
 F � M�; 
 E � v�:� s 
 F � L�;� M 
 L � v� M 
 F � u� L� M 
 E � L� ä 

 

Deriviranjem ovih funkcija po vjerojatnostima dobivamo 

�ò�'�6
�ò�M


 L 
 F� u� L 
 E � s 

 

�ò�'�5
�ò�L


 L 
 F� u� M 
 E � s 
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Maksimumi isplata dobivaju se kad vrijedi: 

�ò�'�6
�ò�M


 L � r� �� � � œ � �� � � L�Û
L
�s
�u
 

�ò�'�5
�ò�L


 L � r� �� � � œ � �� � � M�Û
L
�s
�u
 

S obzirom da je igra simetri�þna,  Nashova ravnoteža se postiže kad oba igra�þa primjenjuju istu 

mješovitu strategiju. �� �Û
 L � ��Û
 L � :� s � u�¤ � á � t � u�¤ �;. 

Razmotrimo op�üeniti slu�þaj kad igra�þi primjenjuju mješovite strategije na simetri�þnu igru � t 
 H � t� �s 

matricom isplate  

� * 
 L � B� = � >
� ? � @

�C 

Dobivamo  

�' �5 
L �>�L�������:� s 
 F � L�;�?�B� = � >
� ? � @

� C � B
�M

� s 
 F � M�C 

 

�' �5 
 L � =� L� M 
 E � >� L�:� s 
 F � M�; 
 E � ?� M�:� s 
 F � L�; 
 E � @�:� s 
 F � L�;�:� s 
 F � M�; 

 

�' �s 
L �:� > 
 F � @�;� L 
 E�:� = 
 F � > 
 F � ? 
 E � @�;�L�M 
E�:� ? 
 F � @�;� M 
 E � @ (3.13) 
 

Sli�þnim postupkom dobivamo o�þekivanu isplatu suigra�þa 

�' �t 
L �:� > 
 F � @�;� M 
 E�:� = 
 F � > 
 F � ? 
 E � @�;�L�M 
E�:� ? 
 F � @�;� L 
 E � @� ä (3.14) 
Kao što se moglo i o�þekivati (s obzirom na simetri�þnost igre) parcijalnim deriviranjem isplata 

dobivamo simetri�þne relacije: 

 �ò�'�5
�ò�L


L �:� > 
 F � @�; 
E�:� = 
 F � > 
 F � ? 
 E � @�;�M�� (3.15)

�ò�'�6
�ò�M


L �:� > 
 F � @�; 
E�:� = 
 F � > 
 F � ? 
 E � @�;�M�� (3.16)

 

Iz uvjeta Nashove ravnoteže (3.10) i (3.11) slijedi: 

�L�Û
 L � M�Û
L
� @ 
 F � >

�:� = 
 F � ?�; 
E�:� @ 
 F � >�;
  (3.17)

��
��
��
��
��
��
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�x Nashov ekvilibrij�: evolucijski stabilna strategija 

3.2.1 Strategija u okviru ev olucijske teorije igara  

U prirodi, vrste imaju na raspolaganju cijeli arsenal fenotipskog oružja; aerodinami�þnu 

gra�ÿu, kandže, o�þnjake, krila, bodlje, šareno krzno itd.  Tako �üe se jež, primjerice, u slu�þaju nužde 

pretvoriti u bodljikavu loptu. Za promatra�þa koji prvi put vidi takvu pretvorbu, takva akcija mogla 

bi se �þiniti kao samo jedan potez. Me�ÿutim pomnijim promatranjem na dužoj vremenskoj skali 

otkrivamo da jež uvijek na isti na�þin reagira na predatora. On se nikad ne�üe popeti na drvo, skakati 

kroz visoku travu ili lu�þiti neugodan vonj poput tvora. Bodlje kao fenotipsko obilježje u potpunosti 

definiraju na�þin na koji se jež kao vrsta nosi s predatorima u svim situacijama. Stoga možemo 

zaklju�þiti da fenotip jest strategija.  

Fenotip uklju�þuje ne samo boju krzna, anatomiju, oblik �þeljusti i sve vidljive, materijalne 

zna�þajke ve�ü i filogenetski ugra�ÿene obrasce ponašanja koje nazivamo bihevioralnim fenotipom. 

Primjerice, kad  hr�þak prona�ÿe hranu na livadi on je prvo spremi u posebne unutarnje džepove u 

obrazima, a konzumira je tek nakon što se na�ÿe u sigurnosti skloništa. Ovaj obrazac ponašanja ima 

smisla ako se uzme u obzir da svaka sekunda provedena na otvorenom prostoru može biti kobna. 

Interesantno je i komi�þno, me�ÿutim, to što hr�þak ponavlja istu radnju �þak i kad živi kao ku�üni 

ljubimac u modernom stanu, potpuno zašti�üen od ptica grabljivica [56]. Njegova strategija 

ponašanja nije racionalna ve�ü je genetski determinirana i oblikovana milijunima godina evolucije. 

Me�ÿutim, da bismo shvatili kako i zašto neka strategija postaje dominantna u populaciji, potrebno je 

modelirati igru stvaranjem nekoliko alternativnih strategija i zatim ih konfrontirati. U takvoj igri 

rivali nisu nužno predator i plijen. Primjerice, u igri spolova, rivali mogu biti monogamni i 

poligamni mužjaci. 

Uobi�þajen model igre u ETI sadrži vrlo velik broj igra�þa koji nazivamo populacijom i koji 

dijelimo na manje podskupine – vrste. Odre�ÿeni postotak igra�þa koristi jednu strategiju, dok drugi 

postotak igra�þa slijedi više ili manje sli�þnu strategiju. U tom smislu možemo re�üi da su strategije 

zastupljene u odre�ÿenim udjelima ili da neka strategija ima „takvu i takvu“ relativnu frekvenciju. 

Podvrste igra�þa uobi�þajeno nazivamo strategijama, pa prema tome pojam strategija ima dva 

lingvisti�þka zna�þenja; ona može ozna�þavati (1) fenotip, ali i (2) konkretan podskup igra�þa zadane 

populacije.  

3.2.2 Ekvivalencija miješanih popula cija i mješovitih strategija  

Pretpostavimo da populaciju �þine dvije varijacije fenotipa odnosno dvije podskupine jedinki 

(pri �þemu svaka podskupina primjenjuje jednu od dvije ponu�ÿene strategije �5�5ili �5�6). U tom slu�þaju, 

uobi�þajeno je re�üi: „Populaciju �þine dvije strategije.“. Ukoliko �0 jedinki igra � t 
 H � t igru, pri �þemu 
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� 0 � t�¤ ��primjenjuju �5�5 , a � 0 � t�¤  primjenjuju strategiju �5�6��takvu populaciju možemo predstaviti 

vektorom �:�r�ä�w�á �r�ä�w�;. Ako pretpostavimo da �üe svaki sa svakim odigrati jednu partiju igre, ukupno �üe 

biti odigrano: 

� - 
 L
�Ç

�6
�:� 0 
 F � s�; duela, 

od �þega �üe ukupno biti: 
�Ç

�6

H

�Ç

�6
  okršaja izme�ÿu �5�5i �5�6, 

� Ç � 6�¤

�6
�:� 0 � t�¤ 
 F � s�; me�ÿusobnih okršaja izme�ÿu �5�5i �5�5, 

� Ç � 6�¤

�6
�:� 0 � t�¤ 
 F � s�; me�ÿusobnih okršaja izme�ÿu �5�6 i �5�6. 

Uzmimo da je populacija jako velika. Ukupan broj partija tada je približno 

� - 
 L
�0
�t

�:� 0 
 F � s�; 
N
�s
�t

�0�6�ä 

Distribuciju duela možemo predstaviti tablicom 

 

Broj duela Vrsta duela 

�0
�t


H
�0
�t


L
�s
�v

�0�6 
 L � r� ä� w� -izme�ÿu �5�5i �5�6 

� 0 � t�¤

�t
�:� 0 � t�¤ 
 F � s�; 
N

�s
�z

�0�6 
L �r�ä�t�w�- izme�ÿu �5�5 

� 0 � t�¤

�t
�:� 0 � t�¤ 
 F � s�; 
N

�s
�z

�0�6 
L �r�ä�t�w�- izme�ÿu �5�6 

Tablica 15 Broj duela u dobro miješanoj populaciji (svaki agent igra sa svakim). 

��
Usporedbe radi, razmotrimo sad uniformnu populaciju sastavljenu od �0  jedinki koje igraju 

identi�þnu, ali mješovitu strategiju �:�r�ä�w�á �r�ä�w�;. Svaka jedinka, dakle, nasumi�þno igra ili �5�5��ili �5�6 s 

vjerojatnoš�üu pedeset posto. Vjerojatnost da obje jedinke odigraju �5�5  je �r�ä�w �® �r�ä�w 
L �r�ä�t�w, 

vjerojatnost da obje jedinke odigraju �5�6  je �r�ä�w �® �r�ä�w 
L �r�ä�t�w�á����a vjerojatnost da odigraju razli�þito je  

�L�:�5�5�5�6���E�H�E���5�6�5�5�; 
L �r�ä�w �® �r�ä�w 
E �r�ä�w �® �r�ä�w 
L �r�ä�w. 

U ovom slu�þaju tako�ÿer �üe biti �-��susreta. Prema tome u uniformnoj populaciji mješovite strategije, 

distribucija duela potpuno je ista kao i u slu�þaju kad se miješana populacija sastoji od �þistih 

strategija. U 50% slu�þajeva ishod je  �5�5�5�6��, u 25% slu�þajeva ishod je �5�5�5�5��, a 25 % ishod je �5�6�5�6��. 

Ovakvo pomanjkanje distinkcije je prirodno jer matemati�þki izraz za mješovitu strategiju � � 
 L

�Ã �L�Ü
�á
�Ü�@�5 �5�Ü�� igra�þa uniformne populacije na neki na�þin možemo smatrati „težištem“ mješovite 

populacije, otprilike kao što u fizici to�þku � � 
 L�Ã �N�Ü
�á
�Ü�@�5

�à �Ô��

�Æ
 smatramo težištem sustava raspršenih 
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�þestica [30]. Prema tome, vektor �:�L�5� á � L�6� á � L�7� á � å�;  može predstavljati populaciju koja se sastoji od tri 

(ili više) podskupa igra�þa koji primjenjuju �þiste strategije �5�5� á � 5�6� á � 5�7� á � å  s udjelima �L�5� á � L�6� á � L�7� á � å� �, ali i 

uniformu populaciju u kojoj svi igra�þi (100%) primjenjuju potpuno istu mješovitu strategiju 

���� 
L�:�L�5� á � L�6� á � L�7� á � å�;. Uobi�þajeno je, stoga, re�üi: „Populacija sastava ��  ekvivalentna je uniformnoj 

populaciji u kojoj sve jedinke igraju mješovitu strategiju �� .“   

Kako bismo mogli razlikovati ta dva slu�þaja, neka ��  bude mješovita strategija, a njoj 

transponirana matrica �� �€ neka dogovorno bude miješana populacija. U tom slu�þaju vrijede relacije: 

 

 
� � 
 L 
 Í � L�Ü

�á

�Ü�@�5

�5�Ü���á

�� �€ 
 L 
 Í � L�Ü

�á

�Ü�@�5

�Ü�Ü�á

  
(3.18)

 

 

gdje jednostup�þana matrica �Ü�Ü
 L � 5�Ü
�Í ����ozna�þava populaciju koja se sastoji od jedinki koje 

primjenjuju strategiju �5�Ü .  Primjerice, �5�6 
L �>�r���s���r �å �r�? predstavlja �þistu strategiju, dok  

�Ü�6 
 L � N

�r
�s
�­
�r

�O 

predstavlja populaciju koja se sastoji isklju�þivo od igra�þa koji primjenjuju �5�6�ä Takvom notacijom 

uveli smo matemati�þku distinkciju izme�ÿu spomenutih pojmova. U ve�üini literature relativna 

frekvencija strategije �5�Ü��tj. udio igra�þa koji primjenjuju strategiju �5�Ü�� ozna�þava se oznakom �T�Ü. U 

takvoj notaciji: 

 

� ž 
 L 
 Í � T�Ü

�á

�Ü�@�5

�Ü�Ü��� â � s 
 L 
 Í � T�Ü  (3.19)

 

Važna posljedica jednake distribucije duela u uniformnoj populaciji mješovite strategije i miješanoj 

populaciji �þistih strategija jest jednaka distribucija isplata. Naime, može se pokazati da o�þekivana 

isplata igra�þa koji koristi strategiju �Ì   protiv jednog igra�þa koji koristi miješanu strategiju ����jednaka 

o�þekivanoj isplati igra�þa uba�þenog u miješanu populaciji sastava � ž 
 L � ��€. Razmotrimo isplatu u 

prvom slu�þaju, kad igra�þ �Ì  igra protiv drugog igra�þa koji koristi ��   

�' �:�Ì�á �����; 
 L � Ì� *� ��Í 
 L 
 Í � ê�Ý
 Í � D�Ý�Ü�L�Ü
�Ü�Ý

�ä  (3.20)

 

S druge strane, isplata jedinke koja koristi neku specifi�þnu strategiju �Ì  unutar populacije � ž 
 L � ��€ 

ovisi o tome s kim �üe igrati. Pretpostavimo da je igra�þ odigrao �G duela. Iako se ne može to�þno 
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predvidjeti s kojim suparnicima �üe igrati, može se re�üi da je o�þekivani broj duela protiv strategije �5�Ü 

jednak �T�Ü�G, gdje �T�Ü predstavlja relativnu frekvenciju igra�þa koji primjenjuju strategiju �5�Ü, odnosno 

vjerojatnost da nasumi�þnim izvla�þenjem iz populacije izvu�þemo jedinku koja primjenjuju strategiju 

�5�Ü. Pritom, zarada je���'�:�Ì�á �5�Ü�;�ä Prema tome, ukupna o�þekivana zarada (protiv svih strategija) je 

 

�' �Î�Ä 
 L � T�5� G � ® � '�:�Ì�á �5�5�; 
 E � T�6� G � ® � '�:�Ì�á �5�6�; 
 E � ® 

�' �Î�Ä�:�Ì�á �ž�; 
 L 
 Í � T�Ü� G � ® � '�:�Ì�á �5�Ü�;
�•

 

 

 (3.21)

 

O�þekivana isplata miješane strategije �Ì  u duelu s �þistom strategijom �5�Ü je 

�' �:�Ì�á �5�Ü�; 
L �>�ê�5 �ê�6 � ® � ê�á�?
f

�D�5�5 �D�5�6 � ® � D�5�á

�D�6�5 �D�6�6 � ® � D�6�á
�­

�D�á�5

�­
�D�á�6

�° �­
�D�á�á


j � ® � N

�r
�s
�­
�r

�O 

 

�' �:�Ì�á �5�Ü�; 
L �>�ê�5 �ê�6 � ® � ê�á�?
f

�D�5�Ü
�D�6�Ü
�­

�D�á�Ü


j 

�' �:�Ì�á �5�Ü�; 
 L 
 Í � ê�Ý�D�Ý�Ü

�Ý

�ä 

 

 (3.22)

 

Prema (3.21) i (3.22) ukupna o�þekivana zarada u �G odigranih duela je: 

�' �Î�Ä�:�Ì�á �ž�; 
 L 
 Í � T�Ü� G � ® 
 Í � ê�Ý�D�Ý�Ü

�Ý�•

 

 

 (3.23)

 

Ako ukupnu o�þekivanu zaradu �' �Î�Ä�:�ê�á �ž�;  podijelimo s ukupnim brojem duela �G��dobivamo 

o�þekivanu isplatu u jednom duelu: 

�' �:�Ì�á �ž�; 
 L 
 Í � T�Ü
 Í � ê�Ý�D�Ý�Ü

�Ý�•

  (3.24)

 

Uz komutativnost množenja i uz pretpostavku da je � ž 
 L � ��€, možemo zaklju�þiti da je izraz (3.24) 

jednak izrazu (3.20)  

�' �:�Ì�á ���€�; 
 L 
 Í � ê�Ý
 Í � �� D�Ý�Ü���L�Ü
�Ü�•

������ �œ 

 
�' �:�Ì�á ���€�; 
 L � '�:�ê�á ���;�á  (3.25)
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�þime smo dokazali da je o�þekivana isplata jedinke koja koristi strategiju �Ì  unutar miješane 

populacije �� �€  jednaka o�þekivanoj isplati jedinke u igri jedan-na-jedan protiv rivala koji koristi 

mješovitu strategiju �� .  Jednakost isplata strogo vrijedi samo za simetri�þne igre u beskona�þno 

velikim populacijama, ali je ekvivalencija miješanih populacija i mješovitih strategija op�üenito vrlo 

zna�þajna za analizu evolucijske stabilnosti strategija  u razli�þitim problemima.   

Razmotrimo zna�þaj ove ekvivalencije na primjeru igre Jastreb-Golub. Ova igra u kontekstu 

biologije opisuje situaciju izme�ÿu grabežljivih jedinki koje žele cijeli plijen za sebe i miroljubivih 

jedinki sklonih podjeli plijena. U okviru klasi�þne teorije igara možemo zamisliti susret izme�ÿu dvije 

osobe koje pred sobom imaju blago odnosno plijen vrijednosti �8. Svaka osoba može birati izme�ÿu 

dvije alternative: (1) napadam protivnika i uzimam plijen za sebe, (2) dijelim plijen ukoliko mi 

protivnik dozvoli. Ako obje osobe odaberu ovu drugu, miroljubivu opciju (strategija Golub), svaka 

dobiva polovicu plijena �8���t�ä Me�ÿutim, ako osoba koja je odabrala miroljubivu strategiju nai�ÿe na 

protivnika koji je odabrao agresivnu strategiju (Jastreb) tada �üe ostati bez plijena. U slu�þaju da obje 

osobe primijene strategiju Jastreb, neminovno dolazi do borbe koja ima svoju cijenu. Uz 

pretpostavku da su igra�þi jednako snažni i agresivni, svaki od njih �üe podjednako stradati. Ako 

cijenu borbe ozna�þimo s C, tada se matrica isplate može napisati u sljede�üem obliku: 

 

� * 
 L
e
� 8 
 F � %

�t
�8

� r � 8 � t�¤

i�ä 

 (3.26)

 

Ako je � 8 
 P � %� � tada je bolje koristiti strategiju Jastreb neovisno o protivniku, pa možemo re�üi da je  

Jastreb dominantna, a Golub dominirana strategija, me�ÿutim ako � 8 
 O � %� � tada igra nema Nashovu 

ravnotežu �þistih strategija. Primjerice, ako su parametri � 8 
 L � x� á � % 
 L � z tada je matrica isplate ��

� * 
 L � B
F�s �x
�����r �u

�C�á 

pa u tom slu�þaju nema dominirane strategije koja bi se mogla eliminirati. Nashova ravnoteža se 

postiže ako oba igra�þa primijene mješovitu strategiju zadanu relacijom (3.17) 

�L�Û
L
� @ 
 F � >

�:� = 
 F � ?�; 
 E � :� @ 
 F � >� ;
�ä 

�L�Û
L
� u 
 F � x

�:
F�s 
F �r�; 
 E � :� u 
 F � x� ;

L

�u
�v
 

Drugim rije�þima, za svakog igra�þa je najpovoljnije u 75% susreta primjenjivati strategiju Jastreb, a 

u preostalih 25 % susreta strategiju Golub.  

Kakav je zna�þaj ovog rješenja u kontekstu evolucijske biologije? S obzirom da je o�þekivana 

isplata igra�þa u Nashovoj ravnoteži jednaka (u simetri�þnoj igri poput ove), iz ekvivalencije 

mješovitih strategija i miješane populacije slijedi da su isplate jastreba i goluba tako�ÿer jednake 
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ukoliko se u populaciji nalazi 75%  jastreba i 25% goluba. Pojednostavnjeno re�þeno, uz takvu 

matricu isplate kakva je predo�þena u ovom primjeru, populacija ne�üe konvergirati ni prema 

istrebljenju jastreba ni prema istrebljenju golubova, nego �üe prona�üi to�þku ravnoteže u kojoj mogu 

koegzistirati obje vrste. Stoga se takve strategije nazivaju evolucijski stabilne strategije. 

3.2.3 Evolucijski stabilna strategija 
 
Evolucija ima jedno svojstvo od suštinske važnosti koje bi se metafori�þki moglo nazvati 

„metoda pokušaja i pogrešaka“ [57]. Naime, preduvjet preživljavanja vrste je geneti�þka 

varijabilnost koja svakoj generaciji osigurava šarolikost svojstava i nova rješenja za adaptivne 

probleme koje name�üe okoliš. Ukoliko je vrsta previše jednoli�þna, ona ne može odgovoriti na 

eventualne promjene u ekosustavu. Primjerice, veliki kineski panda jede isklju�þivo bambus i 

bambusove mladice. Ova specifi�þna preferencija je, zbog uništavanja bambusovih šuma u prošlom 

stolje�üu, pande dovela do ruba izumiranja [58]. S druge strane, vrste koje u svojoj genskoj zalihi 

�þuvaju raznovrsnost gena, mogu preživjeti i ekološke i klimatske promjene. Prema tome, geneti�þka 

varijabilnost je, uz selekciju, klju�þna zna�þajka uspješne evolucije. Varijabilnost se kod dvospolnih 

vrsta osigurava operacijama rekombinacije i mutacije. Rekombinacija je operacija koja križa 

informacije oba roditelja i spaja ih u jednog potomka, a izbor tih informacija je nasumi�þan, uz 

odre�ÿenu šansu da se kombiniranjem dobrih rješenja pojavi još bolje rješenje. Ovaj se princip 

tisu�üama godina koristi za uzgoj doma�üih biljaka i životinja – u  svakoj sljede�üoj generaciji 

dobivamo sve bolje jedinke. U pozadini križanja, na molekulskoj razini, rekombinacija je 

kompleksan proces razmjene genetskog materijala izme�ÿu parova kromosoma. Dva kromosoma se, 

nakon interfaze (u kojoj se dupliciraju) fizi�þki poravnaju, lome se na jednom ili više mjesta, te 

potom razmjenjuju fragmente.  S druge strane, mutacija je slu�þajna promjena genetskog materijala 

somatske ili spolne stanice. Ova promjena može biti potencirana vanjskim �þimbenicima, poput 

radijacije. Ukoliko se dogodi u somatskoj stanici, mutacija se ne�üe nasljediti, ali može izazvati 

ošte�üenje i smrt stanice ili u rje�ÿem broju slu�þajeva nekontroliranu diobu i maligno oboljenje. Ipak, 

s evolucijskog stajališta, mnogo je zna�þajnija mutacija koja se doga�ÿa u spolnoj stanici jer takva 

promjena prenosi se u sljede�üu generaciju  i manifestira se kao promjena fenotipa, odnosno kao 

neko novo svojstvo potomstva. Dakle, mutacija je, uz rekombinaciju, drugi zna�þajan faktor koji 

pove�üava varijabilnost unutar populacije.  

S obzirom da su strategija i fenotip sinonimi, pod mutacijom u teoriji igara podrazumijevamo 

pojavu neke nove �þiste strategije. Za takvu strategiju re�üi �üemo da je mutantska strategija. Ako 

pretpostavimo da se u populaciji sastava �� �€ pojavila mutantska strategija �Æ tada se i sam sastav 

populacije mijenja. Postavlja se pitanje ho�üe li se mutantska strategija proširiti i preuzeti dominaciju 
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u populaciji ili �üe postupno iš�þeznuti tako da se populacija vrati u stanje �� �€. Kako bismo odgovorili 

na to pitanje pozvat �üemo se na ekvivalenciju miješane populacije i miješane strategije. Populacija 

sastava �� �€ ekvivalentna je uniformnoj populaciji u kojoj sve jedinke igraju strategiju �� , dok je 

populacija 
É�€ koja sadrži mutantsku strategiju ekvivalentna miješanoj populaciji u kojoj sve jedinke 

prate mješovitu strategiju  
 É 
 L � Ý� Æ 
 E�:� s 
 F � Ý�;��  gdje je � Ý � Ð�Ã�r�á�s�Ä udio mutanata u populaciji. Kao što 

je strategija ��  u Nashovoj ravnoteži „otporna“ na bilo kakvo odstupanje tako i evolucijski stabilna 

strategija mora biti otporna na mutante. Kad se igra�þi nalaze u Nashovoj ravnoteži, nijedan igra�þ ne 

može promjenom (samo svoje) strategije pove�üati vlastitu isplatu. Bilo kakva promjena strategija u 

iteriranoj varijanti igre, prije ili kasnije vratila bi igra�þe u Nashovu to�þku. Ukoliko pod igra�þima 

podrazumijevamo strategije tada slijedi da evolucija tako�ÿer „gura“ strategije prema ravnoteži. U 

iteriranoj igri racionalni igra�þi koji bi izašli iz ravnoteže bili bi kažnjeni gubitkom bodova, ali u 

prirodi kazne su mnogo okrutnije. Podvrsta koja bi (mutacijom) promijenila strategiju umanjila bi 

vlastiti fitnes i u roku nekoliko generacija nestala iz populacije. Stabilnost strategije ��  u novoj 

situaciji zahtjeva da mutantska strategija �Æ��ostvaruje nižu korist od nje, to jest, da se ne uspije 

proširiti u populaciji 
É�€. Isplata strategije ��  u novoj populaciji je �' �:���á 
É�€�;�á��dok je isplata mutantske 

strategije �' �:
Ä�á 
É�€�;, me�ÿutim, iz (3.25) slijedi da su te isplate jednake kao i �' �:���á 
É�;, odnosno 

�' �:
Ä�á 
É�;. Radi jednostavnosti razmatranja, zamislimo � t 
 H � t igru u kojoj su mogu�üe strategije ��  i �Æ. 

� � � Æ
��
�Æ �B� = � >

� ? � @
�C
 

O�þekivana isplata strategije ��  u borbi protiv miješane strategije 
 É 
 L�>�:� s 
 F � Ý�;�����Ý�? je prema (3.6) 

�' �:���á 
É�; 
L �>�s�������r�?�B� = � >
� ? � @

� C � B�:� s 
 F � Ý�;
�Ý

� C 
 L�:� s 
 F � Ý�;� = 
 E � Ý� >� ä 

O�þekivana isplata mutantske strategije 
Ä protiv miješane strategije 
É je 

�' �:
Ä�á 
É�; 
L �:� s 
 F � Ý�;� ? 
 E � Ý� @ 

Ako � = 
 P � ?� �ili � = 
 L � ?� �� ¬� �� > 
 P � @  isplata strategije ��  je sigurno ve�üa od isplate mutantske strategije 
Ä, a 

to zna�þi da je 

�' �:���á 
É�€�; 
 P � '�:
Ä�á 
É�€�; 

za bilo koji � Ý � Ð�Ã�r�á�s�Ä udio mutanata u populaciji.  To zna�þi da �üe se evolucija protiviti širenju 

mutanata u populaciji. 

Op�üenito možemo re�üi da je strategija ��  evolucijski stabilna u odnosu na mutantsku strategiju �Æ 

ako postoji proizvoljno maleni udio �Ý�4 
 P � r takav da vrijedi  

�' �:���á 
É�€�; 
 P � '�:
Ä�á 
É�€�;  (3.27)
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za svaki � Ý 
 O � Ý�4. Evolucijski stabilna strategija (ESS) je ona strategija koja je evolucijski stabilna u 

odnosu na bilo koju mutantsku strategiju [30]. 

 

3.2.4 Fitnes i reprodukcija 
 

Ako je strategija uspješna, broj nosioca te strategije postupno se pove�üava, dok manje 

uspješne strategije stagniraju ili im se udio u populaciji smanjuje.  Mjera uspješnosti naziva se 

fitnes. S obzirom da je broj potomaka, iz evolucijske perspektive, jedina relevantna mjera 

uspješnosti strategije, Martin Nowak nudi sljede�üu definiciju: Fitnes je ne-negativni realni broj 

koji opisuje brzinu reprodukcije  [59].  

U hrvatskoj akademskoj zajednici ne postoji konsenzus po pitanju odgovaraju�üeg naziva ove 

veli�þine. Tako se u matemati�þkoj literaturi �þesto rabi pojam korisnost, dok u antropološkim 

publikacijama prevladava naziv podobnost [60]. U skriptama i seminarskim radovima studenata 

ra�þunalstva �þesto se upotrebljava naziv dobrota, osobito kad se govori o geneti�þkom algoritmu [61]. 

Primjerice umjesto engleskog naziva fitness-function koristi se naziv funkcija dobrote . Upravo 

zbog takvog nesuglasja, u ovoj �üe se disertaciji uglavnom koristiti naziv fitnes. 

Važno je primijetiti da je pojam fitnesa neraskidivo vezan uz pojam replikacije, stoga se na�þin 

izra�þunavanja fitnesa klasificira jednako kao što se klasificira i na�þin replikacije. Dva su osnovna 

modela; (1) diskretna replikacijska dinamika i (2) kontinuirana replikacijska dinamika. Pod 

replikacijom se podrazumijeva aseksualna reprodukcija kod koje se jedinke razmnožavaju diobom 

poput bakterija. Oba modela polaze od pretpostavke da populacija veli�þine �0  sadrži jedinke 

razli�þitih strategija, tako da svakoj strategiji �5�Ü pripada �0�Ü jedinki koje prilikom replikacije stvaraju 

potomstvo koje nosi istu (roditeljsku) strategiju. U svakom trenutku vrijedi 

 

 
� 0 
 L 
 Í � 0�Ü

�Þ

�Ü�@�5

�á  (3.28)

 Udio (relativna frekvencija) �T�Ü strategije �5�Ü, može se mijenjati u vremenu, ovisno o trenutnom broju 

jedinki  �0�Ü�:�P�; i trenutnoj veli�þini populacije �0�:�P�; 

 
�T�Ü�:�P�; 
L

�0�Ü�:�P�;
�0�:�P�;

�ä  (3.29)

Razmotrimo kako se udio svake strategije mijenja s vremenom u spomenutim modelima: 

(1) Diskretna replikacijska dinamika podrazumijeva da vrijeme te�þe u koracima, a svaki 

korak predstavlja jednu generaciju. Jedinke se razmnožavaju tako da nema 
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generacijskog preklapanja (sve nove jedinke ra�ÿaju se istovremeno). Fitnes strategije 

definira se kao omjer broja jedinki te strategije u dvije uzastopne generacije: 

�B�Ü
L
�0�Ü�:�P 
E �s�;

�0�Ü�:�P�;
  (3.30)

Jednadžba (3.30) može se primijeniti na cijelu strategiju, ali i na samu jedinku koja nosi 

tu strategiju. Naime, ako se odre�ÿena jedinka strategije A duplicira njen fitnes je � B 
 L � t, 

ali ako postoji deset jedinki koje nose (tu istu) strategiju A, u narednoj generaciji njih �üe 

biti dvadeset  �B�º 
 L � 0�º � " � 0�º 
L �t�r���s�r 
L �t�ä�¤  

Prosje�þni fitnes možemo ga definirati kao vrijednost koja povezuje veli�þinu cijele 

populacije u promatranom trenutku � P 
 E � s� �s veli�þinom populacije u prethodnoj generaciji: 

 
�B�§
L

�0�5� " 
 E � 0�6� " 
 E � ® 
 E � 0�Þ�"
�0�5 
 E � 0�6 
 E � ® 
 E � 0�Þ


L
�0�:� P 
 E � s�;

�0�:�P�;
  (3.31)

 
Relativna frekvencija �E-te strategije u trenutku  � P 
 E � s� �je  

�T�Ü�:� P 
 E � s�; 
L
�0�Ü�:� P 
 E � s�;

�0�:� P 
 E � s�;

L

�B�Ü�0�Ü�:�P�;

�B�§�0�:�P�;
  (3.32)

iz �þega slijedi važna relacija koja povezuje relativne frekvencije u dvije uzastopne 

generacije [30]: 

�T�Ü�:� P 
 E � s�; 
L
�B�Ü
�B�§

� ® � T�Ü�:�P�;�ä  (3.33)

 

(2) Kontinuirana replikacijska dinamika je model u kojem vrijeme te�þe kontinuirano i u 

kojem se jedinke razmnožavaju tako da se generacije preklapaju. Uzima se da broj 

jedinki raste eksponencijalno, prema jednadžbi 

�0�Ü�:�P�; 
 L � 0�Ü�:�r�;�A�å�Ô�ç  (3.34)
 

Deriviranjem ove jednadžbe po vremenu dobivamo  

�0�*�6
 L � N�Ü�0�Ü  (3.35)
      gdje je �N�Ü brzina porasta �E-te strategije.  

       Deriviranjem jednadžbe (3.28) dobivamo  

 

�0�6
 L 
 Í � 0�*�6
 L 
 Í � N�Ü�0�Ü

�Þ

�Ü�@�5

�Þ

�Ü�@�5

�ä  (3.36)

 

Iskoristimo li (3.29) jednadžba prelazi u sljede�üi oblik: 

 
�0�6
 L � 0 
 Í � N�Ü�T�Ü

�Þ

�Ü�@�5

  (3.37)
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       Uvedemo li novu veli�þinu tzv. prosje�þni porast populacije [62] 

 

�N�§�  
 Í � N�Ü�T�Ü

�Þ

�Ü�@�5

  (3.38)

 

jednadžba (3.33) prelazi u  

�0�6
 L � N�§�0  (3.39)
 

Kako bismo odredili brzinu promjene relativne frekvencije strategije, jednadžbu (3.29)  je 

potrebno derivirati po vremenu 

�T�*�6
L
�@
�@�P


l
�0�Ü

�0

p
L

�0�*�6� 0 
 F � 0�Ü�0�6

�0�6  

          Iskoristimo li (3.31) i (3.35), izraz se pojednostavnjuje 

 
�T�*�6
L

�N�Ü�0�Ü

�0

F

�0�Ü�N�§
�0

  (3.40)

                i vodi nas na poznatu Taylor-Jonkerovu jednadžbu: 

�T�*�6
 L � T�Ü�:�N�Ü
 F � N�§�;  (3.41)
Kod kontinuirane replikacije brzinu porasta �N�Ü smatramo fitnesom �E-te strategije, a   

prosje�þni  porast populacije nazivamo prosje�þni fitnes populacije. 

�B�Ü�  � N�Ü 

 

�B�§
 L 
 Í �B�Ü�T�Ü

�Þ

�Ü�@�5

  (3.42)

 

  Prema tome 

�T�*�6
 L � T�Ü
k�B�Ü
F�B�§
o  (3.43)

�� 

 

3.2.5 Kontinuirana replikacijska dina mika u dvokomponentnoj populaciji 
��
Ako se populacija sastoji od dvije strategije �# i �$, koje se razmnožavaju razli�þitim brzinama �N�º i �N�»  

tada �üe postupno jedna strategija broj�þano nadvladati drugu.  

�T�6�º 
 L � N�º �T�º 

�T�6�» 
 L � N�»�T�» 

Napišimo Taylor-Jonkerovu jednadžba kontinurane replikacije za svaku komponentu posebno: 

�T�º�6
 L � T�º �:�N�º 
 F � N�§�; 
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�T�»�6
 L � T�»�:�N�» 
 F � N�§�; 

Prosje�þni porast populacije, prema (3.38) iznosi 

�N�§
 L � N�º�T�º 
 E � N�»�T�» 

Iz �þega slijedi 

�T�º�6
 L � T�º �:�N�º 
 F � N�º�T�º 
 F � N�»�T�»�; 
 L � T�º �>�N�º�:� s 
 F � T�º �; 
 F � N�»�T�»�?�ä 

 S obzirom da vrijedi �T�º 
 E � T�» 
 L � s  

�T�º�6
 L � T�º �:�N�º �T�» 
 F � N�»�T�»�; 

�T�º�6
 L � T�º �T�»�:�N�º 
 F � N�»�;  (3.44)

Radi jednostavnijeg zapisa uvest �üemo � T �  � T�º, pa se (3.44) može zapisati 

�T�6
L �T�:�s 
F �T�;�:�N�º 
 F � N�»�; 

U kontinuiranoj dinamici brzina reprodukcije se interpretira kao fitnes, pa slijedi 

�T�6
L �T�:�s 
F �T�;�:�B�º 
F �B�»�;  (3.45)

Kad je �T�6
 L � r tada u populaciji vlada ravnoteža i udjeli strategija se ne mijenjaju, a taj uvjet je 

zadovoljen u tri slu�þaja  

(1) � T 
 L � r , u populaciji nema jedinki �# tj.cijela populacija je sastavljena isklju�þivo od �$ 

(2) � T 
 L � s , populacija se sastoji isklju�þivo od �# 

(3) �B�º 
 L � B�» , strategije imaju jednaki fitnes 

��

3.2.6 Odnos izme �ÿu fitnesa i o �þekivane isplate 
��
U okviru ETI pretpostavljamo da fitnes odgovara isplati, me�ÿutim izme�ÿu tih dviju vrijednosti nije 

nužno znak jednakosti. Ve�üoj isplati svakako odgovara ve�üi fitnes, ali treba imati u vidu da dueli 

izme�ÿu jedinki nisu jedini izvor resursa, stoga se pretpostavlja da je ukupan fitnes jedinke zbroj 

o�þekivane isplate i tzv.pozadinskog fitnesa (koji je isti za sve jedinke) [30]. 

Svaka jedinka koja primjenjuje �þistu strategiju �5�Ü unutar populacije strukture � ž 
 L � ��€ , ima 

o�þekivanu isplatu prema (3.25) 

�' �:�5�Ü� á � ��€�; 
 L � '�:�5�Ü� á � ��; 
L �>� r � ®� s � ® � r�?
f

�D�5�5 �D�5�6 � ® � D�5�á

�D�6�5 �D�6�6 � ® � D�6�á
�­

�D�á�5

�­
�D�á�6

�° �­
�D�á�á


j �®
f

�L�5
�L�6
�­

�L�á


j 

 

�' �:�5�Ü� á � ��€�; 
L �:�*�� �€�;�Ü
L �>�D�Ü�5 � ® � D�Ü�á�?
e
�L�5
�­

�L�á

i 

Možemo zaklju�þiti, o�þekivana isplata jedinke strategije �5�Ü , što je ujedno i o�þekivana isplata �þiste 

strategije, u miješanoj populaciji �ž iznosi  
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�' �:�5�Ü� á � ž�; 
L �>�D�Ü�5 � ® � D�Ü�á�?
e

�T�5
�­

�T�á

i 
 L 
 Í � D�Ü�Ý�T�Ý

�Ý

  (3.46)

 

Fitnes jedinke, a ujedno i fitnes strategije zapisuje se na sljede�üi na�þin  

�B�Ü
 L � '�:�5�Ü� á � ž�; 
 E � Ú  (3.47)

gdje je �Ú pozadinski fitnes zadane populacije. Ponekad se fitnes ozna�þava kao funkcija dviju 

varijabli �B�Ü�:�5�Ü� á � ž�;, kako bi se naglasilo da ovisi o trenutnom stanju populacije �ž . Ovo je osobito 

zna�þajno kad se uvede replikacija jer se u tom slu�þaju sastav populacije mijenja iz generacije u 

generaciju.  

Da bismo replikacijske jednadžbe (3.33) i (3.43) izrazili pomo�üu o�þekivanih isplata potrebno je 

povezati prosje�þni fitnes s prosje�þnom isplatom. Prosje�þna isplata u populaciji � ž 
 L � ��€��ekvivalentna 

je o�þekivanoj isplati miješane strategije ��  u populaciji  �' �:���á ���€�; što je opet jednako o�þekivanoj 

isplati u jednom duelu ��  kad igra sama protiv sebe  �' �:���á ���€�;. Prema [30], prosje�þni fitnes 

populacije jednak je 

�B�§
 L � '�:�ž�á �ž�; 
 E � Ú  (3.48)

Ako pretpostavimo da se generacije ne preklapaju, udio strategije �5�Ü u momentu � P 
 E � s iznosi 

 

�T�Ü�:� P 
 E � s�; 
L
�' �:�5�Ü� á � ž�; 
 E � Ú
�' �:�ž�á �ž�; 
 E � Ú

� ® � T�Ü�:�P�;�ä  (3.49)

 

Treba primijetiti da kod diskretne replikacije pozadinski fitnes �Ú može poprili�þno utjecati na 

dinamiku razmnožavanja, dok se u kontinuiranom slu�þaju preklapaju�üih generacija taj doprinos 

poništava 

�T�*�6
 L � T�Ü
k�B�Ü
 F � B�§
o 

�T�*�6
 L � T�Ü�>�' �:�5�Ü� á � ž�; 
 F � '�:�ž�á �ž�;�?  (3.50)

 

3.2.7 Replikacijska dinamika u igri 2 
H2 
��
��
Pretpostavimo da se u dvokomponentnoj populaciji igra simetri�þna igra zadana matricom isplate  

� # � $
�#
�$

�B� = � >
� ? � @

�C 

Uzmemo li u obzir jednadžbe (3.45) i (3.47)  možemo zapisati da se udio strategije  �# mijenja 

prema diferencijalnoj jednadžbi 
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�T�6
L �T�:�s 
F �T�;�:�' �º 
 F � '�»�;  (3.51)

gdje su �' �º  i �' �» o�þekivane isplate prisutnih strategija. 

Prema (3.46) isplate su: 

�' �º 
L �>� = � >�?�B
�T

� s 
 F � T� C 
 L � =� T 
 E � >� :� s 
 F � T� ; 

�' �» 
L �>� ? � @�?�B
�T

� s 
 F � T�C 
L �?�T 
E �@�:�s 
F �T�;  (3.52)

Prema tome brzina promjene relativne frekvencije strategije �# 

�T�6
 L � T�:� s 
 F � T�;�>�:� = 
 F � > 
 F � ? 
 E � @�;� T 
 E � > 
 F � @�?.  (3.53)

Kad je u pitanju ravnotežno stanje populacije, osim trivijalnih rješenja za � T 
 L � r i � T 
 L � s, postoji 

netrivijalno rješenje za  

�T�Û
L
� @ 
 F � >

� = 
 F � > 
 F � ? 
 E � @
  (3.54)

 

O�þekivano, ovo rješenje ima potpuno isti matemati�þki oblik kao rješenje (3.17) kod problema 

Nashove ravnoteže u  simetri�þnoj igri  � t 
 H � t.   

Kako �üe se udio strategije �# mijenjati u vremenu ovisi parametrima matrice isplate. Postoji pet 

mogu�üih ishoda 

(1) A i B su neutralni. Ovo je slu�þaj kad matri�þni elementi zadovoljavaju � = 
 L � ? i � > 
 L � @ pa 

diferencijalna jednadžba (3.53)  daje  �T�6
 L � r. Kakvi god bili inicijalni udjeli strategija, oni se 

ne mijenjaju jer obje strategije imaju jednake o�þekivane isplate neovisno o broj�þanim 

odnosima jedinki u populaciji. 

(2) A i B stabilno koegzistiraju u to�þki ravnoteže �T�Û. Ovo je slu�þaj kod igre Jastreb-Golub kad 

matri�þni elementi zadovoljavaju � = 
 O � ? i � > 
 P � @. Miješana populacija konvergira prema �T�Û�ä 

(3) Nestabilna ravnoteža u �T�Û. Ako vrijedi � = 
 P � ? i � > 
 O � @, tada postoji to�þka ravnoteže, me�ÿutim 

svaki odmak od ravnoteže vodi prema dominaciji A ili B ovisno o inicijalnom odnosu 

relativnih frekvencija. Ako �T�:�r�; 
 O � T�Û derivacija �T�6
 O � r pa udio strategija A pada. Vrijedi i 

obrnuto; ako �T�:�r�; 
 P � T�Û derivacija �T�6
 P � r pa populacija konvergira prema �T�» 
 L � s� ä 

(4) A dominira. Iz para jednadžbi (3.52) je vidljivo: ako � = 
 P � ? i � > 
 P � @ o�þekivana isplata �' �º  je 

uvijek ve�üa od �' �» pa je �T�6
 P � r. 

(5) B dominira. Ako su parametri isplate takvi da je � = 
 O � ? i � > 
 O � @ tada �T�6
 O � r što zna�þi da 

strategija A postupno iš�þezava. Upravo takav je slu�þaj kod Zatvorenikove dileme. 
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3.2.9 Iterirana zatvoreniko va dilema i st rategija TFT 
��
Iterirana odnosno opetovana varijanta Zatvorenikove dileme (IPD) omogu�üuje igra�þima da 

uzvra�üaju izdajom ili suradnjom na prethodne poteze protivnika. Jedna od takvih je i strategija TFT 

koju smo ve�ü opisali u poglavlju 2.2.1.  Kako bi stekli malo dublji uvid u matemati�þku pozadinu 

IPD, razmotrimo za po�þetak najjednostavniju mogu�ünost –onu izme�ÿu ultimativnih suradnika 

(ALLC) i ultimativnih izrabljiva�þa (ALLD). Ako se igra izme�ÿu njih ponovi �I  puta tada je matrica 

isplate: 

�������������� ��������
��������
��������

�B�������I�4 �����������I�5������
�I�6 �����������I�2����

�C 

 
Pretpostavimo da u populaciji postoji � E 
 P � s suradnika i �:� 0 
 F � E�; 
 P � s izrabljiva�þa. Tada �üe svaki 

suradnik igrati �I  partija protiv �:�E 
F �s�; suradnika i protiv �:�0 
F �E�; izrabljiva�þa. S druge strane, svaki 

izrabljiva�þ igra �I  partija protiv � :� 0 
 F � E 
 F � s� ; izrabljiva�þa i protiv  �E suradnika. Svaki igra�þ (neovisno 

o strategiji) stupa u kontakt s ukupno �:� 0 
 F � s�;��protivnika. Prema tome je o�þekivana zarada 

suradnika (normirana s obzirom na broj igra�þa s kojima ulazi u interakciju):  

���������'�º�Å�Å�¼
 L � I� 4
� E 
 F � s
� 0 
 F � s


 E � I� 5
� 0 
 F � E
� 0 
 F � s

�ä  (3.59)

O�þekivana isplata izrabljiva�þa: 

�' �º�Å�Å�½
 L � I� 6
�E

� 0 
 F � s

 E � I� 2

� 0 
 F � E 
 F � s
� 0 
 F � s

�ä  (3.60)

 
Pretpostavimo li da je populacija jako velika, možemo uvesti aproksimacije: 

� E 
 F � s
� 0 
 F � s


N
�E
�0


 L � T� á 

� 0 
 F � E 
 F � s
� 0 
 F � s


N
� 0 
 F � E

�0

 L � s 
 F � T� ä 

 

 

Uz aproksimaciju velike populacije, o�þekivane isplate možemo izraziti u obliku: 

���������'�º�Å�Å�¼
 L � I� 4� T 
 E � I� 5�:� s 
 F � T�;
�����������'�º�Å�Å�½
 L � I� 6� T 
 E � I� 2�:� s 
 F � T�;�ä

  (3.61)

 
Zaklju�þujemo: 
 

���������'�º�Å�Å�¼
 L � I� 4� T 
 E � I� 5�:� s 
 F � T�; 
 O � I� 6� T 
 E � I� 2�:� s 
 F � T�; 
 L � '�º�Å�Å�½�ä 
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Drugim rije�þima ALLC uvijek ima manju isplatu od ALLD neovisno o udjelima strategija, �þak i 

ako ALLD �þini 99% populacije  (uz pretpostavku da postoje barem dva suradnika i dva 

izrabljiva�þa). 

Treba primijetiti da je izra�þun o�þekivane isplate iterirane igre (3.61) u beskona�þno velikoj populaciji 

vrlo sli�þan izra�þunu jednokratne igre (3.55). Isplata ALLC bi se mogla zapisati i u obliku 

���������'�º�Å�Å�¼
L �>� s � r�?�B�I�4 �I�5
�I�6 �I�2

� C � B
�T

� s 
 F � T�C�ä  (3.62)

 

Razmotrimo sad igru izme�ÿu jednog igra�þa koji koristi strategiju TFT i jednog igra�þa koji koristi 

ALLD. U prvoj igri matrica isplate je  

�B� 4 � 5
� 6 � 2

�C�á 

me�ÿutim, u svim ostalim susretima, TFT više ne bira suradnju, stoga je matrica: 

�B� 4 � 2
� 2 � 2

�C�ä 

 

Uzevši to u obzir, matrica isplate za igru izme�ÿu TFT protiv ALLD mogla bi se zapisati u obliku 

 
���	�� ��������

���	��
��������


d������
�I�4 �5 
E�:� I 
 F � s�;�2

� 6 
 E�:� I 
 F � s�;� 2 � I� 2

h 

 (3.63)

 

što zna�þi da �üe ukupan odnos izme�ÿu njihovih isplata biti 

� 5 
 E�:� I 
 F � s�;� 2 
 O � �� 6 
 E�:� I 
 F � s�;�2�ä���� 

Razlika u zaradi je samo �:� 6 
 F � 5�; i ta frakcija se relativno smanjuje na ukupnu isplatu s brojem 

odigranih duela. Ipak, �þinjenica je da jedan TFT igra�þ uvijek gubi kad igra protiv jednog ALLD 

igra�þa. Me�ÿutim, kad se igra turnir izme�ÿu više igra�þa, tada IPD otkriva mogu�ünost postojanja dvije 

Nashove ravnoteže. Uz pretpostavku da je populacija jako velika, o�þekivana isplata TFT je: 

 

���������'�Í�¿�Í 
L �>� s � r�?
d
�I�4 �5 
E�:� I 
 F � s�;�2

� 6 
 E�:� I 
 F � s�;� 2 � I� 2

 h � B

�T
� s 
 F � T�C�á  (3.64)

 

�' �Í�¿�Í 
 L � I� 4� T 
 E � 5�:� s 
 F � T�; 
E�:� I 
 F � s�;�2�:� s 
 F � T�;�ä 
 

 (3.65)

Ho�üe li TFT nadvladati ALLD ovisi o broju odigranih rundi �I  i o udjelima strategija u populaciji.  

 

Dominacija strategije TFT zadana je uvjetom 

�I�4�T 
E �5�:� s 
 F � T�; 
E�:� I 
 F � s�;�2�:� s 
 F � T�; 
 P � 6� T 
 E�:� I 
 F � s�;�2�T 
E �I�2�T  (3.66)
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Ako su strategije TFT i ALLD jednako zastupljene u populaciji tada je uvjet stabilnosti TFT: 

�I�4
�s
�t


 E � 5
�s
�t


E�:� I 
 F � s�;�2
�s
�t


 P � 6
�s
�t


E�:� I 
 F � s�;�2
�s
�t


 E � I� 2
�s
�t
 

�I�4 
E �5 
P �6 
E �I�2 

 

Možemo zaklju�þiti, ako su TFT i ALLD podjednako zastupljene, strategija TFT je stabilna protiv 

ALLD ako broj odigranih rundi prelazi kriti�þnu vrijednost 

� I 
 P
� 6 
 F � 5
� 4 
 F � 2

�á  (3.67)

što uz Axelrodove parametre isplate daje � I 
 P � w� �� t. 

Ako su strategije zastupljene relativnim frekvencijama �T�5 
 L � E� �� 0 i �T�6 
 L � :� J 
 F � E� ;� �� 0 relacija (3.66) 

nas vodi na uvjet 

� I 
 P
� 6 
 F � 5� T�6���T�5 
 E � 2�:�T�6���T�5 
 F � s�;

� 4 
 F � 2
  (3.68)

 

što zna�þi –ako u populaciji prevladava TFT tada je dovoljno da bude ispunjeno � I 
 P � t i u tom 

slu�þaju nekolicina izrabljiva�þa ne može narušiti suradnju u skupini. Zaklju�þujemo, suradnja se može 

održati �þak i protiv notorno nadmo�üne strategije  ALLD. Ipak, ne treba brzati s optimisti�þnim 

zaklju�þcima –ako od samog po�þetka u populaciji prevladava ALLD, suradnja se nikako ne može 

pojaviti jer  �I�2  je uvijek ve�üe od � 5 
 E�:� I 
 F � s�;�2. Prema tome, IPD ne garantira evoluciju suradnje. 

Kad je u pitanju održavanje suradnje u populaciji koja se sastoji isklju�þivo od TFT igra�þa postoje 

dva velika problema: (1) problem zadnjeg koraka i (2) problem beskona�þnih osveta.  

Kad bi se populaciji na�þinjenoj od TFT-a, pojavila mutacija TFT* koja bi u zadnjem koraku igrala 

izdajni�þki, takva bi strategija uvijek pobje�ÿivala. Me�ÿutim, ni ljudi ni životinje ne koriste „indukciju 

unatraške“ (backward induction) [63]. Naime, organizmi tokom evolucije nisu razvili nagone za 

strateške igre s �þvrsto definiranim brojem interakcija. Upravo suprotno, organizmi su izloženi 

„otvorenim“ odnosima koji se mogu ponavljati u nedogled. Takva beskona�þna igra bila je 

predstavljena na drugom Axelrodovom turniru (što je opisano u poglavlju 2.2.2). Ako zamislimo 

IPD kod koje uvijek postoji vjerojatnost sljede�üe runde tada je nemogu�üe u igru ubaciti strategiju 

koja bi u zadnjem koraku varala. Drugi problem koji se ti�þe beskona�þne spirale osve�üivanja, 

mogu�üe je zaobi�üi tako da se uvede TFT s odre�ÿenom dozom opraštanja. 
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Ukupna vjerojatnost da �üe sustav iz  �Ù�&�Þ 
L �:�r�ä�t�w�á�r�ä�t�w�á�r�ä�t�w�á�r�ä�t�w�; prije�üi u ����  je  

�L�¼�¼
L �r�ä�t�w�L�5�L�6 
E �r�ä�t�w�M�5�L�6 
E �r�ä�t�w�M�5�L�6 
E �r�ä�t�w�M�5�M�6�á 

Radi preglednosti, prijelaz iz jednog stanja u drugo, možemo izraziti jednadžbom: 

�Ù�&�Þ�>�5
 L � Ù�&�Þ�/   (3.69)

gdje je M tranzicijska matrica � v 
 H � v  [64] : 

 

� / 
 L

�Ï
�Î
�Î
�Í
�L�5�L�6 �L�5�:� s 
 F � L�6�;
�M�5�L�6 �M�5�:� s 
 F � L�6�;

�:� s 
 F � L�5�;�L�6 �:� s 
 F � L�5�;�:� s 
 F � L�6�;
�:� s 
 F � M�5�;�L�6 �:� s 
 F � M�5�;�:� s 
 F � L�6�;

�M�5�L�6 �L�5�:� s 
 F � M�6�;
�M�5�M�6 �M�5�:� s 
 F � M�6�;

�:� s 
 F � L�5�;�M�6 �:� s 
 F � L�5�;�:� s 
 F � M�6�;
�:� s 
 F � M�5�;�M�6 �:� s 
 F � M�5�;�:� s 
 F � M�6�;�Ò

�Ñ
�Ñ
�Ð
.  

(3.70)

Ako imamo �J ishoda s razli�þitim vjerojatnostima 
k�L�5� á � L�6�á�å�L�á
o i ako su odgovaraju�üe isplate za 

svaki od tih ishoda �A�5� á � A�6� á � å � á � A�á��tada o�þekivanu isplatu u jednom pokusu možemo predstaviti kao 

umnožak vektora vjerojatnosti i vektora isplate: 

� ' 
 L�>�L�5���L�6� å � L�á�?�N

�A�5
�A�6
�õ
�A�á

�O 

Primjenimo taj na�þin razmatranja na stohasti�þku IPD. O�þekivana isplata strategije S1 u duelu sa 

strategijom S2 u �:� G 
 E � s�;-oj rundi može se izraziti kao umnožak vektora stanja i vektora isplate: 

 

�' �:�5�5� á � 5�6�; 
 L � Ù�&�Þ�>�5� ® � N

�4
�5
�6
�2

�O  (3.71)

 

 Odnosno, pomo�üu matrice prijelaza: 

 

�' �:�5�5� á � 5�6�; 
 L � Ù�&�Þ� ® � / � ® � N

�4
�5
�6
�2

�O  (3.72)

 

Dakle, poznavaju�üi stanje igre u k-tom koraku, možemo izra�þunati o�þekivanu isplatu u sljede�üem 

koraku. �ýini se da bi za veliki broj rundi, izra�þun ukupne o�þekivane isplate mogao biti prili�þno 

zamoran. Me�ÿutim, stanje igre ve�ü nakon nekoliko koraka prelazi u tzv.stacionarno stanje �è, za koje 

vrijedi 

�è�,�&
 L � è�,�&�/�á  (3.73)
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što zna�þi da se vrijednosti �:�L�¼�¼� á � L�¼�½� á � L�½�¼� á � L�½�½�; više ne mijenjaju. To ujedno zna�þi da �üe o�þekivana 

isplata u svakom sljede�üem koraku biti ista.   

Može se generalno pokazati da je stacionarno stanje jednako: 

�è�,�&
L �>�O�6�O�6���á �����O�5�:� s 
 F � O�6�;�á�:� s 
 F � O�5�;�O�6�á�:� s 
 F � O�5�;�:� s 
 F � O�6�;���?  (3.74)

gdje su 

�O�5 
L
�ä�. �:�ã�-�?�ä�-�;�>�ä�-

�5�?�:�ã�-�?�ä�-�;�:�ã�. �?�ä�. �;
       i    �O�6 
L

�ä�-�:�ã�. �?�ä�. �;�>�ä�.
�5�?�:�ã�-�?�ä�-�;�:�ã�. �?�ä�. �;

  (3.75)

vjerojatnosti da igra�þi igraju kooperativno u stacionarnom stanju [65]. Isplata strategije �5�5  u duelu 

sa �5�6, u stacionarnom stanju, slijedi iz relacija (3.62) i (3.65): 

�' �:�5�5� á � 5�6�; 
 L � 4� O�6�O�6 
E� � �5�O�5�:� s 
 F � O�6�; 
 E � 6�:� s 
 F � O�5�;�O�6 
 E � 2�:� s 
 F � O�5�;�:� s 
 F � O�6�;  (3.76)

Odnosno, uz Axelrodove parametre: 

�' �:�5�5� á � 5�6�; 
 L � s 
 E � v� O�6 
 F � O�5 
 F � O�5�O�6�ä  (3.77)

Evidentno je  da prema ovoj formuli ne možemo ra�þunati isplatu za TFT  S(1,0) jer bi nam se u 

relaciji (3.75) u nazivniku pojavila nula.  Ali svi slu�þajevi za koje vrijedi  �:�L�5 
 F � M�5�;�:�L�6 
 F � M�6�; 
 L � s 

predstavljaju takozvane deterministi�þke strategije i za njih se lako može izra�þunati isplata i bez 

formule (3.77). Tom problemu se može dosko�þiti i aproksimacijom �:�r�ä�{�{�á�r�; umjesto �:�s�á�r�; što je 

primjerice u�þinjeno u priloženom programu (poglavlje 4.2). Izabravši nasumi�þni uzorak reaktivnih 

strategija S1 do S100 uniformno distribuiranih po površini jedini�þnog kvadrata (s jednakom 

po�þetnom frekvencijom),  Nowak i Sigmund pustili su sustav da evoluira.  Relativna frekvencija 

svake sljede�üe generacije bila je zadana diskretnom replikacijom pomo�üu jednadžbe (3.33): 

�T�Ü��
�ñ 
 L � � � T�Ü��

�B�Ü
�B�§

 

Kad se simulacija turnira pusti u „pogon“,  strategijama koje su blizu (0,0) frekvencija raste, dok 

ostale strategije vrlo brzo nestaju. Drugim rije�þima, preostaje prakti�þki samo ALLD. Naime, daleko 

najve�üi udio strategija u uzorku ima visoke q-vrijednosti i ne osve�üuje se izrabljiva�þima. Nowak 

slikovito kaže: „Kraj bogate zalihe naivaca, isplati se biti izdajnik.“   
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Vjerojatnost da nasumi�þnim odabirom za reprodukciju bude izabrana jedinka A jednaka je omjeru 

trenutnog broja jedinki A i ukupnog broja svih jedinki u populaciji �L�:�#�; 
 L � E� �� 0� �gdje je �E broj 

jedinki tipa A, a �0 veli�þina populacije.  Vjerojatnost odabira jedinke A za eliminaciju ista je kao i 

vjerojatnost odabira za reprodukciju  �L�:�#�Û�; 
 L � E� �� 0� ä Prema tome, vjerojatnost da �üe dvije jedinke 

odabrane za razmnožavanje i umiranje biti izabrane iz skupine A jednaka je 

�L�:�#���¬���#�Û�; 
 L � L�:�#�; � ® � L�:�#�Û�; 
L 
l
�E
�0


p
�6

�ä 

S druge strane, broj jedinki B je � 0 
 F � E, pa je vjerojatnost da �üe se reproducirati ili eliminirati upravo 

jedinka tipa B jednaka �L�:�$�; 
 L � L�:�$�Û�; 
 L � :� 0 
 F � E� ;� �� 0� ä  Vjerojatnost da �üe jedinke odabrane za 

razmnožavanje i umiranje biti izabrane iz skupine B jednaka je 

�L�:�$���¬���$�Û�; 
 L � L�:�$�; � ® � L�:�$�Û�; 
L 
l
� 0 
 F � E

�0

p

�6

�ä 

Me�ÿutim, mogu�üi su i scenariji u kojima je je jedna jedinka odabrana iz A, a druga iz B i obrnuto.  

Vjerojatnost da se reproducira A i eliminira B jednaka je 
 

�L�:�#���¬���$�Û�; 
L
�E�:�0 
F �E�;

�0�6 �ä 

 
Vjerojatnost da se eliminira A, a istodobno reproducira B 
 

�L�:�#�Û���¬���$�; 
L
�:�0 
F �E�;�E

�0�6 �ä 

 

O�þito, u svakoj iteraciji mogu�üa su �þetiri scenarija. Ako su jedinke za reprodukciju i za eliminaciju 

izabrane iz iste skupine tada se omjer izme�ÿu izme�ÿu A i B ne mijenja. Ako pak za reprodukciju 

izaberemo A, a za eliminaciju B  tada broj jedinki A raste na � E 
 E � s, dok se u zadnjem scenariju 

smanjuje na � E 
 F � s� ä   

 

 


l
�E
�0


p
�6


E
l
� 0 
 F � E

�0

p

�6


E
�E�:�0 
F �E�;

�0�6 
E
�:�0 
F �E�;�E

�0�6 
 L � s  (3.78)

 

 
 
                              
          omjer A i B se ne mijenja                    A raste na � E 
 E � s                   A pada na � E 
 F � s 
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kvaliteti (naprosto neutralnim driftom) upravo je ta vrijednost idealna referenca za usporedbu s 

fiksacijskim vjerojatnostima u kompliciranijim slu�þajevima. Kasnije, prilikom razmatranja 

Zatvorenikove dileme u okviru Moranovog procesa, glavni kriterij za utvr�ÿivanje bolje strategije bit 

�üe upravo pitanje je li vjerojatnost fiksacije ve�üa ili manja od �s���0. 

Razmotrimo još kakve su vjerojatnosti prelaska u apsorpcijska stanja kad se populacija nalazi u 

nekom op�üenitom stanju �E. U slu�þaj neutralnog drifta gdje su tranzicijske vjerojatnosti za uspon u  

�:� E 
 E � s�;��ili pad u �:� E 
 F � s�;��smijemo pisati 

�L�Ü�\�Ü�?�5
 L � L�Ü�\�Ü�>�5�  � L��̧ä (3.81) 
 

Uvažavaju�üi �þinjenicu da je zbroj tranzicijskih vjerojatnosti jednak  jedan, slijedi 

�L�Ü�\�Ü
 L � s 
 F � L�Ü�\�Ü�?�5
 F � L�Ü�\�Ü�>�5 

�L�Ü�\�Ü
 L � s 
 F � t� L� ̧ (3.82) 
Jednadžba (3.79) koja povezuje apsorpcijske vjerojatnosti susjednih stanja prelazi u jednostavniji 

oblik 

�ð�Ü
 L � L��̧ð�Ü�?�5
 E � :� s 
 F � t� L��̧;���ð�Ü
E� � �L��̧ð�Ü�>�5 

 Iz �þega slijedi: 

�ð�Ü�>�5
 L � t � ð�Ü
 F � ð�Ü�?�5 (3.83) 
Uvrštavanjem vrijednosti �E 
L �s�á �t�á �u�á �å����slijedi niz  

 �ð�6 
 L � t� ð�5�á 

���ð�7 
 L � t� ð�6 
 F � ð�5 
 L � v� ð�5 
 F � ð�5 
 L � u� ð�5�á 

�ð�8 
 L � t� ð�7 
 F � ð�6 
 L � x� ð�5 
 F � t� ð�5 
 L � v� ð�5�á 

�å 

Dokažimo indukcijom da je �ð�Ü
 L � E� �� ð�5. Baza indukcije za � G 
 L � s ve�ü je postavljena, stoga možemo 

pre�üi na korak. Ako pretpostavimo ���G 
L �E 
E �s, tada  

�ð�Ü�>�5
 L � t� �� ð�Ü
 F � ð�Ü�?�5
 L � t� E� �� ð�5 
 F � :� E 
 F � s� ;� ð�5 

�ð�Ü�>�5
 L � :� E 
 E � s� ;� �� ð�5 

Q.E.D. 

S obzirom da je �ð�5 
 L � s� �� 0, možemo zaklju�þiti da u slu�þaju neutralnog drifta vjerojatnost apsorpcije 

u homogenu populaciju iz  � E � \ � 0 iznosi: 

�ð�Ü
L
�E
�0

�ä  (3.84)

Relacija (3.81) intuitivno je jasna – s obzirom da nema preferirane strategije, vjerojatnost prijelaza u 

apsorpcijsko stanje � F 
 L � 0� � u kojem se populacija sastoji isklju�þivo od A, odgovara relativnoj 

frekvenciji strategije A. Ako se u populaciji nalazi, primjerice 33% jedinki A, tada je vjerojatnost da 

A nadvlada B jednaka 33%. U tom slu�þaju vjerojatnost da B prevlada u populaciji je 66%, odnosno 
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�ï�Ü
L
� 0 
 F � E

�0

L �r�ä�x�x�ä 

Op�üenito vjerojatnost prijelaza prema apsorpcijskom stanju � F 
 L � r� � u kojem se populacija sastoji 

isklju�þivo od B 

�ï�Ü
L
� 0 
 F � E

�0

 L � s 
 F

�E
�0


 L � s 
 F � ð�Ü�ä  (3.85)

 

3.3.3 Vjerojatnost fiksacije u op �üem slu �þaju 
 

Razmotrimo Moranov proces u slu�þaju kad prirodna selekcija preferira jednu u odnosu na drugu 

vrstu. U tom slu�þaju tranzicijske vjerojatnosti prema smanjenju i pove�üanju udjela jedne vrste u 

odnosu na drugu nisu iste �L�Ü�\�Ü�?�5
 M � L�Ü�\�Ü�>�5. 

Ako uvedemo notaciju 

�Ú�Ü�  � L�Ü�\�Ü�?�5 

�Ù�Ü�  � L�Ü�\�Ü�>�5 

 tada se vjerojatnost da populacija ostane nepromijenjena može zapisati u obliku 

�L�Ü�\�Ü
 L � s 
 F � Ù�Ü
 F � Ú�Ü�ä 

Jednadžba apsorpcijskih vjerojatnosti (3.79) , u takvoj notaciji, poprima sljede�üi oblik: 

�ð�Ü
 L � Ú�Ü�ð�Ü�?�5
 E � :� s 
 F � Ù�Ü
 F � Ú�Ü� ; � ð�Ü
 E � Ù�Ü�ð�Ü�>�5  (3.86)
S obzirom da je �ð�4 
 L � r� �, iz jednadžbe (3.82) uz � E 
 L � s� �slijedi  

�ð�5 
L �:� s 
 F � Ù�5 
 F � Ú�5�;�ð�5 
 E � Ù�5�ð�6 � œ � ð�6 
L 
l� s 
 E
�Ú�5
�Ù�5


p�ð�5�ä  (3.87)

 

Uvedemo li supstituciju �Û�Ü�  � Ú�Ü �Ù�Ü�¤  

�ð�6 
L �:� s 
 E � Û�5�;�ð�5�ä  (3.88)
 

Sli�þnim postupkom lako možemo pokazati da vrijedi: 

�ð�7 
L �:� s 
 E � Û�6 
 E � Û�5�Û�6�;�ð�5�á 

�ð�8 
L �:� s 
 E � Û�6 
 E � Û�5�Û�6 
 E � Û�5�Û�6�Û�7�;�ð�5�á 

odnosno generalno 

�ð�Ç 
L 
m� s 
 E � Û�6 
 E � Û�5�Û�6 
 E � Û�5�Û�6�Û�7 
 E � ® 
 E 
 Ñ � Û�Þ

�Ç�?�5

�Þ�@�5


q�ð�5 

 

�ð�Ç 
L �L� s 
 E 
 Í 
 Ñ � Û�Þ

�Ý

�Þ�@�5

�Ç�?�5

�Ý�@�5

�M�ð�5  (3.89)
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Budu�üi da je vjerojatnost �ð�Ç 
 L � s� � slijedi da je  

 

� s 
 L�L� s 
 E 
 Í 
 Ñ � Û�Þ

�Ý

�Þ�@�5

�Ç�?�5

�Ý�@�5

�M�ð�5  (3.90)

 

Vjerojatnost �ð�5��da populacija iz stanja���E 
L �s��do�ÿe do apsorpcijskog stanja naziva se vjerojatnost 

fiksacije te se naj�þeš�üe definira kao vjerojatnost da jedna jedina (mutantska) individua preuzme 

cijelu populaciju. Uobi�þajeno se ozna�þava s �é�º . Koriste�üi relaciju (3.90) kona�þno možemo 

zaklju�þiti –vjerojatnost da jedan agent A preuzme populaciju iznosi:  

�é�º 
L
�s

� s 
 E� Ã � Â�Û�Þ
�Ý
�Þ�@�5

�Ç�?�5
�Ý�@�5

�ä (3.91) 

 

Vjerojatnost fiksacije �ï�Ç�?�5 da jedan jedini agent B preuzme cijelu populaciju prema relaciji  (3.85) 

iznosi  �ï�Ç�?�5
 L � s 
 F � ð�Ç�?�5 iz �þega slijedi 

�é�» 
L
�Â �Û�Þ

�Ç�?�5
�Þ�@�5

� s 
 E� Ã � Â�Û�Þ
�Ý
�Þ�@�5

�Ç�?�5
�Ý�@�5

�á 
 

(3.92)

gdje je ���Û�Ü
L
�	 �Ô

�� �Ô

L

�ã�Ô�\�Ô�7�-

�ã�Ô�\�Ô�6�-
 [59]. 

Omjer fiksacijskih vjerojatnosti �é�» �é�º�¤  govori nam koja strategija ima ve�üu vjerojatnost 

preuzimanja populacije.  Podijelimo li (3.90) s (3.92) dobivamo 

�é�»
�é�º


 L 
 Ñ � Û�Þ

�Ç�?�5

�Þ�@�5

�ä 
 

(3.93)

Ako �é�» �é�º�¤ 
 P � s� �tada B ima prednost tj.možemo re�üi da prirodna selekcija preferira strategiju B. 

 

3.3.4 Vjerojatnost fiksacije u Mora novom procesu uz stalnu selekciju 
 

Pretpostavimo sad da postoji konstantna razlika izme�ÿu fitnesa rivalskih strategija. Kako bi 

primijenili dobiveni izraz (3.91), potrebno je utvrditi �Û�Ü
L
�	 �Ô

�� �Ô

L

�ã�Ô�\�Ô�7�-

�ã�Ô�\�Ô�6�-
���á��što zna�þi da treba odrediti 

vjerojatnosti odabira za strategije prisutne u populaciji. Naime, tranzicijske vjerojatnosti �Ù�Ü
L

�L�Ü�\�Ü�>�5
 L � L�:�#�;�L�:�$�Û�; i �Ú�Ü
 L � L�Ü�\�Ü�?�5
 L � L�:�#�Û�;�L�:�$�;  zapravo su umnošci vjerojatnosti odabira za 

reprodukciju jedne strategije i vjerojatnosti eliminacije druge strategije. U modelu Moranovog 

procesa, op�üenito re�þeno, vjerojatnost eliminacije je ista za obje strategije i u slu�þaju neutralnog 

drifta i u slu�þaju konstantne selekcije. Prema tome, jedina razlika izme�ÿu neutralnog drifta i drifta s 

konstantnom selekcijom proizlazi iz toga što su u potonjem slu�þaju vjerojatnosti odabira za A i B 

razli�þite jer su vrijednosti fitnesa strategija razli�þite �B�º 
 M � B�»��. U Moranovom modelu uobi�þajeno je 
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uzeti vjerojatnost selekcije proporcionalno relativnom fitnesu (ovo pravilo se kod geneti�þkog 

algoritma naziva roulette wheel selection) [57] 

�L�:�#�; 
L
�B�º �E

�B�º� E 
 E � B�»�:�0 
F �E�;
 

�L�:�$�; 
L
�B�»�:�0 
F �E�;

�B�º � E 
 E�B�»�:�0 
F �E�;
  (3.94)

 

 

Vjerojatnost eliminacije ista je kao i kod neutralnog drifta �L�:�#�Û�; 
 L � E� �� 0, �L�:�$�Û�; 
 L � :� 0 
 F � E� ;� �� 0. 

Prema tome, tranzicijske vjerojatnosti su: 

�Ú�Ü
 L � L�Ü�\�Ü�?�5
 L � L�:�#�Û�;�L�:�$�; 
L
�B�»�:�0 
F �E�;

�B�º� E 
 E � B�»�:�0 
F �E�;
�E
�0

 

�Ù�Ü
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L
�B�º�E

�B�º� E 
 E�B�»�:�0 
F �E�;
� 0 
 F � E

�0
  (3.95)

 

 

Radi pojednostavnjenja ra�þuna �þesto se uvodi omjer fitnesa  � N 
 L � B�º �B�»�¤  

 
�Ú�Ü
L

� 0 
 F � s
� N� E 
 E � 0 
 F � s

�®
�E
�0

�Ù�Ü
L
�N�E

� N� E 
 E � 0 
 F � E
�®
� 0 
 F � E

�0


 b � œ � Û�Ü
L
�Ú�Ü
�Ù�Ü


L
�s
�N
 

 
(3.96)

 
 

Iz op�üenite jednadžbe (3.91) slijedi fiksacijska vjerojatnost u slu�þaju konstantne selekcije: 

 
�é�º 
L

�s

� s 
 E� Ã � Â�s
�N

�Ý
�Þ�@�5

�Ç�?�5
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  (3.97)

 

S obzirom da je �Â
�5
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 izraz se pojednostavnjuje 
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Treba primijetiti da izraz u nazivniku predstavlja sumu geometrijskog niza 
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pa tražene fiksacijske vjerojatnosti možemo izraziti sljede�üim jednakostima 

�é�º 
L
� s 
 F � s� �� N

� s 
 F � s � N�Ç�¤
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(3.98)
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Prema (3.47) fitnes se može zapisati kao zbroj isplate i pozadinskog fitnesa. Me�ÿutim, Nowak i 

Fudenberg [67] uvode parametar �S  i predlažu  

�B�º 
 L � s 
 F � S 
 E � S� '�º 

�B�» 
 L � s 
 F � S 
 E � S� '�» 
 (3.100)

Gdje je �S tzv. intenzitet selekcije. Ako � S 
 L � r tada igra uop�üe ne utje�þe na selekciju i u tom slu�þaju 

su obje strategije neutralne po pitanju prirodne selekcije. Što je intenzitet �S ve�üi od nule, to je fitnes 

bliži isplati. Ako  � S 
 L � s, fitnes u potpunosti ovisi o igri i tada govorimo o jakoj selekciji. Me�ÿutim, 

smatra se da u prirodnom okružju interakcije izme�ÿu organizama nisu glavni izvor resursa [30], te 

je, prema tome, slaba selekcija  realisti�þnija.   Ako na selekciju primijenimo pravilo ruleta tada su 

tranzicijske vjerojatnosti  

�Ù�Ü
L
�:� s 
 F � S 
 E � S� '�º �;�E
�B�º � E 
 E � B�»�:�0 
F �E�;

�®
� 0 
 F � E

�0
 

�Ú�Ü
L
�:� s 
 F � S 
 E � S� '�»�;�:�0 
F �E�;

�B�º� E 
 E�B�»�:�0 
F �E�;
�®

�E
�0

  (3.101)
 

Omjer tranzicijskih vjerojatnosti je 

 

�Û�Ü
L
�Ú�Ü
�Ù�Ü


L
� s 
 F � S 
 E � S� '�»

� s 
 F � S 
 E � S� '�º
�ä 

 (3.102)

 

Pod uvjetom slabe selekcije � S 
 N � r� �koriste�üi aproksimaciju �:�s 
E �T�;�:� s 
 E � U�; 
 N � s 
 E � T 
 F � U� ��¤ za 

�T�á �U 
N �r, dobivamo 

�Û�Ü
L
� s 
 F � S 
 E � S� '�»

� s 
 F � S 
 E � S� '�º

 N � s 
 E � S�:�' �» 
 F � '�º �;�ä 

 (3.103)

 

Važno je primijetiti da omjer �Û nije konstanta kao u slu�þaju konstantne selekcije (3.96) nego ovisi o 

udjelima strategija jer razlika u isplatama tako�ÿer ovisi o udjelima strategija. Uvrštavanjem (3.103) 

u relaciju za vjerojatnost fiksacije (3.91) i Taylorovom ekspanzijom u prvoj aproksimaciji 

dobivamo jedan od najvažnijih rezultata moderne evolucijske teorije igara 

�é�º 
N
�s
�0

�®
�s

� s 
 F�>�:� = 
 E � t� > 
 F � ? 
 F � t� @�;� 0 
 F � t� = 
 E � > 
 E � ? 
 F � v� @�?� S � x�¤
�ä  (3.104)
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Ako �é�º 
 P � s� �� 0 tada selekcija preferira strategiju A. Iz relacije (3.101) vidimo da je uvjet �é�º 
 P � s� �� 0  

ekvivalentan sljede�üoj nejednakosti [67] 

�:� = 
 E � t� > 
 F � ? 
 F � t� @�;� 0 
 P � t� = 
 E � > 
 E � ? 
 F � v� @  (3.105)

iz �þega slijedi 

�=�:� 0 
 F � t�; 
 E � >�:�t�0 
F �s�; 
 P � ?�:� 0 
 E � s�; 
 E � @� :� t� 0 
 F � v� ;.  (3.106)

Ako u relaciju (3.106) ubacimo elemente matrice za igru izme�ÿu TFT i ALLD  

 
���	�� ��������

���	��
��������


d������
�I
%� 4 � 5 
 E�:�I
%
 F � s�;�2

� 6 
 E�:�I
%
 F � s�;� 2 � I
%�2

h 

 (3.107)

 

gdje je �I
%�� prosje�þan broj susreta izme�ÿu TFT i ALLD, dobivamo uvjet 

�I
%
P
�6�:� 0 
 E � s�; 
 E � 2�:� 0 
 F � t�; 
 F � 5� :� t� 0 
 F � s� ;

�:� 4 
 F � 2�;�:� 0 
 F � t�;
�ä  (3.108)

 

Ovaj uvjet nam govori koliko krugova (rundi) Zatvorenikove dileme mora biti odigrano prije svake 

Moranove egzekucije kako bi TFT imala ve�üu vjerojatnost fiksacije. Uz Axelrodove parametre 

� :� 5 
 L � r� á � 2 
 L � s� á � 4 
 L � u� á � 6 
 L � w� ; slijedi: 

�I
%
P
�u
�t

�t�0 
E �s
� 0 
 F � t

�ä 

 

 (3.109)

 

Kad se populacija sastoji od � 0 
 L � x jedinki, TFT ima ve�üu vjerojatnost fiksacije od ALLD ako 

svakom koraku Moranovog procesa (koji uklju�þuje eliminaciju i reprodukciju) prethodi IPD s 

minimalno �I
 % 
 L � v� ä� { rundi igre. Kad se populacija sastoji od � 0 
 L � s� r jedinki, u svakoj iteraciji je 

potrebno odigrati �I
 % 
 L � u� ä� { rundi. U vrlo velikim populacijama TFT ima ve�üu vjerojatnost fiksacije 

ako  

�I
%
P
�u
�t

�Ž�‹�•
�Ç�\�¶

�t�0 
E �s
� 0 
 F � t


 L � u� ä 

 

 (3.110)

 

Kasnije �üemo vidjeti da u realnom slu�þaju, kad se jedinke nasumi�þno kre�üu (Brownovo gibanje) 

izraz (3.109) treba korigirati. Pokazat �üe se da TFT ima ve�üu vjerojatnost fiksacije �þak i kad je 

�I
 % 
 O � u� � jer kod Brownovske populacije vjerojatnost sretanja nepoznatog izrabljiva�þa u kasnijoj fazi 

igre nije nula kao u slu�þaju round-robin turnira (svaki-sa-svakim).   
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Fudenberg et al. su pokazali da vrijedi 

 


Ñ
�s
�Û�Ü

�Ç�?�5

�Ü�@�5


 N � s 
 E � S 
 d
�0
�t

�:� = 
 E � > 
 F � ? 
 F � @�; 
 E � @ 
 F � =
 h� ä 
 (3.111)

 

 

Strategija A ima prednost nad B ako je ispunjen uvjet �é�º �é�»�¤ 
 P � s, a iz aproksimacije (3.102) lako 

se može pokazati da je taj uvjet zadovoljen ako  

�:� 0 
 F � t�;�:� = 
 F � @�; 
P �0�:�> 
F �?�; 
 (3.112)
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Kad su agenti jednom spareni, tada se poziva procedura izaberi-potez . Izbor poteza ovisi o 

strategiji i tom procedurom se regulira vrijednost varijable defect-now? . Agentu koji nosi 

strategiju ALLD varijabla defect-now? dobiva vrijednost true , dok se agentu ALLC varijabla 

postavlja na vrijednost false . Agent koji nosi strategiju RND nasumi�þnim izborom (kao kod 

bacanja nov�þi�üa) stavlja true  ili false .  Potom se poziva procedura isplata koja prije svega 

provjerava je li partner igrao izdaju. Ako jest tada varijablu partner-defected?  postavlja na 

vrijednost true .  Prema tome agent se može svrstati u 4 kategorije koje su prikazane u tablici  s 

Naredbom ifelse  tada se utvr�ÿuje koja od 4 mogu�ünosti je ostvarena i sukladno tome odre�ÿuje se 

isplata. 

  

defect-now?  true true false false 

partner-defected?  true false true false 

Ishod u PD (igra�þ/suigra�þ) DD DC CD CC 

Isplata 1 5 0 3 

     Tablica 19 Kako Isplata ovisI o stanjima dviju varijabli defect-now? i partner-defected? 

 

 

��
��
��
��
��
��
��
��
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4.1.2 Realizacija TFT agenta  
��

Dok se bezuvjetne strategije ponašaju neovisno o potezima prisutnih igra�þa, igraju�üi po 

nekom svom obrascu, uvjetovane strategije reagiraju na tu�ÿe poteze.  Da bi agent mogao koristiti 

uvjetovanu strategiju on mora pamtiti prethodne interakcije sa svim ostalim agentima u populaciji. 

Najjednostavnije su dakako memory-one strategije koje pamte samo jedan susret po agentu. Takva 

je i strategija TFT.  

 Implementacija memorije može se realizirati pridruživanjem liste. Prilikom kreiranja agenata, 

uz spomenute varijable ( strategy, score, partnered?, partner,  partner-

;;PROCEDURA “ISPLATA” (Dodavanje isplate prijašnjoj zaradi igra �þa):  
to  isplata 
  set  partner-defected? [defect-now?] of  partner ; provjeri je li partner 
izabrao IZDAJU  
  ;Razmotri sve kombinacije DD,DC,CD,CC i daj isplatu:  
  ifelse  partner-defected? [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 1) ] 
                                                [ set  score (score + 0) ] 
                           ] 
                           [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 5) ] 
                                                [ set  score (score + 3) ] 
                           ] 
end  
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defected?, defect-now?) , potrebno je uvesti listu u kojoj �üe biti pohranjeni prethodni 

potezi svih ostalih igra�þa. Svaki TFT agent ima svoju vlastitu listu koja je u suštini ure�ÿena N-torka 

boolevih vrijednosti. Položaj elementa na listi odgovara rednom broju suigra�þa, a logi�þka vrijednost 

elementa (true/false ) odgovara prethodnom potezu doti�þnog suigra�þa. Popis se može smatrati 

memorijom agenta budu�üi da elementi predstavljaju iskustva s ostalim igra�þima. Po�þetne 

(defaultne) vrijednosti false zna�þe da agenta nitko nije prevario. Tokom simulacije neki suigra�þi 

�üe možda prevariti (izdati) agenta, stoga se lista ažurira tako da se na odgovaraju�üem mjestu popisa 

element false  mijenja u true . Na primjer, doživi li igra�þ izdaju od strane tre�üeg igra�þa, popis se 

ažurira na sljede�üi na�þin: 

 

�>�B�=�H�O�A�á �B�=�H�O�A�á �B�=�H�O�A�á �B�=�H�O�A�á �å �á �B�=�H�O�A�?�\ �>� B� =� H� O� A� á � B� =� H� O� A� á � š� ˜� ›� ‹� á � B� =� H� O� A� á � å � á � B� =� H� O� A�?�ä 

 

Sljede�üi put, kada TFT-igra�þ ponovo sretne agenta #3, on tako�ÿer igra izdaju. Stoga igra�þ koji 

koristi TFT-strategiju može ispraviti svoje ponašanje spram izrabljiva�þa i poboljšati svoj ukupni 

rezultat. Ako se simulacija pokrene s jednakim brojem ultimativnih izrabljiva�þa (ALLD) i suradnika 

(TFT), prosje�þna zarada izrabljiva�þa bit �üe ve�üa u prvoj fazi simulacije, no kako vrijeme prolazi 

svaki TFT-igra�þ postupno u�þi iz vlastitih pogrešaka i prestaje naivno ulaziti u interakcije s 

izrabljiva�þima. S vremenom se zarada TFT strategije pove�üava i kona�þno premašuje prosje�þnu 

zaradu ALLD-strategije. Treba primijetiti da �E-ti element �E-tog agenta uvijek false . 

 

Naziv varijable Opis varijable Vrijednosti/stanje varijable 

Partner-history 

Ure�ÿena �0-torka booleovih vrijednosti 

u kojoj  �G-ti element ozna�þava 

iskustvo agenta u prethodnoj partiji 

Zatvorenikove dileme s �G-tim agentom

Postoji �t�Ç mogu�üih vrijednosti:  

[false, false…, false] 

[true, false,…  ,false] 

[true, true,…  , false] 

�­ 

Tablica 20 Memorija TFT agenta se može realizirati uvo�ÿenjem ure�ÿene N-torke (ovdje pod nazivom “partner-history”) 

 

Ažuriranje liste provodi se netom nakon odigrane partije Zatvorenikove dileme. Ako partner (koji je 

definiran rednim brojem �S�G��) odigra defekciju tada : 

(1) stanje varijable partner-defected? poprima vrijednost true  

(2) �G –ti element na popisu partner-history se pomo�üu naredbe replace-item  mora 

zamijeniti  stanjem true  koje trenutno ima varijabla partner-defected? 
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  ;;Varijable potrebne za petlje koje �üe osigurati  
  ;da svaki agent sa svakim odigra partiju Zatvorenikove dileme:  
   x 
   y 
   #R ; redni broj runde  
  ;Broj odigranih partija:  
   num-RND-games 
   num-ALLC-games 
   num-ALLD-games 
   num-TFT-games 
  ;Ukupna zarada svake strategije:  
   RND-score 
   ALLC-score 
   ALLD-score 
   TFT-score 
] 
 
;;Svojstva agenata:  
turtles-own  [ 
  score 
  strategy 
  partnered?        ;je li agent sparen? (true ili false)  
  partner           ;tko je partner (broj agenta ili nobody)  
  partner-defected? ;da li je partner varao?  
  defect-now?   ;Ho �üu li ja sad varati?  
  partner-history ; popis poteza iz prethodne runde (MEMORIJA)  
] 
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Po �þetne postavke;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  setup 
  clear-all  
  pohrani-broj   ;snimanje broja agenata za svaku pojedinu strategiju  
  postavi-agente ;pozivanje procedure koja �üe stvoriti i postaviti agente  
  stvori-listu ;stvori po �þetnu memorijsku listu  
  reset-ticks  
end  
 
;;Broj agenata pojedine strategije.  
;(vrijednosti kliza �þa mogu se mijenjati pa je potrebno pohraniti njihovu vrijednost)  
to  pohrani-broj 
  set  num-RND broj-RND-agenata 
  set  num-ALLC broj-ALLC 
  set  num-ALLD broj-ALLD 
  set  num-TFT broj-TFT 
  set  N (broj-RND-agenata + broj-ALLC + broj-ALLD + broj-TFT) 
end  
 
;;Kreiranje odgovaraju �üeg broja agenata za svaku strategiju  
to  postavi-agente 
  create-turtles  num-RND [ set  strategy "RND"  set  color  gray  -  1 ] 
  create-turtles  num-ALLC [ set  strategy "ALLC"  set  color  yellow  ] 
  create-turtles  num-ALLD [ set  strategy "ALLD"  set  color  red  ] 
  create-turtles  num-TFT [ set  strategy "TFT"  set  color  blue  ] 
  layout-circle  turtles  8 ; postavljanje agenata u kružnu formaciju radijusa 8  
  ask  turtles  [ rt  180  ]  ; okretanje agenata prema središtu  
  set  x 0                 ; postavljanje po �þetnih vrijednosti broja �þa 
  set  y 1 
  set  #R 1 
  ask  turtles  [ 
    set  score 0 
    set  defect-now? false  
    set  partner nobody  
    set  partner-defected? false  
    set  partnered? false  
  ] 
End 
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;; UGRA �� IVANJE MEMORIJE :)  
to  stvori-listu 
  let  default-history [] ;;initialize the DEFAULT-HISTORY variable to be a list  
  ;;create a list with NUM-TURTLE elements for storing partner histories  
  repeat  count  turtles  [ set  default-history ( fput  false  default-history) ] 
  ;;svakom agentu daj kopiju defaultne liste  
  ask  turtles  [ set  partner-history default-history ] 
end  
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Pokretanje programa;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  go 
  ifelse  #R <= broj-rundi [ 
    ask  turtles  [ set  partnered? false  set  partner nobody ] 
    ;;Pokretanje vanjske petlje (neka se agent #x poveže s partnerom):  
    ask  turtle  x [partner-up ] ; pozivanje procedure da se agent #x poveže s agentom #y  
    ;Unutarnja petlja:  
    ifelse   x + y < 2 *  count  turtles  -  3 [ set  y y + 1 ; promijeni partnera #y na #y+1     
;ako još traje runda  
      if  y = count  turtles  [ set  x x + 1 set  y x + 1 ]  ; ako je agent #x odigrao PD sa 
;svima pove �üaj #x na #x+1  
    ] 
  [ set  #R #R + 1 set  x 0 set  y 1 clear-links ]  ; kad runda završi promijeni #R u #R+1 i 
;resetiraj x i y  
  tick  
  ] 
  [ stop ] 
end  
 
;;Spajanje agenta #x s "partnerom" za igru  
to  partner-up 
  create-link-with  turtle  y         ;poveži s agentom #y i prikaži poveznicu  
  set  partnered? true                ;partnerski status-je li agent #x povezan? da  
  set  partner turtle  y              ;definiraj tko je partner: agent #y  
  ask  partner [ set  partnered? true ] ;zatraži od partnera da i on promijeni status  
  ask  partner [ set  partner turtle  x] ;zatraži od partnera da ime njegovog partnera bude #x  
  ;; Uvedi lokalnu varijablu "partnered-turtles" (par agenata koji su spojeni):  
  let  partnered-turtles turtles  with  [ partnered? ] ;nek vrijednost varijable bude(x,y)  
  ask  partnered-turtles [ izaberi-potez ]  ;zatraži od sparenih agenata da igraju PD  
  ask  partnered-turtles [ isplata ]        ;sparenim agentima daj isplatu  
  izracun-zarade           ;pokreni proceduru za izra �þunavanje ukupne zarade strategije  
  ask  partnered-turtles [ history-update ] 
 end  
 
;;Biranje odgovaraju �üeg poteza:  
to  izaberi-potez 
  if  strategy = "RND"  [ act-randomly ] 
  if  strategy = "ALLC"  [ cooperate ] 
  if  strategy = "ALLD"  [ defect ] 
  if  strategy = "TFT"  [ tit-for-tat] 
end  
 
;;Dodavanje isplate prijašnjoj zaradi igra �þa:  
to  isplata 
  set  partner-defected? [defect-now?] of  partner ; provjeri je li partner izabrao IZDAJU  
  ;Razmotri sve kombinacije DD,DC,CD,CC i daj isplatu:  
  ifelse  partner-defected? [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 1) ] 
                                                [ set  score (score + 0) ] 
                           ] 
                           [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 5) ] 
                                                [ set  score (score + 3) ] 
                           ] 
  show score 
end  
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;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Strategije;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  act-randomly 
  set  num-RND-games num-RND-games + 1 
  ifelse  ( random-float  1.0  < 0.5 ) [ 
    set  defect-now? false  
  ] [ 
    set  defect-now? true  
  ] 
end  
 
to  cooperate 
  set  num-ALLC-games num-ALLC-games + 1 
  set  defect-now? false  
end  
 
to  defect 
  set  num-ALLD-games num-ALLD-games + 1 
  set  defect-now? true  
end  
 
to  tit-for-tat 
  ;;Je li partner igrao defekciju u prethodnom potezu?  
  set  partner-defected? item  ([ who] of  partner) partner-history  
  ifelse  (partner-defected?) [ 
    set  defect-now? true  
  ] [ 
    set  defect-now? false  
  ] 
  set  num-TFT-games num-TFT-games + 1 
end  
 
;;Ažuriranje memorije agenta  
to  history-update 
  if  strategy = "TFT"  [ 
  set  partner-history 
    ( replace-item  ([ who] of  partner) partner-history partner-defected?) ] 
end  
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Izra �þunavanje ukupne zarade svake strategije;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
;Selekcija strategije  
to  izracun-zarade 
  set  RND-score   (Zbroj "RND"  num-RND) ; pozivanje procedure "Zbroj"  
  set  ALLC-score  (Zbroj "ALLC"  num-ALLC) 
  set  ALLD-score  (Zbroj "ALLD"  num-ALLD) 
  set  TFT-score   (Zbroj "TFT"  num-TFT) 
 
end  
 
;Sumiranje svih isplata za svaku strategiju posebno:  
to-report  Zbroj [strategy-type num-with-strategy] 
  ifelse  num-with-strategy > 0 [ 
    report  ( sum [ score ] of  ( turtles  with  [ strategy = strategy-type ])) 
  ] [ 
    report  0 
  ] 
End 
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;KRAJ PROGRAMA “SVAKI SA SVAKIM” ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
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;;Progra m
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;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Po �þetne postavke;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
to  setup 
  clear-all  
  pohrani-broj   ;snimanje broja agenata za svaku pojedinu strategiju  
  postavi-agente ;pozivanje procedure koja �üe stvoriti i postaviti agente  
  stvori-listu   ;stvori po �þetnu memorijsku listu  
  reset-ticks  
end  
 
;;Broj agenata pojedine strategije.  
;(potrebno je pohraniti vrijednosti kontrolnih kliza �þa su �þelja)  
to  pohrani-broj 
  set  num-RND broj-RND-agenata 
  set  num-ALLC broj-ALLC 
  set  num-ALLD broj-ALLD 
  set  num-TFT broj-TFT 
  set  N (broj-RND-agenata + broj-ALLC + broj-ALLD + broj-TFT) 
end  
 
;;Kreiranje odgovaraju �üeg broja agenata za svaku strategiju  
to  postavi-agente 
  create-turtles  num-RND [ set  strategy "RND"  set  color  gray  -  1 ] 
  create-turtles  num-ALLC [ set  strategy "ALLC"  set  color  yellow  ] 
  create-turtles  num-ALLD [ set  strategy "ALLD"  set  color  red  ] 
  create-turtles  num-TFT [ set  strategy "TFT"  set  color  blue  ] 
  ; po �þetne vrijednosti:  
  ask  turtles  [ 
    set  score 0 
    set  br-susreta 0 
    set  defect-now? false  
    set  partner nobody  
    set  partner-defected? false  
    set  partnered? false  
    setxy  random-xcor  random-ycor  ;nasumi �þno rasporedi agente  
  ] 
end  
;; UGRA �� IVANJE MEMORIJE :)  
to  stvori-listu 
  let  default-history [] ;;initialize the DEFAULT-HISTORY variable to be a list  
  ;;create a list with NUM-TURTLE elements for storing partner histories  
  repeat  count  turtles  [ set  default-history ( fput  false  default-history) ] 
  ;;svakom agentu daj kopiju defaultne liste  
  ask  turtles  [ set  partner-history default-history ] 
end  
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Pokretanje programa;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  go 
  if  ticks  >= uk-broj-otkucaja [ stop ] ;uvjet prekidanja simulacije  
  ;;Ako ima sparenih agenata neka resetiraju varijable,  
  ;neka se okrenu i razdvoje  
    ask  turtles  with  [ partnered? ] 
    [ set  partnered? false  
    set  partner nobody  
    rt  180        ;okreni se  
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    fd  1         ;pomakni se za jedan korak  
    set  label  ""  ;obriši brojku koja pokazuje isplatu zadnje partije PD  
    ]  
  ;;Neka agenti krenu u akciju:  
   ask  turtles  [trazi-partnera ]     ; neka agenti traze partnere za PD  
   ;Uvedi lokalnu varijablu partnered-turtles:  
   let  partnered-turtles turtles  with  [ partnered? ]  
   ask  partnered-turtles [ izaberi-potez ]  ;neka spareni agenti igraju PD  
   ask  partnered-turtles [ isplata ]        ;sparenim agentima daj isplatu  
   izracun-zarade ;pokreni proceduru za izra �þun ukupne zarade strategije  
   ask  partnered-turtles [ history-update ] ;neka agenti ažuriraju memoriju  
 tick   
end  
 
;;Nasumi �þno hodanje i susretanje  
to  trazi-partnera 
 if  ( not  partnered?) [              ;;provjeri ima li agent partnera  
    rt  ( random-float  90 -  random-float  90) fd  1 ;korak u nasumi �þnom smjeru  
    ;Tko u �ÿe u "susjedstvo" neka bude partner:  
    ifelse  (veliko-susjedstvo?) ;na su �þelju se nalazi prekida �þ koji  
                                ;odre �ÿuje veli �þinu susjedstva  
      [ set  partner one-of  ( turtles-on  neighbors ) with  [ not  partnered?]]                  
      [ set  partner one-of  ( turtles-here ) with  [ not  partnered?]] 
    if  partner = self  [ set  partner nobody ] ;isklju �þi samog sebe  
                                         ;iz skupa potencijalnih partnera  
    if  partner !=  nobody  
       [ 
      set  partnered? true              ;je li agent sparen? da  
      set  br-susreta br-susreta + 1 ;evidentiraj broj susreta  
      set  heading  270                  ;nek se agent okrene prema partneru  
      ask  partner [ 
        set  br-susreta br-susreta + 1 
        set  partnered? true  
        set  partner myself  
        set  heading  90 
      ] 
      ] 
  ] 
   
 end  
 
;;Biranje odgovaraju �üeg poteza:  
to  izaberi-potez 
  if  strategy = "RND"  [ act-randomly ] 
  if  strategy = "ALLC"  [ cooperate ] 
  if  strategy = "ALLD"  [ defect ] 
  if  strategy = "TFT"  [ tit-for-tat] 
end  
 
;;Dodavanje isplate prijašnjoj zaradi igra �þa:  
to  isplata 
  set  partner-defected? [defect-now?] of  partner ;je li partner izabrao IZDAJU?  
  ;Razmotri sve kombinacije DD,DC,CD,CC i daj isplatu.  
  ;Prilikom isplate, nalijepi na agenta brojku da se vidi isplata  
  ifelse  partner-defected?  
  [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 1) set  label  1] 
                       [ set  score (score + 0) set  label  0] 
  ] 
  [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 5) set  label  5] 
                       [ set  score (score + 3) set  label  3] 
  ] 
end  



��
��

97��
��

;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Strategije;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  act-randomly 
  set  num-RND-games num-RND-games + 1 
  ifelse  ( random-float  1.0  < 0.5 ) [ 
    set  defect-now? false  
  ] [ 
    set  defect-now? true  
  ] 
end  
 
to  cooperate 
  set  num-ALLC-games num-ALLC-games + 1 
  set  defect-now? false  
end  
 
to  defect 
  set  num-ALLD-games num-ALLD-games + 1 
  set  defect-now? true  
end  
 
to  tit-for-tat 
  ;;Je li partner igrao defekciju u prethodnom potezu?  
  set  partner-defected? item  ([ who] of  partner) partner-history 
  ifelse  (partner-defected?) [ 
    set  defect-now? true  
  ] [ 
    set  defect-now? false  
  ] 
  set  num-TFT-games num-TFT-games + 1 
end  
 
;;Ažuriranje memorije agenta  
to  history-update 
  if  strategy = "TFT"  [ 
  set  partner-history 
    ( replace-item  ([ who] of  partner) partner-history partner-defected?) ] 
end  
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Izra �þunavanje ukupne zarade svake strategije;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
;Selekcija strategije  
to  izracun-zarade 
  set  RND-score   (Zbroj "RND"  num-RND) ; pozivanje procedure "Zbroj"  
  set  ALLC-score  (Zbroj "ALLC"  num-ALLC) 
  set  ALLD-score  (Zbroj "ALLD"  num-ALLD) 
  set  TFT-score   (Zbroj "TFT"  num-TFT) 
end  
 
;Sumiranje svih isplata za svaku strategiju posebno:  
to-report  Zbroj [strategy-type num-with-strategy] 
  ifelse  num-with-strategy > 0 [ 
    report  ( sum [ score ] of  ( turtles  with  [ strategy = strategy-type ])) 
  ] [ 
    report  0 
  ] 
end  
;;;;;;;;;;;;;;;;;KRAJ PROGRAMA "IPD BROWN" ;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
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Odgovaraju�üe procedure za izra�þun o�þekivane isplate i relativnog fitnesa: 

 
 
to  izracun-ocekivane-isplate 
   
ifelse  num-RND > 1 
  [ set  RND-exp-payoff RND-score /  (num-RND *  (N -  1))]  
  [ set  RND-exp-payoff 0]  
   
ifelse  num-ALLC > 1 
  [ set  ALLC-exp-payoff ALLC-score /  (num-ALLC *  (N -  1))]  
  [ set  ALLC-exp-payoff 0]  
 
ifelse  num-ALLD > 1 
  [ set  ALLD-exp-payoff ALLD-score /  (num-ALLD *  (N -  1))]  
  [ set  ALLD-exp-payoff 0] 
 
ifelse  num-TFT > 1  
  [ set  TFT-exp-payoff TFT-score /  (num-TFT *  (N -  1))]  
  [ set  TFT-exp-payoff 0] 
 
 
end  
to  izracun-relativnog-fitnesa 
   ifelse  num-ALLD-games !=  0  
     [ set  ALLD-fit precision  (ALLD-score /  num-ALLD-games ) 4] [ set  ALLD-fit 0] 
   ifelse  num-TFT-games !=  0  
     [ set  TFT-fit precision  (TFT-score /  num-TFT-games ) 4] [ set  TFT-fit 0] 
   ifelse  num-RND-games !=  0  
     [ set  RND-fit precision  (RND-score /  num-RND-games ) 4] [ set  RND-fit 0] 
   ifelse  num-ALLC-games !=  0  
     [ set  ALLC-fit precision  (ALLC-score /  num-ALLC-games ) 4] [ set  ALLC-fit 0] 
 
 let  relnum-ALLD  (num-ALLD  /  N) 
 let  relnum-TFT (num-TFT  /  N) 
 let  relnum-RND (num-RND /  N ) 
 let  relnum-ALLC (num-ALLC  /  N) 
 
  let  tot-fit (  (relnum-ALLD *  ALLD-fit) + (relnum-TFT *  TFT-fit ) + (relnum-
ALLC *  ALLC-fit ) + (relnum-RND *  RND-fit)) 
 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  ALLD-relfit (relnum-ALLD *  ALLD-fit /  tot-fit)] [ set  
ALLD-relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  TFT-relfit (relnum-TFT *  TFT-fit /  tot-fit)] [ set  TFT-
relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  RND-relfit (relnum-RND *  RND-fit /  tot-fit)] [ set  RND-
relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  ALLC-relfit (relnum-ALLC *  ALLC-fit /  tot-fit)] [ set  
ALLC-relfit 0] 
end  
��
��
��
��
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��
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sa S2 , njena o�þekivana isplata nakon prve runde je �B�5 
 L � r� ä� w� '�5�5
 E � r� ä� w� '�5�6,  a o�þekivana isplata druge 

strategije je �B�6 
 L � r� ä� w� '�6�5
 E � r� ä� w� '�6�6�ä�� Taj se izra�þun u Matlabu elegantno rješava (matri�þnom) 

jednadžbom : 

f=E*x 

što zapravo u standardnom matri�þnom zapisu izgleda ovako 
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 h 
 L 
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 h � B
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�C. 

 

Prosje�þna isplata populacije može se izra�þunati naredbom  

 

prosj_isplata_pop=x'*f 

koja provodi matri�þni ra�þun  

�B�§
L �>�T�5 �T�6�?
d
�B�5
�B�6


h 

Kad se odigra jedna runda, potrebno je izra�þunati novu relativnu frekvenciju strategije. U slu�þaju 

dviju strategija, nova relativna frekvencija prve strategije prema relaciji (3.33): 

�T�5��
�ñ 
 L � � � T�5��

�B�5
�B�§

 

Odnosno, za obje strategije:  


d
�T�5��

�ñ

�T�6��
�ñ
 h 
 L
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d
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h 

 

U Matlabu je mogu�üe napraviti nestandardno množenje vektora tako da množimo i-ti �þlan jednog 

vektora sa i-tim �þlanom drugog (a da ne do�ÿe do miješanja �þlanova kao kod obi�þnog matri�þnog 

množenja).  To se vrši pomo�üu operacije  „to�þka zvjezdica“ 

 

x=x.*f/prosj_isplata_pop 

 

Nakon ovog izra�þuna program kre�üe u novu iteraciju s novom frekvencijom. Rezultati se mogu 

vizualizirati naredbom  stem3(p,q,x, 'filled' ) koja daje prikladan 3D graf na kojem se 

vidi relativna frekvencija u ovisnosti o vjerojatnostima �:�L�á �M�;.��
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4.2.2 Program „Stohasti �þka IPD“ i vizualni output  
 

%Stohasti �þka IPD  
%Program simulira evoluciju nasumi �þno zadanih reaktivnih strategija  
%sukladno Nowak-Sigmundovom modelu IPD.  
%Program je napisao Jurica Hižak, u Varaždinu, u prolje �üe 2015.  
clear all  
%Na po�þetku je potrebno definirati broj strategija  
N=100 
%Potrebno je definirati broj generacija  
br_gen=500 
%Nasumi�þni odabir strategija  
p=rand(1,N) 
q=rand(1,N) 
%Ubacujemo TFT  
p(N)=0.99 
q(N)=0.01 
%po�þetna relativna frekvencija svih strategija je ista  
for  i=1:N 
    freq(i)=1/N 
end  
%kreiranje jednostup �þane matrice relativnih frekvencija  
x=freq' 
%graf po �þetnih relativnih frekvencija u ovisnosti o (p,q)  
figure 
stem3(p,q,x, 'filled' ) 
xlabel( 'p' ) 
ylabel( 'q' ) 
zlabel( 'rel.frekv' ) 
%Kreiramo matricu isplate NxN  
for  i=1:N 
        for  j=1:N 
        s1=(q(i)+(p(i)-q(i))*q(j))/(1-(p(i)-q(i))*(p(j)-q(j))) 
        s2=(q(j)+(p(j)-q(j))*q(i))/(1-(p(j)-q(j))*(p(i)-q(i))) 
        %isplata i-te strategije u duelu s j-tom strategijom  
        E(i,j)=1+4*s2-s1-s1*s2 
        end  
end  
%U drugom dijelu programa odvija se replikacija i evolucija.   
%Potrebno je definirati kako se mijenja relativna frekvencija igra �þa 
for  k=1:br_gen 
    %o�þekivana isplata za svaku strategiju u k-toj rundi  
    f=E*x 
    %Prosje �þna isplata populacije  
    prosj_isplata_pop=x'*f 
    %Nova relativna frekvencija i-te strategije  
    x=x.*f/prosj_isplata_pop 
    %Svakih 50 generacija generira se graf  
    if  mod(k,50)==0 
    figure 
    stem3(p,q,x, 'filled' ) 
    xlabel( 'p' ) 
    ylabel( 'q' ) 
    zlabel( 'rel.frekv' ) 
    end  
end  
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5 Simulacijski modeli IPD u sustavu agenata limitirane 
memorije 

��
��

Kako bi se mogao nositi sa izrabljiva�þima, agent mora pamtiti tri vrste informacija koje se ti�þu 

njegovih interakcija s ostalim suigra�þima: (1) koji potez je odigran (what) (2) tko ga je odigrao 

(who)  i (3) kada ga je odigrao (when) [68]. Što se ti�þe memoriranja trenutka (kada je agent igrao 

izdaju/suradnju), mogu�üe je softverski modelirati agenta koji pamti �J prethodnih interakcija s 

odre�ÿenim suigra�þem – u  tom slu�þaju govorimo o tzv. memory-n strategijama. Pretpostavimo li da 

u nekoj populaciji postoji agent tipa memory-two koji je doživio izdaju od strane agenta #5 u 

njihovom osmom susretu, tada on u desetom susretu, primjerice, može donijeti odluku na temelju tri 

pohranjene informacije:  

(1) defected? true ,  

(2) who? #5, 

(3) when? t-2 .  

Iako je provedeno relativno mnogo istraživanja koja su se bavila utjecajem memorije na evoluciju 

suradnje, ta istraživanja su više pažnje posvetila memorijskim ograni�þenjima agenta vezanim uz 

broj prethodnih interakcija koje on može pohraniti [69; 70; 71], nego ograni�þenjima po pitanju 

broja suigra�þa. Pritom se �þesto zanemarivala banalna �þinjenica da agent ne me�ÿudjeluje samo s 

jednim suigra�þem ve�ü je uronjen u populaciju, stoga mora pohraniti mnogo više informacija nego 

što se �þini. Unato�þ prividnoj jednostavnosti memory-one strategije (kao što je TFT)  koja uzima u 

obzir samo jedan prethodni potez suigra�þa, pra�üenje recipro�þnih obveza unutar velike grupe može 

predstavljati zna�þajno kalkulacijsko optere�üenje za memorijske sustave [68]. Me�ÿutim, klasi�þni 

ra�þunalni model TFT-a ne uklju�þuje memorijska ograni�þenja u pogledu broja zapam�üenih sudionika 

IPD turnira.��TFT-agenti opisani u 4.1.2 imaju savršenu memoriju – njihove se memorijske liste 

mogu protezati do u beskona�þnost. Oni tako�ÿer nikada ne zaboravljaju tko su ALLD agenti u 

populaciji, što je o�þito nerealno. Kako bismo model u�þinili realnijim, potrebno je dizajnirati agenta 

koji ne može pamtiti iznad zadanog limita i koji postupno zaboravlja pohranjene informacije.  
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jednom tick-u) aproksimativno pokorava Poissonovoj distribuciji. Kao mjera raspada, umjesto 

vjerojatnosti �L koja je tipi�þno vrlo mala, uzeto je vrijeme poluraspada �ì (u programu tau ). Vrijeme 

poluraspada dano je relacijom  

� ì 
 L
�H�J�t
�L

�á 
 (5.1) 

a u ovom slu�þaju može se interpretirati kao vrijeme potrebno da se broj elementa true  memorijske 

liste raspolovi.  Cijeli mehanizam softverski je riješen procedurom zaboravljanje : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.1.3 Cijena posje dovanja memorije 
 

Tre�üa važna zna�þajka OTFT- igra�þa je cijena koju je on dužan platiti za posjedovanje 

memorije. U svijetu prirode, mozak nije samo organ koji daje prednost ve�ü, iz energetske 

perspektive, i veoma skupo trošilo [75; 76]. Mozak ve�üih dimenzija troši više energije, stoga je 

razumno pretpostaviti da je trošak energije proporcionalan kapacitetu memorije s konstantom 

proporcionalnosti �G (koja �üe se u daljnjem tekstu zvati jednostavno „� G 
 Fvrijednost“). U svakom 

susretu, nakon odigrane runde Zatvorenikove dileme, od isplate igra�þa oduzima se djeli�ü isplate 

(tj.energije) ���¿�' 
L �G �® �I�Ö�ä Taj djeli�ü isplate u programu je nazvan cost , a izra�þunava se u 

proceduri odredi-cijenu-memorije. 

��
��

��
��
��
��
Konstanta proporcionalnosti (odnosno �G-vrijednost) je reda veli�þine �s�r�?�7. Primjerice, naj�þeš�üe 

vrijednosti korištene u simulacijama su unutar intervala  � G 
 L � v � ® � s� r�?�7 do � G 
 L � x � ® � s� r�?�7 , me�ÿutim u 

daljnjem tekstu kao i na ve�üini grafova, radi jednostavnosti, stajat �üe oznake � G 
 L � v� á � G 
 L � w itd. 

;; PROCEDURA “Zaboravljanje”  
 
to  zaboravljanje 
 set  vjerojatnost-zaborava (( ln  2 /  tau ) *  100  ) ;izra �þunaj vjerojatnost  
 ask  turtles  with  [strategy = "OTFT" ] 
[ set  polozaj-elementa -1  
 Repeat  N [ set  polozaj-elementa (polozaj-elementa + 1) ;za svaki element  
             if  random-float  100.0  < vjerojatnost-zaborava ;uvjet raspada  
                [ set  partner-history  
             ( replace-item  (polozaj-elementa) partner-history false  )] 
           ] 
] 
end  

;; PROCEDURA “Odredi cijenu memorije”  
 
to  odredi-cijenu-memorije 
  ask  turtles  with  [strategy = "OTFT" ] [ set  cost (k *  mem-kap /  1000 )] 
end  
��
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Uz fiksirani parametar gusto�üe, s pove�üavanjem broja agenata automatski se podešava broj polja od 

kojih je gra�ÿen svijet.  Takva modifikacija trebala bi prosje�þan broj sudara po jedinici vremena 

održavati konstatnim. Radi provjere, izvršen je niz mjerenja broja sudara agenata uz fiksnu gusto�üu. 

U tabl.22 prikazan je broj sudara unutar 10.000 otkucaja, te zatim broj sudara po jedinici vremena  

(po jednom otkucaju), te u zadnjem stupcu koliko partija u jednom otkucaju odigra jedan agent. 

 

Veli��ina��
populacije��

Svijet��
Ukupan��broj��
sudara��(u���s�r�v��

otkucaja)��

Broj��sudara��
po��agentu��

Broj��partija/��
agentu��

(��u��jednom��otk)��

�z�� �n�˜�•�•���–�•�’�•�‡ �x�� �x���z�� �Å 
20�� �t�s 
H �t�s�� 26164�� 1308�� 0.262��
30�� �t�w 
H �t�w�� 41823�� 1394�� 0.279��
50�� �u�s 
H �u�s�� 76342�� 1527�� 0.305��
80�� �v�s 
H �v�s�� 111336�� 1392�� 0.278��
100�� �v�w 
H �v�w�� 144059�� 1441�� 0.288��
120�� �v�{ 
H �v�{�� 175278�� 1461�� 0.292��
150�� �w�w 
H �w�w�� 217450�� 1450�� 0.289��

Tablica 23 Broj sudara u ovisnosti o veli�þini populacije uz stalnu gusto�üu agenata  

��

5.2.4 Ovisnost brzine dostiza nja o memorijskom kapacitetu 
��
Nakon što su u agente ugra�ÿeni memorijski limit i zaboravljivost, izveden je niz simulacija s 

razli�þitim k-vrijednostima i razli�þitim vremenima poluraspada. Relativan broj izrabljiva�þa (ALLD) i 

zaboravljivih osvetnika (OTFT) bio je jednak u svim simulacijama. Mjereno je vrijeme potrebno da 

relativni fitnes OTFT igra�þa dosegne vrijednost fitnesa ALLD, uz razli�þit memorijski kapacitet 

OTFT-a. Najreprezentativniji rezultati dobiveni su uz k-vrijednosti �G�� 
L ���w�� �®�� �s�r�?�7�� i vrijeme 

poluraspada �6�5���6�� 
L ���z�r�r���P�E�?�G�O�ä Simulacije su pokazale o�þiglednu razliku izme�ÿu igra�þa koji imaju 

razli�þit kapacitet memorije. Kad se fiksira veli�þina populacije, igra�þi s ve�üim kapacitetom pam�üenja 

brže dostižu relativni fitnes izrabljiva�þa kao što i o�þekujemo od pametnijih igra�þa; ali samo do 

odre�ÿene mjere jer s pove�üanjem kapaciteta postupno raste i gubitak energije. Nastavimo li 

pove�üavati kapacitet memorije, cijena postaje toliko visoka da suradnici uop�üe ne mogu dose�üi 

relativni fitnes izrabljiva�þa (sl. 31). 

set  apol roun d ( 0.5 * ( sqrt (  N / density ) - 1)) 
resize-world  -1  *  apol apol -1  *  apol apol 
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putem DR-a proporcionalan veli�þini grupe. Opisani preliminarni eksperimenti provedeni su na 

populacijama veli�þine �v�r 
Q �0 
Q �s�x�r��jedinki uz k-vrijednost � G 
 L � w � ® � s� r�?�7. Kasniji eksperimenti 

provedeni uz neke druge k-vrijednosti tako�ÿer su potvrdili Hipotezu H1 (vidi Sl.41). 

Preliminarni razultati provedeni u prvoj fazi istraživanja su, tako�ÿer, upu�üivali na eventualno 

postojanje barijere iznad koje se ne može uspostaviti suradnja recipro�þnim interakcijama. U kasnijoj 

fazi istraživanja proveden je ve�üi broj simulacija (Poglavlje 5.2.7) i prona�ÿen je tip matemati�þke 

funkcije koji najbolje odgovara eksperimentalnim podacima.  Me�ÿutim, prije toga ispitan je utjecaj 

zaboravljivosti (vremena poluraspada) na uspješnost OTFT, kao i utjecaj �G-vrijednosti (odnosno 

cijene posjedovanja memorije). 

 

5.2.6 Utjecaj zaboravljivosti i cijene  memorije na vr ijeme dostizanja 
��
Ve�üina simulacijskih eksperimenata opisanih u poglavljima 5.2.5 i 5.2.7 provedena je uz 

parametre�����ì 
L �z�r�r�á �G 
L �w . Moglo bi se postaviti pitanje – zašto su odabrani baš takvi parametri? 

Odgovor bi mogao biti – zato što se takvi parametri nalaze negdje na pola puta izme�ÿu ekstrema 

uo�þenih u pripremnoj fazi. Naime, u toj „pretprodukcijskoj“ fazi bilo je provedeno mnoštvo probnih 

simulacija po principu „nabadanja“; s velikim i malim faktorima zaboravljivosti, s velikim i malim 

cijenama posjedovanja memorije itd. U nekim kombinacijama nije bilo potpuno jasno kakav je 

trend ponašanja (dok se pove�üava populacija), a kod nekih kombinacija je pove�üanje populacije 

izazivalo esktremno produljenje vremena koje je OTFT agentima potrebno da bi dostigli ALLD. 

Naposljetku, odabrani su parametri koji daju vrlo jasne efekte, ali ipak uz umjeren trend odnosno 

umjeren gradijent, matemati�þarski re�þeno. Treba napomenuti da takvi parametri nisu odviše 

specifi�þni – kad se provedu simulacije uz variranje vremena poluraspada ili uz variranje �G-

vrijednosti jasno se vidi da model ima isti odziv, odnosno ne pokazuje suštinski razli�þito ponašanje. 

Što su agenti zaboravljiviji tj. što je kra�üe vrijeme poluraspada memorije,  to su krivulje dostizanja 

uže.  Odnosno, na istoj vrijednosti memorijskog kapaciteta, manji �ì rezultira ve�üom derivacijom 

(ve�üim nagibom) . 
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me�ÿutim kona�þan oblik funkcije koja najbolje povezuje eksperimentalne podatke dobiven je 

dodatnim variranjem koeficijenata. Pokazalo se da uz parametar � G 
 L � w i vrijeme poluraspada 

memorije �ì 
L �z�r�r, minimalno vrijeme dostizanja izrabljiva �þa najbolje opisuje funkcija 

prikazana na sl.40 dana izrazom  

�B�:�0�; 
N
�t�ä�w�0�6 
E �w�r�r�0 
E �t�v�r�r

�s�y�v 
F �0
�ä 

 
(5.14)

 

Vrijednost singulariteta u nazivniku funkcije predstavlja nevidljivu granicu koja se ne može pre�üi – 

ako veli�þina grupe premašuje 174 jedinki, suradnicima je nemogu�üe posti�üi bolju izvedbu bez 

obzira koliki bio njihov kapacitet pam�üenja.  Hipoteza H2 navedena u poglavlju 1.3. glasila je: 

„Postoji grani�þna veli�þina populacije iznad koje direktni reciprocitet nije dostatan za održanje 

suradnje izme�ÿu jedinki u populaciji.“ Ovdje prikazani rezultati mjerenja koji u kona�þnici  

sugeriraju matemati�þki izraz 5.14,  ukazuju da je hipoteza H2 potvr�ÿena. 

Treba napomenuti da konkretni brojevi i koeficijenti zapravo i nisu toliko zna�þajni u široj slici 

ovog istraživanja. Najzna�þajnija je spoznaja da realisti�þni odnosno zaboravljivi agenti ne mogu 

sura�ÿivati u proizvoljno velikim populacijama. Implementacija skupe i limitirane memorije uz 

mehanizam postupnog zaboravljanja neizbježno rezultira kolapsom suradnje u (pre)velikoj 

populaciji. U kona�þnici, možemo sumirati –simulacijski  eksperimenti pokazali su da: 

�x uspješnost OTFT strategije ovisi o memorijskom kapacitetu  

�x vrijeme dostizanja izrabljiva�þa ima oblik konkavne krivulje – s pove�üanjem memorije 

vrijeme pada, potom dostiže minimum, da bi opet po�þelo rasti kad vrijednost memorijskog 

kapaciteta postane ve�üa od optimalne 

�x memorija jest adaptivno svojstvo tj. postoji optimalan iznos memorijskog kapaciteta koji 

ovisi o veli�þini populacije 

�x izme�ÿu optimalnog memorijskog kapaciteta i veli�þine populacije postoji linearna veza 

�x minimalno vrijeme dostizanja asimptotski raste s veli�þinom populacije 

Što se ti�þe polaznih hipoteza, preostaje još jedino dokazati hipotezu H3 da je iznad grani�þne 

veli�þine populacije suradnja mogu�üa ukoliko postoji horizontalni transfer informacija. Tom 

problemu posve�üeno je sljede�üe poglavlje. 
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Drugim rije�þima, svi tra�þeri koji stupe u fizi�þki kontakt uskladit �üe liste i etiketirati istog 

„zlo�þestog“ agenta �þak i ako je s njim samo jedan tra�þer imao loše iskustvo. Ovo se pravilo može 

smatrati mjerom predostrožnosti koja se, iz evolucijske perspektive, lako može opravdati – „Ako je 

moj prijatelj imao loše iskustvo s doti�þnom osobom, možda je bolje biti oprezan". Naime, asimetrija 

izme�ÿu teških posljedica u slu�þaju stvarne nedetektirane opasnosti i eventualnog utroška energije u 

slu�þaju lažne uzbune naj�þeš�üe je tjerala evoluciju u smjeru postavljanja vrlo niskog praga 

uzbunjivanja [79]. Mnoga istraživanja provedena na ovom podru�þju pokazala su da ve�üina 

organizama „puše i na hladno“ jer je, evolucijski gledano, bolje imati osjetljivi alarmni sustav koji 

�þesto griješi (i pritom utrošiti energiju na bijeg) nego biti pojeden.   

Procedura koja omogu�üuje razmjenu informacija nazvana je tracanje i bazira se na 

logi�þkoj operaciji OR.  
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Kako bismo lakše vizualno pratili širenje informacija kroz populaciju u agente GossipTFT  

ugra�ÿeno je svojstvo informed? . Kad je vrijednost varijable informed?  jednaka true , tada 

agent mijenja nijansu boje. Ovo svojstvo nije osobito zna�þajno u istraživa�þkom smislu – kad  ima 

mnogo ALLD agenata u populaciji ne znamo o kojem izrabljiva�þu je pojedini tra�þer informiran, ali 

zgodno je promatrati širenje tra�þeva kad je u populaciji svega nekoliko ALLD agenata.  

Valja napomenuti – po pitanju ostalih performansi tra�þeri su vrlo sli�þni obi�þnim OTFT 

igra�þima; posjeduju iste zna�þajke, kao i OTFT; ograni�þenu memoriju, zaboravljivost i potrošnju 

energije sukladno memorijskim sposobnostima. Me�ÿutim, postoji razlika u cijeni koju pla�üaju. 

Jasno je da igra�þi koji ujedno i pamte i tra�þaju, troše više energije od onih koji samo pamte 

(poznato je da sposobnost govora, primjerice, iziskuje znatno ulaganje energije). Iz tog razloga  

korištene su �G-vrijednosti znatno ve�üe nego u slu�þaju OTFT ( � G 
 P � �� w� � � ® � s� r�?�7��). 

 
��
��

to  tracanje 
  let  PPH [] 
  ask  partner [ set  PPH partner-history] 
  let  new-history [] 
  set  new-history ( map [ [?1 ?2] -> ?1 or  ?2 ] partner-history PPH) 
  if   partner-history !=  new-history [ set  informed? true   set  partner-
history new-history] 
  ] 
end  
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6 Teorijski pristup populaciji agenata u nasumi �þnom hodu  
��
 

S obzirom na �þinjenicu da vrijeme dostizanja  (tj. vrijeme koje je suradnicima potrebno da 

dostignu izrabljva�þe) asimptotski raste s veli�þinom populacije postavlja se pitanje je li mogu�üe 

teorijski izvesti jednadžbe koje bi opisale takav porast4. Prije nego što se krene u razmatranje 

uspješnosti OTFT agenata, možda bi trebalo smanjiti ambicije i postaviti malo jednostavniji 

zadatak: Kako uop�üe izvesti egzaktnu formulu za vrijeme koje je potrebno klasi�þnim TFT 

agenatima da dostignu ALLD?    

Pokazalo se da je taj problem teži od o�þekivanog, ali ne samo to – pokazalo se da matrica 

isplate (3.107) , a posljedi�þno i uvjet (3.109) pogrešno opisuju populaciju u kojoj agenti izvode 

Brownovo gibanje.  

 Kad se razmatra miješana dvokomponentna populacija, uobi�þajeno se smatra da se matrica 

isplate izme�ÿu TFT i ALLD može izraziti u obliku  

���������	�� ��������
���	��

��������
�B�������= �����������>������

�? �����������@����
�C 

 ���	�� ��������


L ���	��
��������


d������
�I
%� 4 � 5 
 E�:�I
%
 F � s�;�2

� 6 
 E�:�I
%
 F � s�;� 2 � I
%�2

h 

 

(6.1)

 

gdje je �I
% prosje�þan broj rundi izme�ÿu TFT i ALLD [59]. Prema relaciji (3.99) o�þekivane isplate 

strategija su: 

���������'�Í�¿�Í 
 L � =
� E 
 F � s
� 0 
 F � s


 E � >
� 0 
 F � E
� 0 
 F � s

�á  (6.2)

 

�' �º�Å�Å�½
 L � ?
�E

� 0 
 F � s

 E � @

� 0 
 F � E 
 F � s
� 0 
 F � s

�á  (6.3)

 

gdje je �E broj TFT agenata, a  � 0 
 F � E broj ALLD agenata. Valja primijetiti da matrica (6.1) zapravo 

opisuje  turnirski sustav „svaki-sa-svakim“, s prosje�þnim brojem umjesto stvarnog broja rundi. 

Takav matemati�þki pristup nalazimo u mnogim publikacijama, primjerice u [77; 78] gdje se 

pretpostavlja da se dobro miješana populacija (well-mixed population) ponaša otprilike kao skup u 

kojem prije ili kasnije svaki agent sretne svakog. Elementi matrice se, zatim, množe s 

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������
4��Ovo se pitanje nametnulo  kroz raspravu s prof.dr.sc.Alenom Lovren�þi�üem na kvalifikacijskom ispitu. Njegovo pitanje je bilo na 
koji na�þin �üemo dokazati da vrijeme dostizanja izrabljiva�þa zaista raste asimptotski u slu�þaju zaboravljivih agenata. U tom momentu 
�þinilo mi se da je prikladnije i jednostavnije izvesti teorijsku formulu nego tražiti krivulju koja se može provu�üi kroz eksperimentalne 
podatke. 
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vjerojatnostima susreta kao što se vidi u jednadžbama (6.2) i (6.3), npr. u prvom �þlanu jednadžbe 

(6.2)  izraz �:� E 
 F � s�;���:� 0 
 F � s�; je zapravo vjerojatnost jedan TFT agent sretne drugog TFT agenta. 

Svaka runda takve (dobro miješane) populacije uklju�þuje približno �0�:�0 
F �s�;���t 
N �0�6���t susreta od 

�þega na svakog agenta otpada �:�0 
F �s�; susreta. Prema tome, ukupan broj susreta po jednom agentu 

bio bi 

� ä 
 L � I
%�:�0 
F �s�;.  (6.4)

Izjedna�þimo li o�þekivane isplate (6.2) i (6.3) dobit �üemo  
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 F � s


 E � >
� 0 
 F � E
� 0 
 F � s


 L � ?
�E

� 0 
 F � s

 E � @

� 0 
 F � E 
 F � s
� 0 
 F � s

�ä  (6.5)

 

Uvrštavanjem elemenata matrice (6.1) u identitet (6.5) dobiva se prosje�þan broj rundi potreban da se 

o�þekivane isplate ALLD i TFT izjedna�þe 

�I
%
L � �
�6�E 
F �5�:� 0 
 F � E�; 
 E � 2� :� 0 
 F � t� E� ;

�:� 4 
 F � 2�;�:� E 
 F � s�;
  (6.6)

 

odnosno uz Axelrodove parametre isplate �:�5 
L �r�á �2 
L �s�á �4 
L �u�á �6 
L �w�;  

�I
%
L
�u�E 
E �0

�t�:� E 
 F � s�;
�ä  (6.7)

 

Neka �ä�4 bude broj susreta koji �üe jedan prosje�þan agent doživjeti do momenta kad se isplate 

izjedna�þe. Uvrštavanjem (6.7) u (6.4) dobiva se 

�ä�4 
L
�u�E 
E �0

�t�:� E 
 F � s�;
�:�0 
F �s�;�ä  (6.8)

 

Radi jednostavnosti uzmimo da je broj TFT agenata jednak broju ALLD agenata. U tom slu�þaju, 

o�þekivani broj susreta potreban za izjedna�þavanje isplata je 

�ä�4 
L
�w�0
�t

�®
� 0 
 F � s
� 0 
 F � t

  (6.9)

 

Me�ÿutim simulacijski eksperimenti provedeni pomo�üu „IPD BROWN SIMEX“ konzistentno 

pokazuju odstupanja od relacije (6.9). Primjerice, u populaciji koja se sastoji od 50 TFT i 50 ALLD 

agenata o�þekivalo bi se da �üe do izjedna�þavanja isplata do�üi nakon što svaki agent doživi 253 

interakcije, me�ÿutim simulacije pokazuju da je taj broj znatno niži – u prosjeku agent doživi oko 

200 interakcija. Prema tome, TFT je uspješnija od o�þekivanog. Tako�ÿer, o�þekivalo bi se da �üe se svi 

agenti me�ÿusobno „upoznati“. Broj mješovitih dijada kad se prvi put susre�üu suradnici i izrabljiva�þi 
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Vjerojatnost sretanja novih izrabljiva�þa u round-robin sustavu, primjerice u šestom susretu je nula, 

ali u brownovskoj populaciji to nije slu�þaj –vjerojatnost da TFT agent sretne nepoznatog 

izrabljiva�þa u šestom susretu je gotovo 20 posto! Naime, u slu�þaju nasumi�þnog hoda uvijek postoji 

šansa da TFT agent sretne istog izrabljiva�þa dva puta zaredom i uvijek postoji mogu�ünost da neke 

izrabljiva�þe nikad ne�üe susresti. Ovo se može �þiniti zanemarivim, ali u velikoj brownovskoj 

populaciji koja broji 200 �þlanova, isplate �üe se izjedna�þiti iako prosje�þni TFT agent nikad ne�üe 

susresti barem pet ALLD agenata. O�þigledno IPD u ovakvoj populaciji ne možemo aproksimirati 

round-robin turnirom.  

 U poglavlju 6.1 ovaj problem je detaljno istražen – izvedene su egzaktne formule za 

o�þekivani broj dijada izme�ÿu svih agenata. Na temelju tih formula u poglavlju 6.2 izvedene su 

jednadžbe za o�þekivanu isplatu, kao i formula za izra�þunavanje o�þekivanog broja susreta koji je 

potreban da bi došlo do izjedna�þenja isplata.  U poglavlju 6.3. izvedene relacije komparirane su s 

eksperimentalnim podacima. 

 Iako se ne može zanemariti zna�þaj Axelrodovih turnira, odre�ÿene, kriti�þki nastrojene studije 

pokazale su da format IPD turnira jako utje�þe na uspješnost strategija i u kona�þnici na pobjednika 

[79]. U našem slu�þaju, pobjednik je izvjestan, ali na�þin odvijanja IPD utje�þe na brzinu kojom se 

mijenja razlika izme�ÿu isplata. Kao što je ve�ü navedeno, u ovakvoj realisti�þnoj populaciji gdje se 

agenti slobodno gibaju, TFT je uspješnija nego što relacije (6.1-6.9) predvi�ÿaju, što zna�þi da se 

razlika u isplatama smanjuje brže od o�þekivanog. Kad bi se �þlanovi ovakve populacije razmnožavali 

kontinuiranom replikatorskom dinamikom, tad bi razlika izme�ÿu isplata bila proporcionalna razlici 

izme�ÿu fitnesa sukladno jednadžbi (3.50) što bi se odrazilo i na otpornost TFT u odnosu na ALLD u 

Moranovom procesu. Suparništvo izme�ÿu strategija u Moranovom procesu obi�þno se izražava 

fiksacijskom vjerojatnoš�üu (vidi poglavlje 3.3), a kao što je pokazano u [67] u slu�þaju jake selekcije 

TFT ima ve�üu vjerojatnost preuzimanja populacije ako vrijedi  
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što vodi na ve�ü spomenuti uvjet  
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%
P
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koji nam govori da u velikim populacijama jedan jedini TFT agent može preuzeti cijelu populaciju 

ako je prosje�þan broj rundi  �I
 % 
 P � u.  U poglavlju 6.4 pokazano je da se taj uvjet mora modificirati i 

da je prosje�þan broj rundi ipak nešto manji.  
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Tablica 25 Vjerojatnost sretanja nepoznatog ALLD agenta u �P-tom susretu 

 

O�þekivani broj susreta izme�ÿu TFT i nepoznatih ALLD  tj. o�þekivani broj gubitni�þkih dijada od 

po�þetka nasumi�þnog gibanja  do �ä-tog  susreta: 

�Ü�Í�º 
L �E 
Í �L�:�G�;

��

�Þ�@�5

  
(6.15)

 

S obzirom da se radi o sumi geometrijskog niza, lako dolazimo da formule: 

�Ü�Í�º 
L �E�:�0 
F �E�;�H� s 
 F
l
� 0 
 F � t
� 0 
 F � s


p
��

�I  
(6.16)
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Valja primijetiti da se i (6.22) i (6.23) mogu razbiti na parcijalne isplate odgovaraju�üih dijada. 
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Pojednostavnimo li izraze (6.26-6.31) pomo�üu izraza (6.7) dobivamo jednadžbe za o�þekivanu 
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Izjedna�þavanjem izraza (6.32) i (6.33) dobivamo prosje�þan broj rundi potreban da strategija TFT 

dostigne ALLD 
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7 Zaklju �þak 
 

 Op�üeprihva�üeno mišljenje je da mehanizam direktnog reciprociteta dobro funkcionira u malim 

skupinama gdje se jedinke susre�üu �þesto i gdje prevaranti ne mogu pro�üi nekažnjeno [12], ali nigdje 

do sad nije kvantitativno objašnjeno kako i zašto to�þno mehanizam DR-a prestaje funkcionirati u 

velikim skupinama. Za razliku od prethodnih modela koji su zanemarili ulogu memorije, predloženi 

modeli u ovom istraživanju uzimaju u obzir memorijske sposobnosti jedinki, kao i cijenu takvih 

sposobnosti. Doduše, u proteklih nekoliko godina proveden je odre�ÿen broj studija vezanih uz 

utjecaj memorije na suradnju, ali te studije bile su fokusirane uglavnom na memorijska ograni�þenja 

glede vremenske udaljenosti poteza. U publikacijama se tako mogu prona�üi usporedbe izme�ÿu 

agenata koji mogu pamtiti dvije prethodne interakcije (memory-two) i agenata koji mogu pamtiti 

samo jedan korak unazad (memory-one) i sl. [69; 70; 71]. Pritom je zanemarena �þinjenica da u 

svijetu prirode ne postoje organizmi koji bi mogli pratiti recipro�þne interakcije s neograni�þenim 

brojem suigra�þa. Unato�þ tome, ako izuzmemo modele s reaktivnim strategijama, recipro�þni agenti u 

dosadašnjim istraživanjima bili su programirani tako da pamte prethodne poteze svih suigra�þa 

uba�þenih u simulaciju. Novitet ovog istraživanja su agenti koji ne mogu pamtiti poteze svih 

suigra�þa. Kako bi se simulacijski model približio stvarnosti, TFT agentima ugra�ÿena su tri svojstva: 

(1) memorijski kapacitet, (2) mehanizam zaboravljanja i (3) cijena posjedovanja memorije. Kao što 

je opisano u petoj glavi disertacije, pokazalo se da �þak i za takve jednostavne memory-one 

strategije, kao što je Zaboravljivi TFT koji pamti samo jedan potez po oponentu, memoriranje 

jednog poteza velikog broja agenata predstavlja zna�þajno optere�üenje. Takvi igra�þi nazvani su 

„OTFT agenti“. Simulacijski eksperimenti provedeni u NetLogu pokazali su da s pove�üanjem 

memorije OTFT agenata vrijeme dostizanja relativnog fitnesa izrabljiva�þa do odre�ÿene mjere pada, 

a zatim, nakon postignutog minimuma opet po�þinje rasti.  Drugim rije�þima graf vremena dostizanja 

izrabljiva�þa u populaciji fiksne veli�þine ima oblik konkavne pseudoparabole �þija konkavnost ovisi o 

parametrima zaboravljivosti i cijene. Simulacije uz zadane parametre zaboravljivosti i cijene 

pokazale su da svakoj veli�þini populacije pripada jedna takva krivulja dostizanja i da je položaj 

minimuma krivulje odre�ÿen memorijskim kapacitetom koji se može smatrati optimalnim za zadanu 

veli�þinu populacije.  

 Na samom po�þetku ove disertacije, u poglavlju 1.3. iznesena je hipoteza H1 „Ako se suradnja u 

grupi ostvaruje isklju�þivo putem direktnog reciprociteta, optimalna memorija agenta proporcionalna 

je veli�þini grupe“. Simulacijski eksperimenti opisani u poglavljima 5.2.5.-5.2.7 potvrdili su ovu 

hipotezu. Linearnom regresijom prona�ÿeni su pravci i nedvojbena korelacija izme�ÿu optimalne 
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memorije i veli�þine grupe. Ovi nalazi idu u prilog Dunbarovoj hipotezi o društvenom mozgu (SBH) 

o kojoj je bilo rije�þi u poglavlju 2.3.2. 

�� Nakon što je utvr�ÿeno da je optimalan memorijski kapacitet proporcionalan veli�þini grupe, 

postavljeno je pitanje može li se veli�þina grupe (a samim time i optimalna memorija) pove�üavati u 

beskona�þnost?��Kao što je opisano u poglavlju 5.2.7., svakoj veli�þini populacije pripada optimalna 

memorija, a uz takvu optimalnu memoriju OTFT agentima potrebno je tzv. minimalno vrijeme kako 

bi dosegli relativni fitnes izrabljiva�þa. Drugim rije�þima za svaku veli�þinu populacije postoji 

karakteristi�þno minimalno vrijeme. Simulacijskim eksperimentima koji su opisani u 5.2.7. utvr�ÿeno 

je da minimalno vrijeme dostizanja s veli�þinom populacije raste vrlo naglo, a u velikim 

populacijama raste prakti�þki u beskona�þnost, što je izazvalo spekulacije o postojanju asimptotske 

granice. Postavljeno je pitanje o kakvom se porastu radi – je li zaista u pitanju asimptotski rast ili se 

naprosto radi o brzorastu�üoj funkciji poput kvadratne ili eksponencijalne?  Interpolacijom kroz 

eksperimentalne to�þke utvr�ÿeno je da podatke najbolje opisuje  racionalna funkcija oblika  

�P�:�0�; 
L
�=�4 
 E � =�5� 0 
 E � =�6�0�6

� > 
 F � 0
�ä 

Budu�üi da interpolirana funkcija zaista ima asimptotu u to�þki �>, zaklju�þeno je da OTFT agenti ne 

mogu dosti�üi izrabljiva�þe kad je � 0 
 P � > . Na taj na�þin potvr �ÿena je hipoteza H2 o postojanju 

grani�þne veli�þine populacije. Konkretna vrijednost grani�þne veli�þine nije utvr�ÿena sa sigurnoš�üu, 

ali brojke upu�üuju da je���0�à�Ô�ë
N �s�y�w agenata i �þini se da iznad te granice mehanizam DR ne može 

osigurati etabliranje suradnje. 

Rezultati opisanih simulacija sugeriraju da je agentima potrebno omogu�üiti u�þenje indirektnim 

putem, a ne samo direktnim izlaganjem izrabljiva�þima i u�þenjem na vlastitim greškama. Radi 

omogu�üavanja horizontalnog prijenosa informacija o izrabljiva�þima prisutnim u populaciji uveden 

je mehanizam tra�þanja, odnosno mehanizam pomo�üu kojeg agenti uskla�ÿuju svoje memorijske liste. 

Kao što je opisano u 5.3.3. agenti nazvani GossipTFT, kao i obi�þni igra�þi, s vremenom zaboravljaju  

dobivene informacije, ali �þini se da ti kognitivni nedostaci ne umanjuju njihovu izvedbu. Oni se 

u�þinkovito nose s izrabljiva�þima u skupinama iznad asimptotske granice �þak i kada je cijena 

tra�þanja za �þetrdeset posto ve�üa od cijene pukog pam�üenja. Simulacijski eksperimenti su, prema 

tome, potvrdili i hipotezu H3 postavljenu u poglavlju 1.3. da je suradnja izme�ÿu jedinki u 

populacijama iznad grani�þne veli�þine, mogu�üa ukoliko postoji mehanizam horizontalnog 

širenja informacija .  Dobrobit razmjene informacija o�þito nadilazi cijenu komunikacije, sve dok 

populacija opet ne dosegne kriti�þnu veli�þinu. Sli�þno OTFT agentima i GossipTFT agenti imaju 

pojas unutar kojeg mogu svladati ALLD, no �þinjenica je da se taj pojas prostire preko asimptotske 

granice OTFT agenata. 
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 U fokusu ovog istraživanja bilo je pitanje zašto suradnja zasnovana na direktnom reciprocitetu 

prestaje funkcionirati u velikim grupama, a polazna pretpostavka bila je da DR postupno kolabira 

ako agenti ne mogu popamtiti prethodne interakcije sa svim �þlanovima populacije. Moglo bi se re�üi 

da je ovo pitanje ekvivalentno pitanju zašto direktni reciprocitet ustupa mjesto indirektnom 

reciprocitetu, ili još op�üenitije –zašto se uop�üe pojavljuje razmjena informacija?  Iako evolucija 

jezika izlazi iz okvira ove disertacije, možda je zgodno, barem na trenutak osvrnuti se na to 

zanimljivo znanstveno podru�þje. Neki znanstvenici smatraju da je evoluciju ljudskog jezika 

potaknula upravo evolucija suradnje  [12], odnosno da je pove�üanje grupe klju�þni evolucijski 

pritisak koji je pokrenuo pojavu jezika. Ovaj rad podupire tu tezu – suradnja u velikoj grupi je 

mogu�üa, kao što smo vidjeli, jedino ako postoji komunikacija koja omogu�üuje razotkrivanje 

izrabljiva �þa. Zahvaljuju�üi jeziku ljudi su u stanju prevladati ograni�þenja direktnog reciprociteta, 

razmjenjivati informacije o drugima i zahvaljuju�üi vrijednim saznanjima izolirati prevarante, 

odnosno birati suradni�þki nastrojene partnere [84].  Dok pojedinac promatra svijet oko sebe, 

informacije dobiva direktno iz vlastitog iskustva, ali dok razgovara s drugima, svijet gleda tu�ÿim 

o�þima – jezik mu omogu�üuje da informaciju sazna iz tu�ÿeg iskustva i da proširi vidike kroz prostor i 

vrijeme.  Jezik nam tako�ÿer omogu�üuje gomilanje znanja i uputa. Rije�þima dobivamo iskustva, ne 

samo naših vršnjaka, nego i naših predaka. Njihova iskustva pamtimo i ponavljamo kroz anegdote, 

viceve, juna�þke spjevove, poslovice i sve ono što nazivamo kulturnom baštinom. Bez jezika, svaka 

bi generacija po�þinjala od nule ili gotovo od nule; mogli bi u�þiti samo primjerom (kao ma�þi�üi od 

mame ma�þke) ili uvjetovanim refleksom. Kad se spomene kultura, mnogi ljudi imaju asocijacije na 

kazališne predstave i uštogljeno tzv. kulturno ponašanje (bonton) na domjencima i izložbama, no u 

žargonu prirodoslovaca pojam kultura ozna�þava svaku informaciju koja se, s jedinke na jedinku, 

prenosi  ne-genetskim putem, primjerice oponašanjem, usmenom predajom itd. Dakle, kulturom 

možemo smatrati narodne mudrosti, poslovice, tehnologiju klesanja kamenja, lova�þku taktiku i sve 

što god jedno bi�üe zna i umije, a nije steklo genetski. Kao što je Donald T. Cambell primijetio, a 

Richard Dawkins kasnije razradio, darvinisti�þka se teorija može primijeniti i na proces naslje�ÿivanja 

kulture; neke vještine i informacije se prenose i bivaju unaprije�ÿene, a neke zauvijek nestaju. Ova 

analogija izme�ÿu kulturne i biološke evolucije, Richarda Dawkinsa je toliko snažno nadahnula da je 

skovao termin mem koji predstavlja jedan djeli�ü informacije koji se oponašanjem prenosi s jedinke 

na jedinku. Mem je dakle op�üeniti naziv za bilo kakvu ne-genetsku informaciju kao što je primjerice 

melodija ili vještina paljenja vatre. I memi i geni su replikatori, odnosno informacije koje se u 

odre�ÿenim okolnostima mogu množiti i koje zadovoljavaju tri evolucijska preduvjeta (varijaciju, 

selekciju i naslje�ÿivanje), me�ÿutim, za razliku od gena, memi se mogu prenositi i horizontalno, s 

brata na brata, a ne samo s roditelja na djecu [25]. Širenje tra�þeva izme�ÿu agenata u provedenim 
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simulacijama, tako�ÿer možemo smatrati memeti�þkim prijenosom, stoga se u slu�þaju GossipTFT 

može govoriti ne samo o evoluciji suradni�þkih strategija ve�ü i o koevoluciji gena i kulture. Naime 

dobiveno znanje pove�üava vjerojatnost preživljavanja one jedinke koja može usvojiti to znanje tj. 

sama informacija favorizira strategiju koja ima sposobnost usvajanja te iste informacije. 

Zahvaljuju�üi tome, pove�üava se vjerojatnost širenja informacije, a pozitivnom povratnom spregom 

još više raste raste fitnes strategije i tako u krug. U budu�üim istraživanjima  bilo bi zanimljivo 

uvesti komunikacijski šum kao analogiju mutiranim genima ili možda �þak izrabljiva�þke strategije 

koje šire dezinformacije o suradnicima. U tom slu�þaju mogli bi govoriti ne samo o rivalskim 

strategijama, ve�ü i o rivalskim informacijama, odnosno suparni�þkim memima.  

Filozofski re�þeno, u evolucijskoj paradigmi glavni igra�þ koji vu�þe poteze zapravo je prirodna 

selekcija. Strategije u evolucijskoj teoriji igara jesu analogija racionalnim odlukama klasi�þne teorije 

igara, me�ÿutim iz perspektive biologije strategija je naprosto evolucijsko rješenje koje donosi 

priroda metodom pokušaja i pogrešaka. Svako evolucijsko rješenje odražava se u specifi�þnim 

zna�þajkama i sposobnostima organizma. Ukoliko je rješenje povoljno, organizam �üe se uspješno 

nositi sa zahtjevima životnog okoliša, imat �üe dovoljno resursa za preživljavanje i reprodukciju. 

Takvo rješenje u evolucijskoj biologiji i evolucijskoj psihologiji nazivamo adaptacijom, dok u 

teoriji igara preferiramo naziv strategija. Neuspješno evolucijsko rješenje manifestira se kao 

nesposobnost organizma da izbjegava predatore, da prona�ÿe hranu i partnera, te da u kona�þnici 

prenese svoje gene u narednu generaciju. Izumiranje takve strategije možemo smatrati nužnim (neki 

bi rekli mudrim) potezom prirode, odnosno prirodnom selekcijom.   S obzirom  da je prirodna 

selekcija odli�þna supstitucija za racionalnost, moglo bi se ustvrditi da je ponašanje životinja 

inteligentnije i ekonomi�þnije modelirano evolucijom nego ljudsko ponašanje ograni�þenim i 

pristranim ljudskim rasu�ÿivanjem. Budu�üi da neki znanstvenici inteligenciju definiraju kao 

sposobnost jedinke ili vrste da se prilago�ÿava promjenjivom okolišu možemo o�þekivati da �üemo  

modeliraju�üi proces evolucije, do�üi do inteligentnog rješenja [68].  Sukladno tome, na polju 

istraživanja umjetne inteligencije (AI), uz neuronske mreže, razvilo se i evolucijsko ra�þunalstvo 

[57], koje traga za optimalnim matemati�þkim i/ili tehnološkim rješenjima oponašaju�üi evoluciju. 

Prema L.J.Fogelu imitiranje bihevioralnih osobina osnovna je karakteristika evolucijskog 

programiranja [86], a OTFT i GossipTFT kao imitacije zaboravljivih organizama mogu 

predstavljati pokušaj iznalaženja inteligentnog, a opet realnog rješenja života u grupi i možda �üe 

prona�üi neku svoju primjenu u svijetu umjetne inteligencije. Vjerujem da ovaj rad daje svoj 

doprinos ne samo evolucijskom ra�þunalstvu i evolucijskoj teoriji igara, ve�ü i informacijskim 

znanostima op�üenito, kroz odre�ÿene programske inovacije u višeagentnom simuliranju Iterirane 

zatvorenikove dileme.   
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 Superiornost višeagentnih simulacija osobitom se pokazala prilikom mjerenja brzine kojom TFT 

agenti dostižu ALLD. Naime, relativno mala odstupanja eksperimenta od klasi�þnih relacija ETI 

mogu�üe je zamijetiti tek uzastopnim simuliranjem IPD kod velikog broja agenata. Klasi�þne 

jednadžbe koje se mogu na�üi primjerice u Nowakovom udžbeniku [59] upu�üuju na to da svaki TFT 

agent mora doživjeti oko �w�0���t susreta kako bi se isplata strategije TFT izjedna�þila s isplatom 

strategije ALLD.  Me�ÿutim, prilikom izvo�ÿenja simulacija u kojima se agenti nasumi�þno kre�üu u 

2D ravnini primije�üeno je da TFT agenti dostižu ALLD agente brže od o�þekivanog. Rezultati su 

u takvoj (brownovskoj) populaciji konzistentno bivali dvadesetak posto ispod o�þekivanog. Kako 

objasniti ovu devijaciju?  

 Kako bi se razjasnila devijacija, u šestoj Glavi disertacije napravljena je pomna eksperimentalna 

i teorijska analiza, mimo okvira postavljenih hipoteza. Kao što je elaborirano u poglavljima 6.1.-

6.4, populacija u kojoj agenti izvode Brownovo gibanje nalikuje dobro miješanoj populaciji, a iz 

takve intuitivne i naivne pretpostavke slijedi zaklju�þak da TFT agenti upoznaju sve izrabljiva�þe u 

ranoj fazi igre. Me�ÿutim, precizna mjerenja pokazala su da TFT agenti u takvom kaoti�þnom 

sustavu, zbog nasumi�þnosti kretanja neke izrabljiva�þe nikad ni ne sretnu. Posljedi�þno, TFT može 

dosti�üi ALLD brže i lakše nego što se mislilo.  

 Radi boljeg razumijevanja ovog fenomena uvedena je distinkcija izme�ÿu novih (nepoznatih) 

ALLD agenata i starih (ve�ü vi�ÿenih) ALLD agenata. Prona�ÿene su matemati�þke relacije koje nisu 

bile izvedene do sada, �þime je tako�ÿer ostvaren dodatni doprinos. Primjerice, izvedena je formula za 

o�þekivani broj susreta do izjedna�þavanja isplata izme�ÿu TFT i ALLD  (6.37). Na temelju toga 

modificirana je i matrica isplate (6.41). Kad se na takvu, brownovsku populaciju primijeni 

matemati�þki formalizam Moranovog procesa (istovremene reprodukcije i eliminacije agenata), 

otkriva se da je minimalan broj rundi potreban da jedan jedini TFT agent preuzme populaciju manji 

od 3 što je tako�ÿer jedan mali korak naprijed u razumijevanju evolucije suradnje. Nadamo se da 

�üemo u nekim budu�üim istraživanjima nadograditi model i da �üemo ovaj nalaz potkrijepiti 

mjerenjem vjerojatnosti preuzimanja u sustavima agenata koji se zaista reproduciraju.   

Naposljetku, možda se potrebno i sasvim op�üenito osvrnuti na problematiku i budu�ünost 

evolucije u kontekstu informacijskih znanosti.  Za razliku od fizike s kojom je matematika 

neraskidivo povezana od samih po�þetaka (još od Galileovog opisa ubrzanog gibanja), biologija je 

bila posve lišena matematike sve do 1925. kad je Alfred Lotka  objavio knjigu Elements of Physical 

Biology. U Lotkinoj knjizi pojavljuju se matemati�þke relacije, danas poznatije kao Lotka-Volterrine 

jednadžbe pomo�üu kojih je mogu�üe predvidjeti kako �üe se u vremenu mijenjati omjer lisica i ze�þeva 

na izoliranom otoku. Jednadžbe koje opisuju odnos izme�ÿu plijena i grabežljivaca, ujedno otvaraju i 

novo poglavlje u odnosu biologije i matematike, a znakovito je da taj po�þetni flert izme�ÿu dvije 
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velike znanstvene discipline zapo�þinje upravo problemom evolucijske dinamike. Naime, 

matemati�þka biologija svoj �üe najve�üi procvat doživjeti upravo na podru�þju genetike i evolucijske 

teorije igara. Me�ÿutim, da bi taj procvat bio mogu�ü, trebalo je pri�þekati razvoj ra�þunala. Naravno, 

izme�ÿu Lotkine knjige i Axelrodovog ra�þunalnog turnira, ugnijezdilo se pola stolje�üa razvoja 

matematike, ali razina kompleksnosti bioloških sustava uglavnom ne dozvoljava klasi�þni analiti�þki 

pristup jer je broj faktora i odgovaraju�üih jednadžbi prevelik da bi takvi sustavi bili riješivi u 

realnom vremenu bez uporabe ra�þunala. Današnja biologija i ekologija toliko su isprepletene 

ra�þunalnim znanostima da i sami nazivi nekih podru�þja biologije u sebi sadržavaju rije�þ 

informatika. Primjerice, sekvencioniranje genoma nezamislivo je bez bioinformatike unutar koje se 

razvijaju softverske metode za prepoznavanje, izdvajanje i spajanje nizova nuleotidnih baza. 

Nužnost ra�þunala u biologiji reflektira se i u nazivima poput ekoinformatike i ra�þunalnih 

neuroznanosti.  S druge strane nužnost primjene bioloških na�þela u ra�þunalnim znanostima 

odražava se u nazivima podru�þja kao što su evolucijsko ra�þunalstvo i genetski algoritam. O�þigledno 

je da biologija i informacijske znanosti dijele istu sudbinu koju �üemo jednog dana promatrati iz 

aspekta razvoja kiberneti�þkih organizama i umjetne inteligencije. Umjetna inteligencija možda �üe 

nam pokazati i na�þin na koji treba ostvarivati suradnju ili barem koje uvjete treba zadovoljiti kako 

bi se izbjegla tragedija (Tragedy of the commons) o kojoj je bilo rije�þ u poglavlju 2.3.1. Ponekad se 

�þini da izme�ÿu sofisticirane tehnologije i društvenih zbivanja postoji veliki raskorak – kad su u 

pitanju me�ÿuljudski i me�ÿudržavni odnosi �þini se kao da se nismo pomakli stolje�üima. U nikad 

gorem povijesnom trenutku, barem što se ti�þe globalne klime, znanstvenici bi trebali uprijeti svim 

silama kako bi se pronašla rješenja i kako bi se postigla suradnja izme�ÿu svih subjekata koji utje�þu 

na trenutno stanje. Preskripcija, dakako, nije primjerena jednom znanstvenom radu, ali iza svake 

deskripcije stoji neka potajna �þežnja znanstvenika da prona�ÿeni i objašnjeni fenomeni ipak na�ÿu 

svoju primjenu. U tom smislu nadamo se da �üe simulacijsko modeliranje IPD i primjena ra�þunala na 

evoluciju suradnje op�üenito, možda rasvijetliti dio puta kojim kora�þamo dok tražimo modus 

zajedni�þkog suživota.  
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PRILOG��A��
Axelrodova vjerojatnost susreta i o �þekivani broj susreta 
 

Kad se uvede vjerojatnost susreta prosje�þna isplata TFT izme�ÿu ALLC i TFT nije  

          �' �:�#�.�.�%�á �6�(�6�; 
 L � J� 4                                                     (A.1) 

, nego je dana kao suma geometrijskog niza:                      

 �' �:�#�.�.�%�á �6�(�6�; 
 L � 4 
 E � ñ� 4 
 E � ñ�6� 4 
 E � ® 
 L � 4
�5�?� �Ù

�5�?� 
  (A.1) 

TFT je evolucijski stabilna strategija samo ako postoji dovoljno velika vjerojatnost ponovne 

interakcije kako bi se osiguralo da isplata �'���:�6�(�6�á �6�(�6�;��sigurno bude ve�üa od isplate 

�' �:�#�.�.�&�á �6�(�6�;  i zarade tzv.alterniraju�üe strategije  �' �:�#�.�6�á �6�(�6�;��[30]�ä     Dakle: 

 �'���:�6�(�6�á �6�(�6�; 
 P � '�:�#�.�.�&�á �6�(�6�; (A.2) 

 �'���:�6�(�6�á �6�(�6�; 
 P � '�:�#�.�6�á �6�(�6�; (A.3) 

    O�þekivane isplate su:  

 �' �:�6�(�6�á �6�(�6�; 
 L � 4 
 E � ñ� 4 
 E � ñ�6� 4 
 E � ® (A.4) 

    �' �:�#�.�.�&�á �6�(�6�; 
 L � 6 
 E � 2� ñ 
 E � 2� ñ�6 
 E � ® (A.5) 

 �' �:�#�.�6�á �6�(�6�; 
 L � 6 
 E � 5� ñ 
 E � 6� ñ�6 
 E � 5� ñ�7 
 E � 6� ñ�8 
 E � ® 
 L�:� 6 
 E � 5� ñ�;�:� s 
 E � ñ�6 
 E � ñ�8 
 E � ®�; (2.6) 

Uz beskona�þni broj iteracija, sume ovih geometrijskih nizova (A.5),(A.6) i (A.7) su: 

 
�' �:�6�(�6�á �6�(�6�; 
L

�4
� s 
 F � ñ

 (A.7) 

 
�' �:�#�.�.�&�á �6�(�6�; 
 L � 6 
 E

�2�ñ
� s 
 F � ñ

 (A.8) 

 
�' �:�#�.�6�á �6�(�6�; 
L

� 6 
 E � 5� ñ
� s 
 F � ñ�6 (2.9) 

Iz uvjeta (A.2) i (A.3) slijede dvije važne nejednakosti:  

 �6�ñ 
F �2�ñ 
P �6 
F �4 (A.10)
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 �4�ñ 
F �5�ñ 
P �6 
F �4 (A.11)

Iz tih nejednakosti slijedi da tražena vjerojatnost mora biti ve�üa od  
�Í�?�Ë

�Í�?�É
  i od  

�Í�?�Ë

�Ë�?�Ì
��, odnosno : 

 
� ñ 
 P � •� ƒ� š
l

� 6 
 F � 4
� 6 
 F � 2

�á
� 6 
 F � 4
� 4 
 F � 5


p (A.12)

Uz parametre korištene na Axelrodovom turniru (�5 
L �r�á �2 
L �s�á �4 
L �u�á �6 
L �w) slijedi: 

        
� ñ 
 P � •� ƒ� š
l

�t
�v

�á
�t
�u

p (A.13)

Dakle, da bi se osigurala pobjeda TFT, uz Axelrodove parametre isplate, vjerojatnost igranja 

sljede�üe runde mora biti ve�üa od 66%.   
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PRILOG��B��
��
Program��„IPD��BROWN��SIMEX“��
��
;;Program "IPD BROWN SIMEX (s ponavljanjem)"  
;;Program napisao Jurica Hižak 2017  
globals  [ 
   ;varijable za ponavljanje simulacije:  
   niz-mjerenja ; popis izmjerenih vrijednosti  
   niz-mjerenja-vremena 
   x ; redni broj simulacije  
   prosjek ; prosje �þna vrijednost broja susreta  
   prosjecno-vrijeme ; prosje �þno vrijeme dostizanja  
   ;broj agenata:  
   num-RND 
   num-ALLC 
   num-ALLD 
   num-TFT 
   num-OTFT 
   N ; ukupan broj  
  ;Broj odigranih partija:  
   num-RND-games 
   num-ALLC-games 
   num-ALLD-games 
   num-TFT-games 
   num-OTFT-games 
  ;Ukupna zarada svake strategije:  
   RND-score 
   ALLC-score 
   ALLD-score 
   TFT-score 
   OTFT-score 
   ;O �þekivana isplata  
   RND-exp-payoff 
   ALLC-exp-payoff 
   ALLD-exp-payoff 
   TFT-exp-payoff 
   OTFT-exp-payoff 
   ;varijable važne za OTFT:  
   vjerojatnost-zaborava ; vjerojatnost raspada true-->false  
   polozaj-elementa ;unutar popisa partner-history  
   ;Fitnes  
   RND-fit 
   ALLC-fit 
   ALLD-fit 
   TFT-fit 
   OTFT-fit 
   ;Relativni fitnes  
   RND-relfit 
   ALLC-relfit 
   ALLD-relfit 
   TFT-relfit 
   OTFT-relfit 
   ;polovica svijeta  
   apol 
   ;opservable  
   ALLD-ops 
   TFT-ops 
   OTFT-ops 
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] 
 
;;Svojstva agenata:  
turtles-own  [ 
  score             ;zarada  
  br-susreta        ;broj-susreta  
  strategy          ;strategija  
  partnered?        ;je li agent sparen? (true ili false)  
  partner           ;tko je partner (broj agenta ili nobody)  
  partner-defected? ;da li je partner varao?  
  defect-now?       ;Ho �üu li ja sad varati?  
  partner-history   ;popis poteza iz prethodne runde (MEMORIJA)  
  popis-true        ;filtrirana lista  
  cost              ;cijena posjedovanja memorije  
] 
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Po �þetne postavke;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  setup 
  clear-all  
  pohrani-broj   ;snimanje broja agenata za svaku pojedinu strategiju  
  postavi-agente ;pozivanje procedure koja �üe stvoriti i postaviti agente  
  stvori-listu   ;stvori po �þetnu memorijsku listu  
  set  apol round  ( 0.5  *  ( sqrt  ( N /  density ) -  1)) ;izra �þunaj polovicu svijeta  
  resize-world  -1  *  apol apol -1  *  apol apol ;podesi veli �þinu svijeta  
  set  x 0 
  set  niz-mjerenja [] 
  set  niz-mjerenja-vremena [] 
  reset-ticks  
end  
 
;;Broj agenata pojedine strategije.  
;(vrijednosti kliza �þa mogu se mijenjati pa je potrebno pohraniti njihovu vrijed-
nost)  
to  pohrani-broj 
  set  num-RND broj-RND-agenata 
  set  num-ALLC broj-ALLC 
  set  num-ALLD broj-ALLD 
  set  num-TFT broj-TFT 
  set  num-OTFT broj-OTFT 
  set  N (broj-RND-agenata + broj-ALLC + broj-ALLD + broj-TFT + broj-OTFT) 
end  
 
;;Kreiranje odgovaraju �üeg broja agenata za svaku strategiju  
to  postavi-agente 
  create-turtles  num-RND [ set  strategy "RND"  set  color  gray  -  1 ] 
  create-turtles  num-ALLC [ set  strategy "ALLC"  set  color  yellow  ] 
  create-turtles  num-ALLD [ set  strategy "ALLD"  set  color  red  ] 
  create-turtles  num-TFT [ set  strategy "TFT"  set  color  blue  ] 
  create-turtles  num-OTFT [ set  strategy "OTFT"  set  color  violet  ] 
  ; po �þetne vrijednosti:  
  ask  turtles  [ 
    set  score 0 
    set  br-susreta 0 
    set  defect-now? false  
    set  partner nobody  
    set  partner-defected? false  
    set  partnered? false  
    setxy  random-xcor  random-ycor  ;nasumi �þno rasporedi agente  
    set  cost 0 
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  ] 
end  
 
 
 
;; UGRA �� IVANJE MEMORIJE :)  
to  stvori-listu 
  let  default-history [] ;;initialize the DEFAULT-HISTORY variable to be a list  
  ;;create a list with NUM-TURTLE elements for storing partner histories  
  repeat  count  turtles  [ set  default-history ( fput  false  default-history) ] 
  ;;svakom agentu daj kopiju defaultne liste  
  ask  turtles  [ set  partner-history default-history ] 
end  
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Pokretanje programa;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
to  go 
  if  ticks  >= uk-broj-otkucaja [ stop ] ;uvjet prekidanja simulacije  
  if  Opservabla = "Exp.Payoff"  [ set  ALLD-ops ALLD-exp-payoff set  TFT-ops TFT-
exp-payoff set  OTFT-ops OTFT-exp-payoff ] 
  if  Opservabla = "Rel.Fitness"  [ set  ALLD-ops ALLD-relfit set  TFT-ops TFT-
relfit set  OTFT-ops OTFT-relfit ] 
  ;uvjet ponavljanja simulacije  
  if  ticks  > 100  and  ( ALLD-ops <= OTFT-ops or  ALLD-ops <= TFT-ops ) 
  [ 
  pohrani-izmjerene-podatke 
  pohrani-broj   ;snimanje broja agenata za svaku pojedinu strategiju  
  postavi-agente ;pozivanje procedure koja �üe stvoriti i postaviti agente  
  stvori-listu   ;stvori po �þetnu memorijsku listu  
  reset-ticks  
  if  x = br-sim [ stop ] 
  ] 
 
  ;;Ako ima sparenih agenata neka resetiraju varijable,  
  ;neka se okrenu i razdvoje  
    ask  turtles  with  [ partnered? ] 
    [ set  partnered? false  
    set  partner nobody  
    rt  180        ;okreni se  
    fd  1         ;pomakni se za jedan korak  
    set  label  ""  ;obriši brojku koja pokazuje isplatu zadnje partije PD  
    ] 
  ;;Neka agenti krenu u akciju:  
   ask  turtles  [trazi-partnera ]     ; neka agenti traze partnere za PD  
   ;Uvedi lokalnu varijablu partnered-turtles:  
   let  partnered-turtles turtles  with  [ partnered? ] 
   ask  partnered-turtles [ izaberi-potez ]  ;neka spareni agenti igraju PD  
   odredi-cijenu-memorije 
   ask  partnered-turtles [ isplata ]        ;sparenim agentima daj isplatu  
   izracun-zarade ;pokreni proceduru za izra �þun ukupne zarade strategije  
   izracun-ocekivane-isplate 
   izracun-relativnog-fitnesa 
   ask  partnered-turtles [ history-update ] ;neka agenti ažuriraju memoriju  
   zaboravljanje 
 tick  
end  
 
;PODACI 
to  pohrani-izmjerene-podatke 
  let  broj-mjerenja x + 1 
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  ;bilježimo broj susreta  
  let  podatak round ( sum [ br-susreta ] of  turtles  /  N ) 
  let  lista-podataka lput  podatak niz-mjerenja 
  ;bilježimo vrijeme dostizanja  
  let  vrijeme-dostizanja ticks  
  let  lista-podataka2 lput  vrijeme-dostizanja niz-mjerenja-vremena 
  clear-all  
  set  x broj-mjerenja 
  show x 
  set  niz-mjerenja lista-podataka 
  show niz-mjerenja 
  ;vrijeme:  
  set  niz-mjerenja-vremena lista-podataka2 
  show niz-mjerenja-vremena 
  if  x = br-sim [ 
    set  prosjek mean lista-podataka 
    show prosjek 
    show sqrt  ( variance  niz-mjerenja) 
    ;izra �þunaj prosje �þno vrijeme dostizanja:  
    set  prosjecno-vrijeme mean lista-podataka2 
    show prosjecno-vrijeme 
    show sqrt  ( variance  niz-mjerenja-vremena ) 
    stop  
    ;show tau  
 
                 ;set tau tau + 1000  
                 ;set podatak 0  
                 ;set suma-izmjerenih-podataka 0  
                  ;set ukupno 0  
                 ; set niz-mjerenja []  
                  ;set x 0  
                  ;set broj-mjerenja 0  
                  ;reset-ticks  
                  ;if tau > 12000 [stop]  
 
  ] 
end  
 
;;Nasumi �þno hodanje i susretanje  
to  trazi-partnera 
 if  ( not  partnered?) [              ;;provjeri ima li agent partnera  
    rt  ( random-float  90 -  random-float  90) fd  1 ;korak u nasumi �þnom smjeru  
    ;Tko u �ÿe u "susjedstvo" neka bude partner:  
    ifelse  (veliko-susjedstvo?) ;na su �þelju se nalazi prekida �þ koji  
                                ;odre �ÿuje veli �þinu susjedstva  
      [ set  partner one-of  ( turtles-on  neighbors ) with  [ not  partnered?]] 
      [ set  partner one-of  ( turtles-here ) with  [ not  partnered?]] 
    if  partner = self  [ set  partner nobody ] ;isklju �þi samog sebe  
                                         ;iz skupa potencijalnih partnera  
    if  partner !=  nobody  
       [ 
      set  partnered? true              ;je li agent sparen? da  
      set  br-susreta br-susreta + 1 ;evidentiraj broj susreta  
      set  heading  270                  ;nek se agent okrene prema partneru  
      ask  partner [ 
        set  br-susreta br-susreta + 1 
        set  partnered? true  
        set  partner myself  
        set  heading  90 
      ] 
      ] 
  ] 
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 end  
 
 
 
;;Biranje odgovaraju �üeg poteza:  
to  izaberi-potez 
  if  strategy = "RND"  [ act-randomly ] 
  if  strategy = "ALLC"  [ cooperate ] 
  if  strategy = "ALLD"  [ defect ] 
  if  strategy = "TFT"  [ tit-for-tat] 
  if  strategy = "OTFT"  [ tit-for-tat] 
end  
 
;;Dodavanje isplate prijašnjoj zaradi igra �þa:  
to  isplata 
  set  partner-defected? [defect-now?] of  partner ;je li partner izabrao IZDAJU?  
  ;Razmotri sve kombinacije DD,DC,CD,CC i daj isplatu.  
  ;Prilikom isplate, nalijepi na agenta brojku da se vidi isplata  
  ifelse  partner-defected? 
  [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 1) set  label  1] 
                       [ set  score (score + 0) set  label  0] 
  ] 
  [ ifelse  defect-now? [ set  score (score + 5) set  label  5] 
                       [ set  score (score + 3) set  label  3] 
  ] 
  set  score score -  cost 
end  
 
;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Strategije;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;  
to  act-randomly 
  set  num-RND-games num-RND-games + 1 
  ifelse  ( random-float  1.0  < 0.5 ) [ 
    set  defect-now? false  
  ] [ 
    set  defect-now? true  
  ] 
end  
 
to  cooperate 
  set  num-ALLC-games num-ALLC-games + 1 
  set  defect-now? false  
end  
 
to  defect 
  set  num-ALLD-games num-ALLD-games + 1 
  set  defect-now? true  
end  
 
to  tit-for-tat 
  ;;Je li partner igrao defekciju u prethodnom potezu?  
  set  partner-defected? item  ([ who] of  partner) partner-history 
  ifelse  (partner-defected?) [ 
    set  defect-now? true  
  ] [ 
    set  defect-now? false  
  ] 
  if  strategy = "TFT"  [ set  num-TFT-games num-TFT-games + 1] 
  if  strategy = "OTFT"  [ set  num-OTFT-games num-OTFT-games + 1] 
end  
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;;Ažuriranje memorije agenta  
to  history-update 
  if  strategy = "TFT"  [TFT-history-update] 
  if  strategy = "OTFT"  [OTFT-history-update] 
end  
 
to  TFT-history-update 
  set  partner-history 
    ( replace-item  ([ who] of  partner) partner-history partner-defected?) 
end  
 
;;;;;OTFT;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
 to  OTFT-history-update 
  set  popis-true [] 
  set  popis-true filter  [ [el] -> el = true  ]  partner-history 
  if  length  popis-true < mem-kap 
  [ set  partner-history 
    ( replace-item  ([ who] of  partner) partner-history partner-defected?) 
  ] 
 
end  
 
to  zaboravljanje 
 set  vjerojatnost-zaborava (( ln  2 /  tau ) *  100  ) ;izra �þunaj vjerojatnost  
 ask  turtles  with  [strategy = "OTFT" ] 
[ set  polozaj-elementa -1  
 repeat  N [ set  polozaj-elementa (polozaj-elementa + 1) ;za svaki element  
             if  random-float  100.0  < vjerojatnost-zaborava ;uvjet raspada  
                [ set  partner-history 
             ( replace-item  (polozaj-elementa) partner-history false  )] 
          ] 
] 
end  
to  odredi-cijenu-memorije 
  ask  turtles  with  [strategy = "OTFT" ] [ set  cost (k *  mem-kap /  1000 )] 
end  
 
 
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
;;;Izra �þunavanje uspješnosti strategija;;;  
;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;  
 
;Selekcija strategije  
to  izracun-zarade 
  set  RND-score   (Zbroj "RND"  num-RND) ; pozivanje procedure "Zbroj"  
  set  ALLC-score  (Zbroj "ALLC"  num-ALLC) 
  set  ALLD-score  (Zbroj "ALLD"  num-ALLD) 
  set  TFT-score   (Zbroj "TFT"  num-TFT) 
  set  OTFT-score   (Zbroj "OTFT"  num-OTFT) 
end  
 
;Sumiranje svih isplata za svaku strategiju posebno:  
to-report  Zbroj [strategy-type num-with-strategy] 
  ifelse  num-with-strategy > 0 [ 
    report  ( sum [ score ] of  ( turtles  with  [ strategy = strategy-type ])) 
  ] [ 
    report  0 
  ] 
end  
 
to  izracun-ocekivane-isplate 
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ifelse  num-RND > 1 
  [ set  RND-exp-payoff RND-score /  (num-RND *  (N -  1))] 
  [ set  RND-exp-payoff 0] 
 
ifelse  num-ALLC > 1 
  [ set  ALLC-exp-payoff ALLC-score /  (num-ALLC *  (N -  1))] 
  [ set  ALLC-exp-payoff 0] 
 
ifelse  num-ALLD > 1 
  [ set  ALLD-exp-payoff ALLD-score /  (num-ALLD *  (N -  1))] 
  [ set  ALLD-exp-payoff 0] 
 
ifelse  num-TFT > 1 
  [ set  TFT-exp-payoff TFT-score /  (num-TFT *  (N -  1))] 
  [ set  TFT-exp-payoff 0] 
 
ifelse  num-OTFT > 1 
  [ set  OTFT-exp-payoff OTFT-score /  (num-OTFT *  (N -  1))] 
  [ set  OTFT-exp-payoff 0] 
end  
to  izracun-relativnog-fitnesa 
   ifelse  num-ALLD-games !=  0 
     [ set  ALLD-fit precision  (ALLD-score /  num-ALLD-games ) 4] [ set  ALLD-fit 0] 
   ifelse  num-TFT-games !=  0 
     [ set  TFT-fit precision  (TFT-score /  num-TFT-games ) 4] [ set  TFT-fit 0] 
   ifelse  num-RND-games !=  0 
     [ set  RND-fit precision  (RND-score /  num-RND-games ) 4] [ set  RND-fit 0] 
   ifelse  num-ALLC-games !=  0 
     [ set  ALLC-fit precision  (ALLC-score /  num-ALLC-games ) 4] [ set  ALLC-fit 0] 
   ifelse  num-OTFT-games !=  0 
     [ set  OTFT-fit precision  (OTFT-score /  num-OTFT-games ) 4] [ set  OTFT-fit 0] 
 
 let  relnum-ALLD  (num-ALLD  /  N) 
 let  relnum-TFT (num-TFT  /  N) 
 let  relnum-RND (num-RND /  N ) 
 let  relnum-ALLC (num-ALLC  /  N) 
 let  relnum-OTFT (num-OTFT  /  N) 
 
  let  tot-fit (  (relnum-ALLD *  ALLD-fit) + (relnum-TFT *  TFT-fit ) + (relnum-
ALLC *  ALLC-fit ) + (relnum-RND *  RND-fit) + (relnum-OTFT *  OTFT-fit )) 
 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  ALLD-relfit (relnum-ALLD *  ALLD-fit /  tot-fit)] [ set  
ALLD-relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  TFT-relfit (relnum-TFT *  TFT-fit /  tot-fit)] [ set  TFT-
relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  RND-relfit (relnum-RND *  RND-fit /  tot-fit)] [ set  RND-
relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  ALLC-relfit (relnum-ALLC *  ALLC-fit /  tot-fit)] [ set  
ALLC-relfit 0] 
ifelse  tot-fit !=  0 [ set  OTFT-relfit (relnum-OTFT *  OTFT-fit /  tot-fit)] [ set  
OTFT-relfit 0] 
end  
;;;;;;;;;;;;;;;;;KRAJ PROGRAMA "IPD BROWN SIMEX" ;  
��
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PRILOG��C��
Utjecaj��vremena��poluraspada��memorije����OTFT��na��vrijeme��dostizanja��izrabljiva��a��
 

�0 
L �s�t�r�á �G 
L �w �® �s�r�?�7�á �é 
L �r�ä�r�w�á �0�A�E�C�D�ã �.��

�ì 
L �y�r�r�� �I �� 37�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 56�� 58�� 60�� 62�� 64��

��

�P�� 4958�� 3671�� 2728�� 2642�� 2634�� 2894�� 3225�� 3401�� 3569�� 4014�� 4412�� 5277�� 5896�� 7571�� 9331��

�ê�� 512�� 423�� 356�� 228�� 171�� 340�� 221�� 298�� 390�� 606�� 621�� 340�� 784�� 375�� 787��

�ì 
L �z�r�r�� �I �� 37�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 56�� 58�� 60�� 62�� 64��

��

�P�� 5134�� 3669�� 2605�� 2370�� 2260�� 2300�� 2469�� 2529�� 2798�� 2956�� 3210�� 3436�� 3749�� 4121�� 4759��

�ê�� 707�� 467�� 318�� 153�� 91�� 137�� 167�� 71�� 80�� 151�� 167�� 173�� 115�� 375�� 232��

�ì 
L �{�r�r�� �I �� 37�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 56�� 58�� 60�� 62�� 64��

��

�P�� 4511�� 3290�� 2411�� 1932�� 2043�� 2080�� 2169�� 2147�� 2360�� 2390�� 2733�� 2847�� 2983�� 3143�� 3385��

�ê�� 560�� 257�� 248�� 65�� 102�� 134�� 124�� 120�� 110�� 91�� 107�� 131�� 190�� 173�� 231��

�ì 
L �s�r�r�r�� �I �� 37�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 56�� 58�� 60�� 62�� 64��

��
��
��

�P�� 6887�� 4210�� 2413�� 2066�� 1847�� 1855�� 1857�� 2004�� 2111�� 2212�� 2301�� 2370�� 2514�� 2632�� 2915��

�ê�� 1847�� 793�� 283�� 62�� 160�� 69�� 68�� 48�� 84�� 166�� 129�� 136�� 136�� 158�� 209��

 

�0 
L �s�r�r�á �G 
L �w �® �s�r�?�7�á �é 
L �r�ä�r�w�á �0�A�E�C�D�ã �.��

�ì 
L �x�r�r�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

��
��
��
��

�ä�� 630�� 543�� 590�� 600�� 628�� 663�� 714�� 847�� 821��

�ê�� 11�� 28�� 41�� 15�� 37�� 27�� 61�� 144�� 18��

�P�� 2186�� 1874�� 2040�� 2086�� 2178�� 2300�� 2510�� 2963�� 2851��

�ê�� 55�� 89�� 151�� 72�� 95�� 90�� 206�� 525�� 83��

�ì 
L �z�r�r�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

��
��
��
��

�ä�� 530�� 463�� 446�� 424�� 437�� 488�� 501�� 512�� 538��

�ê�� 33�� 35�� 27�� 20�� 15�� 33�� 57�� 19�� 25��

�P�� 1844�� 1596�� 1549�� 1472�� 1501�� 1685�� 1731�� 1782�� 1866��

�ê�� 125�� 122�� 101�� 72�� 70�� 137�� 221�� 73�� 73��

�ì 
L �s�r�r�r�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

��
��
��
��

�ä�� 506�� 411�� 348�� 385�� 386�� 389�� 405�� 441�� 456��

�ê�� 54�� 41�� 14�� 35�� 7�� 47�� 8�� 9�� 23��

�P�� 1753�� 1442�� 1209�� 1338�� 1351�� 1344�� 1407�� 1546�� 1604��

�ê�� 196�� 138�� 34�� 129�� 33�� 170�� 16�� 43�� 93��

�ì 
L �s�t�r�r�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

��
��
��
��

�ä�� 483�� 388�� 345�� 348�� 350�� 380�� 367�� 369�� 394��

�ê�� 71�� 18�� 29�� 24�� 22�� 3�� 19�� 3�� 9��

�P�� 1673�� 1351�� 1202�� 1212�� 1216�� 1323�� 1280�� 1296�� 1370��

�ê�� 261�� 60�� 114�� 81�� 66�� 15�� 73�� 16�� 41��

�ì 
L �s�v�r�r�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

��
��
��
��

�ä�� 428�� 365�� 351�� 307�� 330�� 348�� 357�� 364�� 375��

�ê�� 25�� 56�� 16�� 18�� 12�� 3�� 17�� 31�� 27��

�P�� 1499�� 1276�� 1219�� 1067�� 1146�� 1211�� 1242�� 1267�� 1292��

�ê�� 98�� 184�� 41�� 75�� 35�� 14�� 59�� 115�� 100��

��
��
��
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Utjecaj��cijene����na��vrijeme��dostizanja��izrabljiva��a��
 

�0 
L �s�r�r�á �ì 
L �z�r�r�á �é 
L �r�ä�r�w�á �0�A�E�C�D�ã �.��

� G 
 L � v � ® � s� r�?�7�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

����
����
����
����

�ä�� 419�� 365�� 361�� 372�� 385�� 395�� 408�� 415�� 464��
�ê�� 33�� 16�� 21�� 15�� 14�� 13�� 38�� 19�� 4��
�P�� 1461�� 1269�� 1248�� 1299�� 1339�� 1372�� 1412�� 1436�� 1602��
�ê�� 127�� 57�� 68�� 70�� 57�� 45�� 141�� 57�� 17��

� G 
 L � w � ® � s� r�?�7�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50��

����
����
����
����

�ä�� 530�� 463�� 446�� 424�� 437�� 488�� 501�� 512�� 538��
�ê�� 33�� 35�� 27�� 20�� 15�� 33�� 57�� 19�� 25��
�P�� 1844�� 1596�� 1549�� 1472�� 1501�� 1685�� 1731�� 1782�� 1866��
�ê�� 125�� 122�� 101�� 72�� 70�� 137�� 221�� 73�� 73��

� G 
 L � x � ® � s� r�?�7�� �I �� 34�� 36�� 38�� 40�� 41�� 42�� 44�� 46�� 50��

����
����
����
����

�ä�� 582�� 545�� 512�� 476�� 509�� 548�� 564�� 616�� 671��
�ê�� 70�� 18�� 36�� 15�� 13�� 33�� 8�� 13�� 43��
�P�� 2018�� 1891�� 1791�� 1643�� 1770�� 1890�� 1977�� 2138�� 2335��
�ê�� 251�� 66�� 124�� 62�� 51�� 138�� 41�� 37�� 153��

 

Vrijeme��dostizanja��izrabljiva��a��� G 
 L � v � ® � s� r�?�7�á �ì 
L �z�r�r��
 

N=40�� �I �� 13�� 14�� 16�� 18�� 20�� 22�� 24�� 26�� 28�� 30�� 32�� 34�� 40�� 50��

�ä�� 366�� 158�� 120�� 102�� 111�� 111�� 113�� 111�� 117�� 117�� 130�� 125�� 133�� 139��

�ê�� 190�� 15�� 16�� 7�� 5�� 5�� 8�� 12�� 14�� 13�� 8�� 10�� 7�� 29��

�P�� 1332�� 582�� 439�� 368�� 406�� 394�� 394�� 403�� 415�� 420�� 475�� 450�� 481�� 498��

�ê�� 690�� 66�� 61�� 27�� 23�� 18�� 36�� 50�� 50�� 48�� 29�� 52�� 29�� 92��

N=60�� �I �� 19�� 20�� 22�� 24�� 26�� 28�� 30�� 32�� 34�� 36�� 38�� 44�� 50�� 60��

�ä�� 458�� 285�� 189�� 183�� 169�� 175�� 181�� 185�� 198�� 195�� 200�� 209�� 204�� 233��

�ê�� 188�� 70�� 34�� 14�� 14�� 6�� 9�� 3�� 6�� 24�� 7�� 17�� 4�� 13��

�P�� 1622�� 998�� 671�� 637�� 593�� 614�� 635�� 650�� 702�� 686�� 685�� 735�� 700�� 816��

�ê�� 686�� 250�� 116�� 48�� 48�� 33�� 40�� 14�� 23�� 80�� 32�� 77�� 24�� 45��

N=80�� �I �� 25�� 26�� 28�� 30�� 32�� 34�� 36�� 38�� 40�� 46�� 52�� 58�� 64�� 70��

�ä�� 648�� 432�� 307�� 261�� 259�� 270�� 274�� 285�� 283�� 312�� 328�� 365�� 396�� 437��

�ê�� 317�� 40�� 8�� 12�� 11�� 18�� 19�� 13�� 4�� 16�� 7�� 21�� 21�� 23��

�P�� 2338�� 1561�� 1097�� 951�� 941�� 980�� 989�� 1025�� 1004�� 1127�� 1193�� 1311�� 1433�� 1571��

�ê�� 1148�� 167�� 24�� 26�� 28�� 60�� 72�� 45�� 19�� 64�� 36�� 63�� 74�� 71��

N=100�� �I �� 31�� 32�� 34�� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 50�� 56�� 62�� 68�� 74�� 80��

�ä�� 753�� 451�� 419�� 365�� 361�� 372�� 385�� 395�� 464�� 498�� 526�� 601�� 640�� 840��

�ê�� 97�� 115�� 33�� 16�� 21�� 15�� 14�� 13�� 4�� 25�� 19�� 38�� 22�� 55��

�P�� 2619�� 1568�� 1461�� 1269�� 1248�� 1299�� 1339�� 1372�� 1602�� 1742�� 1829�� 2091�� 2230�� 2913��

�ê�� 333�� 408�� 127�� 57�� 68�� 70�� 57�� 45�� 17�� 83�� 57�� 120�� 73�� 185��

N=120�� �I �� 36�� 38�� 40�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 60�� 66�� 72�� 78��

�ä�� 949�� 690�� 576�� 524�� 504�� 508�� 550�� 590�� 611�� 626�� 722�� 781�� 1024�� 1190��

�ê�� 137�� 124�� 85�� 9�� 13�� 20�� 15�� 13�� 31�� 35�� 66�� 21�� 42�� 20��

�P�� 3277�� 2371�� 1986�� 1797�� 1714�� 1744�� 1896�� 2021�� 2094�� 2145�� 2482�� 2684�� 3515�� 4088��

�ê�� 460�� 427�� 308�� 32�� 39�� 62�� 42�� 30�� 117�� 135�� 216�� 62�� 174�� 72��

N=140�� �I �� 41�� 42�� 44�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 56�� 60�� 66�� 72�� 78��

�ä�� 2062�� 1356�� 951�� 848�� 809�� 771�� 819�� 873�� 911�� 1001�� 1262�� 1732�� 2558��

�ê�� 260�� 46�� 17�� 50�� 23�� 29�� 24�� 6�� 55�� 52�� 60�� 136�� 313��
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�P�� 7105�� 4669�� 3288�� 2918�� 2778�� 2648�� 2820�� 3005�� 3131�� 3461�� 4340�� 5982�� 8816��

�ê�� 871�� 164�� 44�� 198�� 84�� 93�� 88�� 21�� 207�� 182�� 213�� 471�� 890��

N=160�� �I �� 46�� 48�� 50�� 51�� 52�� 54�� 56�� 58�� 60�� 62�� 64�� 66�� 68��

�ä�� 3948�� 2022�� 1430�� 1397�� 1437�� 1455�� 1542�� 1621�� 1688�� 2079�� 2528�� 2617�� 3171��

�ê�� 412�� 134�� 17�� 51�� 42�� 88�� 127�� 93�� 57�� 184�� 57�� 71�� 240��

�P�� 13764�� 7054�� 5015�� 4852�� 4986�� 5085�� 5360�� 5642�� 5881�� 7251�� 8826�� 9110�� 11051��

�ê�� 1392�� 453�� 73�� 183�� 142�� 316�� 456�� 338�� 203�� 644�� 230�� 245�� 865��

 

Vrijeme��dostizanja��izrabljiva��a��� G 
 L � x � ® � s� r�?�7�á �ì 
L �z�r�r��
 

N=40�� m�� 13�� 14�� 16�� 18�� 20�� 22�� 24�� 26�� 28�� 30�� 32�� 34�� 40��

mi�� 316�� 150�� 125�� 110�� 119�� 129�� 134�� 129�� 134�� 140�� 137�� 156�� 150��

sd�� 53�� 35�� 7�� 6�� 7�� 10�� 11�� 5�� 7�� 8�� 15�� 12�� 18��

t�� 1129�� 549�� 450�� 395�� 424�� 480�� 494�� 471�� 483�� 517�� 484�� 565�� 545��

sd�� 216�� 130�� 21�� 14�� 33�� 40�� 51�� 14�� 54�� 29�� 61�� 38�� 62��

N=60�� m�� 20�� 21�� 22�� 24�� 26�� 28�� 30�� 32�� 34�� 36�� 38�� 44�� 50��

mi�� 434�� 265�� 225�� 204�� 198�� 196�� 202�� 216�� 215�� 234�� 247�� 257�� 326��

sd�� 40�� 36�� 27�� 4�� 9�� 12�� 14�� 14�� 5�� 12�� 13�� 3�� 13��

t�� 1500�� 925�� 788�� 716�� 695�� 687�� 711�� 764�� 753�� 823�� 873�� 900�� 1137��

sd�� 153�� 131�� 92�� 26�� 40�� 44�� 58�� 45�� 30�� 34�� 57�� 6�� 50��

N=80�� m�� 26�� 27�� 28�� 30�� 32�� 34�� 36�� 38�� 40�� 46�� 52�� 58�� 64��

mi�� 723�� 511�� 366�� 334�� 313�� 310�� 336�� 355�� 379�� 429�� 495�� 583�� 769��

sd�� 78�� 30�� 25�� 18�� 22�� 8�� 19�� 7�� 22�� 25�� 19�� 22�� 61��

t�� 2631�� 1842�� 1318�� 1200�� 1138�� 1115�� 1232�� 1292�� 1384�� 1557�� 1809�� 2124�� 2801��

sd�� 303�� 118�� 97�� 86�� 91�� 35�� 62�� 38�� 88�� 86�� 74�� 98�� 217��

N=100�� m�� 32�� 33�� 34�� 36�� 38�� 40�� 41�� 42�� 44�� 46�� 50�� 56�� 62��

mi�� 1042�� 848�� 582�� 545�� 512�� 476�� 509�� 548�� 564�� 616�� 671�� 851�� 1182��

sd�� 171�� 13�� 70�� 18�� 36�� 15�� 13�� 33�� 8�� 13�� 43�� 29�� 74��

t�� 3639�� 2948�� 2018�� 1891�� 1791�� 1643�� 1770�� 1890�� 1977�� 2138�� 2335�� 2971�� 4099��

sd�� 601�� 43�� 251�� 66�� 124�� 62�� 51�� 138�� 41�� 37�� 153�� 117�� 233��

N=120�� m�� 38�� 40�� 42�� 43�� 44�� 45�� 46�� 48�� 50�� 52�� 54�� 56�� 60��

mi�� 1625�� 1160�� 992�� 937�� 842�� 930�� 939�� 991�� 1016�� 1150�� 1322�� 1490�� 2343��

sd�� 89�� 84�� 61�� 54�� 49�� 12�� 76�� 53�� 28�� 41�� 80�� 144�� 188��

t�� 5560�� 3989�� 3401�� 3221�� 2888�� 3200�� 3226�� 3404�� 3487�� 3940�� 4525�� 5130�� 8040��

sd�� 296�� 265�� 223�� 179�� 178�� 43�� 288�� 202�� 84�� 152�� 268�� 497�� 679��

N=140�� m�� 44�� 45�� 46�� 47�� 48�� 49�� 50�� 51�� 52�� 53�� 54�� 56��

mi�� 5478�� 2936�� 2809�� 2286�� 2256�� 2152�� 2359�� 2416�� 3057�� 3132�� 3417�� 4599��

sd�� 899�� 551�� 291�� 132�� 234�� 160�� 281�� 187�� 204�� 270�� 320�� 411��

t�� 18855�� 10126�� 9670�� 7876�� 7756�� 7430�� 8109�� 8289�� 10538�� 10769�� 11754�� 15889��

sd�� 3481�� 1891�� 1014�� 445�� 807�� 555�� 953�� 638�� 714�� 932�� 1050�� 1198��

N=150�� m�� 48�� 50�� 51�� 52�� 53�� 54��

mi�� �»�� 7996�� 6975�� 6586�� 8190�� �»��

sd�� / �� / �� / �� / �� / �� / ��

t�� �»�� 27669�� 24194�� 22772�� 28271�� �»��

sd�� / �� / �� / �� / �� / �� / ��
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PRILOG��D��
Broj o �þekivanih susreta do izjedna �þavanja isplata TFT i ALLD 

� ä 
 L � w� 0�º �H� s 
 F
l
� 0 
 F � t
� 0 
 F � s


p
��

�I 

Ovaj izraz ne možemo analiti�þki riješiti, pa �üemo se poslužiti specijalnom Lambertovom funkcijom 

koja se definira kao inverz funkcije �T�A�ë. 

�9 �:�V�; 
 L � B�?�5�:�V�;�â �������B�:�T�; 
 L � T� A�ë 

Uz � = 
 L � w� 0�º � á � > 
 L
�Ç�?�6

�Ç�?�5
 dobivamo: 

� ä 
 L � =�:� s 
 F � >�� �; 

Uvedemo li supstituciju � U �  � s 
 F � ä� �� = dobivamo 

�>�?�Ô� U 
 L�:�>�?�Ô�;�ì  

Definiramo � $ �  � >�?�Ô 

�����������������������$�U 
L �$�ì  

�����������������������������������$�U 
L �A�ì�ß�á�» 

 

�������������������������������������������������U�A�?�ì�ß�á�»
 L � $�?�5�����® �:
F�H�J�$�; 

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
F�U �Ž�• �$ �A�?�ì�ß�á�»
 L 
 F� H� J� $� �� $ 

 

                      supst. �T                                                                                supst. �V 

�T�A�ë 
 L � V 

Ovdje možemo iskoristiti Lambertovu funkciju.  

� T 
 L � 9� :� V� ; 


F�U �Ž�• �$ 
L �9
l
F
�H�J�$
�$


p�� �œ �����������U 
L 
F
�s

�H�J�$
�9�:
F�H�J�$���$�; 

� s 
 F
�ä
�=


 L 
 F
�s

�H�J�>�?�Ô� 9 
 d
 F
�Ž�•���:�>�?�Ô�;

�>�?�Ô 
h 

� s 
 F
�ä
�=


L
�s

�=�H�J�>
�9 �:�=�>�Ô�Ž�•�„�; 

 Iz �þega, napokon,  dobivamo o�þekivani broj susreta do izjedna�þenja zarada: 

� ä 
 L � = 
 F
�s

�H�J�>
�9 �:�=�>�Ô�Ž�•�„�; 

gdje su parametri � = 
 L � w� 0� �� t� á � > 
 L
�Ç�?�6

�Ç�?�5
�ä 
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PRILOG��E��
Utjecaj��gusto��e��agenata��na��brzinu��kojom��TFT��dostiže��ALLD����

1:1��
��

N�� 20�� 40�� 60�� 80�� 100�� 120�� 140�� 160�� 180�� 200��
�ä�4�� 50�� 100�� 150�� 200�� 250�� 300�� 350�� 400�� 450�� 500��
�Æ�� 46�� 91�� 135�� 180�� 224�� 269�� 314�� 358�� 403�� 448��

�é 
L �r�ä�r�w��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 48�� 93�� 137�� 181�� 227�� 275�� 316�� 350�� 408�� 442��
SD�� 6�� 7�� 11.5�� 8.5�� 10�� 9�� 9�� 9�� 11�� 7.5��

� é 
 L � r� ä� s��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 47�� 92�� 141�� 180�� 225�� 271�� 320�� 360�� 404�� 451��
SD�� 3.5�� 7�� 4�� 4�� 12�� 7�� 11�� 4�� 8�� 5��

� é 
 L � r� ä� t��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 49�� 92�� 133�� 189�� 226�� 271�� 315�� 359�� 405�� 442��
SD�� 6�� 5.5�� 8�� 7�� 8�� 7.5�� 8�� 8�� 13�� 8��

� é 
 L � r� ä� u��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 49�� 91�� 136�� 182�� 225�� 271�� 311�� 365�� 399�� 453��
SD�� 6�� 12.5�� 9�� 8�� 8�� 7�� 10�� 5�� 9�� 6��

� é 
 L � r� ä� v��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 51�� 90�� 142�� 179�� 225�� 268�� 307�� 350�� 406�� 440��
SD�� 6�� 4�� 5�� 6�� 8�� 7�� 10�� 9�� 9�� 4��

� é 
 L � r� ä� w��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 46�� 93�� 138�� 181�� 223�� 274�� 317�� 352�� 408�� 454��
SD�� 9�� 14�� 4.5�� 4�� 7�� 9�� 8�� 12�� 5�� 15��

��
�� i�� 5�� 10�� 15�� 20�� 25�� 30�� 35�� 40�� 45�� 50��

1:3��
��

N�� 20�� 40�� 60�� 80�� 100�� 120�� 140�� 160�� 180�� 200��
�ä�4�� 83�� 152�� 221�� 291�� 361�� 431�� 501�� 571�� 641�� 711��
�Æ�� 82�� 148�� 216�� 283�� 351�� 418�� 486�� 553�� 621�� 689��

�é 
L �r�ä�r�w��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 83�� 139�� 222�� 291�� 349�� 416�� 479�� 544�� 613�� 677��
SD�� 11�� 16�� 20�� 23�� 17�� 24�� 25�� 17�� 16�� 17��

� é 
 L � r� ä� s��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 87�� 133�� 224�� 289�� 352�� 415�� 478�� 551�� 619�� 694��
SD�� 21�� 11�� 15�� 20�� 14�� 17�� 16�� 24�� 7�� 19��

� é 
 L � r� ä� t��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 89�� 134�� 223�� 287�� 356�� 430�� 485�� 547�� 605�� 695��
SD�� 18�� 12�� 12�� 26�� 22�� 20�� 16�� 14�� 25�� 14��

� é 
 L � r� ä� u��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 81�� 135�� 225�� 279�� 348�� 417�� 486�� 554�� 636�� 687��
SD�� 14�� 13�� 35�� 13�� 22�� 14�� 13�� 25�� 13�� 17��

� é 
 L � r� ä� v��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 79�� 141�� 198�� 289�� 356�� 421�� 489�� 545� � � �612�� 695��
SD�� 11�� 19�� 9�� 13�� 11�� 16�� 19�� 17�� 24�� 20��

� é 
 L � r� ä� w��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 96�� 144�� 214�� 271�� 360�� 418�� 481�� 557�� 629�� 694��
SD�� 25�� 9�� 15�� 10�� 11�� 4�� 17�� 11�� 10�� 16��

����
�� i�� 10�� 20�� 30�� 40�� 50�� 60�� 70�� 80�� 90�� 100��

1:2��
��

N�� 30�� 60�� 90�� 120�� 150�� 180�� 210�� 240�� 270�� 300��
�ä�4�� 97�� 186�� 276�� 366�� 456�� 546�� 636�� 726�� 816�� 906��
�Æ�� 93�� 177�� 262�� 346�� 431�� 516�� 600�� 685�� 770�� 854��

�é 
L �r�ä�r�w��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 87�� 177�� 261�� 344�� 430�� 519�� 606�� 684�� 772�� 847��
SD�� 11�� 15�� 9�� 14�� 10�� 12�� 17�� 12.5�� 11�� 10��

� é 
 L � r� ä� s��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 83�� 180�� 254�� 348�� 438�� 521�� 603�� 685�� 776�� 859��
SD�� 7�� 15�� 21�� 15�� 8�� 16�� 9�� 13�� 11�� 10��

� é 
 L � r� ä� t��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 94�� 184�� 253�� 340�� 430�� 516�� 591�� 676�� 767�� 851��
SD�� 15�� 23�� 14�� 18.5�� 12�� 9�� 9�� 8�� 10�� 10��

� é 
 L � r� ä� u��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 87�� 177�� 264�� 344�� 428�� 510�� 595�� 683�� 756�� 857��
SD�� 16�� 21�� 9�� 10.5�� 6�� 14�� 19�� 13�� 14�� 10��

� é 
 L � r� ä� v��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 92�� 176�� 259�� 338�� 431�� 508�� 605�� 684�� 764�� 859��
SD�� 17�� 15�� 14�� 7�� 9�� 16�� 6�� 8�� 7�� 16��

� é 
 L � r� ä� w��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 92�� 181�� 259�� 348�� 423�� 511�� 599�� 680�� 762�� 854��
SD�� 14�� 12�� 9�� 14�� 11�� 10�� 11�� 14�� 15�� 12��

��

�0 
L �s�r�r��
��

i�� 10�� 20�� 30�� 40�� 50�� 60�� 70�� 80�� 90��
�ä�4�� 715�� 417�� 324�� 279�� 253�� 235�� 222�� 213�� 206��
�Æ�� 714�� 410�� 310�� 259�� 227�� 206�� 190�� 178�� 169��

� é 
 L � r� ä� t��
��

�ä�Ø�ë�ã�� 713�� 405�� 312�� 256�� 226�� 202�� 186�� 179�� 167��
SD�� 39�� 16�� 9�� 7�� 8�� 8�� 6�� 2�� 6��
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ŽIVOTOPIS��
��
Jurica Hižak, mr. sc., ro�ÿen  25. ožujka 1975., osnovnu i srednju školu završio je u Varaždinu. 

Diplomirao je 2002.g. na fizi�þkom odsjeku Prirodoslovno-matemati�þkog fakulteta, Sveu�þilišta u 

Zagrebu, stekavši zvanje „Diplomirani inženjer fizike“. Nakon završenog studija fizike upisuje 

poslijediplomski studij na S.I.S.S.A./I.S.A.S. (Scuola Internazionale Superiore di Studi Avanzati/ 

International School for Advanced Studies) u Trstu gdje radi u grupi za istraživanje taktilne 

percepcije, u sektoru kognitivnih neuroznanosti.  2004. g. stekao je zvanje „Magister Philosophiae 

in Neuroscience“ obranivši magistarski rad “Perception and Learning of Tactile Vibrational 

Features ” pod mentorstvom prof. dr.sc. Mathew Diamonda.  Nadležno tijelo (Agencija za znanost i 

visoko obrazovanje) magisterij priznaje 8.sije�þnja 2009.g.  

Vrativši se u Varaždin, u periodu 2004.-2006.g. radi kao nastavnik fizike na Elektrostrojarskoj 

školi, te kao stru�þni suradnik iz kolegija Fizika i Tehni�þka mehanika na Visokoj elektrotehni�þkoj 

školi s pravom javnosti (kasnije Veleu�þilište u Varaždinu), a 14. svibnja 2007. stje�þe nastavno 

zvanje „Predava�þ“ na Veleu�þilištu u Varaždinu (danas Sveu�þilište Sjever) gdje trenutno radi. 

Nositelj je kolegija Fizika 1 i Fizika 2 na studiju Elektrotehnike. Na odjelu Tehni�þke i gospodarske 

logistike drži auditorne vježbe iz kolegija Osnove inžinjerske fizike 1 i Osnove inžinjerske fizike 2, 

te auditorne vježbe iz kolegija Statistika. Dana 29.03.2018. stje�þe nastavno zvanje „Viši predava�þ“ 

na interdisciplinarnom podru�þju fizike i informatike. 

Podru�þja interesa pristupnika su statisti�þka fizika, evolucijska dinamika, evolucijski (geneti�þki) 

algoritmi, multiagentni sustavi i matemati�þka teorija igara. Godine 2014. upisao je doktorski studij 

na Fakultetu organizacije i informatike, Sveu�þilišta u Zagrebu, u sklopu kojeg se bavi ra�þunalnim 

modeliranjem evolucije suradnje na interdisciplinarnom podru�þju informatike, evolucijske dinamike 

i statisti�þke fizike. 

Publicirao je 6 znanstvenih i stru�þnih radova u znanstvenim �þasopisima ili na me�ÿunarodnim 

konferencijama u kojima je i aktivno sudjelovao.  Autor je dviju zbirki zadataka iz fizike i jednog 

priru�þnika iz statistike. Aktivno je sudjelovao u organizaciji studentskih konferencija iz fizike 

(ICPS) i jedan je od osniva�þa udruge za popularizaciju znanosti Znanost.org.   
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