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Sazetak

U radu je prezentirana metoda viSerazinskog modeliranja termoplasticnih deformacija

heterogenih materijala primjenom racunalne homogenizacije prvoga reda. Koncept analize
koja se vr$i na makro i mikro razini sastoji se od prijenosa naprezanja i varijabli stanja s jedne
razine na drugu. Problem se na mikrorazini tretira kao izoterman, dok je na makrorazini isti
neizoterman. KoriStena je teorija velikih plasticnih deformacija. Razvijen je model
reprezentativnog volumenskog elementa (RVE) na koji su primijenjeni periodi¢ni rubni
uvjeti. RjeSavanjem problema rubnog uvjeta (BVP) dobiven je numericki konstitutivni zakon
koji daje odnos izmedu naprezanja i deformacije u svakoj integracijskoj to¢ki makrorazine.
Numericka procedura razvijena je za probleme ravninskog stanja deformacije i temelji se na
teoriji prvog reda. Procedura je verificirana na viSe primjera i doneseni su odgovarajuci

zakljucci.






Abstract

This paper presents the multiscale modeling of thermoplastic deformation of

heterogeneous materials by using the first-order computational homogenization. The concept
of the analysis at the macro and microscale consists of transfer of stress and the state variables
from one level to another. The problem at the microscale, is treated as isothermal, while at the
macroscale as non-isothermal. The theory of large plastic deformation has been used. A
model of a representative volume element (RVE) has been developed, on which periodic
boundary conditions have been applied. By solving the boundary value problem (BVP),
numerical constitutive law was obtained, that gives the relation between stress and strain in
every integration point at the macroscale. Numerical procedure was developed for the
problems of the plane strain condition and it is based on the theory of the first order. The

procedure was verified at several examples and appropriate conclusions were adopted.
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1. Uvod

Zanimanje znanstvenika za odredivanjem odziva heterogenih materijala dovelo je u

drugoj polovici 19. stolje¢a do prvih znacajnijih radova na podru¢ju mehanike materijala. J.
C. Maxwell eksperimentalno istrazuje razne oblike opterecenja tijela uz znacajno graficko
dokumentiranje, te objavljuje rad (Maxwell, 1867) o gibanju tijela koje se sastoji od
heterogenog materijala. J. W. Strutt (Lord Reyleigh) u svome radu (Strutt, 1892) opisuje
utjecaj cilindriénih oja¢anja na svojstva materijala. Odredivanju mehanic¢kih svojstava
heterogenih materijala pridonijeli su radovi W. Voigta i A. Reussa, (Voigt, 1889; Voigt 1928)
1 (Reuss, 1929) koji su predlozili analiti¢ko odredivanje efektivnog modula elasti¢nosti preko
volumnih udjela komponenata, §to je u mehanici poznato kao ,,pravilo mjeSanja*“. Ova metoda
se takoder i danas koristi u mehanici kompozita, medutim nedostatak je Sto u osnovnom
obliku uzima u obzir samo volumni udio komponenata bez ostalih utjecaja unutar materijala.
Budué¢i da kreéu od postavljanja jednolikog stanja naprezanja ili deformacije unutar
kompozita, koje nije opravdano usvojiti u stvarnim problemima, te metode predstavljaju dva
granic¢na slucaja ponasanja materijala.

Sredinom 20. stolje¢a razvijene su i druge analiticke metoda koje su nudile razna rjeSenja
oko odredivanja materijalnih svojstava heterogenih materijala, prilagodene posebno za
sloZenije oblike ojacanja, kao $to je npr. elipticni oblik. Svakako valja spomenuti Eshelbyjevu
metodu (Eshelby, 1957; Eshelby, 1959) gdje se efektivna svojstva materijala odreduju
pomocu tzv. teorije ekvivalentnih inkluzija tj. postavljanja transformacijskih jednadzbi za
odredivanje deformacije izmedu vlaknastog dijela (koji predstavlja inkluzije' u materijalu),

koje je podvrgnuto promjenama oblika i veliine, i okruZenja koje predstavlja matrica

! Inkluzija je volumni defekt kristalne resetke, u obliku stranog tijela.



N. Munjas — Doktorski rad

elasticnog tijela. Ova metoda funkcionira uglavnom za slucaj kada imamo manji broj
inkluzija u jednoj beskona¢noj matrici, medutim pokazuje nedostatke u slucaju kada se
poveca volumen ojacanja u heterogenom materijalu. Stoga je kasnije i proSirena pomocu
Mori-Tanaka metode koja, iako polazi od Eshelbyjevog pristupa, daje rezultate koji se
priblizno poklapaju sa eksperimentalnim podacima (Mori & Tanaka, 1973; Mura, 1987). Kod
ove metode inkluzija koja se ponaSa kao odvojena jedinka u odnosu na ostale, izloZzena je
stanju usrednjenog naprezanja koje se dobije od ostalih inkluzija metodom superpozicije. Za
razliku od ove metode koja pretpostavlja usrednjeno polje naprezanja i deformacije,
samokonzistentna metoda koju su predlozili i neovisno razvili autori A.V. Hershey, E.
Kroner, B. Budiansky, R.J. O'Connell i R. Hill, uzima u obzir nehomogenost naprezanja i
deformacije u modelu mikrostrukture. Svojstva mikrostrukture heterogenog materijala
odredena su implicitno pomocu jedne elipti¢ne inkluzije, oko koje se nalazi beskonacni medij
koji predstavlja utjecaj ostalih elemenata u mikrostrukturi na tu inkluziju (Budiansky, 1965;
Budiansky & O'Connell, 1976; Hill, 1965). Geometrijska metoda koja primjenjuje varijacijski
princip teorije elasticnosti za odredivanje svojstava kompozitnih materijala je tzv. CSA
metoda ili metoda koncentri¢nih kugli (eng. composite spheres assemblage), prema radovima
autora Z. Hashina, i u suradnji sa S. Shtrikmanom (Hashin, 1962; Hashin & Shtrikman, 1963).
Model se sastoji od niza koncentri¢nih kompozitnih kugli, koje sadrze okruglu ¢esticu unutar
koncentri¢ne ljuske materijala matrice. Koncentricne kugle imaju jednaki volumni udio
Cestice 1 materijala matrice, dok je veli¢ina same kugle proizvoljna. Izveden je varijacijski
proracun te su odredene medu ostalim rubne vrijednosti i izrazi za ukupna svojstva
kompozitnog materijala. Kasnije je istrazivanje proSireno i na vlaknaste kompozite pomocu
CCA metode ili metode koncentri¢nih valjaka, u suradnji sa B. Rosenom (Hashin & Rosen,
1964). Rezultati u oba slucaja uglavnom se dobro slazu sa eksperimentalnim podacima.
Razvojem komercijalnih programa koji se temelje na metodi kona¢nih elemenata (MKE)
nastale su i1 napredne racunalne metode modeliranja, koje omogucuju lakSe razumijevanje
ponasanja materijala 1 odziva inZenjerskih konstrukcija. Jedna od tih metoda je tzv.
viSerazinska (dvorazinska) metoda modeliranja, koja se temelji na ra¢unalnoj homogenizaciji
materijalne strukture te povezivanju proracuna na razli¢itim razinama. Ova metoda, koju
danas primjenjuju znanstvenici diljem svijeta, prakti¢na je jer uzima u obzir i povezuje
sloZzene materijalne i geometrijske karakteristike na mikrorazini, koje mozemo pratiti pomocu
tzv. reprezentativnog volumenskog elementa (RVE), koji zauzima vaznu ulogu modeliranju.
Termin RVE se po prvi put spominje u radu autora R. Hilla (Hill, 1963) prilikom odredivanja

elasti¢nih svojstava materijala.
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Radovi P. Suqueta (Suquet, 1985; Suquet, 1987) predstavljaju znaCajne publikacije na
podrucju ra¢unalne homogenizacije, gdje su prikazani razni numericki primjeri i usporedba
rubnih uvjeta sa rezultatima eksperimenata. U ovim se radovima takoder po prvi puta
spominju termini kao $to je homogenizacija, odnosno lokalizacija. U radu dvojice autora F.
Feyela, 1 J.-L. Chabochea, (Feyel & Chaboche, 2000) modelirani su kompozitni materijali
pomocu periodi¢ne mikrostrukture, uz pomo¢ paralelnog MKE proracuna na dvije razine. Uz
testiranje razli¢itih vrsta mreze kona¢nih elemenata i detaljnu usporedbu tijeka proracuna na
dva elementarna primjera, prezentiran je i model turbinske lopatice opterecene centrifugalnom
silom, ¢iji je centralni dio izraden od kompozitnog materijala. Rad autora C. Miehea (Miehe,
2003) prikazuje metodu raCunalne homogenizacije za slucaj velikih deformacija za
elastoplasti¢ni model, uz usporedbu raznih nacina postavljanja rubnih uvjeta na mikrorazini.
Od iznimnog su znacaja radovi grupe autora M.G.D. Geersa, W.A.M. Brekelmansa, V.G.
Kouznetsove i suradnika (Kouznetsova et al., 2004; Kouznetsova & Geers, 2008; Geers et al.,
2010; Kouznetsova et al., 2010; Geers et al., 2011) koji prikazuju metodu racunalne
homogenizacije i prvog i1 drugog reda, uz teorijske osnove i razne primjere za viSe slucaja
opterecenja, te primjenu na termomehanicke probleme. Termomehanicka analiza heterogenih
materijala metodom ra¢unalne homogenizacije prvog reda prikazana je u radu (Ozdemir et al.,
2008). Na modelu se javljaju veée plasticne deformacije uslijed savijanja plo¢e ojacane
vlaknastim materijalom. Na mikrorazini je proveden nelinearni proracun za dvofazne metalne
materijale koji ukljucuje nelinearnu ovisnost mehanickih i termickih veli¢ina, zajedno sa
ovisnosti o temperaturi. Razvijena je procedura mehanicke i termicke homogenizacije. U
posljednje vrijeme ova grupa znanstvenika radi na podrucju viserazinskog modeliranja
prijelaza s atomisti¢ke razine na razinu mehanike kontinuuma, odnosno modeliranjem pojava
kao Sto je dislokacija na granicama zrna metala (van Beers et al., 2013; van Beers et al.,
2015).

Primjer viSerazinskog proracuna u komercijalnom programu predstavljen je u radu A.
Tchalle 1 suradnika (Tchalla et al., 2013), gdje je modeliran heterogeni materijal metodom
racunalne homogenizacije prvog reda, pomocu paralelnog MKE proracuna na dvije razine.

Sprega temperaturne i mehanicke analize u viSerazinskom kontekstu predstavljena je u
radu A. Alzine i suradnika (Alzina et al., 2007) gdje je modeliran stup od elasticnog
kompozitnog materijala primjenom periodi¢éne homogenizacije, a u njemu se javlja nelinearna
raspodjela temperature o kojoj ovisi 1 mehanicki odziv. U radovima autora H. Zhanga i
suradnika (Zhang et al., 2013; Zhang et al., 2014) predstavljene su metode viserazinskog

modeliranja termoelasti¢nih materijala uz razne primjere i rubne uvjete. U radu autora G.
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Regniera 1 suradnika (Regnier et al., 2007) predstavljen je primjer modeliranja zavara od
termoplasti¢nog kompozitnog materijala.

Metoda racunalne homogenizacije prvog reda za slucaj heterogenog termoelasticnog
materijala predstavljena je u radu autora I. Temizera i P. Wriggersa (Temizer & Wriggers,
2011), na nac¢in da je rjeSavanje problema rubnog uvjeta (BVP) razdvojeno na dva
nadovezana proracuna, prvo na mehanicki proracun, zatim na termicki proracun, koji kao
pocetnu konfiguraciju ima rezultate iz mehanickog proracuna.

Teorijske i matematicke osnove klasicne teorije elastoplasti¢nosti na podru¢ju mehanike
kontinuuma razradene su jo§ 1950.-tih i 1960.-tih godina u knjigama od kojih su najznacajnije
one autora R. Hilla, C. Truesdella i R.A. Toupina, C. Truesdella 1 W. Nolla, L.M. Kacanova
(Hill, 1950; Truesdell & Toupin, 1960; Truesdell & Noll, 1965; Kachanov, 1969; Kacanov,
1974). Primjena prikazanih koncepata svodila se uglavnom na rjeSavanje problema pomocu
predlozenih analitickih metoda, koje nisu bas bile efikasne kada su problemi postali slozeni,
bilo zbog slozenosti geometrije, kao 1 zbog nelinearnog ponasanja materijala, Sto je dovodilo
do rezultata koji ¢esto nisu bili uskladeni sa rezultatima eksperimenata jer su modeli ¢esto bili
pojednostavljeni. Narednih godina razvojem racunala i racunalnih metoda kao $to je MKE
pocinje primjena i na slozenije inzenjerske probleme.

Autori J.C. Simo, C. Miehe 1 T.J.R. Hughes predstavljaju na suvremen nac¢in u radovima i
literaturi (Simo, 1988; Simo & Miehe, 1992; Simo, 1998; Simo & Hughes, 1998) detaljnu
teorijsku formulaciju te algoritme za racunalnu implementaciju za podrucje elastoplasti¢nosti
pri kona¢nim deformacijama, dok u novijim radovima pokrivaju i spregu mehanike i topline
te njithov medusobni utjecaj, Sto predstavlja osnove za analizu sve sloZenijih sustava.

Kontrakcija presjeka cilindricne epruvete tijekom vlacnog testa prikazana je u radovima
(Wriggers et al. 1992; Armero & Simo, 1993) gdje su autori P. Wriggers sa suradnicima te F.
Armero 1 J.C. Simo razvili algoritam i racunalni MKE model. Naglasen je utjecaj kontrakcije
presjeka na proizvedenu koli¢inu topline koja se javlja uslijed neelasticnih deformacija u
cilindri¢noj epruveti. Takoder je prikazan i1 utjecaj izmjene topline na kontrakciju presjeka te
su navedene usporedbe modela za razne primjere.

U metalima prilikom plasticne obrade dolazi do disipacije mehanicke energije, koja se
pretvara u toplinu, dok se od 5 do 15% energije deformacije pohranjuje u tijelu. Ova se
energija se zove latentna energija hladnog rada. Autori W. S. Farren, G. I. Taylor i H.
Quinney su u radovima (Farren & Taylor, 1925; Taylor & Quinney, 1934) eksperimentalnim
putem su mjerili energiju hladnog rada pomocu vla¢nog testa metalne Sipke. Kod ovih

pristupa disipacija se odreduje kao dio plasticnog rada utroSenog na trajno deformiranje tijela.
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Novije spoznaje na podru¢ju pretvorbe plasticnog rada u toplinu te odredivanje
parametara pretvorbe plastinog rada u toplinu kod elastoplasti¢nih materijala prikazani su u
radu P. Rosakisa i suradnika (Rosakis et al., 2000). Naglasava se koriStenje eksperimantalnih
podataka koji su bili korisni radi usporedbe i verifikacije parametara pretvorbe, $to je u
konacnici vazno radi utvrdivanja odziva materijala u raznim slucajevima eksploatacije.

Istrazivanje i postavljanje op¢ih okvira termoplasti¢nosti na podrucju velikih deformacija
cilj je radova skupine autora M. Canadije, J. Brni¢a i J. Moslera (Canadija & Brni¢, 2004;
Canadija & Brnié, 2009; Canadija & Brni¢, 2010; Canadija & Mosler, 2011), koji naglagavaju
vaznost utjecaja temperature na razne parametre i svojstva materijala, sto je predlozeno na
temelju raznih primjera kao $to je npr. niskocikli¢ki zamor u energetskim postrojenjima, gdje
je vazno odrediti kada dolazi do stvaranja pukotine radi plasticnih deformacija, koje nastaju
radi pojave termickih naprezanja.

Moderniji pristup k odredivanju disipacije plasticnog rada pomocu Helmholtzove
slobodne energije predlozen je u radovima autora L. Staniera, M. Ortiza 1 Q. Yanga (Yang et.
al, 2006; Stanier & Ortiz, 2010). Njihovi konstitutivni modeli temelje se na tzv. varijacijski
konzistentnoj formulaciji pomocu varijacijskog racuna i energijskih potencijala. Uz navedene
numericke primjere pouzdanost metode potvrdena je i eksperimentalnim putem. Rad autora
M. Canadije i J. Moslera (Canadija & Mosler, 2011) primjena je varijacijskog raduna na
sloZenije oblike plasticnog ponasanja materijala, odnosno na odredivanje povecanja
temperature uslijed plasticne deformacije koje ne prati standardni pristup Taylor-Quinney ve¢
razvija drugi pristup temeljen na zakonima termodinamike. Numericka implementacija i
proSirenje varijacijski konzistentne formulacije na podrucje viSerazinskog modeliranja
predlozena je u radu N. Bleiera i J. Moslera (Bleier & Mosler, 2013.) koji naglasavaju na
utjecaj odabira materijalnog modela i primijenjenim konstitutivnim odnosima na makrorazini

1 mikrorazini §to u konacnici rezultira boljim rezultatima kona¢no elementne analize.

Ovaj doktorski rad temelji se na dvorazinskom numerickom modeliranju termoplasti¢nih
materijala s izotropnim oc¢vr§¢enjem. Detaljno su izvedeni konstitutivni odnosi te je kao
novitet predloZzena primjena varijacijski konzistentne formulacije na podrucje viSerazinskog
modeliranja materijala, $to je ranije navedena u radovima kao jedna od obecavaju¢ih metoda
za uspjesno modeliranje termomehanicki spregnutih problema. Model je razvijen za
adijabatske procese. Razlike u odnosu na rad (Ozdemir et al., 2008) koji se takoder bavi
termomehanickim viSerazninskim problemima jest upravo koristenje varijacijski konzistentne

formulacije. Takoder, spomenuti rad ogranien je na manje plasticne deformacije te je stoga
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plasticna disipacija zanemarena. Ovaj rad nadilazi takva ograni¢enja i omogucava Sire
podrucje primjene. U ovome radu se po prvi put prezentira numericka implementacija
modela razvijenog u komercijalnom programskom paketu ABAQUS za slucaj viSerazinskog
modeliranja u uvjetima velikih deformacija koje uklju¢uju povecanje temperature, odredene
preko plasticnog rada uz koriStenje Taylor-Quinneyjevog pristupa. Velike plasticne
deformacije takoder obraduje rad (Miehe, 2003), no problemi su ograniceni na izotermne
procese. Model je razvijen pomocu vlastitog programskog koda ugradenog u tzv. korisnicki
potprogram standardnog kona¢no elementnog okruzenja. Verifikacija izradenog
programskog modela temeljena je, u situaciji gdje je to bilo moguée, na analiti¢koj provjeri
modelima. Tamo gdje nije postojalo mogucnost postavljanja analiticke provjere, verifikacija
je provedena pomocu modela u konac¢no elementnom programu. Motivaciju autora za izradu
vlastitog programskog rjeSenja bio je svakako nedostatak dostupnih spoznaja na Sirem
podru¢ju znanstvene 1 strune literature koja obuhvaéa numericko modeliranje
termoplastiénih materijala pomocu dvorazinske metode te primjena na podrucje velikih

deformacija upravo pomocu varijacijskih metoda u mehanici deformabilnih tijela.

Rad je podijeljen po tematskim cjelinama u pet poglavlja i koje obraduju problem koji se

obraduje.

U drugome poglavlju dan je kratki pregled osnovnih teorijskih pristupa i zakona mehanike
kontinuuma. Mehanika kontinuuma jedna je od osnovnih znanstvenih disciplina kojom se
svakodnevno koristi veliki broj znanstvenika, poput matematicara i fizicara, do inZenjera i
struénjaka prilikom primjene teorijskih spoznaja na praktiénim problemima. Pregled
matematickih formulacija i dosadasnjih teorijskih razmatranja predstavlja osnovu na temelju

koje je razvijen i vlastiti programski kod, te su razvijeni kona¢noelementni modeli.

Trece poglavlje daje pregled osnovnih teorijskih formulacija na podrucju viSerazinskog
modeliranja materijala 1 konstrukcija, primjenom racunalne homogenizacije koja koristi
teoriju prvoga reda. Kao §to ukazuje sam naziv ove metode, viSerazinska metoda predstavlja
jedan od nacina modeliranja kontinuuma spajanjem razli¢itih razina unutar samog materijala.
Modeliranje materijala i diskretizacija samog modela pomocu reprezentativnog volumenskog
elementa za slucaj periodicnog ponavljanja osnovnih elementarnih dijelova konstrukcije
predstavlja osnovnu ideju u ovome radu, s ciljem stvaranja pouzdane veze koja daje idejna

rjeSenja na podruc¢ju termomehanicki spregnutih problema.
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U cetvrtom poglavlju povezane su ove dvije cjeline, mehanika kontinuuma i
termoplasti¢nost s jedne strane, odnosno viSerazinsko modeliranje 1 programski paket s druge
strane. Dan je kratak pregled osnovnih informacija o programskom paketu koji je koristen za
izradu numerickih modela, odnosno primjera za provodenje viSerazinskog proracuna.
Predstavljena su teorijska rijeSenja za homogeniziranje varijabli stanja za slucaj
termoplastiénog modeliranja na podrucju velikih deformacija. Postavljene su, dodatno, neke
od osnovnih postavki u konacnoelementnom programu Sto su kljuéne kod ispravnog
modeliranja heterogenih materijala. Postavljanje problema rubnih uvjeta na mikrorazini
predstavlja jedan od vaznijih segmenata postavki $to dovodi do ispravnog rjeSavanja i

homogeniziranja rezultata na prora¢unu makrorazine.

Peto poglavlje sadrzi numericke primjere izradene u kona¢noelementnom programu, koji
su modelirani metodom viserazinskog modeliranja. Primjeri su verificirani i usporedeni sa
dostupnim analitickim rjeSenjima. Pokrivaju podru¢je velikih plasticnih deformacija, uz
naglasak na utjecaj mikrorazine i postavki proracuna na ispravnost rezultata. Rezultati 1
usporedbe prikazani su u pripadnim dijagramima i tablicama radi jednostavnijeg pracenja i

usporedbe raznih proracuna.

Sesto i zavr$no poglavlje daje pregled provedenih istrazivanja u ovome radu te analizu
numerickih proracuna. Iznesen je zakljucak o primijenjenoj metodi viSerazinskog modeliranja
te su navedeni nedostaci vlastitog istrazivanja. Ogranic¢enja navedenih metoda iznesenih u
ovome radu takoder predstavljaju kljucni dio za tumacenje rezultata istrazivanja, stoga su
takoder ovdje i razmotrena. PredloZene su smjernice za buduca istraZivanja. Dani su konkretni

prijedlozi za poboljSanje rezultata istrazivanja.

Pored toga, rad sadrzi popis koriStene literature, popis oznaka i simbola, popis slika i tablica.






2. Osnove mehanike kontinuuma

U ovome poglavlju prikazat ¢e se osnovna teorijska razmatranja iz podru¢ja mehanike
kontinuuma. Na pocetku poglavlja prikazan je ukratko pregled notacije i zapisa osnovnih

matematickih veli¢ina na tome podrucju, ¢iji je izbor jako vazan jer omogucéuje kasnije

jednostavniju implementaciju u standarne programske jezike.

2.1. Notacija

Sve skalarne, vektorske 1 tenzorske wveliCine prikazane su u Descartes-Cartesius
koordinatnom sustavu, u skladu sa Einsteinovom konvencijom prema kojoj se zbrajanje vrsi
po ponovljenim indeksima. Ortogonalni bazni jedini¢ni vektori se mogu zapisati kao e; (i = 1,
2,3).

Matematicki zapis i terminologija uskladena je sa literaturom (Truesdell & Toupin, 1960;
Truesdell & Noll, 1965; Marsden & Hughes, 1983; Jari¢, 1988; Alfirevi¢, 2003; Mase, 2010;
Gurtin et al., 2010).

2.1.1. Tenzorska algebra

Kroneckerov tenzor drugog reda ili skraceno jedini¢ni tenzor, I = ¢, ili ponekad

Kroneckerov simbol o definira se:

5 = t= @.1)
7o i+ '
Permutirajué¢i simbol ima oblik:
1 za ijk unizu 12312,
ey =1-1 za ijk unizu 32132, (2.2)
0 za ijk u nekom drugom nizu.

Neke od osnovnih operacija su trag tenzora (eng. frace):

rS=35,, (2.3)
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transponiranje tenzora:

ST=(ST)l]ee =5.ee (2.4)

i JiTivjo

aditivna dekompozijija na simetricni (eng. symetric part) i antisimetricni dio (eng. skew part):

S = sym(S)+ skw(S)zé(S + sf)%(s -s7)

! { , (2.5)
Sy = {5 (Stf/' +S )+ 5 (S,.j —S )}eiej
pravilo dvostrukog unutarnjeg umnoska simetri¢nog i antisimetricnog tenzora:
$:T=0 . L
, za S simetri¢ne 1 T antisimetri¢ne tenzore, (2.6)
S;T; =0
tenzorski umnozak — dijada dva vektora:
T=uv 57
T, =uyvee, @7
skalarni umnoZzak dva tenzora:
T=U-V ’g
T.=U,Vee, 2-8)
dvostruki unutarnji umnozak tenzora:
S:T=t(ST)
, (2.9)
S, T; =S'T P
dvostruki unutarnji umnozak tenzora viseg reda:
T='U:V
(2.10)
T Uljmn Vﬂlnele]

2.1.2. Deriviranje tenzora
Promjene baznih vektora na pravcu koordinatnih osi mogu se izraziti pomocu tzv.

Hamiltonovog diferencijalnog operatora (del ili nabla) tj. vektorskog operatora V:

0 0 0 0

V:a—)qel+%e2+a—x3e3:ge =0,. (2.11)
Gradijent skalarnog polja moZe se izraziti kao vektorsko polje:
gradg=Vo=¢g.e,, (2.12)
gradijent vektorskog polja moze se izraziti kao tenzorsko polje:
gradu=Vu=u, e, (2.13)

divergencija vektorskog polja moze se izraziti kao skalarno polje:

10
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divu=V-u=u,,, (2.14)
dok divergencija tenzorskog polja moze se izraziti kao vektorsko polje:
divS=V-S=§,.. (2.15)
Pored toga valja naglasiti na vaznost integralnih teorema za odredivanje raznih veli¢ina na
podrucju mehanike kontinuuma, a svakako treba spomenuti 1 Gaussov teorem o divergenciji.
Za tenzorsko polje moze se odrediti veza izmedu povrSinskog integrala na zatvorenoj

rubnoj povrsini S 1 volumnog integrala na prostoru /' pomocu izraza u simbolicnom zapisu:

[divTay = [v-TdV = [T-nds, (2.16)
4 V S

ili u indeksnom zapisu:

J‘T‘.dV:IT‘.n.dS. (2.17)
14 S

ijj /A

gdje je n jedini¢ni vektor normale zatvorene rubne povrSine.
Za vektorsko polje moze se odrediti veza izmedu povrSinskog integrala na zatvorenoj

rubnoj povrsini S 1 volumnog integrala na prostoru ¥ pomocu izraza u simbolicnom zapisu:

J-divudefv-udV:J.u-ndS, (2.18)
14 4 S

ili u indeksnom zapisu:

L

[u,av =[unds, (2.19)
14 S
gdje je n jedini¢ni vektor normale zatvorene rubne povrsine.

2.2. Kinematika i  deformacija  gibanja  (kinematika
kontinuuma)

2.2.1. Materijalno tijelo i konfiguracije

U mehanici kontinuuma razmatraju se gibanja realnih tijela. Realno tijelo se moze
razmatrati kao materijalno tijelo, odnosno neprekidni prostor ispunjen materijom koji ima
odredenu masu. U tome slucaju na to tijelo se moZe primijeniti diferencijalni racun.

Materijalno tijelo 3 je skup elementarnih materijalnih tocaka X, zvanih cestice, koje su
smjeStene u trodimenzijskom Euklidovom prostoru u polozaju odredenom sa tockom x, koji
se naziva poloZaj Cestice. Svaka materijalna toCaka, kao i1 samo materijalno tijelo, pod

djelovanjem opterec¢enja neprekidno mijenja svoj polozaj, oblik i veli¢inu, SI. 2.1.

11
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referentna konfiguracijg \ trenutna konfiguracija

fo

Slika 2.1 — Polozaj Cestice u referentnoj i trenutnoj konfiguraciji.

Polozaj svih Cestica u odredenom vremenskom trenutku ¢ odreduje konfiguraciju tijela,
@(t). Radi jednostavnijeg razmatranja tijela moZe se izabrati jednu potpuno odredenu

konfiguraciju u odredenom trenutku #,, koja najces¢e predstavlja nedeformirani oblik tijela.
Tako izabrana konfiguracija naziva se referentna konfiguracija, B = ®B(ty). Ako referentna
konfiguracija predstavlja polozaj tijela u pocetnom vremenskom trenutku, tada je rije¢ o
pocetnoj referentnoj konfiguraciji. U tom prvom sluCaju najceS¢e se razmatra prirodni
nedeformirani oblik tijela u kojem nema naprezanja, koji se zove mnedeformirana
konfiguracija.

Kretanjem tijela u prostoru, u promatranom trenutku ¢, ono zauzima tzv. trenutnu
konfiguraciju, b = 3(t). U tome drugome sluc¢aju najcesc¢e se razmatra deformirani oblik tijela
koji se zove deformirana konfiguracija.

2.2.2. Gibanje materijalnog tijela
2.2.2.1. Lagrangeov i Eulerov opis gibnja

U fizickom trodimenzijskom Euklidovom prostoru prikladno je definirati dva pravokutna
Descartes-Cartesiusova koordinatna sustava, jedan s jedini¢nim vektorima E;, E,, E; za
referentnu konfiguraciju, a drugi sa jedini¢nim vektorima e, e,, e za trenutnu konfiguraciju.
Koordinate to¢aka su odredene zapisom X, ix; (i, 4 =1, 2, 3).

Cestici (Ag) u podetnom vremenskom trenutku (Sl. 2.2) moze se dodijeliti jedinstveni
vektor poloZaja u odnosu na ishodiSte koordinatnog sustava OX;X>X; u referentnoj
konfiguraciji B:

X=X,E,, A=123, (2.20)
Cije se koordinate Ay(X), Xz, X3) zovu materijalne koordinate, ili ponekad referentne

koordinate ili Lagrangeove koordinate Cestice.

12
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Cestica Ay se u trenutnom vremenskom trenutku # nalazi u todki prostora A (SI. 2.2), gdje
joj se moze dodijeliti jedinstveni vektor poloZaja u odnosu na ishodiSte koordinatnog sustava
Oxx2x3 u trenutnoj konfiguraciji b:

X=1xe,, i=123, (2.21)
gdje se koordinate Cestice A(x;, x, x3) zovu prostorne koordinate, ili ponekad prostorne
koordinate ili Eulerove koordinate Cestice.

referentna konfiguracija
Ty

A trenutna konfiguracija
x3, X3 Ag

|
O X2, Xo

x1, Xi

Slika 2.2 — Vektori polozaja i pomaka.

Prema tome i gibanje tijela se moze matematicki prikazati pomocu materijalnog opisa,
odnosno Lagrangeova opisa, gdje su neovisne materijalne koordinate X i vrijeme ¢, §to
mozemo zapisati pomocu izraza:

x = x(X,1). (2.22)
Kako se na jednom myjestu istovremeno ne mogu naci dvije ili viSe Cestica, preslikavanje
x—X je (1-1) preslikavanje.

Uz pretpostavku da vrijedi inverzija izraza (2.22) u svakom trenutku ¢, gibanje tijela se
moze matematicki prikazati takoder pomocu prostornog opisa, odnosno Eulerova opisa, gdje
su neovisne prostorne koordinate x 1 vrijeme #, $Sto moZemo zapisati pomocu izraza:

X = X(x,1). (2.23)
Kako se na jednom myjestu istovremeno ne mogu naci dvije ili viSe Cestica, preslikavanje

X—x je takoder (1-1) preslikavanje (Mic¢unovi¢, 1990).

13
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2.2.2.2. Pomak, brzina i ubrzanje ¢estice kontinuuma

Prilikom prijelaza iz referentne konfiguracije u trenutnu konfiguraciju cestica tijela ®
dozivljava pomak:

u=x-X. (2.24)

Takav odnos vrijedi 1 za druge Cestice tijela tako da izraz (2.24) predstavlja polje pomaka
tijela.

Za odredivanje brzine i ubrzanja moze se iskoristiti ¢injenica da materijalne koordinate
koje prikazuju polozaj Cestice u referentnoj konfiguraciji ne ovise o vremenu.

Brzina Cestice je derivacija vektora poloZaja x po vremenu ¢:

v=§=i(u+x)=d—“=u (2.25)
de dr dt
Ubrzanje Cestice je druga derivacija vektora poloZaja x po vremenu ¢:
2
a_du_d X . (2.26)

Ta A
2.2.3. Gradijenti deformiranja
Lokalna osobina deformacije moze se razmotriti polozajem dvije bliske Cestice tijela B u
referentnoj 1 trenutnoj konfiguraciji, S1.2.3.
referentna konfiguracija

A
trenutna konfiguracija

B
y u +du
A
X3, X3 dX B
AO dx
u
A t
X
X
-
(0] X, X5

x1, X

Slika 2.3 — Deformiranje tijela.

Neka su dvije susjedne Cestice tijela, A i B, u referentnoj konfiguraciji polozaja Xa 1 Xp.
Polozaj tocke B u odnosu na to¢ku A moZze se odrediti pomocu vektora linijskog elementa

dx:

14
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dX=dX ,E,, 4=123. (2.27)
Duljina vektora linijskog elementa tj. njegova norma ili intenzitet moze se izraziti u

kvadriranom obliku:
(X ) =dX-dX. (2.28)
Prilikom procesa deformiranja ove Cestice prelaze u polozaj x, 1 Xp, u tom slucaju vektor
linijskog elementa glasi:
dx=dxe,, i=123. (2.29)
Duljinu vektora linijskog elementa dx moze se izraziti u kvadriranom obliku:
(dx)’ =dx-dx. (2.30)
Ako su promatrane dvije tocke u referentnoj konfiguraciji B bile dovoljno bliske, one
ostaju bliske i u trenutnoj konfiguraciji . Ako se na izraz (2.22) primjeni diferencijalni

racuna za neprekidnu funkciju dobije se prvi Eulerov izraz (Truesdell & Toupin, 1960):

Ox

dx=—-dX=F-dX. (2.31)
oX
Veli¢ina F u prethodnom izrazu moZe se zapisati u simboli¢nom zapisu':
F =Gradx = 2—; =xVy =(Vyx)', (2.32)
ili indeksnom zapisu:
Oox,
F,=x ,=——=x0,, 2.33
iA i,A4 8XA i~ A ( )

te se naziva materijalni tenzor gradijenta deformiranja, ili ponekad samo tenzor gradijenta
deformiranja ili Lagrangeov gradijent deformiranja.
Slijedom toga, moze se definirati 1 matematicki uvjet postojanja inverzne transformacije
izraza (2.33), a to je postojanje Jacobijeve determinante J u svakom trenutku, tj. ako vrijedi:
J =det(F)= det(ﬁj #0. (2.34)
oX
Vecu tocnost duljine vektora linijskog elementa iz izraza (2.31) moZe se posti¢i

koriStenjem derivacije viSeg reda, npr. ako se razmatra drugi red tada izraz glasi:
dx=é-dX+0QdX|2) (2.35)
oX

odnosno u razvijenom obliku:

! Vrijednosti Grad(+), Div(*),itd. predstavljaju derivaciju po materijalnim koordinatama.

15
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2
:ng+l ox
oX 2 0XoX
U izrazima (2.35) 1 (2.36) O(|dX]2) 1 O(|dX|3) se odnose na ¢lanove koji imaju red veli¢ina

dx

:dXdX + 0de|3) (2.36)

umnoska vektora linijskog elementa, ili viSeg.
Ako se na izraz (2.23) primjeni diferencijalni ra¢un za neprekidnu funkciju dobijemo

drugi Eulerov izraz (Truesdell & Toupin, 1960):

dX=a—X-dx=F‘l -dx. (2.37)
10) ¢
Veli¢ina F' u prethodnom izrazu moze se zapisati u simboli¢nom zapisu':
F'=gradX = ‘Z—X =XV _=(V X) (2.38)
X
ili indeksnom zapisu:
X
FAi:a =X, =X,0, (2.39)

te se naziva prostorni tenzor gradijenta deformiranja, ili ponekad samo reciprocni gradijent

deformiranja ili Eulerov gradijent deformiranja.
2.2.4. Tenzori deformiranosti i tenzori deformacije
2.2.4.1. Tenzori deformiranosti

Prema izrazu (2.30) duljina vektora linijskog elementa u trenutnoj konfiguraciji, zapisana

u kvadriranom obliku, moze se izraziti pomocu diferencijalnog izraza (2.31), prema tome

vrijedi:
(dx) = (F-dX)-(F-dX)=
— (F" - F): dXdX = (2.40)
=C:dXdX,
gdje je:
C=F"-F, (2.41)

te se naziva desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti, prema terminologiji u literaturi
(Truesdell & Noll, 1965), ili ponekad samo Greenov tenzor deformiranosti. Radi se o
simetri¢nom i pozitivno definiranom tenzoru.

Prema izrazu (2.28) duljina vektora linijskog elementa u referentnoj konfiguraciji,
zapisana u kvadriranom obliku, moZe se izraziti pomocu diferencijalnog izraza (2.37) kako

slijedi:

! Vrijednosti grad(+), div(+),itd. predstavljaju derivaciju po prostornim koordinatama.
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(dx ) =(F"-dx)-(F"-dx)=

—(F"-F"'): dxdx = (2.42)
=b~':dxdx

gdje je:
c=b'=F".F", (2.43)

te se naziva Cauchyjev tenzor deformiranosti. Prema tome moze se definirati da je:
b=F-F, (2.44)
Sto predstavlja lijevi Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti, prema terminologiji u literaturi
(Truesdell & Noll, 1965), ili ponekad Fingerov tenzor deformiranosti (Lubliner, 2006, str.
468). Radi se o simetri¢nom i pozitivno definiranom tenzoru.
2.2.4.2. Tenzori deformacije
Radi jednostavnije primjene tenzora za odredivanje deformacije, obi¢no se koristi onaj
oblik tenzora koji ima samo materijalne, ili samo prostorne indekse. Ako se zapiSe razlika
kvadrata duljine vektora linijskih elemenata dx i dX koji spajaju dvije infinitezimalno bliske
Cestice A 1 B (Sl. 2.3) slijedi:
(dx)’ —(dX )’ = dx-dx —dX-dX, (2.45)
odnosno primjenom Kroneckerovog tenzor I, prvog Eulerovog izraz (2.31) i tenzora

deformiranosti (2.41) slijedi:

(dx)f —(dx)’ =dX-2E-dX, (2.46)
gdje
1 (s
E—E(C—I)—E(F F-1I) (2.47)

predstavlja Lagrangeov tenzor deformacije, poznat takoder kao Green-Lagrangeov tenzor
deformacije.

Ako se sada zapiSe razlika kvadrata duljina vektora linijskih elemenata dx i dX prema
izrazu (2.45), primjenom Kroneckerovog tenzor I, drugog Eulerovog izraza (2.37) i tenzora
deformiranosti (2.43) slijedi:

(dx)’ —(dX) = dx-2e-dx, (2.48)
gdje
e:%(l—c):%(I—F‘T .F) (2.49)

predstavlja Eulerov tenzor deformacije, poznat takoder kao Almansi-Eulerov tenzor

deformacije.
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2.2.4.3. Veza tenzora deformacije s gradijentima pomaka

Lagrangeov i Eulerov tenzor deformacije moZze se izraziti pomoc¢u materijalnog, odnosno
prostornog gradijenta pomaka, koji je takoder tenzor drugog reda.

Ako se primijeni parcijalna derivacija po materijalnim koordinatama na izraz za vektor
pomaka (2.24) slijedi:

Gradu = (Vu)' =§—;=§—;—1=F—1, (2.50)

Sto predstavlja materijalni gradijent pomaka. To se moze i zapisati u obliku:
F =Gradu+1=(Vyu) +I, (2.51)

te uvrstiti u izraz (2.47) za Lagrangeov tenzor deformacije pa se dobije:

E :%[((qu)T +1)T -((qu)T +1)—11 (2.52)
Sto se nakon sredivanja moze napisati u simbolicnom zapisu:

E= l[(vxu)f +V V- (V|
f (2.53)
=3 [Gradu +(Gradu)" +(Gradu)' - Gradul

ili indeksnom zapisu:

1
E :E(uA,B tug +ui,Aui,B)' (2.54)

Izrazi (2.53) 1 (2.54) predstavljaju Lagrangeov tenzor deformacije prikazan pomocu gradijenta
pomaka.

Ako se primijeni parcijalna derivacija po prostornim koordinatama na izraz za vektor
pomaka (2.24) slijedi:

gradu = (V u)’ _ou_ X pf, (2.55)
ox ox

Sto predstavlja prostorni gradijent pomaka. Ako se prethodni izraz zapiSe u obliku:
F'=I-gradu=1-(Vau) =I-uV,_, (2.56)
tada uvrStavanjem u izraz (2.49) dobije se:

ettt Ao

=%[I ~1+(Vau) +Vu+Vu-(Vu) ]

(2.57)

odnosno nakon sredivanja slijedi konacan izraz u simbolicnom zapisu:
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e= l[(qu)T +Vu+Vu- (V) ]:
? (2.58)
= 5 [gradu + (gradu)T + (gradu )T . gradu],

ili indeksnom zapisu:

1
€ = E(ui,j Tu;;+ “A,iuA,j)' (2.59)

Izrazi (2.58) 1 (2.59) predstavljaju Eulerov tenzor deformacije prikazan pomocu gradijenta
pomaka.
2.2.4.4. Tenzor infinitezimalne deformacije

Kada su vrijednosti pomaka, odnosno gradijenta pomaka vrlo male tada se u izrazima
(2.53) 1 (2.58) moze zanemariti umnoske komponenti gradijenta pomaka. Tada se ti izrazi

mogu pojednostaviti na:
E- %[(qu)T +Vul= %[Gradu +(Gradu) ], (2.60)
odnosnio
e =%[(vxu)T +qu]:%[gradu+(gradu)T]. (2.61)

Kako su vrijednosti pomaka, odnosno gradijenta pomaka vrlo male tada je razlika izmedu
materijalnih i prostornih koordinata takoder vrlo mala, pa Lagrangeov tenzor deformacije
priblizno odgovara Eulerovom tenzoru deformacije, E ~ e, $to se moze zapisati konacnim

izrazom za tenzor infinitezimalne deformacije €:
1 T 1 T
exE~e= 5 [(Vu) + Vu]: E[gradu +(gradu) ] (2.62)

2.2.4.5. Tenzor brzine deformacije
Nakon razmatranja raznih pristupa za opis deformacije tijela, potrebno je definirati i
brzinu promjene konfiguracija. Ako se razmotri dvije susjedne Cestice tijela, neka Cestica A

ima brzinu v, dok Cestica B ima brzinu v + dv, Sl. 2.4, te stoga vrijedi:

dV:@-dX:de. (2.63)
5)
Velic¢ina u izrazu (2.63) moZe se zapisati u simbolicnom zapisu:
| = gradv = ? =vV_=(V v), (2.64)
X

ili indeksnom zapisu:
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[. =—"=v.’A =va., (2.65)

te se naziva fenzor gradijenta brzine.

trenutna konfiguracija

X3

X1

Slika 2.4 — Gradijent brzine

Tenzor gradijenta brzine moze se jednoznacno rastaviti na simetri¢ni i antisimetri¢ni dio

prema izrazu (2.5) u obliku:

|=%(| IT)+%(I—IT)=d+w. (2.66)
U izrazu (2.66) veli¢ina d se moze zapisati:
d= %(| n |T)=%((vxv)T +VW), 2.67)

te se naziva tenzor brzine deformacije, koji je simetricni tenzor, odnosno za njega vrijedi
- T
svojstvod =d".

U izrazu (2.66) veli¢ina w se moze zapisati:
W= %(l _17)= %((vxv)f ~vw), (2.68)

te se naziva tenzor vrtloznosti, koji je antisimetri¢ni tenzor, odnosno za njega vrijedi svojstvo

T
W=-—-W.
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2.2.4.6. Veza tenzora gradijenta brzine s tenzorom gradijenta

deformiranja
Uobicajeno je u literaturi izraziti tenzor gradijenta brzine tenzorom gradijenta

deformiranja. Izraz za tenzor gradijenta brzine (2.64) moze se preurediti pomocu izraza (2.25)

te stoga slijedi:

|=@:ﬁ.5_xzi(d_xj.a_x_ (2.69)
ox o0X ox oX\dr) ox
Promjenom redoslijeda deriviranja, uz izraze (2.32) 1 (2.38) slijedi:
ZE(G_XJ.G_XZE(F).FI, (2.70)
de\oX) ox dt
tj. krace zapisano:
|=F-F". (2.71)

2.2.4.7. Tenzor zakreta i tenzor izduZenja
Na tenzor gradijenta deformiranja moZze se primjeniti multiplikativna dekompozicija kako
slijedi:
F=V.-R=R-U, (2.72)
gdje je
V=+V.V=+b=+FF 2.73)
simetricni /ijevi tenzor izduZenja, odnosno
U=J/U.U=+C=+F -F (2.74)
je simetricni desni tenzor izduzenja, dok je R ortogonalni tenzor zakreta.
2.2.4.8. Prirodna ili logaritamska deformacija
Kod konac¢nih deformacija Cesto se koristi Henckyjev tenzor logaritamske deformacije:
EM=InU, (2.75)
koji ima iste glavne pravce kao i tenzor U, dok se glavne vrijednosti odreduju logaritmom

glavnih vrijednosti desnog tenzora izduzenja (Rudnicki, 2015).

2.3. Materijalno tijelo, sila i naprezanje

Konstrukcijski materijali imaju slozenu mikrostrukturu, gdje se javljaju unutarnje sile
poput jakih medumolekularnih sila, ¢iji se utjecaj na stanje naprezanja u mehanici
kontinuuma opc¢enito zanemaruje. Za razliku od tog slucaja, moze se razmatrati utjecaj raznih

vrsta optere¢enja na ponasanje materijalnog tijela.
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2.3.1. Opterecenje tijela

Na promatrano materijalno tijelo mogu djelovati mehanicke, elektromagnetske, kemijske
ili neke druge sile. Ove sile, neovisno o fizi¢koj prirodi, opcenito se dijele na vanjske i
unutarnje sile. Vanjske sile mjera su djelovanja drugih tijela na promatrano tijelo, dok su
unutarnje uzrokovane medusobnim djelovanjem cestica ili dijelova tijela. Vanjske sile koje
djeluju na promatrano tijelo dijele se na volumenske (Brni¢, 1996) i povrsinske (kontaktne)
sile.

Vanjske volumenske sile su sile AF kojima udaljeno tijelo B, djeluje na promatrano
materijalno tijelo @ preko malog volumenskog elementa A} koji sadrzi tocku A. Stoga se

moze odrediti srednja gustoca volumenske sile:

o= % . (2.76)
Odnos AF/AV je vektor koji se od vektora AF razlikuje samo po intenzitetu. Ako opterecenje
nije ravnomjerno raspodijeljeno tada se moze govoriti o intenzitetu opterecenja u promatranoj
tocki A. Ako se volumenskom elementu, koji u sredini sadrzi tocku A, moZe smanjivati
volumen AV prema nuli na nacin da on ostaje stalno volumen i obuhvaca toc¢ku A (volumen

tada ne smije teziti nuli da se pretvori u element plohe ili linije), tada je pomocu grani¢ne

vrijednosti moguce odrediti pravu gustocu volumenske sile:
(2.77)

Najcesce volumenske sila su gravitacijske i inercijalne sile.

Vanjske povrsinske sile javljaju se kao posljedica djelovanja drugih tijela u dodiru, tj. ako
se tijela dodiruju u povrsini ili nekom dijelu povrSine promatranog tijela. U specijalnom
sluCaju intenzitet opterecenja moze biti konstantan, primjerice kada je optere¢enje

ravnomjerno rasporedeno po dodirnoj povrsini tijela (Gastev, 1966):

t=—, 2.78
S (2.78)

gdje je F veli¢ina optereCenja, S povrSina na kojoj djeluje opterecenje. Ako opterecenje
djeluje na dijelu njegove povrsine, srednja gustoca povrsinske sile na maloj elementarnoj
povrsini AS koja u sredini sadrZi tocku A jest:

_AF

=—, 2.79
= 2.79)

odnosno ako opterecenje nije ravnomjerno raspodijeljeno tada se moze govoriti o intenzitetu

opterecenja u promatranoj tocki A. Ako se elementarnoj povrsini koja u sredini sadrzi tocku
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A, moze smanjivati povrSina AS prema nuli na nac¢in da ona ostaje stalno povrsina i obuhvaca

tocku A, tada je pomocu grani¢ne vrijednosti moguée odrediti pravu gustocu povrsinske sile:
(2.80)

Gustoca povrSinske sile t naziva se joS kontinuirano opterecenje ili skraceno trakcija,
(Alfirevi¢, 2003) a ponekad i1 kontaktno opterecenje (Micunovi¢, 1990).

Ako su dimenzije povrsine kojoj je prilozeno optere¢enje male u odnosu na dimenzije
tijela, tada se dimenzije tijela mogu zanemariti i optereéenje se moze prikazati u vidu sile
priloZene u tocki tijela. Takvo opterecenje se zove koncentrirano opterecenje.

2.3.2. Cauchyjev tenzor naprezanja

Neka se promatra deformabilno materijalno tijelo 3 koje ima zatvorenu rubnu (konturnu)
povrsinu S 1 volumen V, koje je pod utjecajem proizvoljnog optere¢enja silom. U trenutku
kada zavrsi proces deformiranja tada je uspostavljena ravnoteza izmedu vanjskih 1 unutarnjih
sila.

Ako se sada to tijelo presijece na dva dijela ravninom kroz unutarnju tocka A dobije se
povrsina S definirana vanjskom normalom n. Tada se, odstranjivanjem dijela I, na dio II moze
postaviti uvjet ravnoteze. Da bi dio II bio u ravnotezi, na presjecnoj povrsini S moraju se javiti
unutarnje sile koje nadomjestaju utjecaj odstranjenog dijela, kao $to su se prije javljale
povrsinske sile u slucaju istog opterecenja kada je tijelo bilo spojeno. Rezultanta unutarnjih
sila jednaka je rezultanti vanjskog opterecenja odstranjenog dijela I, a takoder je jednaka

rezultanti vanjskog optere¢enja promatranog dijela II samo je suprotnog smjera (SI. 2.5).

X3

X1 X1

Slika 2.5 — Sila i moment na presjecnoj povrsini.

Ako se na presjecnoj povrsSini S izdvoji elementarna povrSina AS koja sadrzi tocku A,

redukcijom unutarnjih sila u tocku A dobije se rezultirajucu silu AF i rezultirajuéi moment
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AM. Ako se tada elementarnoj povrsini koja u sredini sadrzi to¢ku A smanjuje povrSina AS
prema nuli na nac¢in da ona ostane stalno povrSina i obuhvaéa tocku A, u tome je slucaju
moguce pomocu grani¢ne vrijednosti odrediti (pravu) gustocu povrsinskih sila:

AF _dF

t= m-—=—, (281)
ar-0 AS dS
1
m = lim 2M _ ¢, (2.82)

AV50 AS
gdje je t (pravi) vektor naprezanja a m (pravi) spreg naprezanja. Vektor naprezanja opcenito
nije kolinearan sa normalom n presje¢ne povrsine S, ali ovisi o smjeru normale.

Vektor naprezanja proizvoljne povrsine kroz toCku A moze se odrediti kao linearna
funkcija tenzora naprezanja ¢ u toj toc¢ki, pomocu Cauchyjeva zakona:

t=0-n, (2.83)
gdje o predstavlja Cauchyjev tenzor naprezanja. Radi se o simetri¢cnom tenzoru drugog reda,
Sto ¢e biti dokazano kasnije.

2.3.3. Piola-Kirchhoffovi tenzori naprezanja
Vektor naprezanja proizvoljne povrSine kroz toCku A moze se odrediti kao linearna
funkcija tenzora naprezanja P u toj tocki:

p=P-N, (2.84)
gdje P predstavlja prvi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja. Prvi Piola-Kirchhoffov tenzor
naprezanja moze se odrediti koriStenjem Cauchyjevog tenzora naprezanja pomocu izraza:

P=Jo-F'. (2.85)
Radi se opcenito o nesimetricnom tenzoru drugog reda. Iz prakti¢nih razloga je uveden
simetri¢ni drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja,

S=F'"-P=JF"'-6-F', (2.86)
koji nema fizi€ko znacenje za razliku od Cauchyjevog i prvog Piola-Kirchhoffovog tenzora
naprezanja. Veza izmedu prvog i drugog Piola-Kirchhoffovog tenzora naprezanja moze se
prikazati izrazom:

P=Jo-F'=F-S. (2.87)
2.3.4. Kirchhoffov tenzor naprezanja
Kirchhoffov tenzor naprezanja se dobije mnoZenjem Cauchyjevog tenzora naprezanja sa
Jacobijevov determinantom, odnosno uz koriStenje izraza (2.87) slijedi:

t=Jo=P -F". (2.88)
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2.4. Op¢i zakoni mehanike kontinuuma

2.4.1. Zakon odrZanja mase

Realno tijelo moze se smatrati materijalnim, ako je neprekidno i ispunjeno materijom koje
ima odredenu masu. Djelovanjem opterecenja materijalno tijelo mijenja svoj oblik i dimenzije
u toku vremena. Pri tom se kod tijela javlja otpor protiv promjene stanja u kojem se nalazi,
poznatiji kao tromost ili inercija. Masa je uzrok otpora tijela promjeni stanja.

Ako masa nije jednako rasporedena po tijelu B onda se moze odrediti srednju gustocu
mase volumenskog elementa AV, mase Am, koji u sredini sadrzi tocku A (SI. 2.6):

Py = i—n; . (2.89)

Polozaj tocke unutar volumenskog elementa AV odreduje njenu pravu gustocu mase. Za
slucaj tocke A gustoca se moze odrediti grani¢nom vrijedno$¢u smanjivanjem volumenskog
elementa tako da uvijek u sredini sadrzi tocku A:

. Am dm
p=lm—=——r. (2.90)
Ar0 AV dV
To znaci da je masa neprekidno rasporedena, stoga se materijalno tijelo @ volumena V" moze
rastaviti na beskona¢no mnogo infinitezimalnih volumenskih elemenata dV, mase dm, i onda

se moze definirati gusto¢u. Masa 1 gustoc¢a skalarne su veliCine.

X1

Slika 2.6 — Materijalno tijelo sa volumenskim elementom.

Ukupna masa tijela moZe se odrediti integralom:

m=[dm={pdv . (2.91)

Ukupna masa tijela ne mijenja se prilikom deformiranja tijela, $to znaci da se radi o skalarnoj

invarijanti, tj. m = konst. Stoga se moze definirati globalni zakon ocuvanja mase:
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m=[p,d¥, = pdv, (2.92)

gdje su py 1 p gustoce u referentnoj odnosno trenutnoj konfiguraciji. Vezu elementarnog
volumena u trenutnoj konfiguraciji u odnosu na elementarni volumen u referentnoj
konfiguraciji moze se izraziti pomocu Jacobijeve determinante odnosno pomocu tenzora
gradijenta deformiranja:

dV =Jdv, = det(F)V, . (2.93)
Posebni je slu€aj tzv. izohorno deformiranje (J = 1), tj. tada nema promjene volumena
tijekom deformacije.

Prema tome izraz (2.92) moze se zapisati:

[(py—a7)d¥, =0. (2.94)

Vo
Ako izraz (2.94) vrijedi za cijelo materijalno tijelo, tada se iz tog uvjeta dobije lokalni zakon
ocuvanja mase:
0y =Jp, (2.95)
odnosno:
p=J"p,. (2.96)
Kod izohorne deformacije takoder vrijedi da je py = p.

Kako je gustoca prilikom deformacije ili gibanja tijela funkcija prostorne koordinate x i

vremena ¢ izraz (2.92) moze se derivirati po vremenu pomocu operatora materijalnog

deriviranja:
i:g+V-v:g+diVV, (2.97)
dr ot ot
te se tada dobije Eulerovu globalnu jednadzbu kontinuiteta:
. dm d op ) .
m=—=— V=|—+pV-vidV= + pdivv)dV =0. 2.98
. dzl”d ﬂat p ]d l(p pdivv) (2.98)

Ako izraz (2.98) vrijedi za cijelo materijalno tijelo, tada se iz tog uvjeta dobije lokalni zakon
ocuvanja mase:
p+pdivv=0. (2.99)
2.4.2. Zakon odrzanja Kkoli¢ine gibanja

Ako na tijelo sa trenutnim volumenom JV djeluje volumenska sila b, a na grani¢noj zatvorenoj

povrsini S se javlja naprezanje, to uzrokuje promjenu koli¢ine gibanja:
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%IpvdV=jpde+ItdS, (2.100)
Vv 14 N

Sto predstavlja globalni zakon odrzanja kolicine gibanja. Ako se u gornjem izrazu uvrsti izraz
(2.83) uz koristenje Gaussovog teorema o divergenciji, izraz (2.16), slijedi:

Ip\'de = jpde+jdivch,

Vv Vv Vv

(2.101)
.[(pV—pb—divc)dV =0.

v
Ako izraz (2.101) vrijedi za cijelo materijalno tijelo, tada se iz tog uvjeta dobije lokalni zakon
odrzanja kolicine gibanja odnosno Cauchyjev prvi zakon gibanja:
dive+pb=pv. (2.102)
Ako promatramo tijelo sa referentnim volumenom ¥} na koje djeluje volumenska sila B, sa
grani¢nom zatvorenom povrSinom Sy gdje se javlja naprezanje, to uzrokuje promjenu (prirast)
koli¢ine gibanja:
%j poVdV, = [ pBdV, + [pds,, (2.103)
Vo Vo So
Sto predstavlja drugi oblik zakona odrZanja kolicine gibanja. 1z tog izraza slijedi takoder i

lokalni zakon odrzanja kolicine gibanja:

DivP+ p,B=p,V. (2.104)

2.4.3. Zakon odrzanja momenta koli¢ine gibanja
Ako se postavi da je promjena momenta koli¢ine gibanja u odnosu na odredenu tocku u
trenutnoj konfiguraciji jednaka ukupnom momentu volumenskih sila i povrSinskih sila na

grani¢noj zatvorenoj povrsini, dobije se izraz:

iJ‘pxxvdV=jpxxdejLJ‘xxtdA, (2.105)
dtV Vv A

Sto predstavlja globalni zakona momenta kolicine gibanja. Ako se u gornjem izrazu uvrsti

izraz (2.83) uz koristenje Gaussovog teorema o divergenciji, izraz (2.16), slijedi:

Ipxxd—VdV = Ipxxde+j(div(xxo))dV,
V dt V V

(2.106)
[xx (p%— ob —divcjdV = [e04d7,

vV vV

=0

odnosno:

[euoudr =0. (2.107)

~
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Ako izraz (2.107) vrijedi za cijelo materijalno tijelo, tada se iz tog uvjeta dobije lokalni zakon
momenta kolicine gibanja odnosno Cauchyjev drugi zakon gibanja koji se svodi na simetriju
tenzora naprezanja:
6=0. (2.108)
Drugi lokalni zakon momenta kolicine gibanja moze se zapisati u odnosu na referentnu
konfiguraciju pomocu izraza:
F-P'=P-F", (2.109)
odnosno:
S=S". (2.110)
2.4.4. Prvi zakon termodinamike
Neka se promatra tijelo s trenutnim volumenom ¥ i granicnom zatvorenom povrsinom S.

Kineticka energija je:
1
K=EIpV-VdV. (2.111)
Vv

Unutarnja energija je:

&= pedv, (2.112)
14

gdje e predstavlja predstavlja specificnu unutarnju energiju, koja se prvenstveno odnosi u
ovome razmatranju na energiju mehanickog i toplinskog (termickog) porijekla.

Tijelu dovedena toplina moZze se odrediti pomocu izraza:

2=29+9 = prdV - [q-nds, (2.113)
vV N

gdje %, predstavlja dovedenu toplinu iz toplinskih izvora, npr. zraenjem (radijacijom) sa
vece udaljenosti te se izrazava specificnom snagom izvora topline r po jedinici mase, dok .7,

predstavlja dovedenu toplinu na kra¢im udaljenostima toplinskim tokom, koja se razvija u
tockama grani¢ne povrSine tijela prijenosom topline kondukcijom ili konvekcijom, te se
izrazava vektorom gustoée toplinskog toka q i vanjskom normalom n na elementarnu
povrsinu.

Mehanicka snaga vanjskih sila moze se odrediti izrazom:

?zjt-vdmjpb-vdrf, (2.114)
N vV

gdje prvi dio odreduje snagu povrSinskih sila, dok drugi dio snagu volumenskih sila. Prvi

zakon termodinamike ili zakon o odrZanju energije moze se izraziti u sljede¢em obliku:
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i(j{+£)=?+£2, (2.115)
dt
Ako se sada uvrsti izraz (2.83) uz koristenje Gaussovog teorema o divergenciji, izraz (2.16),
slijedi:

[v-pvdv +[ pedV =[v-(c-n)dS + [ pb-vdV + [ prdV - [q-nds,
V N 14 4 N

Vv

(2.116)
[v-divedy +[ pedv = [div(e - v)aV + [ prdV - [ divqdy.
Vv vV Vv Vv Vv
Pravilo umnoska moze se zapisati na sljedeci nacin:
div(e- v)=o: gradv + v - dive,
, _ (2.117)
v-dive = div(e - v)—o: gradv.
Uvrstavanjem prethodnog izraza u izraz (2.116) slijedi:
[div(e-v)dV —[o:gradvdV + [ pedV = [div(e-v)dV + [ prdV - [ divaaV,
vV Vv 14 Vv 14 14 (2 1 1 8)
[pedv =[e:1av + [ prdv - [ divqay,
Vv Vv vV vV
odnosno uz koristenje izraza (2.66) uz uvjet (2.6) slijedi:
[pedv =[o:ddv + [ prdv - [ divgaV . (2.119)
Vv vV Vv vV

Ako izraz (2.119) vrijedi za cijelo materijalno tijelo, tada se iz tog uvjeta dobije lokalni zakon
o odrzanju energije, zapisan u odnosu na trenutnu konfiguraciju:
pe=06:d+ pr—divq. (2.120)
Prethodna jednadzba moze se izraziti takoder 1 prema referentnoj konfiguraciji. Veza izmedu
pojedinih veli¢ina u referentnoj i u trenutnoj konfiguraciji odreduje se prema izrazima
(Marsden & Hughes, 1983):
e specifi¢na unutarnja energija, E(X,1) = e(x,t),
e specifi¢na snaga izvora topline, R(X,¢) = r(x,t),
e vektor gustoce toplinskog toka, Q(X , t) =JF ‘lq(x,t), uz odnos DivQ = J divq,
e lokalni zakon o¢uvanja mase, izraz (2.95).
UvrsStavanjem navedenih izraza u lokalni zakon o odrzanju energije, izraz (2.120), koja se
prethodno pomnoZi sa Jacobijevom determinantom J, slijedi:
e=Jo:.d+ pJr—Jdivq,
ZE:Ja:dJrZR—Div((l). (2121)
Derivacija po vremenu tenzora gradijenta deformiranja definiranog izrazom (2.32) moze se

zapisati:
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F=I-F. (2.122)

KoriStenjem izraza (2.87), (2.88) 1 (2.122) slijedi:
Jo:d=P:F. (2.123)
Derivacijom desnog Cauchy-Greenova tenzora deformiranosti po vremenu, izraz (2.41), uz

koriStenje izraza (2.66) slijedi:

C=2F".d-F=2D, (2.124)
gdje
D:%C:FT~d-F (2.125)

predstavlja materijalni tenzor brzine deformacije. lzraz (2.123) se moze preurediti pomocu

izraza (2.87) 1 (2.88) te se tada moze pisati:

t:d=Jo:d=(P-F"):d=S:(F"-d-F), (2.126)
Sto se u kona¢nom obliku moze transformirati:
fntzrzd:S:%C:S:D. (2.127)

Sto predstavlja snagu naprezanja (eng. stress power).
Prema tome slijedi drugi oblik lokalnog zakona o odrzanju energije, zapisan u odnosu na

referentnu konfiguraciju:
poE=8:D+ p,R-DivQ, (2.128)
odnosno

pE=1:d+ p,R-DivQ. (2.129)

2.4.5. Drugi zakon termodinamike
Nepovrativost razli¢itth procesa mozemo izraziti pomocu entropije. Entropija definira
prirast dovedene topline u odnosu na apsolutnu temperaturu. Na tijelu trenutnog volumena V’

entropija se definira kako slijedi:

N ={pndv . (2.130)
14

Ako je proces nepovrativ dolazi do stvaranja entropije koja je uvijek veca ili jednaka brzini

promjene dovedene topline u odnosu na apsolutnu temperaturu 6:

ﬂszidrf— s, 2.131)
de 5 0 s 0
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Sto predstavlja globalni drugi zakon termodinamike odnosno Clausius-Duhemovu
nejednadzbu ili nejednadzbu proizvodnje entropije zapisanu u odnosu na trenutnu
konfiguraciju. Prethodna jednadzba moZe se pojednostaviti uvrStavanjem izraza (2.130) uz

koriStenje Gaussovog teorema o divergenciji, izraz (2.16):

dn r q
lpEdVZ.l.png—.b[g-ndS,

dn .. (q r
a3 |- pLllar>o.
l(p i W(e] P 9}’

Ako nejednadzba (2.132), vrijedi za cijelo materijalno tijelo, iz tog se uvjeta dobije lokalnu

(2.132)

nejednadzbu proizvodnje entropije, zapisanu u odnosu na trenutnu konfiguraciju:

dn .. (q r
—+div| = |- p—20. 2.133
Py ( ej P ( )
Pri tome vrijedi pravilo umnoska:
. (q (1 1. 1
div| = |=div| —q |=—divq + q- grad—, 2.134
[9] (eqje q+q-grad— (2.134)
odnosno uz
1 1 1
grad(g 9) = ﬁgradg + 2 gradd =0,
| | (2.135)
rad— = ——-grad@,
g p; ng
slijedi
. ([q | q
div| — | =—divq——;-gradd. 2.136
( 9) g Iva—rg (2.136)
Ako se izraz (2.136) uvrsti u (2.133) slijedi
dn 1 .. q r
—+—divq——-gradd - p—2>0. 2.137
Py TgtVaT 8 P (2.137)

Prethodni izraz moze se zapisati u razvijenom obliku uvrStavanjem zakona o odrzanju
energije, izraz (2.120):

dn de q
0——— |+6:d——-gradd > 0. 2.138
p( dt dtj o't (2.138)

Helmholtzova slobodna energija predstavlja potencijal za termodinamicko naprezanje:
w=e—0n. (2.139)

Na prethodni izraz moze se primijeniti diferencijalni racun:
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pdn_de _ [dv 40} (2.140)
dr dt dt dt

Ako se to uvrsti u izraz (2.140) dobije se drugi oblik Clausius-Duhemove nejednadZzbe koja

sadrzi 1 termodinamicki potencijal u obliku Helmholtzove slobodne energije:

d dg) q
6:d-p| —+n— |——-grad@>0. 2.141
p( py ndtj 8 ( )

Entropija na tijelu referentnog volumena ¥, moze se definirati kako slijedi:

Ny = [ pNdv,. (2.142)

Vo
Kod nepovrativog procesa dolazi do stvaranja entropije koje je uvijek vece ili jednako brzini
promjene dovedene topline u odnosu na apsolutnu temperaturu ©:
R
Vo, [
dt C

Q-N
v, _S{_G) ds, , (2.143)

Vo

Sto predstavlja globalni drugi zakon termodinamike odnosno Clausius-Duhemovu

nejednadzbu ili nejednadzbu proizvodnje entropije zapisanu u odnosu na referentnu

konfiguraciju. Prethodna jednadzba moze se pojednostaviti uvrStavanjem izraza (2.142) uz
koriStenje Gaussovog teorema o divergenciji, izraz (2.16):

l(p0%+Div(%j—po gjdeo. (2.144)

Budu¢i da nejednadzba (2.144) vrijedi za cijelo materijalno tijelo, iz tog se uvjeta dobije

lokalnu nejednadzbu proizvodnje entropije, zapisanu u odnosu na referentnu konfiguraciju:

dN . (Q R
—+Div| = |- p,—20. 2.145
Lo dr V(@j Lo ) ( )
Pri tome vrijedi pravilo umnoska:
Div Q =Div iQ —lDiVQ+Q-Gradl (2.1406)
0] €] Q) e’ '
odnosno uz
1 1
Grad— = ——-Grad® (2.147)
® ®
slijedi
: Qj 1. Q
Div| = |=—DivQ ——-Grad® . 2.148
(@ ® Q e’ (2.148)

Ako se izraz (2.148) uvrsti u (2.145) slijedi
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dav 1 . Q R
—+—DivQ—-—-Grad® - p, — >0. 2.149
Pyt e Q o Py ( )

Prethodni izraz moze se zapisati u razvijenom obliku uvrStavanjem zakona o odrzanju

energije, izraz (2.129):

po(Gﬂ—d—Ej+‘r:d—g~Grad®20. (2.150)
de dt ®
Helmholtzova slobodna energija predstavlja potencijal za termodinamicko naprezanje:
Y=E-ON. (2.151)
Na prethodni izraz moze se primijeniti diferencijalni racun:
b g
@ﬁ—ﬁz—(d—+N@). (2.152)
dr dt dt dt

Ako se to uvrsti u izraz (2.150) dobije se drugi oblik Clausius-Duhemove nejednadzbe koja

sadrzi i termodinamicki potencijal u obliku Helmholtzove slobodne energije:

r:d—po[d—‘P—i-Nd—Tj—g-Grad@ZO. (2.153)
dr d) ©
Izraz (2.153) se moze zapisati u obliku:

D:po®%+DiVQ—%-Grad®—poR20, (2.154)

gdje je D ukupna disipacija. Ukupna disipacija se sastoji od (lokalne) unutarnje disipacije ili

mehanicke disipacije Diy 1 disipacije nastale radi provodenja topline odnosno termicke

disipacije Dqon:
D=D_+D,,, (2.155)
D, =p0®%+DiVQ—pOR >0, (2.156)
D, = —%-Grad@. (2.157)
2.4.6. Termodinamicki potencijali i jednadZbe stanja
Izraz (2.152) moze se zapisati u kra¢em razvijenom obliku:
ON =E-NO-VY. (2.158)
Ako se to uvrsti u izraz (2.156) slijedi:
D,, = p,E— p,NO - p,¥ + DivQ — p,R >0, (2.159)
odnosno uz transformiranje izraza (2.129) dobije se:
D, =t:d-p,NO-p¥>0. (2.160)
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Termodinamicko podstanje sustava je funkcija parametara podstanja. U slucaju
termoplasti¢nosti Helmholtzovu slobodnu energiju moZemo zapisati kao funkciju parametara
podstanja, odnosno ¥ = ‘P(Ce,a,®), gdje je C. elasticni desni Cauchy-Greenov tenzor
deformiranosti, o parametar o¢vrS¢enja (ovisi o povijesti ili promjeni plasti¢éne deformacije,
(Alfirevi¢, 2003)). Promjena Helmholtzove slobodne energije glasi:

¥=0,¥:C,+0,¥:0+0,¥0. (2.161)
Ako se gornja jednadzba uvrsti u izraz (2.160) slijedi:
D, =1:d=pNO - p (0. ¥:C,+0,¥:6+0,¥6)>0. (2.162)

U slucaju velikih deformacija, materijalni tenzor gradijenta deformiranja moze se
prikazati kao umnozak elasti¢nog 1 plasticnog dijela tzv. Kroner-Leejevom multiplikativnom
dekompozicijom (Kroner, 1959; Lee, 1969):

F=F, F,. (2.163)
Aditivnom dekompozicijom tenzor brzine deformacije razlaze se na elasti¢ni i plasti¢ni dio:

d=d, +d,. (2.164)
Elasticni tenzor gradijenta brzine dan je izrazom:

l,=F,-F'. (2.165)

¢iji simetricni dio predstavlja elasticni tenzor brzine deformacije:
d, =sym(l,)= %(1 +17). (2.166)
Brzina plasti¢ne distorzije (Mandel, 1972):
L, =F F . (2.167)

Plasti¢ni tenzor gradijenta brzine odreden je izrazom:

I =F, L -F', (2.168)

¢iji simetricni dio predstavlja plasti¢ni tenzor brzine deformacije:
d, =sym(l )=F." -sym(C, -L, )-F.", (2.169)
simetri¢ni dio umnoska C. i L, zapiSemo pomocu tenzora:
D, =sym(C, L), (2.170)

odnosno ako se taj izraz vrati u izraz (2.169) dobije se pojednostavljeni oblik plasticnog

tenzora brzine deformacije:
-T -1
d =F " -D -F . (2.171)

Elasti¢ni desni Cauchy-Greenov tenzor brzine deformiranosti moze se zapisati:
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C.=F F, (2.172)
iz ¢ega derivacijom slijedi:
C,=2F'.d_-F, (2.173)

Izraz (2.162) mozZe se zapisati uz koristenje izraza (2.164) 1 (2.173):
Dy ={t—p,F, -0, ¥ F7 J:d, +7:d, — 0,0, 10— p,(N+3,¥)020. (2.174)
Ako se razmotri hipotetski termodinamicki proces u kojem elasticna deformacija nastupa pri
konstantnoj i jednolikoj temperaturi (® =0,Grad® =0) bez plasti¢ne deformacije (=0,
d, =0), prema tome prethodna jednadzba poprima pojednostavljeni oblik:
D, ={t-p,(2F. -0, ¥ -F):d, =0, (2.175)
¢ime se dobiva konstitutivna relacija za naprezanje:
t=p,2F, 0. ¥ F,. (2.176)
Razmotri li se pak drugi hipotetski proces — Cistu termicku (toplinsku) deformaciju bez pojave

naprezanja uz Grad® =0, a =0, d, =0, pri proizvoljnoj temperaturi, dolazi se do definicije

entropije:
gl e
Prema izrazu (2.171) vrijedi:
t:d,=S.:D, (2.178)
gdje je simetricni elasticni drugi Piola-Kirchhoffov tenzor definiran izrazom:
S.=F'-t-F."=p,20. ¥ . (2.179)

Kinematicka varijabla moze se pridruziti parametru o¢vrséenja a., Sto se moze zapisati:
Q=—p,0,Y. (2.180)
Ako se to zajedno sa izrazom (2.178) uvrsti u pojednostavljeni izraz (2.174) slijedi:
D, =1:d,+Q:a>0,
. (2.181)
D, =(C.S,):L,+Q:a>0.

Mandelov tenzor naprezanja (opéenito nesimetricni tenzor) moze se zapisati sljedec¢im

izrazom:
r=C,-S,=F .F,-F.'-1.F."=F -1-F.", (2.182)
za koji vrijedi uvjet simetrije C.'-X=X"-C.'. Tada je moguce zapisati kona¢ni izraz za

disipaciju pomoc¢u Mandelovog tenzora, koji glasi:
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D, =%:L,+Q:a>0. (2.183)

2.4.7. Evolucija temperature pri plasticnim deformacijama
Kod nepovrativih procesa, kao Sto su plasticna deformacija, trenje, itd., dolazi do
disipacije mehanicke energije koja se pretvara u toplinu. Buduéi da se radi o nepovrativom,
odnosno ireverzibilnom procesu, sustav se tada nemoze vratiti u pocetno stanje (Thomson,
1882, ¢l. LIX).
Izraz (2.158) moze se zapisati u obliku:
E=ON+NO+¥. (2.184)
Ako se izraz (2.184) uvrsti u (2.128) dobije se:
PON + p,NO + p,¥ + DivQ =S : D+ p,R. (2.185)
Helmholtzovu slobodnu energiju mogucée je takoder izraziti kao funkciju parametara
podstanja, koja za slucaj termoplasticnosti glasi ¥ = lI’(Ce,a,@). U izrazu (2.161) za
promjenu Helmholtzove slobodne energije nalazi se dio koji definira entropiju, izraz (2.177)
koji deriviran po vremenu moze se pisati:
N=-0,¥. (2.186)
Prema izrazu (2.185), uvrStavanjem izraza (2.177), (2.186) i (2.161) slijedi:
— @05 ¥ :C, — p,005, Y : - p,O, VO + 2187
+py0c V¥ :C, +p)0,¥ :0+DivQ =S: D+ p,R,
Kod deformacije u slucaju termoplasticnosti dolazi do pojave strukturalnog grijanja (eng.
structural heating) koje opisuje elasticne i plasti¢ne promjene u tijelu:

Hooad = Hi + H}

heat heat heat >
Ho = —Po@00c ¥ : C,, (2.188)
“}[lllaeat = _/)O(’-)a(z*?)a\P : u

Prvi ¢lan A, predstavlja evoluciju temperature uslijed elasticne deformacije, ¢iji je utjecaj

eksperimentalno istrazio i objavio u literaturi W. Thomson (Lord Kelvin) (Thomson, 1882, ¢l.

XLVIII). Budu¢i da se radi o malenom utjecaju na evoluciju temperature, ovaj ¢lan se

najceS¢e zanemaruje. Drugi ¢lan #} . predstavlja evoluciju temperature uslijed plasti¢ne

deformacije, koja nastaje radi utjecaja temperature na parametre materijala. Kod metala se taj
utjecaj najéedée zanemaruje (Canadija, 2014), odnosno temperatura ne utjeée na odvriéenje

(05, ¥ =0), prema tome vrijedi:

}[heat = Hl?eat = —p0®aéCC\P : Ce . (2189)
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Pri konstantnoj deformaciji i konstantnim parametrima podstanja moze se takoder
definirati specificni toplinski kapacitet (eng. specific heat) po jedinici mase:
c=-00,,¥. (2.190)
Ako se izraze (2.188) 1 (2.190) uvrsti u jednadzbu (2.187) slijedi:
H yeat +poc®+p08Cct// :C,+p,0, :a+DivQ=S:D+p,R. (2.191)

Nakon sredivanja izraza (2.179) slijedi:
%Se = py0c_ Y. (2.192)
odnosno kada se gornji izraz uvrsti u (2.191) dobije se:
H o + PO +%se :C, + p,0,v:6+DivQ=S:D+ p,R. (2.193)
Budu¢i da vrijede jednakosti:
S :—C.=S.:D_, (2.194)

X:L, =S:D-S.:D,, (2.195)
pomocu izraza (2.180) 1 (2.195) se dobije:

Hpe + PicO®—Q:a+DivQ=2:L_ +p,R, (2.196)

odnosno uz koriStenje izraza (2.183) slijedi jednadzba:
£oc® = p,R —DivQ —H, . + Dy, - (2.197)
Izraz (2.197) predstavlja toplinsku jednadzbu koja sluzi za odredivanje evolucije temperature
uslijed plasti¢ne deformacije materijala. U slucaju adijabatskog procesa (DivQ = 0) bez
vanjskog izvora topline (R = 0), izraz (2.197) moze se krace zapisati ako se usvoji
pretpostavka da je kod metala mala promjena temperature bez utjecaja na mehanicke
parametre (Hpeat = 0) te ako se takoder zanemari dio vezan uz o¢vrs¢enje (Q:a = 0), odnosno

p®=D, =X:L, =7:d,. (2.198)

2.4.8. Disipacija

Prilikom ciklickog opterecenja, kao 1 tijekom obrade materijala poput valjanja 1 ekstruzije,
dolazi do disipacije rada elastoplasticnog materijala, odnosno dio mehanickog rada pretvara
se u toplinu koju tijelo predaje okolini, a u samome materijalu dolazi do o¢vr§¢enja. Kod
takvih trajnih deformacija dolazi do razlike izmedu rada vanjskih sila i deformacije samog

tijela, odnosno dolazi do promjene unutarnje energije materijala u vidu povecanja temperature
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(Farren & Taylor, 1925). Ta energija koja se razvija u tijelu kod ocvr§€enja naziva se latentna
toplinska energija (eng. latent heat).

Taylor-Quinneyjev oblik jednadzbe za odredivanje disipacije glasi:

D, =pX:L,=p7:d,, (2.199)

gdje fpredstavlja tzv. Taylor-Quinneyjev faktor, koji je za metale najces¢e izmedu 0,85 1 0,95
(Taylor & Quinney, 1934; Hakansson et. al., 2008).

2.4.9. Plasti¢no deformiranje i funkcija teCenja

Kod jednoosnog stanja naprezanja uvjet tecenja materijala predstavlja naprezanje na
granici tecenja (eng. yield stress), odnosno ¢ = or. Model elasti¢nog-linearno ocvrséujuceg

materijala shematski moze se prikazati prema Sl. 2.7.

oA

or

Slika 2.7 — Model elasti¢nog-linearno o¢vr$éujuceg materijala.

Za slucaj slozenijeg naprezanja kao Sta je troosno stanje naprezanja granicu tecenja
zamjenjuje skalarna funkcija tecenja (eng. yield function odnosno yield condition), koju za
slu¢aj izotropnog o&vric¢enja (Canadija & Mosler, 2011; Mosler, 2010) u opéem obliku glasi:

#(2.0,0)=2%(2)-0 -0 =0,
#z.0.0)= () -(0+oM)=0. (2200
— —

ekvivalentno naprezanje odziv materijala
a ovisi o skalarnim vrijednostima kao Sto su ekvivalentna vrijednost Mandelovog naprezanja
k .. . . . v ..
X%, varijabla poput naprezanja (eng. stress-like variable) Q; = Qi(a;) te pocetna vrijednost
ekv ekv

naprezanja O, =0, (G)) koja opisuje pocetnu plohu. U jednadzbi funkcije teCenja jasno se

vidi da je naprezanje teCenja funkcija temperature, odnosno temperatura utjece na naprezanje
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teCenja. Eksperimentalni rezultati pokazuju da naprezanje teCenja opada s porastom
temperature (Micunovi¢, 1990).

Prvi dio izraza (2.200) opisuje promjenu ekvivalentnog naprezanja tj. opterecenje ili
rasterecenje konstrukcije. Drugi dio izraza opisuje odziv materijala pri optere¢enju odnosno
rastere¢enju konstrukcije.

Naprezanje prema jednadzbi (2.200) mora biti unutar odredenog raspona, koje se naziva
elasticna domena (eng. elastic domain) te moZze poprimiti vrijednosti koje su unutar ili na

granici plohe tecenja (SI. 2.8), Sto mozemo zapisati:
E, ={Z.0.0)eR""" 4(£,0,0)<0}. (2.201)

Funkcija tecenja mora biti konveksna i1 neprekidno derivabilna (glatka) funkcija prema kojoj
se mogu definirati elasticne deformacije za slu¢aj pri ¢emu je (Z, Qi,G))e intE_, dok je uvjet
pojave plasticnih deformacija (Z,Qi,G)) e€0E_. Slucajevi u kojima je naprezanje izvan
elasticne domene su nemoguci i nemaju fizicke osnove.

Procese opterecenja i rastere¢enja mogu se zapisati u kracem obliku ako se izraz (2.200)
derivira po vremenu, te se dobije tzv. uvjet konzistentnosti (Lemaitre & Chaboche, 1990, str.
193):

. dp 04 dX 04 da, 04 dO
¢:_:_:_+ + ekv 1,
dt orX dr 0Q dt o0M(®) dt

(2.202)

Uvjeti opterecenja odnosno rasterecenja glase:

e $<0 - elasticno ponaSanje,

e ¢$=01d¢=0-neutralno opterecenje (plasticno tecenje),
o ¢$=01d¢> 0 - opterecenje (plasticno ocvrscenje),

o ¢$=01d¢<0 - rasterecenje (elasti¢no).

Slucajevi u kojima je ¢> 0 su nemoguci i nemaju fizicke osnove.
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0 +0, —

o 4<0
A

Slika 2.8 — Izotropno ocvrséenje prikazano u Sestodimenzijskom prostoru te za slucaj vlaénog testa.

Vecina metalnih materijala moze se modelirati pomucu tzv. asocijativnog odnosno
pridruzenog zakona tecenja (eng. associated plasticity). Kod te teorije plasticni potencijal koji
definira smjer plasticnog teenja u Sestodimenzijskom prostoru moze se zamijeniti, odnosno
pridruZziti funkcijom tecenja @. Suprotno od ovog pristupa, postoji 1 teorija neasocijativnog
odnosno nepridruzenog zakona tecenja (eng. non-associated plasticity), koja medu ostalim
ima svoju primjenu najceS¢e kod kinematickog oc¢vrSéenja metala, u mehanici tla i
gradevinskoj mehanici (stijene, beton,...).

Unutarnju disipaciju na mikrorazini mozemo definirati pomocu izraza:

D, =X:L,+0a >0, (2.203)
gdje je varijabla naprezanja Q; energijski konjugirana varijabli poput deformacije (eng.
strain-like variable) ¢;. Varijablu O; moguce je izraziti kao:

0 =-p0, Y, (2.204)

Helmholtzovu slobodnu energiju na mikrorazini moguce je takoder izraziti kao funkciju
parametara podstanja, koja za slucaj termoplasti€nosti sa izotropnim ocvr$é¢enjem glasi
¥ =¥%(C,.0,a).

Ona se moze rastaviti aditivnom dekompozicijom na elasti¢ni i plasti¢ni dio:

¥ =9(C,.0)+¥,(a). (2.205)
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gdje je elasti¢na slobodna energija W, funkcija elasticnog desnog Cauchy-Greenovog tenzora
brzine deformiranosti 1 polja apsolutne temperature ®, plasticna slobodna energija ¥, je
funkcija varijable «;, koja ovisi o plasti¢noj deformaciji, dok je termicka slobodna energija ‘¥,
funkcija polja apsolutne temperature ©.
Elasti¢na slobodna energija ¥, se moze zapisati u razvijenom obliku pomocu elasti¢nih
potencijala, prema literaturi (Canadija, 2014) i (Simo, 1998):
¥ (C,,0)=w(C,,0)+U(J,0)+M(J,0). (2.206)

Devijatorski potencijal se odreduje prema izrazu:
W(C.s@) = lir(C.) -], 2.207)

gdje je u Lameova konstanta, ngin je broj dimenzija, npr. za prostorni problem ngi, = 3.

Hidrostaticki potencijal se moze zapisati:
U(J,@):%K(%J—l—anj, (2.208)

gdje je x modul kompresije (volumenski modul elasti¢nosti) prema (Brni¢, 1996). Spregnuti
termoelasti¢ni potencijal, prema (Simo, 1998):

M(J,0)=(0-0,)-n,,ad,U(J,0), (2.209)
koji ovisi o hidrostaticCkom dijelu tenzora brzine deformiranosti C.. Ovdje je « koeficijent
toplinskog rastezanja.

Plasti¢na slobodna energija ¥, prema radu (Canadija & Mosler, 2011), moZe se izraziti u

obliku:

1 @ n, S L
\P"(ai):b“(_ ot e ']%—Lb_f(—bzai)‘ (2.210)

koji sadrzi materijalne parametre koji definiraju izotropno ocvrséenje.

Prva derivacija izraza (2.210) glasi:

oY
0,V =—2"

% P aai

1

=b, (- 1+ )= S, (= by, ), (2.211)

odnosno druga derivacija izraza (2.211) glasi:
1 1
ai, ¥, =0, (aaiqu)z byd, e +b,S, n_(_ Yed )”2 g (2.212)

2
Budu¢i da unutarnja disipacija ovisi o brzini plasti¢ne distorzije L, 1 0 &;, tada se moze
postaviti osnovna pretpostavka o maksimalnoj disipaciji:

= max (T:L,+0:4). (2.213)

Mt (2.0,,0)eE,
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Kod pridruzenog zakona teCenja na temelju izraza (2.213) mogu se zapisati evolucijske

jednadzbe u sljede¢em obliku:

22
o , (2.214)
& =A—=-1
00,

gdje se uvodi faktor proporcionalnosti 4. Ovaj faktor proporcionalnosti poznatiji je kao
Lagrangeov multiplikator (mnozitelj).

Uvjeti optimalnosti koji ograni¢avaju matematicki nelinearne funkcije mogu se odrediti
pomocu tzv. Karush-Kuhn-Tuckerovog uvjeta optimalnosti (Kuhn & Tucker, 1950;
Luenberger, 2008; Simo & Hughes, 1998) koji glase:

120
$p<0 . (2.215)
Ap=0
Tada se Clausius-Duhemova nejednadzba (2.203) moZe zapisati u obliku koji sadrzi
evolucijske jednadzbe (2.214):
D, =AX:0,9+ 400,420, (2.216)

ekv

Ako se pretpostavi da je funkcija ™ u izrazu (2.200) pozitivna homogena funkcija prvog

reda (Mosler, 2010), tada mozemo primijeniti Eulerov teorem za homogene funkcije (Small,
2007):
2 (c]E]) = ez (Z), (2:217)
gdje je ¢ proizvoljni pozitivni realni broj.
Koristenjem prethodnog izraza moze se zapisati konacni oblik Clausius-Duhemove

nejednadzbe:

$=0
D, = 20(®)>0. (2.218)

Clausius-Duhemova nejednadzba tada se moze zapisati u sljede¢em obliku:

$=0 .

D, =X:L,-p¥, =10(0)=0, (2.219)

Ako se jednadzba (2.160) za mehanicku disipaciju zapiSe pomocu snage naprezanja, izraz
(2.127), slijedi:

D, =P, ~p,NO-p,¥>0. (2.220)

nt — “int

U slucaju izotermnih procesa (® =0 ), kakav se u ovom pristupu odvija na mikrorazini, izraz

(2.220) moze se kraée zapisati:
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o >0, (2.221)

mt int

Temelj varijacijski konzistentne formulacije je parametrizacija funkcije tecenja i

evolucijskih jednadZbi pomoénim naprezanjem, odnosno pseudo-naprezanjem X (Mosler &
Bruhns, 2009; Mosler & Bruhns, 2010),:

o¢
L, =M=222| |
’ EleE L (2222)

&, =-2

gdje je M(f): 8E¢‘ +_5 - Pseudo-naprezanje je razliCito od pripadnog fizickog naprezanja X

ali im je smjer prirasta plasticne deformacije, odnosno smjer plasticnog tecenja isti, odnosno:
M = az¢| Z¢| (2.223)

Varijacijski konzistentna formulacija, na mikrorazini prema radovima (Yang et. al, 2006),
(Stainier & Ortiz, 2010), (Mosler & Bruhns, 2010), (Canadija & Mosler. 2011), omoguéuje
odredivanje evolucijskih jednadzbi pomo¢u minimuma izraza:

Lokalno:
(2,2)=arg inf AR T2 K<) P

Globalno:
(¢) =arg inf I™*(¢) (2.224)

inc
14

Ilrnecd (¢) - 1{’1%‘ jinc (¢’ /19 E’ G)X @=konst, ®@=konst

gdje je:
j[ dt_ij 4V ~2(¢)= (¥ + D, iV =7 (),

nt VO
fpo .9dV, - [p-9ds,. (2222

Or

gdje je Pr snaga radi volumenskih i povrSinskih sila,V=¢ je brzina u referentnoj

konfiguraciji, p je povrSinsko optere¢enje koje predstavlja prirodne rubne uvjete.

Lokalni se problem rjeSava u svakoj integracijskoj toc¢ki mikrorazine, ¢ime se dobiva A
iX. Globalni se problem svodi na rjeSavanje nelinearnog kona¢noelementnog problema
[K ]{u} = {F } na mikrorazini.

Minimizacijom se dobiva:
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Lokalno:
o:1,. =0 —  AX0i$=0
0,1>0 —9=0
2 - (2.226)
Globalno:

5,1 =0 —  P:OF-0R =0.

@~ inc

Jednadzba (2.226) daje vezu izmedu naprezanja X i preudo-naprezanja X.
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3. ViSerazinsko modeliranje

Desetlje¢ima unazad znanstvenici su pokazivali veliko zanimanje za odredivanje odziva i
razli¢itih svojstava heterogenih materijala. Svrha modeliranja materijala je predvidanje
unaprijed nekih pojava, uz dostizanje optimalnog rjeSenja S§to se tie sigurnosti i pouzdanosti
nekog proizvoda uz eventualno smanjenje troSkova materijala. Optimizacijom materijala se
moze takoder dizajnirati 1 materijal s to¢no odredenim svojstvima, §to omogucuje razvoj
novih materijala u buduénosti. Kompozitni materijali posjeduju vazne utjecajne faktore kao
Sto je mala tezina, a uz to pruzaju veliku ¢vrstocu u odnosu na konvencionalne materijale u

inzenjerstvu.

3.1. Uvodna razmatranja

Naizgled homogen materijal pruza sasvim drugu sliku kada smanjimo razinu ispod
milimetra, 1 postaje nehomogen. Stoga je potrebno svojstva takvog materijala odrediti na neki
drugi nacin. Slozenost mikrostrukture takvog materijala zahtjeva poseban pristup kod
odredivanja svojstava materijala, odnosno definiranja elementarnog dijela koji dolicno
predstavlja mikrostrukturu materijala konstrukcije, odnosno njen je uzorak. Ovaj elementarni
dio, uobicajeno se naziva reprezentativni volumenski element, odnosno kra¢e RVE, prema
definiciji R. Hilla iz 1963. godine (Hill, 1963). RVE omogucéuje odredivanje svojstava
materijala kao i konstitutivnih zakona mikrostrukture prora¢unom na elementarnoj razini.

Viserazinsko modeliranje pomocu racunalne homogenizacije jedna je od metoda koja
pruza mogucnost numerickog odredivanja svojstava materijala na samoj mikrostrukturi, kao
Sto su npr. efektivni modul elasti¢nosti, efektivni modul kompresije, efektivni Poissonov broj,
itd.

Kod teorije homogenizacije potrebno je postaviti tzv. cetiri koraka makro-mikromehanike
za odredivanje efektivnih svojstava heterogenog materijala, $to je predstavljeno u radu P.

Suqueta iz 1985. godine (Suquet, 1985).

45



N. Munjas — Doktorski rad

Prvi korak je definiranje reprezentativnog volumenskog elementa (RVE) koji bi trebao biti
dovoljne veli¢ine da se uoci raznolikost mikrostrukture, ali i da ujedno predstavlja efektivna
svojstva heterogenog materijala. Stoga je vazno model razdvojiti na makroskopsku razinu (M)
1 mikroskopsku razinu (m).

Drugi korak je odrediti pomocu usrednjavanja mikroskopskih veli¢ina one makroskopske.
Usrednjavanje veli¢ina na polju mikrostrukture izvodi se za veéinu varijabli stanja; za
naprezanje, deformaciju, unutarnju energiju, slobodnu energiju, entropiju, disipaciju, itd.

Tre¢i korak je odredivanje vrijednosti na mikrostrukturi na temelju podataka iz
makrorazine, radi ¢ega je podrebno definirati proceduru lokalizacije. Prilikom toga vazno je
koristiti konstitutivni zakon mikrostrukture, kao 1 izvrSiti usrednjavanje veli¢ina na polju
mikrostrukture, dok uz to treba uzeti u obzir i ostale uvjete na temelju jednadzbi ravnoteze te
razmatranja same geometrije. Postavljanjem rubnih uvjeta na mikrorazini, koji proizlaze na
temelju geometrije heterogene mikrostrukture, mozemo odrediti i polje naprezanja i polje
deformacije na mikrorazini.

W Makrorazina

o / / b

XM

A

lm<<lM

Mikrorazina — RVE

Heterogeni uzorak

X2m

X1im

Slika 3.1 — Shematski prikaz konstrukcije s nehomogenim materijalom na mikrorazini.

Postavljanje rubnih uvjeta predstavlja tzv. makro-mikro uvjete lokalizacije (eng. mml
conditions). Radi mehanicke konzistentnosti vrijednosti polja naprezanja i deformacije koje

zadovoljavaju makro-mikro uvjete lokalizacije moraju zadovoljiti 1 Hill-Mandelov uvjet
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makro-homogenosti, tj. da je usrednjeni rad izvrSen na RVE-u jednak lokalnom radu na
makrorazini.

Cetvrti korak je homogenizacija, jer su do sada poznati konstitutivni odnosi na
mikrorazini te odnosi veli¢ina na polju makro 1 mikrostrukture. Sama homogenizacija

zahtjevna je kod nelinearnih problema.

W Makrorazina
AR i %
XoMm
XM
RVE RVE VE
PN Pl e
s o =, o | ™o | ™0 - o
Giiad GEasd \brzzy
Cr2es) ACesis (vl
ol Reeeey M N =S - -
N2 L Tz
X1m X1m X1m
a)
y Makrorazina
XoMm

XM

):
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Slika 3.2 — Periodi¢nost mikrostrukture: a) globalna i b) lokalna.
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Kod racunalne homogenizacije treba definirati mikrostrukturu u svakoj tocki tijela t;j.
makrorazine. Mikrostrukturu tijela mozemo prikazati kao sustav elementarnih ¢elija (eng. unit
cell) koje se ponavljaju u prostoru. Ako se jedna jedina elementarna ¢elija ponavlja po cijeloj
domeni tijela, tada se radi o globalnoj periodicnosti. Ako se pak na tijelu postoje samo
odredena podru¢ja koja imaju pripadnu elementarnu celiju, tada se radi o [lokalnoj
periodicnosti.

Standardna metoda racunalne homogenizacije temelji se na feoriji prvog reda, prema
kojoj je polje pomaka na makrorazini odredeno gradijentom deformiranja prvog reda. Ta
teorija vrijedi za jednostavnije slucajeve optere¢enja, kod nje vrijede osnovne pretpostavke
klasiéne mehanike kontinuuma.

Za razliku od ovog pristupa postoji i metoda racunalne homogenizacije prema teoriji
drugog reda, koja uzima u obzir polje pomaka i gradijent polja pomaka, odnosno prvu i drugu
derivaciju polja pomaka, §to dovodi do vece to¢nosti proracuna, ali i ukljucuje utjecaj okoline
na ponasanje odredene tocke. Ovaj rad se temelji na teoriji prvog reda, stoga je upravo ta
teorija detaljnije prikazana u nastavku.

Racunalna homogenizacija prema teoriji prvoga reda provodi na nacin da se geometrija
diskretizira pomo¢u mreze kona¢nih elemenata. U svakoj integracijskoj toCki elemenata
postavlja se diskretizacija pripadne mikrorazine. Rubni uvjet na mikrorazini dobijemo
prijenosom deformacije u integracijskoj tocki. RjeSavanjem problema rubnih vrijednosti
(BVP) u svakoj integracijskoj tocki MKE metodom dobijemo podatke poput usrednjenog
naprezanja i kondenzirane matrice krutosti.

Postupak povezanog MKE proracuna homogenizacije pomocu teorije prvoga reda sastoji
se od proracuna na dvije razine. Procedura je razvijena za adijabatske procese. Materijalni
gradijent deformiranja makrorazine Fy prenosi se na mikrorazinu radi rjeSavanja problema
rubnih vrijednosti na RVE-u. Rjesavanjem problema rubnih vrijednosti dobijemo deformirani
oblik RVE-a, te mozemo pomoc¢u metode usrednjavanja dobiti usrednjeni makroskopski
tenzor naprezanja Py. Tangentna matrica krutosti *C takoder se odreduje rje$avanjem

problema rubnih vrijednosti RVE-a, npr. kori§tenjem numerickog diferenciranja.
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Slika 3.3 — Polozaj Cestice u referentnoj i trenutnoj konfiguraciji.

3.2. Problem na mikrorazini

Polozaj svakog c¢vora mikrorazine definiran je u pocetnoj konfiguraciji pomocu
Lagrangeovih materijalnih koordinata vektorom polozaja X, dok je u trenutnoj konfiguraciji
definiran pomocu Eulerovih prostornih koordinata vektorom polozaja x.

Polje deformacije na mikrorazini mozemo opisati pomocu materijalnog gradijenta

deformiranja':
a
F, =Grad x=(V, x) _ 3.1)
Ravnotezna jednadzba RVE-a u Lagrangeovom (referentnom) obliku:
Div, P, =V, P/ =0 uly (3.2)

gdje je Py, prvi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja, dok V, oznacava referentni ili pocetni
volumen RVE-a.
Ravnotezna jednadzba RVE-a u Eulerovom (trenutnom) obliku:

div.e =V _-o_ =0 ul, (3.3)

gdje je o, Cauchyjev tenzor naprezanja, dok V oznacava trenutni volumen RVE-a.

' Vrijednosti grady,(*), Grad,(*), itd. predstavljaju derivaciju u odnosu na varijablu mikroskopske razine (m),
prema radu (Suquet, 1985).
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3.3. Rubni uvjeti

3.3.1. Propisani linearni pomaci
Kod ovog pristupa ograni¢enja pomaka rubnih ¢vorova RVE-a predstavljaju rubne uvjete
za proracun problema rubnih vrijednosti mikrorazine.

Veza izmedu svakog &vora na granici RVE-a odredena je izrazom':

x=F, X, (3.4)
gdje tenzor Fy predstavlja materijalni makroskopski gradijent deformiranja:
ox
F,, =Grad,,x=—. 3.5
M WX = 3.5

Pomak svakog ¢vora mikrorazine odreden je vektorom pomaka:
u=x-X=F, - X-I-X. (3.6)
Iz prethodnog izraza slijede pomaci rubnih ¢vorova RVE-a:
u=(F, -I)-X. (3.7)
3.3.2. Prirodni rubni uvjeti
Ovo je drugi pristup postavljanju rubnih uvjeta. Da bi mogli rijesiti problem rubnih
vrijednosti mikrorazine potrebno je postaviti ogranicenje za povrSinsko opterecenje tj.
postaviti vektor naprezanja koji odgovara makroskopskom tenzoru naprezanja.
Vektor naprezanja moguce je izraziti u pocetnoj konfiguraciji pomocu prvog Piola-
Kirchhoffovog makroskopskog tenzora naprezanja:
p=P, N=N-P;, nal,, (3.8)
gdje je N vektor normale zatvorene rubne povrSine (I'p) u pocetnoj konfiguraciji, ili u
trenutnoj konfiguraciji pomoc¢u Cauchyjevog makroskopskog tenzora naprezanja:
t=0,,-n=n-o, nal’, (3.9)
gdje je n vektor normale zatvorene rubne povrsine (I') u trenutnoj konfiguraciji.
3.3.3. Periodi¢ni rubni uvjeti
Uz pretpostavku globalne periodi¢nosti mikrorazine standardno se koriste periodi¢ni rubni
uvjeti. Rubovi RVE-a mogu se podijeliti u Cetiri dijela, "G" gornji rub, "D" donji rub, "DR"
desni rub 1 "LR" lijevi rub (SI. 3.4).

" Vrijednosti grady(+), Grady(*), itd. predstavljaju derivaciju u odnosu na varijablu makroskopske razine (M),
prema radu (Suquet, 1985).
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Slika 3.4 — Dvodimenzijski RVE za postavljanje rubnih uvjeta.

Periodi¢ni rubni uvjeti mogu se postaviti na temelju mjesSovitih uvjeta na granici RVE-a.
Periodi¢ne deformacije predstavlja geometrijski (kinemati¢ki) rubni uvjet koji na granici
RVE-a moze se zapisati:

x'—x =F, (X' -X"). (3.10)

Antiperiodi¢no povrSinsko opterecenje prikazano u pocetnoj konfiguraciji predstavlja
stati¢ki rubni uvjet koji na granici RVE-a moze se zapisati kao:

p =-p . (3.11)
Ovdje su I} i T, suprotne strane granica RVE-a, §to prema Sl. 3.5 predstavlja suprotne stane

. . . oy . . . + _ .,
I['giTp, te I'pri ['Lr. Normale tih grani¢nih ravnina definirane su N° = —N" za odgovarajuce

grani¢ne strane geometrije.

LR

DR

NG

1 D

Slika 3.5 — Grani¢ne strane RVE-a za postavljanje periodi¢nih rubnih uvjeta.

Periodi¢ne rubne uvjete moguce je zapisati i u zapisu uskladenom sa pripadnim MKE
modelom. U pocetnoj konfiguraciji periodicnost RVE-a definirana je odnosima vektora:
X, - X, =X,-X,,
G D 4 1 (3.12)
Xpr = Xig =X, =X,
gdje su dani vektori polozaja kutnih ¢vorova 1, 2 1 4. Ako se polozaj ¢vorova izrazi pomocu

materijalnog mikroskopskog gradijenta deformiranja u izrazu (3.4), moze se napisati:
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X —Xp =Fy '(X4_X1)a

Xpr ~ XL :FM'(Xz_Xl)' G139
Kako su za kutne ¢vorove vektori polozaja u trenutnoj konfiguraciji:
x,=F,-X,, i=124. (3.14)
periodi¢ne rubne uvjete moze se napisati pomocu trenutnog vektora polozaja:
X, =Xp +X, —X,, (3.15)
Xpr =X +X, — X,
ili pomocu vektora pomaka:
u, =u,+u, —u, (3.16)
Uy, =U;, +U, —U,,
gdje za kutne ¢vorove vektori pomaka se mogu napisati:
u, = (F, -1)-X,. i=124. (3.17)

U radovima (Terada et al., 2000), (van der Sluis et al., 2000) i (Miehe et al., 2002), primjena
periodi¢nih rubnih uvjeta u veéini slucajeva daje tocnije rezultate $to se tiCe ponasanja

heterogenih materijala u odnosu na ostale spomenute metode.

3.4. Sprega izmedu dvije razine

Nakon rjeSavanja problema na mikrorazini potrebno je proslijediti odredene usrednjene
podatke na makrorazinu, zbog ¢ega je potrebno razmotriti teorem usrednjavanja, poznatiji u
radovima (Hirschberger et al., 2008; Kouznetsova et al., 2010 (in Galvanetto)) kao Hill-
Mandelov uvjet makro-homogenosti (Hill, 1963; Hill, 1972).

3.4.1. Usrednjeni gradijent deformiranja

Hill-Mandelov uvjet za deformacije glasi da je materijalni makroskopski gradijent
deformiranja jednak usrednjenoj vrijednosti materijalnog gradijenta deformiranja mikrorazine

po volumenu:

P, -F -— [F,d7, = L [ Grad, xdv, = ij(VOmx)TdVo . (3.18)
VO Vo VO " VO 0

Primjenom Gaussova terorema o divergenciji, jednadzba (2.15), slijedi konacni izraz za
materijalni makroskopski gradijent deformiranja (Hill, 1972):
F, :fmziijdro. (3.19)
Vot
Verifikacija izraza (3.19) moze se izvrsiti pomocu jednadzbe (3.4) koja se uvrsti u (3.19)

te se dobije:
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— 1 1
F, =F =— |xNdl[, =— | (F,, - X)NdTI, . 3.20
M m Vof[x 0 Vof[( M ) 0 ( )

Primjenom Gaussova terorema o divergenciji, jednadzba (2.15), slijedi:

1
F, = F, -FjOXNclr0 =

0

= iFM - [ GradXdv, = (3.21)
Vo vy
=F,,
gdje vrijedi jednakost:
oX r
Grad X=—=(V, X) =1, 3.22
m 8X ( Om ) ( )

te je time dokazana ispravnost izraza (3.19).
3.4.2. Ekvivalentni mikroskopski prvi Piola-Kirchhoffov tenzor
naprezanja
Hill-Mandelov uvjet za naprezanja glasi da je makroskopski prvi Piola-Kirchhoffov tenzor
naprezanja jednak usrednjenoj vrijednosti prvog Piola-Kirchhoffovog tenzora naprezanja po
volumenu:
P, -P -~ [P,a7,. (3.23)
37
Ako se iz prethodne jednadzbe razvije izraz za mikroskopski prvi Piola-Kirchhoffov
tenzor naprezanja, primjenom ravnotezne jednadzbe (3.2) te jednakosti (3.22), odnosno
sredivanjem izraza slijedi:
P, =(V,, P/ X+P, -(V, X), (3.24)
Sto se moze krade zapisati pomocu jednadzbe:
P, =V, (P'X), (3.25)
Prethodni izraz moze se uvrstiti u Hill-Mandelov uvjet, dok primjenom Gaussova terorema o
divergenciji prema jednadzbi (2.15) slijedi:
P, =P, :VLW“‘“ (PIX )y, =

0¥,

| (3.26)
— .pT
= [N-PIxdr,,

0T,
$to uz definiciju vektora naprezanja u pocetnoj konfiguraciji p=N-P!, daje kona¢ni izraz za

makroskopski prvi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja:
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_ 1
Py =P, = - [pXdr, . (3.27)

0T,
3.4.3. Ekvivalentni mikroskopski Cauchyjev tenzor naprezanja

Hill-Mandelov uvjet za naprezanja glasi da je makroskopski Cauchyjev tenzor naprezanja

jednak usrednjenoj vrijednosti Cauchyjev tenzora naprezanja po volumenu:

6y =5,=—[c,dV. (3.28)

Ako se iz prethodne jednadzbe razvije izraz za mikroskopski Cauchyjev tenzor
naprezanja, primjenom ravnotezne jednadzbe (3.3) te jednakosti:
grad x=(V_x) =1, (3.29)
odnosno sredivanjem izraza slijedi:
6, =(V, 6, x+o, (V, x), (3.30)
Sto se moze krade zapisati pomocu jednadzbe:
6,=V_-(c,x). (3.31)
Prethodni izraz moze se uvrstiti u Hill-Mandelov uvjet, dok primjenom Gaussova terorema o

divergenciji prema jednadzbi (2.15) slijedi:
1 1
6,=6_=—|V_ -6 x)JdV=—|n-6_xdI', 3.32
M m V v’[ m ( m )d V v][ m ( )

Sto uz definiciju vektora naprezanja u trenutnoj konfiguraciji t=n-o¢_, daje konacni izraz za

m

makroskopski Cauchyjev tenzor naprezanja:

1
o,=6_=—|txdl. 3.33
| (3.33)

3.4.4. IzvrSeni rad

Nakon rjeSavanja problema na mikrorazini potrebno je razmotriti energijski teorem
usrednjavanja preko varijacijskog racuna koriste¢i Hill-Mandelov uvjet makro-homogenosti.
Uvjet zahtjeva da je volumensko usrednjavanje varijacije izvrSenog rada na RVE-u jednako
lokalnoj varijaciji virtualnog rada na makrorazini:

oWy, =W . (3.34)

Ako se taj uvjet izrazi pomocu prvog Piola-Kirchhoffovog makroskopskog tenzora
naprezanja 1 materijalnog gradijenta deformiranja, za lokalnu varijaciju virtualnog rada na
makrorazini dobije se:

SW,, =P, :0F,, (3.35)
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dok je volumensko usrednjavanje varijacije izvrSenog rada na RVE-u:
W = ijpm :0F_dV, = ijpm : Grad_oxdV, = ijpm (V. 0x) dV, . (3.36)
Vo, Vo, Vo,
Primijenom divergencije vektorskog polja u izrazu:

Vo - (P7-6x)= (v, - PT)-6x+ P! :(V,,0x) =

" (3.37)
=(V,y, -P!)-0x+P, : OF, ,
uz jednakost iz ravnotezne jednadzbe (3.2) dobije se:
P, :0F, =V, -(P!-ox), (3.38)

odnosno uvrStavanjem u izraz (3.36), uz primjenu teorema o divergenciji (2.15) i izraza za
vektor naprezanja, dobije se konacni izraz za volumensko usrednjavanje varijacije izvrSenog
rada na RVE-u:
W =VijV0m (P -ox)v, =VijN-P; .9xdr, :Vljpm) -9xdr,, . (3.39)
0¥, 0T, 0T,

Verifikacija izraza (3.39) moze se izvrS$iti uvrStavanjem rubnih uvjeta, odnosno provjerom
zadovoljavanja uvjeta makro-homogenosti. Ako se to izvrSi na temelju rubnih uvjeta
propisanih linearnim pomakom, odnosno varijacijom vektora poloZaja Jx = JF,, - X 1 izraza
za makroskopski prvi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja (3.8), slijedi:

W, =Vijp-5xdr0 =Vijp-(5FM X[, =

0 T, 0 T,

3.40
_ 1 XdI, : OF,, =P, :0F,, = oW, ( )
—7.[1) 0-0fy =Ty . OFy =O0Wys

0T,
te je time dokazana ispravnost izraza (3.39).
Volumensko usrednjavanje varijacije izvrSenog rada na RVE-u moguce je izraziti i

pomocu Cauchyjevog makroskopskog tenzora naprezanja i tenzora deformacije:
1
5Wm=—jcm:5ede=ijcm:vm5udV, (3.41)
V vV V Vv

gdje je polje deformacije moguce prikazati pomocu virtualnog tenzora deformacije, koje radi

simetri¢nog Cauchyjevog mikroskopskog tenzora naprezanja, 6, = 6., poprima oblik:
1 T
S = E(vmau +(vV, o) )=V, . (3.42)

Ako se primijeni divergencija vektorskog polja u izrazu:
V., (o, 0u)=(V, -6,)du+e :(V ou), (3.43)

m

uz jednakost iz ravnotezne jednadzbe (3.3) dobije se:
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6. :(V, ou)=V_-(c, -ou). (3.44)
Uvrstavanjem prethodnog izraza u izraz (3.41), uz primjenu teorema o divergenciji (2.15) 1
izraza za vektor naprezanja, dobije se konacni izraz za volumensko usrednjavanje varijacije
izvrSenog rada na RVE-u:

szljam:vaudV:
VV

=ljn-cm-5udr= (3.45)
VF
1

:—jt-éudr.
VF

Verifikacija izraza (3.45) moze se izvrSiti uvrStavanjem rubnih uvjeta, odnosno provjerom
zadovoljavanja uvjeta makro-homogenosti. Ako se to izvrSi na temelju rubnih uvjeta

propisanith linearnim pomakom, odnosno varijacijom vektoradu =de,,-x 1 izraza za

makroskopski Cauchyjev tenzor naprezanja (3.9), slijedi:

1 1
W, :;lt-audr:;lt-(aewx)drz

| (3.46)
=;.r[txdF:5eM =6, : e, = W,,,

te je time dokazana ispravnost izraza (3.45).

3.5. Makroskopska tangentna matrica krutosti

3.5.1. Uvod

U okviru makro-mikro MKE proracuna potrebno je odrediti matricu krutosti u svakoj
integracijskoj toCki makrorazine, koja daje vezu izmedu nanesenog optereéenja i
rezultiraju¢eg pomaka.

Analiticko odredivanje tangentne matrice krutosti moze predstavljati zahtjevan zadatak
kod slozenijih konstitutivnih modela, stoga se ona najceS¢e odreduje numerickim putem.
Tangentna matrica krutosti sluzi za rjeSavanje ravnotezne jednadzbe izmedu nanesenog
opterecenja i rezultirajueg pomaka, a metoda rjeSavanja je iterativna. Kada je veza izmedu
sile i pomaka linearna, tangentna krutost postaje konstantna. Cesto je tangentna krutost

funkcija pomaka, ali i vremena, §to znaci da problem postaje nelinearan.
3.5.2. Newton-Raphsonova metoda

Kod nelinearne veze izmedu sile i pomaka postupak rjeSavanja se svodi na koriStenje

inkrementalno-iterativne metode. Kod takvog proracuna sila se nanosi postupnim
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povecavanjem, na tzv. inkrementalni na¢in upravo radi nelinearne veze. Unutar jednog koraka
(inkrementa) za zadani inkrement sile odreduje se pripadni pomak iterativnim putem dok se
ne postigne ravnotezno stanje. Od inkrementalno-iterativnih metoda najces¢e se koristi tzv.
Newton-Raphsonova metoda.

Ako se Newton-Raphsonovu metodu prikaze pomocu jednoosnog slucaja opterecenja,
ukupnu silu treba rastaviti na manje inkrementalne vrijednosti sile, F, F», itd. dok se ne
postigne ukupna sila F' (Sl. 3.6). Ako se krece iz koraka n prema koraku n+/, tada nam je

poznata vrijednost sile ), a cilj je postignuti ravnotezu sa silom F,+;.
FA FA

F n+l
Fukupna /

Fn+1 /

stvarno rjesenje

u Au u

A
 J

Slika 3.6 — Newton-Raphsonova metoda za jednoosni slucaj opterecenja.

Ravnotezna jednadzba je opceg oblika:
Ku=F. (3.47)
Krece se iz tocke u kojoj je zavrSio prethodni inkrement, jer nam je u njoj poznata
vrijednost sile F,, a treba se odrediti tangentnu krutost K; u pocetnoj to¢ki jer ona predstavlja
nagib tangente na krivulju sila-pomak. Rjesavanjem ravnotezne jednadzbe u prvoj iteraciji

dolazi se u to¢ku 1, kojoj odgovara sila F!'

.- Razlika izmedu trenutne vrijednosti sile 1
stvarnog rjeSenja predstavlja trenutnu vrijednost greske:

1 1
En+1 _Fn+l_Fn+1'

(3.48)
Nakon postizanja ravnoteze u prvoj iteraciji nastavlja se s drugom iteracijom, gdje se

odreduje tangentnu krutostK;u tocki 1, te rjeSavanjem ravnotezne jednadzbe u drugoj

iteraciji dolazi se u tocku 2, kojoj odgovara sila F’

n+1 *

Razlika izmedu trenutne vrijednosti sile i

stvarnog rjesenja predstavlja trenutnu vrijednost greske:
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E? =F —F?

n+l ntl Ll (3-49)

Postupak se ponavlja sve dok greska nije unutar odredenih okvira, te se u tom slucaju
trenutnu vrijednost pomaka proglasava kao stvarno rjesenje, tj. pripadni pomak Au koji se
javlja za zadani inkrement sile AF.

Nedostatak ove metode je Sto se u svakoj iteraciji treba odrediti tangentna krutost, $to
znacajno produljuje vrijeme trajanja proracuna.

Postoji viSe podvrsta Newtonove metode, kao S§to su npr. modificirana Newtonova
metoda, kvazi-Newtonova metoda, itd. §to je pregledno prikazano u literaturi (Wriggers, 2008,
str. 165).

U okviru racunalne homogenizacije naj¢esc¢e se spominju dvije metode odredivanja
tangentne matrice krutosti. Prva je metoda odredivanja matrice krutosti pomocu racunalne
kondenzacije sprijeCenih pomaka. Na taj nacin se postize manji sustav jednadzbi izmedu
nanesenog optere¢enja na RVE i pripadnih propisanih rubnih uvjeta. Druga metoda, na kojoj
se temelji ovaj rad, je metoda numerickog diferenciranja, prema radu C. Miehea, te kasnije
dodatno prilagodena u literaturi P. Wriggersa (Miehe, 1996; Wriggers, 2008).

3.5.3. Metoda numerickog diferenciranja

Prema ovoj metodi na pocetku se odredi naprezanje i odziv mikrostrukture, zatim se
pomocu malog poremecaja, odnosno perturbacije u pomaku odredi novonastalo stanje
naprezanja. Na temelju te dvije vrijednosti odreduje se tangentna matrica krutosti (S1. 3.7).
Kod ove metode nedostatak je ponavljanje proracuna u svakoj integracijskoj tocki
makrorazine, Sto rezultira duljim vremenom proracuna. Numericko diferenciranje

kvocijentom razlike predstavlja tzv. diskretnu Newtonovu shemu aproksimacije (Wriggers,

2008).

oh
o
96(¢)
oe 6(¢)
AS] ASZ
|
&k &1 & & &+ &€

Slika 3.7 — Diskretna Newtonova shema aproksimacije.

Tangentna matrica krutosti moze se prikazati u vektorskom obliku:

CT:[c1 C, ... € ... cn], (3.50)
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gdje ¢, predstavlja k-ti ¢lan matrice, za slucaj da se ima n nepoznanica. Nepoznati k-ti ¢lan se

odreduje numeri¢kom aproksimacijom prema formuli:

[f(e, +7,6,.6)- f(e..5)]. (3.51)

o 1
k hk
U gornjem izrazu h; predstavlja veli¢inu koraka, a vektor & sadrzi nule i vrijednost 1 u k-tom
redu. Veli¢inu koraka treba odabrati na nadin da se dobije odgovaraju¢a matrica krutosti

prema preporuci u literaturi (Wriggers, 2008) koja glasi:
h =vle,| +7), (3.52)

gdje je v=10"...107. Brojr =10"se unosi u izraun veli¢ine koraka tako da se u izrazu
(3.51) izbjegne moguce dijeljenje s nulom.
Postoje odredeni nedostaci u navedenoj metodi (Wriggers, 2008), no ona je dovoljno
pouzdana za razmatranja navedena u ovome radu.
Tangentna krutost moze se odrediti i pomocu varijacijskog racuna (Geers, 2011), odnosno
ona nam daje vezu izmedu tenzora naprezanja i deformacije:
‘CY = %, (3.53)
OF,,
a moze se odrediti metodom numerickog diferenciranja.
Za slucaj velikih deformacija tangentna krutost se moze odrediti pomoc¢u Cauchyjevog
naprezanja, prema radovima (Miehe, 1996) i (Waffenschmidt, 2013), u obliku:
6 =o(F) (3.54)
Za 2-D slucaj, komponente stupca tangentne matrice krutosti (k/) = (11), (22), (12) sa
indeksima (ij) = (11), (22), (12) odreduju se na temelju naprezanja proracunatog pomocu

perturbirane vrijednosti tenzora gradijenta deformiranja koji u indeksnom zapisu glasi:
e(kt) (k) e(k)
F, =F, +AF, (3.55)
gdje perturbacija tenzora gradijenta deformiranja iznosi:

e(kl

) €
AE'J = 5(51‘/(1:}1 + 5ileJ)' (3.56)

Parametar perturbacije € moze se odrediti prema preporuci u radu (Miehe, 1996), odnosno
rije¢ je o konstanti koja iznosie=10"°. Perturbirana vrijednost Cauchyjevog naprezanja tada
se moze prikazati u obliku:

e(kl) e(kl)
c :c(F )

Komponente stupca tangentne matrice krutosti (k/) za i, j =1,2 mogu se odrediti prema izrazu:
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1 Je(kl) . 1
Ciu) = Z{ J O-ij(kl) — 0y _5(51'/{0';1 +8,0, +0,0, + O-ilajk)’ (3.57)

gdje Jacobijeva determinanta perturbirane vrijednosti tenzora gradijenta deformiranja glasi:

T = detlF ). (3.58)
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4.

Implementacija
u programu ABAQUS

Strukturna analiza slozenijih konstrukcija nezamisliva je bez primjene racunala. Tako je

za analizu metodom konacnih elemenata (MKE) razvijen krajem 1970-ih komercijalni

programski paket ABAQUS (Abaqus Documentation, V6.14, 2014).

4.1. Programski paket ABAQUS

Programski paket ABAQUS sastoji se od komponenata:

Abaqus/Standard — koji sluZi za rjeSavanje Sirokog raspona linearnih i nelinearnih
problema, kao Sto su staticki, termicki, itd. ali i spregnuti termomehanicki odziv
konstrukcija. Nema moguénost proratuna za podru¢ja koja pokrivaju programi
Abaqus/Explicit i Abaqus/CFD. Ovaj program je koristen pri izradi ovoga doktorskog
rada.

Abaqus/Explicit — sluzi za rjeSavanje nelinearnih, tranzijentnih, itd. problema pomocu
tzv. eksplicitne vremenske integracije (eng. explicit time integration), koja je detaljno
opisana u literaturi (Chapra & Canale, 1988).

Abaqus/CFD — sluzi za rjeSavanje problema iz podrucja racunalne mehanike fluida,

kao 1 spregnutih proracuna iz mehanike fluida, termicke i strukturne analize.

Izrada numeri¢kih modela primjenom dvorazinske metode u programu Abaqus/Standard

moguca je uz koriStenje:

Microsoft Visual Studio — alat za razvoj programskih jezika, ovdje se mogu
programirati korisni¢ki potprogrami UMAT. Za potrebe numerickih proracuna pri
izradi ovog rada izradena su dva korisnicka potprograma UMAT Macro i
UMAT Micro.

Intel Fortran Compiler — racunalni program za razvoj korisni¢kih potprograma u

Fortranu.
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4.2. Postavljanje periodi¢nih rubnih uvjeta u ABAQUS-u

Prije rjesavanja problema rubnog uvjeta, na modelu mikrorazine je potrebno definirati
rubne uvjete, pomocu standardne procedure linearnom jednadzbom izmedu ¢vorova.

Za slucaj globalne periodi¢nosti mikrorazine, u slu¢aju MKE modeliranja najces¢e se
koriste periodi¢ni rubni uvjeti radi jednostavnog postavljanja u samom programu
Abaqus/Standard. MKE model RVE-a s Cetiri kvadratna ravninska elemenata na mikrorazini

prikazan je na Sl. 4.1.

..

Slika 4.1 — Mreza konacnih elemenata na RVE-u
Rubovi RVE-a mogu se podijeliti u cCetiri dijela, "G" gornji rub, "D" donji rub, "DR" desni
rub i "LR" lijevi rub, te se pripadni ¢vorovi mogu oznaciti prema Sl. 4.2.

e Cvorovi na lijevom rubu: Cvor LR- sa brojem &vora po redu od donjeg do gornjeg

ruba.

e Cvorovi na desnom rubu: Cvor DR- sa brojem &vora po redu od donjeg do gornjeg

ruba.
e Cvorovi na gornjem rubu: Cvor G- sa brojem &vora po redu od lijevog do desnog ruba.

e Cvorovi na donjem rubu: Cvor D- sa brojem &vora po redu od lijevog do desnog ruba.
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4 G g . Cvor G-1 CvorG-2  Cvor G-3
o 5 Cvor LR-30 o oCvor DR-3
LR @
5 5 7 Cvor LR-26 oCvor DR-2
DR
¢ 2 S Cvor LR-1¢ o oCvor DR-1
D Cvor D-1 Cvor D-2 Cvor D-3

Slika 4.2 — Grupiranje ¢vorova na rubovima konacnih elemenata RVE-a.

U programu ABAQUS/CAE skup ograni¢enja za rubne uvjete pomaka postavlja se u
modulu Module: Interaction. Ogranicenje pomaka ¢vorova kona¢nih elemenata postavlja se
pomocu linearne jednadzbe ogranicenja (eng. linear constraint equation) koja sadrzi linearnu
kombinaciju varijabli u ¢vorovima, uz uvjet da je jednadzba jednaka nula.

Spomenutu jednadzbu mozemo opcéenito zapisati prema (Abaqus Documentation, V6.14,
2014) kako slijedi:

AluipJrAZLth+...+ANu,fZ =0, (4.1)
gdje je

e ul —promjenljiva veli¢ina u ¢voru R,

e L — stupanj slobode gibanja (1 odgovara pomaku po osi x; 2 odgovara pomaku po osi

),
e Ay—koeficijenti za odredivanje relativnog gibanja ¢vorova.
Vektor pomaka, definiran jednadzbom (3.16), stoga se moZe zapisati u obliku:
u; —up—u, +u, =0, 42)
Uy, —U; —u,+u, =0.
Standardno 1 nuZno ograni¢enje pomaka modela u ravnini moZe se postaviti u ¢voru 1
(odnosno ¢vor B-1 ili ¢vor L-1) koje tada glasi:
U, =u, =0, 4.3)

odnosno:

Urp_1x =Upory = 0 ili Up_1x TUpy, = 0. (4.4)

Primjer linearne jednadzbe za vertikalno ogranicenje prema izrazu (4.1) za ¢vorove T-2 i
B-2 glasi:

UG o, —Up 5, —Ugy, TUp, = 0. 4.5)
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Ako se u prethodni izraz sada uvrsti jednakost (4.4) slijedi kraci zapis linearne jednadzbe za

vertikalno ogranicenje:

UGy, —Up 5, —Ug y, = 0. (4.6)
Jednadzba (4.6) moZe se zapisati u prikladnijem obliku za unos u program, Sto je prikazano u

Tab. 4.1.

Tablica 4.1 — Linearna jednadzba za vertikalno ogranicenje izmedu ¢vorova.

Koeficijent Ay | Skup ¢vora | Stupanj slobode gibanja | Koordinatni sustav
Coefficient Set Name DOF CSYS ID
1 Cvor T-2 2 globalni
-1 Cvor B-2 2 globalni
-1 Cvor T-1 2 globalni

Primjer linearne jednadzbe za horizontalno ograni¢enje prema izrazu (4.1) za ¢vorove T-2
1 B-2 glasi:
UGy —Upp, —Ugy, tUp,, =0, 4.7)
Ako se u prethodni izraz sada uvrsti jednakost (4.4) slijedi kraci zapis linearne jednadzbe za
horizontalno ogranicenje:
Ug_yy —Up_py —Ug_, = 0. (4.8)
Jednadzba (4.8) moze se zapisati u prikladnijem obliku za unos u program, §to je prikazano u

Tab. 4.2.

Tablica 4.2 — Linearna jednadZba za horizontalno ograni¢enje izmedu ¢vorova.

Koeficijent Ay | Skup ¢vora | Stupanj slobode gibanja | Koordinatni sustav
Coefficient Set Name DOF CSYS ID
1 Cvor T-2 1 globalni
-1 Cvor B-2 1 globalni
-1 Cvor T-1 1 globalni

Jednostavniji unos jednadzbi omogucen je pomocu skripte izradene u programu Python.

Pritom je koriSten niz naredbi koje omogucavaju unos linearnih jednadzbi za ogranicenje
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pomaka, koja trenutno funkcionira za slucaj kada postoji jednak broj ¢vorova na rubu mreze

RVE-a.

4.3. Osnovne znacajke korisni¢kih potprograma UMAT

Korisni¢ki potprogrami UMAT sluze za implementaciju konstitutivnih jednadZzbi
materijala. Oni se pozivaju kod svakog proracuna vezanog uz elemente koji imaju definiran
tzv. korisni€ki materijal (eng. user material) 1 to u svim integracijskim tockama elementa.

4.3.1. Najznacajnije varijable kod viSerazinskog proracuna

Kod slozenijih modela prakti¢no je definirati samo odredeni dio pomocu korisnickog
materijala Sto znaCajno moze smanjiti vrijeme trajanja proracuna. Vrlo vazna znacajka kod
korisnickog potprograma UMAT je koriStenje tzv. varijabli stanja koje ovise o rjeSenju (eng.
solution-dependent state variables) koje omogucuju spremanje rezultata u svakoj
integracijskoj tocki, Sto je vazno kod odredivanja usrednjenih vrijednosti mikrorazine, kod
proracuna tangentne krutosti za makrorazinu, ali i kod prikaza samih rezultata na makrorazini.

Najvaznije varijable u korisnickom potprogramu UMAT su:

e STRESS — funkcija koja definira Cauchyjev tenzor naprezanja u vektorskom obliku,
koja se obnavlja na kraju svakog inkrementa.

e STRAN - funkcija koja definira ukupnu deformaciju na pocetku inkrementa. Kod
proracuna gdje je u samom korisnickom materijalu definiran koeficijent toplinskog
rastezanja, deformacije koje se koriste ovom funkcijom mehanicke su vrste. U slucaju
kona¢nih  deformacija ukupna deformacija zamijenjena je logaritamskom
deformacijom.

e DFGRDO (3,3) — funkcija koja sadrzi gradijent deformiranja na poc¢etku inkrementa.

e DFGRDI (3,3) — funkcija koja sadrzi gradijent deformiranja na kraju inkrementa.

e DDSDDE - Jacobijeva matrica, odnosno tangentna matrica krutosti konstitutivnog
modela, 0Ac/OAe, gdje su Ac inkrementi naprezanja, odnosno Ag su inkrementi
deformacije.

e SDV - funkcija koja sadrzi varijable stanja koje ovise o rjeSenju, definirane na
pocetku inkrementa. One se definiraju kod unosa materijala u polju Depvar.

e SPD — vrijednost specificne plasticne disipacije na pocetku inkrementa, koja se
obnavlja na kraju svakog inkrementa.

e RPL — proizvedena koli¢ina topline na kraju inkrementa u jedinici vremena i po

jedinici volumena.
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e DTIME — vremenski inkrement.

4.3.2. Numeric¢ka implementacija

Proizvedena koli¢ina topline na makrorazini, prema (Abaqus Documentation, V6.14,
2014) definirana je pomocu izraza:

S

pd,M
b
At,,

Foom = B 4.9)

gdje je fkonstanta koja predstavlja Taylor-Quinneyjev faktor, s,qm specificna plasti¢na
disipacija na makrorazini, Aty = DTIME, $§to predstavlja vremenski korak na makrorazini.
Izraz (4.9) ekvivalentan je izrazu (2.199). Specifi¢na plasti¢na disipacija 1 proizvedena
koli¢ina topline odreduju se na kraju koraka, zajedno s ostalim veli¢inama poput naprezanja i
plasti¢ne deformacije. Taylor-Quinneyjev faktor se moze definirati u korisnickom materijalu
u polju Inelastic Heat Fraction. Uobicajena je vrijednost 0,9.

Na mikrorazini se moze primijeniti varijacijski konzistentna formulacija prikazana u Pogl.
2.4.9. Primjenom vremenske diskretizacije slijede izrazi:

Lokalno:

inc | @, =konst, ®,,,, =konst

(AA,E,HI ): arg inf I
1,X

jinc = J‘t"+1 ]incdt
Globalno: (4.10)

red

(9,.,)=arginf [7(p)

inc| @, =konst, ®,; =konst

gdje je AL = Aa’, odnosno:

]inc = J.(,O LPn-%—l - IOOan + AtDim,nH }jV _Atg?: (¢n+1 )’ (4 1 1)

B

za vremenski interval 7 €t ;z, ., |.

n>“n+l

Minimizacijom na lokalnoj razini mikrorazine se dobivaju stacionarni uvjeti:

Opiline = I(aAl\PnH T AtaMDim,;m)dVo =0,

mc
VO

4.12
afm L = j((afq]nﬂ + AtaMl)int,nJrl)dVo =0. ( )

VO
Radi se o nelinearnom problemu koji se rjeSava pomocu Newton-Raphsonove motode,

prema (Luenberger, 2008.). Evolucijske jednadzbe se mogu aproksimirati vremenskom
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integracijom, odnosno parametrizirati pseudo-naprezanjem X i parametrom a =+/AA kako

slijedi:

Bl ol 0l B @.13)

&, =, —AL0, @.
Jednadzba (4.13) se sluzi za odredivanje:

FJ,. = F, o expl-ad0,4); ),
gdje je:
F,..=F.(F,).
Specifi¢na plasti¢na disipacija na mikrorazini se moZe odrediti pomocu izraza
Spam =devE:(F | ~F | )}FL],.. (4.14)

Na temelju jednadzbe (2.197) temperatura na makrorazini se moze izracunati u svakoj
integracijskog tocki. To znaci da je za konzistentan proraun proizvedene topline na
makrorazini, kod dvorazinske metode, potrebno usrednjavanje veli¢ina sa mikrorazine,
odnosno:

e Cauchyjev tenzor naprezanja:

GM:Em:l c dV, (4.15)
V V
e specifi¢na plasti¢na disipacija:
e 1 d 4.16
Spd,M - spd,m - ;_I[Spd,m V ’ ( . )
e varijabla koja ovisi o plasticnoj deformaciji:
. = —lja av (4.17)
i,M i,m V ) i,m b :
e plasti¢ni dio tenzora gradijenta deformiranja:
= 1
F,=F, :;IFp’de. (4.18)
Vv

4.4. Postavljanje proracuna u ABAQUS-u

Postavljanje proracuna u programu Abaqus/Standard provodi se na modelu makrorazine 1
mikrorazine. Cijeli sustav proratuna moze se pratiti na ekranu samog proracuna, tzv. Job

monitor, ali 1 putem izlaznih datoteka koje sluze za ispis rezultata proracuna.
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4.4.1. Makrorazina

Viserazinski proracun se pokrece na makrorazini (Sl. 4.3), iz korisnickog sucelja
makromodela te se provodi na dvije razine. Radi se o spregnutom termomehanickom
problemu (eng. Coupled temperature-displacement). Stabilnost proracuna je vazna, posebno

za slucaj velikih plasti¢nih deformacija, Sto se definira naredbom:

*Hourglass Stiffness

20000., , 0., O.

Koristenje reducirane integracije, medutim, omogucuje 1 smanjenje vremena proracuna,
Sto je vazno posebno kod viSerazinskih metoda, jer se radi o racunalno zahtjevnim
proracunima. Reducirana integracija se definira kod postavki mreze termomehanicki

spregnutih konacnih elemenata:

| *Element, type=CPE4RT |

Pocetni uvjeti definiraju se u koraku pocetnih uvjeta (/nitial Step), tu najces¢e spadaju
oslonci. Nakon toga se prelazi u glavni korak (Step), ¢cime krece analiza u prvoj integracijskoj
tocki makrorazine, prvom iteracijom prvog koraka, gdje se poziva korisnicki potprogram
UMAT Macro.for.

Zadani pomaci, koji predstavljaju rubne uvjete za proracun na mikrorazini, Salju se sa
makrorazine, putem tekstualne datoteke koja se ukljucuje u proracun mikrorazine putem .inp

datoteke opcijom:

| *include, input=PrescDis.txt |

Na taj nacin se pokrece proracun rubnih vrijednosti na mikrorazini, €iji se izlazni rezultati
(poput Cauchyjevog naprezanja oy, volumena V, itd.) na kraju proraCuna pohranjuju u
ABAQUS-ovoj datoteci za rezultate .fil. Ispis u datoteku nije automatski ve¢ je potrebno prije
pokretanja proracuna u .inp datoteci, koja predstavlja prora¢un na mikrorazini, dodati naredbu

prije pokretanja proracuna:

*EL FILE

IVOL, S, SDV

¢ime se postize ispis u datoteku za rezultate vrijednosti poput IVOL (volumen u integracijskoj

tocki), S (funkcija koja definira Cauchyjevo naprezanje) i SDV (varijable stanja).
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POCETAK PRORACUNA
(MAKRORAZINA)

Korak pocetnih uvjeta
(Initial Step)
Pocetak glavnog koraka
(Step)
Pocetni inkrement

Pocetna iteracija

UMAT_MB.CI'O.fOI'| Rjjegavanje _ EO@UH_}{\E .
neizotermnog - B
adijabatskog problema | POCETAK PRORACUNA |
K K. 1(u F (mikrorazina) |
uu uf _Ju
{Kw KHJ{Q} {Fa} | | |
< {F} | f KRAJ PRORACUNA |
| k (mikrorazina) |
Usrednjavanje po volumenu RVE-a
- - 1
(JcM,FpM,ocLM,V)n+1
Proracun RVE |
Numeric¢ko Odredivanje globalne
diferenciranje matrice krutosti [K] Nova

| [K] iteracija

Provjera
konvergencije
inkrementa

Izlazne datoteke
(.odb, .dat, .fil,...)

Provjera kraja
glavnog koraka

(Step)

Pocetak novog
inkrementa

KRAJ PRORACUNA
(MAKRORAZINA)

Slika 4.3 — Dijagram toka proracuna na makrorazini (pojednostavljeni prikaz).
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Korisni¢ki potprogram ABOMAIN, prikazan u (Abaqus Documentation, V6.14, 2014),
ocitava datoteku sa rezultatima, te vlastitim unosom moze izracunati i izvrSiti usrednjavanje
odredenih vrijednosti. Kod dvorazinske metode vrsi se usrednjavanje veli¢ina sa mikrorazine,

prema izrazima u Pogl. 4.3.2. To se moze izvrsiti naredbama kao §to su:

Za sve integracijske tocke mikrorazine:
S=S+S*IVOL
Alpha=Alpha+SDV (10) *IVOL
Fp=Fp+SDV (1..9) *IVOL
RPL=RPL+SDV (20) *IVOL
tot vol=tot vol+IVOL

Usrednjavanje:
STRESS=S/tot vol
RPL=RPL/tot_vol
Alpha=Alpha/tot vol
Fp=Fp/tot vol

Nakon usrednjavanja vrijednosti sa mikrorazine, potrebno je odrediti tangentnu krutost u
integracijskoj tocki, prema proceduri opisanoj u Pogl. 3.5.3. Radi toga se pomoc¢u naredbe u
korisnickom potprogramu ponovo poziva proracun na mikrorazini te se, kada proracun zavrsi,
izvede usrednjavanje varijabli.

Tangentna matrica krutosti odreduje se pomoc¢u metode numerickog diferenciranja, prema
Pogl. 3.5.3. Kada je odredena tangentna matrica krutosti za prvu integracijsku to¢ku na
makrorazini, prelazi se na sljede¢u integracijsku tocku. Nakon Sto se odrede pripadne
vrijednosti u svim integracijskim to¢kama radi se provjera konvergencije trenutnog koraka. U
slu¢aju da proracun konvergira, dodaju se rezultati u izlazne datoteke za rezultate, odnosno
.odb, .dat, fil, .msg. Ako proratun ne konvergira prelazi se na novu iteraciju sa smanjenom
veli¢inom koraka. Kada proraun konvergira vrsi se provjera kraja glavnog koraka. Ukoliko
je glavni korak zavrsen, to ujedno predstavlja kraj viSerazinskog proracuna (na makrorazini).
Ako glavni korak nije gotov, prelazi se na novi inkrement.

Proracun na mikrorazini pokrece se tijekom proracuna makrorazine, direktno iz DOS

Prompt:

cd D:\Folder name & abaqgus double Job=RVE002 01 03
user=UMAT Micro scratch=D:\Folder name ask delete=0OFF
interactive
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Na ovaj se nacin definira pokretanje proracuna mikrorazine u drugom kona¢nom elementu
makrorazine, prvoj integracijskoj tocki u tre¢em koraku. Proracun se odvija u dvostrukoj

preciznosti.
4.4.2. Mikrorazina

Tijek samog proratuna na mikrorazini (Sl. 4.4), znacajno je drugaciji od onog na
makrorazine. Ovim proracunom upravlja korisnic¢ki potprogram UMAT Micro.for. Problem
na mikrorazini je izoterman, odnosno kvazistatican (eng. Static, general). Proracun se temelji
na varijacijski konzistentnoj formulaciji predstavljenoj u Pogl. 2.4.9. Sama numericka
procedura, tj. vremenska diskretizacija ukratko je prikazana u Pogl. 4.3.2. Kao opterecenje
koriste se zadani pomaci koji se pak dobivaju temeljem gradijenta deformacije odredenog na
makrorazini i veli¢ine samog RVE-a (Pogl. 3.3.3). Ovdje se takoder koriste elementi sa
reduciranom integracijom, ponovo zbog poboljsanja stabilnosti proracuna i skra¢enja vremena
trajanja. Dodatno se skracenje dobiva uporabom opcije ponovnog pokretanja proracuna
(restart) ¢ime se proracun samo nastavlja na izracunate rezultate iz prethodnog koraka.

Svi dobiveni rezultati mikrorazine za svaki korak pohranjuju se na tvrdom disku radi

kasnije lakSe analize.
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POCETAK PRORACUNA
(mikrorazina)
Korak pocetnih
uvjeta

(Initial Step)

Pocetak glavnog
koraka

(Step)

Pocetni inkrement

Pocetna iteracija

| UMAT Micro.for

Rijesavanje izotermnog problema

rubnih uvjeta RVE-a
[KI{u}={F}

Odredivanje u integracijskoj tocki (z)

(6 F ..o V)

mi® " pid YT i)y

Nova iteracija

Provjera

i

konvergencije

Pocetak novog
inkrementa

inkrementa NE
DA
Izlazne datoteke (.odb,
.dat, .msg, .fil,...)
Provjera kraja NE

}

glavnog koraka
(Step)

Slika 4.4 — Dijagram toka proracuna na mikrorazini (pojednostavljeni prikaz).
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S. Numericki proracuni

Numericki proracuni provedeni su na razliCitim modelima makro 1 mikrorazine, koji su
povezani s dva vlastita korisnicka potprograma. Kod nekih primjera, dodatno su prikazani
analiti¢ki izrazi za usporedbu rezultata. Na kraju svakog primjera dan je kratki prikaz
rezultata svakog proracuna, uz pripadne podatke i graficke prikaze.

Numericki modeli su izradeni u programu Abaqus/Standard, a kratak opis prikazan je u
nastavku. Modeli makrorazine predstavljaju glavne modele, jer se upravo iz korisnickog
sucelja tog modela pokrece viSerazinski proracun, koji se u ovome radu provodi na dvije
razine. U svakoj integracijskoj tocki makrorazine poziva se proracun na mikrorazini,
izraCunaju se usrednjene vrijednosti odredenih varijabli stanja te se raCuna tangentna krutost.
Navedeni modeli su prikladni za proracun pomocu standardnog programskog materijalnog

modela i korisni¢kog materijalnog modela.

5.1. Analiticki primjer i verifikacija modela

Na pocetku je izraden primjer jednodimenzijskog Stapa optere¢enog aksijalnim pomakom
slobodnog kraja, prema Sl. 5.1 s ciljem razvoja metodologije verifikacije numerickih rezultata
s analitickima. Proracun je proveden je bez koriStenja viSerazinskog proracuna, ve¢ iskljucivo

pomocu standardnog proracuna na jednoj razini.

N NN

N

Slika 5.1 — Geometrija jednodimenzijskog Stapa opterecenog aksijalnim pomakom.
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5.1.1. Geometrija jednodimenzijskog Stapa
Na geometriji prikazanoj na Sl. 5.1 definirane je duljina Stapa i povrSina poprec¢nog

presjeka prema podacima u Tab. 5.1.

Tablica 5.1 — Dimenzije konstrukcije za aksijalno opterecenje Stapa.

Dimenzije konstrukcije

Duljina Stapa I=1m

Povrsina popreénog presjeka | A=0,01 m’

Geometrija je omrezena s jednodimenzijskim termomehanic¢ki spregnutim Stapnim
kona¢nim elementom u ravnini (T2D2T element). Osnovne karakteristike mreze kona¢nog

elementa dane su u Tab. 5.2.

Tablica 5.2 — Osnovne karakteristike jednodimenzijskog modela Stapa.

Vrsta konacnog elementa | T2D2T

Karakteristika Vrijednost
Ukupan broj ¢vorova 2
Ukupan broj elemenata 1

Oslonac je postavljeni na nacin da su sprijeeni kruti pomaci tijela u ravnini, prema Sl.
5.1, odnosno:

e krajnji lijevi kraj Stapa je uklijesten, odnosno ¢vor koji se nalazi na lijevoj strani

elementa ima sprijeCene pomake na pravcima osi X 1.

5.1.2. Znacajke materijala i analiti¢ki proracun

Na modelu su definirane znacajke materijala koje su prikazane u Tab. 5.3. Znacajke
materijala koje sluze za analiticki proracun, kod numerickog proracuna unose se u standardni
programski materijalni model.

Rubni uvjet odreden je aksijalnom pomakom slobodnog kraja Al = 50 mm. Problem se u
ovome primjeru tretira kao adijabatski. Naprezanje i plastiéna deformacija Stapa mogu se

odrediti analiticki, na temelju proracuna koji je prikazan u literaturi (Dunne & Petrinic, 2005,

str 136).
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Tablica 5.3 — Znacajke materijala konstrukcije za aksijalno opterecenje Stapa.

Znacajke materijala konstrukcije

Modul elasti¢nosti E =200 GPa
Poissonov broj v=0,3
Granica teCenja materijala or =400 MPa

Koeficijent linearnog izotropnog oc¢vrscenja | H= 1000 MPa

Gustoca p=17850 kg/m’
Koeficijent provodenja topline k=50 W/mK
Specifi¢ni toplinski kapacitet C, =500 J/kgK
Koeficijent toplinskog rastezanja a=1,6:10"1/°C
Taylor-Quinneyjev faktor £=09

Sila koja uzrokuje teCenje u materijalu iznosi:

F; =o0,;A=4000kN, (5.1)
te ona uzrokuje elasti¢no produljenje Stapa:
AI1=F—TI=2mm. (5.2)
AE

Preostalo je plasticno produljenje Stapa koje iznosi:
Al, =Al - Al, =48 mm. (5.3)
Ostatak sile koji uzrokuje plastiéno produljenje Stapa moze se odrediti prema izrazu za

plasti¢no produljenje:

AFI(1 1
Al =" 22| 5.4
AR (5.4
odnosno:
AF = % — 477,6kN. (5.5)
I(+j
E H

Ukupna sila koja djeluje na Stap iznosi:
F =F, +AF = 4477,6kN. (5.6)

Prema tome je vrijednost naprezanja:

o= % = 447,7MPa . (5.7)
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oA
A H
g 1
Ot
O — Ot
%y
&l
Spd = Ost &
H=(o- or)/s&
>
&l
- 8pl
Slika 5.2 — Raspodjela &g, i odredivanje koeficijenta linearnog izotropnog ocvrs¢enja.
Plasti¢na deformacija, prema Sl. 5.2 iznosi:
o —0. _
£y = L —4776-107. (5.8)
H
Srednje naprezanje, prema Sl. 5.2 iznosi:
o +0
o, = u =423,8MPa. (5.9)

Pojednostavljeni oblik toplinske jednadzbe, za adijabatske procese pri konstantnom
vremenskom intervalu glasi:

PCAT = fo &, (5.10)

odnosno slijedi da je povecanje temperature:

AT = 250 _ g 6an0C (5.11)
o

5.1.3. Numericki proracun

Rubni uvjet odreden je aksijalnim pomakom c¢vora slobodnoga kraja koji iznosi u; = 50
mm. Provedene su dvije vrste proracuna radi provjere utjecaja geometrijske nelinearnosti na
rezultate. Prvi niz proraCuna je proveden s iskljuenom geometrijskom nelinearno$céu
(NLGEOM = no), dok je drugi niz proratuna proveden s ukljuenom geometrijskom
nelinearnoséu (NLGEOM = yes). Znacajke materijala, definirane prema Tab. 5.3, unesene su
pomocu standardnog programskog materijalnog modela. Rezultati numeric¢kih proracuna,
provedenih bez koriStenja viSerazinske metode, za dva slucaja postavki geometrije modela,

prikazani su za razli¢ite veli¢ine koraka u Tab. 5.4.
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Tablica 5.4 — Rezultati dobiveni jednodimenzijskim MKE modelom pomocu standardnog materijalnog modela.

Povecanje temperature / °C | Aksijalno naprezanje / MPa | Plasti¢na deformacija/ %
(NT — Nodal temperature) (S11 — Stress) (PE11 — Plastic strain)
Broj koraka
NLGEOM | NLGEOM | NLGEOM | NLGEOM | NLGEOM | NLGEOM
=no = yes =no = yes =no = yes
1 2,450 2,381 447,72 446,52 47722 4,6519
2 3,588 3,478 447,70 446,50 4,7704 4,6502
4 4,157 4,037 447,70 446,49 4,7695 4,6493
8 4,441 4,319 447,69 446,49 4,7690 4,6489
16 4,583 4,460 447,69 446,49 4,7688 4,6486
32 4,624 4,500 447,69 446,49 4,7688 4,6486
64 4,631 4,508 447,69 446,49 4,7687 4,6486
128 4,634 4,511 447,69 446,49 4,7687 4,6486

Usporedbom numeric¢kih rezultata vidi se da u posljednja tri proracuna prvog niza
proracuna s isklju¢enom geometrijskom nelinearnoS¢u, vrijednost temperature prakticki
odgovara analitickom rezultatu. Vazno je uociti da je broj koraka vazan podatak za
postavljanje proracuna, ve¢ kod ovog jednostavnog jednodimenzijskog proracuna.
Povecanjem broja koraka postize se bolja aproksimacija plasticne disipacije, prema Sl. 5.2,
Sto u konacnici utjece i na vrijednost temperature, koja se priblizava analitickom rjeSenju. Za
razliku od prvog niza prorauna, drugi niz proracuna s uklju¢enom geometrijskom
nelinearnos$éu daje zanemarivo vece vrijednosti temperature u odnosu na analiticko rjeSenje i
na prvi niz numeri¢kih proracuna, Sto se moze pripisati drugoj vrsti rjeSavaca koja se koristi
kod ove vrste proracuna. Ova razlika izmedu dvije vrste proratuna moze se takoder uociti kod
vrijednosti naprezanja i plasticnih deformacija, koje se za razliku od temperature zanemarivo
mijenjaju poveéanjem broja koraka. Prema tome, moze se zakljuciti da je kod koriStenja

standardnog materijalnog modela, neovisno o vrsti geometrijskog modela, veli¢ina koraka

znacajno utjece na proraun temperature.

5.2. Aksijalno optereéenje Stapa
Modeli aksijalnog opterecenja Stapa predstavljaju prvu skupinu numeri¢kih primjera

pomocu viserazinske metode. Stap se moze prikazati 2-D numeri¢kih modelom. Proracuni su
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provedeni koriStenjem viSerazinske metode. Rezultati proracuna su usporedeni, tamo gdje je
to bilo moguce, sa rezultatima odgovarajuceg proratuna provedenog na standardan nacin,
odnosno na jednoj razini.

Viserazinski proracuni provedeni su na jednom modelu makrorazine, pomoc¢u korisni¢kih
potprograma UMAT, za razne modele mikrorazine. Model makrorazine predstavlja glavni
model, jer se upravo iz korisni¢kog sucelja tog modela pokrece viSerazinski proracun, koji se
u ovome radu provodi na dvije razine. U svakoj integracijskoj tocki makrorazine poziva se
proracun na mikrorazini, izracunaju se usrednjene vrijednosti odredenih varijabli stanja te se
racuna tangentna krutost. Pomo¢u modela makrorazine moze se takoder izvrsiti provjera
rezultata viSerazinskih proraCuna, pokretanjem proraCuna sa standardnim programskim
materijalom, bez koriStenja viSerazinskog proracuna. Svi modeli su dvodimenzijski te je
postavljena mreza ravninskih kona¢nih elemenata.

5.2.1. Model makrorazine

Geometrija makrorazine, ¢ije su dimenzije prikazane na Sl. 5.3, omreZena je sa dva
dvodimenzijska termomehanicki spregnuta kona¢na elementa za ravninsko stanje deformacije
(CPE4RT elementi), s uklju¢enom geometrijskom nelinearno$¢u i reduciranom integracijom.
Stablilnost proracuna, za slucaj velikih deformacija, postize se koriStenjem opcije Hourglass
Stiffness = 20000. Budu¢i da gustoca mreze utjeCe na vrijeme trajanja proracuna, koriStenje
mreze sa dva kona¢na elementa znacajno skracuje proracun, ali ne utjece na to¢nost rezultata
samog proracuna za slucaj aksijalnog opterecenja.

P A

—>| Presjek A-A
7
%

77%/%_ A
Y ’ I=1m 10 cm
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v
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Slika 5.3 — Model makrorazine: a) geometrija sa dimenzijama i b) mreza kona¢nih elemenata.
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Znacajke materijala makrorazine, koje su unesene pomocu korisnickog materijalnog modela,

definirane su prema Tab. 5.5.

Tablica 5.5 — Znacajke materijala makrorazine.

Znacajke materijala makrorazine

Gustoca p=17850 kg/m’
Koeficijent provodenja topline k=50 W/mK
Specifi¢ni toplinski kapacitet C, =500 J/kgK

Homogenizirani koeficijent toplinskog rastezanja | o= 1,6:10" 1/°C

Taylor-Quinneyjev faktor £=09

Osnovne karakteristike mreZe kona¢nih elemenata dane su u Tab. 5.6.

Tablica 5.6 — Osnovne karakteristike mreze makrorazine.

Vrsta konacnih elemenata | CPE4RT

Karakteristika Vrijednost
Ukupan broj ¢vorova 6
Ukupan broj elemenata 2

Oslonci su postavljeni na na¢in da su sprijeceni kruti pomaci tijela u ravnini, prema Sl.
5.3, odnosno:

e donji krajnji lijevi ¢vor modela ima sprijecen pomak na pravcu osi X1,

e gornji krajnji lijevi ¢vor modela ima sprije¢en pomak na pravcu osi X.

5.2.2. Mehanicki primjer modela serijskog i paralelnog spoja

Dvodimenzijski model aksijalno optereenog Stapa, prema Pogl. 5.2.1, koriSten je za
mehanicki primjer proratuna pomocu dvorazinske metode, za serijski i paralelni spoj na
mikrorazini. Geometrija modela makrorazine je definirana prema Sl. 5.3, a sastoji se od
elasticnog heterogenog materijala. Usporedba rezultata temelji se na analitickim izrazima za
odredivanje ukupnog modula elasti¢nosti kod serijskog i paralelnog spoja opruga, koji se

graficki moze prikazati prema Sl. 5.4.
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Slika 5.4 — Spoj opruge: a) serijski i b) paralelni.

Iako je model izraden koristenjem dvodimenzijskih termomehanicki spregnutih kona¢nih
elemenata, proracun je izoterman buduci da je rijeC o elastichom heterogenom materijalu.
Radi provjere vlastitog korisnickog potprograma provedeni su i dodatni numericki
proracuni, koriStenjem homogeniziranih vrijednosti materijalnih znacajki, za serijski i
paralelni spoj.

5.2.2.1. Model mikrorazine

Model mikrorazine izraden je za serijski i paralelni spoj prema geometrijama prikazanim

na Sl. 5.5.
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a) b)

Slika 5.5 — Geometrija mikrorazine: a) serijski i b) paralelni spoj.

Znacajke materijala razliite su u elementima, ovisno tome dali je serijski spoj ili paralelni

spoj (prema Sl. 5.6), definirane prema Tab. 5.7.
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a) b) ©)

Slika 5.6 — Mreza konacnih elemenata: a) serijski spoj, b) paralelni spoj, ¢) prikaz MKE modela.

Tablica 5.7 — Znacajke materijala mikrorazine.

Znacajke materijala mikrorazine | Materijal 1 Materijal 2

Modul elasti¢nosti E, =180 GPa | E, =70 GPa

Poissonov broj n=0,3 wn=023

Na geometriji mikrorazine su postavljeni dvodimenzijski bilinearni kvadratni konaéni
elementi za ravninsko stanje deformacije (CPE4 elementi), s ukljuenom geometrijskom
nelinearnos¢éu. Odabrani su ovi elementi budu¢i da je problem izotermni adijabatski. Osnovne
karakteristike mreze konacnih elemenata dane su u Tab. 5.8. Mreza je rijetka prvenstveno radi
trajanja proraCuna. Kako se u svakoj integracijskoj tocki makrorazine poziva proracun
mikrorazine, koriStenje mreze sa Cetiri konacna elementa znacajno skraduje proracun, a
bududi da je rijec o serijskom i paralelnom spoju, svakako se pretpostavlja da to ne utjece na

to¢nost rezultata samog proracuna.

Tablica 5.8 — Osnovne karakteristike mikrorazine.

Vrsta konacnih elemenata CPE4
Karakteristika Vrijednost
Ukupan broj ¢vorova 9
Ukupan broj elemenata 4

Oslonci su postavljeni pomocu periodicnih rubnih uvjeta, prema proceduri opisanoj u

poglavlju 4.2.
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5.2.2.2. Numericki proracun
Radi jednostavnije usporedbe rezultata numerickih proracuna provedenih pomocu
viSerazinske metode, odredeni su analiticki izrazi koji daju ukupni modul elasti¢nosti modela,

prema radu (Hollister & Kikuchi, 1992). Za serijski spoj ukupni modul elasti¢nosti iznosi:

" =ﬁ=100,8GPa. (5.12)
E +E,
Za paralelni spoj ukupni modul elasti¢nosti iznosi:
E. =¥=125GPa, (5.13)

Ukupna vrijednost Poissonovog broja za serijski i paralelni spoj iznosi:
V,=v,=v,=03. (5.14)
Rubni uvjet odreden je aksijalnim pomakom slobodnog kraja Stapa prikazanog na Sl. 5.3,
koji iznosi koji iznosi U; = 50 mm. ViSerazinski prora¢uni provedeni su pomocu korisnickih
potprograma UMAT. Dodatni numericki proracuni, koriStenjem standardnog materijalnog
modela gdje su unesene homogenizirane materijalne znacajke, provedeni su za serijski i
paralelni spoj bez koriStenja viserazinske metode, odnosno na jednoj razini (makrorazini).

Rezultati proracuna za serijski spoj prikazani su u Tab. 5.9, odnosno za paralelni spoj u

Tab. 5.10.

Tablica 5.9 — Rezultati dobiveni numeri¢kim proracunima serijskog spoja pomocu standardnog materijalnog
modela i sa vlastitim korisni¢kim potprogramom.

Ekv. naprezanje / MPa Naprezanje oy / MPa
Broj
Koraka (S-Mises — Stress) (S11 — Stress component)
Stand. mat. | UMAT [ Stand. mat. UMAT
2 196,7 203,8 221,3 2293
10 196,7 203,8 221,3 2293
20 196,7 203,8 221,3 2293
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Tablica 5.10 — Rezultati dobiveni numeri¢kim proracunima paralelnog spoja pomocu standardnog materijalnog
modela i sa vlastitim korisni¢kim potprogramom.

Ekv. naprezanje / MPa Naprezanje oy / MPa
Broj
Koraka (S-Mises — Stress) (S11 — Stress component)
Stand. mat. | UMAT Stand. mat. UMAT
2 2439 243,8 274,5 2743
10 2439 2438 274,5 2743
20 2439 2438 274,5 2743

Usporedbom rezultata proracuna za model serijskog i paralelnog spoja mozemo zakljuciti
da veli¢ina koraka nema znac¢ajan utjecaj. Vrijednosti naprezanja kod viserazinskog proracuna
za model serijskog spoja su malo veée u odnosu na one dobivene prora¢unom na jednoj razini
sa homogeniziranim materijalnim znacCajkama, radi postavki kod odredivanja tangentne
krutosti. Rezultati dobiveni viSerazinskim proraunom svakako se mogu poboljsati, medutim
moze se re¢i da je ova razlika unutar dopuStenih granica. Vrijednosti naprezanja kod
viSerazinskog proracuna za model paralelnog spoja prakticki odgovaraju onima koje su
dobivene proraun na jednoj razini.

5.2.3. Spregnuti termomehanicki primjer modela punog presjeka

Dvodimenzijski model Stapa, prema Pogl. 5.2.1, koriSten je za spregnuti termomehanicki
primjer prorauna aksijalnog optere¢enja pomocu dvorazinske metode, za puni presjek na
mikrorazini. Radi se o spregnutom termomehanickom problemu s velikim deformacijama,
budué¢i da se razmatra utjecaj plasticne deformacije na promjenu temperature tijela.
Geometrija modela makrorazine definirana je prema Sl. 5.3, kao i kod prethodnog primjera,
ali se sada sastoji se od elasto-plastiénog materijala.

5.2.3.1. Model mikrorazine

Model mikrorazine koji predstavlja puni presjek, definiran je prema geometriji prikazanoj

na Sl. 5.7 a).
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a)
Slika 5.7 — Model punog presjeka mikrorazine: a) geometrija sa dimenzijama i b) mreza kona¢nih elemenata.
Znacajke materijala definirane prema Tab. 5.11.

Tablica 5.11 — Znacajke materijala mikrorazine.

Znacajke materijala mikrorazine

Modul elasti¢nosti E =200 GPa
Poissonov broj v=0,3
Granica teCenja materijala or =400 MPa

Koeficijent linearnog izotropnog oc¢vrséenja | H = 1000 MPa

Koeficijent toplinskog rastezanja a=1,61071/°C

Na geometriji mikrorazine, Sl. 5.7 b), su postavljeni dvodimenzijski bilinearni kvadratni
kona¢ni elementi za ravninsko stanje deformacije (CPE4 elementi), s uklju¢enom
geometrijskom nelinearno$c¢u, kao i kod prethodnog primjera. Osnovne karakteristike mreZe
konacnih elemenata dane su u Tab. 5.12. Mreza je rijetka, kao i1 kod serijskog i paralelnog
spoja, iz istog razloga, odnosno radi trajanja proracuna. Ovdje se takoder pretpostavlja da to

ne utjece na to¢nost rezultata samog proracuna.

Tablica 5.12 — Osnovne karakteristike mikrorazine.

Vrsta konacnih elemenata CPE4
Karakteristika Vrijednost
Ukupan broj ¢vorova 9
Ukupan broj elemenata 4
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Oslonci su postavljeni pomoc¢u periodi¢nih rubnih uvjeta, prema proceduri opisanoj u
poglavlju 4.2.

5.2.3.2. Numericki proracun

Rubni uvjet odreden je aksijalnim pomakom slobodnog kraja Stapa prikazanog na Sl. 5.3,
koji iznosi koji iznosi U; = 50 mm. ViSerazinski proracuni provedeni su pomocu korisni¢kih
potprograma UMAT. Dodatni numericki proracuni, koriStenjem standardnog materijalnog
modela gdje su unesene materijalne znacajke prema Tab. 5.3, provedeni su za puni presjek
bez koristenja viserazinske metode, odnosno na jednoj razini (makrorazini).

Podaci koji sluze za analitiCku provjeru povecanja temperature su u ovome slucaju
ekvivalentno naprezanje prema kriteriju von Misesa te ekvivalentna plasti¢na deformacija.

Rezultati proracuna prikazani su u Tab. 5.13. Prema rezultatima niza prorauna sa
standardnim programskim materijalnim modelom dobivene su sljedece vrijednosti:

e ckvivalentno naprezanje prema kriteriju von Misesa, o = 453,3 MPa,
=5,335-10" =0,05335.

o ckvivalentna plastina deformacijae,, ,

Srednje naprezanje, prema Sl. 5.2 iznosi:

_0rt0u

N

= 426,65MPa.. (5.15)

Povecanje temperature, prema izrazu (5.10) za adijabatske procese pri konstantnom
vremenskom intervalu, iznosi:
O-sr Sekv pl
AT = f———=5,219°C. (5.16)
Jo

Prema rezultatima niza proracuna sa korisnickim materijalnim modelom, provedenog sa
korisni¢kim potprogramom UMAT, dobivene su sljedecée vrijednosti (Tab. 5.13):

e ckvivalentno naprezanje prema kriteriju von Misesa, ey = 452,7 MPa,

e ckvivalentna plasticna deformacija & =534-107 =0,0534.

ekv, pl
Srednje naprezanje, prema Sl. 5.2 iznosi:

O+ +0
o = T ekv

Sr

=426,35MPa . (5.17)

Povecanje temperature, prema izrazu (5.10) za adijabatske procese pri konstantnom

vremenskom intervalu, iznosi:

_ O_srgekv,pl _ o
AT = gkl _5990C, (5.18)
fo

85



N. Munjas — Doktorski rad

Tablica 5.13 — Rezultati dobiveni numerickim proracunima punog presjeka pomocu standardnog materijalnog
modela i sa vlastitim korisnickim potprogramom.

Povecanje temperature / °C | Ekv. naprezanje / MPa | Ekv. plasti¢na deformacija / %

Broj (PEEQ — Eq. plastic strain)
Koraka (NT — Nodal temperature) (S-Mises — Stress) ‘
(SDV - State variable)
Stand. mat. UMAT | Stand. mat. [ UMAT Stand. mat. UMAT
5 4,810 5,234 4533 4527 5,334 5,338
50 5,217 5,226 4533 4527 5,335 5,340

Usporedbom numerickih rezultata vidi se da vrijednosti temperature dobivene
viSerazinskim prorac¢unom prakticki odgovara analitickom rezultatu, ve¢ i kod manje veli¢ine
koraka, za razliku od proracuna na jednoj razini sa istim materijalnim znacajkama. To ukazuje
na visoku razinu to¢nosti viSerazinskog modeliranja za odredivanje temperature. Raspodjela
temperature na makrorazini prikazana je na Sl. 5.8. Kao Sto je to i ocekivano, polje
temperature je homogeno.

Ekvivalenta von Misesova naprezanja i plasticne deformacije imaju prakticki jednake
vrijednosti u oba proracuna. Njihova je raspodjela kod viserazinskog proracuna jednaka na

makrorazini 1 na mikrorazini, $to se moze zakljuciti na temelju raspodjele prema SI. 5.9.

MNT11
+5.226e+00
+5.226e+00
+5.226&+00
+5.226e+00
+5.226&+00
+5.226e+00
+5.226e+00
+5.226&+00
+5.226e+00
+5.226e+00
+5.226e+00
+5.226e+00
+5.226&+00

Slika 5.8 — Makro model: raspodjela prirasta ¢vornih temperatura (°C), UMAT.
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3, Mises

, Mises

(Avg: 75%)
+4.527e+02
+4.150e+02
+3.772e+02
+3.395e+02
+3.018e+02
+2.641e+02
+2.263e+02
+1.886e+02
+1.509e+02
+1.132e+02
+7.545e+01
+3.772e+01
+0.000e+00

S, Mises
(Avg: 75%)

+4.527e+02
+4.150e+02
+3.772e+02
+3.3958+02
+3.018e+02
+2.641e+02
+2.263e+02
+1.886e+02

1.50%e+02

+
+1.132e+02
+7.545e+01
+3.772e+01
+0.000e+00

Slika 5.9 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy, (MPa), UMAT.

5.2.4. Spregnuti termomehanicki primjer modela serijskog spoja

Dvodimenzijski model Stapa koriSten je za spregnuti termomehanicki primjer proracuna
aksijalnog optere¢enja pomocu dvorazinske metode, za serijski spoj na mikrorazini.
Geometrija modela makrorazine je definirana prema Sl. 5.3, kao 1 kod prethodnog primjera,
ali se sada sastoji se od dva elasto-plasti¢na materijala spojena u seriji.

Model makrorazine izraden je kao i model opisan u Pogl. 5.2.1, jedino su znacajke

materijala makrorazine postavljene prema Tab. 5.14.

Tablica 5.14 — Znacajke materijala makrorazine.

Znacajke materijala makrorazine

Gustoca p="7850 kg/m’
Koeficijent provodenja topline k=50 W/mK
Specificni toplinski kapacitet C, = 500 J/kgK

Homogenizirani koeficijent toplinskog rastezanja | o= 1,5-10" 1/°C

Taylor-Quinneyjev faktor $=09
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Model mikrorazine za serijski spoj izraden je kao i1 model iz Pogl. 5.2.2.1. Znacajke

materijala mikrorazine postavljene su prema Tab. 5.6.

Tablica 5.15 — Znacajke materijala mikrorazine.

Znacajke materijala mikrorazine Materijal 1 Materijal 2
Modul elasti¢nosti E, =200 GPa E, =200 GPa
Poissonov broj =03 =203
Granica tecenja materijala or; =400 MPa ot =300 MPa

Koeficijent linearnog izotropnog o¢vrséenja | H; = 1000 MPa H, =500 MPa

Koeficijent toplinskog rastezanja a=1,610"1/°C | an=1,41071/°C

5.2.4.1. Numericki proracun
Rubni uvjet odreden je aksijalnim pomakom slobodnog kraja Stapa prikazanog na Sl. 5.3,
koji iznosi koji iznosi U; = 50 mm. ViSerazinski proracuni provedeni su pomocu korisnickih

potprograma UMAT. Rezultati prorauna prikazani su u Tab. 5.16

Tablica 5.16 — Rezultati dobiveni numerickim proracunima serijskog spoja sa vlastitim korisnickim
potprogramom.

Povecanje temperature / °C | Ekv. naprezanje / MPa | Ekv. plasticna deformacija / %
Broj koraka | (NT — Nodal temperature) (S-Mises — Stress) (SDV - State variable)
UMAT UMAT UMAT
20 4,563 389,7 5,381
50 4,562 389,7 5,381

Usporedbom numerickih rezultata, Tab. 5.16 1 Sl. 5.11, vidi se da veli¢ina koraka nema
znaCajan utjecaj na povecanje temperature. Raspodjela ekvivalentnog naprezanja kod
serijskog spoja, Sl. 5.10, jasno daje do znanja da dva materijala imaju razli¢ito ponasanje.
Iako je polje plasticne deformacije nakon zadnjeg koraka homogeno, Sl. 5.12, ekvivalentno

naprezanje je kod jednog materijala ipak vece.
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S, Mises
{Avg: 75%)

+3.897e+02
+3.573e+02
+3.248e+02
+2.923e+02
+2.598e+02
+2.273e+02
+1.949e+02
+1.624e+02

+1.2992+02
+9.743e+01
+6.496&+01
+3.248e+01
+0.000e+00

S, Mises s, Mises

(Avg: 75%) (Avg: 75%)
+4.420e+02 +4.529e+02
+3.897e+02 +3.897e+02
+3.573e+02 +3.573e+02
+3.248e+02 +3.248e+02
+2.923e+02 +2.923e+02
+2,598e+02 +2.598e+02
+2.273e+02 +2.273e+02
+1.949e+02 +1.949e+02
+1.624e+02 +1.624e+02
+1.299&+02 +1.29%9e+02
+9.743e+01 +9.743e+01
+6496e+01 +6.496e+01
+3.248e+01 +3.248e+01
+0.000e+00 +0.000&+00

Korak 40 Korak 50

Slika 5.10 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy, (MPa), UMAT.

MNT11
+4.562e+00
+4.562e+00
+4.562&+00
+4.562e+00
+4.562&+00
+4.562+00
+4.562e+00
+4.562&+00
+4.562e+00
+4.562e+00
+4.562&+00
+4.562e+00
+4.562&+00

Slika 5.11 — Makrorazina: raspodjela prirasta ¢vornih temperatura (°C), UMAT.
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SDWV10

{Avg: 75%)

- -5.381e-02
-5.381le-02

sSDVi0
(Avg: 75%)
+0.000e+00
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MR FIRI T

boinooibwi

Z2le-02

Korak 10 Korak 20 Korak 30

Korak 40 Korak 50

Slika 5.12 — Modeli na dvije razine: raspodjela plasti¢ne deformacije a; (), UMAT.

5.2.5. Spregnuti termomehanicki primjer modela s porom

Dvodimenzijski model Stapa ovdje je koriSten za spregnuti termomehanic¢ki primjer
proracuna aksijalnog optere¢enja pomocu dvorazinske metode, za presjek s porom na
mikrorazini. Model makrorazine, opisan u Pogl. 5.2.1, kod ovog primjera se sastoji od elasto-
plasti¢cnog materijala.

5.2.5.1. Model mikrorazine

Model mikrorazine koji predstavlja presjek s porom, definiran je prema geometriji

prikazanoj na SI. 5.13 a).
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0,2 mm

I mm

1 mm

a) b)
Slika 5.13 — Model mikrorazine s porom: a) geometrija sa dimenzijama i b) mreza konacnih elemenata.

Znacajke materijala definirane prema Tab. 5.11. Na geometriji mikrorazine, SI. 5.13 b), su
postavljeni dvodimenzijski bilinearni Cetverokutni konacni elementi za ravninsko stanje
deformacije (CPE4 elementi), s ukljuenom geometrijskom nelinearnos¢u, kao 1 kod
prethodnih modela mikrorazine. Osnovne karakteristike mreze konacnih elemenata dane su u
Tab. 5.12. Mreza je u ovom primjeru gu$éa, iz razloga S§to se ovdje ocekuje pojava

koncentracije naprezanja u zoni pore.

Tablica 5.17 — Osnovne karakteristike mikrorazine.

Vrsta konacnih elemenata CPE4
Karakteristika Vrijednost
Ukupan broj ¢vorova 108
Ukupan broj elemenata 89

Oslonci su postavljeni pomoc¢u periodi¢nih rubnih uvjeta, prema proceduri opisanoj u
poglavlju 4.2.

5.2.5.2. Numericki proracun

Rubni uvjet odreden je aksijalnim pomakom slobodnog kraja Stapa prikazanog na Sl. 5.3,
koji iznosi koji iznosi U; = 50 mm. ViSerazinski proracuni provedeni su pomocu korisnickih

potprograma UMAT. Rezultati proracuna prikazani su u Tab. 5.18.
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Tablica 5.18 — Rezultati viSerazinskog proracunima za slu¢aj modela s porom.

Povecanje temperature / °C | Ekv. naprezanje / MPa | Plasticna deformacija / %

Broj koraka | (NT — Nodal temperature) (S-Mises — Stress) (SDV - State variable)

UMAT UMAT UMAT

20 4,877 433,7 4,837

Raspodjela numerickih rezultata dobivenih pomocu viSerazinskog proracuna prikazana je
na Sl. 5.14 — SI. 5.16. Na Sl. 5.14 je prikazana raspodjela ekvivalentnog naprezanja prema
kojoj se vidi da se ve¢ u prvom koraku javljaju naprezanja veca od granice tecenja, odnosno u
presjeku je pocela plastifikacija. Nakon zadnjeg koraka cijeli RVE je plastificiran.

Prema SI. 5.16 se moZe uociti nastanak plasti¢ne deformacije oko pore, ¢ije se podrucje
postupno S$iri, dok na kraju cijeli RVE nije plastificiran. Prema raspodjela plasti¢nih
deformacija, najvece vrijednosti plasticnih deformacija se javljaju na pravcima najvecih

tangencijalnih naprezanja
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=, Mises
{Avg: 75%)

+4.337e+02
+3.976e+02
+3.614e+02
+3.253e+02
+2.891e+02
+2.5308+02
+2.1688+02
+1.807e+02

+1.446e+02
+1.084e+02
+7.228e+01
+3.614e+01
+0.000e+00

S, Mises

(Avg: 75%)
+6.68%e+02
+4.337e+02
+3.976e+02
+3.614e+02
+3.253e+02
+2.891e+02
+2.530e+02
+2.168e+02
+1.807e+02

Korak 10

Korak 15 Korak 20

Slika 5.14 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy, (MPa), UMAT.

NT11
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00
+4.877e+00

Slika 5.15 — Makrorazina: raspodjela prirasta ¢vornih temperatura (°C), UMAT.
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sSDV10
{Avg: 75%)
— -4.,8378-02

sDv1o

(Avg: 75%)
+2.806e-04
=3.773e-03

-2.994e-01

Korak 1

b

Korak 15 Korak 20

Slika 5.16 — Modeli na dvije razine: raspodjela plasti¢ne deformacije a; (=), UMAT

5.2.6. Usporedba rezultata dobivenih s razli¢itim mikrorazinama

Za elemente makrorazine moze se izvrsiti usporedba rezultata proracuna kod aksijalnog
optereCenja Stapa dobivenih za ranije prikazane reprezentativne volumenske elemente
mikrorazine. Rezultati proracuna mogu se prikazati dijagramima za temperaturu, naprezanje,
odnosno plasti¢nu deformaciju za drugi element mreze kona¢nih elemenata, odnosno za
njegov ¢vor, prema Sl. 5.3. Vremenski interval u dijagramima je postavljen tako da vrijednost
vremenskog koraka 1 odgovara maksimalnom produljenju zadanom rubnim uvjetom. Ostale

vrijednosti linearno su interpolirane.
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e Aksijalno - puni presjek
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Vremenski korak

Slika 5.17 — Dijagram temperatura / vremenski korak za aksijalno opterecenje Stapa: puni presjek, serijski spoj i
presjek s porom.
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Vremenski korak

Slika 5.18 — Dijagram ekvivalentno naprezanje / vremenski korak za aksijalno opterecenje Stapa: puni presjek,
serijski spoj 1 presjek s porom.
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Slika 5.19 — Dijagram plasti¢na deformacija / vremenski korak za aksijalno optereéenje Stapa: puni presjek,
serijski spoj i presjek s porom.

Ekvivalentna plasti¢na deformacija kod serijskog spoja, SI. 5.19, zanemarivo je ve¢a u odnosu
na puni presjek, ali je ekvivalentno naprezanje manje, Sl. 5.18. Vrijednosti temperature, SI.
5.17. dobivene visSerazinskim proracunom nesto su manje o odnosu na isti proraun sa punim
presjekom. Razlog je u nizim vrijednostima naprezanja koja se dobivaju radi postojanja
materijala sa drugim znacajkama, a polje naprezanja se dobije homogenizacijom rezultata sa
mikrorazine.

Prema rezultatima proracuna s porom, vidi se da je ekvivalentno naprezanje manje u
odnosu na vrijednost kod punog presjeka. Ekvivalentna plasticna deformacija takoder je
manja nego kod punog presjeka. To rezultira manjim povecanjem temperature nego kod
punog presjeka. U odnosu na serijski spoj pri jednakom aksijalnom pomaku, ekvivalentno
naprezanje je vecée, ali je ekvivalentna plasticna deformacija manja, Sto rezultira ipak veéim

povecanjem temperature.

5.3. Savijanje grede

Modeli savijanja grede predstavljaju drugu skupinu numerickih primjera pomocu
viSerazinske metode. Greda se moZze prikazati 2-D numerickih modelom. Proracuni su

provedeni koriStenjem viSerazinske metode, pomocu korisnickih potprograma UMAT, na

promijenjenom modelu makrorazine, u odnosu na primjere aksijalnog optere¢enja. Primjeri su
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izradeni koriStenjem raznih modela mikrorazine. Pomo¢u modela makrorazine moze se
izvrSiti provjera rezultata viSerazinskih proraCuna, pokretanjem proracuna sa standardnim
programskim materijalom, bez koristenja viSerazinskog proracuna. Modeli su dvodimenzijski
te je postavljena mreza ravninskih kona¢nih elemenata.

5.3.1. Model makrorazine

Na geometriju makrorazine, ¢ije su dimenzije prikazane na Sl. 5.20, postavljena je mreza
sa Cetiri dvodimenzijska termomehanicki spregnuta konacna elementa za ravninsko stanje
deformacije (CPE4RT elementi), s uklju¢enom geometrijskom nelinearnos¢u i reduciranom
integracijom. Osjetljivost elemenata na velike deformacije ovdje se nadilazi koriStenjem
opcije Hourglass Stiffness = 20000. Ovdje je gusto¢a mreze nesto veca u odnosu na model
makrorazine kod aksijalnog optere¢enja, buduc¢i da se ocekuje nehomogena raspodjela polja
naprezanja, deformacije, ali 1 temperature uslijed savijanja.

A

—PI Presjek A-A
y L

10 cm

ARMIMINNIN

v

A
\ 4

b)

Slika 5.20 — Model makrorazine: a) geometrija sa dimenzijama i b) mreza kona¢nih elemenata.

Znalajke materijala makrorazine, koje su unesene pomocu korisnickog materijalnog modela,
iste su kao 1 kod aksijalnog opterecenja, definirane prema Tab. 5.5. Osnovne karakteristike

mreze konacénih elemenata dane su u Tab. 5.19.
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Tablica 5.19 — Osnovne karakteristike mreze makrorazine.

Vrsta konacénih elemenata | CPE4RT

Karakteristika Vrijednost
Ukupan broj ¢vorova 9
Ukupan broj elemenata 4

Oslonci su postavljeni na nacin da su sprijeeni kruti pomaci tijela u ravnini, prema Sl.
5.20, odnosno:

e krajnji lijevi rub modela je uklijeSten, odnosno ¢vorovi koji se nalaze na krajnjem

lijevom rubu modela imaju sprije¢ene pomake na pravcima osi X1iY.

5.3.2. Spregnuti termomehanicki primjer modela punog presjeka

Dvodimenzijski model grede, prema Pogl. 5.3.1, koriSten je za spregnuti termomehanicki
primjer proracuna savijanja pomoc¢u dvorazinske metode, za puni presjek na mikrorazini. Ovo
je takoder spregnuti termomehanicki problem, jer se razmatra utjecaj plasticne deformacije na
promjenu temperature tijela. Geometrija modela makrorazine, definirana prema Sl. 5.20,
sastoji se od elasto-plasticnog materijala. Kao model mikrorazine koriSten je onaj opisan u
Pogl. 5.2.3.1.

5.3.2.1. Numericki proracun

Rubni uvjet odreden je kutom rotacije slobodnoga kraja koji iznosi us = —0,5 rad. Rezultati

proracuna prikazani su u Tab. 5.20 i Tab. 5.21

Tablica 5.20 — Rezultati viSerazinskog proracunima dobiveni pomocu standardnog materijalnog modela i
vlastitim korisnickim potprogramom za slu¢aj modela punog presjeka.

Povecanje temperature / °C | Ekv. naprezanje / MPa | Ekv. plasti¢na deformacija / %
Broj . .
(PEEQ — Eq. plastic strain)
koraka (NT — Nodal temperature) (S-Mises — Stress)
(automatski) (SDV — State variable)
Stand. mat. UMAT | Stand. mat. | UMAT Stand. mat. UMAT
Max 1,209 1,210 420,1 419,8 2,010 2,032
20
Min 0,9632 0,9705 402,5 400,8 0,314 0,287
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Tablica 5.21 — Rezultati viSerazinskog proracunima dobiveni pomocu standardnog materijalnog modela i
vlastitim korisnickim potprogramom za slu¢aj modela punog presjeka (nastavak).

Vertikalni pomak / mm

Broj koraka | (U2 — Displacement)

Stand. mat. | UMAT

20 253,7 253.,6

Usporedbom numeri¢kih rezultata vidi se da su vrijednosti temperature dobivene
viSerazinskim proracunom jednake proraCunu na jednoj razini sa istim materijalnim
znaCajkama. Naprezanja i plasticne deformacije, takoder, imaju prakticki jednake vrijednosti
u oba proracuna.

Na dijagramu raspodjele temperature makro razine u odnosu vremenski korak se vidi da je
promjena temperature kod savijanja takoder linearna, kao i kod aksijalnog opterecenja.
Raspodjela plasticne deformacije, medutim, ipak je nelinearna. Budu¢i da je savijanje u
negativnom smjeru osi Y, normalna naprezanja na pravcu osi X su rasporedena tako da je sa
gornje strane vla¢no naprezanje, odnosno sa donje strane tlacno naprezanje. Ova naprezanja
su rasporedena na nacin da pripadni model mikrorazine ima homogenu raspodjelu, jedan
vla¢nu, dok drugi tlacnu. Skrece se paznja da je koriSten viSerazinski pristup teorijom prvog
reda. Ovaj pristup ima manjkavosti spram teorije drugog reda i osnovni je razlog pojave sitnih

odstupanja u ovome primjeru.

NT11
+1.210e+00
+1.109%e+00
+1.008e4+00
+9.075e-01
+58.067e-01
+7.058e-01
+6.050e-01
+5.042e-01
+4.033e-01
+3.025e-01
+2.017e-01
+1.008e-01
+0.000e+00

Slika 5.21 — Makrorazina: Raspodjela ¢vornih temperatura (°C), UMAT.
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S, Mises

(Avg: 75%)
+4.198e+02
+4.182e+02
+4.166e+02
+4.151e+02
+4.135e+02
+4.11%+02
+4.103e+02
+4.067e+02
+4.071e+02
+4.055e+02
+4.040e+02
+4.024e+02
+4.008e+02

S, Mises S, Mises .
(Avg: 75%) (Avg: 75%)

14,10
+4,198e+02
+4.182e+02
+4.166e+02
+4.151e+02
+4.135e+02
+4.119e+02
+4.103e+02
+4.087e+02
+4.071e402

+4.15: r4
+4.1668+02
+4.1518+02
+4.135e+02
+4.119e+02

+4.103e+02
+4.087e+02
+4.071e+02
+4.055e+02
+4.040e+02
+4.024e+0Z
+4.008e+02

0

+4.008e+02

Slika 5.22 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy, (MPa), UMAT, zadnji korak.
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S, 511
{Avg: 75%)
= +4 4248+02
+3.563e+02
+2.702e+02
+1.841e+02
+9.795e+01
+1.187e+01
-7.425e+01
-1.604e+02
2.465e+02
3.326e402
4.187e+02
-5.048e+02
-5.909e+02
s, s11
, S11 (Avg: 75%)
(Avg: 75%) +4.424e+02
4+4.424e402 +3.5638+02
+3.563e+02 +2.702e+02
+2.702e+02 +1.841e+02
+1.841e+02 +5.798e+01
+3.798e+01 +1.187e+01
+1.187e+01 7.4258+01
74z5e401 1.60d8+02
bide+ 2.465e+02
24658402 33260102
sha
§.040e+02 et
-5.909e+

Slika 5.23 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy (MPa), UMAT, zadnji korak.

u, uz
+2,507e-30
-zA13e+01
-4.276e+01
-6.338e+01
-8.451e+01
-1.056e+02
-1.268e+02
-1.479e+02
-1.690e+02
-1.902e+02
-Z113e+02
23748402
25352402

Slika 5.24 — Makrorazina: raspodjela vertikalnih pomaka (mm), UMAT.

101



N. Munjas — Doktorski rad

sDV10

(Awvg: 75%)
-2.870e-03
-4.,324e-03
-5.778e-03
-7.232e-03
-8.686e-03
-1,014e-02
-1.159e-02
-1.305e-02
-1.450e-02
-1.596e-02
-1.741e-02
-1.887e-02
-2.032e-02

SOV
(Avg: 75%)

sDV10
(Avg: 75%)

-2.8708-03
-4.32de-03
-5.778e-03
leszens

5.6568-03
-1.014e-02
-1.159e-02
-1.305e-02
-1.450e-02
=1.596e-02
-1.741e-02
-1.887e-02
-2.03.

Slika 5.25 — Modeli na dvije razine: raspodjela plasti¢ne deformacije o; (—), UMAT, zadnji korak.

5.3.3. Spregnuti termomehanicki primjer modela serijskog spoja

Dvodimenzijski model grede koristen je za spregnuti termomehanicki primjer proracuna
savijanja pomoc¢u dvorazinske metode, za serijski spoj na mikrorazini.

Geometrija modela makrorazine je definirana prema SI. 5.20 u Pogl. 5.3.1, kao i kod
prethodnog primjera za savijanje, ali se sada sastoji se od dva elasto-plasticna materijala
spojena u seriji. Znacajke materijala makrorazine postavljene su prema Tab. 5.14.

Model mikrorazine za serijski spoj izraden je kao i model koji je opisan u Pogl. 5.2.2.1.

Znacajke materijala mikrorazine postavljene su prema Tab. 5.6.
5.3.3.1. Numericki proracun

Rubni uvjet odreden je kutom rotacije slobodnoga kraja koji iznosi u; = —0,5 rad. Rezultati

proracuna prikazani su u Tab. 5.22 i Tab. 5.23.
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Tablica 5.22 — Rezultati viSerazinskog proracunima dobiveni pomocu vlastitog korisnickog potprograma za
slu¢aj modela serijskog spoja.

Broj koraka

Povecanje temperature / °C

(NT — Nodal temperature)

Ekv. naprezanje / MPa

(S-Mises — Stress)

Ekv. plasticna deformacija / %

(SDV — State variable)

(automatski)
UMAT UMAT UMAT
Max 1,079 365,2 2,093
20
Min 0,868 349,1 0,290

Tablica 5.23 — Rezultati viSerazinskog proracunima dobiveni pomocu vlastitog korisni¢kog potprograma za
slu¢aj modela serijskog spoja (nastavak).

Broj koraka

Vertikalni pomak / mm

(U2 — Displacement)

UMAT

20

2536

Raspodjela numerickih rezultata dobivenih pomocu viserazinskog prorauna prikazana je

na Sl. 5.26 — Sl1. 5.30.

NT11

+1.080e+00
+9.697e-01
+58.997e-01
+58.098e-01
+7.198e-01
+6.298e-01
+5.5398e-01
+4.499e-01
+3.59%e-01
+2.699e-01
+1.799e-01
+5.997e-02
+0.000e+00

Slika 5.26 — Makrorazina: raspodjela ¢vornih temperatura (°C), UMAT.
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S, Mises

(Avg: 75%)
+3.652e+02
+3.638e+02
+3.625e+02
+3.612e402
+3.598e+02
+3.585e+02
+3.572e+02
+3.558e+02
+3.545e+02
+3.531e+02
+3.518e402
+3.505e+02
+3491e+02

u, uz
+2,638e-30
-2A13e+01
-4.727e+01
-6.3402+01
-8.454e+01
-1.057e+07
1.288e+02
-1.479e+02
-1.601e+02
-1.902e+02
-Z.i13e+02
-2.325e+02
-Z.536e+02

S, Mises

(Avg: 75%)
+4.202e+02
+3.652e+02

+3.585e+02
+3.572e+02
+3.558e+02
+3.545e+02
+3.531e+02
+3.516e+02
+3.505e+02
+3491e+02
+3.102e+02

S, Mises

(Avg: 75%)
+4.033e+02
+3.652e+02
+3.638e+02
+3.625e+02
+3.612e+02
+3.598e+02
+3.585e+02
+3.572e+02
+3.558e+02
+3.545e+02
+3.531e+02
+3.518e+02
+3.505e+02
+3.491e+02
+3.023e+02

Slika 5.27 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy, (MPa), UMAT, zadnji korak.
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§, 811
(Avg: 75%)
+3.838e+02
+3.074e+02
+2.310e+02
+1.545e+02
+7.812e+01
+1.699e+00
7472e+01
1.511e+02
-2.276e+02
-3.040e+02
<3.804e+02
-4.568e+02
-5.333e+02
s, 511 s, 511
(Avg: 75%) {Avg: 75%)
+3.838e+02 +3.848e+02
+3.074e+02 +3.838e+02
+2.310e+02 +3.074e+02
+1.545e+02 +2.310e+02
+7.81z2e+01 +1.545e+02
+1.700e+00 +7.812Ze+01
7.472e+01 +1.700e+00
1.51le+02 -7.47Ze+01
2.276e+02 -1.511e+02
3.040e+02 -2.276e+02
3.804e+02 -3.040e+02
4 565e+02 -3.504e+02
=5.333e+02 -4 .568e+02
-5.342e+02 -5.333e+02

—

Slika 5.29 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy (MPa), UMAT, zadnji korak.

Raspodjele naprezanja, prema Sl. 5.27 1 Sl. 5.29, prikazuju na makro razini usrednjena
naprezanja, odnosno plasti¢ne deformacije, sa glavnim rasponom koji je prilagoden raspodjeli
na mikrorazini. Naprezanja iznad najvece vrijednosti, odnosno ispod najmanje vrijednosti
prikazana su tamnijim bojama radi jednostavnijeg prikaza. Vidi se da su ekvivalentna

naprezanja u oba materijala iznad pripadnih granica tecenja, odnosno materijali se nalaze u

plastiénom podrucju.
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SOV10

(Avg: 75%)
-2.908e-03
-4.409e-03
-5.911e-03
-7.413e-03
-8.914e-03
-1.042e-02
-1.192e-02
-1.342e-02
-1.492e-02
-1.642e-02
-1.792e-02
-1.943e-02
-2.093e-02

sDvio
(Avg: 75%)
— -2,008e-03

-1.9438-02
-3.0938-02
2.128e-02

Slika 5.30 — Modeli na dvije razine: raspodjela plasticne deformacije a; (—),UMAT, zadnji korak.

SDV10
(Avg: 75%)
-2.570e-03

-2.093e-02

5.3.4. Spregnuti termomehanicki primjer modela s porom

Dvodimenzijski model grede, prema Pogl. 5.3.1, korisSten je za spregnuti termomehanicki
primjer proracuna savijanja pomoc¢u dvorazinske metode, za presjek s porom na mikrorazini.
Ovo je takoder spregnuti termomehanicki problem, jer se razmatra utjecaj plasticne
deformacije na promjenu temperature tijela. Geometrija modela makrorazine, definirana
prema Sl. 5.20, sastoji se od elasto-plasticnog materijala. Za mikrorazinu je koriSten model
opisan u Pogl. 5.2.5.1.

5.3.4.1. Numericki proracun

Rubni uvjet odreden je kutom rotacije slobodnoga kraja koji iznosi U3 = —0,25 rad.

Rezultati proracuna prikazani su u Tab. 5.24 1 Tab. 5.25.
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Tablica 5.24 — Rezultati viSerazinskog proracunima dobiveni pomocu vlastitog korisnickom potprograma za

slu¢aj modela sa porom.

Broj koraka

Povecanje temperature / °C

(NT — Nodal temperature)

Ekv. naprezanje / MPa

(S-Mises — Stress)

Ekv. plasti¢na deformacija / %

(SDV — State variable)

UMAT UMAT UMAT
Max 0,433 369,7 0,569
10
Min 0,348 359,1 0,272

Tablica 5.25 — Rezultati viSerazinskog proracunima dobiveni pomocu vlastitog korisnickom potprograma za

slu¢aj modela sa porom

(nastavak).

Broj koraka

Vertikalni pomak / mm

(U2 — Displacement)

UMAT

10

12,62

Raspodjele numerickih rezultata dobivenih pomocu viSerazinskog proracuna prikazane su

na Sl. 5.31 — SI. 5.35.

NT11
+4.333e-01
+3.972e-01
+3.611e-01
+3.250e-01
+2.66%e-01
+2.528e-01
+z.167e-01
+1.606e-01
+1.444e-01
+1.063e-01
+7.222e-02
+3.611e-02
+0.000e+00

Slika 5.31 — Makrorazina: raspodjela prirasta ¢vornih temperatura (°C), UMAT.
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S, Mises

(Avg: 75%)
+3.697e+02
+3.688e+02
+3.679e+02
+3.670e+02
+3.662e+02
+3.653e+02
+3.644e+02
+3.635e+02
+3.626e+02
+3.617e+02
+3.609e+02
+3.600e+02
+3.591e+02

g, Mises

(Avg: 75%)
+4.511le+02
+3.697e+02

+3.670e+02
36620402

+3.653e+02
+3.644e+02
+3.635e+02
+3.626e+02
+3.617e+02
+3.609e+02
+3.600e+02
+3.5991e+02
+1.438e+02

Slika 5.32 — Modeli na dvije razine: raspodjela: raspodjela naprezanja oy, (MPa), UMAT, zadnji korak.

u, uz
+0,000e+00
-1.052e+01
-Z.103e+01
31552401
-4.706e+01
-5.758e+01
-6.309e+01
-7.361e+01
84122401
-9.46d4e+01
-1.0522+02
-1.157e+02
17628402

S, Mises

(Avg: 75%)
+4.510e+02
+3.697e+02
+3.688e+02
+3.679&+02
+3.670e+02
+3.662e+02
+3.653e+02
+3.64de+02
+3.635e+02
+3.626e+02
+3.617e+02
+3.609e+02
+3.600e+02
+3.591e+02
+8467e+01

Slika 5.33 — Makrorazina: raspodjela vertikalnih pomaka (mm), UMAT.
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s, 511

{Avg: 75%)
+4.158e+02
+3460e+02
+2.7328+02
+2.0042+02
+1.276e+02
+5.481e+01
-1.800e+401
-9.080e+01
-1.636e+02
-2.36d4e+02
-3.092e+02
-3.820e+02
-4.,548e+02

s, 511 s, 511
(Avg: 75%) (Avg: 75%)

+4.188e+02 +6.0068+02

-1.836e+02
-2.589e+02
-3.342e+02
-4.095e+02
-4.848e+02
-6.153e+02

Slika 5.34 — Modeli na dvije razine: raspodjela naprezanja oy (MPa), UMAT, zadnji korak.

Raspodjele naprezanja, prema Sl. 5.32 1 Sl. 5.34, prikazuju na makro razini usrednjena
naprezanja, sa glavnim rasponom koji je prilagoden raspodjeli na mikrorazini na nacin da su
vrijednosti iznad najvece vrijednosti, odnosno ispod najmanje vrijednosti prikazane tamnijim
bojama radi jednostavnijeg prikaza. Jasno se vidi da su naprezanja u ve¢em dijelu prikazanih
elemenata mikrostrukture iznad granice teCenja materijala, dok je manji dio jo§ u elasticnom

podrucju.
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sSDV10

(Avg: 75%)
+3.55%-04
-2.717e-03

4 korak 6 korak 10 korak

sDvio

(Avg: 75%)
-2.717e-03
-2.965e-03
-3.213e-03
-3461e-03
-3.709e-03
-3.957e-03
-4.205e-03
-4.453e-03
-4.701e-03
-4.949e-03
-5.197e-03
-5.445e-03
-5.693e-03

SDW10
(Avg: 75%)
+5.670e-05

4 korak 6 korak 10 korak

Slika 5.35 — Modeli na dvije razine: raspodjela plasticne deformacije o; (), UMAT.

Na SI. 5.35 je prikazana 1 raspodjela plasticnih deformacija na mikrorazini, za razlicite
vremenske korake, pri ¢emu je jasno vidi kako se radi koncentracije naprezanja razvija i
plasti¢na deformacija u zoni oko pore. Prema raspodjeli plasticne deformacije jasno se vidi da
cijeli RVE nije plastificiran, odnosno dio presjeka jos je u elasticnom podrucju.
5.3.5. Usporedba rezultata dobivenih s razli¢itim mikrorazinama
Rezultate proratuna mozemo prikazati dijagramima za temperaturu, naprezanje i plasticnu

deformaciju za tre¢i element mreze konacnih elemenata, odnosno za njegov ¢vor, prema Sl.
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5.20. Vremenski interval u dijagramima je postavljen tako da vrijednost vremenskog koraka
0,5 odgovara kutu kutom rotacije slobodnoga kraja koji iznosi u; = —0,25 rad, radi

jednostavnije usporedbe rezultata proracuna.

I | |
054 Savijanje - puni presjek
Savijanje - serijski spoj
Savijanje - presjek s porom /
0,4 / 7
Z 03 /
< H
5 “a
<
2
E 02
F
0,1
/
0 =

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Vremenski korak

Slika 5.36 — Dijagram temperatura / vremenski korak za savijanje grede: puni presjek, serijski spoj i presjek s
porom.

Numericki rezultati ukazuju da su najvece vrijednosti ekvivalentnog naprezanja serijskog
spoja manje u odnosu na vrijednost kod punog presjeka, SI. 5.30. Ekvivalentna plasticna
deformacija je medutim veca nego kod punog presjeka. Ovo rezultira zanemarivo manjim
povecanjem temperature nego kod punog presjeka. Takav je slucaj bio i kod aksijalnog
opterecenja.

Kod presjeka s porom se vidi se da je ekvivalentno naprezanje manje u odnosu na
vrijednost kod punog presjeka, pri jednakom rotacijskom pomaku. Ekvivalentna plasticna
deformacija je takoder manja nego kod punog presjeka. To rezultira manjim povecanjem
temperature nego kod punog presjeka, Sl. 5.31. U odnosu na serijski spoj pri jednakom
rotacijskom pomaku, ekvivalentno naprezanje je vece, ali je ekvivalentna plasticna

deformacija manja, $to rezultira manjim povecanjem temperature, Sl. 5.36. Kao 1 ranije, isti je

je slucaj bio 1 kod aksijalnog opterecenja.
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450

N
S
(=]

2
N\

W
(=
S

250

200

150 Savijanje - puni presjek —
100

50 /
N

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Vremenski korak

Savijanje - serijski spoj

Ekvivalentno naprezanje, o, (MPa)

Savijanje - presjek s porom

Slika 5.37 — Dijagram ekvivalentno naprezanje / vremenski korak za savijanje grede: puni presjek, serijski spoj i
presjek s porom.

0,01 | | |
Savijanje - puni presjek
0,009 § oo e
n Savijanje - serijski spoj
S Savijanje - presjek s porom

50,008 -

0,006

s
0,007 /
//

0,005

0,004 l,//
0,003 //

0,002 VA/
0,001 -

W\

Ekvivalentna plasticna deformacija

0

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
Vremenski korak

Slika 5.38 — Dijagram plasti¢na deformacija / vremenski korak za savijanje grede: puni presjek, serijski spoj i
presjek s porom.
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6. Zakljudak

U ovome radu predstavljeno je viSerazinsko modeliranje heterogenih materijala metodom

racunalne homogenizacije. Obuhvatilo se podrucje velikih plasti¢nih deformacija konstrukcija
izlozenih raznim mehani¢kim vrstama optereCenja, kao $to su aksijalno opterecenje i
savijanje. Izradeni su vlastiti korisnicki potprogrami pogodni za proracune pomocu
korisnickog materijalnog modela za heterogene materijale, provedenog na dvije razine
modela, makrorazina i mikrorazina. Kod modeliranja i izrade koriStena je teorija prvog reda
odredivanja gradijenta deformacije, §to opcenito spada u teorijsko podrucje klasi¢ne
mehanike kontinuuma.

Budu¢i da prilikom plasti¢ne deformacije u materijalima, kao S$to su npr. metali, dolazi do
zagrijavanja dijela izloZzenog promjeni plasti¢nog rada, koji je utroSen na trajno deformiranje
tijela. Ovo zagrijavanje se prijenosom topline dalje Siri na ostatak konstrukcije te je stoga
vazno precizno odredititi promjenu temperature, jer ona moze znacajno utjecati na
funkcionalnost samog elementa konstrukcije ili sklopa u cijelini. Manji dio plasti¢nog rada
ostaje u raznim oblicima zarobljen u materijalu, dok se ve¢i dio pretvara u toplinu. Dio
plasti¢nog rada koji se pretvara u toplinu, odreden je pomocu tzv. Taylor-Quinney faktora,
¢ija je primjena u velikom broju radova potvrdena i eksperimentalno za ve¢inu materijala u
tehnickoj praksi. Ovaj pristup obuhvaden je u standardnom programu za modeliranje
metodom konaénih elemenata, te je koriSten i1 u izradi ovog rada, upravo iz razloga Ceste
primjene u prakticnim analizama materijala i konstrukcija izloZenih velikim plasticnim
deformacija.

Modeliranjem su obuhvaceni primijeri osnovnih vrsta mehanickog optere¢enja buduci da
je potrebno odrediti ispravnost i eventualne nedostatke koriStenog vlastitog korisnickog
potprograma, koji je izraden u okviru standardnog programskog jezika. Znanstveni doprinos

ovog istrazivanja je primjena primjena varijacijski konzistentne formulacije na podrucje
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viSerazinskog modeliranja termomehanicki spregnutih problema. Ovaj rad nadilazi
ogranicenja postojecih znanstvenih rjeSenja u pogledu viSerazinskog modeliranja problema sa
manjim plasticnih deformacija, a to je zanemarivanje disipacije. Predlozena su numeric¢ka
rjeSenja za slucaj velikih plasticnih deformacija za termomehanicki spregnute probleme, za
razliku od dostupnih rjesSenja kod viSerazinskog modeliranja za mehanicke probleme. Model
je razvijem za adijabatske procese. Numericka implementacija modela za sluc¢aj viSerazinskog
modeliranja u uvjetima velikih deformacija razvijena je pomocu vlastitog programskog koda
u komercijalnom programskom paketu ABAQUS. Svakako postoje i nacini poboljSanja
rezultata, bilo koriStenjem drugih materijalnih modela za podru¢je velike plasticne
deformacije, bilo razvojem vlastitog programskog rjeSenja u smjeru teorije drugog reda
homogenizacije materijala koje omogucuje rjeSavanje zahtjevnijih problema na podrucju
modeliranja materijala i konstrukcija.

Svakako je cilj nastaviti istrazivanje postavljeno na ovim osnovama, na podruc¢ju
poboljsanja 1 optimizacije razvijenog vlastitog korisnickog potprograma, s ciljem smanjenja
zahtjevnog ra¢unanja i povecanja ucinkovitosti samog modela. Prostor istrazivanja je svakako
dosta velik, interesa za novim spoznajama je puno, pretpostavka je da ¢e biti i vise
mogucnosti spram buducénosti za nastavak istrazivanja ovim smjerom interesa, $to bi bila

glavna poruka ovog rada.
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Popis oznaka i simbola

Oznaka Jedinica Naziv
(*)m — Veli¢ine na makroskopskoj razini
(*)m — Veli¢ine na mikroskopskoj razini
0 — Nul vektor
‘C'y — Tangentna matrica krutosti ¢etvrtog reda
a — Vektor ubrzanja
A m’ Povrsina poprecnog presjeka
Ay — Koeficijenti za odredivanje relativnog gibanja ¢vorova
b — lijevi Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti
b - Gustoc¢a volumenske sile, volumenska sila
B - Volumenska sila
B, B(1) - Trenutna konfiguracija tijela
b, B(to) - Pocetna konfiguracija tijela
B, B, - Materijalno tijelo
by - Srednja gusto¢a volumenske sile
C — desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti
c — Cauchyjev tenzor deformiranosti
c J/kgK Specificni toplinski kapacitet po jedinici mase
c J/K Specifi¢ni toplinski kapacitet
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C. - Elasti¢ni desni Cauchy-Greenov tenzor deformiranosti
Ck Pa Komponente tangentne matrice krutosti
Cp J/kgK Specificni toplinski kapacitet pri konstantnom pritisku
Cr — Tangentna matrica krutosti
— Materijalni tenzor brzine deformacije
D J/m’s Ukupna disipacija
d, dj - Tenzor brzine deformacije
Dcon J/m’s Termicka disipacija
de — Elasti¢ni dio tenzora brzine deformacije
Dt J/m’s Mehanicka disipacija
dp - Plasti¢ni dio tenzora brzine deformacije
& J Unutarnja energija
e Jkg specifi¢na unutarnja energija u trenutnoj konfiguraciji
E Jkg specifi¢na unutarnja energija u pocetnoj konfiguraciji
E!™ — Henckyjev tenzor logaritamske deformacije
E, Esp — Lagrangeov tenzor deformacije
e, e - Eulerov tenzor deformacije
Es E’ B, - Jedini¢ni vektor pocetne konfiguraciju
e, €1, 8, 63 - Jedini¢ni vektor trenutne konfiguraciju
Cijk - Permutirajuci simbol
E, Pa Elasti¢na domena
F N Sila
F, Fi4 — Materijalni tenzor gradijenta deformiranja
F', Fy — Prostorni tenzor gradijenta deformiranja
F. — Elasti¢ni dio materijalnog tenzora gradijenta deformiranja
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F, — Plasti¢ni dio materijalnog tenzora gradijenta deformiranja
Fr N Sila koja uzrokuje teCenje u materijalu
H Pa Koeficijent linearnog izotropnog ocvrs¢enja
H  heat Jm’ Strukturalno grijanje uslijed elasti¢ne deformacije
H P heat Jm’ Strukturalno grijanje uslijed plasti¢ne deformacije
FHheat Jm’ Strukturalno grijanje
hy, - Veli¢ina koraka
J — Jacobijeva determinanta
F B Jacobijeva determinanta perturbirape Yrij ednosti tenzora gradijenta
deformiranja
K J Kineticka energija
k — Stupanj slobode gibanja
k W/mK Koeficijent provodenja topline
Kt N/m Tangentna krutost
) m Duljina
|, 1; - Tenzor gradijenta brzine
le — Elasti¢ni tenzor gradijenta brzine
L, — Brzina plasti¢ne distorzije
l, — Plasti¢ni tenzor gradijenta brzine
m kg Ukupna masa
n — Vektor normale u trenutnoj konfiguraciji
N Vektor normale u pocetnoj konfiguraciji
N J/K Entropija u trenutnoj konfiguraciji
N J/kgK specificna entropija u pocetnoj konfiguraciji
No J/K Entropija u poc¢etnoj konfiguraciji
p — Vektor naprezanja
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P — prvi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja
P W Mehanicka snaga
Pint W Mehanicka snaga
2 J Dovedena toplina
q — vektorom gustoce toplinskog toka u trenutnoj konfiguraciji
Q — vektorom gustoce toplinskog toka u pocetnoj konfiguraciji
Q — Kinematicka varijabla
Q™ Pa Pocetna vrijednost naprezanja
Db J Dovedena toplina iz toplinskih izvora
De J Dovedena toplina toplinskim tokom
Oi Pa Varijabla poput naprezanja
R — Tenzor zakreta
r J/kg Specifi¢na snaga izvora topline u trenutnoj konfiguraciji
R Jkg Specifi¢na snaga izvora topline u pocetnoj konfiguraciji
7pl J/m’s Proizvedena koli¢ina topline na kraju inkrementa
S m’ PovrS$ina
S — drugi Piola-Kirchhoffov tenzor naprezanja
Sii, S — Tenzor drugog reda
Spd Jm’ Specifi¢na plasti¢na disipacija
t — Povrsinska sila, vektor naprezanja
Lt S Odredeni vremenski trenutak
Ty, T — Tenzor drugog reda
to — Srednja gustoca povrSinske sile
u — Vektor pomaka
U — Desni tenzor izduzenja
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u m Pomak
uj, u - Vektor
U;, U — Tenzor drugog reda
Usjmn, ‘U - Tenzor Cetvrtog reda
u™ — Promjenjiva veli¢ina u ¢voru R
V m’ Volumen u trenutnoj konfiguraciji
v — Vektor brzine
— Lijevi tenzor izduzenja
\% — Vektor brzine
Vo m’ Volumen u pocetnoj konfiguraciji
Vi, V - Vektor
Vi, V — Tenzor drugog reda
W, w;j - Tenzor vrtloZnosti
X — Koordinatna os
X, X4 — Vektor poloZaja u pocetnoj konfiguraciji
X, X; — Vektor polozaja u trenutnoj konfiguraciji
X1, X2, X3 m Koordinate to¢aka u trenutnoj konfiguraciji
X1, X2, X3 m Koordinate to¢aka u pocetnoj konfiguraciji
y — Koordinatna os
E Pa Modul elasti¢nosti
Eu Pa Ukupni modul elasti¢nosti
¢ Pa Funkcija teenja
¢ - Skalarno polje
\% - Hamiltonov diferencijalni operator
i - Kroneckerov tenzor ili jedini¢ni tenzor
ow J Varijacija virtualnog rada
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J/kgK specifi¢na entropija u trenutnoj konfiguraciji
C K Apsolutna temperatura u pocetnoj konfiguraciji
% K Apsolutna temperatura u trenutnoj konfiguraciji
X — Mandelov tenzor naprezanja
Y J/kg Helmbholtzova slobodna energija u pocetnoj konfiguraciji
W Jkg Helmholtzova slobodna energija u trenutnoj konfiguraciji
Y. J/kg Elasticna Helmholtzova slobodna energija u pocetnoj konfiguraciji
¥, Jkg Plasti¢na Helmholtzova slobodna energija u pocetnoj konfiguraciji
AF N Ostatak sile
AF N Inkrement sile
AF - Volumenska sila
AFy - Perturbacija tenzora gradijenta deformiranja
Al m Produljenje
Am kg Elementarna masa
AS m’ Elementarna povrsina
AT °C Povecanje temperature
AV m’ Elementarni volumen
r - Granica RVE-a u trenutnoj konfiguraciji
Iy — Granica RVE-a u pocetnoj konfiguraciji
yekv Pa Ekvivalentna vrijednost Mandelovog naprezanja
o 1/°C Koeficijent toplinskog rastezanja
o - Parametar oc¢vrséenja
a - varijabla poput deformacije
Jij — Taylor-Quinneyjev faktor
O - Vektor
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£ - Ukupna deformacija
€ — Parametar perturbacije
€ — Tenzor infinitezimalne deformacija
Eekv, pl - Ekvivalentna plasti¢na deformacija
&l - Plasti¢na deformacija
A - Lagrangeov multiplikator
% - Poissonov broj
P kg/m’ Gustoc¢a mase, gustoca u trenutnoj konfiguraciji
DPse kg/m® Srednja gusto¢a mase
o kg/m’ Gustoca u pocetnoj konfiguraciji
c Pa Naprezanje
c - Cauchyjev tenzor naprezanja
Ceky Pa Ekvivalentno naprezanje prema kriteriju von Misesa
Csr Pa Srednje naprezanje
or Pa Naprezanje na granici tecenja
T - Kirchhoffov tenzor naprezanja
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