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SAZETAK

U radu se proucavaju racionalne D(g)-m-torke gdje je m = 3,4 ili 5.

Prvo, parametriziramo racionalne D(g)-Cetvorke umnoska elemenata jednakog m pomocu
tocaka na eliptickoj krivulji E,, definiranoj preko ¢,m. Za svaki racionalan ¢ parametriziramo
m takve da postoji Cetvorka umnoska elemenata m.

Potom konstruiramo nove familije racionalnih D(q)-petorki. Uz pretpostavku Slutnje o
parnosti dokazujemo da za svaki kvadratno slobodan cijeli broj ¢ koji se nalazi u jednoj od
99.5% klasa ostataka mod 394680 postoji beskona¢no racionalnih D(g)-petorki.

Konac¢no, parametriziramo racionalne D(q)-trojke te koristimo tu parametrizaciju za rjesa-
vanje nekih problema.

Klju¢ne rijec¢i: Diofantove m-torke, Racionalne D(q)-m-torke, Elipticke krivulje.
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SUMMARY

This work studies rational D(q)-m-tuples, where m = 3,4 or 5.

First, we parametrize rational D(g)-quadruples with product of elements equal to m using
the elliptic curve E,,, defined via ¢, m. For each rational nonzero g we parametrize m, such that
there exists a rational D(g)-quadruple with product of elements equal to m.

Then we construct new families of rational D(g)-quintuples. With the assumption of the
Parity conjecture we prove that for each squarefree integer ¢ in one of 99.5% of classes of
residues mod 394680 there exists infinitely many rational D(g)-quintuples.

Finally, we parametrize all rational D(g)-triples for rational ¢ which are not squares, and
use this parametrization to solve problems.

The outline of the thesis is as follows. In the Introduction we define Diophantine m-tuples
and give a historical overview of research in the field.

Chapter 1 ("Some basic results on elliptic curves") gives definitions and results from alge-
braic geometry and elliptic curves, which are used throughout the thesis.

In Chapter 2 ("Rational D(q)-quadruples") we describe rational D(g)-quadruples with pro-
duct of elements equal to m. We parametrize all m, depending on g, for which there exists such
a quadruple. For such pairs (¢,m), we parametrize all such quadruples using triples of points
on the elliptic curve E,,, whose equation depends on g and m.

In Chapter 3 ("Rational D(g)-quintuples") we construct families of rational D(g)-quintuples
for squarefree integers ¢ in specific classes of residues. With the assumption of the Parity co-
njecture we prove there are infinitely many D(q)-quintuples for squarefree integers g in 99.5%
of classes of residues mod 394680.

In Chapter 4 ("Rational D(q)-triples") we parametrize rational D(g)-triples for each rational
g which is not a square. We use this parametrization to solve problems.

In Chapter 5 ("Magma codes") we give explicit codes in the programming language Magma

[4] used in the thesis.
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Summary
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UvoD

Diofantova m-torka je skup m cijelih brojeva, razli¢itih od nule, sa svojstvom da je umnoZzak
bilo koja dva razli¢ita elementa tog skupa uvecan za 1 potpun kvadrat. Takve skupove moZemo
prirodno poopéiti na sljedeéi nain: za neki racionalan g razli¢it od nule, skup {a;,az,...,an}
racionalnih brojeva razlicitih od nule zovemo racionalna D(q)-m-torka, ako su brojevi a;a; +¢q
racionalni kvadrati zasve 1 <i< j <m.

Diofantove m-torke proucavaju se od anti¢kih vremena. Prvi primjer (racionalne) Diofan-

{131 )
1616 47 16 )’

koji je otkrio starogr¢ki matematicar Diofant, po kome su i skupovi koje prouc¢avamo nazvani.

tove Cetvorke bio je skup

Fermat je pronasao prvu Diofantovu Cetvorku {1,3,8,120}. Euler je dokazao da postoji besko-
nacno cjelobrojnih D(n)-Cetvorki (vidi [27]), izmedu ostalog, pronasao je i proSirenje Ferma-

tove Cetvorke do racionalne petorke

777480 }

{1’3’8’ 120, 8288641

a nedavno je Stoll [38] pokazao da je to proSirenje jedinstveno.

Baker i Davenport [3] su 1969. pokazali da trojka {1,3,8} ima jedinstveno proSirenje do
Diofantove Cetvorke, broj 120. Taj rezultat je potaknuo slutnju da ne postoji Diofantova petorka.
Dujella [11] je 2004. dokazao da ne postoji Diofantova Sestorka te da postoji najviSe konacno
mnogo Diofantovih petorki, a 2019. su cijelu slutnju dokazali He, Togbé i Ziegler [26].

Nije poznata gornja granica veli¢ine racionalnih Diofantovih skupova, iako Langova slut-
nja o mnogostrukostima opéeg tipa implicira da je broj ¢lanova racionalne Diofantove m-torke
ograni¢en odozgo apsolutnom konstantom (vidi uvod [16]). Prvi primjer racionalne Diofantove

Sestorke pronasao je Gibbs [23] pomocu racunala

{11 35 155 512 1235 180873}
19271927 277277 48 ° 16 )
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Dujella, Kazalicki, Mikié i Szikszai [16] su 2017. dokazali da postoji beskona¢no mnogo
racionalnih Diofantovih Sestorki. Piezas [32] je opazio kako neki primjeri Gibbsovih Sestorki
zadovoljavaju odreden uzorak, $to je inspiriralo Dujellu i Kazalickog da konstruiraju Sestorke na
nov nacin [14]. Dujella, Kazalicki i Petricevi¢ [19], [18] konstruirali su racionalne Diofantove
Sestorke s nazivnicima koji su kvadrati, odnosno Sestorke koje sadrZe dvije regularne Cetvorke i
jednu regularnu petorku. Nije poznat niti jedan primjer racionalne Diofantove sedmorke.

Dujella [10] je dokazao da za svaki racionalan g postoji beskona¢no mnogo racionalnih
D(g)-&etvorki te da za ¢ oblika 37> postoji beskonaéno mnogo racionalnih D(g)-petorki. Du-
jella i Fuchs [13] su pokazali da za beskonacno racionalnih kvadratno slobodnih brojeva g
postoji beskona¢no mnogo racionalnih D(g)-petorki. Posebno, uz pretpostavku Slutnje o par-
nosti, pokazali su da za sve kvadratno slobodne g u bar 497 klasa ostataka mod 1320 postoji
beskonac¢no racionalnih D(q)-petorki. Nije poznat niti jedan primjer racionalne D(q)-Sestorke
gdje g nije potpun kvadrat.

Spomenimo i ¢lanke u kojima se autori bave parametrizacijama racionalnih D(g)-m-torki.
Adzaga, Dujella, Kreso i Tadi¢ [1] konstruirali su beskona¢ne familije cjelobrojnih Diofantovih
trojki koje su D(n) skupovi za jo§ dva razliCita cijela broja n. Dujella, Kazalicki i Petrice-
vi¢ [17] dokazali su postojanje beskona¢nog broja razlicitih D(n)-petorki ¢iji su svi elementi
potpuni kvadrati, gdje n nije fiksan broj. To su napravili tako $to su neke takve petorke parame-
trizirali racionalnim tockama na odredenoj plohi, potom su na plohi pronasli elipticke krivulje
pozitivnog ranga. Kazalicki i Naskrecki se u [28], izmedu ostalog, bave parametrizacijama K-
racionalnih Diofantovih trojki, gdje je K polje koje nema karatkeristiku jednaku dva. Otkrili su
novu parametrizaciju racionalnih Diofantovih trojki koja je biracionalno ekvivalentna Lasiéevoj
parametrizaciji spomenutoj u dodatku istog ¢lanka. JoS$ jedan primjer parametrizacije Diofanto-
vih trojki spominje se u [12, §2]. Takve parametrizacije su dobra pocetna toc¢ka za konstrukcije
vecéih Diofantovih skupova, kao i za konstrukcije eliptickih krivulja velikog ranga [21].

Ova disertacija organizirana je na sljedeci nacin.

U Poglavlju 1 izlaZemo osnovne definicije i pojmove potrebne u ostatku rada. Tu se nalazi
kratki uvod u algebarsku geometriju pomocu kojeg prelazimo na osnovne rezultate o eliptiCkim
krivuljama, naSem glavnom alatu u proucavanju D(q)-m-torki.

U Poglavlju 2 bavimo se racionalnim D(g)-Cetvorkama. Za racionalan g razli¢it od nule,
parametriziramo sve m takve da postoji racionalna D(g)-Cetvorka umnoska elemenata jednakog

m, pritom dokazujudi jaci rezultat od Dujelle [10]. Za svaki par (g, m) za koji postoji racionalna
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D(q)-Cetvorka, parametriziramo sve takve Cetvorke koristeéi trojke tocaka na eliptickoj krivulji
E,, koja je definirana pomodu ¢ i m. Rezultati ovog poglavlja nalaze se u neobjavljenom ¢lanku
[8].

U Poglavlju 3 konstruiramo racionalne D(q)-petorke na temelju Dujelline konstrukcije [9],
prateéi ideju Dujelle i Fuchsa [13]. Uz pretpostavku Slutnje o parnosti dokazujemo da za kva-
dratno slobodne g € N u barem 295026 klasa ostataka mod 394680 te kvadratno slobodne
q € —N u barem 295435 klasa ostataka mod 394680 postoji beskona¢no racionalnih D(q)-
petorki. Buduéi da postoji 296010 klasa ostataka mod 394680 koje sadrze kvadratno slobodne
brojeve, pokrivamo barem 99.5% svih klasa mod 394680. Iskazujemo slutnju da uz pretpos-
tavku Slutnje o parnosti, za svaki racionalan g postoji beskona¢no racionalnih D(g)-petorki.
Rezultati ovog poglavlja nalaze se u ¢lanku [7].

U Poglavlju 4 smo uspjeli naci prvu parametrizaciju racionalnih D(g)-trojki, koriste¢i rad
Kazalickog i Naskreckog [28]. Na dva smo nacina parametrizirali racionalne D(q)-trojke koje
su i D(0)-trojke te smo parametrizirali racionalne D(g)-Cetvorke koje sadrze regularnu trojku.
Rezultati ovog poglavlja nalaze se u ¢lanku [6].

U Poglavlju 5 nalaze se kodovi za ratunalni program Magma. NaglaSavamo veliku vaZnost
racunalnih programa u nasem radu. Mnogi rezultati Poglavlja 2 i 3 nasluéeni su koriStenjem
programa Magma [4]. Sviracuni u kojima se spominju elipticke krivulje takoder koriste Magmu

kao osnovni alat.



1. NEKI OSNOVNI REZULTATI O

ELIPTICKIM KRIVULJAMA

U ovom poglavlju obraditi éemo dio poznate teorije o eliptickim krivuljama koja nam je po-
trebna u ostatku rada. Poglavlje dobrim dijelom prati razne dijelove knjige "The arithmetic of
elliptic curves" Josepha Silvermana [37], djelomi¢no prati skriptu Filipa Najmana koju je napi-
sao u sklopu kolegija "Aritmeticka geometrija" [31], a Cesto se referencira na dokaze iz knjige

"Algebraic geometry" Robina Hartshornea [25].

1.1. AFINE I PROJEKTIVNE MNOGOSTRUKOSTI

Elipticka krivulja je projektivna mnogostrukost genusa 1 s racionalnom tockom. Kako bi pro-

ucavali krivulje, moramo napraviti kratak uvod u algebarsku geometriju.

1.1.1. Afine mnogostrukosti
Neka je K savrseno polje, K njegov algebarski zatvara¢, a Gal(K/K) Galoisova grupa od K /K.
Definicija 1.1.1. Afini n-prostor (nad K) je skup n-torki

A"=A"K)={P=(x1,...,%:): x; €K}.
Sli¢no, skup K-racionalnih toc¢aka od A" je skup

A" K)={P=(x1,...,x;) € A": x; € K}.

Galoisova grupa Gal(K/K) djeluje na A". Za o € Gal(K/K) i P € A" imamo
PC = (x{,...,x7).

Znamo da je P € A"(K) ako i samo ako je P = P, za svaki ¢ € Gal(K/K).



Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Afine i projektivne mnogostrukosti

Neka je K[X| = K[X1,...,Xy| prsten polinoma u n varijabli s poljem razlomaka K(X) ra-
cionalnih funkcija na K (analogne definicije za K). Svakom idealu I C K[X| pridruzujemo
podskup od A",

Vi={PeA": f(P)=0zasvaku f € [}.

Definicija 1.1.2. Bilo koji skup oblika V; je (afini) algebarski skup. Ako je V neki algebarski
skup, ideal od V je dan sa

I(V)={f€K[X]: f(P)=0zasve PEV}.

Algebarski skup V je definiran nad K ako se njegov ideal I(V) moZe generirati polinomima u
K[X], to oznaCavamo sa V /K. Ako je V definiran nad K, onda je skup K-racionalnih tocaka od
V skup

V(K)=VNA"(K).

Definicija 1.1.3. Afini algebarski skup V zovemo (afina) mnogostrukost ako je I(V') prost ideal
u K[X]. Za mnogostrukost V /K definiramo afini koordinatni prsten od V /K sa

KK
W=tk

Prsten K[V] je integralna domena, njegovo polje razlomaka oznacavamo s K (V') i zovemo
polje funkcija od V /K. Sli¢no definiramo i K[V] te K(V), ako zamijenimo K sa K.

Ako je f(X) € K[X] bilo koji polinom, onda Gal(K/K) djeluje na f tako $to djeluje na
njegove koeficijente. Posebno, ako je V /K, onda Gal(K/K) preslikava I(V) u samog sebe pa
imamo djelovanje Gal(K/K) na K[V] te K(V). MoZe se provjeriti da su K[V] te K(V) podsku-
povi od K[V] te K(V) koje Gal(K/K) fiksira. Djelovanje od ¢ € Gal(K/K) na f oznatavamo

sa f+— f°.Za svaku tocku P € V vrijedi

(f(P)? = f2(P°).

Definicija 1.1.4. Dimenzija mnogostrukosti V, ili dimV, je stupanj transcendentnosti od K (V)

nad K.

Definicija 1.1.5. Neka je V mnogostrukost, P neka tockana V te fi,..., f, € K[X] skup gene-
ratora za I(V). Tada je V glatka u P (ili nesingularna u P) ako je rang m X n matrice
oFf
X, 1<i<m,

1<j<n

jednak n = dim(V'). Posebno, ako je V glatka u svakoj tocki kazemo da je V glatka.



Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Afine i projektivne mnogostrukosti

Za svaku tocku P € V definiramo ideal Mp od K[V] sa
Mp={f €KIV): (P) =0},

Ideal Mp je maksimalni ideal funkcija koje P poniStava. Kvocijent Mp /M%, je konacno dimen-

zionalni vektorski prostor nad K.
Propozicija 1.1.6. Mnogostrukost V je glatka u tocki P € V ako i samo ako je
dimgMp/Mp = dimV.
Dokaz. Vidi Hartshorne [25, 1.5.1]. |

Definicija 1.1.7. Lokalni prsten od V u P, koji oznatavamo K[V |p, je lokalizacija od K[V] u
Mp. Funkciju f € K[V] zovemo regularnom u P ako je f € K[V]p.

1.1.2. Projektivne mnogostrukosti

Definicija 1.1.8. Projektivni n-prostor nad K, koji oznatavamo P" ili P"(K), je skup svih
(n+1)-orki

(X0, .-+ ,Xn) € Al
takvih da je barem jedan od brojeva x; razli¢it od nule, modulo relacija ekvivalencije ~, gdje je
(X0« s %n) ~ (Y0, -, In)
ako postoji A € K takav da je x; = Ay;, za svaki i. Klasu ekvivalencije
{(Axo,...,Ax,): A €K'}
oznatavamo [x, . .., X,]. Skup K-racionalnih toc¢aka u P" je skup
P"(K) = {[x0,...,xn] € P": svakix; € K}.

Primijetimo da ako je P = [xo,...,x,] € P"(K), nije nuzno da su x; € K, ali ako odaberemo

neki j takav da je x; razliCit od nule, onda su svi x;/x; € K.
Definicija 1.1.9. Polinom f € K[X] = K[Xy, ..., X,| je homogen stupnja d ako je
f(AXo,...,2X,) = A f(Xo,...,X,), zasvaki A € K.

Ideal I C K[X] je homogen ako je generiran homogenim polinomima.



Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Afine i projektivne mnogostrukosti

Za homogen polinom f i to¢ku P € P" ima smisla pitati je 1i f(P) = 0, bududi da je odgo-
vor neovisan o izboru homogenih koordinata za P. Svakom homogenom idealu / pridruzujemo

podskup od P" na sljedeéi nacin:
Vi={PeP": f(P) =0 za svaki homogeni f € I}.

Definicija 1.1.10. Projektivni algebarski skup je bilo koji skup oblika V; za homogen ideal /.
Ako je V projektivni algebarski skup, ideal od V, koji oznatavamo sa I(V), je ideal u K[X]
generiran sa

{f € K[X]: fje homogente f(P)=0zasve PeV}.

Kazemo da je V definiran nad K, $to oznaCavamo V /K, ako se pripadajuci ideal I(V)
moZe generirati homogenim polinomima u K[X]. Ako je V definiran nad K, onda je skup K-
racionalnih toc¢aka od V dan sa

V(K)=VNP"K).
Kao i za afine prostore, vrijedi
V(K)={Pe€V: P°=Pzasvaki o € Gal(K/K)}.

Definicija 1.1.11. Projektivna mnogostrukost je projektivni algebarski skup V ¢iji je homogen

ideal I(V) prost ideal u K[X].

Jasno je da P" sadrzi puno kopija A". Na primjer, za svaki 0 < i < n postoji inkluzija
¢;: A" — P" dana sa
(ylv"‘vyi’l) — [yl)y27‘"7yi717yi+17"‘7yn]'

Neka je H; hiperravnina u IP" dana sa x; =0,
H;={P=[|xq,...,x;] €P": x; =0},
a neka je U; komplement od H;,
Ui={P=[xo,...,xs] €P": x; 20} =P"\ H,.

Postoji prirodna bijekcija q)fl U — A

X0 X1 Xi—1 Xi+1 Xn
[xo,...,xn]b—><—,—,..., , e, — .
Xi Xi Xi Xi Xi
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Neka je V projektivan algebarski skup s homogenim idealom (V) C K[X]. Skup ¢.”'(V NU;),
zasvakii € {0,...,n}, je afini algebarski skup, ¢iji je ideal / (q)i_l \4a Ui)) C K[Y] dan sa

167 (VOU)) = {f (N1, Y 1, Yier, o V) (Ko, Xa) €1(V)}.
Oznaku V N A" koristiti ¢emo umjesto (d)i*l(Vﬁ U,')) , kada nam nije bitno o kojem se in-
deksu i radi, ili kada je jasno naznaceno o kojem se indeksu radi. Proces zamjene polinoma
f(Xo,...,X,) polinomom f;(Yy,....Y,) = f(Y1,...,Y;,1,Y;1,....Y,) zovemo dehomogeniza-

cija obzirom na X;. Taj proces moZemo i obrnuti. Za bilo koji f(Y) € K[Y], definiramo
Xo X1 Xio1 Xip Xn>

Yi’?i’”.? Xi ) Xi ’.”’Xi
gdje je d = deg(f) stupanj polinoma f. KaZemo da je f; homogenizacija od f obzirom na X;.

filXo,..., %) :Xidf(

Definicija 1.1.12. Neka je V C A" afini algebarski skup ¢iji je ideal 7(V) i promatrajmo V kao
podskup od P" preko

vear % pr
Projektivno zatvorenje od V, oznaceno sa V, je projektivni algebarski skup &iji je homogeni

ideal I(V') generiran sa
{fiX): fel1(V)}.
Propozicija 1.1.13. (a) Neka je V afina mnogostrukost. Tada je V projektivna mnogostrukost
1 vrijedi
V=VnNA"
(b) Neka je V projektivna mnogostrukost. Tada je V N A" afina mnogostrukost te vrijedi
VNA"=0 ili V=VNA"
(c) Ako je afina (odnosno projektivna) mnogostrukost V definirana nad K, tada je i V (odnosno
V N A™) definirana nad K.
Dokaz. Za (a) i (b) vidi Hartshorne [25, 1.2.3]. (c) dio slijedi iz definicija. |

Definicija 1.1.14. Neka je V /K projektivna mnogostrukost te neka je A" C P" takav da
VN A" # 0. Dimenzija od V je dimenzija od V N A". Funkcijsko polje od V, oznaceno sa K(V),

je funkcijsko polje od V N A", sli¢no vrijedi ako zamijenimo K sa K.

Definicija 1.1.15. Neka je V projektivna mnogostrukost, P € V neka tocka te neka je A" C P
takav da je P € A". Tada je V glatka u P ako je VN A" glatka u P. Lokalni prsten od V u
P, oznacen sa K[V]p, je lokalni prsten od V N A" u P. Funkcija F € K(V) je regularna (ili

definirana) u P ako je F € K[V]p te je tada ima smisla evaluirati u P.
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1.1.3. Preslikavanja izmedu mnogostrukosti

Definicija 1.1.16. Neka su V] i V, projektivne mnogostrukosti. Racionalno preslikavanje iz V

u V; je preslikavanje oblika

O:Vi—=Va, ¢=1[fo,....[ul,

gdje su funkcije f; € K(V;). Ako su Vy i V5 definirani nad K, onda Gal(K/K) djeluje na ¢ na
ocit nacin,
9%(P) = [fg (P),.-.. £ (P)].

KaZemo da je ¢ definirano nad K, ako postoji A € K takav da su Afy,..., A f, € K(V).

MoZe se pokazati da je ¢ definirano nad K, ako i samo ako je ¢ = ¢, za svaki o € Gal(K/K).
Racionalno preslikavanje ¢ : Vi — V; nije nuZno dobro definirano u svakoj tocki u V;. Nekad

je moguce evaluirati ¢ (P) u nekim tockama P € V; gdje neke f; nisu regularne.

Definicija 1.1.17. Racionalno preslikavanje

O =1[fo,-- s Sn]: VI = V2
je regularno ili definirano u P € Vy ako postoji funkcija g € K(V;) takva da vrijedi
(i) svaka gf; je regularna u P,
(ii) postoji neki i za koji (gf;)(P) # 0.

Ako takva g postoji, onda vrijedi ¢ (P) = [(gfo)(P),...,(gfo)(P)].

Racionalno preslikavanje koje je regularno u svakoj tocki zovemo morfizam.

Definicija 1.1.18. Mnogostrukosti V; i V; su biracionalno ekvivalentne ako postoje racionalna
preslikavanja ¢: V| — V, te y: V, — Vp, takva da su yo ¢ te ¢ o y identitete na V|, odnosno,
V,. Posebno, ako su ¢ i ¥ morfizmi, kazemo da su V; i V, izomorfne.

Kazemo da su V| /K i Vo /K biracionalno ekvivalentne nad K (ili izomorfne nad K), ako su

¢ 1 ¥ definirane nad K.

Primjer 1.1.19. Neka je V mnogostrukost zadana jednadzbom

V:Y’Z=X>+X°Z,
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te promatrajmo racionalna preslikavanja

v PV, y=[(8*-THT,(S* - T?)S,T°),

¢o: VP, p=[rX]
Preslikavanje ¥ je morfizam, ali preslikavanje ¢ nije regularno u P = [0,0, 1]. Nije slu¢ajnost da
je tocka P singularna tocka od V (vidi 1.2.5). Naglasavamo da iako su kompozicije po yi yo ¢

identitete svuda gdje su definirane, preslikavanja ¢ te ¥ nisu izomorfizmi jer ¢ nije morfizam.

Mnogostrukosti V i P! su biracionalno ekvivalentne (nad QQ), ali nisu izomorfne.

1.2. ALGEBARSKE KRIVULIJE

Krivulje su projektivne mnogostrukosti pa koristimo rezultate prethodnog poglavlja kako bismo

nesto viSe rekli o njima.

1.2.1. Krivulje i preslikavanja medu njima

Definicija 1.2.1. Krivulja C je projektivna mnogostrukost dimenzije jedan.

Propozicija 1.2.2. Neka je P € C glatka to¢ka na krivulji C. Tada je K[C]p prsten diskretne

valuacije (domena glavnih ideala koja sadrZi jedinstven maksimalni ideal, ali nije polje).
Dokaz. 1z Propozicije 1.1.6 znamo da je vektorski prostor Mp/M3 jednodimenzionalan nad
K = K|[C]p/Mp. Sada koristimo [2, Proposition 9.2]. [ |
Valuacija iz prethodne propozicije dana je sa
ordp: K[C]p — NogU{eo}, ordp(f)=sup{d € Z: f € ME}.
Koriste¢i ord p(f/g) = ord p(f) — ord p(g), moZemo prosiriti ord p na K(C),
ordp: K(C)p — ZU{eo}.
Uniformizator za C u P je bilo koja funkcija t € K(C) takva da je ord p(z) = 1, to jest, bilo koji
generator ideala Mp.

Definicija 1.2.3. Neka su C i P kao gore te neka je f € K(C). Red od f u P je ord p(f). Ako
jeordp(f) > 0, kaZzemo da se f ponistava u P ili da je P nultocka od f, a ako je ord p(f) < O,
kazemo da f ima pol u P. Ako je ord p(f) > 0, onda je f regularna ili definirana u P i mozemo

evaluirati f(P). U suprotnom, f ima pol u P i piSemo f(P) = oo.

10
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Propozicija 1.2.4. Neka je C glatka krivulja te f € K(C) takva da f # 0. Tada postoji samo
konac¢no to¢aka na C u kojima f ima pol ili nulto¢ku. Posebno, ako f nema polova onda je

konstanta.

Dokaz. Hartshorne [25, 1.6.5] nam daje konac¢nost broja polova. Promatrajuci 1/f znamo da
imamo i konacan broj nultoCaka. Posljednju tvrdnju propozicije nam ponovo daje Harthshorne

[25, 1.3.4a] |

Propozicija 1.2.5. Neka je C krivulja, V C P" mnogostrukost, P € C glatka tockai ¢: C —V

racionalno preslikavanje. Tada je ¢ regularno u P. Posebno, ako je C glatka, onda je ¢ morfizam.

Dokaz. Neka je ¢ = [fo, ..., fa], gdje su f; € K(C). Odaberimo uniformizator ¢ € K[C] za C u

P. Neka je
k= Orggnord p(fi).
Tada je
ord p (fkf,') >0zasvakii te ordp (t*kfj) =0 zaneki j.
Svaka funkcija % f; je regularna u P, a t*kfj(P) # 0 pa je ¢ regularnau P. |

Neka su C; /K te C;/K krivulje i neka je ¢ : C; — C, nekonstantno racionalno preslikavanje
definirano nad K. Operacija komponiranja sa ¢ inducira injekciju funkcijskih polja koja fiksira
bazno polje K,

0" K(C2) = K(C1), 9°frs foo.

Teorem 1.2.6. Neka je ¢: C; — C, morfizam krivulja. Tada je ¢ konstantno ili surjektivno
preslikavanje. Ako je ¢ nekonstantan morfizam definiran nad K gdje su obje krivulje C; i C;

definirane nad K, onda je K(C) kona¢no proSirenje polja ¢* (K(C>)).
Dokaz. Vidi Hartshorne [25, 11.6.8]. [ |

Definicija 1.2.7. Neka je ¢ : C; — C; morfizam krivulja gdje su C;,C; te ¢ definirani nad K.
Ako je ¢ konstantno preslikavanje, kazemo da je stupanj preslikavanja ¢ jednak nula, inace

kazemo da je ¢ konacno preslikavanje i definiramo stupanj preslikavanja ¢ sa

deg¢ = [K(C1): 9"K(C2)].

Definicija 1.2.8. Neka je ¢ : C; — C; nekonstantan morfizam glatkih krivulja i neka je P € Cj.

Indeks grananja (ili stupanj grananja) od ¢ u P, oznacen sa ey (P), je broj

ep(P) =ordp (§"typ))

11
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gdje je ty(py € K(C2) uniformizator u ¢ (P). Primijetimo da je ey (P) > 1. Kazemo da je ¢ neraz-
granato u P ako je ey(P) = 1 (odnosno razgranato u P ako je ey (P) > 1) te da je preslikavanje

¢ nerazgranato, ako je nerazgranato u svakoj tocki na Cj.

Propozicija 1.2.9. Neka je ¢: C; — C, nekonstantan morfizam glatkih krivulja. Tada je za
svaki Q € C;

Z eg(P) =deg¢.
Pep=1(0)

Dokaz. Vidi Galbraith [22, 8.2.12]. |

Korolar 1.2.10. Ako je ¢: C; — C, morfizam glatkih krivulja stupnja d i Q € C>(K), onda
postoji najvise d tofaka P € C;(K) takvih da je ¢ (P) = Q.

1.2.2. Divizori na krivulji
Divizore koristimo u odjeljku 2.2, kao i u iskazu Riemann-Rochovog teorema.

Definicija 1.2.11. Grupa divizora krivulje C, oznaCena sa Div (C) je slobodna Abelova grupa

generirana to¢kama na C. Ekvivalentno, divizor D € Div (C) je formalna suma
D =Y np(P),

gdje sunp € Z i np = 0 za sve osim kona¢no mnogo P € C. Stupanj divizora D jednak je
degD =) np.
peC

Divizori stupnja 0 tvore podgrupu od Div (C) koju oznaavamo sa

Div%(C) = {D € Div(C): degD =0}.
Ako je C/K, onda Gal(K/K) djeluje na Div (C) te Div’(C) na prirodan nacin,

D° =Y np(P°).
pPeC

Kazemo da je D defniran nad K ako je D° = D, za svaki ¢ € Gal(K/K). Primijetimo da ako
jeD=ny(P)+---+n.(P;) gdje sun; # 01 D je definiran nad K, nije nuzno da su P, € C(K).
Dovoljno je da Gal(K/K) permutira to¢ke P; na prikladan nacin.

Skup divizora definiranih nad K ¢ini grupu K-racionalnih divizora oznacenu sa Div g (C),

te sli¢no oznatavamo Div % (C), grupu K-racionalnih divizora stupnja nula.

12



Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Algebarske krivulje

Pretpostavimo da je C glatka i neka je f € K(C)*. Tada funkciji f pridruzujemo divizor
div (f) dan sa

div(f) = Y ord p()(P).

peC
Propozicija 1.2.4 nam kaZe da je div (f) dobro definiran divizor. Ako je ¢ € Gal(K/K), lako se

vidi da je
div (f?) = (div (f))°
te da f € K(C) povlaci div (f) € Divg(C).
Glavni divizor je divizor oblika D = div (f), za neki f € K(C)*. Suma glavnih divizora
div (f1) +div (f2) je opet glavni divizor div (f1f2). Div(1) = 0 pa je preslikavanje K(C)* —
Div g(C) dano s f + div f homomorfizam, ¢ija je slika grupa glavnih K-racionalnih divizora,

oznacena sa Gl g (C).
Definicija 1.2.12. Neka je C/K krivulja. Kvocijentna grupa
PiC[((C) = DiV[((C)/Gl[((C),

naziva se Picardova grupa od C ili grupa klasa divizora od C. Divizori D i D, su linearno

ekvivalentni, oznaceno sa D ~ D5, ako je D| — D, € Gl g(C).
Propozicija 1.2.13. Neka je C glatka krivuljai f € K(C)*. Tada je
(a) div (f) =0 akoisamo akoje f €K .
(b) deg(div (£)) = 0.

Dokaz.  (a) Ako je div (f) = 0 onda preslikavanje f nema pol pa je prema Propoziciji 1.2.4

konstantno. Obrat je jasan.

(b) Vidi Hartshorne [25, 11.6.10].
|

Definicija 1.2.14. Neka je ¢ : C; — C, nekonstantni morfizam glatkih krivulja. Preslikavanje

poviacenja ili povlak ¢* na divizorima je homomorfizam ¢*: Div (C,) — Div (C;) definiran sa

Peg1(Q)
gdje je (Q) divizor stupnja jedan tocke Q € C>(K). Djelovanje ¢* na proizvoljan divizor odre-

deno je po linearnosti.

13
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1.2.3. Diferencijali, genus 1 Riemann-Rochov teorem

Definicija 1.2.15. Neka je C krivulja. Prostor (meromorfnih) diferencijalnih formi na C, ili
krace, diferencijala na C, oznaden sa Qc, je K(C)-vektorski prostor generiran simbolima oblika

dx za x € K(C), modulo sljedece relacije:
1. d(x+y) =dx+dy, zasve x,y € K(C),
2. d(xy) = ydx+ xdy, za sve x,y € K(C),
3. da=0,zasvakia € K.
Propozicija 1.2.16. Neka je P € C to¢ka na krivulji i neka je ¢ € K(C) uniformizator u P.
(a) Za svaki ® € Q¢ postoji jedinstvena funkcija g € K(C), ovisna o @ it, za koju vrijedi
o = gdr.
Funkciju g oznacavamo sa @/dr.
(b) Ako je f € K(C) regularna u P, onda je i df/dt regularna u P.
(c) Nekaje w € Q¢ takav da @ # 0. Vrijednost
ord p(w/dr)

ovisi samo o ® i P, a neovisna je o izboru uniformizatora ¢. Tu vrijednost zovemo red od
® u P ioznatavamo sa ord p(®). Vrijedi da je ord p(®) = 0, za sve osim kona¢no mnogo

PecC.
Dokaz. Vidi Silverman [37, 11.4.3]. |

Definicija 1.2.17. Neka je o € Q¢ diferencijal razli¢it od nule. Divizor asociran sa @ je

div (@) = Y ord p(®)(P) € Div (C).
pPeC

Ako su @y, m, € Q¢ diferencijali razliciti od nule, Propozicija 1.2.16 a) implicira da postoji

f € K(C)* takva da je @ = f@,. Shodno tome, vrijedi
div (1) = div (f) +div (@)

pa sljedeca definicija ima smisla.

14
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Definicija 1.2.18. Svaki divizor oblika div (@), gdje je ® € Q¢ zovemo kanonski divizor.

Klasa kanonskog divizora na C je slika od div (@) u Pic (C).

Definicija 1.2.19. Divizor D = Y np(P) je efektivan ili pozitivan, oznaCeno sa D > 0, ako je
np > 0zasvaku P € C.
Sli¢no, za bilo koja dva divizora Dy, D, € Div (C) piSemo D; > D, ako je divizor D; — D,

efektivan.
Definicija 1.2.20. Divizoru D pridruzujemo Riemann-Rochov prostor L(D), definiran sa
L(D) ={f €K(C)*: div(f) > —D}U{0}.

Skup £(D) je kona¢no dimenzionalan K-vektorski prostor (vidi Silverman [37][11.5.2.b)] ili

Najman [31][6.71, 6.74]) te oznacavamo njegovu dimenziju sa
(D) = dimg L(D).
Teorem 1.2.21. Postoji g € Ny takav da je
degD+1-1(D) <g,
za svaki D € Div (C).
Dokaz. Vidi Najman [31][6.78]. [
Definicija 1.2.22. Broj
g:=max{degD—I(D)+1: D e Div(C)}
zovemo (geometrijski) genus krivulje C.

Napomena 1.2.23. Postoji i aritmeticki genus, ali se za glatke projektivne krivulje vrijednosti
geometrijskog i aritmetickog genusa podudaraju pa zato geometrijski genus jednostavno zo-

vemo genus.

Teorem 1.2.24 (Riemann-Roch). Neka je C glatka krivulja i K¢ kanonski divizor na C. Za

svaki divizor D € Div (C) vrijedi
I(D)—1(Kc—D)=degD—g+1.
Dokaz. Vidi Hartshorne [25][IV.1.3] ili Najman [31][§6]. |
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1.3. ELIPTICKE KRIVULIJE

Nakon uvoda u algebarsku geometriju, prelazimo na elipticke krivulje te navodimo poznatu

teoriju koju ¢emo koristiti u ostatku rada.

Definicija 1.3.1. Elipticka krivulja je par (E,O), gdje je E nesingularna krivulja genusa jedan,
a O € E. (Najcesce samo pisemo E, dok se tocka O podrazumijeva.) KaZzemo da je E definirana

nad K, oznaceno E /K, ako je E definirana nad K kao krivulja te ako je O € E(K).
Sljedeca propozicija govori nam kako izgleda jednadzba elipticke krivulje.
Propozicija 1.3.2. Neka je E/K elipticka krivulja.
(a) Postoje funkcije x,y € K(E) takve da je preslikavanje
¢:E—P? ¢ =[xyl
izomorfizam krivulje £ /K na krivulju danu jednadzbom
C:Y?>+a1XY +az3Y =X> +arX? +asX +ag (1.1

s koeficijentima aj, .. .,a¢ € K i pritom je ¢(O) = [0, 1,0]. Funkcije x i y zovemo

(Weierstrassove) koordinatne funkcije, a jednadzbu 1.1 Weierstrassovom jednadZbom.

(b) Svake dvije Weierstrassove jednadZbe za E oblika kao u (1.1) povezane su linearnim

zamjenama varijabli oblika
X = uzX/—{-r, Y= u3Y/+su2X’+t,
gdiejeuc K* arsit €K.

(c) Svaka glatka krivulja C koja je zadana Weierstrassovom jednadzbom kao u (a) je elipticka

krivulja nad K sa O = [0, 1,0].

Dokaz. Vidi Silverman [37, I11.3.1] ili Najman [31, Teorem 98]. Oba dokaza koriste Riemann-

Rochov teorem. [ |

Jednadzbu (1.1) najée$ée moZzemo pojednostavniti. Ako polje K nije karakteristike 2, sups-
titucija
yr o (y—aix—as)
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daje nam jednadZbu oblika
E: y2 =453 + byx® + 2byx + by,
gdje su konstante b; dane sa
by = a% +4ay, by=2a4+ajaz, bg= a% +4ag.
Ujedno definiramo i konstante
by = (bybs —b3)/4, c4=Db3—24by, cq=—b3+36byby —216bs.

Ako polje K nije karakteristike 2 niti 3, onda novom supstitucijom

x—3b, L)
36 108

()

.....

E: y2 = x> = 27c4x — 54cs.
Definiramo dvije bitne konstante vezane uz elipticku krivulju.

Definicija 1.3.3. Diskriminanta A Weierstrassove jednadzbe te j-invarijanta elipticke krivulje

definirane su sa

3.2

A= —b2bg — 83 — 27b2 + Obybybg — A6
5bg 4 6 1+ 9b2bsbe 1728

(1.2)

(b3 —24bs)° )

A A (1.3)

J=J(E)=

Propozicija 1.3.4. Neka su krivulje E i E/ dane Weierstrassovim jednadZbama oblika (1.1).

Tada vrijedi

(a) (i) Krivulja E je nesingularna ako i samo ako je A # 0.

(i1) Krivulja E je singularna i ima ¢vor ako i samo ako je A = 0 te ¢4 # 0. Postoje dvije

razli¢ite tangente na krivulju £ u ¢voru.

(iii) Krivulja E je singularna i ima kasp ako i samo ako je A = 0 te ¢4 = 0. Postoji samo

jedna tangenta u kaspu.
(b) Krivulje E i E’ su izomorfne nad K ako i samo ako su im j-invarijante jednake.
(c) Neka je jo € K. Postoji E” definirana nad poljem K(jo) takva da je j(E") = jo.

17
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Dokaz. Vidi Silverman [37, II1.1.4]. [ |

Jedno od najbitnijih svojstava eliptickih krivulja je to da moZemo definirati zbrajanje to¢aka
koje elipti¢ku krivulju ¢ini grupom. Ako je E elipti¢ka krivulja, onda se E(K) kao podskup od
PP?(K) sastoji od tocaka P = (x,y) koje zadovoljavaju Weierstrassovu jednadzbu te jedinstvene
tocke O = [0,1,0] u beskona¢nosti. Svaki pravac I C P? sijece krivulju E u to¢no tri tocke,

brojeci kratnost.

Definicija 1.3.5 (Zbrajanje na E). Ako su P i Q € E, neka je [ pravac koji prolazi kroz P i Q
(posebno, ako je P = Q, neka je / tangenta na E u P). Neka je R treca toCka presjeka pravca
I sa E i neka je [’ pravac koji prolazi kroz R i O. Tada !’ sije¢e E u R,O i treéoj tocki koju

oznacavamo sa P Q.

Propozicija 1.3.6. Struktura (E,&) je Abelova grupa s neutralnim elementom O. Posebno,
pretpostavimo da je E definirana nad K i dana jednadZbom (1.1). Tada je skup K-racionalnih

tocaka na krivulji definiran sa

E(K) = {(x,y) € K*: y* +aixy +azy = x* +ax* + agx +ag} U{O} (1.4)
podgrupa od E.
Dokaz. Vidi Silverman [37, 1I1.2.2]. |

Napomena 1.3.7. Najtezi dio dokaza da je (E,d) Abelova grupa je asocijativnost. U [37,
I11.3.4] je dokazano kako postoji bijekcija 6: Pic®(E) — E i kako se geometrijski grupovni
zakon definiran na E te algebarski grupovni zakon naslijeden od Pic®(E) podudaraju. To do-
kazuje asocijativnost operacije € na vise intuitivan nacin nego Cisto racunski kao na primjer

Propozicija 1.3.8.

U nastavku, zbrajanje (ili oduzimanje) na E jednostavno oznacavamo sa + (ili —). Posebno,

zam € NiP € E koristimo oznake

mP=P+---+P, [-mP=—m]P, [0]P=0.

m puta

Zbrajanje na E moZemo opisati eksplicitnim jednadZbama.

Propozicija 1.3.8. Neka je E elipticka krivulja zadana jednadZbom (1.1).
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Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Elipticke krivulje

(a) Neka je Py = (x0,y0)- Tada je
—Py = (x0, —yo — a1xo — a3).
(b) Pretpostavimo da je
Pi+P,=P gdieje P,=(x;y;)) €E,zai=1,23.

Ako je x; = xp1y; +y2+aix2 +a3 =0 onda je P, + P, = O. Inace, definiramo brojeve

A i v sljedeé¢im formulama:

uvjet na x A %

Y2 =M1 YiX2 —X1y2
X2 — X1 X2 — X1

x| £ X2

3x%—|—2a2x1 +a4 —ayy; —x?+a4x1 +2a¢ — aszy
2y +ajx; +a3 2y +ajx; +az

X1 = X2

Tada je y = Ax+ v pravac koji prolazi kroz P; i P», a ako je P; = P», onda je tangenta na

EuP.
(c) Uz notaciju kao u (b), to¢ka P; = P + P> ima koordinate
x=A24+a A —ay—x; —xa,
v3=—(A+a))x3—v—as.
Dokaz. Vidi Silverman [37, 111.2.3]. |

Teorem 1.3.9 (Mordell-Weil). Neka je k konacno prosirenje od Q te neka je K =k ili K =
k(u), polje racionalnih funkcija nad k. Skup K-racionalnih to¢aka E(K) je konacno generirana

Abelova grupa.
Strukturni teorem za konacno generirane Abelove grupe nam kaze da je
E(K)=ZE(K)s X Z",

gdje je r € No, a E(K)ors je grupa elemenata kona¢nog reda. Broj r zovemo rang elipticke

krivulje E, a podgrupu E (K )iors torzijskom podgrupom.
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Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Elipticke krivulje

Napomena 1.3.10. Slucaj K = Q dokazao je Mordell, slu¢aj kada je K polje algebarskih bro-
jeva dokazao je Weil, a slucaj K = k(u) dokazao je Néron. Slucaj kada je K polje algebarskih
brojeva je teorem [37, VIII.6.7], ali zapravo cijelo VIII. poglavlje vodi do tog dokaza. Za
K = k(u) vidi [36, 111.6.1,111.6.2.2].

Definicija 1.3.11. Neka je E /K elipti¢ka krivulja. KaZemo da su K-racionalne tocke Py, ..., P, €

E(K) linearno zavisne nad 7. ako postoje my, ...,m, € 7 takvi da je
[]Pr+ -+ [ma] Py =T,

gdje je T torzijska tocka, to jest, T € E(K)ors. U suprotnom kazemo da su tocke Py, ..., P, €

E(K) linearno nezavisne nad Z.

Neka je Q(u) polje racionalnih funkcija nad Q u varijabli u i neka je E/Q(u) elipticka
krivulja. Pretpostavimo da ne postoji elipticka krivulja Ey/Q zajedno s izomorfizmom krivulja

¢: E — Eq definiranim nad Q(u). Zelimo definirati visinsku funkciju na E(Q(x)).

Definicija 1.3.12. Visina elementa f € Q(u) je stupanj pridruzenog preslikavanja
h(f) =deg(f: P! — P!).

Ako je f konstantna funkcija uzimamo da je h(f) = 0.
Neka je E/Q(u) elipti¢ka krivulja zadana Weierstrassovom jednadZzbom oblika (1.1).
Visinu toc¢ke P € E(Q(u)) definiramo kao

0, akoje P=0,
h(x), akoje P = (x,y).

h(P) =

Teorem 1.3.13.  (a) Za svaku tocku P € E(Q(u)) postoji limes

) N
h(P) =5 lim —h([2"]P).

Vrijednost A(P) nazivamo kanonska ili Néron-Tateova visina od P.

(b) Preslikavanje / je kvadratna forma na E(Q(u)). Drugim rije¢ima, vrijedi 2(P) = h(—P) i

Néron-Tateovo sparivanje
(-,-): E(Q(u)) x E(Q(u)) — R, definirano sa
(P,Q) =h(P+Q)—h(P)—h(Q)
je bilinearno simetri¢no sparivanje. Preciznije, to je sparivanje za koje vrijedi
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Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Elipticke krivulje

(i) (P,Q) =(Q,P), zasve PO € E(Q(u)),

(i) zasve LOQiR€ E(Q(u)) te min € Z vrijedi
(P,[m]Q + [n]R) = m(P,Q) +n(P,R).
Néron-Tateovo sparivanje ima jo$ jedno bitno svojstvo:
(iii) Neka je P € E(Q(u)). Tada je (P,P) > 0 i posebno
(P,P) =0, ako i samo ako je P torzijska tocka.
Dokaz. Vidi Silverman [36, 111.4.3,111.§4]. |

Definicija 1.3.14. Nekasu Py,...,P. € E(Q(u)). Matrica elipticke visine pridruZena tockama
{P}i e
H=H{P}iz1) = (B Pj)i<isr.

1<j<r
Determinantu matrice 7 zovemo elipticki regulator to¢aka {P;}!_,.

Korolar 1.3.15. Neka je E/Q(u) elipticka krivulja te neka su Py,...,P. € E(Q(u)). Neka je

H matrica elipticke visine pridruzena tockama {F;}_,.

(i) Pretpostavimo da je detH = 0 i neka je v = (ny,...,n,) € Ker(#H) takav da su n; € Z.

Tada su tocke {P,}/_, linearno zavisne i vrijedi

-

[ni]P; =T, gdje je T torzijska tocka.

Il
—_

(ii) Ako je det’H # 0, onda su tocke {P;}/_, linearno nezavisne i rang Mordell-Weilove grupe

od E(Q(u)) je barem r.

Neka je sada E/Q krivulja zadana Weierstrassovom jednadZbom oblika (1.1). KaZemo da

je model od E/Q
E: y2—|—a1xy+a3y:x3+a2x2+a4x—|—a6, (1.5)

minimalan, ako su a; € Z te ako je |A(E)| minimalna u klasi izomorfizama od E.

Definicija 1.3.16. Neka je £/Q zadana minimalnim modelom (1.5) te neka je zadan prost broj

p. Tada definiramo E /F,, redukciju mod p od E sa
E: Y +aixy+azy = x° +ax> +asx + e,
gdje su a; € IF), takvi da je a; = a; mod p.
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Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Elipticke krivulje

Lako se vidi da je E /T, elipticka krivulja ako i samo ako nije singularna nad F,,, §to je istina

ako i samo ako p 1 A(E).

Definicija 1.3.17. Ako je redukcija mod p od E elipticka krivulja, kazemo da E ima dobru
redukciju u p. Inace, ako E nema dobru redukciju u p, kazemo da E ima losu redukciju u p.
Ako je singularitet kasp, kaZzemo da E ima aditivnu redukciju. Ako je singularitet ¢vor kaZzemo
da E ima multiplikativau redukciju. Posebno, ako je ¢vor takav da su koeficijenti smjerova
tangenti u ¢voru u I, razliciti, kazemo da E ima rascjepivu multiplikativnu redukciju, a inace

ima nerascjepivu multiplikativnu redukciju

Napomena 1.3.18. Diskriminanta A(E) ima samo kona¢no mnogo prostih faktora pa svaka

elipticka krivulja E ima loSu redukciju u samo konac¢no mnogo prostih brojeva p.

L-funkcija elipticke krivulje je funkcija koja nam daje globalne informacije o eliptickoj
krivulji iz lokalnih informacija.

Neka je E/Q zadana minimalnim modelom. Definiramo brojeve a, na sljede¢i nacin:

p+1—[E(F,)l, ako p { A(E),
1, ako E ima rascjepivu multiplikativnu redukciju u p,

—1, ako E ima nerascjepivu multiplikativnu redukciju u p,

\ 0, ako E ima aditivnu redukciju u p.

Definicija 1.3.19. L-funkcija elipticke krivulje E /Q dana je sa
1

Le(s)= [] : [l ——= (1.6)

— 1—2s — T
pia(e) L= PP a1 —ap e

Desna strana jednadzbe (1.6) mozZe se razviti u red te vrijedi

n=1
Prirodno podrucje konvergencije ovog reda su svi kompleksni brojevi s ¢iji je realni dio veci od
3/2, §to slijedi iz Hasseovog teorema [37, V.1.1]. Jedna od posljedica Teorema o modularnosti
je da postoji analiti¢ko proSirenje od Lg(s) na cijelu kompleksnu ravninu C. Posebno je bitna

vrijednost Lg(s) us = 1.
Definicija 1.3.20. Red nultocke Lg(s) u s = 1 naziva se analiticki rang od E

Vrijednost koju smo definirali u Teoremu 1.3.9 naziva se i algebarski rang od E /Q. Sljedeéa

slutnja (u najjednostavnijem obliku) je jedan od najvaZnijih otvorenih matematickih problema.
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Neki osnovni rezultati o eliptickim krivuljama Elipticke krivulje

Slutnja 1.3.21 (Slutnja Bircha i Swinnerton-Dyera). Neka je E/Q elipti¢ka krivulja. Tada su

njen algebarski i analiti¢ki rang jednaki.

Napomena 1.3.22. Zainteresiranog Citatelja upucujemo na [30, §18] te [29, §5].
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2. RACIONALNE D(q)-CETVORKE

U ovom poglavlju opisujemo racionalne D(g)-Cetvorke ¢iji je umnozak elemenata jednak m.
Parametriziramo sve m, u ovisnosti o g, za koje takva Cetvorka postoji. Za svaki m za koji
postoji racionalna D(q)-Cetvorka umnoska elemenata jednakog m, parametriziramo sve takve

cetvorke pomocu trojki to¢aka na eliptickoj krivulji E,,, ¢ija jednadzba ovisi o g i m.

2.1. VEZA CETVORKI I ELIPTICKIH KRIVULJA

Koristimo sli¢an pristup koji su imali Dujella i Kazalicki u [15], [14].
Neka je g racionalan broj razli¢it od nule te neka je {a,b,c,d} racionalna D(g)-Cetvorka,
takva da je

ab+q=th, act+q=ti3, ad+q=rty,
— 42 _ 42 _ 42
bc+q=1t3, bd+q=1ty, cd+q=1t3y.

Tada (t12,113,114, 23,124,134, m = abed) € Q7 odreduje racionalnu toc¢ku na algebarskoj mno-

gostrukosti C definiranoj jednadZzbama

(f122—61)(f324—61) =m,
(f123 —Q)(t224 —q) =m,
(f124 —Q)(f%3 —q)=m.

Racionalne toCke (4-t1p,+t3, +t14, +123, ttp4, +-134,m) na C odredivat ¢e dvije racionalne

D(q)-Cetvorke +(a,b,c,d) (posebno, a* = @#) ako su a,b,c i d racionalni, medu-
sobno razliciti te razli¢iti od nule.

Svaka tocka (1‘12,[13,l‘14,t23,t24,l‘34,m) na C daje nam tri tocke Q/l = (l127t34), le = (l‘13,l‘24)
i 0 = (t14,123) na krivulji

Dy (¢ —q) (> —q) = m.
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Racionalne D(g)-Cetvorke Veza Cetvorki i eliptickih krivulja

Ako je D,,(Q) = 0, tada ne postoji racionalna D(q)-Cetvorka s umno$kom elemenata jed-
nakim m, zato pretpostavljamo da postoji tocka P, = (x1,y1) € Dy (Q). Zanimljiv je problem
odrediti za koje m je skup D,,(Q) neprazan, ali mi se ne bavimo time nego jednostavno pret-
postavljamo da je D,,(Q) neprazan.

Prvo ¢emo rijesiti jedan poseban slucaj.

Lema 2.1.1. Neka je {a,b,c,d} racionalna D(q)-Cetvorka takva da je abcd = ¢*. Tada je ¢ =

q%, zaneki g € Q.
Dokaz. Nekajeab+q= tlz te cd +q = t%. Tada je
qt? = q(q+ab) = ¢* + qab = abcd + qab = ab(cd + q) = abts

pa je broj abg potpun kvadrat. Sli¢no zaklju€ujemo da su brojevi acq te adq potpuni kvadrati.

Tada je i njihov umnoZak
O = (abg)(acq)(adq) = (abed)a’q’ = ¢*a*q’ = (¢°a)’q
potpun kvadrat pa g mora biti potpun kvadrat. |

Propozicija 2.1.2. Neka je {a,b,c,d} racionalna D(q?)-Eetvorka takva da je abcd = ¢*. Sve

takve Cetvorke parametrizirane su sa

b:@’ C:Q, d:%
yz XZ Xy

a = gxyz,

gdje su
2 2 2
2t 2ty 213

za racionalne brojeve t1,1, i t3 takve da je

lj—l-l
l‘j—17

l‘j—l
tj—l-l'

L g {-1,0,1}, nt;#+1, ti#F+t;, t#+ i # £
zasvei,j€{1,2,3},i#j.
Dokaz. Sli¢no kao u dokazu prethodne leme imamo

ab(cd + ¢*) = abed + abg® = ¢* + abq* = ¢*(ab + ¢°)

pa buduéi da su cd + ¢° te ab + ¢* kvadrati, broj ab takoder mora biti potpun kvadrat. Isto

vrijedi i za brojeve ac te ad. Neka su x,y,z € Q takvi da je

ab=(gx)>, ac=(qy)>, ad=/(q2)>.
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Racionalne D(g)-Cetvorke Veza Cetvorki i eliptickih krivulja

Vrijedi
aq* = d®(abed) = (ab)(ac)(ad) = ¢°x*y*22,
to jest
a=qxyz — b:@, c:g, d:%.
Yz Xz Xy
-
Broj ab + ¢* = ¢*x*> + ¢* = ¢*(x* + 1) mora biti potpun kvadrat pa je x = - zanekir € Q.
Ujedno je
A 2
d+f=L +4#=L1 =0
cd+q x2+q x2( +x%)
Sli¢no vidimo da mora biti
-1 -1
_h _5

= Z =
Y 21y ’ 213 ’
za neke 1,13 € Q.
Brojevi a, b, c,d moraju biti racionalni brojevi koji su razliciti od nule pa je nuzno je da je

xyz # 0. Moraju biti i medusobno razliiti, a iz tih uvjeta slijedi

xy7éi17 XZ#i], yZ#ilv x#i)@ X?’éiz, y#iz

Nadalje, vrijedi
0#£x€Q < 1 ¢{-1,01},

XF+ty <= H#+Hn 1 tHh#=+l,

kao i
£+l = p ;éiZi i ;AiZJ:
Analizirajuéi
0£yeQ, 0#£z€Q, xz#+1, yz#+1, x#+z, y#+4z
Dobijemo i preostale uvjete na ¢; navedene u iskazu propozicije. |

Vratimo se natrag na opceniti sluc¢aj. Bududi da smo pretpostavili postojanje racionalne

tocke P; = (x1,y1) € Dy, krivulja D,, je biracionalno ekvivalentna krivulji
En: W2 =T34 (4¢* —2m)T* + m*T

preko preslikavanja f: D, — E,, koje je dano sa (x,y) — (T,W), gdje je

o 207 —g)x+ (5 4 9)y* + iyt — 2xg — yiq

T=0i—9) —— :
(y—y1)

y1x(g—y?) +x1y(g—y})

W =2T
y2 =y}
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Racionalne D(g)-Cetvorke Veza Cetvorki i eliptickih krivulja

Genericki genus krivulje E,, je jedan, a biti ¢e jednak nula jedino onda kada polinom
T3+ (4¢* —2m)T? +m*T = T(T* + T (4¢* — 2m)T +m?)

ima dvostruku nultocku. Jedna moguénost je da je O dvostruka nultocka, §to povla¢i m =0, a
druga je
(4q2 — 2m)2 A =0 <— qz(q2 —m) =0.

pa je u tom sluéaju m = ¢>.

Slu¢aj m = 0 nam nije zanimljiv jer tada nemamo racionalne D(q)-Cetvorke ¢iji je umnozak
jednak m (jedan od elemenata Eetvorke bi morao biti nula). Sluéaj m = ¢ smo rijesili pomocu
Leme 2.1.1 i Propozicije 2.1.2 pa odsad nadalje pretpostavljamo da m nije jednak niti 0 niti ¢
Krivulja E,, je sada uvijek elipticka krivulja.

Koriste¢i Magmu [4] (kod u Odjeljku 5.1.1), izracunali smo da f preslikava Py = (xj,y;) u
tocku u beskonacnosti O € E,,(Q), tocku (—yy,x1) u tocku reda Cetiri, R = (m,2mq) € E;,(Q)

te tocku (—x1,y1) u

o (ﬁ(ﬁz—q){qy1<x%+y’f‘3><x%—‘ﬁz) € En(Q),

X X
koja je genericki beskonacnog reda.

Uspostavili smo vezu:
(a,b,c,d) «--— tocka na C(Q) Nl (Q,17Q/27Q/3) € Dm((@):’)

Kako bi se iz neke trojke toc¢aka na D,,(Q) zaista mogli vratiti u racionalnu D(q)-Cetvorku,
moramo zadovoljiti uvjete koje smo naveli maloprije: brojevi a,b,c i d moraju biti racionalni,
medusobno razliciti te razliciti od nule.

Lako se vidi da ako je jedan od njih racionalan da su i preostala tri (na primjer b = @%q) te
da su razlic¢iti od nule ¢im je m # 0, jer je m = abcd.

Elementi Cetvorke (a,b,c,d) vezani uz trojku (Q}, 05, 05) bit ¢e medusobno razli¢iti ako
i samo ako se nikoje dvije od to¢aka (Q}, 05, Q) ne mogu dobiti jedna iz druge zamjenom koor-
dinata i/ili zamjenom predznaka neke od koordinata. Na primjer za ((t12,#34), (—34,112), (t14,123))
imamo a = d. Ovaj uvjet na to¢ke u D,, razumijemo i na tockama na krivulji E,,.

Ako je P € E,, <> (x,y) € Dy, to jest, f(x,y) = P, onda je

S—P (—x,y), P4+R< (—yx). 2.1)
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Racionalne D(g)-Cetvorke Preslikavanje g

Preslikavanja P — S — P te P — P+ R generiraju grupu G automorfizama na £, izomorfnu sa
Dg, dihedralnom grupom reda 8. Grupa G inducira djelovanje na E,,(Q).

Da bi iz trojke (Q1,02,03) € (Em((@))3 dobili ¢etvorku ¢iji su elementi razli¢iti, orbite
G-01,G-07,G- Q3 moraju biti disjunktne. To vrijedi jer je skup tocaka u D,, koje odgovaraju
skupu G- P to¢no {(£x,ty), (£y,£x)}.

KaZemo da takva trojka tocaka na E,, zadovoljava kriterij nedegeneriranosti. Diskusiju o raci-

onalnosti nastaviti éemo u Odjeljku 2.3.

2.2. PRESLIKAVANIJE g

Neka je D,, projektivno zatvorenje krivulje D,, odredeno jednadzbom

Dy (X? —qZ?)(Y? — qZ*) = mZ*.
Preslikavanje f~!: E,, — D,, je racionalno preslikavanje, a buduéi da je E,, glatka krivulja, ono
je morfizam [37, I1.2.1]. Preslikavanje xof_1 : E,, — Al dano sa

Xof (P
vof 1P =520
ima pol u to¢kama By za koje vrijedi f~!(Py) =[1:0: 0], a regularno je u svim ostalim to¢kama.
To nije evidentno za tocke P, takve da je f~!(P) = [0: 1 : 0] pa pokaZimo regularnost u takvim
tockama. Neka je ¢ € Q(E,,) uniformizator za E,, u P». Tada je X o f~! =" fy, Yo f~! =
fr,Zof~' =12 f; zaneke fx, fy, fz € Q(E,) koje P> ne ponistava i prirodne brojeve ny,nz.

Iz jednadZbe krivulje D,, slijedi

(P =g 27 ()P (P =g 7 (D) =t (1) 22)

Neka je M = min{2nyx,2nz}. Nakon $to podijelimo obje strane jednakosti (2.2) sa t™, vidimo

da P; i dalje poniStava desnu stranu pa mora ponistavati i lijevu. To ée jedino biti moguce ako

P
vrijedi ny = nz. Zato vrijedi xo 1 (P,) = J; XEPZ;. Na sli¢an nadin vidimo da preslikavanje
Z\12
yof~!: E, — Al dano sa
_ Yof ' (P)
1 .
p =’
yof ( ) Zof_l(P>)

ima pol u svakoj to¢ki P, za koju vrijedi f~1(Py) = [0:1:0] i da je regularno u svim ostalim

tockama (posebno, u svakoj to¢ki Py za koju vrijedi £~ (Py) =[1:0:0].)
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Racionalne D(g)-Cetvorke Preslikavanje g

Definiramo racionalno preslikavanje g: E,, — Al sa
_ 2
g(P)=(3—q)- ((xor ()" —q).
Preslikavanje g ima polove u istim to¢kama kao i xo f~!, a regularno je u ostalim to¢kama.
Preslikavanja f i g ovise o fiksnoj tocki P; € D,,(Q). U notaciji izostavljamo tu ovisnost
i te funkcije zovemo f i g. Motivacija preslikavanja g je [14, 2.4, Proposition 4]. Dujella

i Kazalicki u dokazu Propozicije 4 koriste 2-spust homomorfizam, mi ¢emo u sli¢ne svrhe

koristiti g. Analiziramo svojstva ovog preslikavanja.
Propozicija 2.2.1. Divizor preslikavanja g je

divg =2(81) +2(S2) —2(Ry) —2(R),
gdje su S1,Ry,S2,R; tocke u E,,(Q(,/q)) s koordinatama

Si=(01-aa—-va), 2nva0i—a)x—va)?),
Ri=((d =) +va), 2ava(xi—a)0i+va)?),
$2=( (0~ @)@ +va@), —2v1va (1 — ) (x +va)*),
(=901 +va)*, —2x1v/q (xF = q) (1 —v/a)*)-
Tocke 51,952, R te Ry zadovoljavaju sljedeée jednakosti:
281 =28, = f(x1,—y1) = S+2R,
2Ry =2Ry = f(—x1,1) =S,
S1I+R=R;, Ri+R=S, SH2+R=R;, Ry+R=S5;.

Dokaz. Trazimo nultocke i polove preslikavanja g. Polovi preslikavanja g su isti kao i polovi
preslikavanja xo f~!. Kako bi nasli nulto¢ke od g, primijetimo da je

m

(yof 1 (P)?—q’

(o f '(P))* —gq=

dakle samo trebamo saznati polove od yo f~ .

Nulto¢ke preslikavanja xo f~! su to¢ke na E,, koje se preslikaju u tocke na D,, koje imaju
x-koordinatu jednaku nula. MozZemo ih jednostavno eksplicitno izracunati, ako je x = 0, onda
jey? = qz%m. Oznacimo K = \/@. Znamo da K # 0 jer m # ¢°.

Nulto¢ke preslikavanja xo f~! su tocke f(0,K), f(0,—K) € E,,(Q) i one su razlicite jer
K # 0. Bududi da je xo f~! stupnja 2, obje nultocke su reda 1. Zaklju¢ujemo da xo f~! ima ili

jedan dvostruki pol ili dva jednostruka pola.
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Sliéno, nultocke preslikavanja yo f~! su tocke £(K,0), f(—K,0) € E,,(Q) i obje su nultocke
reda 1. Zaklju¢ujemo da yo f~! ima ili jedan dvostruki pol ili dva jednostruka pola.
Pretpostavimo da se tocka Py € E,, preslika u to¢ku u beskonacnosti na D,,, to jest, u tocku
koja nije afina. Projektivno, to znadi da je Zo f~!(Py) = 0 i da barem jedna od projektivnih
koordinatnih funkcija X o f~!,¥ o f~! ima u tocki Py vrijednost razliéit}l od nule. Neka je to,
Xof~

bez smanjenja opéenitosti, X o f~!. Tada preslikavanje xo f — Zof ima pol u tocki Py.
(@]

Neka je to¢ka Py € E,, pol jedne od funkcija xo f~!,yo f~!. Niti jedna od to¢aka f~!(R),

F Y Py+R),f1(Py+2R),f'(Py+3R) ne moZe biti afina totka na D,, jer kada bi jedna
od njih bila takva tocka, onda bi sve bile, zbog (2.1). Naime, ako je go € G i A € D,, afina
tocka, onda je i f~!ogo f(A) opet afina tocka. Zakljuujemo da je svaka od tocaka Py, Py -+
R,Py+ 2R, Py+ 3R pol jedne od funkcija xo f~!,yo f~! te zajedno s prethodnim argumentima
zakljuéujemo da preslikavanja xo f ', yo f~! oba imaju po dva jednostruka pola.

Sli¢no kao maloprije, tocke f~1(S—Py), (S —Py+R), f~1(S—Py+2R), f~1(S— Py +
3R) nisu afine u D,,, jer bi onda i f~!(Py) bila. Skupovi {Py,Py+ R,Py+2R,Py+ 3R} te
{§—P),S—Py+R,S—Py+2R,S — Py + 3R} moraju biti jednaki, inaCe bi preslikavanja x o
f~1yo ! imala viSe od Cetiri razli¢ita pola. To znali da svaki pol zadovoljava jednakost
2Py = S+kR zaneki k € {0,1,2,3}. Ekvivalentno, svaki pol Py je fiksna to¢ka neke involucije

i, oblika P — S — P+ kR. Svaka involucija i; ima Cetiri fiksne tocke na E,,(Q), jer se bilo koje

dvije fiksne tocke od i, recimo P' i P”, razlikuju za neki element iz [2]-torzije $to vidimo iz
2(P'—P"y=2P' —2P" =S — kR — (S—kR) = 0.

Involucija iy, promatrana na D,,, $alje afinu tocku (x,y) = f~'(P) u (—x,y) = f~1(S—P).
Ona ima dvije afine fiksne to¢ke koje na D,, imaju x-koordinatu jednaku nula, kao i dvije fiksne
tocke koje nisu afine na D,,. Takve neafine toc¢ke su polovi preslikavanja xo f~! ili polovi
preslikavanja yo f~!. Koristeéi ra¢unalni program Magma [4](kod u Odjeljku 5.1.2), ratunamo
koordinate tih toCaka te dolazimo do R; i R,. Racunski provjeravamo da su R; te Ry polovi
preslikavanja xo £, odnosno polovi preslikavanja g.

Involucija iy, promatrana na D,,, $alje afinu tocku (x,y) = f~1(P) u (x,—y) = f(S— P+
2R). Ona ima dvije afine fiksne to¢ke koje na D,, imaju y-koordinatu jednaku nula, kao i dvije
fiksne tocke koje nisu afine na D,,. Te neafine tocke moraju biti polovi funkcije yo f~!, odnosno
nultocke funkcije g. Opet, koriste¢i Magmu, ra¢unamo koordinate te dolazimo do Sy i S3.

Bududi da su polovi preslikavanja xo f~! reda 1, onda su polovi preslikavanja g reda 2. Isto

vrijedi i za polove preslikavanja yo f~!, shodno tome i za nulto¢ke preslikavanja g.
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Prilikom testiranja svojstava preslikavanja g pomocu racunala, uoceno je zanimljivo i ko-
risno svojstvo, g preslikava dvostruke tocke iz E,,(Q) u potpune kvadrate. To je motiviralo

sljedecu propoziciju.
Propozicija 2.2.2. Postoji & € Q(E,,) takvo da je go [2] = h?.
Dokaz. Neka je h € Q(E,,) takvo da je

divi = 2]*((S1)+ (S2) — (R1) — (R2))
= Y $+n)+ Y S+ - Y ®R+1)- Y (R+T), (2.3)

TE€E[2] TEE,[2] TE€Ey[2] TE€Ey[2]

gdje su S, R! € E,,(Q) neke tocke takve da vrijedi 28} = S;,2R} = R;, a [2]* je povlak (definiran
u 1.2.14) mnoZenja sa dva na krivulji E,,.

Takvo preslikavanje & postoji zbog korolara [37, I11.3.5] koji kaZe da ako je E elipticka
krivuljai D = Y np(P) € Div(E), onda je D glavni divizor ako i samo ako

Y np=01i) [np]P=0,

PcE PcE

gdje je druga suma zbrajanje na E.
U nasem slucaju je jasno da je prva suma jednaka nuli, a za drugu imamo
Y i+ + Y ($H+T)— ), (Ri+T)— Y, (Ry+T)=[4(S1+5— R —R))
TEE[2] TEEp[2] TEE[2] TEE[2]

=[2)(S1+82—R1 —Ry) = [2](S1 —R2 + 52— Ry) © 2](R+R) =0,

gdje () slijedi iz zadnjeg reda jednakosti u Propoziciji 2.2.1.
Jednostavan racun daje nam div g o [2] = div /2, §to povlati Ch?> = go[2] za neki C € Q.
Oznagimo h := hv/C € Q(E,,) tako da vrijedi h* = g o [2]. Dokazati éemo da je h € Q(E,,).
Prvo éemo pokazati da svaki o € Gal(Q/Q) permutira nultocke i polove od /. Pogledajmo
kako o djeluje na Sy i S». Budu¢i da su S i S konjugati nad Q(,/g), jedine moguénosti za
S9 su Sy ili S>. Ako je S§ = S, tada mora biti (S])° = S} + T, zaneki T € E,,[2], zato §to je
2((81)° —8)) = (281)° — 28] =S¥ — 81 = O. Sada znamo da o fiksira Y (S]+7). Uz

T€EE,[2]

pretpostavku da je ST = S}, znamo da je ujedno i S§ = S, pa o takoder fiksira Y, (S, +7T).
T€E,[2]

Ako pak pretpostavimo da je SY = S, na slican naCin moZemo izvesti da je

( ZH(HT)) =Y (S§+T)te< ) (S’2+T)> = Y (51+7).
2

TeEy, T€E,[2] T€E, 2] T€E,[2]

31



Racionalne D(g)-Cetvorke Preslikavanje g

Sli¢ne izjave vrijede za R i R, pa zakljuCujemo da je div(h) definiran nad Q. Preslikavanja
h i h imaju isti divizor pa je i div(h) definiran nad Q. Sada koristimo drugu izjavu Teorema [22,

7.8.3]:

Teorem 2.2.3. Neka je C krivulja nad savrSenim poljem k i neka je f € k(C).
1. Akoje o(f) = f, zasvaki o € Gal(k/k) ondaje f € k(C).
2. Ako je div (f) definiran nad k onda je f = ch zaneki c € ki h € k(C).

Iz druge tvrdnje Teorema 2.2.3 zakljuCujemo daje h=c-h' zaneki c € Qi h' € Q(Ey).

Znamo da je ¢2(h')? = h? = go[2] i da je go[2](O) = (x} — g)? racionalan kvadrat. Slijedi da

2 (F-q)?
- h/(@)z

jec takoder racionalan kvadrat pa je ¢ racionalan. Kona¢no, imamo i € Q(E,). B

Koriste¢i prethodne dvije propozicije dokazujemo da je g mod (Q*)? homomorfizam.
Teorem 2.2.4. Zasve P,Q € E,,(Q) vrijedi g(P+ Q) = g(P)g(Q) mod (Q*).
Posebno, ako je P = Q mod 2E,,(Q), onda je g(P) = g(Q) mod (Q*)?.

Dokaz. Neka su P',Q’ € E,,(Q) takve da je 2P’ = Pi2Q’ = Q. Zelimo dokazati jednakost
o(h(P'+0Q") _ o(h(P)) o(h(Q)

h(P'+Q') — h(P)  h(Q)

koja je ekvivalentna sa

HELQ) P 1) (HP @)y

h(PH(Q) — o(h(Q)o(h(P)) — ~ \h(P')h(Q)

Neka je T € E,,[2] bilo koji element 2-torzije. Divizor preslikavanja 4 dan je sa (2.3), a lako

se vidi da preslikavanje X — h(X + T) ima isti divizor. Zato je divizor preslikavanja

o HEAD
nul divizor pa je po 1.2.13 a) navedeno preslikavanje konstantno.

Za o € Gal(Q/Q) imamo o(P') — P' € Ey[2],6(Q") — Q' € E,[2] te 6(P' + Q') — (P +
Q') € E,[2]. Ovo vrijedi jer je 2P’ = P € E,(Q) te 2Q' = Q € E,,(Q). Prema Propoziciji 2.2.2,

h je racionalna funkcija pa 4 i 6 komutiraju, Sto koristimo u narednom raunu. Vrijedi

o (h(P'))h(P') = h(,zl(j;)) Sl (}ZES;) ) _ bty (:((;;) 2D o4

jerje o(P') — P’ € E,2]. Sli¢no
o(mQ)) _hX+(c(Q)-0)) oP'+0)) hX+(c(P'+0Q)—(F+0))

hQ) h(X) CORP+Q) h(X)
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Sada je
o(h(P'+0Q)) hX+(c(P'+Q)-(P+0)))

h(P'+Q) h(X)

_hX+o(P)-P' +(c(Q)-0))) h(X+0o(P)—P)
h(X+o(P)—P) h(X)
24 h(X+o(P)—P +(o(Q)—0)) h(Y +o(P") —P')
N h(X +o(P)—P) h(Y)
_ o(h(Q)) o(h(P")
h(Q')  h(P')

tako $to uvrstimo X = P+ Q' — o(P') te Y = P’. Ovo vodi do

HPLO) oGP 10) (P Lo))
h(PR(Q')  o(h(Q'))o(h(P')) h(P')h(Q")
za svaki 0 € Gal(Q/Q). Zaklju¢ujemo da je
h(P'+ Q)
h(P")h(Q')

€Q = K(P'+Q)=r(P)r*(Q) mod (Q").
Konacno,
g(P+0) =go2(P' + Q) =1 (P'+ Q') = *(P)h*(Q') =
= go[2](P)go[2](Q) = g(P)g(Q)  mod (Q*).
Druga tvrdnja teorema slijedi iz prve. Ako je P = Q + 253, za S3 € E,,(Q), onda je

g(P) = g(Q+283) = g(Q)g(S3)* =g(Q) mod (Q*)*.

2.3. GLAVNI REZULTATI

Najveca prepreka konstrukcije racionalnih D(g)-Cetvorki pomocu tocaka na E,, je racionalnost
cetvorke {a,b,c,d}. Teorem 2.2.4, nam daje uvjet na trojku tocaka iz E,,(Q), koji nam osigu-

rava racionalnost etvorke {a,b,c,d}.

Teorem 2.3.1. Neka je (x1,y1) € D,,(Q) tocka pomocu koje je definirano preslikavanje
f: D — En. Ako je (Q1,02,03) € E,(Q)? trojka koja zadovoljava kriterij nedegeneriranosti,
takva da je (y3 — q) - g(Q1 + Q2 + Q3) kvadrat, onda su brojevi

- i(l 2(01) 2(02) 2(03) )”2
_ I

m(xf—q) (xf —q) (x] —¢
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g(01) o g(0») d— 2(03)

Cald—q)  alx-q)  a(xg—q)
racionalni i ¢ine racionalnu D(g)-Cetvorku takvu da je abed = m.

Obratno, neka je {a,b,c,d} racionalna D(g)-Cetvorka, takva da je m = abed. Ako trojka
(Q1,02,03) € E,(Q)? odgovara &etvorci {a,b,c,d}, onda je (y% —q)g(01+ 0>+ 03) kvadrat.

Dokaz. Pretpostavka teorema kaZe da je (2 — ¢)g(Q1 + Q2 + Q3) kvadrat. Sada imamo
2 8(01)3(02)2(05) _ 8(01)2(02)2(03) (v —4)

F—qPm  F-gr—q)?

=g(01+0>+03)01 —¢q) mod (Q*)?,

gdje je ekvivalencija direktna posljedica Teorema 2.2.4.

Zakljucujemo da je a racionalan, Sto povlaci racionalnost od b,c i d. Buduéi da je abcd =
m # 0, nijedan od brojeva a,b,c,d nije nula, a kriterij nedegeneriranosti trojke (Q1,0>,03)
garantira da su a, b, c,d u parovima razliciti.

Obratno, ako je {a,b,c,d} racionalna D(q)-Cetvorka, njoj odgovara trojka

(01,02,03) € (En(Q))?. Sli¢no kao maloprije, vrijedi

8(014+ 02+ 03) (v —q) =2(01)8(02)8(Q3) 1 —q) =

)
8(01)8(02)8(03) (61 —q) _ 8(01)8(02)8(Q3)
(6 -9f0T-9)? (xf —q)3m

x =a’> mod (Q*)2.

Prirodno se namece pitanje za koje m Ce postojati racionalna D(g)-Cetvorka s umnoSkom
elemenata jednakim m. Znamo parametrizirati sve m za koje postoje takve Cetvorke, ali nije
dovoljno samo da je D, (Q) neprazan. Postoje primjeri parova brojeva (¢, m), gdje je D,,(Q)
elipticka krivulja pozitivnog ranga, dakle beskonaCan skup, ali ne postoje racionalne D(q)-

Cetvorke umnoska elemenata jednakog m. Prvo dokazujemo jednu lemu.

Lema 2.3.2. Neka je {a,b,c,d} racionalna D(g)-Cetvorka takva da je abcd = m. Postoji tocka

(x0,50) € Du(Q), takva da je x3 — g potpun kvadrat.

Dokaz. Nekaje (Q1,02,03) € E,n(Q)? trojka pridruZena racionalnoj D(g)-&etvorki {a, b, c,d}.
Teorem 2.3.1 nam kaze da je (y3 — q)g(Q1 + Q2 + Q3) kvadrat.
Oznacdimo sa Q = Q1 + Q> + Q3. Vrijedi
01— 9)2(0) = 01— ) =) ((xo £ 1 (Q)*—q) =m- ((xo £ 1(0))* —4q)
1
yofHQ))*—q

m 9
=m- =m
(

(yof~1Q))*—q
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Buduéi da je lijeva strana jednakosti kvadrat, zaklju¢ujemo da je (yo f~1(Q))? — ¢ takoder
kvadrat. Neka je sada (xo,y0) := f~'(Q+R). Znamo da je

2.1
(o f Q)2 = (o f (@ +R)P —g=iF—q
i time je tvrdnja leme dokazana. |

Sljededi teorem parametrizira sve m za koje postoje trazene Cetvorke.

Teorem 2.3.3. Postoji racionalna D(g)-Cetvorka s umnoskom elemenata jednakim m ako i

u* — 2
m—(zz—en( zu") ,

za neke racionalne parametre (z,u).

samo ako je

Dokaz. Pretpostavimo da imamo racionalnu D(g)-Cetvorku umnoska elemenata jednakog m.
Po Lemi 2.3.2 postoji tocka (x0,y0) € D (Q) takva da je x3 — g potpun kvadrat. Neka je x3 —q =
k?, tada vrijedi
q=x3—k*= (xo—k)(xo+k). (2.5)
Oznadimo sa
u=xy—k. (2.6)
Sada, koriste¢i (2.5) 1 (2.6) slijedi
xo+k=gq/u 2.7

a zbrajajuci (2.6) i (2.7) kako bi eliminirali k£, dobijemo xy = q;z:z . Ako oznadimo ¢ = yp imamo

2\ 2 _2\2
mz(x%Q)(y%Q)z((q;u) CI) (tzq)=<q2u ) (> —q).

—u? : ..
Obratno, pretpostavimo da je m = <%> (> — q) za neke racionalne (¢,u). Oznaimo sa

yi=t,x1 = %. Lako se provjeri da je (x} — q)(y? — q) = m pa postoji tocka (x1,y1) € D (Q)

2
takva da je x} — g = (”227") potpun kvadrat. Koristimo ovu tocku (x1,y;) =: Py kako bi
definirali preslikavanje f : D,, — E,,. Nekasu Q1 = R+ 5,0, = 2S te Q3 = 3S§. Skupovi G- Q;

su disjunktni, a broj
g(01+Q2+03)(yi —q) = g(R+68)(y1 —q) = g(R) (] —q)

) 2
= ((F-9)01-9) 0t -a) = (u o 9. —q)) mod (Q*)?
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je potpun kvadrat. Tocke (Q1,Q»,03) zadovoljavaju uvjete Teorema 2.3.1 §to nam garantira

postojanje racionalne D(q)-Cetvorke. [

2
Napomena 2.3.4. 1z dokaza prehodnih teorema slijedi da je uvjet m = (%) (t> — q) ekvi-

valentan tvrdnji da postoji to¢ka (xo, o) € D,,(Q) takva da je x3 — g potpun kvadrat.

2.4. PRIMIJERI

Postoje parovi racionalnih brojeva m, g takvi da je m = (x} — q) (2 — g), to jest, D (Q) # 0, ali

da ne postoji racionalna D(q)-Cetvorka umnoska elemenata jednakog m.

NuZan uvijet koji trebamo provijeriti po Teoremu 2.3.1 je postoji i 7’ € E,,(Q) takva da je
g(T")(y? — q) kvadrat. Teorem 2.2.4 nam kaZe da je tu tvrdnju dovoljno provjeriti na tockama
T € E,(Q)/2E,(Q), ato je konaCan skup. Ako za neke konkretne g, m znamo generatore grupe
E.(Q)/2E;,(Q), onda mozemo odrediti postoje li D(g)-Cetvorke umnoska elemenata jednakog

m i parametrizirati ih pomocu to¢aka na E,,(Q).
Korolar 2.4.1. Ne postoji racionalna D(3)-Cetvorka umnoska elemenata jednakog m = 1012.
Dokaz. Uz oznake g = 3,x1 =5,y =7, vrijedi

m=1012= (5 =3)(7° =3) = (x{ —¢) (b — 9).

Skup D,,(Q) je neprazan, krivulja E,,(Q) je ranga 2 s torzijom Z/4Z pa trebamo provjeriti
osam tocaka. Niti za jednu od osam to¢aka T € E,,(Q)/2E,;(Q) broj g(T)(y? — q) nije kvadrat

pa ne postoji racionalna D(3)-Cetvorka umnoska elemenata jednakog 1012. |

Propozicija 2.4.2. Za svaki t € QQ, postoji racionalna D(—3)-Cetvorka umnoska elemenata

jednakog m = 4(t> + 3).

Dokaz. Nekajeq=—3,x; = 1,y; =t te m=4(t>+3). Tocka S je beskonaénog reda u E,, (Q(t)),
a trojka (Q1,02,03) = (S+R,2S,3S) zadovoljava uvjete Teorema 1. Kod u Magmi (Odjeljak

36



Racionalne D(g)-Cetvorke Primjeri

5.1.3) nam daje familiju Cetvorki:

2 (3+66247t%) - (274 162¢% +801#* + 1548° +1069¢3 + 306¢ 10 + 183¢12)
(3+12) - (143¢2) - (9+9¢2 4 19¢* +27¢0) - (3 + 2712 + 33t* +19) ’
B (3412)2-(1432) - (9492 +19¢* +27¢%) - (342712 +33¢* +19)
©2-(3+6:2+T7t%) - (27 + 1622 4 8011* + 1548¢0 + 10698 + 306110 4 183¢12)
2 (34612 +7t*) - (342762 4+ 33¢* +1°) - (94912 + 19t* 4-27¢°)
(3+12) - (143¢2) - (27 4 16212 + 801#4 + 154816 + 1069¢8 + 306210 + 183¢12)’
2-(3412) - (1436%) - (27 + 162> 4+ 8011* 4 1548¢° 4+ 106978 + 306710 + 183¢12)
(34612 47t%) - (342712 4 33t* +19) - (9 + 912 + 19¢* + 2719) '

a =

c

d

2
Napomena 2.4.3. Oznacimo x| = ;—;‘ te y; =1 i definirajmo m = (x? — ¢)(y? — ¢). Koristedi

trojku tocaka (S + R,2S,3S5) koja zadovoljava uvjete Teorema 2.3.1, moZemo eksplicitno izra-
Cunati racionalnu D(g)-Cetvorku umnoska elemenata jednakog m (njeno postojanje je dokazano
u Teoremu 2.3.3). Elementi te ¢etvorke su racionalne funkcije stupnja 40 u tri varijable g, u,¢ i

time preveliki za ispis.
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3. RACIONALNE D(g)-PETORKE

U ovom poglavlju konstruiramo familije racionalnih D(q)-petorki, za neke specificne klase os-
tataka kvadratno slobodnih cijelih brojeva g. Nasa ideja oslanja se na rad Dujelle i Fuchsa [13].
Oni su, uz pretpostavku Slutnje o parnosti, dokazali da za svaki kvadratno slobodan prirodan
broj g u barem 497 klasa ostataka mod 1320 postoji beskonano mnogo racionalnih D(q)-

petorki. Ovdje prosirujemo njihov rezultat na vecu klasu ostataka.

3.1. PRETHODNI REZULTATI I KONSTRUKCIJE

Neka je g racionalan broj. Ako je {aj,as,...,a,} racionalna D(q)-n-torka, onda je za svaki
r € Qskup {ray,ray,...,ra,} racionalna D(gr?)-n-torka, jer je (ra1)(raz) +qr> = (ajay +q)r*.
Ako Zelimo pronadi sve racionalne D(q)-n-torke, dovoljno je pronaci sve racionalne D(q')-n-
torke, gdje je ¢’ kvadratno slobodan cijeli broj takav da je ¢’ /¢ racionalan kvadrat.

Neka je g(u) racionalna funkcija varijable u, koja nije identi¢ki jednaka nuli. Skup n razli-
¢itih, ne identicki jednakih nuli racionalnih funkcija {a; (u),az(u), ... ,a,(u)} zovemo D(g(u))-
n-torka s elementima iz Q(u), ako vrijedi a;(u)a;(u) + q(u) = h;-‘:j(u), hij € Q(u) zasve 1 <
i < j <n.Posebno, takve petorke ¢emo krace zvati D(q(u))-petorke.

Prate¢i Dujellu [9], Zelimo pronaéi racionalne D(q)-petorke oblika (A,B,C,D,x*) gdje je
g = a-x*, uz uvjet o, x € Q. Dujella je krenuo od racionalnog D(gq)-para {B,C} za koji vrijedi
BC + ox* = k*. Brojevi A = B+ C — 2k i D = B+ C + 2k prosiruju par {B,C} do regularnih
D(q)-trojki. Cetvorka {A,B,C,D} je skoro racionalna D(q)-Eetvorka, uvjet koji nedostaje je
AD + ax? = 0. Kako bismo konstruirali racionalnu D(q)-petorku {A, B,C,D,x*}, takoder mora
vrijediti ¥ - x> 4+ ox? = (Y +a)x*> =[0,zaY = A,B,C te D.

Propozicija 3.1.1. Neka je {A,B,C,D,x*} racionalna D(ox?)-petorka koja zadovoljava

A+a=da*B+oa=b,C+a=c*.D+a=d>, (3.1
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BC+ax*=k*>, A=B+C—2k, D=B+C+2k.

d+a ,.__ d—a
2=

Oznacdimo p = . Tada je

2 N2 .2
2_ 2,2 2 (p”—x7)(r’ —x7)
b*=p“+r-—x"+ PR

Dokaz. Oduzimanjem dvije desne jednadZbe iz (3.2) imamo
4k=D—-A=D+a)—(A+a)=d*—a*=(d—a)(d+a)=2r-2p.

Lako se vidi da je
k=pr, a=p—r, d=p+r.

Druga jednakost iz (3.2), koriste¢i (3.1) te (3.3) daje nam
@—a)=B—a)+ (P —a)—2% 2L Prl—p il ia
Prva jednadzba iz (3.2) daje nam
K= (b* —a)(c* — o) + o’
Uvrstavamo k = pr te manipuliramo pomocu (3.4) kako bismo dobili
4b*c* =4 (p*r* + a(p* + %) — ax?).

Prethodna jednazba i (3.4) daju nam

(0> — ) = (b 4+ P2 —4b* P = (PP + P+ a)? —4- (PP + a(p® + %) — ax?).

Jo$ malo manipulacija vodi do
4(p* =) (P =) = (a— (P> = x>+ 17 —x%))* — (b* — )~
Desna strana posljednje jednadzbe je razlika kvadrata. Oznacimo li
w=a—(p* =+ —x*) —(b*—?)
imamo

2(p* =) (r* =)

—o— (PP x4+ =)+ (PP =),
Zbrajanje (3.5) i (3.6) te dijeljenje s dva vodi do

(* =2)( )

a=v+ -
\Y \Y

+(p2—x2)+(r2—x2) = 1(pz—xz—kv)(rz—1624—1/).

3.2)

3.3)
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Oduzimanje (3.5) od (3.6) te dijeljenje s dva daje nam
1

pr—c? = ;((pz—xz)(rz—xz)—vz). (3.8)
Eliminacijom varijable ¢ iz (3.4) pomocu (3.7) slijedi
b2+c2:p2+r2+%(p2—x2~l—v)(r2—x2+v). (3.9
Konacno, zbrajanjem (3.8) i (3.9) te oduzimanjem (3.8) od (3.9) i dijeljenjem oba izraza brojem
dva imamo
b2:p?+ﬂ—x?+%@2—ﬁxﬂ—x%, (3.10)
62:p2+r2—x2—v. 3.11)

Uvrstavajuéi v u (3.10) koristeéi (3.11) dolazimo do
(P2 —2)(? )
PPt —c2—x2

b2:p2—|—r2—x2—|— (3.12)

Napomena 3.1.2. U dokazu prethodne propozicije nismo koristili ¢injenicu da je AD + x?

potpun kvadrat.

Prethodna propozicija ima djelomic¢ni obrat, koji ¢e nam omoguciti konstrukciju racionalnih

D(g)-petorki.

Propozicija 3.1.3. Neka su p,r,c,x,b € Q takvi da vrijedi

(7 =)~ )

b =p?+rt—x* :
P T P —2—x2

Definirajmo

(-2~ p)
RrxZ—p2—p2’
A=d*—a, B=b—-a, C=c?—a, D=d*—a.

a=p—r, d=p+r, k=pr, a=

Tada je {A,B,C,D,x?} racionalna D(ax?)-petorka ako vrijedi da su
(i) elementi petorke medusobno razliciti,
(i1) nijedan element petorke niti & nije jednak nula,
(iii) AD+ ax* =0.

Dokaz. Raunskom provjerom vidi se da su brojevi AB + ox?, AC + ax?, BC + ox*, BD + aux?,

CD+ ax?, Ax* + ox?, Bx* 4 ox?, Cx* 4 ox?, Dx? 4 otx? kvadrati. Ovo dokazuje propoziciju. M

Glavni fokus su nam problemi s racionalnosti, konkretno, nalaZenje racionalnih rjeSenja

jednadzbi (3.13) i (3.14). Problem degeneri¢nosti rjeSavamo u dokazu Teorema 3.3.5.
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3.2. SMANJIVANIJE BROJA VARIJABLI

Kako bismo ovom metodom pronasli racionalne D(q)-petorke, trebamo nadi racionalna rjesenja

jednadzbi
2 2\,2_ .2
22 2 o, PN =xT) 5, 2
b"=p +r—x+ 24— 2 =p°4+r+a—c, (3.13)
2 =AD+ax’ = (P =)+ a(x®> —2(p* + ) + o), (3.14)

gdje je a definiran formulom
_(@=r)(E =)
T 22 —pr— 2

Primijetimo da su o, b* te z> homogene racionalne funkcije u varijablama p, r,c,x pa mo-

7emo uzeti r = 1. Nakon toga, izrazi za o, b?, z* pojednostavljuju se do

_(@-D(E-p?)

= 3.15
A+x2—-pr—-1’ (3.15)

P =p’+1+a—c? (3.16)

2= -1+ al-2(p*+1)+a). (3.17)

Ne znamo pronadi sva rjesenja jednadzbi (3.16), (3.17) pa Zelimo specijalizirati jednu od va-
rijabli ¢, p,x pomocu preostale dvije. Pritom Zelimo imati $to jednostavniji izraz za kvadratno
slobodni dio broja o.

Definiramo mnogostrukosti S1 i $> u A3 jednadzbama
Si: (=1 (2=p*) =0, S:P+x>—p?—1=0.

Mnogostrukosti S i 2 su skupovi nultocaka brojnika i nazivnika od . Ploha S; je unija Cetiri

ravnine ¢ = £p te ¢ = £1, dok je ploha S; hiperboloid. Presjek S; M S, je unija osam pravaca
l,...;lu: (c=xl,x==p), Is,....I3: (c=+xp,x==1).

Heuristika u Sekciji 3 iz [17, Section 3, Lemma 5] kaZe nam da bi dobra specijalizacija bila
ploha niskog stupnja u varijablama c, p,x koja presijeca S; i S to¢no u pravcima /;. Logic¢an
prvi izbor su ravnine koje sadrZze dva pravca /;. JednadZbe takvih ravnina sux = £1+c =+ p pa
uzimamo x = ¢+ p + 1 (promjena predznaka neée napraviti znatajne promjene u specijaliza-
ciji). U praksi, do ove specijalizacije dosli smo istrazivanjem D(g(u))-petorke (3.28), koju je

pronasao Dujella.
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Nakon specijalizacije x = ¢+ p + 1, jednadZbe za o, b* te z> postaju

1

a=3(c=p)e-1), (3.18)
l—c 1

b= p+—p—5 (P H)+1, (3.19)
-1 5¢2+3 21 3¢*—52+2c+4

22=p4+C2 . c4 p2+02 p+ L C4 o (3.20)

Jednadzba (3.19) definira koniku u varijablama b, p s racionalnom to¢kom (1,c). Postoji
standardna tehnika pomocu koje moZemo parametrizirati sve racionalne tocke na (3.19). Pro-
motrimo neki pravac koji prolazi kroz tocku (1,c). Druga presjecna tocka takvog pravca s koni-
kom (3.19) imat ¢e racionalne koordinate ako i samo ako je koeficijent smjera pravca racionalan.

Svi pravci s racionalnim koeficijentom smjera koji prolaze kroz (1,¢) opisani su sa
b—1=u(p—c), ucQ.

UvrStavanjem b u (3.19) dobijemo kvadratnu jednadZbu u varijabli p Cije je jedno rjeSenje p; =

¢, adrugo je
_uctc/241/2—2u
N ur—1 '

Dobivamo parametrizaciju svih racionalnih rjeSenja jednadZbe (3.19),

P2

urc4c/24+1/2—2u , u? —3uc/2 —u/2+1
p: e

o : T . ueq. (3.21)

Uvrstavanjem izraza za p iz (3.21) u (3.20), desna strana jednadZbe (3.20) postaje polinom

2 1 2

stupnja Cetiri u varijabli ¢ s koeficijentima u Q(u). MnoZenje obje strane sa (H) vodi
w2 —

do

u? —1)? g
C:2=2- (22_1/)4 = fa(u)c* + ()3 + fr(u)P + fi(u)e+ folu), (3.22)
gdje su fj(u) racionalne funkcije u varijabli u zadane sa

fau) = u* +u* +7,
(3 +3u—1)2u? +1)

f3lu) = =3- u>—1/4 ’
Fol) = —16u8 4 16u’ +242ub — 761° + 199u* — 166u> + 47u* + 10u — 137 (3.23)
8- (u2—1/4)2
(u +3u®+1/2) (u* — 11/20 +4u*> — 3/2u+1/2)
fi(u)=3- (u? —1/4)? )
168 + 1617 — 116u° 4 40u° + 409u* — 308u> +25u> — 20u + 19
folu) = 16(u2 — 1/4)? '
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Krivulja C, definirana jednadZzbom (3.22), biracionalno je ekvivalentna eliptickoj krivu-

du(u—1)>2
uz—1/4

Odjeljku 5.2.1) racunamo da je C biracionalna krivulji u Weierstrassovom obliku

lji nad Q(u) jer ima racionalnu to¢ku (c,z;) = | 1, . Koriste¢i Magmu (kod u

E:y? =x* —27-(256u® 4 64u’ — 1280u’ + 12161° + 3265u* — 23721 + 310u* — 332u+ 169)x
+54 - (4096u'? 4 1536u'! — 30624u'® — 18400u° + 744481 4+ 125568u” — 59313u®

— 1659781 + 154773u™* — 40360u> + 5187u? — 6474u +2197). (3.24)
Tocke

Sy = [48u* 4 1681 — 9u® — 138u+ 39, —1944u° — 1944u* + 4374u> + 486u> — 972u),

o 48ub + 5881 4+ 753u* — 1014u® 4 24u* — 6u + 39
2= w2 +2u+1 ’
—5832u8 — 25596u’ — 61561 + 48438u° — 8100u* + 324u> — 3240u? + 162u (3.25)
w+3u?+3u+1 ’ )
48ub + 204> — 855u* + 78u> + 202842 — 1098u + 27
S3 - ) 3
u*—6u-+9

—5832u8 +21060u’ +972u® — 94446u° + 102384u* + 34020u° — 67392u> + 4861 + 8748
w3 —9u?2+27u—27

)

Sy = [48u* + 49213 4+ 693u® — 84u — 69, —5832u° — 19764u* — 152281 + 3402u> + 2754u — 324,

48u° + 127 — 291u* + 661> + 600u?* + 661 — 69
W2 4+2u+1

S5 =

)

—1080ud — 2484u” + 6480u’ + 175500 — 1512u* — 18468u> — 3348u> + 2538u+ 324
w432 +3u+1

su nezavisne tocke Mordell-Weilove grupe E(Q(u)). Koristili smo racunalni program Magma
[4] da dokaZemo nezavisnost tocaka S; tako Sto smo provjerili da je elipticki regulator to¢aka
Si,i € {1,...,5} razli¢it od nule.

Svaka racionalna tocka na E (Magma kod u Odjeljku 5.2.2) daje nam racionalnu tocku
(c(u),z1(u)) na krivulji C (3.22). Uvrstavajuéi c(u) u (3.21), imamo b(u) te p(u). Fiksiramo
r(u) =1 te x(u) = c(u) + p(u) + 1. Propozicija 3.1.3 daje nam racionalnu D (ot(u)x(u)?)-
petorku {A(u),B(u),C(u),D(u),x*(u)}, pod uvjetom da nikoja dva elementa nisu medusobno
jednaka, nijedan element nije jednak nuli te ako je a(u) # 0 . Uvjet AD + ox? = [ ekvivalen-
tan je postojanju rjeSenja jednadzbe (3.14), $to smo ispunili nalaZenjem racionalnih tocaka na

krivulji C.

43



Racionalne D(g)-petorke Smanjivanje broja varijabli

Fiksirajmo kvadratno slobodan ¢ € Z i pretpostavimo da je o¢(uy)x(u)? = qs% za neke ra-
cionalne up,s; takve da je sy # 0. Tada je {A(u;)/s1,B(u1)/s1,C(uy)/s1, D(u1)/s1,x*(u1)/s1}
racionalna D (a(ul) (x(uy)/ sl)z)—petorka, to jest, racionalna D(q)-petorka. Dujella i Fuchs
koristili su sljedecu ideju u [13]: ako postoji beskonac¢no racionalnih parova (u,s;) takvih da
vrijedi

o (ur) =q<xsl)>2, (3.26)

(u1

onda postoji i beskona¢no racionalnih D(g)-petorki.

Neka je P(u) kvadratno slobodan polinom takav da vrijedi
P(u) = a(u)x(u)®> mod (Q(u)*)2. (3.27)

Polinom P(u) je jedinstveno odreden do na mnoZenje racionalnim kvadratom. RjeSavanje jed-

nadzbe (3.26) ekvivalentno je nalaZenju racionalnog rjeSenja (u1,s;) jednadzbe
P(u) = gs*. (3.28)

Ako je stupanj polinoma P(u) veci ili jednak od pet, onda jednadzba (3.28) odreduje krivulju
genusa barem dva (jer je P kvadratno slobodan pa nema dvostrukih nultocaka), a takva krivulja,
po Faltingsovom teoremu, ima najvise kona¢no mnogo racionalnih to¢aka. To znaci da se na
ovaj na¢in moze do¢i do beskonac¢no rjeSenja (u1,s;) jednadzbe (3.28) jedino ako je stupanj
polinoma P(u) jednak 1,2,3 ili 4.

Za svaku to¢ku na E koja vodi do racionalne D(a(u)x(u)?)-petorke, raunamo stupanj pri-
padajuéeg polinoma P(u). Koristili smo Magmu [4] kako bismo proveli racun za tocke na E
oblika ZkS gdje su k; € {—6,...,6}. Ovdje smo ograniCeni racunalnom modi, nije jasno
kakve rezultate bismo dobili da smo provjeravali vece koeficijente k;.

Nismo dobili nijedan polinom prvog ili drugog stupnja. Svaki polinom stupnja Cetiri kojeg
smo dobili je bio reducibilan, neki su imali racionalnu nultocku, a neki su bili umozak dva
ireducibilna kvadratna polinoma u Q[u|. Dobili smo i neke polinome stupnja tri. Polinome
stupnja tri i polinome stupnja Cetiri s racionalnom nulto¢kom zovemo dobrim polinomima. Njih
posebno isticemo jer ¢e svaka krivulja zadana jednadZbom (3.28) u varijablama u i s, gdje je
P(u) dobar polinom, biti elipticka krivulja. Za polinome stupnja tri ta tvrdnja je jasna, a dobri
polinomi stupnja Cetiri imat ¢e racionalnu toc¢ku takvu da je s = 0.

Pronasli smo osam tocaka Q; € E(Q(u)), i € {1,...,8}, detalji u Tablici 3.2, takvih da svaka
od njih odreduje D(g(u))-petorku takvu da je polinom Py, (u), pridruZen toj petorci, dobar.
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Definiramo krivulje
Eﬂgl) : PQ[(”) = qs27

za fiksan kvadratno slobodan ¢ € Z te i € {1,...,8}. Ako je ¢ = 1, piSemo E® umjesto El(i).

Definicija 3.2.1. Pretpostavimo da je ¢ € Q razli¢it od nule te nije potpun kvadrat i da je E/Q

elipticka krivulja zadana jednadZbom

¢ija j-invarijanta nije jednaka O niti 1728. Kvadratni q tvist krivulje E je krivulja
c 2 —
E;: qy” = P(x).
Krivulje E i E, nisu izomorfne nad Q, ali jesu nad Q(,/q).

Svaka krivulja Eé") je kvadratni g-tvist krivulje E().

Zelimo pronaéi racionalne to¢ke na krivuljama Eéi) . Ako je rang krivulje Eéi) pozitivan za
bilo koji i, onda imamo beskonacno mnogo rjeSenja jednadzbe (3.28), a time i beskonacno
mnogo racionalnih D(g)-petorki.

Za bilo koja dva razlic¢ita dobra polinoma koji definiraju elipticke krivulje s istom
J-invarijantom, postoji gg € Z takav da je kvadratni go-tvist jedne krivulje izomorfan nad Q s
drugom krivuljom. Ovo je istina jer su j-invarijante svih krivulja E(9) razli¢ite od 0 te 1728 [37,
Chapter X, Proposition 5.4]. Brojimo samo jednog predstavnika svake klase polinoma koji
definiraju elipticke krivulje s istom j-invarijatnom.

U Tablici 3.2 navedene su tocke na E koje odreduju D(q(u))-petorku takvu da je P(u) dobar
polinom, a svi njima pridruzeni polinomi Pp,(u) definiraju elipticke krivulje E (@) koje imaju

razli¢ite j-invarijante:

3.3. PREDZNAK ELIPTICKE KRIVULJE

Neka je E/Q elipticka krivulja. Predznak elipticke krivulje W (E), definira se kao umnozak
lokalnih predznaka Wy,(E) € {+1} :
W(E) = [T Wu(E),
P
gdje je p konacno ili beskonacno mjesto od Q. Lokalni predznaci imaju svojstvo da je W, (E) =

1, za svako osim kona¢no mnogo mjesta p. Definicija lokalnih predznaka i njihova svojstva su
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Tablica 3.1: Tocke Q; € E(Q(u)) s pridruZenim polinomom Py, (u) koji odreduje EW:y2 =

PQi(”)'

i Qi € E(Q(u)) Po;(u)
1| —48) —28,—283+384+58s | —1200u> + 1645u> — 410u — 35

2| —48] — Sy —28534+285,+4S5s | —80u* +148u> —65u> — 12u+9
3| =381 —S, 253+, +4S5 | —28u* —44u® +157u? — 106u +21
4| —381—8,—S3+284+3Ss | 112u* —100u> —93u® +92u—11
5| =281 — Sy — 28534254 +4S8s 300u® — 65u® 4 16u + 1

6 —281 — 283 + 84+ 385 du* — 2003 4+ 13u® + 12u

7| —81—8,—S3+S4+3Ss —40u® — 190 + 38u+ 21

8 —S4+Ss —1441> +61u®> +94u — 11

detaljno objaSnjena na primjer u [35]. Rohrlich u [34] daje eksplicitnu formulu za W, (E) kad
p nije 2 ni 3 vezanu uz tip redukcije od E. Preostale slucajeve, kad je p =21 p = 3 je rjesio
Halberstad [24]. Rizzo [33] dao je potpun pregled rezultata na engleskom i pritom je uklonio
neke uvjete minimalnosti iz tablica u [24].

Slutnja Bircha i Swinnerton-Dyera (1.3.21) implicira sljedecu slutnju:

Slutnja 3.3.1 (Slutnja o parnosti). Neka je E/Q eliptitka krivulja, tada je (—1)™"¢f(@ —
W(E).

Direktna posljedica prethodne slutnje je da je rang krivulje E pozitivan, kad god je W (E) =
—1. U tom slu¢aju imamo beskonacno racionalnih tocaka na E.

Za krivulju E /Q te cijeli broj ¢ razli¢it od nule, ozna¢imo sa E; kvadratni tvist krivulje za 7.
Uvodimo malo nestandardnih oznaka iz [5].

Za cijeli broj B i prost broj p, sa v,(f) oznacavamo eksponent najvece potencije broja p

koja dijeli B. Sa f3(,,) oznacavamo broj takav da vrijedi

B=Bi-prP.

Sli¢no, ako je d =[] p;’, definiramo ﬁ(d) kao cijeli broj za koji vrijedi

B =B TTr"".
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U [5, Theorem 1.2 b)], Desjardins je dokazala da je funkcija
t— W(E)

periodi¢na na kvadratno slobodnim cijelim brojevima ¢ fiksnog predznaka, uz pretpostavku
J(E) #0,1728. Zelimo izralunati ove periode za krivulje E(), kao i dati eksplicitne formule
za predznak W (E,(i)) , koristeci [5] te tablice iz [33]. Naglasavamo da nijedna od krivulja E (®)
nema j-invarijantu jednaku 0 ili 1728.

Teorem [5, Theorem 1.2 a)] nam daje eksplicitnu formulu za predznak tvista elipticke kri-

vulje ¢ija j-invarijanta nije O ili 1728:

W(E,):—WZ(E,)-W3(E,)-<_1)- IRARE (3.29)

‘t(6A)| plAg)

gdje je () Jacobijev simbol, a A diskriminanta krivulje £ zadane u Weierstrassovom obliku.

Svaki faktor desne strane jednadzbe (3.29) periodi€an je na kvadratno slobodnim ¢ fiksnog
predznaka. Ovo je posljedica svojstava Jacobijevog simbola i Leme [5, Lemma 3.2], koja kaZe
da je funkcija t — W, (E;) periodi¢na na kvadratno slobodnim ¢ fiksnog predznaka za svaki
prost p. Stovise, lema dokazuje da za p > 5, period od W, (E;) dijeli p?, aza p=2ili3, period
je jednak p¥, za neki y, € Ny. Za eksplicitne krivulje E moZemo odrediti ¥, koristeci tablice
iz [24] ili [33].

Sljedeéi teorem detaljno opisuje svojstva krivulje E(©). Sli¢na verzija Teorema 3.3.2 (sa
sliénim dokazima) vrijedi za svaku od krivulja E (i),i € {1,...,8}. Relevantni podaci za sve

krivulje nalaze se u Tablicama 3.2 1 3.3.

Teorem 3.3.2. Krivulja E(®) ima Weierstrassov oblik y? = x> — 24003x + 1296702, konduktor

C = 30, a diskriminanta ovog modela je A = 2431852,

(a) Periodi funkcija W, (E,(6)),W3 (Et(())) iWs (E,(6)) na kvadratno slobodnim ¢ fiksnog predz-
naka su 8,3 15, respektivno. Period funkcije (%) na pozitivnim kvadratno slobodnim

tje 24.

(b) Ako su ¢ > 0,1 < 0, oba broja ¢ i t' kvadratno slobodni i # =’ (mod 120), onda je
<;1) = — ( =~ > Posebno, W(Et(())) = —W(Et(,(’)).

!(30) (30)

(c) Period W(E,(é) )=-W (E,(G))Wg (Et(6))W5 (E,(é) ) (;1) na kvadratno slobodnim ¢ fiksnog

1(30)

predznaka je 120.
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(d) Uz pretpostavku Slutnje o parnosti, ako je g pozitivan, kvadratno slobodan i u jednoj od

47 klasa ostataka (mod 120), onda je rang krivulje E[56) (Q) pozitivan.

Ako je g negativan, kvadratno slobodan i u jednoj od 43 klase (mod 120), onda je rang

krivulje Eéf)) (Q) pozitivan.

(%)

Ako 5 1¢, tada ocito vrijedi 1(30) = t(6) Pa je ( ) <t(61)> Neka je sada t = 5¢', gdje

Dokaz.  (a) Neka je ¢ pozitivan. Prvo dokazujemo ( ; )

511, jer je t kvadratno slobodan. Vrljedl —1 <—1> ( ) = (5_,71) =
(30 (©) (51)6)
(&)
OV
Da bismo izracunali (%) = —10=1/2 7 neparan n, samo trebamo znati » mod 4. Stoga,

kako bismo dokazali da je (%) periodi¢no preslikavanje s periodom 24 (na kvadratno

slobodnim ¢) provjeravamo nekoliko slucajeva.

Ako je t = 6t', onda vrijedi I6) = ¢’ jer je t kvadratno slobodan. (;—,1) ima period 4 pa je
ukupni period 24.

Sludajevi t = 3¢',t = 2¢' it =1', gdje u svakom slucaju vrijedi (',6) = 1 se rjeSavaju na

slican nacin i u svakom od tih slu¢ajeva period dijeli 24.

. . .. . . _ (=1 -1 —1 —1 _
24 jer najmanji period jer 1 = (3(6)) #* (7(11)(6) —1ltel= ( (6)) # (7(14)(@) =
Predznak Ws(E;) moZemo izraCunati koristeci [, Prop 3.1]. Za naSu krivulju, ako 5 1¢,
redukcija od E; u 5 je tipa I, a ako 5|¢, redukcija je tipa I, izraCunato pomocu Magme [4].

Zakljucujemo
1, 5|t

W(E,):{ |
5 (4). str

Kada je p =2 ili 3, racun se komplicira. Prema [5, Prop 3.1], ili [33, 1.1] moramo pronadi

najmanji vektor (a’,b’,¢’) s nenegativnim vrijednostima tako da vrijedi
(a/7b/7c/) = (VP(C4)’VP(C6)7VP(A)) +k(4a67 12')’

za neki k € Z, gdje su c4,cq, A uobicajene vrijednosti pridruZene Weierstrassovoj jed-
nadzbi elipticke krivulje.
Zap=3it=1imamo (d',b',c') = (4,6,18) —1-(4,6,12) = (0,0,6).

Tvistanje zat= 0 (mod 3) ne mijenja (a’,b’,¢’). Prema [33, Table I, 3. red] slijedi:
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t=1 (mod 3) = (c6)(3) =2 (mod 3). Sada je W3(E;) = —1.

t=2 (mod 3) = (c6)3y =1 (mod 3). Sada je W3(E;) = 1.

Tvistanje zat = 3,6 (mod 9) (primijetimo da je ¢ kvadratno slobodan pa ne moZe biti =0
(mod 9)) u oba slucaja daje (a’,b',c") = (6,9,24) — 1(4,6,12) = (2,3,12). Prema [33,
Table II, 13. red], imamo W3(E;) = —1. Ukratko,

Wi (E) -1, t=0,1 (mod 3)
3Ly ) = .
1, t=2 (mod 3)

Ako je p=2it=1imamo (d,b',c') = (4,6,14) — 1(4,6,12) = (0,0,2). Tvistanje za
neparan ¢ ne mijenja (a’,b’,¢’). Prema [33, Table III, redovi 2 i 9] vrijediti ¢e Wa(E;) = 1
ako i samo ako (cg)(2) =3 (mod 8), §to je istina tocno onda kada je = 1 (mod 8).
Tvistanje za t = 2,6 (mod 8) nam daje (d’,b',c') = (6,9,20) — 1(4,6,12) = (2,3,8).
Prema [33, Table III, 17. red] imamo:

t=2 (mod 8) = (c6)(2) =3 (mod 4) paje Wa(E;) =1,aza

t=6 (mod 8) = (c6)(2) =1 (mod 4) paje Wa(E;) = —1. Za p =2 vrijedi

Wa(E) 1, r=1,2 (mod 8)
2Lt ) = .
-1, t=3,5,6,7 (mod 8)

Ovo dokazuje (a) dio teorema.

(@3- (G2 o)
1(30) 1130 1(30) ~1(30) ~1(30)!(30)

1(30) i tE30) su neparni brojevi, a buduéi da je t = (mod 120) iz, nisu djeljivi s 4, jer

su kvadratno slobodni, onda mora vrijediti #(39) = tE30) (mod 4). Sada slijedi

2
—t(30)t€30) =— (té30)) (mod 4).

Dalje imamo <7771,> = [ —=L— | = —1, jer —1 nije kvadratni ostatak broja
1(30)!(30) 4kf(t )

!
(30

. Lo 2 . 2
oblika 41 — 1. Vrijedi 4k — (1630)) = —1 (mod 4), jer je (té30)) neparan kvadrat.
(c) Lagano slijedi iz (a) i (b).

(d) Ako je t mod 120 jednak 6,7,9,11,14,15,22,26,30,35,39,41,43,50,51,53,54,58,59,
61,65,66,67,71,73,74,75,77,81,82,85,86,89,90,93,95,97,99, 103, 105,109, 110, 111,
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114,117,118 ili 119 i ¢ je pozitivan i kvadratno slobodan, onda je W (E;) = —1. Uz pret-

postavku Slutnje o parnosti, rang od E;(Q) je neparan, stoga je i pozitivan.

Akojet mod 120 jednak 1,2,3,5,10,13,17,18,19,21,23,25,27,29,31,33,34,37,38,42,
45,46,47,49,55,57,62,63,69,70,78,79,83,87,91,94,98,101,102,106,107,113ili 115
i1 je negativan i kvadratno slobodan, onda je W (E;) = —1. Uz pretpostavku Slutnje o par-
nosti, rang od E;(Q) je neparan, stoga je i pozitivan.

Napomena 3.3.3. Za svaku krivulju E(, period od W(E (i)) je djeljiv s 8. Ovu Cinjenicu Koris-
timo kako bismo dokazali izjavu Teorema 3.3.2 (b), da je W(E,(i)) = —W(Et(,i)), za sve krivulje

EW,

Teorem 3.3.4. Preslikavanja g — W (Eéi)) ig—W (E(fg]) periodi¢na su na kvadratno slo-
bodnim g € N s periodima N;. Posljedi¢no, uz pretpostavku Slutnje o parnosti, funkcije g —
Rang (E[gi)) mod 2 i ¢ — Rang (E(,IZ]) mod 2 periodi¢ne su na kvadratno slobodnim ¢ € N s

periodima N;.

Dokaz. Tvrdnja za i = 6 slijedi iz Teorema 3.3.2 (c¢) i (b). Periodi N; za sve krivulje E; navedeni

su u Tablici 3.2.

Tablica 3.2: Osnovni podaci krivulja E().

EW Weierstrassov oblik C A N;, period od W(Eégi))
EM | y2 =3 —33210675x + 6964980750 | 2-3-52.11 | 22031858114 | 6600 =23.3.52.11
E®@ y? = x> —24651x+ 1453194 24.3.13 21032013 312=2%.3.13
EG) y? = x> —97227x+ 10789254 2.3.5.11 | 21031052112 | 1320=12%.3.5-11
E® y? = x> —7155x 4 187650 24.52.11 | —210312537)2 88 =23.11
EG) | 32 =x34+274725x+ 126596250 | 2*.3.5%2.112 | —21031856713 264=2%.3-11
E(©) y? = x3 —24003x 4 1296702 2-3.5 21431852 120=23.3.5
ED | y2=x3_—132867x+ 17106174 2.3.5-11 | 21931454112 | 1320=12%.3.5-11
E®) | 32 =x>—1196883x+46619118 2.3.5.23 | 21832252232 | 2760=123.3.5.23
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Tablica 3.3: Predznak W (Et(i)) raS¢lanjen na lokalne faktore.

E0) w(E") dani pomocu W,,(E(") i (\r@iﬂ) periodi od W, (E(") i (It@iﬂ)
EM | —wy (V) -ws (B - ws (E) -way (B ( 8,3,25,11,132

E®@ —wy (E?)-ws () -wis () - (m;;)‘) 8.3,13,24

EO) | —wy (ED))-ws (X)) -ws (ED) -wiy (EF)) - ( 83,511,132

EG | —wy (EX) - ws (B -ws (E9) - way (EY) - ( 8,3,1,11,132

ES) | —wy (ED))-ws () -ws (E9) -wiy (EF)) - ( 8.3,1,1,132

E© Wy (E) - ws (E) -ws (E) (‘t&})‘) 8,3,5,12

ED | —wy (ET)-ws (E7)-ws (E7)-wiy (E).- ( 83,511,132

E® | —wy (E®)-ws (E®)-ws (E®) -was (EY) - ( 8,3,5,23,552

Teorem 3.3.5. Neka je g kvadratno slobodan cijeli broj, takav da je rang krivulje Ec(,i)((@)

pozitivan za barem jedan i € {1,...,8}. Tada postoji beskona¢no racionalnih D(q)-petorki.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je i = 6, tako da je rang krivulje

£

{9(u—1)3(4u—1)(u+1),

g (Q) pozitivan. Ako je i bilo koji drugi indeks, dokaz je slican. Petorka

(u* — 61> + 5u+27/4) (u* — 61 + 8u® —3u+3/4),

u® —16u° +32u° —39/2u* + 101> 4+ 6u*> — 9u+9/16,

(4u* —161° + 14u® + du+3) (u* — 2u° +5/2u% +3/4),

9 —2u—1/2)2(u +1/2)*}

je D(q(u))-petorka za

g(u) = (du* =200 + 132 + 12u) - (3(u— 1) +1/2) (i —2u—1/2))".

Evaluirajuéi elemente petorke te g(u) u nekom u; € Q, dobit éemo racionalnu D(q )-petorku za

sve osim kona¢no mnogo iznimaka u;. Moguée iznimke su racionalni u; takvi da je g(u;) = 0,

ili takvi da je neki element petorke evaluiran u #; jednak nuli, ili takvi da su bilo koja dva
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elementa petorke evaluirani u #; jednaki. Takvi brojevi u; su korijeni kona¢nog broja polinoma
u jednoj varijabli pa je skup iznimaka konacan.
Za fiksan ¢ koji zadovoljava uvjete teorema, znamo da postoji beskonacno racionalnih pa-

rova (yp,u;) tako da vrijedi
yiq = 4ut —20u3 + 13u? + 12u;. (3.30)

Za svaki takav par (y,u; ), neka je

1
T 3 - )2+ 1/2) (6 —2u1 —1/2)°

Vrijedi da je g(u;)n* = q.
Tada je petorka
{9 = 1)y = D)y + 1),
(dd — 613 4 3 2
1 —6uj +5u; +27/4)(u} — 6uy + 8uj —3u; +3/4)n,
(8 — 16us 5 4 3 2
; uj +32uy —39/2ui + 10uy + 6uj —9u; +9/16)n, (3.31)
(4u} — 1603 + 14u? +4uy +3) (uf — 203 +5/2u3 +3/4)7,
9(ut —2u — 1/2)%(u +1/2)n }

racionalna D(q)-petorka, za sve osim kona¢no mnogo iznimnih parova (y,u;). Zadnja stvar
koju treba obrazloziti je zasto upravo opisan skup racionalnih D(g)-petorki nije konacan. Za
svaku takvu petorku {A, B,C, D, E} promatramo kvadratnu petorku {A% B> C2 D? E?}.

Kada bi skup (3.31) racionalnih D(g)-petorki bio konacan, onda bi bio konacan i njoj pri-
druZen skup kvadratnih petorki. Lako se vidi da su elementi svake kvadratne petorke racionalne
funkcije u varijabli u. Nije teSko pokazati da ako postoji samo kona¢no mnogo razli¢itih kva-
dratnih petorki, da se pojavljuje samo konacno razlicitih brojeva u;. Bududi da to nije istina,

lazna je i pretpostavka da postoji samo kona¢no mnogo petorki opisanih sa (3.31). |

Teorem 3.3.6. Uz pretpostavku Slutnje o parnosti vrijedi:

(a) Za svaki kvadratno slobodan g € N u barem 295026 klasa ostataka mod 394680 postoji

beskonacno racionalnih D(q)-petorki.

(b) Za svaki kvadratno slobodan g € —N u barem 295435 klasa ostataka mod 394680 postoji

beskonac¢no racionalnih D(g)-petorki.
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Dokaz. Magma kod nalazi se u Odjeljku 5.2.3. Najmanji zajednicki viSekratnik perioda N; iz
Teorema 3.3.4 je 394680. Dokaz za negativne g se provodi na isti nacin kao i za pozitivne g
pa pretpostavljamo da je g kvadratno slobodan prirodan broj. Teorem 3.3.4 (d) kaze da ako je
g mod 120 u jednoj od 47 klasa ostataka da je rang krivulje E,§6)(Q) pozitivan. Kombinirajuéi

rezultate za preostale krivulje E (@) zakljuCujemo da ako je ¢ u jednoj od 295026 klasa ostataka

mod 394680 da je rang bar jedne od krivulja E(gi) (Q) pozitivan. Teorem 3.3.5 zavr§ava dokaz.

Napomena 3.3.7. Postoji 296010 klasa ostataka mod 394680 koje sadrZe kvadratno slobodne
brojeve. Teorem 3.3.6 pokriva 99.5% svih klasa mod 394680. Slutimo da Teorem 3.3.6 vrijedi

za sve kvadratno slobodne g € Z, a time i za sve ¢ € Q, ali to nismo uspjeli dokazati.
Slutnja 3.3.8. Za svaki g € Q postoji beskonaéno mnogo racionalnih D(g)-petorki.

Napomena 3.3.9. Za svaki kvadratno slobodan g € 7Z takav da je |g| < 1000 te g # 19,341
vrijedi da je rang barem jedne od krivulja Eg) neparan, a onda nuzno i pozitivan. Posebno,
za g = 341 vrijedi Rang(Eq(l)) = Rang(Ef)) = Rang(EéS)) = 2. Za g =19, Petricevié je eks-
perimentalno pronasao velik broj racionalnih D(q)-petorki. Najmanji pozitivan g za kojeg ne

znamo postoje i racionalne D(g)-petorke je 1579.
Radi potpunosti, navodimo D(g(u))-petorke za sve E;,i € {1,...,8}.
{900:/‘ +4320u” — 1161u” — 3438u + 1404,

1600u* — 16001 4+ 1100u> — 920u + 396,

100u* 4 17600 — 1201u® — 542u + 324, (3.32)

2500u* — 40001 +959u* + 514u + 36,
3600u* — 2880u> — 1584u> + 864u + 324}

je D (1200 + 1645u* — 410u — 35) - [6(10u> — 4u — 3)]* ) -petorka,
{378u2 — 405u + 108,
32u* — 64u® + 122u* — 117u + 36,
32u* — 16u° + 80u®> — 78u + 18,
128u* — 160u> + 261> + 15u,
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288u* — 28813 + 90> — 9u}

je D ((—80u* + 148u> — 65u> — 12u+9) - [3(4u — 1)]* ) -petorka,
{352u4 2443 — 1292 4+ 122u — 20,

4ub + 161> + 48u™ + 48> — 164u* + 104u — 20,
4ub — 2417 + 112u* — 1200 + 47u” — 14u + 4,
16u® — 161° — 32u* 4+ 1004 — 105u% + 58u — 12,
36u° — 96 + 112u* — 88u> + 48> — 16u +4}

je D ((—28u* — 441> +157u — 106u+21) - [2(3u® —u+1) - (u— 1)) -petorka,
{ — 542 41711 — 90,

32u* — 961> — 6u® + 127u — 30,
32u* + 1440 — 24u* — 26u — 18,
128u* + 961> — 6u> +31u—6,
288u* + 57613 — 5du® — 117u — 18}

je D ((112u* — 100u> — 93u? +92u— 11) - [3- (4u+ 1)]) -petorka,
{450u4 — 16651 +2052u® — 909u + 72,

50u* — 54507 +1092u® — 317u + 44,
800u* — 350u° + 30u® — 158u + 2,
1250u* — 125u® + 192u* — 41u + 20,
4050u* — 405u° — 648u> — 81u}
je D ((300u — 65u® + 161+ 1) -[9- (Su+1) - (u—1)]* ) -petorka,
{576u5 — 1296u* + 2881’ 4+ 1152u® — 864u + 144,
16u® — 19247 +704u® — 7361 — 72u* — 80u® + 624u* — 264u + 81,
16u® —256u8 +512u° — 312u* + 160u° 4+ 961> — 144u +9,
64ud — 384u” + 896u’ — 1024u° + 528u™ — 128u> + 288u” + 48u + 36,
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14418 — 576u” + 576u° — 2881° + 504u* + 1441 + 144u* + T2u + 9}

je D ((4u* = 200% +13u? + 12u) [12+ (2u® + 1) (2u? — 4u—1) - (u—1)]* ) -petorka,
{25u2+30u+20,

4u® + 24u + 20,
9u? —2u—4,
u? 4+ 14u+12,
1612 — 4}
je D ((—40u® — 19u? + 38u +21) - 2%)-petorka i konatno
{324u4 42312 — 198u -+ 180,
64u* +320u° — 52u” — 248u + 60,
100u* — 256u° +239u* + 1061 + 36,

4u* +128u — 490 — 86u + 12,

144u* — 57613 + 4320 + 288u + 36}

jeD ((—144u3 +61u*+94u—11)- [6- (2u® —4u— 1)]2)-petorka.
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4. RACIONALNE D(q)-TROJKE

U ovom poglavlju parametriziramo racionalne D(g)-trojke, za svaki racionalan g koji nije pot-
pun kvadrat. Koristimo tu parametrizaciju kako bismo parametrizirali sve racionalne D(q)-
trojke koje su ujedno i D(0)-trojke te kako bismo parametrizirali sve racionalne D(g)-Cetvorke

koje sadrZe barem jednu regularnu D(g)-trojku.

4.1. PRETHODNI REZULTATI I KONSTRUKCIJE

Kazalicki i Naskrecki su u [28] otkrili nov naCin za parametrizaciju racionalnih Diofantovih
trojki. Prilagodit ¢emo njihovu konstrukciju kako bismo parametrizirali racionalne D(g)-trojke.

Prateci [28], neka je K polje karakteristike razlicite od 2 te A afini prostor nad K. Neka je
D: ab+q=r*, ac+q=s* bc+q=t
afina mnogostrukost u A%, i neka je
D =D\ {abc(a—b)(a—c)(b—c) =0}.
Definiramo mnogostrukosti X iXuA*sa

X: (P90 —q(P—q =~

Xo X\ {k(@®—y")(® =) (" —2%) =0}
Biracionalna preslikavanja p: D — X te p’: X — D dana sa

p(a,b,C,V,SJ) = (I’,S,t,abc)7

ko ko k
/
p x7y7z7k - ( ) ) 7'x7y7z>
( ) —q' Y —q' x*—q

72

definiraju bijekciju skupova 5([( )i X (K), K-racionalnih to¢aka na mnogostrukostima D i X.
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Fiksirajmo K = Q(/g) za neki racionalan ¢ koji nije potpun kvadrat. Neka je X C P*

projektivno zatvorenje mnogostrukosti X,

X: (2 —wiq)(y* —w?q) (2 —wPq) =

Kw?.

Propozicija 4.1.1. Projektivna mnogostrukost X je biracionalno ekvivalentna P?(K).
Dokaz. Neka je ¢ : X — P3(K) racionalno preslikavanje

- (w
2 (wy/g—x)(wPqg—y?):
kw? NCE

q—x)(wq—»")]

O(fx:y:zik:w]) = q—x)(wq—»y):

wy/q- (w
te neka je y: P*(K) — X preslikavanje
(it in)) = [zo- <t32(t12 —3)— (5 -3} +13)

n- (6 —3)(@ - )+

)
_3):
_3):

o (@ —3)d — ) + 3} )
2q13 - (1} —to)(z—f(%)i
1 ( 2_ 2 2
— (= =)+ 3} —t))}
NG 0 )y —13) i3 — i
Direktnim rac¢unom (Magma kod u odjeljku 5.3.1) provjeravamo da su ¢ o i y o ¢ identi-

tete pa su oba preslikavanja ¢ i y biracionalna. |

4.2. PARAMETRIZACIJA D(g)-TROJKI

Koristeéi preslikavanja p’ i y moZemo parametrizirati K-racionalne D(g)-trojke. To su trojke

brojeva {a,b,c} u K takve da su ab + q, bc + g, ac + q kvadrati u K.

Rac¢unamo
ye . _2yg-n@f-1)
) =22 —
(5) —aly BE-DHI=0
b _ 246G -1
(2)*—q B -1)+1-1"
w
R S Y A SRR )
=2 = .
(%) —4 to=1 2t3




Racionalne D(g)-trojke Parametrizacija D(q)-trojki

1z prethodnih jednakosti slijedi

B —1)+12 -1 )2.
B —1)—(3-1)

Nas zanimaju racionalne D(q)-trojke. Da bi K-racionalna D(g)-trojka bila racionalna D(q)-

ac+q=qt}, bc+q=qt3, ab+q=gq- (

trojka, brojevi a,b i ¢ moraju biti racionalni, a brojevi ab + q,bc + g i ac + g moraju biti raci-
onalni kvadrati. Navedene uvjete moZemo pojednostavniti, dovoljno je da su ab+ q,bc+q i
ac + g racionalni kvadrati te da je jedan od brojeva a, b ili ¢ racionalan, jer racionalnost preostala

dva lagano slijedi.

Teorem 4.2.1. Neka su uy,up,uiq € Q, takvi da ¢ nije potpun kvadrat. Trojka (a,b,c) defini-

_ (u* — q)(uf —q)
(u? +q) (u2 —ur) +2u(uruy — q)’
_ @-q)@-q)
(2 +q)(up —uy) + 2u(uyuy —q)°
) + 2t )
—q

je racionalna D(g)-trojka, ako nije degenerirana, to jest, ako su a,b i ¢ racionalni, medusobno
razli¢iti brojevi koji su razli¢iti od nule. Svaka racionalna D(g)-trojka ostvaruje se ovom para-

metrizacijom. Uvjetima degeneriranosti bavimo se u Propoziciji 4.2.2
Dokaz. Kako bi ispunili ac+ ¢ = U i bc + g = U, o€ito mora vrijediti
n=ui\/q 1 t=us/q, zanekeu,uyc Q.
Oznatimo 3 = a+B./q, zaa,B € Q kaoi
rn=a’+qgp? n=B-l=qi—-1, rn=20p—1)=20ap(qui—1).

Tada je

2 2
rntr+r ritratr r—ry—r
ab+q:q(123ﬂ> :q<<1 2 +13y/@)(r1 — 2 3@)

r—r+r\/q (r1—r)?—qr3
g r%—r2 qr3 2r2r3\f
(r1—r)? —qr

Kako bi posljednji izraz bio racionalan kvadrat mora vrijediti

qu2 1 gqu%—l
qul—l qu%—l.

r%—r%—qr§:O<:>Ocz—qﬁ2 + 4.1

58



Racionalne D(g)-trojke Parametrizacija D(q)-trojki

Konacno, analiziramo uvjet ¢ € Q. Oznacimo sa 3 = & — f3,/g. Jednakost (4.1) moZemo zapi-
sati kao

1383 (qui — 1) = e(qu3 — 1). (4.2)

Vi B -1)+1-8) g (5013 B(gd — 1) +7(1 - qud))

213 2t3 E
. . MZ — (1 — u2 us — _
R gy V1 0

Broj /g(t3€ —13) mora biti racionalan iz ¢ega slijedi € = 1. Preostalo je pronaci sve raci-
onalne @, 3, u; te up koji zadovoljavaju (4.1), uz uvjet € = 1. Primijetimo da ako nademo jedno
rjeSenje (a, Bo) u varijablama (¢, ), da moZzemo pronadi sva, jer je (4.1) konika u varijablama

a i B. Koristimo normu na Q(,/g) kako bismo pronasli jedno rjeSenje.

N(06+l3\/21)=a2—q[32:q”§_1 :N<1+u2\/t?) _N<1—u1u2q+(u2—u1)\/§)

qui—1 N(l—i—ul\/c?)_ l—qu%
nas vodi do
1— _
o= —— 0 fy=E 4.3)
1 —quy qu1

Koristimo istu tehniku kao i pri rjeSavanju jednadzbe (3.19).
Pravac oo — g = u- (B — Bo) za u € Q sijeCe koniku (4.1) u dvije racionalne tocke. Jedna
od njih je (a, Bo), a druga je opCe rjesenje jednadzbe (4.1):
(2 +q) (1~ wuaq) + 2qu(us — )
(u? —q)(qui —1) ’
(1 +q) (1 —up) +2u(1 — uyurq)
(2 —q)(qui — 1)
UvrStavanjem #1,, i #3 koji ovise o racionalnim brojevima u,u, te u u jednadzbe za a,b i c

B=

dobivamo
N (u* — ) (1 —ulq)
(24 q)(ug —uy) + 2u(ujuag — 1)’
_ (u? —q)(1 —u3q)
- (u? +q)(u2 —uy) +2u(uyupg—1)’

(WP tq)(u 2 — 1)+ 2u(uiupg — 1)
q e

Konacno, ako zamijenimo parametre u; te uy sa u; /q te up /q i promijenimo predznak brojevima
a,b i c, dolazimo do tvrdnje teorema. Napomenimo kako vrijede jednakosti

(q+u?)(uius — q) + 2qu(us — ul))2
(q+u?)(uy —w) +2u(uiuz —q) )

ac+q:u%, bc+q:u%, ab+qg = (
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Racionalne D(g)-trojke Parametrizacija D(q)-trojki

Propozicija 4.2.2. Trojka (a,b,c) dobivena parametrizacijom iz Teorema 4.2.1 je degeneri-

rana ako i samo ako vrijedi bilo koji od sljedeéih uvjeta:

: 2_ .2
(1 uy = us,
(i) uy = 214+ (g
2 u? +q+2uuy
2
i) uy =19 e (uz L WW”) . za neki w; € Q,
2wy u+wi q+uwq
2
i) =279 (ul R T M) za neki wy € Q.
2wy Uu+wo q+uwy

Dokaz. Trojka je degenerirana ako je bilo koji element jednak nuli, bilo koji element nije defi-
niran ili ako su bilo koja dva elementa medusobno jednaka.

Buducdi da ¢ nije potpun kvadrat, a i b ne mogu biti jednaki nula, a broj c je uvijek definiran.
Nazivnici od a i b te brojnik od ¢ su isti broj (barem u neskracenom obliku u parametrizaciji
Teorema 4.2.1) pa je dovoljno gledati kada je taj broj jednak nula. Lako se izracuna da je
to to¢no slucaj (ii) nase propozicije. Takoder se lako vidi da je uvjet a = b slucaj (i) nase
propozicije.

Uvjeti a = c te b = ¢ su simetri¢ni za racunanje (zamjenom varijabli u; i uy) te je dovoljno
rijesiti jedan od ta dva uvjeta. Promotrimo §to se zbiva kada je a = c. IzjednaCavanjem izraza

za a i ¢ imamo

g (e aY

w% +q
2w

Vidimo da u% — g mora biti potpun kvadrat, §to je istina ako i samo ako je u; = , Za

w1 € Q. Korjenovanjem jednadzbe (4.4) nakon malo sredivanja imamo

(4 +q) (W] +4) +2uq % (£ —g) (Wi —q).

2= 2(u+wy)(g+uwy)

Ako u brojniku umjesto + piSe +, odnosno —, dobijemo da je

q-+uwi q(u+wr)
Uy = odnosno uy =——=

u—+wp qg+uw;

Uvjet a = ¢ je opisan sluc¢ajem (iii) nase propozicije. Kao §to smo ve¢ naveli, uvjet b = ¢ je

simetri¢an racunom i opisan je slu¢ajem (iv) propozicije. Time je propozicija dokazana. |

60



Racionalne D(g)-trojke Rezultati koji koriste parametrizaciju

4.3. REZULTATI KOJI KORISTE PARAMETRIZACIJU

4.3.1. Racionalne D(g)-trojke koje su i D(0)-trojke

Definicija 4.3.1. Racionalna D(0)-trojka (a,b,c) je trojka racionalnih brojeva takvih da su

ab,bc i ac potpuni kvadrati.

Zelimo parametrizirati sve racionalne D(g)-trojke koje su ujedno i D(0)-trojke. Primije-
timo da ako su dva broja iz skupa {ab,bc,ac} kvadrati, da je nuzno i tre¢i broj kvadrat jer je
(ab)(bc)(ac) = (abc)?. Koristeéi parametrizaciju racionalnih D(g)-trojki Teorema 4.2.1 mo-

Zemo parametrizirati D(g)-trojke koje su ujedno i D(0)-trojke.

Teorem 4.3.2. Svaka racionalna D(q)-trojka koja je i D(0)-trojka parametrizirana je sa wi, wy,u €

Q izrazima
. W} — g2 )
2w (uwy — uwy —wlwz+q)(uw1wz —qu—qgwi+qw)’
. wi (=) — g)

2wo (uwy — uwy —wiwa +q) (uwiwa — qu— qwy +gwa)’
(uw1 —uws —wiwa + q) (uwiwy — qu — qwi +qw»)
2wiwy (u? —q)

ako trojka (a,b,c) nije degeneri¢na.

Dokaz. Vrijedi ac = ”1 qte bc= u2 q iz Cega se lako dobije da je nuzno i dovoljno da je

wi+q . _ witgq
2W1 ’ 2= 2W2 ’

Uy = wi,wp € Q.

Postoji elegantnija, simetri¢na parametrizacija takvih trojki.

Teorem 4.3.3. Sve racionalne D(g)-trojke koje su i D(0)-trojke parametrizirane su sa ty,1,t3 €

Q izrazima

2 g*l‘3 ’ 2 E*l‘l ’ 2 Q*tz

(o) (oe) 1 (Eee)En) 1 (Eee)(En)

Trojka nije degeneri¢na ako vrijede sljedeci uvjeti, gdje je i # j:

t; 0, l‘i#:lzl‘j, l‘,‘l‘j#:l:q.
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Racionalne D(g)-trojke Rezultati koji koriste parametrizaciju

Dokaz. Nekaje ab+q = r? te ab = d?. Sli¢no kao u dokazu Teorema 4.3.2, nuzno je i dovoljno

1
dajed= 3 (tg —t1) , zaneki t; € Q. Sli¢no, ako je ac = e? i bc = f2, mora biti
1

1 1
e:§<g_t2)7 f:§<g—t3>, zaneke 1,13 € Q.

Sada je

la] = Va? = \/(ab) ac)/(be) = \/d>¢> | 2 = |de/ f
iz Cega slijedi |b| = |fd/e| te |c| = |ef/d|. Primijetimo da su elementi a, b i c ili svi istovremeno
pozitivni ili istovremeno negativni jer su umnosci ab, bc te ac kvadrati. Ako nam parametri
(t1,12,13) daju trojku (a,b,c), onda nam parametri (—fy,1,t3) daju trojku (—a, —b, —c), zato je
svaka trojka ostvarena navedenom parametrizacijom.
Racunski se provjeri da je trojka (a,b,c) opisana gornjom parametrizacijom zaista raci-

onalna D(q) i D(0)-trojka. [
Propozicija 4.3.4. Parametrizacije iz Teorema 4.3.2 i 4.3.3 su biracionalno ekvivalentne.

Dokaz. Definiramo preslikavanja ¢;: A*(Q) — A3(Q) i y;: A*(Q) — A*(Q) jednadzbama

WoawiU+waq —wi1q — qu
O1(wi,wo,u) = | wy wa |,

" Wowy +wou —wiu—q

q(tr+13 —11)—11l2t3)

H.b.rR)=\|H.t
Wl(laZ? 3) (1’3’ q-+nhty —tit) —ht3

Racunski se provjeri da su ¢ o ¥ te wo ¢ identitete, kao i sljedeca Cinjenica: Ako je Py (wy,wa,u)

parametrizacija iz Teorema 4.3.2, a P,(t1,1,,t3) parametrizacija iz Teorema 4.3.3, onda vrijedi

Py =Pro¢1, Pr="Pioyj.

4.3.2. Racionalne D(q)-Cetvorke koje sadrZe regularnu trojku

Neka je (a,b,c) racionalna D(g)-trojka dobivena parametrizacijom iz Teorema 4.2.1. Znamo
da je ac+q = u? i definiramo d = a+ c+2uy, tada su ad + g te cd + g kvadrati. Da bi (a,b,c,d)
bila racionalna D(q)-Cetvorka, broj bd + g mora biti kvadrat, a cetvorka (a,b,c,d) ne smije biti

degeneri¢na. Pripadaju¢i Magma kod je u Odjeljku 5.3.2. Izraz bd + g jednak je

bd +q = f3(u,ur,u2,q) > ( fa(u,u2, )1} + fi(w,u, q)us + folue,u2,9) )
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gdje su f; polinomi zadani formulama

Fy(,ur,u2,q) = (wpu—u? 2 — q/2)uy +upu® 2+ urq /2 — ug,
falu,u2,q) = 5u” — 23uq +15° — ui’ g+ upuq® +u'q/4+ g’ [2—34° /4,
fi(u,ua,q) = us® + uiug — 3w3u°q — 13q* + 2u5uq* — uru*q/2 + u2q’ )2+ g —ug’,
Sfolu,uz,q) = %(ugu4 + 2512 q +1aq* — hidu’ g — dudug® — usu'q
+ 631l — 3q +utq? — 2% qP + 4.

Zanima nas kada Ce

P(ul) = f2(u)u27q)u% +f1 (%”2#)”1 +f0(uau27Q)7

polinom varijable u; nad poljem Q(u,u3,q), biti potpun kvadrat. Racunskom provjerom vidimo

da vrijedi

Pluz) = falut, 2, gV + f1 (1,12, gz + fou,2,q) = (a4 12)2— q/2) (13— q) ) -

Sli¢no kao pri rjeSavanju jednadzbi (3.19) ili (4.1), uvodimo novi parametar z te Zelimo pronaéi

rjeSenja kvadratne jednadzbe
2 2 2
(21 — ) + (wau+u? /2~ q/2) (13— q) )" =P ()

po varijabli u;. Znamo da je jedno rjeSenje u; = up, a drugo rjeSenje je racionalna funkcija

w1 (u,u2,2,q) takva da je P(u (u,12,2,q)) € (Q(u,u2,2,4)*)* . Opée rjesenje je

B(”)”Z)Z)Q)
U =————= 4.5
' N, zq) “
gdje su polinomi B i NV dani formulama
B(u,uy,z,q) = — u§u2 — u§u3 + u%uq + 3u§u2q + 2u%uz + u%lfq + u%uzz — 3u%uq2 — u%qz

+ u2u4q/4 — u2u2q2/2 — 2upuqz+ u2q3 /4 — 2> — u3q2 — uzqz + uq3 + qzz,

N(u,uz,2,q) :u‘z‘u2 — 2u§uq + u%q2 — up g+ urug® + u4q/4 + u2q2/2 — 3q3/4 -2

Teorem 4.3.5. Neka su u, u; te z slobodni racionalni parametri, #; odreden jednadzbom (4.5),
brojevi a, b te ¢ odredeni parametrizacijom Teorema 4.2.1, te d = a+c + 2u;.

Cetvorka brojeva (a,b,c,d) parametrizirana sa (u,u»,z) je racionalna D(q)-etvorka koja
sadrzi regularnu trojku (a,c,d), ako Cetvorka (a,b,c,d) nije degeneri¢na. Svaka racionalna

D(g)-Cetvorka koja sadrzi regularnu trojku realizira se ovom parametrizacijom.
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Napomena 4.3.6. Mnoge dosadasnje konstrukcije D(g)-m-torki po¢injale su od D(q)-para ko-
jeg se po regularnosti prosirilo do D(g)-trojke. Parametrizacija svih D(gq)-trojki moZe dovesti do
novih ideja u takvim konstrukcijama. Kao primjere navodimo konstrukciju petorki u Poglavlju

3, kao i konstrukciju jakih D(q)-trojki u lanku Dujelle, Paganina i Sadeka [20].
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5. MAGMA KODOVI

U ovom poglavlju navodimo eksplicitne kodove u ra¢unalnom programu Magma koje smo ko-
ristili u radu, zajedno s komentarima kako bi se lakSe koristili. Kodovi su pripremljeni kako bi

se mogli direktno kopirati i koristiti, svaki komentar unutar koda pocinje s dvije kose crte //.

5.1. KODOVI KORISTENI U DRUGOM POGLAVLJU

5.1.1. Osnovni racun za krivulju Ej,

Kod koristen za racune na stranicama 261 27 :

QQ:=Rationals ();
U<x1,yl,gq>:=FunctionField (QQ,3);

/! Funkcijsko polje u parametrima x1,yl,q.
L<x,y>:=PolynomialRing (U,2);
m:=(x1"2—q)*(yl*2—q);

// Kako bi (x1,yl) stvarno bila na D_m, broj m definiramo ovako.
D:=Curve (AffineSpace (L) ,(x"2—q)*(y"2—q)—m);
Dbar:=ProjectiveClosure (D);

// Krivulja D_m i njeno projektivno zatvorenje.
Pl:=Dbar![x1,yl];

RDbar:=Dbar![—yl,x1];
SDbar:=Dbar![—x1,y1];

/' tocke na krivulji Dbar
El,fl1:=EllipticCurve (Dbar,P1);
d2:=4xq"2—2xm,;
dl:=m"2;
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Magma kodovi Kodovi koristeni u drugom poglavlju

E:=EllipticCurve ([0,d2,0,d1,0]);
_,el:=Islsomorphic (E1,E);
_,ffl:=IsInvertible (f1);
_,eel:=Islsomorphic (E,El);
// Krivulje Dbar, El te E (u radu oznacavana sa E_m) su biracionalne.
/! Krivulja El je pomocna krivulja koju ne spominjemo u radu.
R:=el (f1 (RDbar));
S:=el (f1(SDbar)); //tocke na E
f:=flxel;
_,f_inv:=IsInvertible (f);
/! biracionalna preslikavanja f:Dbar —> E te f_inv:E —> Dbar
DD<j ,k>:=FunctionField (Dbar);
pom:=1f([j.k]);
//1j,k] je genericka tocka na Dbar, pom je njena slika na E.
f_inv (S—pom);
f_inv (R+pom); // Provjera jednakosti (2.1).
de:=DefiningEquations (f_inv);
proj_g:=map<Domain(f_inv)—>ProjectiveSpace (U, 1)l
[(de[1]7"2—qgxde[3]72)x(x1"2—q),de[3]"2]>;
g:=map<Domain(f_inv)—>AffineSpace (U, 1)
[((de[1]/de[3D 2 —q)*(x1"2—q)]>;

// Projektivna i afina verzija funkcije g.

5.1.2. Kod iz Propozicije 2.2.1

Kod koristen u dokazu dijelova Propozicije 2.2.1. Kako bi ra¢unali nad poljem Q(,/g) koristimo
trik. Funkcijsko polje éemo definirati pomo¢u parametra q1, a onda éemo staviti ¢ = (g1)?.
QQ:=Rationals ();

U<x1,yl,ql>:=FunctionField (QQ,3);

q:=ql"2;

L<x,y>:=PolynomialRing (U,2);

m:=(x1"2—q)*x(yl*2—q);
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D:=Curve (AffineSpace (L) ,(x"2—q)*(y"2—q)—m);
Dbar:=ProjectiveClosure (D);
Pl:=Dbar![x1,yl];
RDbar:=Dbar![—yl,x1];
SDbar:=Dbar![—x1,y1];

/!l tocke na krivulji Dbar
El,fl1:=EllipticCurve (Dbar,P1);
d2:=4xq"2—2xm,;
dl:=m”"2;

E:=EllipticCurve ([0,d2,0,d1,0]);
_,el:=Islsomorphic (E1,E);
_,ffl:=IsInvertible (f1);
_,eel:=Islsomorphic (E,El);
R:=el (f1 (RDbar));
S:=el(f1(SDbar));

f:=flxel;

_,f_inv:=IsInvertible (f);

de:=DefiningEquations (f_inv);
proj_g:=map<Domain(f_inv)—>ProjectiveSpace (U, 1)I
[(de[1]"2—qgxde[3]72)*x(x1"2—q),de[3]"2]>;
g:=map<Domain(f_inv)—>AffineSpace (U, 1)l
[((de[1]/de[3D"2—q)*(x1"2—q)]>;

_,R1:=1IsDivisibleBy (S,2);

R2:=R1+2xR;

S1:=R1-R;

S2:=R2+R;

// Definicija tocaka R1, R2, S1, S2.

proj_g(S1);

proj_g(S2);

proj_g(R1);
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proj_g(R2);
// Provjera da su tocke S1, S2 nultocke od g te R1, R2 polovi od g.

5.1.3. Kod za primjer iz Propozicije 2.4.2

U Odjeljku 2.4 nalaze se primjeri, ovo je kod za raCunanje s primjerom iz Propozicije 2.4.2:

QQ:=Rationals ();
U<t>:=FunctionField (QQ);

x1l:=1;
q:=—3;
yli=t;

L<x,y>:=PolynomialRing (U,2);
m:=(x1"2—-q)*(yl"2—q);

D:=Curve (AffineSpace (L) ,(x"2—q)*(y"2—q)—m);
Dbar:=ProjectiveClosure (D);
Pl1:=Dbar![x1,yl];
RDbar:=Dbar![—yl,x1];
SDbar:=Dbar![—x1,y1];
El,fl1:=EllipticCurve (Dbar,P1);
d2:=4xq"2—2xm;

dl:=m"2;

E:=EllipticCurve ([0,d2,0,d1,0]);
_,el:=Islsomorphic (El,E);
_,ffl:=IsInvertible (f1);
_,eel:=Islsomorphic(E,El);

R:=el (f1 (RDbar));
S:=el(f1(SDbar));

f:=flxel;

_,f_inv:=Islnvertible (f);

function g(A)
return (f_inv(A)[1]"2—q)*(x1"2—q);
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end function;

function g2(A)
return (f_inv(A)[1]"2—q);
end function;
// alternativna definicija funkcije g i jedna pokrata.

function dajcetvorku(A,B,C)

tl:=g2(A);
t2:=g2(B);
t3:=g2(C);
_,al:=IsSquare(tl*t2*t3/m);
a2:=tl/al;
a3:=t2/al;
ad4:=t3/al;

return [al ,a2,a3,a4];
end function;
/! funkcija "dajcetvorku" uzima trojku tocaka (A,B,C) na E,
//'za koje pretpostavljamo da zadovoljavaju uvjete
// nedegenericnosti i vraca racionalnu D(q)—cetvorku.
Q1:=S+R;
Q2:=2x8S;
Q3:=3x%S;
cetvorka:=dajcetvorku (Q1,Q2,Q3);

cetvorka;

5.2. KODOVI KORISTENI U TRECEM POGLAVLIJU

5.2.1. Krivulja E

Kod koji smo koristili kako bi nasli jednadzbu krivulje E, danu sa (3.24) te racunali tocke S;

dane sa (3.25). Ujedno, provjeravamo je li elipticki regulator tocaka S; razlicit od nule.

QQ:=Rationals ();
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P<u>:=FunctionField (QQ);
R<c,z1>:=PolynomialRing (P,2);

SetClassGroupBounds ("GRH");

function Fnum(x)
return Factorization (Numerator(x));

end function;

// Polinom "pol" je desna strana jednakosti (3.22).
pol:=(u”4 + u”2 + 7)xc™4 + (—6xu”5 — 21xu”3 + 6%xu”2 — 9xu + 3)/
(ur2 — 1/4)*xc”3 + (—2%xu”™8 + 2xu™7 + 121/4%u”6 — 19/2*%xu”5 +
199/8+u”4 — 83/4%xu”3 + 47/8+xu”2 +5/4xu — 13/8)/(u™4 — 1/2%xu”2 +
1/16)xc”2 + (3xu”7 — 15/2%xu”6 — 75/2%xu”5 + 33xu”4 — 81/4%xu”3 +
21/2%xu”2 — 9/4%xu + 3/4)/(u”4 — 1/2%xu”2 + 1/16)xc + (u”8+ u”r7 —
29/4%u”6 + 5/2xu”5 + 409/16xu™4 — T77/4%xu”3 + 25/16*xu”2 — 5/4xu +
19/16)/(ur4 — 1/2%xu”2 + 1/16);

// C je krivulja definirana u (3.22),

//PC je njeno projektivno zatvorenje.
C:=Curve (AffineSpace (R),z1"2—pol);
PC:=ProjectiveClosure (C);

/! ptPC je "ocita" tocka na PC pomocu koje dolazimo do E.

// f: PC — E je biracionalno preslikavanje.
ptPC:=PC![1,(4*u”3 — 8xu”2 + 4xu)/(u”2 — 1/4)];
E,f:=EllipticCurve (PC, ptPC);

// f_inv :E — PC je biracionalni inverz preslikavanja f.
_,f_inv:=IslInvertible (f);

/1 ptPCi su tocke na PC takve da je f(ptPCi)=Si na E.

// Koordinate tocaka Si su navedene u (3.25).

ptPC1:=PC![(—-1/2%u”2 + u + 1/4)/(u”2 — 1/4),(3/4xu”6 + 3/2*xu”5 —

70



Magma kodovi Kodovi koristeni u trecem poglavlju

3/2«xu”4 — 3xu”3 + 3/4x%xu”2 + 3/2xu)/(ud — 1/2xu”2 + 1/16)];
S1:=f(ptPC1);

ptPC2:=PC![1/(2*xu—1),(u?5 — 7/2+«u”3 + 3%xu”2 — 1/2xu)/(u”3 —
1/2%xu”2 — 1/4%xu + 1/8)];

S2:=f(ptPC2);

ptPC3:=PC![5/(2*xu—1),(u?5 — 13/2%u”3 + 29/2xu + 9)/(u”3 —
1/2xu”2 — 1/4xu + 1/8)];

S3:=f(ptPC3);

ptPC4:=PC![3/(2*xu+1),(u?5 + u4 — 7/2%xu”3 — u™2 + 7/2%xu — 1)/
(u”r3 + 1/2%u”2 — 1/4%xu — 1/8)];

S4:=f(ptPC4);

ptPC5:=PC![3/(2*u+1),—(u”5 + u™ — 7/2%u”3 — u”2 + 7/2%xu — 1)/
(u”r3 + 1/2%u”2 — 1/4%xu — 1/8)];

S5:=f(ptPC5);

/! Provjera je 1li elipticki regulator tocaka Si razlicit od nule.

Determinant (HeightPairingMatrix ([S1,S2,S3,54,S51]1));

5.2.2. Kod za racunanje petorki iz toCaka na E
Prvo racunamo tocke Q; iz Tablice 3.2.

// niz koordinata u tockama Si koje odredjuju tocke Qi,
// dane u Tablici 3.1.

seq_of_coords:

[

[ -4, =2, -2, 3, 5 ],
[ -4, -1, =2, 2, 4 ],
[ -3, -1, =2, 1, 4 ],
[ -3, -1, -1, 2, 3 1],
[ -2, -1, =2, 2, 4 ]
[

[
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[ 07 07 09 _17 1]
1

function coords_to_point(coor)
pom:=coor[1]*Sl+coor[2]*S2+coor[3]*S3+coor[4]*S4+coor[5]*S5;
return pom;

end function;

// Tocke Qi iz Tablice 3.1

’

Ql:=coords_to_point(seq_of_coords[1

’

Q2:=coords_to_point(seq_of_coords [2

B

Q3:=coords_to_point(seq_of_coords [3

Q5:=coords_to_point(seq_of_coords [5

B

Q6:=coords_to_point(seq_of_coords [6

B

Q7:=coords_to_point(seq_of_coords [7

B

D
D
D
Q4:=coords_to_point(seq_of_coords [4]);
D
D
D
D

Q8:=coords_to_point(seq_of_coords [8

’

Definiramo funkciju 6 varijabli, IsQuintuple. Prvih 5 varijabli su elementi D(q)-petorke,
Sesta varijabla je broj (ili funkcija) ¢ (ili g(u)). Funkcija IsQuintuple provjerava jesu li prvih 5

elemenata D(q)-petorka gdje je g Sesti element.

function IsQuintuple (quint)
if quint[1] ne quint[2] and quint[1] ne quint[3] and
quint[1] ne quint[4] and quint[1] ne quint[5] and quint[2]
ne quint[3] and quint[2] ne quint[4] and quint[2] ne quint[5]
and quint[3] ne quint[4] and quint[3] ne quint[5] and quint[4]
ne quint[5] and quint[1] ne O and quint[2] ne O and quint[3]
ne 0 and quint[4] ne O and quint[5] ne O and quint[6] ne O
and IsSquare(quint[1]* quint[2]+ quint[6]
and IsSquare(quint[1]* quint[3]+ quint[6]
and IsSquare(quint[1]* quint[4]+ quint[6]
| |

~— N~ N~

and IsSquare(quint[1]* quint[5]+ quint[6
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and IsSquare(quint[2]* quint[3]+quint[6])
and IsSquare(quint[2]* quint[4]+quint[6])
and IsSquare(quint[2]* quint[5]+ quint[6])
and IsSquare(quint[3]* quint[4]+quint[6])
and IsSquare(quint[3]* quint[5]+quint[6])
and IsSquare (quint[4]+quint[5]+quint[6])
then give:=true;

else give:=false;

end if;

return give;

end function;

Kod koji opisuje kako racunamo petorke iz tocaka Q;. Koristimo f_inv: E — PC i uzimamo
prvu kordinatu, funkciju c¢(u), u kodu oznacenu sa c. Funkcija PointToQuint uzima neku to¢ku
na E te koristeéi opis na stranici 43 (odmah ispod (3.25) definira ostale brojeve potrebne za

racun.

function PointToQuint(pt)
:=f_inv(pt)[1];

o

r:=1;

p:=(u2xc+c/2+1/2-2xu)/(u”2—-1);
b:=(ur2—-3xuxc/2—u/2+1)/(u”2-1);
X:=p+r+c;

vi=cA24+xM2—pM2—r1r N2

a:=p—r;

d:=p+r;

alpha :=1/v*(p"2—x"2+4V)* (" 2—x"2+4Vv);

A:=a2—alpha;
B:=b*2—alpha;
C:=c"2—alpha;
D:=d"2—alpha;
quint:=[A,B,C,D,x"2,alphaxx"2];

if IsQuintuple(quint) eq true then give:=quint;
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else give:=false;
end if;
return give;

end function;

Funkcija mod_square koja racuna polinom P odreden jednadzbom (3.27). Funkcija prima
racionalnu funkciju varijable u te vraca kvadratno slobodan polinom varijable u#. Polinom P je
odreden do na mnoZenje racionalnim kvadratom pa se moZe razlikovati od vrijednosti u Tablici
3.2. Prvi izlaz funkcije Fnum (definirane na pocetku prvog koda ovog odjeljka) vraéa faktori-
zaciju brojnika racionalne funkcije, a drugi izlaz vraca vodeéi koeficijent. U principu briSemo
sve kvadratne faktore polinoma koji je jednak brojniku racionalne funkcije pomnoZenom sa

nazivnikom racionalne funkcije.

function mod_square(rat_func)
pol:=rat_funcxDenominator(rat_func )”2;
help , help2 :=Fnum(pol);
max:=# help;
give:=help2;
for 1 in [1..max] do
give:=givexhelp[i][1]*(help[i][2] mod 2);
end for;
return Evaluate (give ,u);

end function;
/! Primjer za tocku Q6.

quint:=PointToQuint (Q6);
IsQuintuple (quint);

mod_square(quint [6]);

5.2.3. Kod vezan uz Teorem 3.3.6

Krivulje £ () (u kodu oznaGene sa Ei) iz tablice 3.2 definirane polinomima Pp; iz Tablice 3.2.

Podaci za svaku krivulju su dan u Tablici 3.2, u kodu ih ponavljamo radi lakSeg snalaZenja.
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QQ:=Rationals ();
SetClassGroupBounds ("GRH");
R<u,y>:=PolynomialRing (QQ,2);

/!l Konduktor ove krivulje je 1650, period od W(EA{1}_t) je 6600
Cl:=Curve (AffineSpace (R),y*"2—(—3/4xu”3 + 329/320%xu”"2 —
41/160xu — 7/320));
PCl:=ProjectiveClosure (Cl);
El:=EllipticCurve (PC1);

/! Konduktor ove krivulje je 624, period od W(EA{2}_t) je 312
C2:=Curve (AffineSpace (R) ,y*"2—(—-5/4xu”4 + 37/16%u”3 —
65/64+xu”2 — 3/16%xu + 9/64));

PC2:=ProjectiveClosure (C2);

E2:=EllipticCurve (PC2);

/! Konduktor ove krivulje je 330, period od W(E~{3}_t) je 1320
C3:=Curve (AffineSpace (R) ,y"2—(—7+«u”4 — 11%xu”3 + 157/4%u”2 —
53/2xu + 21/4));

PC3:=ProjectiveClosure (C3);

E3:=EllipticCurve (PC3);

// Konduktor ove krivulje je 4400, period od W(E~{4}_t) je 88
C4:=Curve (AffineSpace (R) ,y"2—(7/4%xu”4 — 25/16*%u”3 — 93/64xu”2 +
23/16%xu — 11/64));

PC4:=ProjectiveClosure (C4);

E4:=EllipticCurve (PC4);

/!l Konduktor ove krivulje je 14520, period od W(E~{5}_t) je 264
C5:=Curve (AffineSpace (R),y"2—(3*u”3 — 13/20%xu”2 + 4/25xu + 1/100));
PC5:=ProjectiveClosure (C5);

E5:=EllipticCurve (PC5);
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/!l Konduktor ove krivulje je 30, period od W(EA{6}_t) je 120
C6:=Curve (AffineSpace (R),y"2—(4xu”4 — 20xu”3 + 13xu”2 + 12xu));

PC6:=ProjectiveClosure (C6);
E6:=EllipticCurve (PC6);

/! Konduktor ove krivulje je 330, period
C7:=Curve (AffineSpace (R),y"2—(—5/2xu”3 —

PC7:=ProjectiveClosure (C7);
E7:=EllipticCurve (PC7);

/! Konduktor ove krivulje je 690, period
C8:=Curve (AffineSpace (R) ,y*2—(—9/4xu”3 +

PC8:=ProjectiveClosure (C8);
E8:=EllipticCurve (PC8);

od W(EAM7}_t) je 1320
19/16%xu”2 + 19/8xu + 21/16));

od W(EA{8} _t) je 2760
61/64xur2 + 47/32xu — 11/64));

/! Pomocna funkcija radi kraceg pisanja.

// QT(E,d) je kvadratni tvist
/! Ako je E dana sa y"2=p(x),
// QT(E,d) definiran sa dy”2=p(x).

function QT(E,d)
return QuadraticTwist(E,d);

end function;

krivulje E za d.

Ovdje definiramo nizove seq_Ei, gdje svaki ¢lan niza ima dvije koordinate. Neka je i fiksan

broj iz skupa {1,...,8}. Prva koordinata nekog elementa seq_FEi[j][1] je j mod N;, gdje je N; je

period za krivulju E(), dan u Tablici 3.2. Posebno, seq_Ei[N;][1] stavljamo da je jednak N;, a

ne nula. Druga koordinata seq_Fi[/][2] je 0 ili 1. Nadalje u racunu pretpostavljamo da vrijedi

Slutnja o parnosti. Kako bi izracunali drugu koordinatu, na primjer seq_E6[j][2], uzimamo

kvadratno slobodan broj j1 istog predznaka kao j, zakoji vrijedi j1 = j (mod 120). Nakon toga

racunamo predznak kvadratnog tvista za j1 krivulje E(©), to jest, RootNumber(QT (E6, j1)).
Vrijednost (1 — RootNumber(QT (E6, j1)))/2 spremamo u seq_E6[;][2]. Broj seq_E6][/][2] je
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jednak Rank(QT (E6, j1)) (mod 2) prema Slutnji o parnosti. seqfinal je niz za koji uzimamo

u obzir svaki seq_Fi kao uniju. Broj 394680 je najmanji zajednicki viSekratnik perioda N;.

seqfinal[j][2] ima vrijednost 1, ako postoji krivulja E() takva da je seq_Ei[j mod Ni][2] = 1.

U konacnosti, ako je g prirodan kvadratno slobodan broj takav da je ¢ = j (mod 394680) te

seqfinal[j][2] = 1, onda postoji beskona¢no racionalnih D(g)-petorki.

Ako je g negativan kvadratno slobodan cijeli broj takav da je —g = j (mod 394680) te

seqfinal_neg|;][2] = 1, onda postoji beskona¢no racionalnih D(g)-petorki.

seqfinal :=[[n,0]:n in [1..394680]];

seq_El1:=[[n,0]:n in [1..6600]];
seq_E2:=[[n,0]:n in [1..312]];
seq_E3:=[[n,0]:n in [1..1320]];
seq_E4:=[[n,0]:n in [1..88]];
seq_E5:=[[n,0]:n in [1..264]];
seq_E6:=[[n,0]:n in [1..120]];
seq_E7:=[[n,0]:n in [1..1320]];
seq_E8:=[[n,0]:n in [1..2760]];
/!l Racunanje seq_Ei[j][2] objasnjeno na EIl.
/! Za krivulju El1, period N_1 je 6600 pa iskljucujemo brojeve j
// koji su visekratnici od 4 ili 25 (za njih stavimo seq_Ei[j][2]=0).
/! Provjerimo je 1i j kvadratno slobodan. Ako nije, pronadjemo
/! kvadratno slobodan jl1 istog predznaka kao j takav da je
// jl==j mod 6600. Za jl1 racunamo parnost ranga od QT(E6,jl) koristeci
// predznak krivulje QT(E6,jl) (naravno, uz pretpostavku Slutnje
/! o parnosti) i taj podatak spremamo u seq_E1[j][2].
for j in [1..6600] do

if j mod 4 ne 0 and j mod 25 ne O then
i:=0;
while not IsSquarefree (i*6600+j) do i:=i+1;

end while;
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seq_E1[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E1,i%x6600+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..312] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%312+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E2[j1[2]:=(1 —RootNumber (QT(E2,i%312+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..1320] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%1320+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E3[j1[2]:=(1 —RootNumber (QT(E3,1x1320+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..88] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%88+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E4[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E4,ix88+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..264] do

78



Magma kodovi Kodovi koristeni u trecem poglavlju

if j mod 4 ne 0 then
i:=0;
while not IsSquarefree (i*264+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E5[j1[2]:=(1 —RootNumber (QT(ES5,i%264+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..120] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%120+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E6[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E6,ix120+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..1320] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%1320+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E7[j]1[2]:=(1 —RootNumber (QT(E7,1%x1320+j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..2760] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%2760+j) do i:=i+1;
end while;

seq_E8[j1[2]:=(1 —RootNumber (QT(E8,1x2760+j)))/2;

79



Magma kodovi Kodovi koristeni u trecem poglavlju

end if;

end for;

// Racunamo doprinos svakog seq_Ei u niz seqfinal.

for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=1i mod 120;
if temp eq O then temp:= 120;
end if;
seqfinal [i][2]:=seq_E6[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=1i mod 1320;
if temp eq O then temp:= 1320;
end if;
seqfinal[1][2]:=seq_E3[temp][2];
end if;
if seqfinal[i][2] eq O then
seqfinal [i][2]:=seq_E7[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=1i mod 264;
if temp eq O then temp:= 264;
end if;

seqfinal [1][2]:=seq_E5[temp][2];

80



Magma kodovi Kodovi koristeni u trecem poglavlju

end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=1i mod 88;
if temp eq O then temp:= 88;
end if;
seqfinal [i][2]:=seq_E4[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=i mod 6600;
if temp eq O then temp:= 6600;
end if;
seqfinal[1][2]:=seq_El[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=1i mod 312;
if temp eq O then temp:= 312;
end if;
seqfinal [i][2]:=seq_E2[temp][2];
end if;

end for;
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for i in [1..# seqfinal] do
if seqfinal[i][2] eq O then
temp:=1i mod 2760;
if temp eq O then temp:= 2760;
end if;
seqfinal[1][2]:=seq_E8[temp][2];
end if;

end for;

/! Ukupan broj prirodnih kvadratno slobodnih brojeva j mod 394680

// za koje postoji beskonacno racionalnih D(j)—petorki.

b:=0;

for i in [1..# seqfinal] do
b:=b+seqfinal [i][2];

end for;

b;

// Slican racun za negativne j.

seqfinal_neg:=[[n,0]:n in [1..394680]];

seq_El_neg:=[[n,0]:n in [1..6600]];
seq_E2_neg:=[[n,0]:n in [1..312]];
seq_E3_neg:=[[n,0]:n in [1..1320]];
seq_E4_neg:=[[n,0]:n in [1..88]];
seq_E5_neg:=[[n,0]:n in [1..264]];
seq_E6_neg:=[[n,0]:n in [1..120]];
seq_E7_neg:=[[n,0]:n in [1..1320]];
seq_E8_neg:=[[n,0]:n in [1..2760]];
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for j in [1..6600] do
if j mod 4 ne 0 and j mod 25 ne 0 then
i:=0;
while not IsSquarefree (i%6600+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E1_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E1,—1x6600—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..312] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%312+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E2_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E2,—i%312—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..1320] do
if j mod 4 ne O then
i:=0;
while not IsSquarefree (i%1320+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E3_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E3,—i*1320—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..88] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i*88+j) do i:=i+1;

end while;

83



Magma kodovi Kodovi koristeni u trecem poglavlju

seq_E4_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E4,—i%88—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..264] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%264+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E5_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(ES5,—ix264—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..120] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i%120+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E6_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E6,—1%x120—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..1320] do
if j mod 4 ne O then
1:=0;
while not IsSquarefree (i*x1320+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E7_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E7,—i%1320—j)))/2;
end if;

end for;

for j in [1..2760] do
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if j mod 4 ne 0 then
i:=0;
while not IsSquarefree (i*2760+j) do i:=i+1;
end while;
seq_E8_neg[j][2]:=(1 —RootNumber (QT(E8,—i%2760—j)))/2;
end if;

end for;

// Racunamo doprinos svakog seq_Ei_neg u niz seqfinal_neg.

for i in [1..# seqfinal_neg] do
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=1i mod 120;
if temp eq O then temp:= 120;
end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E6_neg[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=i mod 1320;
if temp eq O then temp:= 1320;
end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E3_neg[temp][2];
end if;
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E7_neg[temp ][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
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if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=1i mod 264;
if temp eq O then temp:= 264;
end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E5_neg[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=i mod 88;
if temp eq O then temp:= 88§;
end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E4_neg[temp ][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=i mod 6600;
if temp eq O then temp:= 6600;
end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_El_neg[temp][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=1i mod 312;
if temp eq O then temp:= 312;
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end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E2_neg[temp ][2];
end if;

end for;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
if seqfinal_neg[i][2] eq O then
temp:=i mod 2760;
if temp eq O then temp:= 2760;
end if;
seqfinal_neg[i][2]:=seq_E8_neg[temp][2];
end if;

end for;

// Ukupan broj negativnih kvadratno slobodnih cijelih brojeva j

// mod 394680 za koje postoji beskonacno racionalnih D(j)—petorki.

bneg:=0;

for i in [1..# seqfinal_neg] do
bneg:=bneg+seqfinal_neg[i][2];
end for;

bneg;

5.3. KODOVI KORISTENI U CETVRTOM POGLAVLIJU

5.3.1. Kod iz Propozicije 4.1.1
Racunska provjera Propozicije 4.1.1

QQ:=Rationals ();
P<ql>:=FunctionField (QQ);
P3<tl ,t2 ,t3 ,t0>:=ProjectiveSpace (P,3);
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q:=ql"2;

//isti trik kao i ranije
R<x,y,z,k>:=PolynomialRing (P,4);
pol:=(x"2—q)*(y"2—q)*(z"2—q)—k"2;

X:=Scheme (AffineSpace (R), pol);
Xbar:=ProjectiveClosure (X);

psil :=tOx(t322%(t1"2—t272) —(t0"N2—t222)x(t0"2+t312));
psi2:i=tl «((t0OM2—t2722)*(t0OM2—t3 A2)+t3 2% (t1"2—t272));
psi3 i=t2 % ((t0OM2—t2722)*(t0OM2—t3 "2)+t3 2% (t1"2—t2"2));
psid =2 ql 2% t3 x(t1"M2—t0"2)x(t2"2—t0"2);

psiS:=t0/ql *((t0OM2—t222)x (tON2—t3A2)+t3 /2% (t1"2—t272));

psi:=map<P3—>Xbar | [psil ,psi2,psi3,psid,psiS]>;
tr ,phi:=IsInvertible (psi);

phi;

5.3.2. Kod za Odjeljak 4.3.1

QQ:=Rationals ();
P<u2,u,q,z>:=FunctionField (QQ,4);
R<ul >:=PolynomialRing (P);
a:=(uM2—q)*(ul”2—q)/((u2+q)*(u2—ul)+2*xux*x(ul*xu2—q));
b:=(u2—q)*(u2”2—q)/((ur2+q)*(u2—ul)+2xu*x(ul*xu2—q));
c:=((ur24+q)*(u2—ul)+2xux*(ul*xu2—q))/(ur2—q);
d:=a+c+2xul ;
2 :=(u2”4*xu”2 — 2xu2”3xuxq + u2”2xq”2 — u2*u”3xq +
u2*xuxq”2 + 1/4xu”4xq + 1/2%xu”2xq"2 — 3/4xq"3);
fl:=(u2”4%u”3 + u2™sxuxq — 3*u2”3xu”2xq — u2”3xq”2

+ 2%u2/2xuxq”2 — 1/2%xu2xu”4xq + 1/2xu2%q”3 + u”3%xq"2 — uxq”"3);
fO:=1/4+xu2™xu™4 + 1/2xu2”xu2xq + 1/4*xu2”4xq”2 —u2”3*xu”3xq
— u273xuxq”2 —1/4%u2*2xu”4xq + 3/2xu2”2*xu”2xq”2 — 1/4%u2”2xq”"3
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+ 1/4xu”4xq*2 — 1/2xu”2xq”3 + 1/4xq"4;

f3:=(u2xu — 1/2%u”2 — 1/2xq)*xul + 1/2%xu2xu”2 + 1/2xu2xq — uxq;

pol:=f2xul”2+f1+ul+f0;

(bxd+q)*f372—pol;

_,temp:=IsSquare (Evaluate (pol ,u2));

//u varijablu temp spremamo vrijednost korijena od pol(u2)
kvadpol:=pol —(z*(ul—u2)+temp)"2;

Factorization (Numerator (kvadpol));

B:=—(u275%xu”2 + u2”4xu”3 — u2™xuxq — 3xu2”3xu”2xq — 2*%xu2”3xuxz —
u2"2xur3%xq — u2”2%xu”2xz + 3xu2”2xuxq”™2 + u2”2xqxz — 1/4xu2xudxq
1/2%u2xu”2%xq”2 + 2xu2*uxq*z — 1/4*xu2xq”3 + u2%z”2 + u”3%xq"2 + u”2
uxq”3 — qM2*z);

N:=u2M%u?2 — 2%u2”™3xuxq + u2”2xq”2 — u2xu”3xq + u2xuxq”2 +
1/4xu™4xq + 1/2xu”2xq”2 — 3/4xq"3 — z"2;

opciul :=B/N;

IsSquare (Evaluate (bxd+q, opciul ));
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ZAKLJUCAK

U ovom radu proucavali smo racionalne D(q)-m-torke, za m = 3,4 te 5 i racionalne brojeve ¢
razlicite od nule koji nisu potpuni kvadrati.

Parametrizirali smo racionalne brojeve m za koje postoje racionalne D(g)-Cetvorke umnoska
elemenata jednakog m. Pritom smo dokazali da za svaki g € Q razli¢it od nule postoji besko-
nacno brojeva m takvih da postoji racionalna D(g)-Cetvorka umnoska elemenata jednakog m.
Za svaki takav par (m,q), parametrizirali smo racionalne D(g)-Cetvorke umnoska elemenata
jednakog m, koristeéi trojke to¢aka na eliptickoj krivulji E,,: T3 + (4¢> — 2m)T* + m>T, koje
zadovoljavaju poseban uvjet.

Konstruirali smo nove familije racionalnih D(g)-petorki. Dokazali smo da, uz pretpos-
tavku Slutnje o Parnosti, za svaki kvadratno slobodan ¢ € Z u barem 99.5% klasa ostataka
mod 394680 koje sadrze kvadratno slobodne brojeve, postoji beskona¢no mnogo racionalnih
D(g)-petorki.

Konac¢no, parametrizirali smo sve racionalne D(g)-trojke. Koriste¢i taj rezultat parametrizi-
rali smo sve racionalne D(gq)-trojke koje su i D(0)-trojke te sve racionalne D(q)-Cetvorke koje

sadrZe barem jednu regularnu racionalnu D(gq)-trojku.
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