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Sazetak

U ovom radu proucavali smo teoriju reprezentacija dviju vaznih generalizacija
Heisenberg-Virasorove Liejeve algebre H, a to su N = 1 super Heisenberg-
Virasorova Liejeva algebra SH i Schrodinger-Virasorova Liejeva algebra sv.

Prva predstavlja primjer beskona¢nodimenzionalne Liejeve super-algebre koja
do sada nije bila otkrivena, dok je druga primjer beskona¢no dimenzionalne
Liejeve algebre koja se dosta proucavala u fizikalnoj kao i matematickoj litera-
turi jer je prva u seriji tzv. galilejevskih Liejevih konformnih algebri prosirenih
tzv. nerelativistickim spinom.

Originalan doprinos ovog rada je eksplicitna konstrukcija izomorfizma uni-
verzalne (resp. proste) omotacke verteks super-algebre Vo™ (cp, cr o, co # 0)
(resp. L™ (cr, L0, Co # 0)) pridruzene N = 1 super Heisenberg-Virasorovoj
Liejevoj algebri SH i verteks super-algebre SM (1) @ V- fcw (resp. SM(1)®

L/C\i S ¢,), pri cemu smo pokazali da je na SM(1) definirana struktura re-

prezentacije proste N = 1 Heisenberg-Virasorove verteks-algebre LSH(% —
3u?, o, o), Ca # 0.

Sto se tice realizacije verteks super-algebre VS (cp, ¢ q,ca # 0) u slucaju
nivoa nula: ¢, = 0, to se nadovezuje se na radove Drazena Adamovica i Gor-
dana Radobolje iz Journal of Pure and Applied Mathematics (2015) i Com-
munications in Contemporary Mathematics (2019), u kojima su kosntruirane

free field realizacije za Heisenberg-Virasorovu Liejevu algebru H takoder na



il

nivou nula. Klasificirali smo singularne vektore na nivoima %, 1, %, 214 te
dali jednu konstrukciju njenih screening operatora, sto je omogucilo dokaz
egzistencije beskonacne serije singularnih vektora za N = 1 Heisenberg-
Virasorovu Liejevu algebru SH na nivoima konformnih tezina £ za p ne-
paran. U tu svrhu smo promatrali realizacije njenih Vermaovih modula u
verteks-algebri pridruzenoj resetki te operatore ispreplitanja i Schurove po-
linome, koji su nam dali i eksplicitne formule za te singularne vektore.

Za Schrodinger-Virasorovu Liejevu algebru sv, dali smo rigorozan tretman
i poopcenje rezultata iz Unterbergerovog ¢lanka Nuclear Physics B (2009).
Nadalje, ustanovili smo da verteks-algebra V*°(cr, ¢y, 3, ¢z) sadrzi Heisenberg-
Virasorovu Liejevu podalgebru i pronasli smo primjer singularnog vektora

na nivou konformne tezine 3 u univerzalnoj Schrédinger-Virasorovoj verteks-

algebri za slucaj proizvoljnih centralnih naboja.

Kljuéne rijeci: verteks-algebra, N=1 Heisenberg-Virasorova verteks-
algebra, N=1 Neveu-Schwarz Liejeva algebra, singularni vektori, screening

operatori, Schrodinger-Virasorova verteks-algebra



Summary

In this thesis we have investigated representation thory of two important
generalizations of the Hesienberg-Virasoro Lie algebra H, which are the N =
1 super Heisenberg-Virasoro Lie algebra SH and the Schrodinger-Virasoro
Lie algebra sv.

The former provides an example of an infinite dimensional Lie super-algebra
which has not been yet discovered, while the latter is also an example of an
infinite dimensional Lie algebra that has been widely studied in the physical
as well as mathematical literature because it is the first of an infinite series of
the so called Galilean Lie conformal algebras extended by the non-relativistic
spin parametre.

The important innovation in this thesis is the explicit construction of an
isomorphism between the universal (resp. simple) enveloping vertex super-
algebra Vo™ (cp, cp o, o # 0) (resp. LM (cp, cp a0, ca # 0)) associated to the
N = 1 super Heisenberg-Virasoro Lie algebra SH and the vertex algebra
SM(1) ® VNS | (resp. SM(1) ® LS, ), where we have shown that there

crL—Cu’ CL—Cp

is a representation of the simple NV = 1 Heisenberg-Virasoro vertex-algebra
L3 — 312 Bey, ca), Ca # 0 on SM(1).

As far as the realization of this vertex algebra at level zero case ¢, = 0, this
is a continuation of the papers by Drazen Adamovi¢ and Gordan Radobolja

from Journal of Pure and Applied Mathematics (2015) and Communications



in Contemporary Mathematics (2019), where free field realizations of the
Heisenberg-Virasoro Lie algebra at level zero had been constructed. In this
thesis, we have classified singular vectors on levels %, 1, %, 214 and we have
also given a construction of the screening operators for this algebra, which
has enabled us to to prove the existence of an infinite series of singular vectors
for the N = 1 Heisenberg-Virasoro Lie algebra SH at the levels of conformal
weight £, for p odd. In order to do so, we have studied realizations of the
Verma modules for this algebra in the vertex algebra associated to a certain
lattice as well as intertwining operators and the Schur polynomials, which
led us to the explicit formulae for this singular vectors.

In the case of the Schrodinger-Virasoro Lie algebra sv, we have provided a
rigorous treatment as well as a generalization of the result of Unterberger
from his paper Nuclear Physics B (2009). Furthermore, we have proved that
the vertex algebra V*°(cr, cr 3, ¢g) contains a Heisenberg-Virasoro subalgebra
and we have found an example of a singular vector at the level three conformal
weight of the universal Schrodinger-Virasorove vertex algebra for the case of

general central charges.

Keywords: vertex algebra, N=1 Heisenberg-Virasoro vertex algebra,
N=1 Neveu-Schwarz Lie algebra, singular vector, screening operator, Schrodinger-

Virasoro vertex algebra
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Poglavlje 1
Uvod

Wittova algebra je beskona¢nodimenzionalna Liejeva algebra vektorskih polja
na kruznici. Virasorova Liejeva algebra je maksimalno jednodimenzionalno
centralno prosirenje Wittove algebre.

Neveu-Schwarzova ili N = 1 superkonformna Liejeva algebra N'S je super-
analogon Virasorove algebre. Kac i Todorov su je prvi strogo definirali i
proucavali u svojim radovima.

Heisenberg-Virasorova Liejeva algebra je maksimalno trodimenzionalno cen-
tralno prosirenje tenzorskog produkta Wittove algebre s beskonacnodimen-
zionalnom simetricnom algebrom. Ona se prirodno javlja u verteks algebar-
skom pristupu teoriji reprezentacija afinih Kac-Moodyjevih Liejevih algebri,
dok je u teorijskoj fizici ona vazna u dvodimenzionalnim kvantnim teorijama
konformnih polja (2d CFT).

Proucavamo teoriju reprezentacija vaznih generalizacija Heisenberg-Virasorove
algebre H, a to su: Heisenberg-Clifford-Neveu-Schwarzova ili, skra¢eno, N =
1 Heisenberg-Virasorova Liejeva algebra SH te Schrodinger-Virasorova Li-
ejeva algebra sv.

Schrodinger-Virasorova algebra je nerelativisticki analogon Liejeve super-
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konformne algebre u jednoj prostornoj dimenziji. Opcenito, u literaturi
se proucavaju serije tzv. galilejevskih konformnih algebri (GCA) na euk-
lidskom (d + 1)-dimenzionalnom prostor-vremenskom kontinuumu te njihova
prosirenja sa dodatnim stupnjem slobode, tzv. nerelativistickim spinom, koje

su parametrizirane uredenim parovima (d, s) € N x %ZZO.

Koristedi jezik Liejevih konformnih algebri, dolazimo do pojma univerzal-
nih omotackih verteks-algebri pridruzenim reprezentacijama gore navedenih
beskona¢nodimenzionalnih Liejevih algebri. Jedan od najvaznijih rezultata
su eksplicitne free field realizacije univerzalnih i prostih N = 1 Heisenberg-
Virasorovih i Schrédinger-Virasorovih verteks-algebri pridruzenih proizvolj-
nim centralnim nabojima na simplektickim bozonsko-fermionskim Fockovim
prostorima pridruzenim Heisenbergovoj, Weylovoj te Cliffordovoj verteks-
algebri, $to je od velike vaznosti pri konstrukciji netrivijalnih homomorfi-
zama modula za navedene verteks-algebre u slucajevima tzv. kriticnih nivoa.
To igra vaznu ulogu za teorijsko objasnjenje spontanog loma simetrije, tj.
pojavu kiralnosti u fizici elementarnih cestica te u teoriji spontanih faznih
prijelaza u fizici ¢vrstog stanja, koji se javljaju primjerice kod feromagneta,

feroelektrika, superfluida te visokotemperaturnih supravodica.

Slijedi kratak sadrzaj rada s prikazom osnovnih rezultata

U drugom poglavlju navodimo standardne definicije i konstrukcije iz te-
orije verteks-algebri. Dajemo pregled osnovnih definicija i rezultata o Lieje-
vim konformnim algebrama i pridruzenim univerzalnim omotackim verteks-
algebrama, te izlazemo u osnovnim crtama formalizam rac¢una M\-zagrada.

Takoder navodimo vazne primjere konformnih algebri, poput Heisenbergove,
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Weylove i Cliffordove, Virasorove i Neveu-Schwarzove konformne algebre te
njima pridruzene univerzalne omotacke verteks-algebre.

U tre¢em poglavlju definiramo N = 1 Heisenberg-Virasorovu konformnu i
pridruzenu univerzalnu omotacku verteks-algebru. Koristec¢i koncept singu-
larnog vektora za Liejevu algebru, pokazujemo da se linearni izomorfizam,
kao i izomorfizam modula za N = 1 Heisenberg-Virasorovu Liejevu algebru,
izmedu VSH(cr, cra,ca); ca # 01 SM(1) ® VNS prosiruje do izomorfizma

univerzalnih, odnosno, prostih verteks-algebri.

Propozicija (3.2.3). Na nivou SH-modula, imamo:

VSH(CLa CL,om Ca, 07 0)
<G(_1/2)UCL,CL,0”CQ1070> '

Kao vektorski prostor, VS™(cr, cpa, o) je izomorfan s

VSH(CLJ CL,O[? Ca) =

Teorem (3.3.1). Za fiksan u € C, ¢y # 0, vektoria = \/cah, ¥ = \/ca0,w, T,

na SM (1) generiraju strukturu proste verteks-algebre L% (c,,, ca 1, ca) gdje je

1
—UCq.

cy=3/2— 3% cor = 5

Korolar (3.3.2). Za proizvoljnu uredenu trojku (cr,cr.a,ca) € C3co # 0

vrigedi izomorfizam verteks-algebri:

LS (e, cpa,ca) = SM(1) @ LS (1.1)

CL—Cu"
Teorem (3.3.3)). Vrijedi sljedeci izomorfizam verteks-algebri:

VS (ep, e, o) = SM(1) @ VNS (1.2)

CL—Cu’

gdje su co # 0 1 ¢, kao u Teoremu(3.3.1]



POGLAVLJE 1. UVOD 4

Takoder konstruiramo eksplicitne tzv. free field realizacije izmedu N = 1
Heisenberg-Virasorove verteks-algebre za slucaj nivoa ¢, = 0.
Neka je L = Zc + Zd resetka takva da je (c,c) = (d,d) =0, (¢,d) = 2 i neka
je Vi = C[L]® M (1) odgovarajuéa verteks-algebra pridruzena resetki, gdje je
M (1) Heisenbergova verteks-algebra. Ta verteks-algebra se dosta istrazivala
u teoriji reprezentacija Heisenberg-Virasorove verteks-algebre nivoa 0 [5], [6].

Neka je F® fermionska verteks-algebra generirana poljima
1
\I/Z(Z) = Z \Ill(n + §>Zin71
takvima dazai=1,2,r s € % + 7Z vrijede sljedece anti-komutacijske relacije
{Wi(r), Wi(s)} =0, {W1(r), ¥2(s)} = brisp-
verteks-algebra F'® posjeduje sljedeé¢i Virasorov vektor centralnog naboja
Crer = 1
1 3 1 3 1
= —(U(—2)WUs(—=) + Uo(—)¥y(—=) | 1
orr =5 (M) + -

Definiramo sljedeca cetiri vektora u M (1) @ F®:

a = —cpac(—1)

r = VG- (—5) + pd(-1)Wa(—5) + L) Wy (-))

w = se(-D)d(-1) + L 5e(-2) ~ Zd(-2) + g

v = _\/ECL,Q\IJQ(_%).

Tada vrijede sljede¢e A\-zagrade:

laya] = [V V] = [, P] =0, (1.3)
[an7] = UA,  [aw] = aX + cpaA?, (1.4)
War] = a+ 200\ [won] = (D + %A)\If (1.5)
wiw] = (D + 2 )w + %ﬁ, (7] = 2w + %LXZ (1.6)
wrr] = (D + )7 (1.7)

2
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Teorem (3.4.1)). verteks-algebra generirana s a, VW, T,w izomorfna je nekom
kvocijentu univerzalne N = 1 Heisenberg-Virasorove verteks-algebre na nivou

nula VS*(cy, CLa) = VS (cr, 0, CLa)-

Prema analogiji s Heisenberg-Virasorovom verteks-algebrom [11], [5], oce-
kujemo da ¢e VS (cy, cr, o) biti prosta verteks-algebra pa bi gornja konstruk-
cija dala realizaciju od V% (cy, cr.). Nazalost, to nismo uspjeli dokazati,
jer je struktura modula najvece tezine u super-slucaju bitno kompliciranija
nego u Heisenberg-Virasorovom slucaju.

U cetvrtom poglavlju razvijamo teoriju reprezentacija Schrodinger-Vira-
sorove verteks-algebre. Schrodinger-Virasorova verteks-algebra V*°(cy,, ¢z, g, ¢3)
realizirana je kao subkvocijent Vermaovog modula V*°(c,cp, 3,¢3,0,0) po
idealu generiranom singularnim vektorom L(—1)ve, ¢, 55,00, KOji je singu-
laran vektor u kvocijentu Vermaovog modula V*°(cr, cr 5, ¢s,0,0) po idealu
generiranom vektorom X (—1/2)vey c; 55,00

V*®(cL, cLp, s, 0,0)

<L(_1)’UCL,CL,,87067070>
V' (c, cLg, cs,0,0)

<X(_1/2)’UCL,CL,,67CB7O7O> .

Koristeci racun tzv. A\-zagrada, konstruiramo primjer netrivijalnog homomor-

V™(cp,erp,cs) =

VsU(CL, CL,,B; Cﬁ, O, 0) =

fizma iz univerzalne Schrédinger-Virasorove verteks-algebre V*°(0,0,—1) u

Heisenberg-Weylovu verteks-algebru.

Teorem (4.5.2)). Vektori

= Jat(-1/21

m
X = a(-1la"(-1/2)1

B = —a"(=1/2)a"(-1/2)1

w = %[(a+(—1/2)a—(—3/2)—a+(—3/2)a—(—1/2))+a(—1)2}1
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generiraju verteks podalgebru E“(0,0, —1) od M(1) ® W, koja je kvocijent

univerzalne verteks-algebre V= (0,0, —1).

Neka je V*(cp,cr3,c5) Heisenberg-Virasorova verteks-algebra generi-

rana s 3, i sljede¢im A—zagradama:

[B3B] = ACjy
. - — | CL\3
(o] = Do+2w+ E)\
(@8] = DB+XNB—Nepg
Korolar (4.5.3). Za svaku uredenu trojku (cr,cr p,cg) € C* postoji netrivi-

jalan homomorfizam verteks-algebri
foV™(cp,erp,c5) = M) @W @ V™ (e, cpp,c5+1).

Uocimo da Schrodinger-Virasorova verteks-algebra ima Heisenberg-Vira-
sorovu verteks podalgebru pa se namece pitanje dekompozicije V*° (¢p, cp 5, ¢)
kao modula za Heisenberg Virasorovu verteks podalgebru. Taj problem je
dosta tezak i u zadnjem poglavlju smo jedino uspjeli identificirati neke is-
taknute Heisenberg-Virasorove singularne vektore u free field realizaciji od
V#°(0,0,—1).

Oznac¢imo s Mg(1) Heisenbergovu verteks podalgebru od V*° (0,0, —1) gene-
rirana vektorom [ i s pripadnim Virasorovim vektorom wpy,is = —% B(—1)%
Neka je LY Virasorova verteks-algebra generirana sljede¢im Virasorovim

vektorom centralnog naboja ¢ = —1:
_ 1 9
w=w+ 55(—1) .

Neka za r € C, M(1,r) oznacava ireducibilni M (1)-modul gdje £(0) djeluje
kao mnozenje s rld, a LV (e, h) ireducibilni modul za Virasorovu algebru

najvece tezine (¢, h). Za n € Zx( stavimo

Wan = a" (=1/2)""1, wan i1 = a(—1)a* (—=1/2)*" 1.
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Lema . Vrijeds

(1) Za j € Z>y je w; € V**(0,0,—1).

(2) Way, = (M(1) ® LVI) g, = Mg(1,2n) @ LV (—1,n(2n + 1)).

(3) Wopir == (M(1) @ LYI) avg, 1 =2 Mg(1,2n+1)@ LY (~1, (n+1)(2n+
1)).
Na kraju, racunamo primjer singularnog vektora za zakrenutu Heisenberg-

Virasorovu Liejevu algebru na konformnoj tezini tri te ga preslikavamo ko-

riste¢i Unterbergerov homomorfizam u Heisenberg-Weylovu algebru M (1) ®

w.

Propozicija (4.5.5)). Vektor

w = X(—3/2)’1+ [asM(—1)L(—2) + axM(—3) + a3B(—1) M (—2)+
+ aif(=2)M(=1) + asB(-1)*M(-1)] 1

je singularan vektor za Heisenberg-Virasorovu podalgebru V*(0,0,—1) =

Mg(1) @ LYir od V*° (0,0, —1). Vrijedi
V0,0, —1).w = Mg(1,2) ® LY (~1,5).

Teorem (4.5.7). U univerzalnoj Schridinger-Virasorovoj verteks-algebri V<° (0,0, —1)

singularan vektor (za Heisenberg-Virasorovu verteks podalgebru V*(0,0, —1)

)
w = X(-3/2)1 - %M(—I)L(—Q)l - %M(—gn
43 61 9 )
+ 1o ACUM(=2)1 = S B(=2)M (=1)1 + 1= A(=1)"M(-1)1

se pri Unterbergerovom homomorfizmu

V*°(0,0,—1) > M(1) @ W
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preslikava u singularan vektor

W % [2004(—1)2a+(_1/2)2 +4aT(—1/2)%a"(=3/2) + 8a* (—3/2)*+

—8a™(=5/2)a"(=1/2) — 4a*(=3/2)at (-1/2)%a" (—1/2) +
+a*(-1/2)'a"(-1/2)*] 1
u verteks-algebri M (1) @ W.

Takoder, u Propoziciji [4.5.8] provodimo slican ra¢un za slucaj proizvolj-
nih centralnih naboja i dobivamo genericki V*(cz, ¢, 5, ¢3)-singularni vektor

na konformnoj tezini 3 u V*°* (¢y, cr, g, c3).

Pregled oznaka:

H  (zakrenuta) Heisenberg-Virasorova Liejeva algebra

L% prosta verteks-algebra pridruzena Liejevoj (super)algebri g centralnog

naboja ¢

L%(cy,c9,...)  prosta verteks-algebra pridruzena Liejevoj (super)algebri g

centralnog naboja (cq,co, .. .)
M(1) (prosta) Heisenbergova verteks-algebra
NS N =1 Virasorova (Neveu-Schwarzova) Liejeva superalgebra
SH N =1 Heisenberg-Virasorova Liejeva superalgebra
sh  Schrodingerova Liejeva algebra

sh  prosirena Schrodingerova Liejeva algebra

sty Schrodinger-Wittova Liejeva algebra
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sv  Schrodinger-Virasorova Liejeva algebra

V2  univerzalna verteks-algebra pridruzena Liejevoj (super)algebri g cen-

tralnog naboja ¢

V8(cy,c9,...)  univerzalna verteks-algebra pridruzena Liejevoj (super)algebri

g centralnog naboja (cy, ¢, . . .)

Vir  Virasorova Liejeva algebra



Poglavlje 2

Verteks-algebre

2.1 Verteks-algebre

U uvodnom poglavlju dajemo kratki pregled osnovnih pojmova i definicija iz
aksiomatske teorije verteks-algebri i algebri verteks operatora, koji ukljucuju
i standardne algebarske koncepte, poput homomorfizma verteks-algebri, nje-
nih modula kao i tenzorskog produkta verteks-algebri, Sto ¢emo koristiti u
nastavku radnje. Mnogi korisni detalji o verteks-algebrama i algebrama ver-

teks operatora mogu se naéi npr. u [I5] i [I8].

Definicija 2.1.1. Verteks-algebra je uredena trojka (V,Y,1), gdje je V vek-
torski prostor nad poljem kompleksnih brojeva C, s istaknutim vakuum vek-
torom 1, a Y linearno preslikavanje s V u formalne Laurentove redove s

koeficijentima iz End(V):

YV = End(V)[[z,27]] Y(v,z) = Zvnz_”_l

Y(v,2) : w Zvnw

nez

koje zadovoljava sljedecih pet svojstava:
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(aksiom skracdenja ili anihilacije)
Z>o 3 n(v,w) >> 0 = Vypuwyw =0 za sve v,w € V;

(aksiom vakuuma)

limY(v,2) =Y (1, 2)v = Idy,

z—0

gdje formalni limes oznacava konstantni ¢lan u Laurentovom redu
Y(v,2) =3, cpnz "k
(aksiom stvaranja ili kreacije)
Y(v,2)1 € End(V)][2]]
1.

Y(v,2)1 = Z vz " 1

nEZZO

(aksiom derivacije)

[D,Y (v,2)] = %Y(v,z) =Y (v_9l,2);

(Jacobijev identitet)

zglé (Zl z_ Z2> Y (v,21) Y (w, 22)—251(5 (#) Y (w,22) Y (v, 1)
0 0

= zz_lé (Zl _ ZO) Y (Y (v, 20) w, 23) ,

<2
gdje je formalna delta distribucija definirana kao

i(z) = Z 2",

ne”

Y (v,z) zovemo verteks operator ili polje pridruzeno vektoru v, a pri-
druzivanje
v Y(v,2)

zovemo state-field korespondencija.
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Definicija 2.1.2. Za

definiramo formalni reziduum
Res,Y (v, z) = v_;.

Uzimanjem formalnog reziduuma od lijeve i desne strane Jacobijevog

identiteta, dobivaju se formule za komutator i za n-ti produkt:

(formula za komutator)

o) = 3 () @)

=0
(formula za n-ti produkt)
(Dv)y, = nvp_
Y(vnw, 2) = (f UjWn—j-1+ iwnjlvj> z !
Jj=-1 §=0

Pokazuje se da je aksiom Jacobijevog identiteta za verteks-algebre uz prisut-
stvo ostalih aksioma, ekvivalentan tzv. aksiomu lokalnosti, prema kojem

postoji n(v,w) € Zso, takav da za svaka dva verteks operatora vrijedi
(21 — 22)" " Y (0,21),Y (w, 23)] = 0,

gdje u gornjem formalnom komutatoru Y (v, z)Y (w, z3) razvijamo u for-
malni Laurentov red po z; — 2o, drugim rije¢ima, u podrucju |zs| > |2/,
a Y (w, 22)Y (v, z1) razvijamo po —zy + 21, tj. u podrucju |z;| > |2a].

Na kraju, spomenimo da pri eksplicitnoj konstrukciji verteks-algebri i algebri
verteks operatora, vaznu ulogu imaju tzv. Dongova lema i teorem o generi-

raju¢im poljima.
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Prema spomenutoj Dongovoj lemi, ukoliko su dva polja lokalna s nekim
tre¢im poljem, tada je i bilo koji njihov n—ti produkt takoder lokalan s tim
tre¢im poljem. Ukratko, da bi se ustanovila ili konstruirala struktura verteks-
algebre na nekom vektorskom prostoru, dovoljno je prona¢i minimalan skup
vektora takvih da su njima pridruzena polja sva medusobno lokalna. Tada se
cijela verteks-algebra dobiva iz tog skupa tzv. generirajucih polja, uzimanjem

svih mogu¢ih tzv. normalnih produkata derivacija tih generiraju¢ih polja.

Definicija 2.1.3. Neka su (V,Yy,1y) @ (W, Yw,1lw) dvije verteks-algebre.
Tada je homomorfizam jedne verteks-algebre u drugu linearni operator ¥ :

V — W koji cuva n-te produkte, tj. za koji vrijedi da je
U (v,w) = ¥(v),¥(w)
ili, zapisano u terminima verteks operatora,
V(Y (v, 2))w =Y (¥ (v),2)V(w).

Definicija 2.1.4. Neka je (V,Y, 1) verteks-algebra. Uredena trojka (M, Yy, d) ,
gdje je d € End(M), je modul za verteks-algebru ako je Yy, linearan opera-
tor Yy : V. — M koji se prosiruje do preslikavangja, kojeg oznacavamo istim
simbolom, Yy : V — End(M) [[z, 27]] za koji vrijede sljedeéa svojstva:

Yu(v, z) = Zv(n)z’"’l; n(v, w) >> 0 = Vpeuwyw = 0;
nez

Y (1, 2) = Idyy;

[d, Yo (v, 2)] = Y (Do, z) = %YM(v,z);

Jacobijev identitet

—Z9 -+ 21
20

z51(5 (Zl — Z2> Yar (v, 21) Yar (11),22)—2615 (

% ) Y (w, 29) Yar (v, 21)

— z2_15 (z1 Z_ ZO) Yu (Y (v, 20) w, 29) .
2
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Definicija 2.1.5. Virasorova algebra Vir je beskonacno dimenzionalna Li-
ejeva algebra s generatorima L(n),n € Z i centralnim elementom Cp, koji
zadovoljavaju komutacijska pravila

3

[L(m), L(n)] = (m — n)L(m + 1) + Smpno——

12 CL, [CL,ViT] =0.

Definicija 2.1.6. Vektor w € V u wverteks-algebri V' zovemo konformnim
vektorom ako komponente njemu pridruZenog verteks operatora:
L(z) = Z Lin)z"?=Y(w,z2) = an+1z_”_2.
neL nes

zadovoljavaju komutacijske relacije Virasorove algebre Vir.

Definicija 2.1.7. Uredenu cetvorku (V,Y,1,w) zovemo algebrom wverteks

operatora ako vrijedi:
e operator L(—1) = wy je derivacija na verteks-algebri V;

e operator L(0) = wy djeluje poluprosto na vektorskom prostoru V, tj. V je
odozdo ogranicena direktna suma konacno-dimenzionalnih svojstvenih

potprostora operatora L(0) :

V=TIVe L, = nldy,, dimV, < .
n=0

2.2 Konformne algebre

U ovom poglavlju iskazujemo osnovne definicije o Liejevim konformnim al-
gebrama, koje igraju istu ulogu u teoriji reprezentacija Liejevih konformnih
grupa, kao Liejeve algebre u teoriji reprezentacija Liejevih grupa. Nezaobi-

lazna referenca je [18].
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Definicija 2.2.1. [18] Liejeva konformna superalgebra je Zs-graduirani lijevi
C[D]—modul R = Ry ® Ri, na kojem je zadano C-bilinearno preslikavanje
A-zagrada

[»] : RxR—CN®R
sa sljedeéim svojstvima:

e konformna seskvilinearnost ili svojstvo derivacije

[(Da))\b] = —)\[a,\b]
Dlaxt] = [(Da)xb] + [arDb]

e Losa simetricnost

[axb] = —p(a, b) [b-x—pa];
e Jacobijev identitet
[ax [byc]] — p(a,b) [bx [ucl] = [[anbly ol
Napomena 1. Oznakom C[A\] ® R oznacavamo vektorski superprostor for-
malnih polinama u varijabli A s koeficijentima iz R.

Sada ¢emo navesti neke vazne primjere Liejevih konformnih algebri koje

¢emo koristiti u kasnijim poglavljima.

Definicija 2.2.2. [18] Virasorova konformna algebra generirana je parnim

vektorom w, centralnim elementom Cp, i sljedecom \-zagradom.:

)\3
[waw] = (D + 2\)w + ECL'

Definicija 2.2.3. Heisenbergova konformna algebra ranga 1 generirana je

parnim vektorom «, centralnim elementiom C,, @ A-zagradom

[ana] = AC,
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Definicija 2.2.4. Cliffordova konformna algebra ranga 1 generirana je ne-

parnim vektorom ¢, centralnim elementiom Cy @ A\-zagradom

[Prd] = Cy

Definicija 2.2.5. Heisenberg-Virasorova konformna algebra generirana je

parnim vektorima o,w, centralnim elementima C,,Cr o, Cr @ sljedecim -

zagradama
ana] = AC,
)\3
waw] = (D42 N)w + ECL
waa] = (D+Na—NCpr,

Definicija 2.2.6. [18/ Neveu-Schwarzova konformna superalgebra generi-
rana je parnim vektorom w, neparnim vektorom T te centralnim elementom

CL 1 sljedeéim A-zagradama:

3
waw] = (D42 N)w + 1\—20L
[wat] = <D + g)\> T

2
[T)\T] = 2w -+ ?CL

2.3 Univerzalne omotacke verteks-algebre

Kao sto se teorija reprezentacija kona¢nodimenzionalnih Liejevih algebri svodi
na proucavanje teorije reprezentacija njihove univerzalne omotacke algebre,
koja ima asocijativnu strukturu, tako se teorija reprezentacija Liejevih kon-
formnih algebri svodi na teoriju reprezentacija njima pridruzenih univerzalnih
omotackih verteks-algebri.

S druge strane, moze se pokazati da je svaka verteks-(super)algebra V' ujedno
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i Liejeva konformna (super)algebra, gdje je derivacija nasljedena od derivacije
u verteks superalgebri, dok je A—zagrada definirana izrazom

o0 An
[ab] := Z Ha(n)b.

n=0
Definicija 2.3.1 ([18]). Univerzalna omotacka verteks-(super)algebra pri-
druzena Liejevoj konformnoj (super)algebri R je verteks-(super)algebra VE
zajedno s ulaganjem Liejevih konformnih (super)algebri v : R — VT tako
da za svaku verteks-(super)algebru W i homomorfizam Liejevih konform-
nih (super)algebri f : R — W, postoji jedinstveni homomorfizam verteks-

(super)algebri f : VE — W.

Za danu uredenu bazu {a;} od R, monomi oblika : a;a;,...a;, : gdje je

i; < 1j41 te i; <441 ako je p (aij) = 1 ¢ine PBW-ovu bazu od V.

Napomena 2. [z univerzalnog svojstva univerzalne omotacke verteks-(super)algebre,

moZze se pokazati da je ona jedinstvena do na izomorfizam verteks-(super)algebri.

Definicija 2.3.2. Heisenbergova wverteks-algebra M(1) ranga 1 je univer-
zalna omotacka verteks-algebra pridruzena Heisenbergovoj konformnoj alge-

bri ranga 1.

M(1) je generirana poljem

h(z) =) h(n)z""",

nel

¢iji koeficijenti zadovoljavaju komutacijska pravila Heisenbergove Liejeve al-
gebre:
[h(m)v h’(n)] = m5m+n,007 [h’<m)7 C] =0.

U M (1) centralni element C' djeluje kao Id.
U M (1) postoji jednoparametarska familija konformnih vektora
1

wp = [Sh(=17 + uh(-2)1, peC
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centralnog naboja ¢, = 1 — 12p%

Definicija 2.3.3. Cliffordova verteks-algebra F(%) ranga 1 je univerzalna
omotacka verteks super-algebra pridruZena Cliffordovoj konformnoj algebri

ranga 1.

F(%) je generirana poljem
6z) = bln + )"
2 )

¢iji koeficijenti zadovoljavaju antikomutacijska pravila Cliffordove Liejeve al-

gebre:

1

[60m + 3), 61+ )]s = FmsnsraC:

U F(3) centralni element C' djeluje kao Id.

F(3) posjeduje konformni vektor

centralnog naboja %

Definicija 2.3.4. Heisenberg-Cliffordova verteks-algebra SM (1) je univer-
zalna omotacka verteks-algebra pridruzena Heisenberg-Cliffordovoj konform-

noj algebri.

SM(1) je generirana poljima

h(z) = Zh(n)z_”_l

neL
8) = Yot e
neEL

¢iji koeficijenti zadovoljavaju superkomutacijska pravila Heisenberg-Cliffordove
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Liejeve superalgebre:

o [h(mwlz(v]m R e
P(m + 5), P(n + 5) X Omint1,0C
Hm.otn+ )| = ).l = [om+ 3).¢| =0

U SM(1) centralni element C' djeluje kao Id.

U SM(1) postoji jednoparametarska familija konformnih vektora

1 3 1

Lo 3=l uh(—zﬂ 1

1
Wy = {—h(—l)2 + 5 5 5

2

centralnog naboja ¢, = 2 — 32

Definicija 2.3.5. Heisenberg-Virasorova algebra H je beskonacnodimenzi-
onalna Liejeva algebra s generatorima «(n), L(n), n € Z te tri centralna

elementa Cy, CL o, Cr, koji zadovoljavaju sljedece komutacijske relacije:

[a(m)’ a(n)] - 5m+n,0m0a
[L(m),a(n)] = —na(m+n)— 5m+n70(m2 +m)Cp 4
[L(m), L(n)] = (m —n)L(m+n) + dpmino—aCl

12

Definicija 2.3.6. N = 1 superkonformna ili Neveu-Schwarzova Liejeva alge-
bra N'S je beskonacnodimenzionalna Liejeva algebra s parnim generatorima
L(n), n € Z, neparnim generatorima G(n + %), n € Z te parnim centralnim

elementom Cp, koji zadovoljavaju sljedece superkomutacijske relacije:

3

[L(m), L(m)] = (m —n)L(m +n) + Spsno—s—Ci
{G(m—{——),(}(n—f-%)} - 2L(m+n+1)+5m+n+1»0m2;_mCL
+
{L(m), G(n+ %)] = (% —n— %)G(m +n+ %)

INS,CL] = 0
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Definicija 2.3.7. [18] Univerzalna N = 1 Neveu-Schwarzova verteks-algebra
centralnog naboja cr,, u oznaci VCJXS, je univerzalna omotacka verteks-algebra
pridruZena Neveu-Schwarzovoj superkonformmnoj algebri iz definicije [2.2.0
gdje centralni element Cp djeluje kao crId.
Prosta N =1 Neveu-Schwarzova verteks-algebra centralnog naboja cr, u oz-
naci L?;S je (jedinstveni) prosti kvocijent of VCQ/S

Opigimo VS kao N'S-modul.

Definiramo sljedeée Liejeve podalgebre od N'S:

NSt = spanc{L(n),G(n+1/2)| n € Z-o} Uspanc{G(1/2)}
NS~ = spanc{L(n),G(n+1/2)| n € Z-o}
NS® = spanc{L(0),Cr}.

Tada vrijedi trokutasta dekompozicija
NS=NS aNS"O&NST.

Za svaki (cp,h) € C2, neka je Cv,, ), 1-dimenzionalan NST & N S"modul

takav da je za n € Z>:

L(n)UCL,h = hén,OUcL7h
1
G(’I’L + é)vcbh =0
CLUCL,h — CLUCL,h

Definiramo Vermaov modul VV¥(cr, h) kao inducirani A’'S-modul
VNS(CL, h) = U(NS) ®U(./\/'S+GBNSO) (CUcL,h-

Promatramo sluc¢aj h = 0. Tada je G(—1/2)v,, o singularan vektor za Liejevu
superalgebru N'S u Vermaovom modulu VN S(cg,0). Pokazuje se da je uni-

verzalna N = 1 superkonformna verteks-algebra realizirana na kvocijentnom
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modulu:

VNS(CL, O)
(G(=1/2)ver0)’
gdje je (G(—=1/2)v,, o) NS-podmodul generiran s G(—1/2)v,, o.

NS _
Vo© =

Ta verteks-algebra je generirana poljima

Theorem 2.3.8. [18/ Pretpostavimo da postoje vektori w € V i T € V koji

zadovoljavaju sljedece relacije:

c
wow = Dw, wiw =2w, ww =0, wngél,cLE(C, ww=0; k>4

2
ToT = 2w, 7TT=0, 77 = chl, T =0, k>2
3
woT = D1, wiT = 57‘, wpT =0, k>1.
Tada je verteks-algebra V- -modul za superkonformnu verteks-algebru VC/X S|

Primjenom gornjeg teorema i komutatorske formule

atm).bali= 3 () (e

=0

direktno se pokazuje da svaki VCQ/ S-modul ujedno ima i strukturu reprezen-

tacije Liejeve konformne algebre [2.2.6]



Poglavlje 3

Verteks-algebre pridruzene
reprezentacijama N =1

Heisenberg-Virasorove algebre

U ovom poglavlju ¢emo definirati super analogon Heisenberg Virasorove Li-
ejeve algebre i njoj pridruzenu verteks-algebru. Prvo ¢emo definirati N =1
Heisenberg-Virasorovu konformnu Liejevu superalgebru, a onda ¢e N = 1
Heisenberg-Virasorova verteks-algebra biti univerzalna verteks-algebra pri-
druzena toj konformnoj Liejevoj superalgebri. Prezentirat ¢emo realiza-
cije tih verteks-algebri. Kao i u slucaju Heisenberg-Virasorove Liejeve al-
gebre, bitno ¢e biti razlikovati slucajeve koji ovise o djelovanju central-
nog elementa C,. Ako centralni element djeluje netrivijalno, tada je pri-
druzena verteks-algebra tenzorski produkt Heisenberg Cliffordove verteks-
algebra SM (1) i Neveu-Schwarzove verteks-algebre. Na ovaj nacin dajemo
super-analogon odredenih rezultata iz ¢lanka [9]. U slucaju kad ¢, djeluje
trivijalno (taj sluc¢aj zovemo nivo nula), nasi rezultati daju super-analogon

realizacije iz ¢lanka D. Adamoviéa i G. Radobolje [5]. Dajemo free-field re-
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alizaciju na nivou nula, te konstruiramo familije singularnih vektora na tom
nivou. Nazalost, potpunu strukturu Vermaovih modula na nivou nula jos
uvijek nismo u moguénosti odrediti. No, prezentiramo slutnju o egzistenciji
singularnih vektora koja je temeljena na primjerima singularnih vektora koje

smo konstruirali.

3.1 Heisenberg-Cliffordova verteks-algebra
Verteks-algebra. SM(1) je generirana s h, ¢ i sljede¢im A-zagradama:
[ixh] =X [¢ad] =1 [hag] =0 (3.1)
PBW baza od SM(1) dana je s
¢(=my —1/2) -+ g(=my = 1/2) - h(—=j1 —1)---h(—=jr — 1)1 (3.2)

gdjejemy >--->my>0,51>--->7,>0.
Uoc¢imo da SM (1) sadrzi podalgebru izomorfnu N = 1 Neveu-Schwarzovoj
verteks-algebri Vc/;/ S gdje je ¢, = 3/2 — 3p?, pri éemu su N = 1 superkonfor-

mni vektor i odgovarajuéi Virasorov vektor dani s [1§]:

o= (M(=1)¢(=1/2) + pe(=3/2)) 1 (3-3)
o = gror =g (=17 + uh(-2) + 6(-3/2)6(~1/2)) 1. (34)
3.2 Definicija N = 1 Heisenberg-Virasorove

verteks-algebre

Definicija 3.2.1. N = 1 Heisenberg-Virasorova algebra SH je beskonacnodi-

menzionalna Liejeva superalgebra s parnim generatorima «(n), L(n), n € 7Z,
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neparnim generatorima W(n + %), G(n+ %), n € 7 te tri centralna elementa

Co, CLao, CL, koji zadovoljavaju sljedece superkomutacijske relacije:

[a(m), a(n)] = GminomCa
[L(m), a(n)] = —na(m +n) — dpino(m? +m)Cp
[L(m), L(n)] = (m — n)L(m + 1) + Syino = T
(Wl + 5), W0+ D] = dnninoCe
[a(m), ¥(n + %)] =0
1 1 m? +m
[G(m + §>7 G(T + 5)]+ = 2L(771 +n+1)+ 5n;+n+1,0 5 Cr
[L(m),G(n+ 5)] = (% —n— i)G(m +n+ 5)
[a(m),G(n + %)] =mV¥(m+n+ %)
1 2m+n—+1 1
[Wm+5), L) = gm0+ )
[W(m + %), G(n+ %)]+ =a(m+n+1)+ mint1,02mCr
[SH,C.] = [SH,CL] =[SH,CL.] =0 (3.5)

Definicija 3.2.2. N = 1 Heisenberg-Virasorova konformna algebra je defi-
nirana parnim vektorima o, w, parnim centralnim elementima Cy, Cr o, CL
1 neparmim vektorima V, T te sljede¢im \-zagradama:

[Oé)\()é} = )\Ca [\I/)\\If] = Ca [CY)\\I/] =0

A3 3 2
[waw] = (D + 2\)w + ECL [wat] = (D + )\5)7 [TAT] = 2w + ch

1
[wka] = Da + Ao — >‘2CL,a [WA\I/] - (D + 5)\)@

[Wsr] = 0+ 20000, (] = (D+ VT [ayr] = AT (3.6)

Oznacimo s VSH(CL, CL.a, Ca), Univerzalnu omotacku verteks-algebru pri-

druzenu N = 1 Heisenberg-Virasorovoj konformnoj algebri. Ona je generi-
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rana poljima

nez
L(z) = ZL(H)Z’”’2 = anﬂz’

neZ nez
U(z) = Z\If(n—irz)z’”’l

nez

1 —n— —n—x5

G(z) = Y Gtz " P =3 Tz "

nez nez

Neka LS (cy, cp o, Ca) 0znacava prosti kvocijent od VS (cy, cp o, o).
Primjenom komutatorske formule [a(m),b(n)]:= 7=, (T) (a()b) m+n—j) na
njihove koeficijente, direktno se pokazuje da je svaki VS (cy, ¢z o, Co)-modul,
ujedno modul za N = 1 Heisenberg-Virasorovu Liejevu algebru SH.
Opisimo V% (cy, cp.a, ¢o) kao SH-modul.
Definirajmo sljedece Liejeve podalgebre od SH:
SH* = spanc{L(n), G(n +1/2),a(n), W(n+1/2)| n € Zuo} U
U spanc{G(1/2), ¥(1/2)}
SH™ = spanc{L(n),G(n+1/2),a(n),¥(n+1/2)| n € Z.o}
SH® = spanc{L(0),a(0),C,Cr.q,Ca}.
Tada vrijedi trokutasta dekompozicija
SH=SH " aSH & SH .

Zasvaki (cr, Cp.a) Ca, hy ha) € C?, neka je Cuy,, 1-dimenzionalan SHTGSH"-

modul takav da je za n € Zxq:

L(n)vpp, = honoUnp,
a(n)vpp, = hadnovnn,
Gt o, = T+ Do, =0
(Cr,CLa,Ca)Vhh,, = (CLyCLasCa)Vnh,
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Definiramo Vermaov modul VS (cy, cp o, Ca, b, he) kao inducirani SH-

modul
V™ (e, cra, Cas b ha) == U(SH) @psurasn®) Clep e acashiha-

Promatramo slucaj h = h, = 0. Tada je G(—1/2)vc, c; ,.ca00 Singularan
vektor u VS*(cy, ¢p a, Ca, 0,0) i imamo kvocijentni modul:

VSH<CL7 CL,au Ca, 07 0)
<G<_1/2>,UCL7CL,OHCOMOaO> ’

gdje je <G(—1/2)UCL,CLYMCQ,070> SH-podmodul generiran s G(—l/Q)ch’cL’mca,Qo.

V$H<CL> CL,aa Cas 07 O) =

Neka je 1 vektor najvece tezine u V5% (cr, ¢z o, Ca, 0,0). Tada je
G(-1/2)1 = 0
L(-1)1 = G(-1/2)*1=0.
Propozicija 3.2.3. Na nivou SH-modula, imamo:
VSH(CL,CL@, Co) = VS’H(CL,CL@,CQ,O,O).
Kao vektorski prostor, VS™(cp, cpa,ca) je izomorfan s
VNS @ \ spanc{¥(—n —1/2)| n € Zzo} ® Cla(—n) | n € Zs),

Dokaz. Prema definiciji univerzalne omotacke verteks-algebre pridruzene Li-
ejevoj konformnoj algebri, vidimo da se PBW baza od V% (cy, cr o, o) sas-
toji od monoma oblika

G(—n1 —3/2)---G(—n, — 3/2)¥(—m; — 1/2) - - - ¥(—m,; — 1/2)

(=g~ 1) o~ DL(—ky —2)-- L(—k, ~ 2)1
gdjejeny >+ n.>0,my>..mg>0,51>--->25>0k > >k, >

0. Medutim, to je upravo baza od V" (cy, ¢ o, Ca, 0, 0). Dokaz slijedi. O

Pokazuje se da verteks-algebra V" (cr, ¢ q,¢,) ima jedinstveni prosti

kvocijent, koji oznacavamo s L% (cy, ¢ o) Ca)
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3.3 Realizacija na nivou razlicitom od nule

Iz Propozicije [3.2.3] slijedi da je univerzalna N = 1 Heisenberg-Virasorova
verteks-algebra kao vektorski prostor izomorfna VNS @ SM(1). U ovom
odjeljku, prosirit ¢emo taj izomorfizam do izomorfizma verteks-algebri.
Prvo se podsjetimo da SM (1) ima strukturu reprezentacije N = 1 Neveu-
Schwarzove verteks-algebre, gdje je superkonforman vektor dan s .
Sljedeéi rezultat kaze da je na SM (1) definirana reprezentacija proste N = 1

Heisenberg-Virasorove verteks-algebre.

Theorem 3.3.1. Za fiksan p € C, ¢, # 0, vektori a = \/cah, ¥V = \/c,0,
w, T, na SM(1) generiraju strukturu reprezentacije proste verteks-algebre

L% (c,, car, ca) gdje je

3
= = — 342
Cu 5 ]
1
Ca,l, = §,uca.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da ta cetiri vektora zadovoljavaju A\—zagrade iz
definicije |3.2.2

Uoc¢imo da su 7 and w isti kao u (3.3) and te stoga zadovoljavaju
iste A\-zagrade kao za univerzalnu N = 1 Neveu-Schwarzovu verteks-algebru

centralnog naboja ¢, = % — 3u?:

)\2
7] = 2w+ EC“
] = (D+ AT
3
ww] = (D42 N)w+ )\—c

2"



POGLAVLJE 3. VERTEKS-ALGEBRE PRIDRUZENE SH 28

Sljedec¢e A-zagrade lako se odreduju

[ana] = cuA
W] = (D+ %A)\p
[wra] = (D+)\)a+\/aw2h/\; — (D+)‘)04—\/au/\;

kao i

(W] = W(1/2)7 + AU(3/2)r
= Vea(6(1/2)7 + Ap(3/2)7)
= Veah+ VecapA
= a+ 24y

[Oé)\’]'] = \U

Kako je SM(1) prosta verteks-algebra generirana s «, U, jasno je da je

SM(1) = L5%(c,, ¢o.1, ca). Dokaz slijedi. O

Za c, # 0 neka LS (resp. V2'S) oznacava prostu (resp. univerzalnu)

T b

@

N = 1 Neveu-Schwarzovu verteks-algebru generiranu s 7 and w = %
sljede¢im A-zagradama

2

[7_')\7_'] = 2w + 36
3
wa7] = (D+ /\§)f
@] = (D+2\)w+ 1—C2A3

Korolar 3.3.2. Za proizvoljnu uredenu trojku (cr,cra,co) € C3cq # 0

vrigedi izomorfizam verteks-algebri:

LS (e, cra, ca) = SM(1) @ LS (3.7)

cL—Cu"

Dokaz. Neka je 1 = 2c¢,,1/cq. Tada sljedeca Cetiri vektora u
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SM(1)® LNS . = L%(c,, car,ca) @ LS

CL—Cp CL—Cu"

a = aeSM(1)
T = TeSM(1)
0= wWsp) W
T = Tsma)+T

zadovoljavaju iste A—zagrade kao generatori od V% (c,, cra,cr). To daje

homomorfizam verteks-algebri

f: VSH(CL,CL,Q,CQ) - SM(1) ® NS

cL—Cu"

Sljedece uotimo da svi generatori od SM (1) ® LS ., pripadaju Im(f) pa

zakljutujemo da je f surjektivno. (Zaista, o i ¥ pripadaju Im(f) prema
definiciji, stoga generatori od SM(1) pripadaju Im(f). Kako su wgar(),
Tsm(1y konstruirani iz o, ¥ zakljucujemo da oni takoder pripadaju Im(f).
Stoga, w i T su elementi iz Im(f). )

S druge strane, verteks-algebra SM(1)® LNS L Je tenzorski produkt dvije

Cr,—cC

proste verteks-algebre pa je prosta. Dakle, (3.7)) vrijedi. Dokaz slijedi. [

Theorem 3.3.3. Vrijedi sljedeci izomorfizam verteks-algebri:

VS (cp, e, o) = SM(1) @ VNS (3.8)

crL—Cu’
gdje su cq # 0 i ¢, kao u Teoremu[3.3.1]

Dokaz. Prvo uoc¢imo da je SM(l)@VijCH SH-modul najvece tezine s najve¢om

tezinom (0, 0) takav da vrijedi
G(—-1/2)1®1)=L(-1)(1®1)=0.

Stoga SM (1) @ VS , mora biti neki kvocijent od VS (cr, cr.a) Ca, 0,0). No,

cr—c

iz propozicije lako se vidi da je VS (c,, cra,cr) kao vektorski prostor
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izomorfan
SM(1) @ VNS

CL—Cu’

¢ime je tvrdnja dokazana. O

3.4 Realizacija na nivou nula

Neka je L = Zc+7Zd resetka takva da je (c,c) = (d,d) = 0, (¢,d) = 2 ineka je
Vi, = C[L]® M (1) verteks-algebra pridruzena resetki L, gdje je M (1) Heisen-
bergova verteks-algebra ranga 2 generirana poljima c(z) = Y, , ¢(n)z""1,
d(z) =Y ,ezd(n)z7"", a C[L] grupovna algebra pridruzena resetki L. Ele-
menti grupovne algebre se zapisuju kao €7, v € L. Neka je Y(-, z) verteks
operator koji definira strukturu verteks-algebre na V7. Detaljnije o verteks-
algebrama pridruzenim resetkama moze se procitati u monografijama [25]
i [I8]. Takoder, o primjeni ove verteks-algebre za Heisenberg-Virasorovu

verteks-algebru se moze pronaci u [5].

Schurov polinom

zam € Z>, v € L, definira se pomocu sljedece formule

exp (Z 7(—%)%”) = Sm(v)2™

Direktno se vidi da je

So(v) = 1,
Si(y) = (=1
1) = (=17 +1(-2).
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Moze se pokazati da je formula za n-ti produkt e%e” u verteks-algebri V,
ef{eﬁ = S_n_1_<a,5>(a)eo‘+ﬁ,
zan €7, o, € L te vrijedi
e’ =0 zat>—(a,p).
Neka je F® fermionska verteks-algebra generirana poljima

V() = Y Wil 5)e

ne”L

takvima dazat=1,2,r s € % + Z vrijede sljedec¢e antikomutacijske relacije

{Wi(r), Ui(s)} =0, {Wi(r), Va(s)} = 0rrs0-

verteks-algebra F'®) posjeduje sljedeé¢i Virasorov vektor centralnog naboja

Crer = 1
1 3 1 3 1
orr = 5 (BDT5) + (- G0(-5)) 1
Definiramo sljedeéa cetiri vektora u M(1) ® F®:
a = —cpac(—1)
1 1, 1 I, c—3 3 3
= V2(ze(-1)¥y(—2) + zd(—1)Uy(—= Uy(—=) — V(-2
= VG- D(—5) + A= 3) + LS5 — W ()
1 CL—3 1
w = ic(—l)d(—l)—l— o c(—2)—§d(—2)—|—wfer
1
v = _\/icL,a‘I]2(_§)-

Neka L5(cy, cr.r) oznacava verteks podalgebru od M (1) ® F®) generiranu

poljima pridruzenim vektorima «, ¥, 7, w.

Theorem 3.4.1. verteks-algebra ZSH(CL,CLJ) 1zomorfna je nekom kvoci-
jentu N = 1 Heisenberg- Virasorove verteks-algebre na nivou nula VS (cp, cpp) :=

VSH(CL, 0, CLJ).
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Dokaz. Dokaz slijedi iz sljede¢ih \-zagrada:

waw] = (D + 2\)w + %A?’, [ry7] = 2w + %LA? (3.9)
war] = (D + ;A)T (3.10)
axa] = [, 0] = [ay¥] = 0, (3.11)
[aaT] = U, [aw] = aX + cp o), (3.12)
[Wsr] = ot 2epah, [n¥] = (D4 SN (3.13)

Konformni vektor w moze se zapisati kao suma dvaju komutiraju¢ih konfor-
mnih vektora
W = WHVir T Wfer,
gdje je
1 cr, —3 1

e = 5o(=1)d(=1) + L Ze(~2) = Zd(-2)

konformni vektor centralnog naboja ¢, —1 ([5], [6]) a wy., je konformni vektor
u F® centralnog naboja ¢ = 1. Stoga je w konformni vektor centralnog
naboja cy,.

Dokazimo sada da je
ToT = 2w, TT=0, ToT= chl,

odakle slijedi relacija (3.9)). Imamo:

%7—07— = %(q’l(—g)‘l’z(—%)+‘I’2(_g)‘1’1(_%)) 1
b B0 (2 - d(-2) + pe(-Dd(-1) = w
nr = (Wl-pEog) (- Jw(-3) ) 1 =0
T = 2(1+4 CL2; 3)1 = ch'

Dokaz M-zagrada ([3.10))-(3.13)) je lagan. ]
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3.5 Singularni vektori u Vermaovom modulu

na nivou 0: Primjeri

3.5.1 Singularni vektori konformne tezine 1/2

Propozicija 3.5.1. Neka je ¢, = 0 i co # 0. U Vermaovom modulu
VS (e, cpa, ha, h) postoji singularan vektor konformne tezine 1/2 ako i samo
akojeha:0ili6’z—“:

Za ho = 0, singularni vektor je jedinstven do na skalarni faktor i dan je

formulom
h
w; = (G(-1/2) + C—\I/(—l/Q))vhmh.
L,
Ako je chL—‘* = 2, singularni vektor je W(—1/2)vp, .

Napomena 3. Uocimo da je u prvom, tj. drugom slucaju

ha ha
—1=—p, za p=1, odnosno,
CL,a CL.a

Dokaz. U PBW bazi, vektor konformne tezine 1/2 ima oblik

—1=p, za p=1.

wy = (@ V(—=1/2) + a2G(—1/2))vp, 1,
(gdje je v, » vektor najveée tezine u VS (cr, cp o, ha, h)).
Vidimo
Gn+1/2wy =¥ (n+1/2)=L(n+ 1w =an+1)w; =0 za n>1.
Dakle, uvjeti za singularne vektore su
U(1/2)w; = G(1/2)w; =0
Direktni racun pokazuje

\11(1/2)w1 = a2havha,h

G(1/2)wy = (a1(ha —2cpq)ar + 2has)vp, p
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Iz prve jednadzbe slijedi da je ili as = 0 ili A, = 0.
Ako je ay = 0, tada je nuzno h, = 2cp 4.

Ako je h, = 0, druga jednadzba povlaci
— 2cp,q01 + 2hay = 0,

h_ay. Tvrdnja slijedi. O]

CL,a

tJ a|; =

Korolar 3.5.2. Neka je h, = 0. Za svaki n € Z~q vektor

n

IIQ%—Um+h+ﬁ;wegovm

c
i=1 La

je singularan vektor u VS*(cr, cp q,0, h) konformne teZine n/2.

Dokaz. Prvo uoc¢imo da je

w = (G(—1/2)+ h q,(_1>> Vo

CL.«a 2
singularan vektor u VS%(cy, cpq,0,h) tezine (0,h + 1). Iz univerzalnosti
Vermaovog modula zakljuc¢ujemo da postoji netrivijalni homomorfizam

@ . VSH<CL76L,OM ha7 h + %) — VSH(CL’ CL’O“ ha7h)

d:v 1= W
houh‘i’i

S druge strane, Vermaov modul VS*(cp, CLas Py hF %) ima singularni vektor

h+1/2 1
w= (612 + v ), L

kojeg homomorfizam & preslikava u

((;(_1/2) 42t 1\11(—%)) (G(—1/2) + ixp(—%)) .

2Cr.0 CL,a

Nastavljanjem postupka dobivamo trazeni singularni vektor. O
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3.5.2 Singularni vektori konformne tezine 1

Pogledajmo slucaj n = 2 iz prethodnog Korolara [3.5.2, Tada imamo singu-

larni vektor

(G124 w9 (612 + T w5 ) s
= (65 UG+ GG )
= (M0 - 63 + D)) o
= 5 (GY2(1/2) ~ 200 L(-1) — (2ho+ Da(-1) v

Propozicija 3.5.3. Neka je c, = 0. U Vermaovom modulu VS*(cr, cp o, by ha)
postoji singularan vektor konformne tezine 1 ako i samo ako je h, =0, i on

je, do na skalar, jednak prethodno izracunatom vektoru.
ws = (G(~1/2)W(~1/2) — 261, L(~1) — (2h + Da(~ 1))ty
Dokaz. U PBW bazi, vektor konformne tezine 1 ima oblik
wa = (a1 L(—1) + aza(—1) + azG(—1/2)¥(—=1/2))vp, n,
Vidimo da je za svakin > 1,
L(n+ Dwy =an+ Nws =V (n+1/2)wy = G(n+ 1/2)wy =0,

ida je
a(lwy = [¥(1/2), G(1/2)] 4w,

pa su uvjeti na singularne vektore

L(Dwy = V(1/2)wy = G(1/2)we =0



POGLAVLJE 3. VERTEKS-ALGEBRE PRIDRUZENE SH 36

Direktnim rac¢unom se pokazuje

LO)L(-1)v = 2hv
v

( _
(Da(=1)
LOG(=1/2)U(=1/2)v = (he — 2c1.0)0

h

= (ha —2cp,0)v

(1/2)L(~1)v = 0
U(1/2)a(-1v = 0
U(1/2)G(—1/2)T(~1/2)v = ha¥(—1/2)v

G(1/2)L(—1)v = G(-1/2)v

G(1/2)a(-1)v = ¥(-1/2)v
G(1/2)G(—-1/2)¥(—-1/2)v = (2h+ 1)V (—1/2)v — (ha — 2¢L.0)G(—1/2)v
Odavde dobivamo

L(l)w2 = (2]1@1 + (ha - 2CL,a)CL2 + (ha - 2cL,a)a3)vhmh
@(1/2)11}2 = haagqj(—1/2)vhmh
G(1/2)wy = (a1 — (ha — 2¢10)a3)G(—1/2)vp, 1

+ (ag + (2h + 1)a3)V(—1/2)vp, 1

Zbog linearne nezavisnosti vektora PBW baze Vermaovog modula, izlazi sus-

tav jednadzbi:
2hay + (ha — 2cp.0)a2 + (ha —2cpa)ag = 0 (3.14)
hats = 0 (3.15)
a; — (ha —2cp0)ag = 0 (3.16)
as+ (2h+1)ag = 0 (3.17)
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Za h, # 0, vidimo da sustav ima jedino trivijalno rjesenje.

Za h, = 0, sustav ima netrivijalno rjesenje dano s
ay = —2CL7OCCL3, Ao = —(2h + 1)&3, a3z € C.

Tvrdnja slijedi. ]

3.5.3 Singularni vektori konformne tezine 3/2

Propozicija 3.5.4. Neka jec, = 0. U Vermaovom modulu VS*(cr, cr o, ha, B)
postoji singularan vektor konformne tezine 3/2 ako i samo ako je h, = 0,
ha o —f il e = 9,

CL,a CL,a

Za hy = 0 vektor je dan v Korolaru|5.5.2 za n = 3:

uf = (L0612 + 2L )u1/2) ) o
(4}21“(‘”“‘” ot %O‘H)‘P(—l/ﬂ)

U drugom slucaju singularni vektor je dan s

uf? = ((-3/2) - o

CL.a

a(—l)\IJ(—l/Q)) ,Uho”hy

a u trecem slucaju s

2
2h + ch — 3\11
6CL,a

wl® = <G(—3/2) + (-3/2)) Vno i +

. (2;0[([/(_1)\1;(_1/2) +a(-1)G(-1/2) + 4?;;—25%04(_1)\1/(—1/2)) Uy b

Napomena 4. Uocimo da je u prvom, tj. drugom slucaju,

he he
—1=p, za p=3, odnosno,
CL, CL,x

—1=—-p, za p=3.
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Dokaz. U PBW bazi, vektor konformne tezine 3/2 ima oblik
wy = (a1 L(=1)G(—1/2) + aeL(—=1)¥(—1/2) + aza(—1)G(—1/2)+
+ asa(=1)W(=1/2))vn, n + (a5 ¥(=3/2) + asG(=3/2)) vno
Vidimo da je dovoljno provijeriti
a(ws = L(L)ws = ¥(1/2)ws = G(1/2)wz = G(3/2)w; = 0.
Direktni racun pokazuje

(2h + 1)G(—1/2)v
(2h + 1)T(—1/2)v
(ha — 2¢1,0)G(—1/2)v
(ha — 2¢1,0)T(—1/2)v
Vo= W(—1/2)

v = 2G(-1/2)v

a(D)L(~1)G(~1/2w = haG(~1/2)v
a()L(~1)(—1/2w = ha¥(~1/2)v
a(Da(-1)G(=1/2v = 0
a(Da(-1)¥(~1/2)v = 0
a(1)T(—=3/2)v = 0
)G(=3/2)

Vo= U(—1/2)
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v o= a(-1)w

~— O~ ~— ~—  — “—

~—~~ o~ ~ N ~

- = o~ — &N
-
35735 F

= G(=1/2)U(=1/2)v + (ha — 2cp.0) L(—1)v

—G(-
h

v = a(-1)w

v = 2L(—1)v

o~ o~ o~ o~~~

~— ~— ~— ~—  —  “—

~—~~

- -~ = =~ &N
= =
T 3 T 5§ &%

~—~~ o~ ~~ ~

~—  ~—  ~ @ ~ =

—~~ o~

3/2
3/2

~— N~ ~—
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Sada imamo

L(l)w3

((2h + 1)@1 + (ha - QCL’a)ag + 2a6>G<_1/2)Uha,h

+ ((2h + 1)0,2 + (ha — QCL’Q)CM -+ a5)\Il(—1/2)vha,h

0 (3.18)
Oé(l)U)g = haa1G<—1/2)’l}hmh + (haCLQ -+ (16)\1/(—1/2)1);1&,,1 =0 (319)
U(1/2)ws = hqa1 L(—1)vp, p + (haas + ag)a(—1)vp, n =0 (3.20)

G(1/2)ws = ((2h+ 1)ay + (ha — 2¢cpa)as + 2a¢) L(—1)vp, p
((2h + 1)@3 + (ha - QCL’a>CL4 + CL5)O((—1)’Uhmh
(CLQ — Clg)G(—l/Q)\If(—l/Z)Uhmh

0 (3.21)

- -

G(3/2)ws = (4hay + 2(he — 2¢p4)as — haas + (ha — 4cp0)as +

2
+(2h + gCL)aﬁ)/Uha,h =0 (3.22)

Odavde zbog linearne nezavisnosti vektora PBW baze Vermaovog mo-
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dula, izlazi sustav

(2h + 1)ay 4 (ha — 2¢p.0)as +2a5 = 0 (3.23)
(2h + 1)as + (ha — 2c1.0)as + a5 = 0 (3.24)
haay = 0 (3.25)

hoas +ag = 0 (3.26)

hoas +ag = 0 (3.27)

a; = ag (3.28)

zajedno s uvjetom
4ha1 + Q(ha - 2CL7Q)CL2 — haag + (ha - 4CL7Q)CL5 + 2<h + CL/3)G6 =0. (329)

Sada provodimo diskusiju rjeSenja.
Iz jednadzbe (3.25)) slijedi ili h, = 0 ili a; = 0.
Promatramo slucaj h, # 01 a; = 0.

Sada jednadzbe ([3.26)), (3.27) i (3.28) povlace:

ag = —haas = —haas. (3.30)
Ako je ay = 0, tada imamo

a; =as =az=ag =0, (3.31)
Sto uvrstavanjem u jednadzbu daje

as = —(ha — 2¢1,4) 04, (3.32)
odnosno, u jednadzbu

(ha —4cpa)as = 0. (3.33)
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Sada vidimo ako je h, # 4cp o, da je tada i hy — 2¢.0 # 2c10 # 0, pa je i
ay = a5 = 0, tj. rjeSenje sustava je trivijalno.
U suprotnom, rjeSenje sustava je netrivijalno:

1
= — . 3.34
4 ZCL,a @5 ( )

Ako je pak as # 0, tada su i ag # 0 kao i ag # 0, pa uvrstavanje u jednadzbu

(3.23) daje sustav

(ha +2cpa)as = 0
—2haa2 + (ha - QCL,a)ag =0 (335)

Determinanta ovog sustava je
2ho(he + 2¢1.4) (3.36)

i ona, prema pretpostavci da je ay # 0 a time i ag # 0, mora iS¢ezavati, a kako
smo pretpostavili da je h, # 0, zakljucujemo da je tada nuzno h,+2cy o = 0,

pa imamo
1

QCL’O[

sto redom uvrstavanjem u jednadzbe (3.24)) i (3.29)) daje preostale koeficijente

ag, (3.37)

a9 = a3 =

2h + %CL -3
= — 3= 3.38
- 6CL7a 6 ( )
4h + %CL
= — 3~ 3.39
“4 2 (3:39)
Tvrdnja slijedi. O

3.5.4 Singularni vektorizap=2ip=14

Direktnim racunom kao i u prethodnim sluc¢ajevima, pokazuje se
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Propozicija 3.5.5. Neka je ¢, =0, hy = (1 +n)cpa, |n| = 2.
U Vermaovom modulu V" (cr,cpayha = —Cr.a,h) postoji singularan

vektor konformne tezine 2 koji je dan formulom

s-= — 3cpa(134 c+8h)a(—2) — (21 + ¢ + 24h)a(—1)* — 48¢] ,L(—2) +
— 48cpa0(—1)L(=1) + 24cp o G(—3/2)U(—1/2) +
+ 24cpoG(—1/2)W(—=3/2) + 2(—15 + )W (—3/2)W(—1/2) +
+ 24G(=1/2)¥(—=1/2)a(—1)

U Vermaovom modulu V™ (cy, ¢ oy ha = 3¢L.a, h) postoji singularan vek-

tor koji je dan formulom

sy =a—2) — %a(—lf + CL2 U(—3/2)¥(—-1/2) (3.40)

Propozicija 3.5.6. U Vermaovom modulu VS™(cy, cp ., ha = 5 o, h) pos-

togi singularan vektor konformne tezine 4 koji je dan formulom

4 1 1
—3)a(—1) — —2)2 4 ——a(=2)a(—1)2
o (9D = 5o —a(=2) + a(-2)a(-1)+

U(—3/2)W(—1/2)a(—2) +
8

2
3ca7L

3 L\If(—7/2)\11(—1/2) + %@(—5/2)\11(—3/2)

a(—4) -

2
3ca’ I

+

U(—3/2)¥(—1/2)a(-1)* —

W(—5/2)W(—1/2)a(~1) +

3
3ca7L

+

3.5.5 Slutnja

Na osnovu prethodnih formula imamo ovakvu slutnju:

Slutnja 3.5.7. Neka jen = L — 1 ip=|n|.

Ca,L

o Vermaov modul VS™(cy, cp o, h, ha) je ireducibilan ako i samo ako n ¢

Z ilin=0.
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e Ako je n neparan cijeli broj, tada V™ (cp, cp o, b, ha) sadri singularni

vektor konformne tezine p/2.
e Ako je n paran cijeli broj, tada V™ (cp,cp o, h, ha) sadrzi singularni
vektor konformne teZine p.

Dokaz ove slutnje zahtjeva determinantnu formulu. Slutnju ¢emo prouca-

vati u zajednickom clanku s D. Adamovi¢em i G. Radoboljom [2].

3.6 Screening operator i singularni vektor kon-
formne tezine p/2: p pozitivan neparan
broj

Zbog kratkoce zapisa koristimo sljede¢u oznaku:

V‘SH(h, ha) == V‘SKH(CL,CL,Q,CQ =0,h, hy).

3.6.1 Screening operatori-motivacija konstrukcije

U ovom poglavlju ¢emo objasniti nasu metodu konstrukcije singularnih vek-
tora pomocu screening operatora. Screening operatori su jedna od najvaznijih
metoda za konstrukciju singularnih vektora. Napomenimo samo sljedec¢e pri-

mjere:

e Virasorovi singularni vektori su tako konstruirani u ¢lancima Feigin-
Fuchsa [I4], Tsuchiya-Kanie [37]. Ta konstrukcija se moze naéi i u

monografiji Iohara i Koge [17].

e Singularni vektori u sluc¢aju zakrenute Heisenberg-Virasorove algebre

nivoa 0 su konstruirani pomoc¢u screening operatora u ¢lancima D. Ada-

movica i G. Radobolje [5], [7].
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Nas cilj je koristiti screening operatore u slucaju algebre SH. Osnovna ideja
je sljede¢a. Pretpostavimo da imamo dva Vermaova modula V% (h, h,) i
VSH(R' h.) s vektorima najveée tezine v, v’ redom. Takoder, pretpostavimo

da postoji preslikavanje SH-modula
f VSR RL) — V(b hy),

koje komutira s parnim, a antikomutira s neparnim elementima od SH.
Ako je f(v') # 0, tada je f(v') singularan vektor u Vermaovom modulu

VSH(h, hy). Zaista, treba provijeriti da je
Xf(t)=0, VX eSH".
Bududéi da je Xv' =0, to je
Xf(') =£f(X0)=0.

Prema tome f(v') je singularni vektor u Vermaovom modulu V% (h, h,)
tezine (h', hl).

Postavlja se pitanje kako konstruirati taj homomorfizam. NasSa konstruk-
cija ¢e biti sljedec¢a. Pronadi ¢emo jedan singularan vektor s u verteks-algebri
Vp ® F® (vidi Lemu . Pokazat ¢emo da nulta komponenta () verteks
operatora Y (s, z) komutira s parnim, a anti-komutira s neparnim vektorima.
Prema tome operator () ¢e imati ulogu gornjeg preslikavanja f. Sad preostaje
konstruirati Vermaove module. Ti Vermaovi moduli ¢e biti realizirati kao
VSH(W, BL) = U(SH).e "2 d+0=1/2e  ySH(p b ) = U(SH).e~ "z e,
Prema tome je

Q V(W hy) = VE(h, ha)

i Qe="z =12 jo gingularni vektor u Vermaovom modulu VS¥(h, hy).
Formula za taj singularni vektor ¢e koristiti Schurove polinome i genera-

tore Cliffordove verteks-algebre.
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3.6.2 Konstrukcija screening operatora

Kao dodatni argument za Slutnju prezentirat ¢emo dokaz da u slucaju
kad je p pozitivan neparan broj postoji singularan vektor na nivou p/2. U
tu svrhu ¢emo konstruirati screening operator koji komutira (odnosno, anti-
komutira) s djelovanjem nase Liejeve superalgebre.

1

Lema 3.6.1. Neka je s = VUy(—3)e2¢. Tada imamo

1
2

G(-1/2)s = 2De>",

Dokaz. Podsjetimo se da je

r= V2 (el D(-g) + D3 + L) - n(-)).

s = Ds

2 2 2 12 2 2
Dobivamo
G(=1/2)s — gc(—l)qfl(%)\%(—%)e%c _ gc(—neéc — V2Dek
G(1/2)s = \/E(—Dq/l)l%(—%)eé = \/iqfl(%)%(—%)e%c — V2e3°
Gin+3/2)s = Lin+1)s=0 (n>0)
L(0)s = [L(0), Wy(—1/2)]e7® + Wy(—1/2)L(0)e2® = (% + %)s =5
)
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Theorem 3.6.2. [2] Operator Q = sy = Res.Y (s, z) komutira ili antikomu-

tira s generatorima od SH.

Dokaz. Pomocéu komutatorske formule dobivamo

[G(n+1/2),Q] = [Tus1,50]
= (G(=1/2)8)ns1 + (n+ 1)(G(1/2)8)n
= V2(Def)ys + (n+1)ed
= V2(—n—1+n+1)ei =0.
[L(n),Q] = [wn+1, 0]

= (Ds)pt1+(n+1)s,=(—n—-1+n+1)s, =0.

3.6.3 Singularni vektori preko screening operatora

Definiramo Schurove polinome S, («) := S, (a(—1),a(—2),- - - ) koristeéi nji-

hovu funkciju izvodnicu

o0 Zn oo
exp (Z a(—n)g> = Z Sr(a)z
n=1 r=0
Posebno, imamo

So(a) = 1, Si(a) = a(~1), Sa(a) = % (a(~1)? + a(~2).

Theorem 3.6.3. [2] Pretpostavimo da je cp o # 0 i

>

(e}

—1=p (p€ Zso, p neparan).
CL,a

Tada v Vermaovom modulu VSH(CL,CL,O[,}L, ha) s vektorom najveée tezZine
Un.hy » POStoJi netrivijalan singularni vektor konformne tezine p/2 koji je oblika

p—1

2
«
Z\I/ —1/2—14)S p=1_ <_2CL’O[>Uh,ha-

=0 2
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Dokaz. Koristeéi free field realizaciju, Vermaov modul V% (cy, cp o, b, he)

- . . _ptl .
mozemo reprezentirati kao VSH(CL,CL,Q).G > dtre. Zaista,

a(o)e—’%’ld—i—rc _ CL,a(p“‘ 1)6—”7“d+rc
L(())e—pTHd—i—rc — hp7r€_pT+1d+rc
gdje je
Cr, — 3 Cr, — 3
hyy = —r(p+1) = =5 =P+ 1) +r=—rp————@p+1)
Primjenom screening operatora () na e’%“(’"’%)c, dobivamo za p neparan:

Using = Qe =3 = \112(—1/2)5%‘1(%)6_&51614%

pri cemu je tezina singularnog vektora

1
hyo + 5= 4 1/2= Dy + £



Poglavlje 4

Verteks-algebre pridruzene
reprezentacijama

Schrodinger-Virasorove algebre

4.1 Weylova verteks-algebra

U ovom kratkom poglavlju dajemo definiciju Weylove verteks-algebre ili, u
fizikalnoj literaturi, poznatije kao § — v sustav. Navodimo konstrukciju jed-
noparametarske familije konformnih vektora u Weylovoj verteks-algebri. De-
taljna diskusija ovih konformnih vektora moze se naéi u [12]. Uocavamo da je
Heisenbergovo polje dobiveno kao normalni produkt dvaju generirajucih po-
lja Weylove verteks-algebre, primarno ako i samo ako za parametar uzmemo
p=3

Weylova verteks-algebra W je generirana poljima a* i sljede¢im \-zagradama:

lafat] =0, [afa ] =1.
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Generatore a® identificiramo sa sljede¢im formalnim Laurentovim redovima

a*(z) =) a* (n + %) 2L

ne’

W ima dodatnu strukturu ireducibilne reprezentacije beskonaé¢nodimenzionalne

Weylove algebre, koja je asocijativna algebra generirana elementima
a*(m+1/2), mecZ

i komutatorskim relacijama

1 1
[a*(m 4+ 2),a*(n+ =) =0
2 2
1
[a+(m + _)7 a_(n + _)] = Om+n+1,0,
2 2
za sve m,n € 7.

Theorem 4.1.1. [12] U Weylovoj verteks-algebri W postogi jednoparametar-

ska familija konformnih vektora w,, p € C
= (1= p)a (=) (~2)1 - pa* (=)™ (= )1,
pri ¢emu je njihov centralni naboj jednak
Cp = 1202 — 124 + 2

Definicija 4.1.2. Za vektor u algebri verteks operatora v € V' kaZemo da je

primaran ukoliko su ispunjena sljedeca svojstva:

e v je homogen obzirom na konformnu gradaciju konformne teZine

A < o0

e L(nju=0 zasve n>0

Lema 4.1.3. Vektori a* = ai(—%)l su primarni vektori u Weylovog verteks-
algebri konformnih tezina (1 — u, p).

.. - . 1 . . 1
Posebno, njihova konformna teZina je 5 ako 1 samo ako je p = 5.
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Dokaz. Ova tvrdnja se moze naéi u [12]. Zbog potpunosti navodimo osnovne
relacije potrebne za tu tvrdnju.

Rac¢unamo

agw, = a*(1/2)w, = pa*(=3/2)1 = —uDa™

ate, = a* (3/2)w, = (1 — pya*(~1/2)1 = (1 - pa*
afw,=0 (n>2)

e = a~(1/2) = (1 — pwa™(=3/2)1 = —(1 — ) Da
ayw, =a (3/2)w, = pa” (—=1/2)1 = pa™

a,w, =0 (n>2)

n

Sada komutatorska formula povlaci

L(0)a* = [L,(0),a"(~1/2)]1 = —[a}, (W)L = —(afw,)o + (a7 w,)-s
— (u(Da*)o+ (1 — pa’ )1 = (1 — p)a*.
Lyna" = [Lu(n),a*(=1/2)]1 = —[a*,, @u)nsi]l = —(afw.)a + (af w)us

— (WDa*)u+(1—pai ) 1=0 (n>1)

n

Ly(0)a™ = [Lu(0),a” (=1/2)]1 = —[aZy, (wu)1]1 = —(agwp)o + (a7 wu) 1
= (=(1=pw)(Da")o + pa=)1 = pa~.

Ly(n)a™ = [Lu(n),a” (=1/2)]1 = =[aZy, (Wu)nt]1 = —(ag wi)n + (a1 Wp)n
= (—(1=pw)(Da")p+pa, 1)1 =0 (n>1).

Ovim je dokazano da su a* primarni i da je konformna tezina 1/2 ako i samo

ako je p=1/2. O

Uoc¢imo da je za pu = %, centralni naboj Virasorovog polja jednak ¢, = —1.
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Lema 4.1.4. Vektor

1. 1
B = —a+(—§)a (—5)1

je Heisenbergov vektor nivoa —1 u Weylovoj verteks-algebri. Nadalje, on je
primaran konformne teZine 1 obzirom na Virasorovo polje L,(z) ako i samo

akoje,u:%.

Dokaz. Imamo

Dakle 8 je Heisenbergov vektor nivoa —1. Iz prethodne leme i formule za

komutator dobivamo

Lu(n),a* (m+1/2)] = (—m —p(n+1))a* (m+n+1/2),

[L,(n),a”(m+1/2)] = (—m+(p—1)(n+1))a (m+n+1/2).
Za n > 1 vrijedi:
Lu(n) = —Lu(n)a* (=1/2)a = (1= p(n+1))a* (n—1/2)a” = (2u—1)d,1

sto povlaci da je § primaran ako i samo ako je p = 1/2. Bududi da je

L(0)5 = (1 — p+ )8 = B, konformna tezina je 1. O

4.2 Kociklusi za prosirenu Schrodinger-Wittovu
Liejevu algebru

U ovom kratkom poglavlju slijedimo izlaganje iz [38].

Definicija 4.2.1. 2-kociklus ¢ na Liejevoj algebri g s vrijednostima u trivi-

jalnom g—modulu C je bilinearno preslikavanje

p:gxg—C
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koje zadovoljava svojstvo antisimetricnosti:
p(r,y) = —p(y, ), Yo,y € g;
1 Jacobijev identitet:
o (2,4l 2) +o(ly 2 2) + o[z 2],y) = 0,Voy, 2 € g

Vektorski prostor svih 2-kociklusa na Liejevoj superalgebri g oznacavat ¢emo

s B%(g,C).

Definicija 4.2.2. Za svaki 2-kociklus ¢ : g — C, ¢ svaku linearnu funkciju

f g — C definiramo 2-korub:

@57, y) = ¢(x,y) — f([2,y]),Vo,y € g;

Vektorski prostor svih 2-korubova na Liejevoj superalgebri g oznacavat ¢emo

s C?(g,C).
Uocimo da je C?%(g,C) C B*(g,C).
Definicija 4.2.3. Kwvocijentni vektorski prostor
H*(g,C) = B*(g,C)/C*(g,C)
zovemo druga kohomologija Liejeve algebre g s vrijednostima u g-modulu C.

Definicija 4.2.4. Schrodingerova algebra sh je konacnodimenzionalna Li-
ejeva algebra s generatorima Ly, L(0), Xi% i centralnim elementom Mo,

definirana kao semidirektan produkt

(5[(2,R) X <Xi%>> @ spanc { Mo},
gdje je <Xi%> konacnodimenzionalna Heisenbergova algebra:

[Xi%,Xi%] — 5. M,
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Djelovanje Liejeve algebre sl(2,R) s generatorima L_1, Ly, Ly i relacijama
[Lo, Ly] = —2Ly, [Lo,L_1] =2L_y, [L_1,Li] = L,

definirano je, zan € {—1,0, 1}, s:

1
2

1 n
Ly, X 1il=—|£=-—= X
Definicija 4.2.5. [38] Schrdodinger- Wittova algebra svg je beskonacnodimenzionalna
Liejeva algebra s generatorima L(n), M(n), X (n + %), n € Z, koji zadovo-

ljavaju sljedece komutacijske relacije:

[L(m), L(n)] = (m —n)L(m +n) (4.1)

[L(m),X (n + %) _ (mT_l _ n> X <m +nt %) (4.2)

[L(m). M(n)] = —nM(m+n) (4.3)

{X (m+%>,X(n—l—%)_ — (m—n)M(m+n+1) (4.4)
[M(m), X (n + %) — [M(m), M(n)] = 0. (4.5)

Theorem 4.2.6. [39] [/0] Schridinger- Wittova Liejeva algebra svq posjeduje

tri netrivijalna centralna prosirenja dana sljedecim trima kociklusima:

m3—m

¥1 (L(m)7 L(”)) - 12 5m+n,0§

2 (L(m), M(n)) = (m* = m) dpino;

3 (M(m), M(n)) = mdping

Definicija 4.2.7. [38] Prosirenu Schrédingerovu algebru sh O sb definiramo
kao semidirektan produkt

E’_b = <N0> X 5h7

gdje Ny djeluje kao derivacija na sb :

[No, Lo 1] =0 [NmXi%} = Xi%, [No, M| = 2M,.
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Definicija 4.2.8. [38] Prosirena Schrodinger-Wittova algebra s0g D svq je
prosirenje Schrédinger- Wittove algebre dodatnim generatorima N(n) te ko-

mutacijskim relacijama:

[L(m),N(n)] = —nN(m+n) (4.6)
[N(m),N(n)] = 0, (4.7)
lN(m),X <n %) - X (m +nt %) (4.8)
[N(m), M(n)] = 2M(m+n) (4.9)

Lema 4.2.9. [16] [38]

1. Stavimo

b = {Lo. My, X}
h = (No)xb

Tada je b Liejeva podalgebra od sh 1 6 je Liejeva podalgebra od sbh i
vrijeds:
sh = bhx (L(m)|m € Z)
_ - 1
sh = hx <X (m—|—§) , M(m)|m € Z>
gdje je (L(m)|m € Z) Wittova algebra.
Liejeve algebre b i b su rjesive.

2. Schrodinegrova algebra sb je maksimalna Liejeva podalgebra Schrodinger-
Wittove algebre svy, dok je prosirena Schridingerova algebra sh ~
(No) X sb, maksimalna Liejeva podalgebra Schrédinger-Wittove alge-

bre svq
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3. Liejeva algebra svy ima tri nezavisne klase centralnih prosirenja danih
sljedecim kociklusima:

m3 —m

ADm), L) = "
¢(L(m),N(n)) = _(m2_m)5m+n,0

©(N(m),N(n)) = mdmino

4.3 Schrodinger-Virasorova algebra i pridru-
zena univerzalna omotacka verteks-algebra

Schrodinger-Virasorova Liejeva algebra je semi-direktan produkt Heisenberg-
Virasorove Liejeve algebre s nilpotentnim idealom generiranim primarnim
poljima X (z) i M(z) konformne tezine 3, odnosno 1.

Svrha ovog poglavlja je poopéenje Unterbergerovog rezultata da Heisenberg-
Weylova verteks-algebra ima strukturu modula za Schrodinger-Virasorovu

verteks-algebru centralnog naboja (0,0, —1).

Definicija 4.3.1. Schrdodinger-Virasorova algebra sv je beskonacnodimen-
zionalna Liejeva algebra s generatorima B(n), L(n), M(n), X(n + 3), n €
Z te trima centralnim elementima Cg,Ca 1, Cr, koji zadovoljavaju sljedece
komutacuijske relacije:

m3 —m

12

[L(m), L(n)] = (m —n)L(m + 1) + dnino
[6(m), B(n)] = OmnomCy

[L(m), B(n)] = —nB(m +n) — 5m+n,0<m2 —m)Crp

Cr
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[X(m—l—%),X(n—l—%)] =(m-n)M(m+n-+1)

[L(m), X (n + %)] = <mT—1 —n) X(m+n+%)
[B(m), X (n + %)] =X(m+n+ %)

[M(m), M(n)] =

[M(m), X (n+ %)] =0

gdje sum,n € Z te
[50, CL] = [50, CLﬁ] = [50, Cg] =0,

Definicija 4.3.2. Schrodinger-Virasorova konformna algebra definirana je
vektorima 3, w, u, x te centralnim elementima Cg, Cr g, Cr koji zadovoljavaju
sljedeée A\— zagrade:

waw] = (D + 2\)w + i—ZOL (4.10)
] = (D+A)x (
lwap] = (D+Mp (
Dax] = (D420 )p (
Do) = [pap] =0 (4.14
W8] = (D+N)B—XNCrp (
[B:8] = ACj (
[Bx] = x (

(

[Bap] = 2p
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Definicija 4.3.3. Schrddinger-Virasorova verteks-algebra V*° (cr, cr g, c3) je
univerzalna omotacka verteks-algebra pridruzena Schrodinger-Virasorovoj kon-

formnoj algebri.

Schrédinger-Virasorova verteks-algebra je generirana poljima

nez
L(z) = ZL(n) B an+12_
nez nez
1
X(z) = ZX(n + 5)2_"_2
nez
M(z) = Z]\J(n)z’"’1
neZ
Primjenom komutatorske formule [a(m),b(n)] := 377, (T) (a(j)b) (m+n—j) na

njihove koeficijente, direktno se pokazuje da je svaki V*°(cy, cr, g, ¢g)-modul,
modul za Schrodinger-Virasorovu Liejevu algebru sv.

Definiramo sljedece Liejeve podalgebre od sv:

so" = spanc{L(n), X(n+1/2),8(n), M(n)| n € Zso} U
U spanc{X(1/2), M (0)}
sv” = spanc{L(n), X(n+1/2),8(n), M(n)| n € Zo}

500 = spanC{L(O), 5(0), OL, CLﬁ, Og}
Tada vrijedi trokutasta dekompozicija
s =sbt Hsv’ Bsv.

Za (cp,cpp,cp, hy hg) € C° neka je Cv 1-dimenzionalan sv™ @s0°-modul takav
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da je za n € Zxo:

L(n)v = hé,ov
B(n)v = hgd,ov
X(n—i—%)v = M(n)v=0
(Cr,CLp,ca)v = (cL,cLp ca)v

Definiramo Vermaov modul V*°(cy, cr, g, ¢, h, hg) kao inducirani sv-modul
VsU(CL, crL.g, s, I, h/g) = U(BU) QU (sv+@sv0) Co.

Ciklicki vektor 1 ® v € V*°(cr, cp g, ¢, h, hg) oznacit ¢emo s vy p,.
Pogledajmo sad Vermaov modul V*°*(cy,, ¢z g, ¢g,0,0). Vektor X (—3)vog

je singularan vektor u tom Vermaovom modulu. Uoc¢imo da je

X (U= = X (300

pa zaklju¢ujemo da je vektor L(—1)vg o subsingularan u V*°(cr, ¢, g, s, 0, 0).
(Preciznije, L(—1)vg o je singularan vektor u kvocijentu od V**(¢cy, ¢, g, ¢, 0, 0)
po podmodulu generiranom s X (—3)vg).

Univerzalna verteks-algebra V*°(cp, cr, ,c5) je realizirana kao kvocijent
Vermaovog modula V**(cy, cr, g, ¢,0,0) po podmodulu generiranom vekto-
rom L(—1)vgo:

VEU(CL, CL,,B; Cﬂ, O, 0)
(L(=1)vop)

Kao vektorski prostor, V*°(cr, ¢ 3, ¢g) je izomorfan s

Vsn (CL, CL,g, Cg) =

C[X(—n —3/2),8(—n —1),L(—n —2),M(—n —1) | n € Z>|.
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4.4 Heisenberg-Weylova verteks-algebra

Heisenberg-Weylova verteks-algebra M (1)®W je univerzalna omotacka verteks-
algebra pridruzena Heisenberg-Weylovoj konformnoj algebri koja je generi-

rana s o, a’,a” 1 sljedeéim A-zagradama:
[axa] =X [afa”] =1, [aia®] =0, [axa®*]=0 (4.19)
PBW baza od M (1) ® W dana je s

a(—j1=1) - a(—ji— Da*(=my = 1/2) ---a*(=m, — 1/2)

a (—n1—1/2) -+ a (—n,—1/2)1

gdjejeji =25 =20m =--->mg>0,n >---ny > 0.

Fiksirajmo sljedec¢i Virasorov vektor centralnog naboja 0:

W = Wi/2 + WHeis
1
WHeis — 505(_1)21
1 1 3 1 3 1
= —a"(—=)a (—=)1— =at(—=)a (—=)1
W12 2(1 ( 2)a ( 2) 2“ ( 2)@ ( 2)

Neka je

L(z) = Y(w,2) = Lia(2) + Lpzeis(z) = Y _ L(n)z™"2.

neL
Nadalje, neka su dani sljedeci vektori u Heisenberg-Weylovoj verteks-algebri

M(1) @ W:

g = —a+(—§)a (—§>
po= et
1
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te ih identificirajmo sa sljede¢im formalnim Laurentovim redovima:

plz) =

[B(n),a(m)] = 0

200w = 0
20w = a(-1)1 =«
20,0 = 0 (n>2)

61
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agy = 0
arx = a(l)y=a"(-1/2)1 =a"

apX = 0 (TLZQ)

62
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agx = a (1/2)x =—-a(-1)1=-a
agpx = 0 (n=1)
2a,

20000 = 0 (n=1)

p o= a (1/2)u=2a"(-1/2)1 = 2a*

Sada komutatorska formula povlaci tvrdnju.

4.5 Realizacija univerzalne Schrodinger-Vira-
sorove verteks-algebre

Lema 4.5.1. U Heisenberg- Weylovoj konformnoj algebri M (1) @ W vrijede

sljedece A-zagrade

wxa] = Da+da  |wa™| = Da™ + A%ai
[Bra*] = Fa* [xae] = Da* —Aa*
baa™] = —a [ma]=a"

[Bra] = [at] =[] = [mat] =0

Dokaz. Rac¢unamo

2wyee = [2L(0), a(—1)]1 = —[a(—1), 2w(1)]1 = 2(apw)o + 2(1w)_1

2wy = [2L(n),a(-1)]1 = —[a(-1),2w(n+1)]1 =0 (n>1)
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2wat = [2L
(0)

~—~

0),a™(=1/2)]1 = —[a"(=1/2), 2w(1)]1 =
= 2(ajyw)o + 2(afyw)-y = (=(Da")@) +al )l =a".
2wat = [2L(n),a*(-1/2)]1 = —[a*(-1/2),2w(n + 1)]1 =

= Q(CLEB) )( )y + 2((1?_1) )(n 1) = ((Da+)(n) —I—a?;b_l))l =0 (n > 1)

2wea” = [2L(0),a" (=1/2)]1 = —[a™(—1/2),2w(1)]1 =
= 2(agw)o +2(a” (H)w) -1y = (=(Da")©) + o)l =a”.
2wma” = [2L(n),a”(—=1/2)]1 = —[a” (—1/2),2w(n + 1)]1 =

= 2(agw)m) +2(aqw)m-1 = (=(Da")wm) +a,_,)1=0 (n=1)

fua = [B(n).a(~1)]1 = ~[a(~1), 51 =0 (n>0)
foa™ = [B(0).a*(~1/D]L = ~[a*(~1/2). BO)L = ~(ai f) -1 = —a’,1 =

Bua® = [B(n).a*(~1/2)]1 = ~[a" (~1/2), B)]1 =0 (n>1)
foa~ = [B(0),a (~1/2)]1 = ~[a (~1/2), B(0)]1 = —(ag )11 = —a",1 =

Xoo = [X(1/2),a(-1]1 = ~fa(~1), X(1/2]1 = ~(a0x) 1 ~ ()1 =
= —af \1=—a
(=1
X = [X(n+1/2),a(=D]1 = —[a(=1), X(n +1/2)]1 = —(anx) 1 =
=0 (n>1)
Xmae" = [X(n+1/2),a"(=1/2)]1 = —[a*(-1/2),X(n+1/2)]1 =0 (n>0)
xoa~ = [X(1/2),a"(~1/2)]1 = ~[a(~1/2), X(1/2)]1 = ~(ag) 11 =
= —Oé,11 = —

xmae = [X(n+1/2),a (-1/2)]1 =—[a"(-1/2),X(n+1/2)] =0 (n>1)
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2pa = [M(n),a(~D]1 = ~[a(~1), Mn)]1 =0 (n>0)

2nat = [Mn),a" (~1/2)]1 = ~[a* (~1/2), Mn)]1 =0 (n>0)

2noa” = [M(0),a (~1/2)]1 = ~[a” (~1/2), M(0)]1 = 2(agu)11 =
= 2a,1=2a"

2na = [M(n),a(~1/2)]1 = ~[a"(~1/2), M(n)] =0 (n > 1)

Kako je w = wrreis_,, + Wiz, derivacija na M (1) ® W, tvrdnja slijedi. [
Theorem 4.5.2. [38] Vektori
. %a+(—l/2)21
X = a(-1)a*(-1/2)1
B = —a"(=1/2)a”(-1/2)1
1

w o= 5[(a+(—-1/2)a—(—3/2)—-a+(—3/2)a—(—l/2))+a(—1)ﬂ 1

generiraju verteks podalgebru E“(0,0, —1) od M(1) @ W, koja je kvocijent

univerzalne verteks algebre V*° (0,0, —1).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da ta cetiri vektora zadovoljavaju iste \-zagrade

kao generatori od V*° (0,0, —1):

[B:\3] = —A (4.20)
waw] = (D + 2\)w (4.21)
a8l = DB~ A3 (4.22)
Dol = [pap] =0 (4.23)
pw]:(D+;)X (4.24)
lwap] =D+ My (4.25)
Dox] = (D +20)u (4.26)
[Bx] = x (4.27)
[Ban] =24 (4.28)
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Relacije (4.20) i (4.22) slijede iz Leme [£.1.4] a (4.21) iz Teorema [4.1.1]
Relacije (4.23)) slijede iz ¢injenice da je

lafa®] = [afa] =0.
Dokazimo . Sjetimo se da je L(0) = L1/2(0) + Lpeis(0) 1 da je a™
konformne tezine 1/2, o konformne tezine 1 i da vrijedi
[L(0), a(n)] = —na(n), [L(0),a™(m+1/2)] = —(m+1/2)a™(m + 1/2)
Sada vrijedi:
L0)x = L(0)a(-1)a*(-1/2)1
= [L(0), a(=D)]a" (=1/2)1 + a(=1)[L(0),a" (=1/2)]1

3

Lako se vidi da je L(n)x = 0 za n > 1. Ovime smo dokazali da je
3
wax] = (D +A7)x-
Relacija (4.25)) slijedi iz

xox = a(1)a™(=3/2)a(-1)a™ =a™(=3/2)a™ = Du

xix = a(l)a*(=1/2)a(-1)a* = a*(~1/2)a* =2

Relacija
[at(n+1/2),a" (m~+1/2)] = dnimi10
lako povlaci (4.26)) i (4.27)). O

Neka je V*(cp,cr3,c5) Heisenberg-Virasorova verteks-algebra generi-

rana s (3, w i sljede¢im A—zagradama:

[B:8] = cs)
[\@] = D+ 2w\ + %X”
[@)\B} = DB + B)\ - CL”B)\Q
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Korolar 4.5.3. Za svaku uredenu trojku (cr, cr5,c5) € C* postoji netrivija-
lan homomorfizam verteks-algebri
fV™(cp,enpcs) = M) @W @ VH (cp,erp,c5+1). (4.29)

Dokaz. Sljedeca ¢etiri vektora u M (1) @ W @ V¥ (cz,cp5,c5 + 1) :

B = Buwew + B

= WM@1ew T W

XEMA) W

=1
I

pe M)W

=
I

zadovoljavaju iste A-zagrade (4.10]) - (4.18)) kao generatori od V*° (¢, ¢ 3, ¢s)

stoga postoji netrivijalni homomorfizam verteks-algebri
fV™(cp,enpcs) = M) @W @ VM (cp,epp,c5+1). (4.30)

]

4.5.1 O problemu dekompozicije V**(0,0, —1) kao Ms(1)®
LVi"-modula

Oznac¢imo s Mpz(1) Heisenbergovu verteks podalgebru od V*°(0,0,—1) ge-

neriranu vektorom f i pripadnim Virasorovim vektorom wg = —% (—1)%

Neka je LY Virasorova verteks-algebra generirana sljede¢im Virasorovim

vektorom centralnog naboja ¢ = —1:
_ 1
@ =w—wp = (L(=2) + 3B(-1P)1

Neka za r € C, Mps(1,r) oznacava ireducibilni Mz(1)-modul gdje 5(0) djeluje
kao rId, a LY (c, h) ireducibilni modul za Virasorovu algebru najvece tezine

(¢, h). Za n € Z>( stavimo

wa, = at(—=1/2)*"1, Wopy1 = a(—1)a™ (=1/2)*"11.
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Lema 4.5.4. Vrijed:
(1) Za j € Zso je w; € L*(0,0,—1).
(2) Way, = (Mg(1) @ LY) awa, =2 Mg(1,2n) @ LV (—1,n(2n + 1)).

(8) Wans1 = (Mp(1) @ LV3") wanyr = Mp(1,2n + 1) @ LV"(=1, (n +
1)(2n +1)).

gdje je LVir (=1, h) modul najvece tezine h.
Dokaz. Tvrdnja (1) slijedi direktno iz formule. Uo¢imo nadalje da su wsy, i
wo,+1 vektori najvece tezine za Virasorovu i Heisenbergovu Liejevu algebru
i da vrijedi:

L(0)wan = nwan,  B(0)wan = 2nway,

L(0)wopi1 = (n 4 3/2)waeny1,  B(0)wansr = (2n 4+ 1)wopys.

Odatle slijede tvrdnje (2) i (3). O

Stavimo W = [[}2, W;. Tada je W modul za Mg(1) ® LY{". Postavlja se
pitanje da li je W = V**(0,0, —1). No odgovor je negativan. Pomoc¢u analize
formula karaktera za module najvece tezine za Virasorovu algebru moze se

dokazati
ch[V** (0,0, —1)](q, 2) — chW](q, 2) = 2%¢* + - - - . (4.31)

Ovaj racun pokazuje da V*°(0,0,—1) ima singularni vektor za Heisenberg-
Virasorovu verteks-algebru Mz(1)® LY na konformnoj tezini 3. U sljedecem
poglavlju ¢emo izracunati taj singularni vektor.

Napominjemo da mi izostavljamo izvod formule jer bitno koristi
strukturu Vermaovih modula za Virasorovu Liejevu algebru pa ga ovom pri-
likom ne¢emo navoditi. Napomenimo da to ne utjece na rezultate u nastavku

ovog poglavlja.
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4.5.2 Primjer: singularni vektor konformne tezine 3

Direktnim racunom pokazuju se sljedec¢e formule

L()X(-3/2)*1 = 2M(-2)1
L)M(-1)L(-2)1 = 0
L()M(=3)1 = 3M(-2)1
LB(=1)M(=2)1 = [L(1), B(=1)]M(=2)1 + B(—1)[L(1), M(—2)]1
= BO)M(=2)1 +26(-1)M(-1)1
= 2M(-2)1+28(-1)M(-1)1
L)B(=2)M(-1)1 = 26(-1)M(-1)1
LB(=1)*M(-1)1 = 4B(-1)M(-1)1

B1)X(=3/2)1 = M(-2)1

BAM(-1)L(-2)1 = M(-1)p(-1)1 = p(-1)M(-1)1 — 2M(-2)1
B)M(=3)1 = 2M(-2)1

BAB(M(=2)1 = —M(=2)1+25(-1)M(-1)1

AA)B(=2)M(-1)1 = 0

BLB(-1)°’M(-1)1 = —28(-1)M(-1)1

B(2)X(-3/2)’1 = 2M(-1)1

BER)M(~1)L(—-2)1 = 2M(1)L(-2)1 = 2M(~1)1
BERIM(=3)1 = 2M(~1)1

BR2)B(-1M(=2)1 = 0

B2)p(-2)M(-1)1 = —2M(-1)1

B(2)B(-1)’M(-1)1 = 0
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L(2)X(~3/2)%1 = gX(l/Z)X(—3/2)1:5M(—1)1

1 = M1)L(=2)1+c¢/2M(~1)1 = M(—1)1 (c=0)

)
LEM(=3)1 = 3M(-1)1
L)B(-1)M(-2)1 = B1)M(-2)1 = 2M(~1)1
LR)B(—2)M(~1)1 = 28(0)M(~1)1 = 4M(~1)1
L2)B(-1)*M(-1)1 = B(1)A(=1)M(=1)1 = =M (1)1

w = X(=3/2)°1+ [asM(=1)L(=2) + azM(=3) + azB(—1)M(-2) +

+asf(=2)M(=1) + asB(—1)*M(~1)] 1

L(1)w = (1w = F(2)w =0 (4.32)

L)w = 2M(=2)1+ 3a;M(—2)1 + 2a3(M(—2)1 + S(—=1)M(—1)1 +
+ 2a4B3(=1)M(=1)1 + dasB(—1)M(-1)1

= (2+3az + 2a3)M(—2)1 + (2a3 + 2a4 + 4a5)f(—1)M(—-1)1 =0
BHw = M(=2)1+a;f(—1)M(—1)1 — 2a; M (—2)1 + 2a; M (—2)1 +
—azM(—2)1 + 2a38(—1)M(—1)1 — 2a58(—1)M(—1)1

= (1 —2a; 4+ 2as —az) M (—2)1 + (a1 + 2a3 — 2a5)B(—1)M(—1)1 =0

L2w = (54 a1+ 3as +2a3+ 4ay —as)M(—=1)1 =0
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Odavde zbog linearne nezavisnosti vektora PBW baze izlazi sustav:

24+ 3as+2a3 = 0
a3+ ay+2a5s = 0
1—2a;+2a3,—a3 = 0
a4+ 2a3 —2a;5 = 0

5+a1+3a2+2a3+4a4—a5 =0
Rjesenje sustava je

ay = —(68/107), ay = —(100/107), a3 = 43/107, ay = —(61/107), a5 = 9,/107.

(4.33)
Na ovaj na¢in smo pokazali:
Propozicija 4.5.5. Vektor
68 100 43
= X(=3/2)%1— | —M(-1)L(=2) + —M(=3) — —p(=1)M (-2
w = X(-3/2P1 - [ ML+ {RM(-3) - 1B M(-D+

61 9 )
B2 (-1) - o811
je singularan vektor uw V*° (0,0, —1). Vrijedi
Vir _ T Vir
(M5(1) ® LY ) w = Ms(1,2) ® LV"(~1,5).

Lema 4.5.6. Pri Unterbergerovom homomorfizmu

V*°(0,0,—1) = M(1) @ W,
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vrijedi da se vektori PBW baze preslikavaju

X(=3/21 = |a(-1)%a"(-1/2)* + a*(=5/2)a"(-1/2)] 1
[a(=1)%a™(=1/2)* + 2a* (-5/2)a* (—1/2) +
T(=3/2)2 +at(~1/2)%a(—3/2) +

— a*(-3/2)a*(-1/2)%a"(-1/2)] 1

[
1
4
2a

M3 v [a*(-5/2)a"(<1/2) + sa™(~3/2?| 1
B(-=1)M(-2)1 — [a"(=5/2)a*(—=1/2) — a"(=3/2)a™ (—1/2)%a" (—=1/2)+
+ at(=3/2)°]1
B(—2)M(-1)1 —% [a™(=3/2)a™ (—1/2)%a" (-1/2)+
+ a*(=1/2)%a(=3/2) + a"(=5/2)a"(-1/2)] 1
B(—1)*M(—1)1 a+(—5/2)cﬁ(—1/2)+1a+(—1/2)4a*(—1/2)2

2
+ at(=3/2)%*+ %a+(—3/2)a+(—1/2)3 +

- ga+(—3/2)a+(—1/2)2a_(—1/2) 1

Dokaz. Prisjetimo se da je Unterbergerov homomorfizam zadan na genera-

torima od V*°(0,0,—1) :

B-11 = —a*(=1/2)a"(—1/2)1

L(-2)1 %[a(—1)2+a+(—1/2)a(—3/2)—a(—1/2)a+(—3/2)}1

M(—=1)1 %a+(—1/2)21

X(=3/2)1 = a(-1)a*(~1/2)1
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Opdi koeficijenti verteks operatora pridruzenih tim generatorima dani su sa:

Bl = = [ (=i =1/2)a”(j = 1/2) +a™ (=) = 3/2)a*(j + 1/2)] 1

DN | —

M1 = —Z (=j —1/2)a™(j — 1/2) + a*(—j — 3/2)a™(j +1/2)] 1

X1 = Z[ (—j — Da'(j — 1/2) +a*(—j — 3/2)a(j)] 1

J=0

Nadalje, iz aksioma derivacije na verteks-algebri M (1) @ W izlazi:

B(=2)1 — D[-a®(=1/2)a (-=1/2)] 1= —[a"(=3/2)a” (-1/2)+
a”(=3/2)]1

-
(
M(=2)1 — DB +(—1/2)2} 1= a*(=3/2)a" (=1/2)1
[

+
S
+
|
—_
~~
[\
~—

D [a*(=3/2)a*(-1/2)] 1 =
= [a+(—5/2) (—1/2)+%a+(—3/2)2 1
Odavde direktnim raéunom izlazi:
1.
X(-3/2’1 = [a(-1)a"(-1/2) + a(0)a™(—=3/2)]a(—1)a™(-1/2) +

+  a(=2)a’(1/2) + a(1)a™ (=5/2)]a(—1)a™ (-1/2)] 1 =
= [a(=1)%a"(=1/2)* + a*(-5/2)a* (-1/2)] 1
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3.
B(=2)M(—1)1 = 2M(=3)1 + M(—1)3(—2)1 -
[2a+(—5/2) H(=1/2) +a"(=3/2)*] 1 +
- %[aJ“ (=1/2)* + a™(=3/2)a™(1/2)] a*(=3/2)a" (-1/2)1
_ %[cﬁ (—1/2) + a*(=3/2)a* (1/2)] a*(~1/2)a (~3/2)1
— %[cﬁ (—3/2)a*(1/2) + a*(=5/2)a*(3/2)] a*(=3/2)a" (-1/2)1
- %[cﬁ (=3/2)a*(1/2) + a*(=5/2)a™(3/2)] a*(-1/2)a" (-3/2)1
— %[cﬁ (=5/2)a*(3/2) + a*(=7/2)a*(5/2)] a*(-3/2)a" (-1/2)1
- %[cﬁ (=5/2)a™(3/2) + a*(=7/2)a* (5/2)] a* (=1/2)a" (-3/2)1
= |at(=5/2)at(-1/2) — %a+(—3/2)a+(—1/2)2a_(—1/2)+
——a*(-1/2)%a"(-3/2)| 1
4.
(=DM (=2)1 —
[—a®(=1/2)a™(=1/2) — a™(1/2)a (—3/2)] a*(—1/2)a™(-3/2)1 +
+ [—a™(=3/2)a"(1/2) — a*(3/2)a” (=5/2)] a™(—1/2)a™(—3/2)1 +
+ [—a"(=5/2)a"(3/2) — a*(5/2)a” (=7/2)] a*(=1/2)a" (=3/2)1 +
= [-a"(=3/2)a"(-1/2)%a" (-1/2)1 + a*(=3/2)°’1 + a®(=5/2)a"(-1/2)] 1
5.

26(—1)M(—1)1 —

[—a®(=1/2)a™(—1/2) — a™(1/2)a (-3/2)] a*(-1/2)1
+ [0 (=3/2)a™(1/2) — a™(3/2)a™ (=5/2)] a*(~1/2)"1
[—a®(=1/2)%a™(=1/2) + 2a*(-3/2)a*(-1/2)] 1
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6.
28(—1)*M(—=1)1
[a"(=1/2)a™(=1/2) + a*(1/2)a™(=3/2)] a™(~1/2)%a" (-1/2)1
[a*(=3/2)a™(1/2) + a*(3/2)a”(=5/2)] a*(~1/2)’a"(~1/2)1
+ [a7(=5/2)a”(3/2) + a*(5/2)a” (~7/2)] a™(~1/2)’a"(~1/2)1
— 2[a™(=1/2)a(-1/2) + a™(1/2)a” (—=3/2)] a*(-3/2)a*(-1/2)1

[
— 2[a"(=3/2)a™(1/2) + a*(3/2)a” (-5/2)] a* (=3/2)a*(~1/2)1
2 [a*(=5/2)a"(3/2) + a* (5/2)a” (=7/2)] a*(=3/2)a" (~1/2)1
= [a"(-1/2)'a"(-1/2)* + 2a*(-3/2)* + a*(—1/2)%a" (-3/2)+
— 5at(=3/2)a’(-1/2)’a"(=1/2) + 2a*(=5/2)a*(-1/2)] 1

]

Theorem 4.5.7. U univerzalnoj Schrédinger-Virasorovoj verteks-algebri V*° (0,0, —1)

singularan vektor (za Heisenberg-Virasorovu verteks podalgebru)

w = X(-3/2)%1

- %M(—l)L(—Q)l
- 183]\4(—3)1

+ 1075( DM (=21
- 1076( 20 (~1)1
+ 107/3( D*M(=1)1

se pri Unterbergerovom homomorfizmu

V0,0, —1) — M(1) @ W
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preslikava u singularan vektor

W i[20a(—1)2a+(—1/2)2+4a+(—1/2)3a’(—3/2)+8a+(—3/2)2+

214
—8at(—5/2)a"(—1/2) — 4a™(=3/2)a"(~1/2)%a" (—1/2) +

+at(—-1/2)a"(-1/2)%] 1

u verteks-algebri M (1) @ W.

Dokaz.

w

|_>

[a(~1)a* (~1/2? + a*(~5/2)a*(~1/2)] 1

% [a(=1)%a*(=1/2)* = 2a"(=3/2)* + 24" (=5/2)a* (~1/2)] 1

[ (120 (<3/2) — 0 (~3/2)a* (-1/2a (~1/2)] 1

% %a+(—3/2)2 +at(=5/2)a"(=1/2)] 1

[0 (-5/2)a" (~1/2) — ¥ (=3/2)a" (~1/2Pa (~1/2) + " (-3/2)"] 1
07 :a+(—5/2)a+(—1/2) - S (32 (<1/2Pa(-1/2) - Sat(—1/2) % (-3/2) | 1
% —%a+(_1/2)4a_(—1/2)2 +at(=5/2)at(=1/2) + a+(—3/2)2} 1
%a(—l)Qcﬁ(—l/Z)Ql

%a+(—1/2)3@(_3/2)1

%a+(—3/2)21

%a+(—3/2)a+(—1/2)2a_(—1/2)1

St (-1/2)a (~1/2)1
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4.5.3 Primjer: V*(cy, cp 3, cs)—singularni vektor konfor-

mne tezine 3 za proizvoljne centralne naboje

Direktnim racunom pokazuju se sljedeée formule
L(1)X(=3/2)*1 = 2M(-2)1
LO)M(-1L(-2)1 = 0
L()M(=3)1 = 3M(-2)1
L)B(-1)M(=2)1 = [L(1),5(=1)]M(=2)1 + B(—1)[L(1), M(-2)]1
= BO)M(=2)1 +25(-1)M(-1)1
— 2M(=2)1+28(-1)M(-1)1
L)p(=2)M(-1)1 = 25(-1)M(-1)1
L)B(=1)’M(-1)1 = 4B(-1)M(-1)1

BX(=3/2)1 = M(—2)1

1 = M(-1)B(-1)1 = B(~1)M(~1)1 — 2M(-2)1

B)M(=3)1 = 2M(-2)1
B(1)B(—1)M(
AA)B(=2)M(-1)1 = 0

(

)
)
~2)1 = csM(~-2)1+28(-1)M(-1)1
)
)

1 = 2c8(—1)M(-1)1

B(2)X(-3/2)’1 = 2M(-1)1

BERIM(~1)L(-2)1 = 2M(1)L(—2)1 — 2¢1 M (1)1 = 2M(—1)1 — 2¢;, sM(—1)1
BERIM(-3)1 = 2M(-1)1

B)B(-1)M(~2)1 = 0

BRB(-DM(-1)1 = 2e,M(~1)1

BR)B(-1M(-1)1 = 0
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LOX(-3/271 = X(1/2)X(~3/2)1 = 5M(~1)1
LEM(-DL(=2)1 = ML(=2)1+ TM(=1)1 = (1+ )M (1)1
LE)M(-3)1 = 3M(-1)1
L2)B(=1)M(=2)1 = B(1)M(=2)1 =2M(-1)1
L2)B(=2)M(=1)1 = [26(0) = 2c15]M(=1)1 = (4 = 2¢1,5) M (1)1
LR)B(=1*M(=1)1 = BI)B(-1)M(=1)1 = csM(-1)1

Zapisimo sada singularni vektor u PBW bazi:
w = X(-3/2)%1
+ [arM(=1)L(=2) + aoM(—=3) + asB(—1)M(—2)+
+ asB(=2)M(—1) + asB(=1)>M(-1)] 1.

Sada imamo

Lw = 2M(=2)1+ 3a;M(—2)1 + 2a5M(—2)1 + B(—1)M(—1)1 +
+ 2a4B(—1)M(=1)1 + dasB(—1)M(—1)1

= (24 3ax+ 2a3)M(—2)1 + (2a3 + 2a4 + 4a5)5(—1)M(—1)1
LR2w = [ph+a(l+ %L) + 3ag + 2a3 + a4(4 — 2¢cp 5) + ascs] M (—1)1

BDw = M(=2)1+
+ aB(—1)M(=1)1 — 2a; M (=2)1 + 2a, M (—2)1 + azcs M (—2)1 +
+ 2a38(—1)M(—=1)1 + 2a5c5B(—1)M(—1)1

= (1 —2ay + 2ay + azcg) M(—2)1 + (a1 + 2a3 + 2a5c3)5(—1)M(—1)1

BR)w = (24 (2—2cLp)ar + 2a2 + 2a4c5)M(—1)1
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Zbog linenarne nezavisnosti, uvjeti
LMw=p31w=p2w=0 (4.34)
daju sustav:
3as +2a3 = —2
as+as+2a5 = 0
—2a1 + 2ay + cgazg = —1
ay + 2a3 + 2cgas = 0
(24 cp)ay + 6as + 4ag + (8 —4cpg)ag + 2cpas = —10  (4.35)

Rjesenje sustava je
2(8 — 17cg + 9c3 — 4cp g + 2cpcL8)

T T 40cs + 3¢ — 32cr,p + 12cpc, 3 — 4eger, + 3ciey,
0 — 2 N 2(—8 + 35¢5 +4cp 3 — caer)
3 3(64 — 40cs + 3cg — 32cL 5 + 12cpcL 5 — deger, + 3cher)

B —8 +35¢s +4crp — cper
@7 T 40cs + 3cg — 32crp + 12cpc, 5 — 4eger, + 3cier,’

- 44 — 1705 — QCL + CaCL
M T 64— d0cs 1 32 — B2c1.5 + 1205015 — deger + 3Bcr

—18 = 9¢g — 2c. 5 + ¢,

as =

64 — 40cs + 302, —32¢r5 + 12¢cgcp 5 — 4deger, + 3C%CL’

Na ovaj nacin smo pokazali:

Propozicija 4.5.8. Vektor

w = X(-3/2)1
+ (e M(=1)L(=2) + aaM(=3) + asf(—1)M(=2) + ayf(—2) M (—1)+
+aB-1PM-1)] 1

je singularan vektor za Heisenberg-Virasorovu podalgebru V™ (cr, ¢ 5, c5) od

Ve (CL, CL.gB, Cﬁ) , 24

64 — 40cg + 3¢ — 32¢,p + 12cpc 3 — 4cger + 3cier, # 0.
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Napomena 5. Uocavamo da za cg = —1,cp3 = ¢, = 0, koeficijenti singu-
larnog vektora su isti oni koje smo izracunali za sluc¢aj upravo tih centralnih

naboja:

68 100 43 61 9
as = ——

o7 T T P T 0 M7 T ow 107

a; = —
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