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SAZETAK

Nelinearna Fourierova analiza teorija je Fourierovih redova i Fourierove transforma-
cije napravljena u slu¢aju grupe SU(1,1), sac¢injene od matrica reda 2 posebnog oblika,
koji se smatra najjednostavnijim netrivijalnim slucajem. U prvom dijelu rada ispituje
se konvergencija lakunarnog SU(1,1) trigonometrijskog produkta s kvadratno sumabil-
nim koeficijentima po odgovarajucoj metrici i g.s. U tu svrhu definira se metrika na
grupi SU(1, 1), a zatim se definira i varijanta L metrike na skupu izmjerivih funkcija na
jednodimenzionalnom torusu s vrijednostima u SU(1, 1), s obzirom na koju se proucava
konvergencija.

Drugi dio ovog rada proucava nelinearni analogon Hausdorff-Youngove nejednakosti.
U postoje¢im dokazima te nejednakosti konstanta ovisi o 1 < p < 2. Ispituje se ponasanje
konstante za funkeije koje imaju dovoljno malu L' normu. Koristenjem profinjenja linearne
Hausdorff-Youngove nejednakosti i perturbativnim tehnikama pokazuje se da nelinearna
Hausdorff-Youngova nejednakost za fiksirani 1 < p < 2 ima manju gornju medu od

linearne.

Kljuéne rijeci: lakunarni trigonometrijski red, Diracova transformacija rasprsenja, neli-

nearna Fourierova transformacija, Hausdorff-Youngova nejednakost
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SUMMARY

Nonlinear Fourier analysis studies the Fourier series and the Fourier transform defined
in the case of the group SU(1,1), whose elements are particular matrices of the order
two. In the first part of the thesis we begin with some basic definitions, results and L”
estimates from functional and Fourier analysis, which will be intensively used throughout
the thesis. We also explain a motivation for our study, which comes from orthogonal
polynomials. Then we define the lacunary SU(1,1) trigonometric product, as a nonlinear
analogue of the lacunary trigonometric series, and study two types of convergence of the
product. For that purpose we first define a metric p on the group SU(1, 1) and then define
a metric d,, a variant of L” metric, on the set of all measurable SU(1, 1)-valued functions on
one-dimensional torus. We characterize convergence in the metric d, of lacunary SU(1,1)
trigonometric product with square summable coefficients, i.e. give a nonlinear variant of
Zygmund’s result on the convergence of lacunary trigonometric series in I”. Then we
obtain a result on convergence a.e. of lacunary SU(1, 1) trigonometric product with square
summable coefficients and its partial converse.

The second part of the thesis begins with a short survey of the linear Fourier transform,
followed by the definition of the nonlinear Fourier transform. Its different properties and
estimates are given, as well as a motivation coming from eigenproblem for the Dirac opera-
tor and AKNS-ZS systems. We are focused on the nonlinear Hausdorff-Young inequality.
In the statement of that inequality there is a constant C), and the existing literature does
not clarify how it depends on 1 < p < 2. We study the behavior of that constant in a
particular case of functions whose L' norm is sufficiently small. Proof of the obtained
result is divided into two parts, depending on the closeness of the function to the set of
Gaussians. Using the sharpened linear Hausdorff-Young inequality and perturbative tech-
niques we show that the nonlinear Hausdorff-Young inequality, for a fixed 1 < p < 2, has a
lower upper bound than the linear one. The result implies the nonlinear Hausdorff-Young

inequality with an optimal constant C),, = B,,, where B, is the Babenko-Beckner constant.

Keywords: lacunary trigonometric series, Dirac scattering transform, nonlinear Fourier

transform, Hausdorff-Young inequality
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Poglavlje 1

UVvVOD

Pocekom 19. stolje¢a J.-B. J. Fourier je, proucavajuci jednadzbu topline, uveo razvoj
funkcije u trigonometrijski red. S danasnjeg stajalista rezultati do kojih je dosao bili su u
pocetku vrlo neformalno i neprecizno napisani te su ih poslije mnogi matematicari (poput
P. G. L. Dirichleta i G. F. B. Riemanna) precizno formulirali i dokazali. Medutim, na
mnoga pitanja do odgovora se doslo mnogo poslije, a neka su ¢ak i danas otvorena. Medu
vaznijim rezultatima svakako je Carlesonov dokaz [4] iz 1966. godine o konvergenciji g.s.
Fourierovog reda s kvadratno sumabilnim koeficijentima.

U 70-im godinama 20. stolje¢a pojavila se ideja da bi transformacija rasprSenja mogla
za neke nelinearne probleme igrati istu ulogu kao i Fourierova transformacija za linearne
diferencijalne jednadzbe pa se tijekom vremena za tu transfomaciju uvrijezio naziv neline-
arna Fourierova transformacija. Rjesavanjem svojstvenog problema za Diracov operator
dolazimo do najcesce proucavanog modela, koji se onda naziva i Diracova transformacija
rasprsenja. S obzirom na to da taj model uzima funkciju f: R — C, a vraca funkciju
takoder definiranu na R, a s vrijednostima u matri¢noj grupi SU(1,1), jedan od naziva
za taj model je i SU(1,1) transformacija rasprienja. U ovoj disertaciji proucavat ¢e se
iskljucivo taj model. On je dio Sire teorije o AKNS-ZS sistemima [1], [30].

Neki od rezultata, kao sto je nelinearni Placherelov identitet, dokazani su prije uvode-
nja te discipline. Dokaz tog rezultata nalazi se u radu [29] iz 1935. godine, i to je dokaz
u diskretnom slucaju, dok se za neprekidni sluc¢aj dokaz nalazi u radu [3] iz 1960. go-
dine. Formulacije takvih rezultata u analogiji s Fourierovom analizom dali su T. Tao i
C. Thiele u preglednom radu [27] te nadalje i u zajednickim radovima s C. Muscaluom
[17],[18],[19], [20], [21]. Njihov rad [17] iz 2003. godine velika je inspiracija za daljnje
istrazivanje u ovom podrucju. Nekim slutnjama koje su iznijeli u tom radu bavi se i
ovo istrazivanje. U tom radu proucava se nelinearna Fourierova transformacija kao ne-
prekidni analogon SU(1, 1) trigonometrijskog produkta, a iz klasi¢ne Fourierove teorije
znamo da su diskretni i neprekidni slu¢aj umnogome povezani. Oni su dokazali da u odre-
denim modelima konacnih karakteristika SU(1,1) trigonometrijski produkt s kvadratno

sumabilnim koeficijentima konvergira g.s. Za opéeniti SU(1, 1) trigonometrijski produkt s
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kvadratno sumabilnim koeficijentima konvergencija g.s. otvoreni je problem koji se Cesto
naziva i nelinearni Carlesonov problem, zbog analogije s gore spomenutim Carlesonovim
rezultatom.

Kod proucavanja konvergencije Fourierovih redova povijesno su prvo dobiveni odgovori
o konvergenciji (u L? i g.s.) lakunarnih trigonometrijskih redova, koji su jednostavniji za
promatranje i imaju dodatna svojstva. Za te rezultate iz prve polovine prosloga stoljeca
zasluzni su A. N. Kolmogorov [11] i A. Zygmund [31], [32]. Inspirirani time, prvi dio rada
posvetili smo svojstvima i tipovima konvergencije lakunarnih SU(1, 1) trigonometrijskih
produkata. Tehnikama koje smo razvili zasad mozemo obuhvatiti samo produkte s dovoljno
velikim koeficijentom lakunarnosti (poput ¢ > 2), ali napomenimo da dosad u literaturi
nisu postojali ovakvi rezultati.

M. Christ i A. Kiselev [6],[7] 2001. godine dokazali su vazan rezultat koji se smatra
nelinearnim analogonom Hausdorff-Youngove nejednakosti. Njihov rezultat ukljucuje
konstantu C), koja ovisi 0 1 < p < 2 i eksplodira kada p slijeva tezi prema 2. Slucajevi
te nejednakosti za p =11 p = 2 vec¢ su bili poznati, ali zbog nelinearnosti nije se mogla
koristiti interpolacija kako bi se doslo do tog rezultata o meduvrijednostima. C. Muscalu,
T. Tao i C. Thiele [17] postavili su pitanje o uniformnoj ogranicenosti konstanti po svim
p. Jednu od potvrda te slutnje dao je i V. Kova¢ [13] 2012. godine, kada je dokazao
uniformnu ogranicenost konstanti u modelima konac¢nih karakteristika. Ponasanju te
konstante za dovoljno male funkcije posvecen je drugi dio istrazivanja. Posebno, zanimalo
nas je ponasanje nelinearnog Hausdorff-Youngovog omjera za “male” funkcije i usporedba

s odgovaraju¢im omjerom u linearnom slucaju.

U drugom poglavlju ove disertacije najprije je dan kratki pregled nekih osnovnih
definicija iz funkcionalne i Fourierove analize, te ocjena za L” prostore kojima se koristimo
u dokazima kroz disertaciju. Zatim su definirani SU(1, 1) trigonometrijski produkti te
je dan uvid u neke rezultate i dokaze povezane s njima, kao i poveznica s ortogonalnim
polinomima [24], [25].

U tre¢em poglavlju promatramo konvergenciju lakunarnih SU(1, 1) trigonometrijskih
produkata, koju povezujemo s nekim rezultatima koji se odnose na konvergenciju lakunar-
nih trigonometrijskih redova. Definiramo pojam dovoljno lakunarnog niza i lakunarnog
SU(1, 1) trigonometrijskog produkta. Zatim uvodimo metriku, u oznaci p, na grupi SU(1, 1)
te nakon toga definiramo metriku d,, na skupu svih izmjerivih funkcija na T, jednodimen-
zionalnom torusu, s vrijednostima u SU(1,1). Metriku d, promatramo kao varijantu
L? metrike na skupu razmatranih funkcija te pokazujemo da je ta metrika i potpuna.
Dokazan je rezultat o konvergenciji lakunarnih SU(1,1) trigonometrijskih produkata s
kvadratno sumabilnim koeficijentima s obzirom na metriku d,, kao nelinearna varijanta
Zygmundovog rezultata o konvergenciji u L” lakunarnih trigonometrijskih redova. Zatim

je pokazan i rezultat o konvergenciji g.s. te njegov obrat.
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U cetvrtom poglavlju najprije je dan kratak osvrt na linearnu Fourierovu transformaciju,
te jedan drugaciji pogled na nju, u analogiji s kojim je dana definicija nelinearne Fourierove
transformacije. Nadalje, napisana su neka svojstva i L” ocjene koje zadovoljava nelinearna
Fourierova transformacija. Neka od njih su i dokazana u svrhu ilustriranja ideja i tehnika
koje se koriste. Na kraju poglavlja dana je motivacija za proucavanje te transformacije iz
svojstvenog problema za Diracov operator i AKNS-ZS sistema, spomenutih gore.

Peto poglavlje nadovezuje se na nelinearnu Hausdorff-Youngovu nejednakost. Posve-
¢eno je dokazivanju rezultata o konstanti u toj nejednakosti za dovoljno male (u L normi)
funkcije. U dokazu se pojavljuje M. Christov rezultat iz 2014. godine, koji je profinje-
nje linearne Hausdorff-Youngove nejednakosti i u kojem se pojavljuje veli¢ina koja mjeri
udaljenost funkcije od skupa poopcéenih Gaussovih funkcija. Tom veli¢inom koristimo se
kako bismo podijelili skup funkcija koje promatramo na dva dijela. Time je i taj dokaz
podijeljen na dva dijela, koja se nalaze u posljednja dva odjeljka disertacije, a taj materijal

moze se pronadi i u obliku preprinta ¢lanka [12].
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OSNOVE SU(1,1)
TRIGONOMETRIJSKIH PRODUKATA

2.1 Fourierova analiza

U ovom odjeljku dan je sazeti uvod u osnovne definicije i tvrdnje iz funkcionalne i
Fourierove analize. Opsirniji pregled tih rezultata, kao i njihovi dokazi, mogu se pronadi
u [8].

Definicija 2.1 Neka je X neprazan skup. Preslikavanje d: X x X — [0, 00) je metrika

na X ako za sve z,y, z € X vrijedi:
(i) dz,y) =0 2=y

(i) d(z,y) = d(y,»)

(iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Uredeni par (X, d) nazivamo metrickim prostorom. Cetvrto svojstvo naziva se jos i nejed-

nakost trokuta.

Ponekad u definiciji metrike dopustamo da ona poprimi i vrijednost co. U takvim slu-
cajevima obicno restringiramo d na skup na kojem se poprimaju samo konacne vrijednosti.
Cesto ¢emo metricki prostor oznacavati samo s X ako je metrika jasna iz konteksta. Za
metricki prostor X u kojem svaki Cauchyjev niz konvergira i limes mu je u X kazemo da

je potpun.

Definicija 2.2 Neka je X vektorski prostor nad poljem F, pri ¢emu je F' jednak skupu
R ili C. Preslikavanje || - ||: X — [0,00), z — ||z, je norma na X ako za sve x,y € X i
A € F vrijedi:

(i) ||lz] =0 & =0

(if) [IAzf] = A} {l]
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(iif) [lz +yll < fl=[l + llyll-

Uredeni par (X, | - ||) nazivamo normiranim vektorskim prostorom. Cetvrto svojstvo se i

ovdje naziva nejednakost trokuta.

Za nenegativnu funkciju || - || koja zadovoljava prva dva svojstva iz definicije 2.2, a
umjesto nejednakosti trokuta vrijedi da postoji konac¢na konstanta C' > 0 takva da za
sve z,y € X vrijedi ||z +yl| < C (||| + [|y|]) kazemo da je kvazinorma. 1 ovdje je
nekad prakticno dopustiti da norma i kvazinorma poprimaju vrijednost co. Nadalje,
i za normirani prostor (X, || -||) pisat ¢emo Cesto samo X ako se smatra da je norma
poznata. Svaki normirani prostor X je i metricki prostor, pri ¢emu metriku definiramo s

d(z,y) := ||r — y||. Potpun normirani prostor naziva se Banachov prostor.

Definicija 2.3 Neka je X vektorski prostor nad poljem F, pri ¢emu je F' jednak skupu
R ili C. Preslikavanje (-,-) : X x X — F, (x,y) — (x,y), je skalarni produkt na X ako

za sve x,y,z2 € X i a € F vrijedi:
(i) (z,z) >0, (z,2) =0 x=0
(i) (z+y,2) = (z,2) + {y, 2)

(iii) <O‘x7 y> = <ZL‘, y)

(iv) (z,y) = (y,2).
Uredeni par (X, (-,-)) nazivamo unitarnim vektorskim prostorom.

Svaki unitarni prostor je i normirani prostor, pri ¢emu se norma definira s
|z|| == 4/(x, z). Potpun unitarni prostor naziva se Hilbertov prostor.
Definirajmo sada neke od najvaznijih prostora matematicke analize, ¢ i L” prostore.

Za X = CN, z = (2,,)pen € X i eksponent 1 < p < oo definiramo || - ||,» s

neN

1/p
]l = (Z Ixnlp> , 1<p<oo
[l oo = sup { ], [, ...} .
Zatim definiramo ¥ prostore s
P={reX:|z|p<oo}.

Za 1 < p < oo svi F prostori su Banachovi prostori s normom || - ||,», aza 1 <p < oo

separabilni su, tj. sadrze gust prebrojiv podskup.
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S druge strane, L” prostori definiraju se na sljede¢i nacin. Neka je (X, M, u) prostor

mjere i f: X — C M-izmjeriva funkcija. Za eksponent 0 < p < oo definiramo || - || » s

= ([ 1w an)

dopustajuéi da je || f||;» = oo i zatim definiramo
LP(X, M, p) = {f X — C: fjeizmjeriva i || fl|» < oo}
Za p = oo definiramo

Il = inf {2 05 ({ € X £ (@) > a}) =0},
L>*(X, M, pn) = {f X — C: fjeizmjeriva i || f]| =~ < oo}

Za 0 < p < oo skup LP(X, M, i) je kompleksni vektorski prostor i ¢esto ¢emo ga krace
oznacavati s LP(X), LP(p) ili samo LP. Napomenimo da su elementi prostora L” klase
ekvivalencije, pri ¢emu identificiramo one funkcije koje se razlikuju na skupu mjere 0.
Imajuéi na umu da zapravo radimo s predstavnicima klasa ekvivalencije, elemente L”
prostora najcesé¢e zovemo samo funkcijama te tako s njima i postupamo. Za 1 < p < o0
svi L? prostori su Banachovi prostori s normom || - ||;». Specijalno, za 1 < p < oo prostori
LP(R) su i separabilni. Za 0 < p < 1 nije zadovoljena nejednakost trokuta i u tom slucaju

| - |l je kvazinorma. Medutim, za 0 <p < 1s

d(f.9) :/le—glpdu

definirana je metrika na L” i (L”, d) je potpun metricki prostor. Uo¢imo da su ¢¥ prostori,
za 1 < p < 00, zapravo specijalan slucaj L” prostora kada je X = N i pu brojeca mjera na
N. Takoder, prostor L*(x) je Hilbertov za svaku mjeru p, pri ¢emu je skalarni produkt

dan s
(f,9) = / fadpu.
X
Za 1 < p < oo konjugirani eksponent od p je 1 < q < oo takav da je

11
S+ =1
P g

Pritom uzimamo da je 1/0 = oo i 1/00 = 0.

Napomena 2.4 Kroz veliki dio disertacije mi ¢emo za X uzimati jednodimenzionalni torus
T = R/Z te ¢emo se koristiti identifikacijom T = [0, 1).

Navedimo sada neke osnovne nejednakosti i svojstva koja vrijede za LP prostore, a bit

¢e nam korisna u daljnjim dokazima.
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Teorem 2.5

(i) (Holderova nejednakost) Neka je 1 < p < oo i g konjugirani eksponent od p. Tada

za sve izmjerive kompleksne funkcije f i g vrijedi
gl < [1F e llglle -

(i) Neka su 0 <p <r < q< oo ineka jed e (0,1) 0dredens%z%+ Tada za

QD

svaku izmjerivu kompleksnu funkciju f vrijedi

1-0 0
1l < A LI

Teorem 2.6 (Nejednakost Minkowskog) Neka je 1 < p < co. Za sve izmjerive komplek-
sne funkcije f i g vrijedi

1f+ gl < Flle + llgllee -
Teorem 2.7 Neka je u(X) < 00 i 0 < p < g < o0. Tada je LP(u) 2 Li(p) @ za svaku

izmjerivu kompleksnu funkciju f vrijedi

1 e < I fllap(X) 27,

Teorem 2.8 Neka je E,(z) = ™. Tada je {E, : xk € Z"} ortonormirana baza za

L*(T™), pri éemu = - k oznacava standardni skalarni produkt na T".

Dakle, za f € L*(T") vrijedi

f=> (f,E.)E,, (2.1)

KkeZ"

sto znaci da red na desnoj strani od (2.1) konvergira prema f u L? normi. Koeficijente

f) = (£, B = [ fla)e™™ " da

T

zovemo Fourierovim koeficijentima od f, a red

> f(R)E,

KeZ"
zovemo Fourierov red od f. Carleson je 1966. godine u [4] pokazao da Fourierov red funkcije
f e LQ(']T) konvergira i g.s. prema f, ako je poredak sumacije 0,1, —1,2,—2,3,—3,....
Poslije ¢emo formulirati i jednu kvantitativnu varijantu tog rezultata (vidi teorem 2.14).

Nadalje, preslikavanje f — f je po teoremu 2.8 preslikavanje s L*(T") u ¢2(Z") i vrijedi
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Parsevalova jednakost koja kaze

Hf||L2(']1‘”) - Hf”gz(zn)' (2'2)
Na kraju navedimo nekoliko klasi¢nih teorema funkcionalne analize koji nam trebaju
kroz disertaciju, a kao Sto je navedeno, svi ti rezultati mogu se pronadi u [8].

Teorem 2.9 (Fatouova lema) Neka je (f,),cy niz nenegativnih izmjerivih funkcija. Tada
vrijedi

/ (hﬂg}f fn> du < liggg)lf/fn d.
Teorem 2.10 (Cebisevljeva nejednakost) Neka je f € L, 0 < p < 00 i a > 0. Tada
vrijedi

u({xeX:]f(a:)|>04}) < (W)) .

Teorem 2.11 Neka je 0 <p < oo i > 0. Tada vrijedi

/|f|pdﬂzp/()ooap_lu({xEX | f ()] >a}>da.

Teorem 2.12 (Borel-Cantellijeva lema) Neka je (X, M, u) prostor mjere i (A,),en niz
u M takav da je Y ;24 u(A,) < co. Tada je

1 (hm sup An> = 0.

n—oo

S obzirom na to da se u nekoliko dokaza koristimo Gronwallovom lemom, zbog pre-

glednosti i lakseg pracenja disertacije navest ¢emo i taj rezultat iz [28].

Teorem 2.13 (Gronwallova lema) Neka je u: [a,b] — [0,00) neprekidna funkcija i

pretpostavimo da u zadovoljava sljedecu nejednakost:

u(@) < A+ [ gou(t) a,

za svaki x € [a,b], pri cemu je A > 0 i : [a,b] — [0,00) neprekidna funkcija. Tada
vrijedi
u(z) < Aels B0t

za svaki x € [a,b].

Za iskaz sljedeteg teorema, koji ¢emo takoder trebati u daljnjim dokazima, prisjetit
¢emo se kratko definicije slabih L? prostora. Neka je (X, M, ) prostor mjerei f: X — C

M-izmjeriva funkcija. Za eksponent 0 < p < 0o i a > 0 definiramo | - [|;» s

1/p
Iy = (supei (to € X2 1) > ) )
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dopustajuéi da je || f]|;» = oo i zatim definiramo slabi L” prostor s
LE(X, M, p) = {f: X — C: fjeizmjeriva i || f|j;» < oo}

i to je kompleksni vektorski prostor, a funkcija || - ||;» je kvazinorma. Direktna posljedica

CebiSevljeve nejednakosti veza je prostora LP(X, M, u) i LE(X, M, i) te vrijedi
LP(X, M, p) CLL(X, M) i (1l < (1Nl

Prije samog iskaza teorema uvedimo jos neke oznake koje ¢emo upotrijebiti u iskazu, ali
i kroz cijelu disertaciju. Za dvije nenegativne veli¢cine A i B pisemo A < B ako postoji
konstanta C' takva da vrijedi A < C'B. Ako ta konstanta ovisi o nekoj veli¢ini P, pisat
¢emo A <p B. Nadalje, piSemo A ~ B ako postoje konstante C; i C, takve da vrijedi
C1B < A < (CyB. Ako te konstante ovise o nekoj veli¢ini P, pisat ¢emo A ~p B. Sada

mozemo iskazati teorem.

Teorem 2.14 (Linearni Carlesonov teorem, [4]) Za ¢ = (¢y)nez niz u €* oznacimo
In(t) = SN v €™ Operator maksimalnih Fourierovih suma zadovoljava slabu L2

ocjenu, tj. vrijedi

sup [fnl| < el
NeN 2

LW

sto zapravo znaci da postoji konstanta 0 < C' < oo takva da za svaki o > 0 vrijedi

<Ca?d e’

nel

{t e T:sup|fy(t)] > a}
NeN

Na kraju uvedimo jos pojam lakunarnog niza i jedan rezultat povezan s lakunarnim

trigonometrijskim redovima iz [31].

Definicija 2.15 Za niz prirodnih brojeva (m;);cy kazemo da je lakunaran ako postoji
realni broj ¢ > 1 tako da za svaki j € N vrijedi

mji1

m;

> q.
Lakunarni trigonometrijski red je trigonometrijski red u kojem koeficijenti ¢ine laku-
narni niz.

Teorem 2.16 (Zygmundova nejednakost) Neka je (m;);en lakunarni niz prirodnih bro-
jeva, N € N, ¢1,¢9,...,cxy € Ci0<p<oo. Tada vrijedi

N 1/2
2
~paq (Z |Cj| ) :
LY(T) =1

N .
Z Cj627mmjt
j=1
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Napomenimo da implicitne konstante (u skladu s oznakom) ovise samo o p i ¢, ali ne i

o brojevima m, ¢; i N.

2.2 Trigonometrijski produkti

U ovom odjeljku definirat ¢emo nelinearni analogon trigonometrijskih redova, i to u
matriénoj grupi SU(1, 1) te iskazati i dokazati nelinearni analogon Parsevalove jednakosti
(2.2) koji se pojavljuje jos 1935. godine u [29]. Ovaj odjeljak koristi definicije preuzete iz

preglednog rada [27], samo prilagodene nasoj normalizaciji.

Definicija 2.17 Neka su (A,,),cz niz pozitivnih brojeva i (B, ),cz niz kompleksnih brojeva,
takvi da je A2 — \Bn]2 =1 za svaki n € Z. Beskonacni produkt

0o A B €2mnt

1T " (2.3)

D —2mint
n=-—00 Bne An

n

koji ovisi o varijabli ¢t € T zovemo SU(1, 1) trigonometrijski produkt.

Napomena 2.18

(a) Konvergencija od (2.3) interpretira se kao Mljivm 12, ali 0 na¢inu konvergencije
—00

uz odgovarajuce uvjete na koeficijente A,, i Bn tek treba diskutirati.

(b) Naziv produkta (2.3) dolazi od oznake za matricnu grupu

A B

_ | A, BeC, |A|2—|B|2:1}.
B

SU(1,1) = {

Primijetimo da se i svi ¢lanovi i svi parcijalni produkti

2mint
A, B,e

o —2mint
B,e A,

, NeN,
bn(t) an(t) n="N
beskonacnog produkta (2.3) nalaze u grupi SU(1,1). Dakle, za svaki N € N vrijedi
An Bn

lay(t)]* = |by(t)]* = 1 pa je posebno |ay(t)] > 1. Matrice )

,n € 7, iz

n n

definicije mozemo zamisljati kao koeficijente produkta (2.3).

(c¢) Ako stavimo F), := i", tada je (F),)pez niz u jedinicnom krugu D := {z € C: |z| < 1}

i vrijedi
1 F,
A, = ——, B,= —F———— (2.4)

JI—IEE T iR

10
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Takva normalizacija koristi se u [27]. Alternativno, mozemo naéi niz nenegativnih

brojeva, (6,,),ez i niz brojeva (0,)pez iz S* = {z € C : |z| = 1} tako da vrijedi
A, =ché,, B, =o0,shb,. (2.5)

Uvijek ¢emo podrazumijevati da su paru (A,, B,) pridruzeni F,, 0, i o, takvi da

.....

boljoj analogiji s Fourierovim redovima.

Definicija 2.19 Za neki 0 < p < oo reéi ¢emo da beskonacéni produkt (2.3) ima ¢*

koeficijente ako vrijedi
> B, < .

ne’l

Lema 2.20 (a) Cinjenica da produkt (2.3) ima (7 koeficijente ekvivalentna je s:
(Z) EnEZ ’Fn|p < 00,
(11) ez 0h < 0.
(b) Posebno, ¢injenica da produkt (2.3) ima €* koeficijente je jos ekvivalentna s:
(Z) EnEZ IOg (A’?l + ’Bn‘2> < 00,
(i1) Ypezlog A, < oo,
(iii) ez (A% +1Bal?) < oo,
(v) Thez An < 00.

Dokaz. (a) Dokazimo prvo ekvivalenciju (i):

Y IB.SF <oo & D |E, < .

ne” ne”Z

Neka je Y,cz | Bnl? < 00. Kako je

B _ IB.
A 1+ B,

i oba reda 3,cz | Fu|” 1 X ,ez | Bnl” su redovi s nenegativnim realnim ¢lanovima, po

usporednom kriteriju za konvergenciju takvih redova slijedi

S IF < oo

nel

Neka je sada Y,cz |Ful? < 00. Iz te konvergencije slijedi lim,,_,o |F,[’ = 0 pa je i

11
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lim,, o0 |F,|* = 0 te vrijedi
p
F?’L
‘\/an|2 1

0< lim —— = lim ———— = lim =1< .

— n—oo |Fn|p n—00 |Fn|p n—00 < 1— |Fn|2>p

Sada po usporednom kriteriju za redove s nenegativnim realnim ¢lanovima vrijedi

> B, < oo.

nez

Dokazimo sada ekvivalenciju (ii):

Y IB,[f <0 & > 0 < 0.
nez nez
Pretpostavimo da je 3,7 | B,|" < oo. Kako je niz (6,),cz niz nenegativnih brojeva
vrijedi
|B,| = |o,sh@,|=]|sh6,|=sh6, >0,
pa po usporednom kriteriju za konvergenciju redova s nenegativnim realnim ¢lanovima
vrijedi
Z oF < co.
nez
Obratno, neka je sada Y-, o7 0 < co. Iz te konvergencije slijedi lim,,_,., 0% = 0 pa je i

lim,,_,. 0, = 0. Iz toga i iz poznatog limesa lim,_,, ShT"” = 1 slijedi

0 < lim :hmT:hm o =1 < 0.

n—oo n n—oo n—oo

n

Sada ponovno po usporednom Kkriteriju za redove s nenegativnim realnim c¢lanovima
vrijedi
p
> B, < oc.

neL

Dokazimo prvo ekvivalenciju (i):

Z ]Bn|2 <oo & Z log (Ai + |Bn|2) < 00.

neL nez

Pretpostavimo da je 3,z | Bn|* < 00. Kako je
log (A7 + |B,[*) = log (1+2|B,|*) < 2|B,[*

konvergencija reda Y, c7 log (ATQL + |Bn|2) opet slijedi po usporednom kriteriju.

12
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Neka je sada 3,7 log (A% + |Bn\2) < o0. Znamo da iz te konvergencije slijedi
lim,,_,, log (Ai + |Bn|2) = lim,,_,, log (1 - 2]Bn|2) = 0, iz ¢ega mozemo zakljuciti
da vrijedi lim,,_, (1 + 2\Bn]2) = 1 pa slijedi

lim 2|B,|* = 0. (2.6)

n—o0

Iz (2.6) i poznatog limesa lim,_,q W = 1 slijedi

|B,|? . |B,|? . 1 1
0 < lim 5 5 = lim 5 =lim ————— = - <
0 Jog (An +|B,| ) "7 Jog (1 +2|B,| ) n—oo 210g<1+2|Bn|2> 2
2|B,,[*

pa ponovno po usporednom kriteriju mozemo zakljuciti

Z |Bn|2 < 00.

neL

Dokazimo sada ekvivalenciju (ii):

S B <o & Y logd, < .

neZ neZ
Pretpostavimo prvo da je >,.cz |B,|> < co. Kako je, po definiciji, A2 — |B,|* = 1
vrijedi
2log A,, = log (1 + |Bn\2) < |B,)?
pa konvergencija reda Y, <5 log A, slijedi po usporednom kriteriju.

Neka je sada Y ,czlog A, < oco. Iz te konvergencije slijedi lim,, ., log A, = 0, te
mozemo zakljuciti da vrijedi

lim |B,|> = 0. (2.7)

n—o0

Na isti nacin kao i gore, iz (2.7) i poznatog limesa lim,_,q w = 1 slijedi

0 < lim Bl = lim Bl = lim % —92 < 00
n—colog A,  noeo log\/1+ |Bn|2 nreo %log(lHBn\ )
|B,,|”

pa ponovno po usporednom kriteriju mozemo zakljuciti

> 1B,|* < oo.

neL

13
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Nadalje, dokazimo ekvivalenciju (iii):

S B <oo e [T (A% +|B.)?) < oo (2.8)

nez neL

Uocimo da vrijedi

> log (A% +|B,*) <00 & log [T (47 + [B.*) <00 & [T (47 +[B.l?) < o0

neL ne’ neL

pa iz gore dokazane ekvivalencije (i) slijedi rezultat (2.8). Na potpuno analogan nacin,

ali koristeéi se dokazanom ekvivalencijom (ii), slijedi ekvivalencija (iv)

S IBS <o & ] An < oo |

nez neL

Dokazimo sada rezultat povezan s matricama s kojima ¢emo raditi i nekim njihovim

svojstvima.

Lema 2.21 Neka su A, B € C. Vrijede sljedece formule:

a4 Bl 1 A -B (4 B] [4 B
B A| JAP=|BP|-B A B A| |B A
A B A B
220 =+, 220 =2 0ar 1B,
B A B A
op HS

pri cemu u prvoj od njih pretpostavijamo |A|* — |B|* # 0. Pritom je

|M]],, = \/maxa (M*M)
operatorska (spektralna) norma, a
M|y = o (M M)

je Hilbert-Schmidtova norma matrice M € My(C).

Dokaz. Formule za inverznu i hermitski konjugiranu matricu ocite su jer se radi o poznatim

tvrdnjama iz linearne algebre. Izracunajmo sada operatorsku normu:

*

A B
B A

A B
B A

A B
B A

A B
B A

AA+ BB 2AB
2AB AA+ BB |’

(2.9)

Dobivamo karakteristicnu jednadzbu po A:

AA+ BB — \ 2AB

det _ _
2AB AA+ BB — A\

= (A4 + BB - /\)2 — 4AABB = 0.

14
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Kada to raspisemo kao razliku kvadrata, dobivamo

(AP + 1B = A)" — (214]B))?
= (IAP +|BI* = A= 2|A||B|) (|A]* +|B]* - A + 2| 4]| B])
= (A1 = [B)* =) (1Al + [B)* = A) = 0.

Iz toga dobivamo rjesenja
M= (1A= IB)?, A = (1A] + |B))?

pa zakljucujemo

|

Pogledajmo sada Hilbert-Schmidtovu normu. Koristeéi se (2.9) dobivamo da je

{34712

pa smo dobili
A B

B A

A B

2l =m0 - 1807 a1+ 1B} = 141+ 151

op

*

A B
B A

A B
B A

Napomena 2.22 Uocimo da iz leme 2.21 slijedi da za

AA+ BB 2AB
2AB AA+ BB

)2(AA+BB)

= 2 (1AF +|BP). n

€ SU(1,1) vrijedi

-1

A B
B A

A -B
-B A

2.2.1 Nelinearna Parsevalova jednakost

Kako smo najavili, ovdje ¢emo iskazati i dokazati nelinearnu Parsevalovu jednakost,

koja kaze
1/2 _ 1/2
|(10g |a|) e = |(log A,,) P (2.10)
pri cemu smo za t € T oznacili
aOO (t) bOO(t) . ﬁ An Bn627rint (2 11)
boot) ax(t) | nioe | Bae ™™ A, ‘

15
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Funkcije ay 1 by 1z (2.11) zvat ¢emo matriénim elementima SU(1,1) trigonometrijskog
produkta odredenog nizovima (A, ),cz i (By)nez iz definicije 2.17. Za potrebe dokaza
upotrijebit ¢emo supstituciju iz napomene 2.18(c) koja se koristi u [27], odakle je dokaz
i preuzet. Prisjetimo se da, ako stavimo F),, := %, tada je (F),)nez niz u jedinicnom
krugu D = {z € C: |z| < 1} i vrijede jednakosti (22) Nelinearna Parsevalova jednakost

u terminima niza (F),),cz glasi

1

/01 log ‘aoo (e%“) ‘ dt = zn:log \/ﬁ

(2.12)

Produkt (2.11) samo je formalno beskonac¢an produkt jer éemo dodatno pretpostaviti da
je niz (F),),cz konacan, tj. da je F,, = 0 za sve osim za kona¢no mnogo n. Dakle, na
funkcije a., i by treba gledati kao na a,, i b,, za dovoljno veliki n. Nadalje, zbog potreba

dokaza, prije¢i ¢emo na kompleksnu varijablu
z =™, (2.13)

Uoéimo da je s (2.13) zadan izomorfizam s T u S'. Sada za kompleksnu varijablu z € S

mozemo SU(1, 1) trigonometrijski produkt, upotrijebivsi supstitucije dane s (2.4), zapisati

kao
s 1 1 E,z"
M-—> (2.14)
n=oo /1 — |2 | Fn2" 1
Uoéimo da za z € S* vrijedi sljedeéa, opet samo formalno beskonacna, rekurzija
a,(z) bu(2) B 1 ap_1(2) by_1(2) 1 E,z" (2.15)
b(2) aa@) | L [EP L b (®) aun(®) | [ Fr ™ 1] |

uz pocetni uvjet

[a_OO(Z) b_oo(2) ] _ { 1.0 ] . (2.16)
b—oo(z) a—oo(z) 01

Uvijet (2.16) zapravo znaéi da je a,(z) = 11 b,(z) = 0 za dovoljno mali n, $to je u skladu

s formulom rekurzije jer je matrica

1
\/1 - |Fn|2

zapravo jedini¢na matrica za dovoljno male n zbog pretpostavke da je (F),),cz konacan.

1 E,z"
EF2" 1

Uodimo da su a., i by, Laurentovi polinomi te da su za z € S* gornje matrice u SU(1, 1).
Prijedimo sada na dokaz nelinearne Parsevalove jednakosti. Dokazimo prvo sljedecu
pomoénu tvrdnju: neka je (F,),ez konacan ne-nul niz ¢iji je SU(1,1) trigonometrijski

produkt dan s (2.14) te neka je N_ najmanji cijeli broj takav da je Fy # 0, a N, najvedi

16
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cijeli broj takav da je Fly, # 0. Tada je

0

a(z) = > a,2", (2.17)

n=N_—N_

pri ¢emu je najmanji eksponent koji se pojavljuje u sumi jednak N_ — N+, a najvedi je 0.

Slobodni ¢lan ovog Laurentovog polinoma je

1
apg = | | ——. (2.18)
1;[ 1— ’Fn|2
Nadalje, b, je oblika
Ny
boo(2) = D by2", (2.19)
n=N

pri cemu je najmanji eksponent u sumi jednak N_, a najveci je N . Tvrdnju dokazujemo
indukcijom, istodobno za a., i by, u ovisnosti o duljini ! niza (F,),cz, koja je jednaka
N, — N_+1. Ako je duljina niza jednaka 1, tada oznac¢imo N := N, = N_ te vrijedi

o(2) = e b (2) = NN

) o0 =
V11— |Ey|® y1—|Fyl*
pa je tvrdnja ocigledno ispunjena. Pretpostavimo sada da je [ > 1 i da tvrdnja vrijedi za
sve duljine manje od [, te dokazimo da vrijedi ako je duljina jednaka [. Uoc¢imo da tada

imamo

1 FN N
(oo (2) = 500 (2) + ———=2" " (2),
V1= [Fn ) V1= IFx, ?

pri ¢emu su al, i by, matriéni elementi SU(1, 1) trigonometrijskog produkta niza (F),),cz
koji se podudara s (F,),ez na svim mjestima osim na N, -om. Na tom mjestu je F]'V+ = 0.
Po pretpostavci indukcije b, ima stupanj najvise jednak N, — 1 pa 2 NV+p ima stupanj
najvise —1 $to znaci da je slobodni ¢lan od a, jednak umnosku slobodnog élana od al, s
1/4/1—|F N+|2. Time smo dokazali da slobodni ¢lan od a., izgleda kako je i napisano u
(2.18). Takoder, uo¢imo da smo pokazali i da u a,, nema pozitivnih potencija. Najmanji
stupanj u as, je najmanje N_ — N, + 1, dok je najmanji stupanj u 2 NV+p tofno jednak
N_ — N, te slijedi tvrdnja za a.,. Analogno se dokazuje korak indukcije i za b.

U svrhu dokaza nelinearne Parsevalove jednakosti zelimo prosiriti a,, i b,, do funkcija

kompleksne varijable z € C\{0}. Zato prethodnu rekurziju (2.15) poopéujemo na

an-1(2) bp1(2)

v (2) an_i(2) ; (2.20)

[an(z) b(2) ] 1
V 1 - ‘Fn|2

17
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uz pocetni uvjet

pri ¢cemu je, opcenito,

Primijetimo da za z € S* vrijedi
f(z) = f(2)

pa se rekurzija (2.20) za takve z podudara s rekurzijom (2.15). Svi elementi u matricama
iz (2.20) meromorfne su funkcije na cijeloj Riemannovoj sferi. Uo&imo da za z izvan S’

matrica

[ a,(2) bu(2) ]
bi(z) ai(z)

ne mora nuzno biti u grupi SU(1, 1), medutim jednakost

3 (2)an(2) = bn(2)bi(2) = 1

vrijedi na cijeloj kompleksnoj ravnini jer vrijedi na S*.

Dokazanu pomo¢nu tvrdnju koristit ¢emo da pokazemo da a., nema nultocaka u
skupu D*:={1/z:2€C,|z| <1} ={z:2€C,|z| > 1} U{oo}. To je dovoljno dokazati
uz pretpostavku da je F,, = 0 za n < 0 jer vrijedi sljedece svojstvo: ako su a., i by, matri¢ni
elementi SU(1, 1) trigonometrijskog produkta niza (F),),cz, tada za oS i b5, matritne
elemente SU(1,1) trigonometrijskog produkta pomaknutog niza (G, ),cz definiranog s

G, = F, 4, vrijedi

Nadalje, kako smo pokazali, a,, je Laurentov polinom u kojem je nula najveca potencija

koja se pojavljuje i u kojem je slobodni ¢lan jednak
. 1
o = [ ———
moy 1— ‘Fn‘2
pa mozemo zakljuciti da je lim,_, a,(2) = Go. Time smo pokazali da funkcija a.

ima u oo uklonjivi singularitet pa mozemo definirati a.,(00) := Go. Sada vidimo da oo

nije nultocka funkcije a,, i pokazimo nadalje da ta funkcija nema nultocaka ni u skupu

18



Poglavlje 2. Osnove SU(1,1) trigonometrijskih produkata

D*\{oo}. Iz rekurzije (2.20) dobivamo da je

an(Z') — an—l(z) + Ebn_l(z)z_"
Vi-IEP

Ap_1(2)Fp2" + b,_1(2)

b,(z) = e Ve
pa je
2 () = |2 |an—1(2)]” + \Fn\len—ll(z_)!FFJr'fRe (an—l('z)l%—l(Z)Fnzn)’ (2.21)
odnosno
b (o) — [Ful|2" a1 (2) + \bn_11<z_>\‘2F +‘22Re (an1(Pa G Fz") 222)
Sada za z € D*\{oo} vrijedi
2" an(2)]” = ba(2)]” = 12" a0 = [bua]* 2 " N[ = bl (2.23)

pri ¢emu jednakost slijedi iz (2.21) i (2.22), a nejednakost slijedi iz ¢injenice da za

z € D*\{oo} vrijedi |2|" > |2|*"! pa indukeijom mozemo dobiti da je
12", (2)]2 = [bn(2)]? > 0. (2.24)

Uocimo da je korak indukcije zapravo dokazan s (2.23). Za bazu indukcije iskoristit ¢emo
¢injenicu da za z € D*"\{oo} vrijedi da je |z| > 1. Bazu indukcije zapravo pokazujemo za
dovoljno male n za koje vrijede pocetni uvjeti, koji kazu da je a,(z) =11 b,(2) =0, pa
vrijedi da je |2"a,(2)]* — |b,(2)|° = |2"] > 0. Sada iz (2.24) slijedi da je |as(2)| > 0 za
z € D*\{oo} pa mozemo zakljuéiti da a., nema nultoc¢aka u skupu D*\{oco}. Sada znamo
da za sve z € D" vrijedi da je as(z) # 0 pa je dobro definirana funkcija z — log(as(2)).
Funkcija a,, je holomorfna na D* pa je i funkcija log(as,) holomorfna na istom skupu iz

cega slijedi da je funkcija log (aoo (é) ) holomorfna na D. Sada vidimo da je funkcija

o (£) <o (1))

harmonijska na D (jer je realni dio holomorfne funkcije) i neprekidna na D U St Iz

9(z) = log
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svojstva srednje vrijednosti za harmonijske funkcije iz [14] slijedi da je

[ o) as(e)

9(0) = 5~ ;

C v v . . . . “ . 1 /.. - . .
pri ¢emu ds oznacava integriranje s obzirom na luénu mjeru na S* (tj. jednodimenzionalnu

Hausdorffovu mjeru). Kako je g(0) = log |a..(c0)|, imamo da je

/01 log ‘aoo (e%if) ‘dt = log |as(0)| = logH W zn:lo \/1_1?

i time je dokaz zavrsen, jer smo pokazali da vrijedi jednakost (2.12).

2.3 Ortogonalni polinomi

Neka je 41 vierojatnosna mjera na S*, te neka je H Hilbertov prostor koji je upotpu-
njenje linearne ljuske skupa funkcija {1, 222 } sa skalarnim produktom definiranim
standardno s

)= [ Jgdu.
Nadalje, pretpostavit ¢emo da p ima beskonacan nosaé. Zbog te pretpostavke znamo
da su nam funkcije 1, 2%, 2%, ... linearno nezavisne u . Naime, ako je konafan skup
{1, 2. .. ,z"} linearno zavisan u H, tada nuzno p ima konacan nosac¢. Naime, ako je
taj konacni skup linearno zavisan, to znaci da postoji netrivijalna linearna kombinacija
elemenata skupa, Sto je zapravo neki polinom P(z), koja je ekvivalentna 0 u H. To bi
znacilo da je
0= IPI* = (P.P) = [ PI*an,

a kako su i |P|* i p pozitivni, to se moZe dogoditi jedino ako je nosac od j sadrzan u skupu
nultocaka od P, a to je konac¢an skup. Obratno, ako p ima konacan nosac¢, onda bismo
lako pronasli polinom kojemu su sve tocke nosaca nultocke pa bi on bio ekvivalentan nuli
uH.

Sada mozemo upotrijebiti Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije da dodemo do
skupa ortogonalnih polinoma {®,(z) : n > 0}, pri ¢emu je ®o(z) =1, azan > 1 je ¢,(z2)
polinom stupnja n kojemu je vodedi koeficijent jednak 1 i okomit je na sve polinome

stupnja manjeg od n. Dakle, ®,(z) je oblika
®,(z) = 2" + polinom stupnja manjeg od n,

a dijeleéi svaki polinom ®,,(z) s njegovom normom dolazimo do ortonormiranog skupa
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polinoma {p,(z) : n > 0}, tj.

e,

m, ©n(2) = k2" + polinom stupnja manjeg od n.

Pn(z) =
Szegova rekurzija [24] kaze nam da postoji niz skalara (a,, = a,(1t)),>o takvih da za svaki

n > 0 imamo «,, € D i vrijedi
Bpis(2) = 2B,(2) — 2" B (2). (2.25)

Taj niz skalara zovemo Verblunskyjevim koeficijentima. Nadalje, Verblunskyjev teorem
[24] kaze nam da je funkcija p +— (,),>0 bijekcija.

Krenimo sada od (A,)pey i (Bp)nen koji zadovoljavaju A2 — |B,|> = 1 i stavimo
F, = % € D. Kao i kod dokaza nelinearne Parsevalove jednakosti pretpostavit ¢emo
da je ni; (F})nen konacan. Cilj nam je pronaéi ortogonalne polinome i vjerojatnosnu
mjeru za koje je niz (—F),),en pripadni niz Verblunskyjevih koeficijenata. Definirajmo

prvo parcijalne produkte za z € S' s

[ to(2) bool(2) ]

pri cemu su

0so(2) beo(2) | _ ﬁ A, B

boo(z) aoo(z) ] B k=1 Bkz k Ak ’
Unoo(2)  bpoo(2) ] - 10_0[ A, B
bnoo('z) anoo<z ] a k=n-+1 sz_k Ak 7

ali to su samo formalno beskonac¢ni produkti. Kao u pododjeljku 2.2.1 prosirimo a,, i b,

na C\ {0}, za koje, naravno, vrijedi rekurzija (2.20). Koristeéi se lemom 2.21 slijedi

[am bn<z>]: [aOO(z) boo<z>” h0o(2) —bn,oo<z>]'

_b:z,oo(z) an,OO(Z>

Sada iz tog produkta vidimo da je

(%) = oo (2)an.00(2) = boo (2) by, 00 (2)
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bn(2) = o (2)p,00(2) = a5 (2)bn,00(2)
pa dobivamo jednakost
0 (2) + 03 (2) = @5 0(2) (000 (2) + be(2)) = Biroo(2) (03 (2) + b (2)) (2.26)

koja ¢e nam biti korisna u daljnjem rac¢unu.

Definirajmo funkciju m: D — C s

-4
m(z> = %0\®)
1+ =2
Uoc¢imo da je to holomorfna funkcija te da je m(0) = 1. Nadalje, kako je Z”((zg €

D, vidimo da funkcija m ima pozitivan realni dio. Kako je, dakle, realni dio od m
pozitivna harmonijska funkcija, mozemo iskoristiti Herglotzov teorem pa znamo da postoji
jedinstvena vjerojatnosna mjera g na S ije je harmonijsko proSirenje na D jednako
realnom dijelu funkcije m. Izra¢unajmo sada Rem(z) za z € S', koristeéi da za takve z
vrijedi ak(2) = aoo(2) 1 bi(2) = boo(2):

P (1-%E 1 =8
Rem(z) = Re - (m(z) +m(z)> “32 |1 (;:(,:) + ) Z:((:))
@ LT ase

50(2) = boo(2) | aso(2) —
) ase(2) + b5 (2

Time smo dobili vjerojatnosnu mjeru p na S* te se sada okre¢emo definiciji ortogonalnih

polinoma. Definirajmo ¢y(2) :== 1, a za n € N stavimo

Pn(2) = 2"(an(2) + bn(2)). (2.27)

Uoc¢imo da je ¢, doista polinom stupnja n, jer iz jednakosti (2.17) i (2.19), koje su
dokazane u pododjeljku 2.2.1, vidimo da se u a,, nalaze potencije od 1 —n do 0, a u b,
potencije od 1 do n, Sto znadi da se u b, nalaze potencije od —n do —1. Mnozedéi a,, + b;,
sa 2", dobivamo polinom toc¢no stupnja n kojemu je vodeéi koeficijent, u oznaci k,,, jednak

slobodnom ¢lanu od a,,, a koji je dan s (2.18), sto znaci da je

kon = [ Ar- (2.28)
k=1
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Dokazimo sada da je {¢,(z) : n > 0} ortonormirani skup polinoma. Izra¢unajmo sljedeéi

skalarni produkt s obzirom na gore dobivenu mjeru p i to za k < n:

<g0n(z)7zk> = /1 gpn(z)ik dp = /Sl QOH(Z)Z_k dp

. 1
= Jo M)+ 8 T e T

te iskoristimo (2.26) da dobijemo

U oo (2) n,00(2)
= 7 ( D 4ba(s) aoo(bz) +b;<z>) ds(z)

oo(2) nk_ bnoo(2)
—/ e )ds(z) _/slz ds(z). (2.29)

—|— b oo (2) + b5 (2)

*

Funkcija z — ~

+b holomorfna je na D i neprekidna na DUS®, dok je funkcija z = -

holomorfna na D i neprekidna na D* U S*. Sada za funkcije

+b

n—=k aZ,oo('Z) n—=k b;,oo(z)

91(z) =z ' (2) + boo(2) i ga(2) =z oo (2) + b5 (2)

mozemo iskoristiti svojstvo srednje vrijednosti, i to za funkciju g; tako da izracunamo
vrijednost u nuli, dok za g, moramo izracunati vrijednost u oo. Ako pogledamo funkciju g,
iz (2.17) i (2.19) mozemo zakljuciti da su ay, o, @ 1 bs Laurentovi polinomi koji ne sadrze
negativne potencije od z i posebno ay, o, i a5, imaju ne-nul slobodni ¢lan, a b, (0) = 0 pa
je (8)%{()0 € C\ {0}. Kako je k < n, vrijedi da je

9:1(0) =0

pa je prvi integral u (2.29) jednak nuli. Za funkciju go, opet iz (2.17) i (2.19), vidimo da
SU by, sy Goo 1 ba Laurentovi polinomi koji ne sadrze pozitivne potencije od z i da a,, ima
ne-nul slobodni ¢lan. Posebno, by, o, ima u oo nultocku reda n pa polinom z P broo(2)

ima u oo nultocku reda £ te je

92(00) = lim gy(2) =0

Z—r00

pa je i drugi integral u (2.29) jednak nuli, te smo dokazali ortogonalnost polinoma ,,. Za

k = n analognom analizom dobivamo da je

o[ (2 b2
o)) = [ B ~ o) 0
0
20 + b 0]
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IT A

_ k=n+41 o 1

ITA I A
k=1 k=1

Kako je vodeéi koeficijent od ¢,, jednak [];_; A, imamo da je
k=1

te smo sada dokazali da su polinomi ¢,, i ortonormirani.
Pronadimo za kraj ovog odjeljka niz Verblunskyjevih koeficijenata pridruzen skupu

polinoma {y,(z) : n > 0}. Prvo uocimo da formulu (2.27) mozemo zapisati i matri¢no:

Sada iz rekurzije (2.20) imamo

[ 2" i (2) 2" (2) |
1

= [ 2 7"gul2) 2"ei(z) | m

iz ¢ega dobivamo

n+lz 1

1 Fn+1 ZTL+1
—n—1 ’

1 _
—n—1 -n n, _k —n—1
1- |Fn+1|2

Mnozeéi gornju jednakost sa 2" dalje dobivamo

1 Fn+1 n ok
Pnt1(2) = ——=120,(2) + ———==2"5(2)
\/1_|Fn+1|2 1_|Fn+1|2
.
Oni1(2) = App120n(2) + B 2" on(2). (2.30)

Sada iz (2.30) slijedi
Kn—i—lq)n—i-l('z) = An+1I€nZ(I)n(Z> + Bn—i—l’%nznq):;(fz)?

odnosno
A B
Lnt1fn 2®,(2) + Dnt1fn 2" (2).

o z) =
n1(7) Kn+1 Kn+1
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Uvrstavajuéi (2.28) u gornju jednakost dobivamo

B
Dor(2) = 20,(2) + S 2m 0 (2)
An+1
pa slijedi da su Verblunskyjevi koeficijenti
Qp = — BnJrl )
AnJrl

odnosno, u terminima niza (F},),cy, dobivamo da je

Op = —L'pyr-
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Poglavlje 3

LAKUNARNI SU(1,1)
TRIGONOMETRIJSKI PRODUKTI

Za potrebe ovog poglavlja prisjetimo se definicije SU(1, 1) trigonometrijskih produkata

(definicija 2.17), te ih povezimo s konceptom lakunarnih trigonometrijskih redova.

3.1 Uvodne definicije i rezultati

Na pocetku uvedimo definiciju jedne nelinearne varijante lakunarnog niza.

Definicija 3.1 Kazemo da je niz prirodnih brojeva m; < my < mg < ... dovoljno

lakunaran ako su sve frekvencije u kona¢nim produktima

2mim ;t
. ) J
J B] €

=
2
—~
~
~—
S
=
—~
~
~—

medusobno razli¢ite za svaki N € N, kad god su (A,,),en niz pozitivnih brojeva i (B,,),en

niz kompleksnih brojeva takvi da je A% — |Bn|2 =1.

Uoc¢imo da vrijede sljedeée rekurzivne formule:

an(t) = ay_1(t) Ay + by_1(t) Bye 27N, (3.1)
by (t) = an_1(t) Bye®™ ™" + by_ (1) Ay. (3.2)

Zapisimo radi ilustracije ay(t) i by(t) za prvih nekoliko N € N:
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Nadalje, zapisimo posebno frekvencije koje se pojavljuju u tim produktima za N < 4 kako

bismo uocili pravilnost koja ¢e se pojaviti u produktima matrica i koju ¢emo precizno i

napisati:

(i) way(t): N=1:0,
N =2:0,m —may,
N =3:0,m; —my, m; —ms3, My — M3,
N =4:0,my —my,my — mg,my — My, My — M3, My — My, Mz — My,

ml—m2+m3—m4;

(i) uby(t): N=1:my,
N =2 :my,my,
N =3 :mqy,mg, m3, My — Mgy + ms,
N =4 :my, mg, m3, my, my — Mg + Mg, My — My + My, My — Mgz + My,

Mg — Mg + My.

Sada mozemo precizno napisati frekvencije koje se pojavljuju u nasim produktima
te koristeéi se rekurzivnim relacijama (3.1) i (3.2) to i dokazati. U ay frekvencije su
sume parnog broja sumanada m; s alterniranim predznacima pocevsi od +. Dakle, za
N € N iz konac¢nog niza (mj)j-vzl uzimamo podnizove (mjk)Z’ll, n>112n < N imedu

frekvencijama se tada nalaze sume oblika S5, (—1)*™'m.. | za sve n takve da je n > 1i

i
2n < N. Potom jos uklju¢ujemo frekvenciju 0, koju mozemo pridruziti praznom podnizu,
tj. za n = 0. U by frekvencije su sume neparnog broja sumanada m; s alterniranim
predznacima, takoder pocevsi od +. Dakle, za N € N iz kona¢nog niza (mj)év:l uzimamo
podnizove (mjk)igl, n >11i2n—1 < N imedu frekvencijama se tada nalaze sume oblika

2111(—1)k+1mjk,

Dokazimo gornje tvrdnje indukcijom po N, istodobno i za ay i za by. Za N =1

za sve n takve dajen >1i2n—1< N.

tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za N — 1 i dokazimo da ona
vrijedi i za N. Iz prvog sumanda iz relacije (3.1) vidimo da se svakako u a, nalaze sve one
frekvencije koje se nalaze i u ay_;, koje po pretpostavci indukcije zadovoljavaju gornju

tvrdnju. Iz drugog sumanda te relacije vidimo da nove frekvencije koje se pojavljuju u
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ay nastaju tako da se svim frekvencijama iz by_; oduzme my. Dakle, zbog pretpostavke
indukcije koja vrijedi za by_; nove frekvencije su oblika

2n—1

S (-D)"'my, —my, zan>1i2n—1< N -1

k=1
Kako se zbog pretpostavke indukcije u by_; nalaze gore opisane frekvencije, prvo vidimo
da zbog neparnog broja ¢lanova u tim sumama zadnji ¢lan dolazi s predznakom +, i kada
takvim sumama oduzmemo jos na kraju my, suma ostaje alternirana i ima paran broj
clanova. Sada mozemo sve frekvencije iz a, napisati onako kako je i opisano u tvrdnji.
Time smo dokazali tvrdnju za a. Analogno dokazujemo tvrdnju i za by. Uocimo i da su
sve frekvencije u by strogo vece od 0, a u ay manje ili jednake 0. Nadalje, sve frekvencije

za fiksirani N € N nalaze se u intervalu [m; — my, my].

Dokazimo sada nekoliko tvrdnji povezanih s dovoljno lakunarnim nizovima koje ¢e

nam biti korisne u dokazima raznih teorema.

Propozicija 3.2 Neka je (m;);en niz prirodnih brojeva. Ako je mj1 > 2m; za svaki

j € N, tada je on dovoljno lakunaran.

Dokaz. Kako su sve frekvencije u by strogo veée od 0, a u ay manje ili jednake od 0,
svakako su frekvencije u ay i by medusobno razlicite. Tvrdnju propozicije dokazujemo
indukcijom po N za sve eksponente koji se pojavljuju, znaci istodobno za one i u ay i u by.
Za N = 1uay ib; eksponenti su samo 0im,. Dakle, baza indukcije vrijedi. Pretpostavimo
nadalje da tvrdnja vrijedi za sve M < N, M € N. Tada se sve frekvencije nalaze u intervalu
[my — mpy, my]. Korak indukcije provodimo u ovisnosti o tome pojavljuje li se u sumi
myy1. Sve one frekvencije kojima se u sumi ne pojavljuje my_,; po pretpostavci indukcije
medusobno su razlicite pa promatrajmo sada one u kojima imamo mp,; u sumi i to ¢emo

razdvojiti na dva slucaja.

(i) Ako u sumi imamo neparan broj ¢lanova, tj. suma je u by, tada vrijedi

mig —mj e —m My > my —my 4 —my A+ myt+my >my (3.3)
J1 J2 Jon J1 J2 J2n

>2mpy >0

pa su u by, sve one frekvencije koje imaju my,; razlicite od onih koje ga nemaju.
Preostaje jos pokazati da su i one frekvencije koje imaju u sumi ¢lan m . ; medusobno
razlicite. Kada usporedujemo dvije takve frekvencije, dovoljno je pokazati da su sume
bez my . razli¢ite, a to jesu po pretpostavci za ay;, M < N, jer tada usporedujemo

dvije sume s parnim brojem c¢lanova pri ¢emu je najveci ¢lan m;.
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(ii) Ako u sumi imamo paran broj ¢lanova, tj. suma je u ay,,, tada vrijedi

mj1_mj2+.”+mj2n—1_m]v+1Smj1_mj2+."+mj2n_mN_mN

>2mpy <0

< —my <m; —my

pa suiu ayy; sve one frekvencije koje sadrzavaju my,, razli¢ite od onih koje ga
nemaju. Preostaje i ovdje jos pokazati da su i one frekvencije koje imaju u sumi
¢lan my,; medusobno razlicite. Kada usporedujemo dvije takve frekvencije, opet je
dovoljno pokazati da su sume bez my; razlicite, a to jesu po pretpostavci za b,
M < N, jer tada usporedujemo dvije sume s neparnim brojem ¢lanova pri ¢emu je

najveci ¢lan my,. [

Napomena 3.3 Za slucaj kada je m; = 2771 j € N frekvencije pokrivaju to¢no sve cijele
brojeve. Najprije uocimo da je to slucaj kada je zapravo m;;; = 2m;, j € Nim; =1
pa je taj niz po propoziciji 3.2 dovoljno lakunaran. Nadalje, za N € N imamo to¢no
2N razlicitih frekvencija koje se nalaze u intervalu [1 —oN=1 9N 71}. Kako je duljina tog
intervala jednaka 2V! — (1-— 2N_1) +1 = 2", vidimo da te frekvencije moraju onda

pokrivati tocno sve cijele brojeve u tom intervalu, i to vrijedi za svaki N.
Propozicija 3.4 Ako je niz (m;);en dovoljno lakunaran, tada vrijedi

m.
lim sup —+ > 2.

j—00 m;
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je limsup;_, m;l“
e>01iM € N takvi da za svaki 7 > M vrijedi % < 2 —¢. Posebno, za N > M vrijedi
J

< 2. To znaci da postoje

my < (2= Mmy,. (3.4)

Niz (m;);en je dovoljno lakunaran, Sto znaci da su sve frekvencije razlicite, pa ih za
N € N mora biti tono 2V i sve se nalaze u intervalu [my — my, my] koji je duljine

my — (my —my)+1=2my —m; +1 < 2my. Kako su sve one razli¢ite, mora biti
2my > 2V, tj. my > 27!, za svaki N. (3.5)
Sada iz (3.4) i (3.5) slijedi
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odnosno

(2 i €>N <2(2—¢) Mmy,.

Pustaju¢i N — oo iz prethodne nejednakosti dobivamo da je beskonacno manje od neceg

konac¢nog, sto je kontradikcija pa smo dokazali tvrdnju. [ |

Propozicija 3.5 Neka je (m;);en niz prirodnih brojeva. Ako je mjy > 2m; za svaki

j €N, tada se sve frekvencije iz SU(1,1) trigonometrijskog produkta

00 Aj Bje27rim]~t
I | o ., M eN,,
j=M+1 | Byemtmmit A;
medusobno razlikuju barem za mp; .
Dokaz. Prvo oznac¢imo
2mim.it
apn(t) barn(t) _ ﬁ A; Bje™™ (3.6)
bun(t)  ann(t) j=dt1 | Bje ?mmit A; 7

za N > M + 1. Ovaj dokaz ¢emo provesti indukcijom po N. Dakle, baza indukcije je za
N = M + 1 i tada tvrdnja trivijalno vrijedi. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za sve
N’ €N, N' < N i dokazimo je za N + 1. Promatrajmo samo one frekvencije koje u svojoj
sumi imaju ¢lan my 1, jer za one koje ga nemaju tvrdnja vrijedi po pretpostavci indukcije.
Ako uzmemo jednu frekvenciju u by y41, a drugu u ayy ny1 njihova razlika je, zato sto

su sve frekvencije u a); y1; manje ili jednake 0, barem m,;;. Naime, svaka frekvencija

)N+1

u by v41 alternirana je suma s neparnim brojem ¢lanova iz konacnog niza (my;);=h 11,

j
odnosno oblika

mj —mj, +mj — - —my, +my, o ozan>0i2n+1<N—-M+1,
te vrijedi
mjl -+ (—m]’2 + mjg) — e+ (—mm + mj2n+1> 2 Mpryq-
~—~ - 7
>mas41 >0 >0

Dakle, svaka frekvencija u by, v veca je ili jednaka od my,,; pa, ako joj oduzmemo bilo
koju frekvenciju u ay n+1, koja je manja ili jednaka 0, zapravo je joS vise povecavamo pa
je svakako veca ili jednaka od m; .

Ako uzmemo dvije frekvencije u by, x4 koje obje u svojoj sumi sadrzavaju clan mpy.q,
tada se, kada ih oduzmemo, taj ¢lan pokrati, a razlika preostalih ¢lanova je po pretpostavci

indukcije barem m;4q. Ako uzmemo dvije frekvencije u by y41 od kojih samo jedna u
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svojoj sumi sadrzi ¢lan my, 1, tada vrijedi

(mjl — My, +o - My, +mN+l) o (mji o mj; T m ;n/ +m‘;n'+1>
>2mpy
> mj + (—mj2 +---—mj2n+mN> +my + <_mji +my =t my /) —my
2TL 2n +1
>0 >0

>m; +my — mj/n/ > My 2 My
Ako uzmemo dvije frekvencije u ay; y41 koje obje u svojoj sumi sadrzavaju clan mpy.4
ponovno, zbog toga sto ¢e se taj ¢lan pokratiti, dobit ¢emo da je razlika preostalih ¢lanova
po pretpostavci indukcije barem my,,1. Ako uzmemo dvije frekvencije u a; v41 od kojih
samo jedna u svojoj sumi sadrzi ¢lan my, 1, tada za onu koja u sebi sadrzi clan myq

vrijedi
mj, — my;, +o Tt My — MN+1
ZQTTLN

S (mjl My, T My, —mN> —my < —my,

<0

a, kako se ovdje radi o negativnim cijelim brojevima, to zapravo znaci da je
My, — My, + -+ My, | — mNJFl‘ > [myl.
Sada kada gledamo razliku te dvije frekvencije imamo

‘mjl —my, e tmy, - mN+1’ N ‘mﬂi - My Tt m ;n/—l N mj;n’

<mpy— m]i

> my — (mN—mJ{) =My = Mg [ |

Teorem 3.6 Ako je niz (m;);jen dovoljno lakunaran, tada vrijede sljedece jednakosti:

() [ (lax(®F + bx(®F) at = IT (4 +15:F)

() [, (lwtt) = Ao AP+ () &t =TT (4 + 1B:F) - TT 4

Dokaz. (i) Dokazimo tvrdnju indukcijom po N. Za N = 1 tvrdnja vrijedi jer je

/T (!al(t)|2 + |b1(t)|2) dt = /T <A% + \Ble%imlf 2) dt
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= A + ‘31’2

/‘ 2mm1t2dt
| S —
=1
_A2 2
= Al + |Bi]".

Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za N i dokazimo je za N 4 1. Po rekurzivnim
jednakostima (3.1) i (3.2) vrijedi

2 ., —2mm 2
H‘INH(t) L2y = HaN(t)AN—H + by (t)Byge 2Tt 2

9 , 2
HbN+1<t> L2y = HGN(t)BNHezmmN“t + by () Ay 2

Sada zbog dovoljne lakunarnosti i teorema 2.8 vrijedi

2 2 2 2 2
a1 @] 20, = Nlaw (B T2ry Axvs + 03 (B2, | By
2
HbN+1(t) LA HCLN(t)Hif(T) ‘BN+1|2 + HbN(t)”if(qr) A?\f—l—l-

Zbrajajuci te dvije jednakosti dobivamo

HCLNH(t) L2(T) + HbN—i-l
= (lax (O30, + w5, ) A+ (lax @z + Px Ol ) Byl

— (N ®l2ey + Bow(®)2r)) (Advr + 1Byl

L7 (T)

pri ¢emu je prvi faktor po pretpostavci indukcije jednak H?]:l (AJQ + |Bj|2> pa slijedi
) 9 N+l ,
j=1

(ii) Uocimo prvo da je

32



Poglavlje 3. Lakunarni SU(1,1) trigonometrijski produkti

Dakle, vrijedi

/11‘ (|aN(t) — Ay Ay ’bN(t)|2) dt
= /T lan(@)° dt — (4, - Ay)’* +/T|bzv(t)|2dt

= [ (o 5 I ) = (- A0

a to je koristeéi (i) jednako
N N

=L (4 +1B) - T1 4 .
: i

Jj=1

Napomena 3.7 ZapiSimo

an(t) = Y C,e™™ (3.7)

nekly

pri cemu nam je Ey C Z skup svih frekvencija koje se pojavljuju u standardnom zapisu
od ay, odnosno to je skup svih frekvencija za koje Fourierovi koeficijenti od a, nisu nula.
Analogno, zapisimo i

by(t) = > D™, (3.8)

neFy

pri ¢emu nam je sada Fy C Z skup svih frekvencija koje se pojavljuju u standardnom

zapisu od by. Uoc¢imo da nam teorem 3.6 zapravo kaze

N
S (1P +10.7) =TT (4 +1B,)
7=1

neEENUF N
uz uvjet da je polazni niz (m;);en dovoljno lakunaran.

Lakunarni SU(1,1) trigonometrijski produkti mogu se dovesti u vezu s lakunarnim

(rijetkim) Verblunskyjevim koeficijentima, koji su pak proucavani u [9], [10], [24], [25].
3.2 Odabir metrike na SU(1,1)
Definirajmo funkciju p: SU(1,1) x SU(1,1) - R s
p(G1.G) =log (14 GG~ 1 ).
pri ¢emu je [, jedini¢na matrica 0 (1) . Taj odabir metrike bit ¢e geometrijski opravdan

u pododjeljku 3.2.1. Napomenimo da je do istog odabira metrike nezavisno dosao D. Oli-

veira e Silva u radu [23], koji se bavi nesto drukcijom tematikom (diskretnim varijacijskim
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A B
L? ocjenama). Uocimo da iz leme 2.21 za [ 5 I ] € My (C) slijedi

A B
S 2oL =1A-1+1B]
B A
op
A, B A, B, |
pa za Gy := v g 1= M vrijedi
A, B A, B
p(GlaGZ) =p 71 —1 ) —2 —2
By A By Ay
4, -B || 4, B
=log |1+ ! L T I X
g (14| AA-BBE AB-BA
| —BiAy+ AiBy =B By + A A, | op

~ log (1 + A4, - BB, — 1| + [4B, - BlAQD .

Lema 3.8 Funkcija p je potpuna metrika na SU(1,1).

Dokaz. Pokazimo prvo da je p metrika. Neka su G, Gy, G3 € SU(1,1). Uod¢imo da je

p(G1,Gy) > log1 = 0. Provjerimo zatim da funkcija p zadovoljava svojstva iz definicije 2.1.

(i) Uo¢imo da vrijedi G; = Gy = p(G1,G,) = logl = 0. S druge strane, imamo
p(Gl,Gg) =0= HGIlGQ — I2Hop =0= GIlGQ = [Q = G1 = GQ.

By A

Ay By

B, A,

(ii) Zapisimo G| = 9 = i izracunajmo p(G1, Go) i p(Gq, Gy):

p(G1,G) = log (1+ [A4; — BB, — 1]+ [A B, - B,

(G, Gy) = log (14 [ApA, = B,y — 1|+ [, - B,

1

+

lo

A, BB 1 +AQBl—BgAl)

=log {1+ |44, = BB, — 1| + |(=1) (4B, — BiAy)

)

= log

1+ [4,4, — BB, — 1] + AlBg—BlAQD.
p(G1, Gy) = p(Ga, G1).

(0]
O N~/ N —

Dakle, dobili sm
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(iii) Uoc¢imo da je

(G, Gy) = log (1 N ertens 12H0p> — log (1 N leieNe e 12H0p>

A, B A, B

te oznadimo G7 Gy = | 0 "' |, G5 Gy = | > 2 |. Tada je
1 Al BZ 2

p(G G):log(1+HG—1G = >:log 1+ A B — I,

=log (1 +|A; = 1]+ |By]),

p(Gy, G3) = log (1 + HG2_1G3 — [2H0p> = log (1 + é % — I, )
op

=log (14 [Ay — 1[ + [Bs]) .

Dakle, vrijedi

p(G1,Ga) + p(Go, G3) =log (1 + [A; — 1| + [Bi]) + log (1 + [Ay — 1| + [ By|)

=log (1 +]A4; = 1|+ [By]) (1 + |4z — 1] + | By]))

=log (1 + [Ay — 1[ + [Bi] + [Ag — 1[ + [A; — 1[|Ay — 1| + [Ay — 1[| By [+
+|Bs| + [A1 = 1|[Ba| + [Bi| By|)

pa je

A By

G1,G3) =1o -

p(G1, G g( B, A
log<

| A1Ay+ BBy A\By + B A,
| BiAy+ Ay By, BBy + A Ay

— 12

[ )
op

(1 + \A Ay, + BB, — 1\ + \A B, +BlA2D
v \(A1 1By + By + (A~ 1)By + Bl’)
<log (1 + [A; = 1[[Ay = 1[ + |A; = 1| + [Ay — 1| + [ B1]| Bo|+
+[A; — 1|By| + | By| + |Ay — 1|[By| + | B1)
=log ((1+ Ay = 1/ +|Bi]) (14 |4z = 1| + | Ba))
= p(G1, Ga) + p(Ga, G3).
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A, B,

5. A
neN

niz u SU(1,1). Pokazimo da taj niz i konvergira u SU(1,1). Iz pretpostavke da je niz

Dokazimo sada potpunost metrike p. Neka je (G,,),eny = Cauchyjev

n

Cauchyjev slijedi da je
lim p(G,,G,,) =0

n,Mm—00

te iz toga dobivamo sljedece limese:

i (TnAm — B,B,, — 1) =0, (3.9)
lim (4.B, — B,A,) =0. (3.10)

Kako ogranicenost u metrici p povlaci ograni¢enost po elementima, smijemo pomnoziti

(3.9) s A,, i (3.10) s B,, i dobivamo da je

n,Mm—00

lim (/Tn\BmF — BnAmBm) =0.

T,1M—+00

Ako zbrojimo gornja dva limesa, slijedi da je

n,m—0o0 n,m—oo

lim (4,(|A.]° = |B.f) - 4,) = lim (4,-4,)=0
=1
pa je i
n})ilr_r}w (A, — A,,) =0.
Dakle, niz (A, ),en je Cauchyjev u C pa postoji
A:= lim A,.

n—oo

Ako sada pomnozimo (3.9) s B,,, a (3.10) s A,, i oduzmemo ih, dobivamo

lim (TnAmBm - Bn|£3m|2 - Bm - TanAm + Bn|Am|2) = lim (Bn - Bm) = 07

n,Mm—00 n,Mm—00

sto znaci da je i niz (B,,),eny Cauchyjev niz u C pa postoji

B := lim B,.

n—o0

A B

Definirajmo sada G := te uoc¢imo da vrijedi

A” = B = lim_ (|A,]” = |B,]") =1

n—o0
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pa je G € SU(1,1). Nadalje, uo¢imo da vrijedi

lim (A,A—B,B—1)=|AP - [Bf = 1=0,

n—oo

lim (A4,B — B,A) = AB— BA=0

n—o0

pa je
lim p(G,,G) = lim log (1 +|A,A—B,B—1|+|A,B — Bnm) =0,
odnosno pokazali smo da niz (G,,),ey konvergira prema G s obzirom na metriku p. 1

Napomena 3.9 Metrika p je invarijantna s obzirom na lijevo mnozenje, tj. vrijedi
1% (GGl, GGQ) =P (Gl, Gg) , Za G, G17 GQ S SU(l, 1)

Oznacimo skup svih izmjerivih funkcija g: T — SU(1,1) s M(T, SU(1,1)). Dakle,

b
M(T,SU(1,1)) == {g = [ . ] ta,b: T — C izmjerive, |a(t)]> — |b(t)|* = 1,V € T}

b a

te napomenimo da identificiramo funkcije koje se podudaraju g.s. Definirajmo sada

funkciju d,,: M(T,SU(1,1)) x M(T,SU(1,1)) — [0,00],zap > 1, s
P

dp(g1, 92) = Hp (91(t), 92(t)) -

Za 0 < p < 1 definiramo d,: M(T,SU(1,1)) x M(T,SU(1,1)) — [0, 00] s

P
LY(T)

dy(91,92) = || (91(1), 92(t))

Lema 3.10 Funkcija d,, za p > 0, zadovoljava svojstva metrike iz definicije 2.1.

Napomena 3.11 Iz definicije vidimo da vrijednost funkcije d,, za p > 0, ne mora biti

kona¢na pa ona nije metrika, prema uobicajenoj definiciji, na cijelom skupu M(T, SU(1, 1)).
Dokaz. Neka su gy, go, g5 € M(T,SU(1,1)). Dokazimo prvo tvrdnju za p > 1.

(i) Neka je g; = g, Sto znadi da je g;(t) = go(t) za svaki t € T. Kako je p metrika, to
znaci da je p(g1(t), g2(t)) = 0 za svaki t € T pa je d,(g1,92) = 0.

S druge strane, imamo

dp(91,92) =0 = Hp (g1(t), go(t)) =0= p(g:1(t),g2(t)) = 0 za svaki t € T.

L7(T)

Kako je p metrika, to znaci da je g;(t) = go(t) za svaki t € T, odnosno vrijedi g; = g5.
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(ii) Uoc¢imo da vrijedi

dy(1,.92) = [ (91(8). 92|y, = |0 (0200, 91(0) |y ) = g2 91).

L7 (T)

(iii) Koristeéi se nejednakosti trokuta, prvo za metriku p, a zatim za L” norme, dobivamo:

dy(91,95) = |0 (91(1), 95(1)) L)
< |lp (91(0), 92(8)) + p (9(1), 95(1)) L7y
< o (a1(1), 92(1)) e T [0 (9:(0), 3(1))

=d,(g91,92) + d,(92,93).

L7 (T)

Prisjetimo se da je, opcenito, za 0 < p < 1 s d(f,g) = [x |f — g/’ du definirana metrika
na L” pa se dokaz da je i u ovom slucaju d, metrika provodi sli¢no kao i za p > 1. Prva
dva svojstva dokazuju se potpuno analogno, dok se u dokazivanju nejednakosti trokuta u

ovom slucaju koristi nejednakost trokuta za metriku d. [

Uvedimo konstantnu funkciju 7: T — SU(1,1) s I(t) = I, za svaki t € T. Definirajmo
sada za p > 0 skup

LP (T,SU(1,1)) := {g € M(T,SU(1,1)) : d,(I,g) < o0}

Uoc¢imo da je funkcija d, metrika na L” (T,SU(1,1)). Naime, vidjeli smo u lemi 3.10
da d, zadovoljava svojstva metrike pa jedino jos moramo vidjeti da je d, konacna na
LP(T,SU(1,1)). Za g1, g, € LP (T, SU(1, 1)) vrijedi nejednakost trokuta pa je

dp(g1792) < dp<[7gl) + dp(lag2> < 0.

Time smo pokazali da je (Lp (T,SU(1,1)) ,dp), za p > 0, metricki prostor.

Q

Napomena 3.12 Neka je g =

_ b] € M(T,SU(1,1)). Tada je
a

j=p)

dp([> g) =

log (1+lg(t) — Lll,,)

reny = 1o (1 Ja(t) =11+ o))

LY(T)

Lema 3.13 L”(T,SU(1,1))

{9 e MU D)+ 1og g0,

o S OO}'

Dokaz. Pretpostavimo da za g € M(T,SU(1,1)) vrijedi d,(I,g9) < oo, tj. da je g €
L?(T,SU(1,1)). Uo¢imo
||g(t)||op <1+ Hg(t) - IQHop
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< 00, vidimo da tada mora vrijediti i

log (1 + ||g(t) - ]2Hop) L2 (T)

pa ako je d,(1,g) =
< Q.

S druge strane, pretpostavimo da za g € M(T,SU(1,1)) vrijedi Hlog lg(®)]|

L2 (T) < 0Q.

op
Uoc¢imo da je

L4 lg(t) = ol < llg(®) + 2

op —
Kako za z > 1 vrijedi 2 + 2 < 3z = log(x + 2) < logz +log3, a za g € M(T,SU(1,1)) iz

leme 2.21 vidimo da je |[g(?)||,, > 1 slijedi

log (1+ [g(t) = L|l,,) < log|lg(t)],, +log3

te nadalje vrijedi

dy(I,9) =

o (1t 1o(0) = Bl )|, < ol +10s

Dakle, ako za g € M(T,SU(1,1)) imamo Hlog”g(t)Hop ey < % slijedi da je onda i

d,(I,g9) < oo. [

Teorem 3.14 Metricki prostor (Lp (T,SU(1,1)) ,d ), za p >0, je potpun.

7P

Dokaz. Zelimo dokazati da svaki Cauchyjev niz u L?(T,SU(1,1)) konvergira u
b
LP(T,SU(1,1)). Neka je prvo p > 1 te (gn)nen = [ Z" "] Cauchyjev niz u
n a’n
neN
LP(T,SU(1,1)). To znaci da za svaki ¢ > 0 postoji ny € N takav da za sve m,n > ng
vrijedi
dp (9, gn) < €.

Uzimamo li redom ¢ = Qk%/p, k € N, dobit ¢emo podniz (g,, )ren takav da za svaki k € N

vrijedi
1
dp (gnk,gnkH) < W’ (3.11)
odnosno .
Hp (gnk (t),gnk+1(t)) e < Py

Definirajmo A; = {t eT: p(gnk(t),gnk+1(t)) > ;k}, k € N. Tada po Cebisevljevoj

nejednakosti vrijedi

p

d p
p(gnkagn,H_I) < opk+k _ 1

16 (90 (6): 90, )

L (T)

|Ax| <
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Nadalje, definirajmo A := (1) | J Ay pa imamo

j=1k=j
Al =1l OOA < i OOA < li Ool—1' 1—0 Al =0
A= Jim \U A < Jim 9 I < Jim 9,5 = fim 5= =0 = 141 =0.

Uzmimo sada t € T\ A. To znaci da postoji ky = ko(t) € N takav da za svaki k € N,

k > ko vrijedi
1

P (gnk (t>7 Ingesq (t)> < ?

Neka je sada k > ky i j > 1. Tada vrijedi

-1 1

m%@gmﬁnsgﬁﬂéﬁqhm\

Iz toga vidimo da je (g,, (t))ren Cauchyjev niz s obzirom na metriku p. Kako smo pokazali,

prostor (SU(1,1), p) je potpun Sto znaci da za svaki t € T\ A postoji

€ SU(1,1)

tako da je p (gnk (t),g(t)) — 0. Iz dokaza leme 3.8 slijedi da su nizovi (a,, ())ken i
—00

(bn,, (t))ken Cauchyjevi nizovi u C, koji je potpun, pa su i konvergentni te je

a(t) = lim a, (t) 1 b(t) = klgglO by, (1)

k—o0

i funkcije a i b su izmjerive. Za t € A stavimo
a(t):==1 1 b(t):=0

pa sada za sve t € T vrijedi da je g(t) € SU(1, 1), odnosno g € M(T,SU(1,1)). Pokazimo

sada da g, g obzirom na metriku d, te da je g € L”(T,SU(1,1)). Iz gore
—00

pokazanog za g.s. t € T slijedi

P (90, (1) 9n, (D) —= 0 (90, (8), 9(1))",

Jj—0o0

dok zbog (3.11) imamo

AN (21+1/p> —ktl
d, (gnkagnkJrj) < ZO (21+1/p> < W. (3.12)
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Fatouova lema daje

dy (9n,-9)" = [ Jim p (g0, (1), g, (1)) dt

T j—00

. . p
< lim inf ; P (gnk (t), Iny.. (t)) dt

J—00

. . p
= llgglf dp (gnkagnk+j> )
a to je zbog (3.12)

<2p+l> —k+1
- (21+1/p _ 1)19 k—oo

Usput primijetimo da je d,(g,,,9) < oo pa je

dy(I,9) < dy(1,g,,) + dy(gn,,9) < 00,

tj. g € LP (T,SU(1,1)). Dakle, pronasli smo podniz Cauchyjevog niza koji konvergira s
obzirom na metriku d, prema g pa onda i cijeli niz (g, ),en konvergira prema g s obzirom

na istu metriku, odnosno vrijedi

dp (Gn,g) —— 0.

n—oo

Za 0 < p < 1 na pocetku uzimamo redom ¢ = 2@%, k € N pa ¢emo dobiti podniz (g, )ren

takav da je za svaki k € N
1

dp (gnk’gnkJrl) < W'

Zmaci, opet smo kao i u prvom slucaju dobili da vrijedi

o1
S SRR

Hp (91, (£): Gy, (1)

L7(T)

te analognim postupkom na kraju dolazimo do podniza naseg Cauchyjevog niza, koji
konvergira u L” (T, SU(1, 1)), pa onda i pocetni niz (g, ),ey konvergira u L? (T, SU(1, 1)).
[ |

3.2.1 Veza metrike p i geometrije od SU(1,1)

Matri¢na grupa SU(1,1) je Liejeva grupa s pripadnom Liejevom algebrom

A B

su(l,1) = {

:AeiR,BeC}.
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To znadi da je su(1, 1) tangencijalni prostor u jedini¢noj matrici I,. Uzmimo prvo pro-
izvoljnu glatku krivulju v: [—¢,¢] — SU(1,1) za neki ¢ > 0 takvu da je v(0) = I,.
Dakle,

A(t) B(t)

i za svaki t € (—¢,¢) vrijedi |A(t)|> — |B(t)]* = 1. Diferenciranjem te jednakosti dobivamo

A'(A(t) + A()A'(t) — B'(t)B(t) — B(t)B'(t) = 0,
odnosno
2Re (A'(H)A(t) — B'(t)B(t)) = 0.

Uvrstavanjem ¢ = 0 i koristenjem da je A(0) =1 i B(0) = 0 slijedi Re A’(0) = 0. Dakle,

|

tj. cijeli tangencijalni prostor sadrzan je u gornjem skupu. Obratno, taj je skup vektorski

0 01 0 1
prostornadRéijabazaje{[é ],[ ],[ 1

A B

B

:AGZ‘R,BGC}7

} . Odabirom krivulja

P B IR I

Y (t) = :e;t eﬂ.t] = A%(t) = :izit _iz—it] = m(0)= S —2]
T(t) = Ziz iii] = () = iﬁi ZE:] ~ 0= (1) (1)]
=[] < =[] < 0=] 2]

vidimo da vektori brzina krivulja kroz I, doista razapinju cijeli gornji skup, odnosno
tangencijalni prostor u I, bas je jednak tom skupu.
Eksponencijalno preslikavanje matrica mozemo suziti na su(1,1) tako da dobivamo

preslikavanje exp: su(1,1) — SU(1, 1) definirano uobic¢ajenom formulom

A

[zracunajmo exp(M) za matrice M = € su(1,1) podjelom na tri slucaja.
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(1) Ako je |A| > |B], tada uz oznaku D = /|A]> — | B|* imamo
A B cos D + Asin D Bsng
P B A - BsinD Asin D
B 5 cos D + 255
(2) Ako je |A| < |B|, tada uz oznaku D == /| B|* — |A|* imamo
A B chD+ Ash D Bsh D
exp| | = _ = P P
B A4 EshD ch D + AshD
(3) Ako je |A| = |B|, tada imamo
A B 1+A B
exp| | = — = _
B A B 1+A
A

Vratimo se sada na metriku p i za M = € su(1,1) izracunajmo

B

p (I, exp(M)) = log (1 + exp(M) - L],

takoder diskutirajuc¢i o svakom od tri gore navedena slucaja. Nadalje, u svakom od tih
slucajeva analizirat ¢emo asimptotiku pojedinog izraza u okolini nul-matrice, tj. kada
[M]],, = |A] + |B| — 0. Pritom se u slucajevima (1) i (2) koristimo ¢injenicom da je
D < max {[A],[B]} < [|M]l,

(1) Za |A| > |B| imamo

p (I3, exp(M)) = log (1 + D 5

Asin D Bsin D
s 1 Asin |+| sin D

= log (1 +|0(D*) + A1+ O(D*)| + | B(1 + O(DQ))D
=log (14 |A] + |B| + O(D?))

=|A|+|B|+ O ((|4] + |B)?)

= || M]|,, + O (IIM]L%,) .

(2) Za |A] < |B| imamo

chD -1+

p (Iy,exp(M)) = log (1 +

Ash D . Bsh D
D D
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— log (1 +|o(D?) + A+ 0(D%)| + [B(1 + O(DQ))D
= M|, + O (IM]I5,)
(3) Za |A| = |B| imamo

p (I, exp(M)) = log (1 + |A| + | B|)
= |A] +|B|+ O ((|A] + |B|)?)
= | M],, + O (IM]3,) -

Dakle, vrijedi
p (I, exp(M)) = [M],, + O (|M]2,) kada [|M]|,, =0,

tj. na nekoj okolini nul-matrice. Nadalje, prisjetimo se da je duljina glatke krivulje
v: |a, ] = SU(1, 1) definirana s

pri ¢emu je na su(1, 1) bilo prirodno uzeti operatorsku normu. Ako su G;,G, € SU(1,1)
“dovoljno blizu”, tj. G 'G5 je iz neke okoline od I, tada postoji M € su(1,1) takva da je
G1'Gy = exp(M). Definiramo li krivulju v: [0,1] — SU(1, 1) formulom

(t) = Grexp(tM),
vidimo da je v(0) = Gy, 7(0) = Gy exp(M) = G te da vrijedi
V() = Grexp(tM)M = ~(t)M

pa kazemo da je ~v integralna krivulja lijevo-invarijantnog vektorskog polja pridruzenog

vektoru M € su(1, 1) koja spaja G; i G5. Posebno je
1
UG Ga) =t = [ 1M, dt = || M]],,.
Iz ve¢ pokazanog slijedi
p(Gy, Ga) = p(1y, Gfle) = p(Iy, ||M||op) = ”MHop +0 (||M||3p)
pa imamo da je

p(G1,Gy) = UGy, Gy) + O (g(Gb G2)2>
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kada je ¢(G,G5) dovoljno malo. To znaci da je p(Gy, Gy) aproksimirano s ¢(G;, G5) do
na kvadratnu gresku.
Geodetska udaljenost izmedu G, i G5, u oznaci geo(G, G5), definirana je kao infimum

duljina svih glatkih krivulja od G| do G,. U lemi C.1 iz [22] dokazano je da i za nju vrijedi
geo(Gy, Go) = ((Gy, Go) + O (£(G), Gy)*)

kada je ¢(G1,G4) dovoljno malo. Sve tri udaljenosti, p, ¢ i geo, na svoj su nac¢in prirodne
i sve su lijevo-invarijantne. Premda bismo udaljenost od G; i G5 mogli racunati i kao
||G1 - G2||Op’

. 1 . NN .. . .. .
bi H]2 - Gy GQH . Na kraju zaklju¢imo da su sve “razumne” lijevo-invarijantne metrike
op

ta veli¢ina nije prirodna jer nije lijevo-inavrijantna. Moguéa modifikacija bila

priblizno jednake kada su G; i G5 “medusobno blizu” i to do na kvadratnu gresku. Mi
smo pazljivo odabrali varijantu koja ¢e nam biti prakticna kada su G; i G5 “medusobno
daleko”.

3.3 Konvergencija s obzirom na metriku d,

Promatrajmo lakunarni SU(1,1) trigonometrijski produkt, tj. beskona¢ni produkt

Bj 627rim]-t

: (3.13)

za niz dovoljno lakunarnih frekvencija (m;);ey s koeficijentima A; > 0, B; € C, A? —

|B;|” = 1. Prvo uoéimo da su svi parcijalni produkti

an(t) by(t) :ﬁ A; Bj627Timjt
bn(t) an(t) o | Bzt 4

J

za N € N u prostoru L¥(T,SU(1, 1)). Naime, ako pogledamo zapise (3.7) i (3.8) od ay i
by, vidimo da je |an (t)] < X, [Col 1|bn ()] < Xner, [Dnl pa je

by an Ly (T)

d, L{“N bN] = [log (1 + Jan(t) = 1] + [ba (£)])

konacno. Nadalje, prisjetimo se da produkt (3.13) ima ? koeficijente ako vrijedi jedna od

ekvivalentnih tvrdnji iz leme 2.20, npr. ako vrijedi

> log (A? + |Bj|2) < 00. (3.14)

j=1
Dokazimo prvo jedan rezultat povezan s redovima realnih brojeva koji ¢e nam biti
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koristan u dokazima koji se odnose na konvergenciju, a koji slijede u ovom i sljede¢im

odjeljcima.

Lema 3.15 Neka je (x;);en niz nenegativnih realnih brojeva takav da je lim; . x; =0 i

Y21 x; = 0o. Tada postoje nizovi indeksd (My)ren 7 (Ni)gen takvi da je

Ny,
M, < N, lim M, =00, lim N, =00, lim Z z;=1.
k—o00 k—o0 k:—)ooj_M 1
=My,

Dokaz. Za k € N uzmimo € = % i pronadimo j, € N tako da vrijedi

J>0 = a < (3.15)

x|

Uzmimo M, :== max {j, k} te Nj :== min {n eENn > M, Y0 4175 > 1}. Takav N,

postoji zbog pretpostavke da je 3272, r; = co. Uocimo da tada vrijedi

Ny, N,—1
j=M;+1 j=M;+1

Koristedi (3.15) i (3.16) dobivamo

0< > wj—l=ay+ > w—l<ay<q
j=My+1 j=My+1
<0
te sada po teoremu o sendvic¢u za nizove vrijedi
Nk
lim Z xz; — 1] =0. |
k—oo | . J
J=M+1

Dokazimo sada rezultat koji povezuje konvergenciju produkta (3.13) s uvjetom (3.14)
i on je nelinearna varijanta Zygmundove ocjene za lakunarne trigonometrijske redove
(teorem 2.16).

Teorem 3.16 Neka je (m;) ey niz dovoljno lakunarnih frekvencija i neka je p > 0. Besko-
nacni produkt (3.13) konvergira s obzirom na d, prema nekom elementu od L¥(T,SU(1,1))

ako i samo ako vrijedi (3.14).

Dokaz. Prisjetimo se da radi potpunosti od LP(T,SU(1,1)) konvergencija od (3.13) s

obzirom na d, zapravo znaci

lim d, [aM bM],{aN bN] ~0. (3.17)

M,N—o0 by by ay
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Pretpostavimo prvo da vrijedi uvjet (3.14) i uzmimo M, N € N, M < N. Primijetimo

ol 2l (5 ) ol )

log (1 + ‘CLM,N@) - 1‘ + ‘bMvN(t)D

Qpr N bM,N

bM,N apnr N

Y

L7 (T)

pri ¢emu se koristimo oznakom za parcijalne SU(1, 1) produkte iz (3.6), napomenom 3.9 i

napomenom 3.12, a stavimo i

N
Sun =Y log (A7 +|B;[*). (3.18)

j=M+1

Zbog dovoljne lakunarnosti frekvencija po teoremu 3.6(ii), vrijedi

[ (losun(® = Aarer- A+ pun®)ar= T (2+157)~ T 4% G.19)
j=M+1 j=M+1

Nadalje, za a > 0 oznac¢imo

E, = {t eT: <1og (1 + |asn () = 1] + ’bM,N(t)D>p > a}
_ {t €T Jann(t) = 1] + [barw(t)] > " — 1}

_ {t cT: <’CLM,N(t) — 1’ + ’bM7N(t>D2 > (eal/p _ 1)2} .

Kako za z,y € R vrijedi (z + y)* < 22° + 2y, imamo

E, C {t € T+ Jann(®) = 1 + [barn(t)] > ;(ea”” _ 1)2}.

Uocimo da je
/T (‘GM,N(t) — 1\2 + ]bM,N(t)]Q) dt
< /T << ayn(t) = Apppr - An| + ’AM+1 Ay — 1’)2 N ‘bM,N(t)r) "
2 2 )
< /T (2 ann (1) = Aper - An| 4 |bar(D)] ) dt+2[Apriy - Ay — 1|

2 2 )
Sz/T(aM,N(t)—AMﬂ-..AN + [bar (1) )dt+2(AM+l...AN_1) |
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a to je koristedi (3.19)

:2< i <A§+|Bj|2)_ﬂ114§)+2( Il Aj_l)z

j=M+1 j=M+

N
=2 (eSM’N -2 ] 4 +1>

M1~
J=M+ 1

<2 (eSM’N - 1) .

Sada po Cebisevljevoj nejednakosti imamo ocjenu za mjeru skupa E,:

| Ea| < (al/p21)2/1r <’aM,N<t> - 1‘2 + ’bM,N(t)’2> d
R
. 4 (GSM,N _ 1)

odakle, koristeci se teoremom 2.11, slijedi

P
b b Vi
dp aniM7 a—NiN :/|Ea’d0‘
bM Qapnr bN an 0
T 4d
< (e — 1) / S (3.20)
0 (ea — 1)
Ako je 2 < p < 00, tada vrijedi
T 4d
c, :/% < 0, (3.21)
0 (e — 1)

s obzirom na to da je podintegralna funkcija asimptotski jednaka % kada o — 0", a

pada brze od % kada o — oo. Pustanjem M, N — oo iz pretpostavke (3.14) dobivamo
da vrijedi limyy o0 S a1 log (A7 + [Bj[*) = 0 pa je limyy-po0 (€% = 1) = 0, §to
znaci da pustanjem M, N — oo u (3.20) slijedi (4.18), odnosno da produkt (3.13) doista
konvergira po metrici d,,, Sto pak znaci da smo za p > 2 dokazali tvrdnju. Akojel < p <2,
tada (4.18) slijedi iz netom dokazanog sluc¢aja i monotonosti L” normi na T (a to znamo
zbog teorema 2.5(iii)). Za 0 < p < 1 vrijedi d, < df pa i ovdje (4.18) slijedi zbog
monotonosti veli¢ine || - [|;»(y) na T i dokazane konvergencije za d; .

Obratno, pretpostavimo da beskonac¢ni produkt (3.13) konvergira po metrici d, u
LP(T,SU(1,1)), tj. da vrijedi (4.18) te opet uzmimo M,N € N, M < N i nastavimo
upotrebljavati oznaku iz (3.18). Ovaj put je, opet zbog monotonosti od || - |1 #(y), dovoljno

promatrati 0 < p < 1. Neka je 0 < 6 < 1 takav da je % = 1}'%9 + g. Kako za x > 1 vrijede
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sljede¢e dvije nejednakosti:

log (2:52 — 1) <4logz,

\/1ogz < log <x—|— Va? — 1) ,

koristeéi se nelinearnom Parsevalovom jednakosti i teoremom 2.5(ii) mozemo dobiti

N
SM,N S 4 Z lOgAj

j=M+1
' 2
=41y /log ‘GM,N(t)’ ,
Li(T)

< 4|/log <1 + ‘QM,N(t) - 1‘ + ‘bM’N ‘ 2

(t)> L (T)
2(1-6)
< 4 log (1 T |ay () - 1] + \bMN(t)D
Ly (T)
20
Nog (1+’aM7N(t)—1’+’bM7N(t)D . (3.22)
L (T)

0/2
< (C4 (eSM«N—1)>

pri ¢emu smo za drugi faktor upotrijebili (3.20) uz oznaku kao u (3.21) za p = 4. Sada
pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo 72, log (A]2 + \Bj|2> = 00. Uocimo da (4.18)
uz M =j—11 N = j posebno implicira

lim |[log (1+|A; — 1|+ |B; =0,
fuv g( |4, |+ | ]‘) )
odnosno
lim (10g (4, + yBjy)) 0. (3.23)
Kako je

log (A3 + |B;|*) < 2log (4; + |B|)

slijedi po (3.23) da op¢i clan reda Y72, log (AJQ + |Bj|2) konvergira u 0. Nadalje, po
lemi 3.15 slijedi da postoje nizovi indeksa (M), oy i (Vi) ey takvi da je
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1z (4.18) dobivamo

=0. (3.25)

o (1 o6 =1+ )|
L(T

lim
k—o00

Konaéno, iz (3.22) slijedi

2(1-6)

Sunomy < 4G (¢~ 1) [1og (1 T lan o (6) = 1)+ [bagx, (t)D

L (T)

pa pustanjem k — oo i koristenjem (3.24) i (3.25) dobivamo 1 < 0, sto je kontradikcija,
pa zakljucujemo da mora vrijediti (3.14). Tvrdnja vrijedi i za p > 1, iz netom dokazanog

slucaja i jer za ¢ < 1 < p vrijedi d}/q <d,. |

3.4 Konvergencija g.s.

Nakon konvergencije s obzirom na metriku, nastavljamo s ispitivanjem veze konvergen-
cije g.s. lakunarnog SU(1, 1) trigonometrijskog produkta s uvjetom (3.14) te, za pocetak,

imamo sljeded¢i rezultat.

Teorem 3.17 Neka je (m;);en niz prirodnih brojeva takav da je m;,; > 2m; za svaki
j € N i neka vrijedi uvjet (3.14). Tada beskonacni produkt (3.13) konvergira tockovno za
g.s. teT.

Dokaz. Zbog potpunosti metrickog prostora (SU(1,1),p) uoc¢imo da za konvergenciju

beskonacnog produkta (3.13) u tocki t € T zapravo trebamo provjeriti da je

lim ay(t) bar(t) an(t) bn(t) _ 0
M,N—oo bar(8) an(t) | 7| bn(®) an(t) 7
log (1+]ans,n () =1|+[bar,n ()]
tj. ekvivalentno
M}ji\frgoo‘aM’N(t)—l‘:O i M’ljivn_lmleN(t)’:O. (3.26)

Uvedimo za M, N € N, M < N oznaku
N
aun(t) =aynt)— [ A
j=M+1

Takoder, zapisimo
aMJ\/' (t) _ Z Cne%rint’

neby N
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pri cemu nam je £y, v C Z skup svih frekvencija koje se pojavljuju u standardnom zapisu
od @y n, odnosno to je skup svih frekvencija za koje Fourierovi koeficijenti od ay; y nisu

nula. Analogno i za

bM,N (t) — Z Dne27rint7

n€Fy N

pri ¢emu nam je sada Fy, v C Z skup svih frekvencija koje se pojavljuju u standardnom
zapisu od by y. Uo¢imo da za dani k € N zbog pretpostavke (3.14) postoji K, € N takav
da za sve M, N > K, vrijedi e~ —1 < ﬁ MoZemo pretpostaviti K; < Ky < .. ..

Oznacimo nadalje

~ ~ 1
G = {t e T: sup ’aKk’N(t)’ > k:}7
NeN
N>K,

1
Gp:=1<teT: sup ’ka’N(t)’ > (-
NeN

N>Kj,

Primijetimo da su, zbog m;;; > 2m;, trigonometrijski polinomi ag, y svi parcijalne
sume istog trigonometrijskog reda. Primjenom linearnog Carlesonovog teorema na taj

trigonometrijski red te koriste¢i se napomenom 3.7 i ¢injenicom da je A; > 1 slijedi

<Ca? > |G,

|{t e€T: sup ’6Kk’N(t)‘ > a}
NeN

N>K, n€EK) 00
oo
—2 2 2
<Ca| I (A+1B)-1],
J=Ki+1
pri cemu je Fg, o = U Eg, n. Sada za a = % dobijemo ocjenu

NeN
N>K,

) -2
G| <C (;) (e~ —1) <C (;) 15212’“ = ;

pri ¢emu smo za M € N oznacili Sy o = 372 pr41 log (A? + \Bj|2) . Analogno dobijemo

<Ca? S D,

Ht eT: sup ‘ka,N(t)‘ > a}

NeN
N>K,, € K 00
o0
—2 2 2
<Co?| I (A7+1B;P) -1].
J=K+1
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pri cemu je Fr, o = U Fr, n, pa opet za a = % dobijemo ocjenu

NeN
N>K,,

k

DN

1G4 < C <1> - (%> —1) < %

Iz >0, ‘@k‘ < oo po Borel-Cantellijevoj lemi slijedi ‘ﬂ}’il U2, Gyl =0pasegs. teT
nalazi samo u kona¢no mnogo skupova ék, tj. za g.s. t € T za sve osim konac¢no mnogo

k € N za svaki N > K, vrijedi
N
‘aKk,N(t) - 1‘ < ‘aKk,N(t)‘ + I 4,-1

+ ﬂ (43 +1B,°) -1

J=Kp+1

<

+ Koo 1

Rl e

odnosno, dobili smo

Analogno, iz > 52 |G| < oo po Borel-Cantellijevoj lemi slijedi |N;2; UpZ; G| = 0 pa se

dobije da za g.s. t € T za sve osim kona¢no mnogo k € N za svaki N > K, vrijedi

Uzmimo sada M,N € N it € T takve da je K, < M < N tet ¢ N2, Uiy G, i
t) by(t
t ¢ N2y U2, Gy pa ozna¢imo gy(t) = [ GL() w ()

— = |. Nejednakost trokuta za p daje
by(t) an(t)

P (9a () gy (1) < p (91, (1), 901 (8)) + p (92, (), an (1)) ,
iz Cega slijedi

L+ |ayrn(8) = 1)+ [barw (8)]

< (14 | ®) = 1]+ e ar()]) (14 Jaseex (0 = 1]+ [ore, 6 (0]
< <1+2> <1+2>
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te nadalje
15
‘CLM,N(t) - 1‘ + ‘bM,N(t)‘ <5
Sada je
15 . 15
sup ‘aM,N<t) -1 < - b osup ‘bM,N(t>‘ < =
M,NeN M,NeN
Ky<M<N Ky<M<N
sto kona¢no daje konvergenciju (3.26). [ |

Dokazimo sada dvije pomoc¢ne tvrdnje koje ¢e nam trebati za djelomic¢ni obrat teo-

rema 3.17.
Lema 3.18 Neka je (m;),en niz prirodnih brojeva takav da je m;q > 3m; za svaki j € N.

(i) Pretpostavimo da vrijedi

(mj1 —mj, + -+ (—l)J‘lij) — (mk1 —my, + -+ (—1)K‘1ka)

- J -1 K'—1
= (mj{ —mj;—|—~~+(—1) mj;,> — (mk/1 —mk;—|—~~-+(—1) my )

Y
K/

(3.27)

za neke J,J K, K' € Ny, J+ K i J + K’ iste parnosti te neke indekse
1 <Jo < <jp i <Jo<-o-<gy ki <ky<-<kg, ki <ky<-- <kp.
Ako su obje strane maksimalno skracene, tada lijeva i desna strana imaju iste clanove

(nakon rjesavanja zagrada i preslagivanja).

(ii) Svakin € Z ima najvise jedan maksimalno skraceni prikaz oblika
n = (mj1 —mj, + ~~~—|—ij> — (mk1 — My, + - —i—ka) , (3.28)

pri cemu su J, K € N neparni brojevi, te j; < jo < -+ < jj ik <ky<---<kg.

Napomena 3.19 Ako je J=01ili K =0ili J'=0ili K’ =0, tada odgovarajuca zagrada
u (3.27) uopée ne postoji. Radi elegantnijeg zapisa, smatrat ¢emo j, = ko = jo = ki = 0

te mg = 0.

Dokaz. Dokazimo prvo (i), i to indukcijom po J + J' + K + K' € Ny. Baza indukcije je
trivijalna jer iz J+J + K+ K' = O slijedi J = J' = K = K’ = 0. Uzmimo sada neku gore
opisanu jednakost i bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je j; > 1 najveci
= (—1)K71ka jer bi inace

od brojeva j, jf]/, kx, k/K/. Uocimo da ne moze biti (—1)J*1ij

doslo do kracenja tih elemenata na lijevoj strani. Ako je (—1)‘]_1ij = (—1)J/_1mj/, ili
J
J-1
(_1) mj,

pretpostavku indukcije. Zato pretpostavimo sada da nije tako te oznacimo lijevu stranu

= —(—l)K 71mk/ ., tada taj broj mozemo oduzeti od obje strane te iskoristiti
K

od (3.27) sa LS, a desnu sa DS. Pogledajmo nadalje koje sve moguénosti dobivamo u

ovisnosti o parnosti brojeva J, J', K, K':
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(1) J,K,J', K" neparni = k- < j;, jy < j; pa slijedi

1 1

_kaZm. — —M — =M = —MMs

LS>ij—m jg gt gt 3

Js—1

1
DS < m]j]l S gmjj,

a to nas vodi na kontradikciju.

(2) J, K neparni, J', K’ parni = ki < j;, ki < j;j pa kaoiu (1) slijedi

1
LS > gij, dok je desna strana

1
i ustvari je cak DS < gm-

1
DS S mk’K/ S gm 777

JJ
a to nas opet vodi na kontradikciju.

(3) J,K parni, J', K’ neparni = ki < j;, ks < j; pa slijedi

1
LS < =My, My, < _gij’
1

DS > —m, > —gm»
K

a ustvari je LS < —gij te

JJ
pa opet imamo kontradikciju.

(4) J,K,J',K' parni = ki < j;, jy <j;pakaoiu (3) slijedi

dok za desnu stranu imamo

1
LS < —gij,

JJ?

1
DS>-m., >——m
iy

3y a ustvari je cak DS > _gm,

Sto je opet kontradikcija.

(5) J,J neparni, K, K’ parni = j < j;, ki < j; pa slijedi

1 2
LS >my, —my, . 2my, — gmy, = omy,,
1 1 2 L 2
DS < my, + my < gmj‘] + §ij = §ij’ a ustvari je ¢cak DS < §ij’

Sto je opet kontradikcija.

(6) J,J parni, K, K’ neparni = j', < j;, ki < j; pa slijedi

< ——m

LS < —my, + mji,—1 > 3 Jir

.1 2
DS > —my, — My > ——m; _, a cak je DS > —gij,

K 3 JJ?
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Sto je opet kontradikcija.
(7) J, K' neparni, J', K parni = LS > 0, DS < 0, §to nas opet vodi do kontradikcije.

(8) J,K' parni, J', K neparni = LS < 0, DS > 0, $to nas takoder opet vodi do kontra-
dikcije.
Dakle, u svim slucajevima dobili smo kontradikciju pa se doista moze iskoristiti pretpos-

tavka indukcije, ¢ime smo zavrsili dokaz od (i).

Tvrdnja (ii) direktna je posljedica od (i). |
Lema 3.20 Neka je (m;);en niz prirodnih brojeva takav da je mjq > 3m; za svakij € N
te neka su M, N € N, M < N. Nadalje, pretpostavimo da je by n(t) = X ,cr D, e* it

pri cemu je I C Z skup svih frekvencija za koje Fourierovi koeficijenti od by n nisu nula.

Tada vrijedi
2
> | > D.D < € Ximmii 1Bl
nyHny | = )

n€Z ' nq,ne€l
Ng—n1=n

za neku apsolutnu konstantu C.

Dokaz. Za fiksirani n € Z gledamo sve prikaze u obliku (3.28), tj. prikaze

n=mny—n; = (mjl—mj2+---+mjj)—(mkl—mk2+---+ka>, (3.29)

pri cemu su J, K € N neparni brojevi, te j;,js...,77 € Nik{, ke,...,kx € N takvi da
vrijedi 71 < Jo < --- < jyjik) < ky <--- < kg. Nadalje oznac¢imo

Sfl ::{skup svih M +1 < j < N takvih da se frekvencija m;
pojavljuje u maksimalno skra¢enom prikazu od n toc¢no [ puta}, [=0,1,2.
Primijetimo da je {M +1,..., N} disjunktna unija od Sy, Sy i S2. S obzirom na to da se

svaki prikaz (3.29), n = ny —nq, ny,ny € F, moze dobiti iz maksimalno skracenog prikaza

dodavanjem ¢lanova koji odgovaraju indeksima iz S, mozemo zakljuéiti

> |DnDuy| < ( HO (47 + |Bj|2)>( II |Aij|>< II |Bj|2>- (3.30)

. . 1 . 2
;2{’;216:}; JES, JES, JES,

Nadalje, uoc¢imo da za bilo koju particiju (SO, S, 82> od{M +1,..., N} ima najvise 9/Sn]
brojeva n € Z takvih da je

(52,3;,55) - (30,31,52).

. . 1 “- .. Ce s .
Naime, j € S, znaci da frekvenciju m; moramo staviti ili u prvu ili u drugu zagradu. Sve

drugo je jednoznacno odredeno. Posebno, predznaci frekvencija jednoznac¢no su odredeni
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ako zagrade popunjavamo zdesna nalijevo. Kvadriranjem (3.30) i zbrajanjem po takvim

n koji imaju iste skupove S°, S 1 8? dobivamo

s (5, )

ne”L

(S,“S 5) (50,31,52> e
<oI( T (43 +18,7)" ) ( T 418,°) ( 11 181°)

jes° jest jes?

_ ( HO (43 + |Bj\2)2)< Hl 2A§]Bj|2)< I |Bj|4>_

jes jes jes?

Konaé¢no, sumiranjem po svim izborima particija (SO, S, 82) od{M +1,..., N} koristedi

se gornjom nejednakosti, ¢injenicom da je AJZ- — \Bj\2 = 1 i nejednakosti 1 + z < €”, koja

)2

vrijedi za sve x € R, dobivamo

2
Z ‘ Z Dn1 D”z

neZ ' ningE€F SO 1 2
2T S (5 Shs?

S5 T SR U o
ny,Mo€

€L

,
,( ) Ng—N1=n

2
< (A2 +1B,1°) + 2431 B;* + |Bj|4)
1

\/:

(A;* + 6A§yBj\2)

1 (A? (A2 + 6|Bj|2)>
=( 1 (1+|Bj|2))< 1 (1+7|Bj|2))

j=M+1 j=M+1

IA
==t %:12

N 2
< BSZJ':MH |Bj| . B

Teorem 3.21 Neka je (m;);en niz prirodnih brojeva takav da je m;,; > 3m; za svaki
j € N i neka beskonacni produkt (3.13) konvergira za sve t iz nekog skupa pozitivne mgjere.
Tada vrijedi uwvjet (3.14).

Dokaz. Pronadimo prvo skup £ C T pozitivne mjere takav da vrijedi

lim p‘bMN \_o (3.31)

MN—)OO teE

Naime, znamo da (ay)yen 1 (by)nven konvergiraju po tockama na nekom skupu Z C T
pozitivne mjere. Po Egorovljevom teoremu [8] ti nizovi konvergiraju i uniformno na nekom

podskupu E C Z koji ima pozitivhu mjeru. Takoder, mozemo postic¢i i da su ti nizovi
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uniformno ograniceni na skupu E. Stavimo b(t) := limy_,o by (t) 1 a(t) :== limy_,o ay(t),

za t € . Prisjetimo se, za M < N vrijedi

Uodimo

barw(t) = (ans(t) = a(®)) by (1) + alt) (bx(t) — b(t))
= bar(t) (an(t) = a(t)) — a(?) (bar(t) = b(1))

te je
sup [bas,v (£)] < sup lays (1) — a(t) sup [bn (1) + supla(t) | sup bx (1) — b(1)|
teE teE tek teE tek

- 5up [bag(8)] sup law (1) — a(t)] + sup a(t) sup [bas(t) = b(E)] . (3.32)
teE teE teE teE
Zbog uniformne ogranicenosti i uniformne konvergencije od ay i by na F vrijedi da je

lim sup |an(t)| < oo, lim sup |by(t)| < oo, supla(t)| < oo, sup |b(t)] < co
N—oo tep N—oo tcE tel tel

te nadalje vrijedi i

lim sup|ay(t) —a(t)| =0, lim sup |by(t) —0(t)] =0
Jim supay(£) = a(t) =0, Yim sup by (t) - b{t)

pa pustajuéi M, N — oo u (3.32) slijedi (3.31).

2mint

Nadalje, zapisimo by y(t) = Yper Dpe™™™, pri ¢emu je F' C Z skup svih frekvencija

koje se pojavljuju u standardnom zapisu od by, y. Tada imamo

/E ‘bM7N(t)‘2dt _ |E’ Z ‘Dn‘2 i Z DnlDin2 E€2m’(n1—n2)t dt.

ner ny,no€F
n17#Ng

Za prvi pribrojnik u gornjoj jednakosti vrijedi

N N
B D> 1Bl Y B TI A= 1El X B[
neF j=M+1 M<7IZ§N j=M+1

k#j
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pa je sada
2 Y </ bun(®[ dt+| X D, Dy, [ ety (3.33)
Jj= M+1 n1,7;2€F E
n17#Ng

Za drugi pribrojnik u (3.33), koriste¢i se propozicijom 3.5 i Cauchy-Schwarzovom nejed-

nakosti, vrijedi

27rzn -n
S D, D, 1)t gy

E

ny,No€F
ny#ny

Z < Z DnanQ)/ 6—27rz'nt dt
E

ne”L nq,NeEF
[n[>mpp1 no—ny=n

(5] g, ) (5 )
ne nq,No€ ne
n2—7121:n In|=mps 1

Po Parsevalovoj jednakosti primijenjenoj na funkciju 15 imamo

) 2
/ 6727rznt dt’ —
E

pa posebno sada za drugi faktor u (3.34) vrijedi

D

ne”

5 | free# ai] = 1l = 18] < o0
neL

) 2
im Y ‘ / e—%mtdt’ —0. (3.35)
7, E

M—oc0

[nI>maryq

Pretpostavimo sada da je 372, ]Bj]2 = 00. Po lemi 2.20(b) to zapravo znac¢i da smo
pretpostavili da ne vrijedi uvjet (3.14). Nadalje, zbog potpunosti iz konvergencije u jednoj
tocki t € E C Z slijedi da za tu tocku vrijedi (3.26) paza M = j—11i N = j iz toga
slijedi da je lim;_,, |B;| = 0. Primijenimo sada lemu 3.15 na niz (]Bj\z)jeN. To znaci da

postoje nizovi indeksa (M},), oy 1 (Ng)ey takvi da je

Nig
My, < Np, lim My, =00, lim Ny =oo, lim S B =1 (3.36)
j=M;+1
Sada iz (3.33), (3.34) i leme 3.20 slijedi
Ny, 2 Lo . 2\ %
|E| Z |Bj|2 S |E| (Sup’ka,Nk(t)D —|—62 Z] w1k+1|B| ( Z ‘/ €2mntdt‘ )
J=Mp+1 tek nez E
[n|=mar, 41
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pa pustanjem k& — oo u prethodnoj nejednakosti iz (3.31), (3.35) i (3.36) dobivamo da je

|E| <0, sto je kontradikcija pa je dokaz time zavrsen. [ |
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Poglavlje 4

NELINEARNA FOURIEROVA
TRANSFORMACIJA

4.1 Fourierova transformacija

U ovom poglavlju kre¢emo od definicije Fourierove transformacije na R? te ¢éemo zatim
uvesti jedan drugaciji pogled na tu transformaciju. Takoder, navest ¢emo neka njena

vazna svojstva i L” ocjene koje zadovoljava.

Definicija 4.1 Fourierova transformacija od f € L'(R?) je funkcija f:RY = C dana

formulom

A

f©) = [, fe < ax,
pri cemu x - £ oznacava standardni skalarni produkt na RY.

Navedimo neke od rezultata koji vrijede za Fourierovu transformaciju, koji su preuzeti
iz. 8], a za koje postoje analogoni za nelinearnu Fourierovu transformaciju, koje é¢emo
navesti u odjeljku 4.3. Prvo, za f € Ll(Rd) vrijedi sljedeca tzv. Riemann-Lebesqueova

nejednakost:
”fHL“’(Rd) < HfHLl(Rd)' (4'1)
Nadalje, za f € L'(RY) N L2(R?) vrijedi Plancherelov identitet koji kaze da je

”fHLQ(]Rd) = ||f”L2(Rd)' (42)

Fourierova transformacija se, stovise, jedinstveno prosiruje po neprekidnosti do unitarnog

operatora na L*(R?), odnosno za f, g € L*(R?) vrijedi
<f: §]>L2(Rd) - <f7 g>L2(Rd)'

Kada znamo sto vrijedi u slucajevima p = 1 i p = 2, primjenom Riesz-Thorinova teorema

interpolacije dobivamo da za 1 < p < 2, ¢ konjugirani eksponent od p i f € LP(R?) vrijedi
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Hausdorff-Youngova nejednakost, koja kaze da je

||fHL‘1(Rd) S ||f||LT’(Rd) (43)

Sada vidimo da se preslikavanje f — f prosiruje na L?(R%) za 1 < p < 2. Napomenimo
da konstanta 1 u Hausdorff-Youngovoj nejednakosti nije optimalna. Za 1 < p < 2 vrijedi

Babenko-Becknerova nejednakost [2]

? d
1Fllscaty < BEIF oy (4.4)
pri cemu je
B = P
p q1/2q

Jednakost u (4.4) postizZe se za poopcéene Gaussove funkcije. Npr. za d = 1 to su funkcije
oblika
2
g(x) = ce™ ™ b7, (4.5)

zaa>01ib,ce€C, a Lieb [15] je pokazao da su sve funkcije za koje se postize jednakost
upravo oblika (4.5).

Uvedimo sada jedan drugaciji pogled na Fourierovu transformaciju na R i u analogiji
s tim pogledom do¢i ¢emo i do definicije nelinearne Fourierove transformacije. Pretposta-
vimo prvo da funkcija f: R — C ima kompaktan nosac i da je integrabilna. Napomenimo
da ne zahtijevamo da f bude neprekidna. Sada za fiksirani & € R promotrimo obi¢nu

diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom

Opu(w, &) = f(x)e >,
u(—00,&) = 0.

Uoc¢imo da, ako f ima nosa¢ u [«, ], tada rjesenje u(z, £) gornje diferencijalne jednadzbe
mora biti konstantno na (—oo,a] i na [, 00). U tom sluc¢aju pocetni uvjet u(—o0,&) =0
mozemo interpretirati kao u(a,§) = 0. Takoder, u(+o0,§) jednostavno ¢e nam znaciti
u(f,€). Gornji problem moze se rijesiti eksplicitno, a rjesenje z — u(z, &) postoji u klasi
apsolutno neprekidnih funkcija te vrijedi

u(w,€) = [ e ar.
Posebno, uoc¢imo da je

F(&) = u(+00,9).

Zapisimo neka poznata svojstva preslikavanja f — f , a zajedno s tim i svojstva preslika-

vanja f +— u.
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(i) (Linearnost) Ako je f(x) = oy fi(z) + ayfa(x) za neke ay, ay € C, tada vrijedi
U([L’, 5) = alul(xa 6) + OZQUQ(IL', g)a
F(&) = arfi(&) + aafa(9).
(ii) (Modulacija) Ako je f(x) = e*™0 f,(z) za neki & € R, tada vrijedi
U,([I),f) = ul(x,f - 50))
f(©) = hile - &)
(iii) (Translacija) Ako je f(z) = fi(z — o) za neki zy € R, tada vrijedi
u(:v, 5) = 6727‘_ix0£u1 ('I — Zo, 5)7
f(&) = e ™Ef(8).

(iv) (Dilatacija) Ako je f(x) = %fl (f) za neki A > 0, tada vrijedi

u(a,€) = u (5.¢).
F©) = Hi(X).

(v) Ako je f(z) = fi(z), tada vrijedi

U(.I, g) - ul(xa _€>7

Kako ¢emo se nadalje baviti nelinearnom Fourierovom transformacijom napomenimo
da ¢emo Fourierovu transformaciju iz definicije 4.1 nekada zvati linearna Fourierova

transformacija kako bismo naglasili razliku i kako ne bi doslo do zabune u daljnjem

tekstu.

4.2 Definicija i svojstva nelinearne Fourierove transfor-
macije
Od sada nadalje pretpostavljat ¢emo da je funkcija f: R — C integrabilna s kompakt-

nim nosacem. Takve funkcije guste su u L”(R), 1 < p < oo pa to nije ogranicavajuca

restrikcija. Sada za fiksirani ¢ € R promatramo obi¢nu diferencijalnu jednazbu s pocetnim
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uvjetom
8[a@,>]:[ 0 f@km“]{M%OI
0z | b(z, &) F(a)e 2t 0 b(x,€) |
a(—oo, ) _ 1
b(—00,§) 01’

Sto mozemo napisati i u skalarnom obliku

Opa(x,&) = f(2)e¥™™b(x,€), 0,b(x,&) = f(z)e > a(x,§), (4.6)
a(—00,&) =1, b(—00,&) =0.

Za svaki & € Rrjesenja x — a(z,§)1ix — b(x, &) postoje opet u klasi apsolutno neprekidnih
funkcija. Nadalje, vidimo da su integralne jednadzbe koje odgovaraju ovom sistemu

sljedece:

a(z,€) = 1 +/ FBeX " n(t, ) dt (4.7)
@@):/mfa>2mfa5wn (48)

Kako ¢emo poslije uvidjeti, bit ¢e nam korisno pisati sistem diferencijalnih jednadzbi (4.6)

uz iste pocetne uvjete u sljede¢em matricnom obliku:

)
Q

{(%) b(z,€)
O | b(z,€)

|: ( af) b(—OO,f)
b(=00,£) a(—00,§

] _ [a(x,f) b(x, &) ] { 0 | f(m)eﬂm‘xg
b(z,&) a(z,§) f(x)e%”:g 0 ,

Uoc¢imo da je

0, (lalz, ) = [b(x, €)?)

= O,a(, §)a(w,€) + a(x, )0,a(z,€) — 0,b(w, &)b(x,€) — blw, £)0.b(x,€)
= 2Re (9,a(z,)a(x, €) — 0,b(x, )b(x. )

= 2Re ()" b(x, O)a(z,€) — f(x)e ™ a(z, O)b(x. &)

=0

pa mora biti

la(z, ) — [b(z,€)I* = la(—00,€)* — [b(~00, ) =1,
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'¢) ] pripadaju grupi
b(z,€) a(z,§)

za sve x,& € R. Time smo pokazali da sve matrice [
SU(1,1).

=
Definicija 4.2  Nelinearna Fourierova transformacija je funkcija f : R — SU(1,1)

definirana s

f (&)=

a(+00, ) b(+oo,§)]
b(+00,8) a(+00,€) |’

tj. za dovoljno velike x, odnosno za x desno od nosaca od f.

Napomenimo da ¢emo umjesto a(+00,§) i b(+o0,§) pisati samo krace a(§) i b(§).
Zapisimo i dokazimo sada osnovna svojstva nelinearne Fourierove transformacije koja su

analogoni svojstava linearne Fourierove transformacije.

Lema 4.3 (i) Ako je f(z) = €™ f,(x) za neki 0 € R, tada vrijedi

a(z,€) = ay(,€),  bla,&) = by (x,6),

a() = a,(€), b(€) = "By (6),
odnosno oo -

/\ 671'7/ O A 6_ T 0

f(é):[ D ﬁ(&)[ ; 1].

(ii) Ako je f(x) = ™™ f,(x) za neki & € R, tada vrijedi
a(x>€>:a1(x7£_£0>7 b(x7£):b1($>€_£0>;
a(§) = a1 (§ — &), b(§) = b1 (€ — &),

odnosno
—~~ —~~
[ (&= hH(E—&)
(iii) Ako je f(x) = fi(zx — xg) za neki zy € R, tada vrijedi

a('x7€> = al(x - $0,£), b(x7€> = 6_2mx0€b1(x - 1'075);

a(§) = a,(§), b(&) = e 2m0%D, (€),
odnosno i prineg
o~ e~ 2mizo 0 | ~~ PR 0
f(§)=[ 0 1]f1(5)[ 0 1]-

(iv) Ako je f(z) =1 f (%) za neki A > 0, tada vrijedi
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odnosno

(v) Ako je f(x)

odnosno

(vi) Ako je f(x)

odnosno

= f1(x), tada vrijedi

a(m,f) :a1<xa _€>7 b(x7§> :bl(xa_é);
a(§) = a1 (=€), b(&) = b1 (=€),
FAGENAES

= fi(z) + fo(z) i nosac od f, je lijevo od nosaca od fy, tada vrijedi

a(§) = a(§)az(§) + b1(§)b2(§),
b(§) = a1 (§)ba(§) + b1(§)az(§)

-

=

AGENAGEAG)

Dokaz. U svim tvrdnjama leme pretpostavljamo da su a; i b; rjeSenja integralnih jednadzbi
(4.7) 1 (4.8) za funkciju f;.

(i) Neka je f(z) = e*™ f,(z) za neki § € R. Provjerimo sada jesu li a i b iz iskaza leme

rjesenja tih integralnih jednadzbi za funkciju f. Prvo provjerimo zadovoljavaju li
jednadzbu (4.7). Dakle, imamo

a(e,€) = (e, ) =1+ [ RO (1.6 dt
14 /I edwi@ﬁg%itﬁg%iobl(a £)dt

_1+/ T "o (t, €) dt

S druge strane, za provjeru jednadzbe (4.8) imamo

b, &) = ey (2,€) = ™ [ (0 ay (1,6) b

_ /x 627ri€f1<t) 727rit§a1(t7f) dt
_/ —27T2t§ t é-) dt.

Pustajuéi © — oo sada dobivamo da je a(€) = ai(€) 1 b(&) = €*™b,(€), iz Cega
~~
direktno slijedi jednakost za f (§).
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(ii) Neka je f(z) = e*™0 f,(z) za neki & € R i pokazimo da su a i b rjeSenja integralnih

jednadzbi za funkciju f. Prvo za (4.7) imamo da je

a(w,€) = (@6 &) =1+ [ RO (t,¢ - &)t
— 1 [ TR (t)e%”%l (t,€ — &) dt
o 1+/ 27rzt§b t f)

Za integralnu jednadzbu (4.8) imamo

b &) = bil@ € &) = [ A Day (b6 - gt
= [ e a (16— &) e
_/ 727rzt§ t 5)
Pustajuéi © — oo dobivamo da je a(§) = a(§ — &) 1 b(§) = b(§ — &), iz Cega
—~~ —~~
direktno slijedi da je f (&) = f1 (€ —&).

(iii) Neka je f(z) = fi(x — zg) za neki x; € R i opet pokazimo da su a i b rjeSenja

integralnih jednadzbi za f. Dakle, imamo da je

a(w,€) ==, ) =1+ [ RO (16 at
=1+ / Filu — xg)e™ =2 £bl(u — 0, &) du
=1+ /m fi(u — xo) 2™ e85, (4 — 20, €) du

_ +/ T)e™ ™ b(u, €) du

Nadalje je

T—x(

b(xv 5) = 6_%”0551 (x — Zo, 5) = 6_%”05/ S (t)e_%it{al(ta 5) dt
6_%%6/ fi(u — 350>€_2m(u_%)5a1 (u — g, &) du

_ [ U Hw)e T gy, €) du

pri ¢emu smo u obje jednadzbe upotrijebili supstituciju u = t+x,. Pustajuéi x — oo
- =
dobivamo da je a(€) = a;(€) i b(€) = e 2%, (€), iz Cega slijedi i tvrdnja za = f (&).

(iv) Neka je f(z) = 1/ (f) za neki A > 0. Provjerimo jesu li tada a i b rjeSenja
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(vi)

integralnih jednadzbi za f. Naime, vrijedi da je

ol €) = ay (3,06) = 1+ [ T, (1, 36) i
£ (;)62’”'“%1 (g, )\5) du
=1+ /r Flu)e*™™ b(u, £) du.

I
—
+

T
8 8
> =

S druge strane, za b(z,§) imamo

b, &) = by (5.06) = [* A0, (1,06 di
= / i (5) e ay (4, 6) du

pri ¢emu smo se u obje jednadzbe koristili supstitucijom v = At. Pustajuéi x — oo

sada dobivamo da vrijedi a(§) = a;(A\) 1 b(&) = by (A\E) pa vrijedi i?(g) = ’Tf?()\g).

Neka je f(x) = f1(x) i provjerimo jesu li i u ovom sluéaju a i b iz iskaza leme rjesenja
jednadzbi (4.7) i (4.8) za funkciju f. Naime, za a(x,§) imamo

a(:l:a é) = ((E, _5 =1+ /m m6_2Wit£bl (tv _5) de
=1 +/ F&)e*™ b(t, &) dt

Za b(z,§) imamo

T

b, &) = bi(e, =) = [ O 0y (t,—€)

—0o0

[ e a

Kao i u prethodnim slu¢ajevima, pustajuéi x — oo dobivamo da je a(§) = a(—=¢§) i

b(&) = by (—¢). Nadalje, iz toga slijedi da je ?(g) = 7?(—5)

Neka je f(z) = fi(x) + fo(x) i neka je nosa¢ od f; lijevo od nosaca od f,. To znadi
da postoji xy € R tako da je nosa¢ od f; sadrzan u (—oo, xy], a nosa¢ od f, sadrzan
u [zg, +00). Prvo pokazimo da su rjesenja integralnih jednadzbi za funkciju f dana

S:

a(, €) = ay(z,§) za r < X,
’ ay(§)ag(w, &) +b1(§)by(7, &) za x> xy,
b, €) = bi(x,§) za x < Iy,
’ a1 (§)by(,§) + b1 (§)as(w,§) za x> xq.
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Neka je sada x < x i pokazimo prvo da gore definirani a i b zadovoljavaju jednadzbu
(4.7). Imamo

a2, ) = ar(0.8) =1+ [ R (¢ ) dt
—1+ [ (RO + G >) b (t,€) dt

_1+/ F)e*™ p(t, €) dt.
Za jednadzbu (4.8) slicno imamo

b &) = bi(@.€) = [ filt)e  a(t,6) dt
:/x (1) + fot) e ay (t,€) dt

— / 72Tl"ttf dt

Neka je sada x > 4. Za a(z,€) imamo

a(z, &) = ar(§aa(z, &) + b1()ba(z, §)
= <®+nm@/wﬁﬂ)%Mmagﬁu+m@)/;ﬁ@w%ﬁ@@@nn

. 1 +/ 27rzt£b dt +/ f2 27th§ ( (f)bg(f 6) + bl (f)M) dt
_1+/ A0 (028 balt, €) +01(6) a2(1,€) dt*/ RO ) dt
=0 =1

=1+ /_; (M) ethfb(t,ﬁ) dt + i (m) 627rit§b(t7€> dt
14 /_3: memritﬁb(t’£> dt.

Sli¢no, za b(x, ) imamo

b(z,&) = a1(§)ba(x, &) + bi(§)as(w, §)
-ams)/x ﬂxwé””%aﬂuﬁ)dt+bﬂ£)+bﬂ£)/x Falt)e B, 8,8 dt

= [ e ™ a @ ats [ a0 (ar(©aalt, ) + b E) i
_/wo thg (€) ag(t, €) +by (€) bQ(t,f))dt—i—/: f2(t)e_27rit§a(t,§) dt

=/°ﬁt+mme%%w@&+ﬁﬁmwammew%@@w

_ / 727rzt§ dt

Pustajué¢i x — oo dobivamo jednakosti za a(§) i b(§), a iz toga direktno slijedi i
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~~
jednakost za f (&). [ |

Nekad je, umjesto da promatramo a(z,§) i b(z, £), jednostavnije promatrati koeficijent

refieksije definiran s
b(z,§)
r(z,§) = ——%.
ST
Uoc¢imo da iz definicije slijedi da je |r(z,£)| < 1 za sve z,£ € R. Posebno vrijedi da je
r(—00,&) = 0. Za fiksirani £ derivirajuéi gornju jednadzbu i koriste¢i se formulama (4.6)

za Oya i 0,b dobivamo da je

axb($v 5)@(93, 5) B b(ZE, 5)8xa($, g)

axT(I,£> - CL(ZL‘ 5)2
_ f@)e ™ a(,€)* — f(x)e’™ b (x, §)*
a(z, &)

pa sada vidimo da r zadovoljava sljede¢u Riccatijevu diferencijalnu jednadzbu s pocetnim

uvjetom:

0,1 (,€) = flx)e ™ — fla)e™ (2, €)%,
r(—o0,&) = 0.

Integralna jednadzba koja odgovara ovom sistemu je
r(z,€) = / F(t)e2mitE 4t — / T (L, €) dt. (4.9)

Nadalje, i ovdje éemo umjesto r(400, &) pisati samo r(£). Za kraj ovog odjeljka napisimo

svojstva koja zadovoljava koeficijent refleksije.

Lema 4.4 (i) Ako je f(z) = ™ fi(z) za neki 0 € R, tada vrijedi

r(w,€) = ™0 (2, 6),

r(€) = ey (€).

(ii) Ako je f(z) = €™ f,(z) za neki & € R, tada vrijedi

T(I,f) = 7’1<33,§ - 60);
(&) = r1(€ —&o)-

(iii) Ako je f(z) = fi(x — xy) za neki xy € R, tada vrijedi

7’(.1’, 6) = 6*27”'1057,.1 ($ — Zg, 5)7

r(€) = e 00 (§).
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(iv) Ako je f(z) =1 fi (%) za neki A > 0, tada vrijedi

(v) Ako je f(x) = fi(x), tada vrijedi

Dokaz. Sva svojstva slijede direktno iz prvih pet tvrdnji leme 4.3. |

4.3 Nelinearni analogoni nekih rezultata za Fourierovu

transformaciju

Prirodno je zapitati se vrijede li za nelinearnu Fourierovu transformaciju neke tvrdnje
koje bi se mogle protumaciti kao nelinearni analogoni npr. Plancherelova identiteta ili
Hausdorff-Youngove nejednakosti. Posvetimo se sada nekim L” ocjenama koje zadovoljava
nelinearna Fourierova transformacija.

Uocimo da iz integralnih jednadzbi (4.7) i (4.8) slijede nejednakosti:

|<x5|<1+/ (1)t ©))
x§]</ a(t, )| dt.

Zbrajajuéi gornje nejednakosti dobivamo da je
la(z,&)[ + [b(z, )] <1 +/_$oo [f (@) (Ja(t, €] + [b(£,)]) dt
pa iz Gronwallove leme sada slijedi da je
0w, )l + [bla, )] < e HOIE, (4.10)
te pustanjem x — oo dobivamo
[1og (€)1 + 1D = gy < 112 sy (4.11)

na Sto zapravo mozemo gledati kao na nelinearni analogon ocjene (4.1). Posebno, iz (4.10)

slijedi da je

/1l . 171l
Ha(g)HL?(R) <e t'® < 0o i Hb(g)HL?(R) < e"l'e <« o
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Kako za a,b € C za koje je |a|* — |b|* = 1 vrijedi (log |a|*)"/? < log (Ja| + |b]), primijetimo
da iz (4.11) slijedi
| oz 1)) 2] o gy < 17112 oy (4.12)

Sada ¢emo pokazati da za a i b vrijede sljede¢i multilinearni razvoji:

(e, ) =1+ [ ) T ()
kzl{x>t1>t2>-~->t2k,1>t2k}

AR R SR RS ORI VG A LAY, L (4.13)

b, €) = Y- / P TE) - T ()

k=1
{x>t1>t2>--->t2k,2>t2k,1}

6_2Tri(tl_t2+m_t2k_2+t2k_1)£ dtldtg v dt?k*thQICfl' (414)

Pokazimo prvo da redovi s desne strane u gornjim formulama apsolutno konvergiraju.

Naime, pustajué¢i x — oo dobivamo da za svaki K € N vrijedi

1+ / |f(t1) f(ta) - -« f(toy)] dtydty - - - dtgy

kzl{t1>t2>~-~>t2k,1>t2k}

L |
<1+ kg:jl ool /R F(t) f(ts) -~ f (o) dtydy - - by

2K 1 k;
< kz:% il AL @) 52

L' (®)

[RA[NST
e

pa vidimo da red u (4.13) apsolutno konvergira. Analogno, za red u (4.14) apsolutna

konvergencija slijedi iz

™=

/ |f(t) f(ta) -+« ftop—r)| dtydty - - - digy_y

1{t1 >t2>'“>t2k72>t2k71}

1
2 (2k —1)! /11@2’“‘1 |f(t) f(ta) -+ ftop—r) [ dtrdty - - - dbgy
h=1 -

=
Il

IN

2K—1 1

k 10
< kz:% il Il ) = e

L' (®)

Nadalje, Picardovim iteriranjem, tj. uzastopnim supstitucijama jedne integralne jednadzbe

u drugu dobivamo da za svaki K € Nj vrijedi

a(@,&) =1+ / FEN () - Tl 1) (1)

k=1
{z>t1>ty> >ty >ty }

6_27ri(_t1+t2_“'_t2k71+t2k)$ dtldtg . dt2k—1dt2k
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[ TE®) - Tl f(fare)

{x>t1>t2>~-->t2K+2}

e Pttt Tt (o €) dtydty - - dbggey dbag o, (4.15)
K

b(r,€) = Y / F(0)F(E) - T(Eos2)f (b )

k:1{w>t1>t2>~~->t2k_2>t2k_1}
6*27”'(751*t2+"'*t2k72+t2k71)5 dtldtg . dtgkdt2k+1
+ / J(t) f(ta) -+ ftag) f(tars1)
{.Z’>t1>t2>"'>t2K+1}

e 2milhi—tot e —tactare ) (4 €Y dtdty - - dbgredtagss. (4.16)

Oznacimo za K € N sa S%(z,€) i Sk (x,€) K-tu parcijalnu sumu redova u (4.13) i
(4.14) redom. Uoc¢imo da sada za svaki K € N koriste¢i se formulom (4.15) za a(x,§)

vrijedi

a(z,§) — Sk(x,§)
— / FE) () ftarcsr) f(tarcya)

{m>t1>t2>--->t2K+2}

G_QM(_tl+t2_m_t2K+1+t2K+2)§a<t2K+2; §)dtydty - - - dtgp 1 dtar o

pa pustajuéi r — oo imamo da je

|a(§) — Sk(+00,8)]

< / |f(t1) f(t) - f(tarsr) f(tarra)al(tag o, §)| dtydty - - - dlgpe 1 dbog 1o
{ti>ty>>tac 2}
1 1 1 2K +2
<e'L <R)7(2K o) Hf”Ll(R) —>K%oo 0

pa smo dokazali da vrijedi (4.13) i to ¢ak uz uniformnu konvergenciju s obzirom na £ € R.

Analogno, za K € N koriste¢i (4.16) imamo da je

b(x,§&) — S?{(x,€>
— / ft)f(ty) - flta) f(tagcs1)

{$>t1>t2>“'>t2K+1}

e ittt Harc ol (o €) dtydty - - dbagedtage g

Dakle, kada x — oo imamo
b(&) — S (+00,8)|
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< / |f(t) f(t2) - ftor) f(tars1)a(to g, )| dtydty - - - dtypedtoge g
{t1>t2> >t2K+1}
111 g 2K+1

pa vrijedi i (4.14), opet uniformno po £ € R. Kao $to ¢emo vidjeti kroz ovo i sljedece
poglavlje, upravo pokazani multilinearni razvoji iznimno su korisni u dokazima raznih

tvrdnji, a direktna posljedica tih razvoja su tzv. Bornove aproksimacije:

a(&) =1+ O(If1}s)):
b(&) = FEO+O(If I} m)):

kada || fl|;: @® — 0. To nam sada na neki nacin potvrduje da smo uistinu u proslom
odjeljku 4.2 definirali nelinearnu varijantu Fourierove transformacije.

Sljedeca tvrdnja je nelinearni analogon Plancherelova identiteta koji kaze

| Gogla() )] 2

- ||f||L2(R)' (417)

Ovdje ¢emo dati dokaz te tvrdnje, ¢iji su glavni koraci preuzeti iz [17], a jedna od varijanti
ovog dokaza pojavljuje se 1960. godine u [3]. Za funkciju f pretpostavit ¢emo jos dodatno
i da je glatka. Prvo uoc¢imo da sistem diferencijalnih jednadzbi (4.6) uz iste pocetne
uvjete ima smisla i kada je & kompleksan broj te za rjesenja ima isto apsolutno neprekidne
funkcije. Uzmimo sada kompleksni broj £ = a4+ i3, pri ¢emu su @« € Ri 5 € [0,00) i

racunajmo

0, (la(z, O — ™™ |b(x, &)*) =
= Oya(x, &)a(x, §) + a(x, €)d,a(w, &) — e ™ 0,b(x, £)b(x, §)
— e (2, £)0,b(x, §) + AmBe” T |b(x, )|
= 2Re (0,a(x, §a(w,§) — e ™0,b(w, )b(w, €)) + 4mBe ™ |b(x, €|
= 27 Re (f(2)e*™b(x, )alx, &) — f(x)e "™ a(z, )b(x, €)) +4mBe ™ |b(x, &)

=0

= dmfe” "™ b(z, )|
Iz gornjeg racuna slijedi da je funkcija z — |a(z, &)|* — 6747””6‘6(1’, ¢)|? rastuca na R. Kako

je, zbog pocetnih uvjeta, vrijednost te funkcije za dovoljno male x jednaka 1, mozemo

zakljuciti da za svaki x € R vrijedi

laz, &) — e |b(z, )
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Sada je, posebno,
ja(z, O =21 i Ja(©)] > 1.

Takoder, i multilinearni razvoj (4.13) vrijedi kada je £ kompleksan broj te uzmimo £ kao

u prvom dijelu dokaza. U tom sluc¢aju multilinearni razvoj za funkciju a(z,§) glasi

a(r,§) =1+ i / ) f(ta) - f(tap1) f(tor)

k=1
{z>t;>ty> >toy,_1>tay, }

6—2”i(—t1+t2—"'—tzk—1+t2k)(a+iﬂ) dtldtg . dtzk—ldt%-

Realni dio eksponenta eksponencijalne funkcije u gornjem razvoju jednak je

2mB(—ty ity —l3+ 1y — - —topy + log),
te vrijedi
2 p ((_tl o)+ (g +tg) +ooo o+ (g + t2k>) <0
- —_—
>0 <0 <0 <0
pa je

‘6—27Fi(—t1+t2—"'—tzk—1+t2k)(0¢+i5)’ < 1.

Pustimo sada  — oo pa, kao i u dokazu multilinearnih razvoja, dobivamo da je

W@ <1+> [ U0 f(tal dndty - di < o0

kzl{t1>t2>--->t2k,1>t2k}

¢ime smo pokazali da je red apsolutno i uniformno konvergentan za £ € R x [0, +00). Sada
neprekidnost od £ — a(£) na R x [0, 00) slijedi iz holomorfnosti eksponencijalne funkcije,
a iz Weierstrassova teorema slijedi holomorfnost od £ — a(§) na R x (0, 00). Zbog upravo

dokazanog, funkcija
§ > loga(g)

dobro je definirana te je neprekidna na R x [0, c0) i holomorfna na R x (0, c0). Takoder,
mozemo izabrati granu logaritma tako da vrijedi lim¢_,o log a(§) = 0.
Promotrimo sada konturu C' = C| + Cy, pri ¢emu je C; = [—R, R], a C polukruZnica

u gornjoj poluravnini sa sredistem u ishodistu i polumjerom R > 0. Znamo da je

/C log a(€) d€ = 0 (4.18)

po Cauchyjevu teoremu. Izracunajmo sada integral po Cy. Prisjetimo se da vrijedi

a€) =1+ [ FE) e e anat,
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+ / T () fts) f(ty)e Tt tds (1 €) dt dbydtsdty.  (4.19)

{ty>to>t3>t,}

Za prvi integral u gornjoj sumi upotrebljavajuci supstituciju s = t, —t;, a zatim parcijalnu

integraciju, dobivamo da vrijedi

/ T f(ty)e 2020 qp qp, — / / FOF(t + 5)e2™% drds

{t1>t2}

Zg/f dt+—/ /f 10.f(t + s)e~ 2 dtds

= —m ||f||L2(]R) +O([¢17),

pri ¢emu smo slozenost drugog ¢lana sume dobili primjenom jos jedne parcijalne integracije.
Nadalje, za drugi integral u (4.19) supstitucijama s; = ty —t; i Sy = t4 — t3 pa parcijalnom

integracijom dobivamo da je

FUE0) f(t2) f(ta) f(ta)e 2T tat g (4, €) dt, dtydtsdt,

{t1 >t >t3>t,}

= / ( / @) f(t+ s1) f(ts) f(ts + s2)alts + 82, &) dtldt?,) e 2t g, ds,

{51,82<0}  {t;—tg>s:}

oznacimo sa ®(s;,85)

N / ( 27TZ§ (51, 0)e T o 2mi€ / s, 52)6_2M(81+82)§ d52> don

Ako ponovno napravimo parcijalnu integraciju, dobit ¢emo da je taj ¢lan reda velic¢ine

O(¢]7?) pa imamo da je

a(§) =1 IIfHL ) +O(lE]™).

0o (71)nflzn

Kada [§| — oo, iz ¢injenice da je In(1 + z) = 302, “——" za |z| < 1, slijedi da je

_ 1 2 -2
lOgCL(f)——MH]EHL%R)—G—O(‘& ) (4.20)
Kako vrijedi da je
L e 1oy s = | 1 (~Rsint + iRcost) | {2z, d
Cy 2 L% 2mi(Rcost + iRsint) SILE 10 L*(R)
= / (e
= P
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integrirajuéi (4.20) po Cy dobivamo da je

1 ,
., Toa(€)de = —5 17l + O™,

Iz (4.18) slijedi da je
. toga(e) dé = — [ loga(6)dz,

R
a kako je integral po C} zapravo integral / loga(¢) d¢ kada R — oo imamo da je
-R

1
/Rloga(é) d§ = 3 Hf“iQ(IR{) :

Na kraju uzmimo jos realni dio gornje jednakosti da dobijemo

1
/Rlog la(§)|dE = 3 ||inQ(R) ,

iz Cega slijedi (4.17).
Jedna od najvaznijih ocjena svakako je nelinearna Hausdorff-Youngova nejednakost
koju su dokazali Christ i Kiselev [6],[7] 2001. godine, koja kaze da za 1 < p < 21ig¢q

konjugirani eksponent od p postoji konstanta C,, > 0 tako da vrijedi

|(loga(&)|)""?

Ovdje nec¢emo iznositi detalje tog dokaza, nego samo napominjemo da dokaz nije jednos-

tavan i da se u njemu koriste multilinearni razvoji (4.13) i (4.14). Razmatrajuéi funkcije

2
g(z) = e ") Loy y(z)

kada N — oo i lineariziraju¢i moZe se pokazati da je C, > B,, pri cemu je B, Babenko-
Becknerova konstanta.

Pristup Christa i Kiseleva ne funkcionira za p = 2 i Stovise konstanta C,, eksplodira
kada p — 2 te je otvoreni problem moZe li se konstanta C,, zamijeniti s nekom apsolutnom
konstantom C'. Djelomi¢na potvrda te slutnje dana je u [13] u kojem je pokazano da se to
moze napraviti u Cantorovu modelu. Napomenimo na kraju da se (4.21) ne moze dobiti
interpolacijom iz rubnih slu¢ajeva, (4.12) i (4.17), jer preslikavanje f — (log|a(&)]?)"/?
nije linearno. Nelinearnom Hausdorff-Youngovom nejednakosti detaljno ¢emo se baviti u

sljede¢em poglavlju i to za funkeije koje imaju dovoljno malu L' normu.
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4.4 Motivacija

Kroz ovaj odjeljak cilj nam je dati uvid u dva problema u kojima se pojavljuje sistem
diferencijalnih jednadzbi (4.6) koji mi promatramo. S obzirom na to da se ova varijanta
nelinearne Fourierove transformacije koju prouc¢avamo nekad zove i Diracova nelinearna
Fourierova transformacija te da ona spada pod teoriju AKNS-ZS sistema, dat ¢emo uvid

i u svojstveni problem za Diracov operator [26] i u AKNS-ZS sisteme [1], [30].

4.4.1 Diracov operator

Diracov operator L = L(f) definiran je s

pri ¢emu je f: R — C integrabilna funkcija s kompaktnim nosacem, kao i dosad. Diracov

operator djeluje na parovima Schwartzovih funkcija, tj.

_ {w’—fwl_
fo -4

Za proizvoljne Schwartzove funkcije 1, 11, @5 1 ¥y dobivamo da vrijedi

Clal o, -

(

= [ (¢7m = Fouza + forts — vidh)
(
(

p
(&

L

(@1 — fi)@a + (for — ?/Ji)%)

195 — fh1ps + fors — ¢1@)
- 901(%0,2 - ?%) —1(fpa — ¢§)>

__< 1 P2 >
¥ Yo |/ 2

pri cemu smo se u trecoj jednakosti koristili parcijalnom integracijom i ¢injenicom da su

L

funkcije Schwartzove. 1z toga slijedi da je L (neogranic¢eni) antihermitski operator pa su

njegove svojstvene vrijednosti Cisto imaginarni brojevi. Svojstvena jednadzba za Diracov

‘|

operator je
2
(G

L =A
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pa uz supstituciju A = —7mié za £ € R ona postaje
J[ewo]__c[ewa]
¥(z,€) ¥(,§)

Dakle, dobili smo sistem jednadzbi:

&cgo(x,f) _mw(xvé) = —Wifgp(%,f),
f($)g0<I,§) - ax¢(x7§) - —7”'51/1(%5),

odnosno

f(@)v(x, &
f(@)e(,§

dup(, &) + milp(, §)
3

),
Ox(x,§) — miky(x, §) :

)

Tixé

Zatim, ako pomnozimo prvu jednadzbu s e™*, a drugu s e "*¢, dobivamo da je

ax (QO([E’ f)eﬂ'iaf) — m@QﬂixE¢<$, g)e—ﬂmf’
0, (w(x,g)e—m‘xf) = f(x)e ™ p(x, £)emE,

Na kraju, supstitucijama

uistinu dobivamo nas sistem (4.6).

4.4.2 AKNS-ZS sistemi

Pregled o ovim sistemima preuzet je iz [16]. Pretpostavimo da se n tijela giba slobodno
po kruznim putanjama u fiksiranoj ravnini razli¢itim brzinama oko fiksirane tocke (ishodi-
sta). Najprije promatramo model kada tijela nemaju medusobnih interakcija. Oznac¢imo
brzinu svakog tijela s d;, za j = 1,...,n. Dakle, d; su nam realni brojevi. Njihova gibanja
mozemo parametrizirati preslikavanjima ¢ — Cjeidjt, pri cemu su nam C; kompleksni
brojevi. Ako s u;(t) ozna¢imo poziciju j-tog tijela u trenutku ¢, tada ona zadovoljava
diferencijalnu jednadzbu

wj(t) = idju;(t),

za j = 1,...,n. Promatrajmo sada slozeniji model kada postoji interakcija medu tijelima.

Sada putanje vise ne¢e nuzno biti kruzne. Dakle, pretpostavimo da na brzinu u; (t) j-tog
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tijela utjecu i pozicije uy(t) za k = 1,...,n i k # j drugih tijela na sljedeéi nacin:

wi(t) = idju; () + > aj(t)ug(t),
k)
i tako za svaki j = 1, ..., n, pri Cemu su a;; izmjerive funkcije s kompleksnim vrijednostima.

Gornji sistem diferencijalnih jednadzbi mozemo zapisati matri¢no
v =iDu + Au,

pri ¢emu je v = [u; ---u,]” kompleksni vektor-stupac, D = [d;;] je n x n dijagonalna
matrica za koju je dj; = d;, a A = [a;;] je n x n matrica ¢iji su elementi za j # k gore
uvedene funkcije a;;, a posebno je a;; = 0. Gornji sistem je veoma tesko (a nekad i
nemoguce) eksplicitno rijesiti. Ako pretpostavimo da rjeSenje postoji, postavlja se pitanje
koje bi uvjete trebala matrica A zadovoljavati da nijedno tijelo ne ode izvan svoje putanje,
tj. da je [Jul|;®) < 0o za svaki j = 1,...,n. Ulozimo sada gornji sistem u neprekidnu
familiju sistema

u' =i\Du + Au (4.22)

koja ovisi o realnom parametru A te se sada pitamo jesu li za g.s. A € R rjeSenja u; sistema
(4.22) ogranicena, za j = 1,...,n. Familiju (4.22) zovemo AKNS-ZS (Ablowitz, Kaup,
Newell, Segur, Zakharov, Shabat) sistem. Ako matrica A nije nul-matrica, ubacujudi
supstitucije

uj(w) = ™07, (x),

za j =1,...,n usistem (4.22) dobivamo da je
e?i%iNdjv; () + e (x) = idd e 0 (x) + D ag(@)e oy (2),
k=1

odnosno da je

vi(z) =Y ajk(x)ei’\(d’“_dj)ka(x).

k=1
Dakle, tim supstitucijama sistem (4.22) postaje sistem
v =W, (4.23)

pri ¢emu je v = [v; - - - v,]” kompleksni vektor-stupac, a elementi n x n matrice W = [w;;]
dani su s

wj(z) = ajk(a:)ei)‘(d’“*dﬂ')x.
Sada je pitanje kada su rjeSenja od (4.23) ograni¢ena. Razmotrimo nekoliko posebnih gore

opisanih slucajeva.
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1. slucaj. Neka je matrica A gornje trokutasta matrica dimenzije 2 x 2, tj. neka je
a1; = Qg = a9y = 01 ayy(x) :== f(z), pri ¢emu je f proizvoljna izmjeriva funkcija. Sistem

(4.23) u ovom slucaju dan je s

[ V() ] _ [ 0 f(x)ePBde ] [ v () ] |
vy () 0 0 vy ()

Dakle, vrijedi

Ocito je funkcija v, ogranicena jer je jednaka konstanti, koja ovisi o A, pa ¢emo je oznaciti
s C). Nadalje je
vi(z) = Cy /_

za neku konstantu CN’A pa je

Ft)eNe=dt g 4 ¢,

[e.9]

ooy < [Calsup | [ pe et ar) + 165,

Pretpostavimo sada radi jednostavnosti da je dy — d; = 1. Znaci, pitanje ogranicenosti
od v; sada se zapravo svodi na pitanje ograniCenosti integrala u gornjoj nejednakosti.

Definirajmo sada operator
(M) = Sup’ / f(t)emdt‘. (4.24)
N {t<N}

Poznata Menshov-Paley-Zygmundova ocjena kaze da za 1 < p < 2 i ¢ konjugirani ekspo-

nent od p postoji konstanta M, > 0 tako da je

HMfHLq(R) < MprHLp(R)'

Sada vidimo da za f € LP(R), za 1 < p < 2, vrijedi da je (M f)(\) < oo za gs. A € R. Iz

toga slijedi da je za te funkcije f i [|vy || ) konacno za g.s. A € R.

2. slucaj. Pogledajmo sada slucaj kada je A gornje trokutasta 3 x 3 matrica i neka su

aio = f1(z), ay3 = fo(x) i a3 == f3(x) izmjerive funkcije. Sada je sistem (4.23) dan s

vy () 0 f1(t75)€i/\(d27d1)m fz(x)eik(drdl)m vy ()
vp(x) | =10 0 fo(x)eN BT wo(a) |
v5() 0 0 0 vs3(x)
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sto nam dalje daje

Vidimo da je v3 ogranic¢ena funkcija jer je jednaka konstanti, koju ¢emo oznaciti s C), pa
je nadalje

vy() = C, / Fa(t)eMds=d2t 4t 1 &,
Sada za v} vrijedi da je

'Ui (gj) = C)\</_OO f3(t)ei)\(d3—d2)t dt) fl (.CC)eM(dQ_dl)x + CN«)\fl (x)eik(dQ—dl)x

+ Oy fyw)eNds—di)a
pa integrirajué¢i dobijemo
w(@) =y [* ) ([ ) g, ) a,
+Cy /xoo filt)eN B dt, + Oy /xoo fo(ty)eN B ag, + 5,\-
Christ i Kiselev [6], [7] dokazali su da je za 1 < py, py < 2 operator

(f,9) = SUP‘ / Ft1)g(ty)etrtest) qg, dt, (4.25)
N

{t,<to<N}

ogranicen s L' (R) x L”?(R) u L"(R), pri ¢emu je i + é =1 te je ay + ay # 0. Uodimo
da su drugi i treéi ¢lan gornje sume jednaki onome Sto smo imali i u prvom slucaju pa na
kraju imamo da su za eksponente 1 < py, py, p3 < 2 i funkcije f; € L' (R), f, € LP2(R) i

fs € L#(R) izrazi ||vi]| >y, [[v2lli=w) 1 |vsllpo®) konacni za g.s. A € R.

3. sluc¢aj. Recimo sada ukratko o opéenitom slucaju kada je matrica A n x n gornje
trokutasta matrica, za n > 2. U ispitivanju ogranic¢enosti od v, za k = 1,...,n pojavit
¢e se analogon operatora (4.25), tj. za izmjerive funkcije fi,..., f, pojavit ée se pitanje

ogranicenosti operatora

(fl,---,fn)Hsupl [ f) e et dn | (4.26)
N

{t,<--<t,<N}

pri cemu vrijedi da je a; + aj 1 # 0 za sve 1 < j < n. I u opéenitom slucaju taj operator
ogranicen je u LP(R), za 1 < p < 2 ([6], [7]).

Napomenimo da su u gore opisanim slucajevima gornje trokutastih matrica dani
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potvrdni odgovori o ogranicenosti rjesenja sustava i kada su sve funkcije iz LQ(R). U
slucaju n = 2 odgovor slijedi iz Carlesonova teorema [4],[16], a u opéenitom slucaju
ogranicenost je pokazana u nekoliko radova koje su napisali Muscalu, Tao i Thiele [19], [20],
ali ovdje ne¢emo ulaziti u detalje tih rezultata. Samo ¢emo napomenuti da su oni u svom
radu [18] pokazali da pristup Christa i Kiseleva o ograni¢avanju operatora oblika (4.26)

ne funkcionira za funkcije iz L*(R).

4. slucaj. Neka je sada A matrica dimenzije 2 X 2 za koju je ayo(x) :== f(z) i ag () = f(z),

pri cemu je f proizvoljna izmjeriva funkcija f i neka je dy —d; = 1. U ovom slucaju sistem

(4.23) je dan s
[ () ] _ { 0 flwe™ ] [ 0 () ] |
vy () fl@)e™ 0 va ()

[va@c)}:[ 0 f()f”()]
i) || f@e 0 vy ()

od kojeg smo zapravo i krenuli pri definiranju nelinearne Fourierove transformacije. Ov-
dje je g.s. ograniCenost za funkcije iz LQ(R) otvoreni problem, koji se popularno naziva
nelinearni Carlesonov problem, zbog analogije s prethodnim slu¢ajem gornje trokutaste

2 X 2 matrice.
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Poglavlje 5

PERTURBATIVNO POJACANJE
HAUSDORFF-YOUNGOVE
NEJEDNAKOSTI

5.1 Iskaz rezultata

Kako smo najavili, u ovom poglavlju detaljno ¢emo se baviti nelinearnom Hausdorff-
Youngovom nejednakosti. Sadrzaj ovog poglavlja dostupan je i u obliku preprinta [12].

Cilj nam je dokazati sljedecu tvrdnju.

Teorem 5.1 Neka je 1l < p < 2, q konjugirani eksponent od p i neka su L, H > 0. Tada
postoje 6 > 0 i e > 0 koji ovise o p, L i H takvi da vrijedi: ako je I C R interval duljine
L, f: R — C izmjeriva funkcija takva da je |f| < H1; i HfHLl(R) <4, tada je

| CGog a2 0 oy < (Bo = el 1720 1l gy (5.1)

L{(R)
pri cemu je B,, Babenko-Becknerova konstanta.

Za p =11 p = 2 nemamo poboljsanje nego jednostavno nejednakost s konstantom 1,
vidjeti (4.12) i (4.17).
Dokaz teorema podijeljen je na dva dijela koji se nalaze u idu¢a dva odjeljka, u ovisnosti

o tome je li za funkciju f veli¢ina

dist,(f, &)
||f||Lp(R)

veca ili manja od odredenog broja koji ¢emo definirati u prvom dijelu dokaza. Ovdje smo

s & oznacili skup svih poopcéenih Gaussovih funkcija na R, tj. funkcija oblika (4.5), a s
dist,(f, &) = gifequj 1f =gl
prirodno je definirana udaljenost funkcije f € L”(R) od tog skupa.
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Parametri L i H daju nam, redom, gornje granice za “Sirinu” i “visinu” funkcije f.
Oni su fiksirani, ali mogu biti proizvoljno veliki.

Nadalje, uo¢imo da nejednakost (5.1) povlac¢i nelinearnu Hausdorff-Youngovu nejed-
nakost i to s C;, = B, no, naravno, to vrijedi samo u familiji funkcija promatranih u
teoremu 5.1, koja ovisi o p. Dakle, teorem nam ne daje uniformnu ogranicenost konstanti
C, u (4.17), ve¢ za fiksirani p pokazuje da nelinearna Hausdorff-Youngova nejednakost
ima manju gornju granicu od linearne kada || f|;1 ® 0

1

Nejednakost (5.1) invarijantna je s obzirom na dilatacije, tj. ako je f(z) = 3 f1 (§> za,

neki A > 0, tada je

|Gogla(@) |y 008 1ar(@) 2]y A7 | oglar ()

£l ) B ||f1||LP(R))\_1+1/p a | f1llr )

LL(R)

Y

pri ¢emu smo jednakost u brojniku dobili primjenom supstitucije u = A&, a u nazivniku
supstitucijom v = {. To znaci da mozemo mijenjati Sirinu za visinu i obratno, sto nam
daje da § i & zapravo ovise samo o p i produktu LH.

Prije pocetka dokaza napomenimo jos da ¢emo podrazumijevati da sve konstante koje

se pojavljuju mogu ovisiti o p, L i H, sto onda ne¢emo naglasavati njihovim oznakama.

5.2 Funkcije daleko od Gaussovih

U ovom dijelu dokaza trebat ¢e nam Christov rezultat [5] koji kaze da postoji konstanta
¢, > 0 tako da za svaku ne-nul funkciju f € L*(R), 1 < p < 2 vrijedi

R dist, (£, &)\
1 llo ey < (Bp—cp<m> )IIfHLp(m (5.2)

To je zapravo daljnje profinjenje Babenko-Becknerove nejednakosti.

Neka f zadovoljava pretpostavke teorema 5.1 i neka je

dist, (f, ®)
[ fllrwy —

1/2
= (EWHLI(M) ' (5.3)

Y
pri cemu je

p

Prvo uoc¢imo da iz integralnih jednadzbi za a i b, (4.7) i (4.8), slijede nejednakosti:
a@,&) =11 < [ 170l 9]t

o0

b, &)l =| [ 10 a6 +1 -1 al
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<| [ sweal+ [ 15wl - 1

—0o0

~[Fia @]+ [ 17®llat, &) — 1]t

Ako zbrojimo gornje dvije nejednakosti, dobivamo

a(,€) = 1+ 10, &) < [Pl @] + [ 17101+ Jalt, & — 1 at,

te ako zatim uzmemo L? normu u varijabli ¢ i iskoristimo nejednakost Minkowskog, slijedi

dt.
LY(R)

Jlate,€) = 114 1Ol gy < [Py + | LFOI002 )1+ fatt.€) 1]

Za x € R ocijenimo H]/“\l<

~o0.a]|| 1R podjelom na dva slucaja.

(i) Ako je |[f1(00) .
trokuta slijedi da je

< 3 [ fllr gy tada za svaku funkciju g € & iz nejednakosti

v v
71t = 9y 2 1 = Sy =Lty 2 (7= 3) 1 ey = 3 1 e
>[Il P
pa je
P 2 .
Hfl(_o‘”m] LP(R)
1z toga i iz Christove ocjene (5.2) slijedi
Hf1<foo,a:} LY(R) < Bp - sz Hfl(—oo,m] LP(R) < Bp HfHLp(R) )

pri cemu smo definirali

2
.
By= By~ ¢, = By(1= 2/l )

p p

(i) Ako je || 1500

) > 2 HfHLp(R), tada iz ¢injenice da je

|1

p P - »
R PRV e [

slijedi

p

¥ p
£ e <1l = (3) 11

p
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Sada, koriste¢i se Babenko-Becknerovom te gornjom nejednakosti dobivamo

F\P\ /P
v <B(1=(3)") 1w

Prvo prema Bernoullijevoj nejednakosti, koja nam kaze da za eksponent 0 < r < 11

7o

Byl fLoe

Lm) =

y > —1 vrijedi
(I+y)" <1+ry,

a zatim ako je 0 > 0 dovoljno mali tako da je

imamo da je

5(1-(3)) " <m(-;G)) <5

Uocimo da smo sada i u ovom slucaju dobili da je

7o

Lq(R) S BP ||f||Lp(R) :

Dakle, imamo

Jlater.€) =11 4102 )l g ) < Bo I leogey + | LFOUIBEO] +la(e.€) = 1]
Sada mozemo primijeniti Gréonwallovu lemu da dobijemo
Jlata. &) = 11+ 1o Ol g gy < Boll ey ="
Kada pustimo = — oo, koristeéi da je (log |a|*)"/? < |b], dobijemo
Q08 1a(@))' |y, < B Wl (5.4

Uoc¢imo da iz definicije od Ep i zatim primjenom L’Hospitalova pravila slijedi da je

B, — B¢’ B,(1—(1—2s)e’
lim ¢ i B0 0229
s—0T S s—0T S

pa za bilo koji 0 < ¢ <1 i dovoljno mali 4 imamo da je

odnosno

If1l 1

Bye W@ < B, — e flf1 g
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Koristeéi se tom nejednakosti i (5.4) dobivamo da je

| (loga(&))"?

2
vy S (Bo = el 1)) 1 T oy

Napomenimo da ¢e iduéi odjeljak postaviti dodatne uvjete na 0 i €.

5.3 Funkcije blizu Gaussovih

Dokazimo prvo jednu ocjenu koja vrijedi za realne brojeve, a koja ¢e nam biti potrebna

u ovom dijelu dokaza.

Lema 5.2 (i) Za eksponent ¢ > 2, u >0 i v € R vrijedi

_1+Dq|v|% za 2 < q <4,
4 Dq\v|% + Dq|v\2u%_2 za q > 4,

N [N]ES)

+
+

N [N]ES)

u VU
u vuU

m+m3§{

SIS

pri cemu je D, > 0 konstanta koja ovisi o q.

(ii) Za eksponent ¢ > 2, u >0 i v € R vrijedi

|v\q*2 za 2 < q < 3,

u+vq72—uq72’ <F
“ | w2 + olut® za g > 3,

pri cemu je E, > 0 konstanta koja ovisi o q.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je u # 0 te podijelimo nejednakost s u?. Ako stavimo

t = =, dobivamo sljedecu nejednakost koju trebamo dokazati:

q
141} < 1+%t—|—Dq|t|z za 2 < q <4,
T | 1+ 4+ DJt? + Dt zaq> 4,

odnosno ,
|t]2 za 2 < q <4,

e 1005, e
[t|2 +t° za q > 4.

2

Ako s Q(t) oznacimo kvocijent lijeve i desne strane gornje nejednakosti, tj.

q/2 q
14477 —1—2¢

ok za 2 < q <4,

Q(t) = q/2
|1+t —1—%t
W zZa q > 4,

zapravo trebamo dokazati ogranicenost odozgo funkcije @ na skupu R\ {0}. Uoc¢imo
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da to slijedi iz neprekidnosti funkcije () i konacnosti limesa:

. 0 za 2 < q <4,
%%Q(t) o { Q(qg2) za ( 2 47
(ii) U ovom slucaju, upotrebljavajuci supstituciju ¢ = 2, dobivamo sljede¢u nejednakost

koju trebamo dokazati:

#]0-2 722 < q<3,

1+t72—1| <
“ | ’ q{ 7% 4+ |t| za q > 3.

Analogno kao i u dokazu od (i), ako s Q(t) ozna¢imo kvocijent lijeve i desne strane

gornje nejednakosti, tada tvrdnja slijedi iz neprekidnosti od () i konacnosti limesa:

0 2<q<3
lim Q(t) = mesas
=0 q—2 zaq=>3,

Neka f zadovoljava pretpostavke teorema 5.1 i neka je sada

dist,(f, &)

HfHLp(R)

Uocimo da to, posebno, znaci da postoji g € & takva da je

1f = gllirw)

<7, (5.5)
HfHLp(R)

te iz te relacije, za v < %, dobivamo da je
||f||L”(R) < 2||9||LP(R)' (5.6)
Naime, vrijedi
1 1
[ fllerey < f = gllr@) + l9llire) < §||f||Lp(R) + lgllirw = §||f||Lp(R) < lgllr -
(5.7)

Nadalje, vrijede sljede¢e nejednakosti:

If = 9||L1(1) SIf = 9||Lp(1) <|f- 9||LP(R) < 7||f||LP(R) = 7||f||LP(1)a
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pri ¢cemu prva nejednakost slijedi iz teorema 2.7, a treca slijedi iz nase pretpostavke (5.5),

te je to dalje

1/2 1/2 1 1 —
SIS I ez < AU IS I I oy S 8777 2 N,

pri ¢emu sada prva nejednakost slijedi iz definicije od « (5.3), druga iz teorema 2.5(ii), a
treca iz pretpostavki na f iz iskaza teorema. Dakle, pokazali smo da postoji konstanta
C} > 0 tako da vrijedi Hf —g||L 1y < Cl5l/p_1/2|]f||L . Ako je sada d dovoljno mali tako
da bude C;6"/77/% < 1 mozemo, analogno kao u (5. 7) dobiti da je

Iy < 2lgll

a to nam dalje daje

11l gy < 2M9llr - (5.8)
Okrenimo se sada ocjenjivanju H(log |a(€)|2)1/2 Logy 224 > 2. Prvo uocimo da vrijedi
¢
ja(z, &)

log a(z,£)[* = log la(z, €)]* — |b(x, &)

ja(z, &) — [b(z, &)
az.OF
~log (1 - [r(z.&)).

= —log

iz ¢ega dobivamo

= |r(z, &)

0, (1
62: 1Og |CL(JZ,£)|2 = = 1(

— Ir(z, &)’
@ r(,€) + 1802, )
1= |r(z,€)
2Re( (x,8)0,r(x, f))
1= |r(z,€)[’
@ (f@)e P = f@)e’ o (2,€)?)
- 1= |r(z,€)[’
e SO — f@)e T e O
1= |r(z,)[*

=2Re (f(x)e_%mgr(x, 5))

pa je .
logla(z, &) =2Re [ (e (t,€) at

—00
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i posebno je
log |a ()2 = 2 Re /R F(@)e 2™ (7, €) de

Kada u gornju jednakost za r(x, ) ubacimo integralnu jednadzbu (4.9), dobijemo

logla(©)* = 2Re [ ([ s Flaz)e " day o,
- ZRG/R </x1 f(@1) f(za)e” Ao te)s r (2, £)? d$2>d$1 (5.9)

—00

Prvi pribrojnik u gornjoj jednakosti jednak je
/ (/ 1 f(xl)f(xz)ei%l e £d332) dzy +/ (/ f(%)f(%)e%i(zlﬁ?)g dﬂ?z)dﬂh

_ / ([ e ostaan + [ ([

f(xl)f(x2)€—2m(a:1—xz §dx1dx2+ / (xl) ( ) —27i(xq —x0)E da dIQ
{z1>z5} (wy>a}

_ / $1 —2“(1’1—952)5 d{L‘ldJZQ

=f©P.

&

>6727ri(:r17932)§ dl’1> dQ?z

—00

Sada za r(xq,&) u (5.9) ubacimo integralnu jednadzbu (4.9) i dobijemo da je

log |a(€)* = [F(&)* — (2)(€) + (EN)(E),

pri cemu je

(@f)(¢)

=2Re / Fl@) f (o) f(2s) f(xg) ™ mmret @@l qu da,dagda,
{zl>w2>max{m3,x4}}

= Re / f(l‘l)f(%)WQQM(_Il_x2+x3+x4)£ dz,dzydesday

{min{:r:l \To }>max{zs 7374}}

(Ef)(€) = 4Re / f(@0) f(xa) f(x3) f(24)
{21 >xq >max{l"37334}}
€2ni(—x1—x2+$3—$4)5m dxldx2d$3dI4
— 9Re [ F@)f@) ) )
{ml >xo >max{f£37-'l74}}

M)y (g €)2r (24, €)? dydwadagday
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= 2Re / f(y) f(zo) f(3) f(s)
{min{ml,xg}>max{$3 $4}}
2o =Tt ey —2)E (€2 (x4, €)? dzydaydrsday,
- Re / F@n)f(2) f(23) S )
{min{zl,12}>max{$3,$4}}

P Tt (g €2 (4, €)° Ay dydgday.

Uvrstavajuéi sada u = [f(€)]? i v = —(®f)(€) 4+ (££)(€) u nejednakost iz leme 5.2(i)

dobivamo

o la(©)P["* < 17©1" + £ (~(@)(€) + ENENIF Q)
+ Dy |—( CI>f)(f5) (ENEI2 + Dy |=(@)(€) + (ENEI 1)1,
pri ¢emu zadnji pribrojnik imamo samo ako je ¢ > 4. Integrirajué¢i gornju nejednakost

dobivamo

|Goglate)) [,

< 1l — SHD) + RS, (5.10)
pri cemu je A
Hp) = (@I d

a R(f) je, ako je 2 < ¢ < 4, omeden odozgo linearnom kombinacija integrala

Lien@ra,  [lEn@re  [lEn@iferre, (1

te, ako je ¢ > 4, joS1is

Lli@n©rifera [ IEn@riiorae (5.12)

Za daljni dio dokaza bit ¢e nam potreban operator M definiran s

| e dal,

(Mf)(E) = sup

pri ¢emu supremum uzimamo po svim intervalima J C R. Prisjetimo se da smo operator
M zapravo definirali i u (4.24) u proslom poglavlju i da za njega vrijedi Menshov-Paley-

Zygmundova ocjena koja kaze da za 1 <p < 21 f € LP(R) vrijedi

IM flleo) Sp 1 lee - (5.13)

Naime, prelaskom s intervala oblika (—oo, z] na opéenite intervale J najvise gubimo faktor
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2 u konstanti. Sada za @ f vrijedi

00 . 2
@@= [su| [ f)e 5 ayf 1)1 (e degay
R’ zeR

= 1P gy (M)

pa nadalje imamo

(@SN < S gy M) (5.14)

Za ocjenu od & f prvo uo¢imo da za koeficijent reflekcije vrijedi da je |r(z,&)| < 1 pa iz

integralne jednadzbe (4.9) slijedi da je |r(x,&)| < 2HfHL1(R). Sada imamo da je

(ERN©I <3 [ s e~y £ ()| (@)l (0, ) g
rz€R

< 120 £IILs gy (M)

pa je
(EREI <4 I 5 (M), (5.15)

Dokazimo sada tri tvrdnje iz kojih ¢e slijediti rezultat teorema.

Tvrdnja 1: Vrijedi sljede¢a nejednakost

RN S 822 FIR o) 1 1y

Za prva dva integrala u (5.11) koriste¢i se (5.13), (5.14) i (5.15) vrijede sljedeée ocjene

L1@D@©I72de = 1F172, < NI g 1M Iy S IF 1 g | Wy (5:16)

LIEn@©1 a = ler <4quf|rL(R)||Mfqu(R)s||f|\i%(R)||f|\§p(R), (5.17)

dok za treé¢i koristec¢i se Holderovom nejednakosti, Hausdorff-Youngovom nejednakosti i
(5.17) vrijedi

JIED@NFEI A < Il oy 1117 e

2
< (112 gy W) N,
< Hf“il(R)”fHL” HfHLp(R = Hf”il(R)Hinp(R)

Za dodatna dva integrala iz (5.12) analogno, uz koristenje ocjena i (5.16) i (5.17), vrijedi

fle

LI@AEPIFEI" g < (@) s e

- H(I)JCHLG!/2 ||f||Lq (R)

LQ/(Q 4)( R)
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4/q 4
S N g 1 o) 1 Wy = I o 1 ey

LIEN@PIF©I" g < IEN llyars o
= € 123 g | F Iy
< (U712 g 1 W) 115 oy = 3 1

LQ/(q—4) (R)

Iz svih ovih ocjena, koristeci se pretpostavkom da je || f|| : ® < 0 < 1, vidimo da je

RN S 822 FI2 o) 11

Tvrdnja 2: Vrijedi sljede¢a nejednakost

H(f) = H(g)| S ™™gl gy 91T e

Uocimo da vrijedi

H = H(g) = [ (@FE) — (@) 1)1 ds + [(@(© (11 =15(6)1) g

(5.18)
i definirajmo h = f — ¢g. Drugi integral u gornjoj formuli mozemo ocijeniti pomocu
leme 5.2(ii) da dobijemo

L@n@)If©r2-1a©r2|de < £, [ @@ (M1 + O3 de,

pri Cemu ¢lan [2(€)|9(£)|97? imamo samo ako je ¢ > 3. Koristeéi se Hélderovom nejedna-

kosti, Hausdorff-Youngovom nejednakosti i (5.16) dobivamo da je

7 q—2 719—2
L@NEIREI dg < 1912 11| oo
Y 173 N o 1 e
S N9l ol eyy g oty
= TG s gl (5.19)

pri ¢emu smo zadnju nejednakost dobili koristeéi se (5.5), (5.6) i (5.8). Sli¢no dobijemo i

sljede¢u ocjenu:

/R (@)ORONGE)* dg < |[(@£)[A]

< [ies”?)s

~19—3

Lll/(llf3)( )
3/q

w 19l

LY3(R)
3/q

vy IIF1
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Perturbativno pojacanje Hausdorff-Youngove nejednakosti

Ocijenimo sada prvi integral u (5.18).

Q(f17f27f37f4)(£)

= Re /

{min{r1,12}>max{m3,r4}}
Uocimo da je ®(f) =

|Q(f17 f27 f37 f4)(§)’
< [, sl fafaz)|sup
R zeR

Analogno dobijemo i da je

QU fi for SO < ol gy I all o gy (A (M £)(E).

Multilinearnost nam sada daje

Of =Qh, f. f. )+ g, [, [ f
:Q(h?fafaf)+Q( hf7
pa je

| fawe ey
= HflHLl(R)Hf2||L1(]R)(MfB)(£)<Mf4)<€>‘

S NI I By 1Bl 95,
S ||9||31(R)||9||L”(R)7||9||LP R)HQHLP(R)

= g g 91 (5.20)

Uvedimo prvo operator Q definiran s

fi(z) fo (xz)me%i(izt%ﬂﬁ%)é dzdzydrsday.

O(f, f, f, f). Nadalje vrijedi

sup
z€R

/ f4() 2my§dy dayday

(5.21)

(5.22)

+ (9,9, 1. f)
+Q(g9,9,h, f) +2(9,9,9. f)
+Q(g9,9,h, f) +Q(9,9,9.h) + 2(9,9,9,9)

Of —®g=Q(g.9,9,h) + Qg,9,h, )+ Qg, h, [, f) + Q(h, [, [, f)-

Nadalje, vrijedi

(@ = Dg)(E)] < llgl 5y (M)(E)(MPYE) + llglIs gy (MIYE) (M F)(E)
121y (M) EVMRY(E) + £ gy (MBY(E) (M) (E)
— (9112 gy + 112 ) (M) () (MB)(€) + (MBY(E)(MF)(E)).

pri ¢emu smo se za prva dva Clana koristili (5.21), a za druga dva (5.22).

Sada za
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|Df—D gHLq/z(R) koristeéi se nejednakosti Minkowskog i Holderovom nejednakosti dobivamo

1BS = Dl gy < (191152 gy + 1152 ) ) (M) (M) + (ME)M )| or2
< (9115 gy + 11172 gy ) (1ML GY M| aro ey + IMBYM )| sz )
< ”gHil(R)HMgHLq(R)HMhHLq(R) + HgHil(R)HMhHLq(]R)HMf”Lq(R)

A1 g Mgl 1M Ay + L1 g Moy | M Fllse
Sada iz (5.5), (5.6), (5.8) i Menshov-Paley-Zygmundove nejednakosti slijedi
197 = Dl gy S g2 gy 9125 ey

Dakle, za prvi integral u (5.18) sada koriste¢i se Hélderovom, Hausdorff-Youngovom te

gornjom nejednakosti vrijedi

| (@) = (@9)(€) 13(€)* d < [ 0f = Dgllura 1917

2 2 —2
S gL @y 9 llEr @) 191 r gy

LQ/(‘I—2> (R)

=Ml g I90ir ey (5.23)

Konacno, iz (5.19), (5.20) i (5.23) slijedi tvrdnja 2.
Tvrdnja 3: Vrijedi
H( ) 2 “g“L R)HQHLP(R (524)

Prvo ¢emo pokazati da je kvocijent

H(S)

(5.25)
HfHL HfHLP(R
invarijantan s obzirom na mnozenje skalarom, modulacije, translacije i dilatacije.
(i) Ako je f(x) = cfi(z) za neki ¢ € C, uo¢imo da iz svojstva norme sijedi da je
LA g 11y = 1l 21 g 1l (5.26)

S druge strane je

(/)(€) = Re / cfi(w))ef) (@)efi(@s)efy (@)
{min{zl ,12}>max{x3,x4}}

it est2)E 40 dydasday,

= |c[*(@£1)(€),
a iz svojstva linearne Fourierove transformacije slijedi da je | f(€)[972 = |¢|77%| f,(€)]772
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pa je
H(f) = el H(f)

te iz toga i iz (5.26) slijedi invarijantnost kvocijenta na mnozenje skalarom.

(ii) Ako je f(x) = >0 f,(x) za neki & € R, tada je

Hf“il(R)HinP(R) = ”fl”il(R)Hfl”if’(R)' (5'27)
Nadalje vrijedi
(@f)(€)
CRe [ g () e e e )

{min{xl ,To }>max{zs 71’4}}

22t ast2)e 40 daydasday,

= Re / Fi(@n) fi (o) fr(ws) fi(24)
{min{xl ,12}>max{5037554}}

il —2atast2)(§=8) qp dyydagda,

= (®f1)(§ = &)

i |f(f)|q_2 = |f1 (€ — &)|7? pa supstitucijom 7 = & — & dobivamo da je

HF) = [ (@N©IF© ag
= [(@f)(E - @)If(e - &)™ ag
= @I fm)"*dy
= H(f).
Sada iz gornje jednakosti i (5.27) slijedi invarijantnost na modulacije.

(iii) Ako je f(z) = fi(z — xy) za neki zy € R, tada supstitucijom u = z — xy dobivamo

Hf“il(R)HinP(R) = ”fl”il(R)Hleif’(R)

S druge strane, supstitucijama u; = x; — xy, za ¢ = 1,2, 3,4 dobivamo da je

(@£)(&)
= Re / f1(vy — x0) fi(wy — 20) f1 (w3 — m0) f1 (74 — 70)

{min{xl ,To }>max{xs,z, } }

il =2t Tt r)E 0 Ay dasday
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= Re / fr(u) fr(ug) fr(us) fi(us)
{min{u1 g }>max{us ,“4}}

i e tus )€ gy dyydugduy

a vrijedi i [f(€)]97% = |e 2™ f(9)97% = | [1(€)|° paje
H(f) =H(f1)

te slijedi invarijantnost na translacije.

iv) Akoje f(x) = L f, (%) zaneki A > 0, tada uo¢imo da suspstitucijom u = £ dobivamo
J PVARPY )

da je
S
10y = (L1302 ]ae) = ([ 1nGnan) = 1412
AP a/p a/p
170y = (L1563 o)™ =3 ( [1a@pady)
a/p
)\ “fl”Lp(]R = %Hfl“g}’([g)
pa je
i P F A (5.29)
Nadalje, zapisimo @ f kao Fourierovu transformaciju funkcije ¢, odnosno vrijedi da
je
@1)(&) = [ ey a, (5:29)
R
pri ¢emu je
1 .
olt) = 5 [ @) f@) () [ dog(an, aa,a,2.) (5.30)

{z1+zo—23—34=1,
min{xz,z5}>max{xs,z4}
ili
max{z,rq}<min{zs, x4}}

= 2/ (/ml_t </§ T flzy) f(xo) f(as)f(xy + a9 — 23 — 1) dxg) dx2> dzy,

pri ¢emu u (5.30) integriramo s obzirom na trodimenzionalnu Hausdorffovu mjeru
o3. Sada uvrstavajudi u gornji integral za f(z) = /\fl ( ) te supstitucijama u; = ¥,
za 1 = 1,2,3 dobivamo da je

o(t)

_2/]1%(/:1_15(/21%2_” i ( ),\fl( ) fi (xs) bEl (W)dl’g)diﬂg) dx,
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=3 L (o A ) (o = = £) ) )

tj. dobili smo da je
(1) =+ (4

Sada uvrStavajudi tu jednakost u (5.29) i koristeéi se supstitucijom u = £ slijedi da
je

(@f)(&) = / Yor (4) e dt = / pr(u)e > du = (D) (NE).

Kako iz svojstava linearne Fourierove transformacije znamo da je f(€) = f1(A\€) sada

koristeci se tom i gornjom jednakosti te supstitucijom n = A¢ dobivamo da je

HP) = [ (@N)©IFEI ag

[ (@) ()2 dg

(@) i) dy
H(f)

I
V\H\\

pa iz toga i iz (5.28) slijedi invarijantnost na dilatacije.

Time smo zavrsli dokaz da je kvocijent (5.25) uistinu invarijantan s obzirom na mnozenje
skalarom, modulacije, translacije i dilatacije. Nadalje, uo¢imo da iz zapisa poopcene

Gaussove funkcije

2 Re(b) - Re(b) 2
—az”+bzr _ ce a ezlm(b)xe—(x—T) 7

za a > 01ibc € C, slijedi da svaku takvu funkciju mozemo primjenom odredenih
mnozenja skalarom, modulacija, translacija i dilatacija dovesti do standardne Gaussove

funkcije definirane s
Gz)=¢eT

pa je, s obzirom na upravo dokazana svojstva od (5.25), dovoljno dokazati (5.24) za G, i u
tom slu¢aju moramo zapravo pokazati da je H(G) > 0. Ako napisemo ®G kao Fourierovu
transformaciju neke funkcije ¢, vidimo iz (5.30) da je ¢ nenegativna funkcija i nije identicki
jednaka nuli. Takoder, i |G(£)|*"? Fourierova je transformacija Gaussove funkcije ¢ dane

formulom

$(a) = e i,

koja je strogo pozitivna. Sada zbog unitarnosti Fourierove transformacije slijedi da je

A1g—2
H(G> = <(I)G, ‘G’q >L2(R) = <9071/}>L2 R) = 0
pa je i tvrdnja 3 dokazana.
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Konac¢no, pokazimo kako ¢e nam te tri tvrdnje pomoéi da dokazemo teorem. Uocimo
da iz (5.10) slijedi da je

|(loga(e)*)*?

ey < Ilaey = 5H00) + 5IH() = K@ + R, (5:31)

a dokazane tri tvrdnje zajedno s (5.6) i (5.8), ako je 4, a time i 7, dovoljno mali, povlace
da je

q q

L)~ Hlo)| + IR < T94(o). (5.52)

Naime, tri tvrdnje nam kazu da postoje konstante K, K,, K3 > 0 takve da je

RO < Kd™™a 22 £12, (10
H(f) = H(9] < K™Y gl7 g 9]0 gy

H(g) > KsHQHil(R)HgHiP(R)

Sada je

gmm—m )+ IR(5)

e 1] [ ey S [V A )

2
< q *K min{q—2,1} Kdmin{q72,2}2q+2
< gl ol (LB 02 4 K,
1
< K min{qg—2,1} K 5m1n{q 22}2q+2>
g )K3(2 +

Neka je sada 6 dovoljno mali da vrijedi

1

K min{qg—2,1} +K 5m1n{q 22}2q+2> <
%3 s

NN

tako da doista vrijedi (5.32). Ako je sada

<
9 —
= 5¢+4 pg—1’

tada iz (5.31), tvrdnje 3, (5.6), (5.8) i Babenko-Becknerove nejednakosti slijedi

|(loga())"?

ey < sy — {H0)
< Wy = Kl s e
<y = 1 K2 NIy 1 £
< Byllf ey = €aBy I IEr e 1F1IEr g
= (By = caBy M FI s o ) I 1 s
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Koriste¢i se Bernoullijevom nejednakosti dobivamo da je

_ 1/q _ 1/q
(B —caBI 1 f 1P ) = B (1= By 1121 ) < By — el 11

pa, i u ovom slucaju kada smo blizu Gaussovih funkcija, slijedi tvrdnja teorema.
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ZAKLJUCAK

U ovom radu pokazano je da lakunarni SU(1, 1) trigonometrijski produkt u kojem
frekvencije ¢ine dovoljno lakunarni niz konvergira s obzirom na uvedenu metriku d,, ako i
samo ako taj produkt ima kvadratno sumabilne koeficijente. Nadalje, pokazano je da za
lakunarni SU(1, 1) trigonometrijski produkt s kvadratno sumabilnim koeficijentima za koji
je q iz definicije lakunarnih nizova veci ili jednak 2 konvergira g.s. Obratno, pokazano je
da, ako lakunarni SU(1, 1) trigonometrijski produkt za koji je g veéi ili jednak 3 konvergira
g.s. na skupu pozitivne mjere, tada on ima kvadratno sumabilne koeficijente. Ti rezultati
mala su potvrda poznate slutnje da svaki SU(1, 1) trigonometrijski produkt s kvadratno
sumabilnim koeficijentima konvergira g.s.

Nadalje, dokazano je da nelinearna Hausdorff-Youngova nejednakost nadilazi linearnu
za funkcije koje imaju dovoljno malu L' normu. Dobiveni rezultat, za tu klasu funkcija
koja ovisi o p, povla¢i nelinearnu Hausdorff-Youngovu nejednakost i to s optimalnom

konstantom C), = B, pri ¢emu je B, Babenko-Becknerova konstanta.
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