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SAZETAK

U ovoj disertaciji prouc¢avamo neke afine verteks algebre na nivoima bliskim dopustivima. Pose-
ban naglasak je na prostoj afinoj verteks algebri L_s »(s/(4)). Odredujemo eksplicitnu formulu

za singularni vektor konformne teZine Getiri u univerzalnoj afinoj verteks algebri V—>/2(sl(4)) i
dokazujemo da generira maksimalni ideal u V —/2(s/(4)). Klasificiramo ireducibilne L_s 2(s1(4))-
module u kategoriji &' i odredujemo pravila fuzije za ireducibilne module u kategoriji jakih
modula KL_5 . Dokazujemo 1 da je KL_s/, poluprosta tenzorska kategorija.

U dokazima koristimo eksplicitnu formulu za singularni vektor i Zhuovu teoriju. Takoder
koristimo svojstva konformnog ulaganja gl(4) < sI(5) na nivou k = —5/2 [6] i teoriju afinih
W -algebri. Pritom dokazujemo da je k = —5/2 kolapsirajuéi nivo obzirom na subregularni nil-
potentni element fj, ., i dokazujemo odredene rezultate o iCezavanju i neiS¢ezavanju funktora
hamiltonske kvantne redukcije Hy, .-

U drugom dijelu disertacije dajemo novi pristup klasifikaciji ireducibilnih modula u katego-
riji O za proste afine verteks algebre na nivoima bliskim dopustivima. Uvodimo pojam skoro
dopustivih i glavnih skoro dopustivih teZina i pokazujemo kako se pomocu njih mogu opisati
ireducibilni moduli u kategoriji &' za verteks algebru L_s,(s/(4)). Pokazujemo da se takav
pristup moze primijeniti i za verteks algebre L_(sl(n)), za n > 3, ¢ija je klasifikacija ireduci-
bilnih modula u kategoriji & odredena u [12]. Za navedene verteks algebre konstruiramo Siroku
familiju modula za koje vrijedi Kac-Wakimotova formula karaktera. Na kraju prou¢avamo ver-

teks algebru L_7/,(s/(6)) i navodimo slutnju u slu€aju videg ranga.
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SUMMARY

In this thesis we study certain affine vertex algebras beyond admissible levels. Our primary

focus is the simple affine vertex algebra L_s»(s/(4)). We determine an explicit formula for the
singular vector of conformal weight four in the universal affine vertex algebra V—>/2(sl(4)) and

show that it generates the maximal ideal in V ~/2(sl(4)). We classify irreducible L_s /2(s1(4))-modules
in the category &', and determine the fusion rules between irreducible modules in the category

of ordinary modules KL_5,,. We also prove that KL_s, is a semi-simple tensor category.

In our proofs we use an explicit formula for singular vectors and Zhu’s theory. We also use
properties of conformal embedding gl/(4) < sl(5) at level k = —5/2 [6] and the theory of affine
W —algebras. We show that k = —5/2 is a collapsing level with respect to the subregular nil-
potent element fg,,., and prove certain results on vanishing and non-vanishing of the quantum
Hamiltonian reduction functor Hy, , . .

In the second part of this thesis we give a new approach to the classification of irreducible
modules in the category ¢ for simple affine vertex algebras beyond admissible levels. We
introduce the notion of almost admissible and principal almost admissible weights and show
how they can be used to describe irreducible modules in the category & for vertex algebra
L_s/(sl(4)). We also show that such an approach can be applied to vertex algebras L_1(sl(n)),
for n > 3, whose classification of irreducible modules in the category &’ was determined in [12].
For the above algebras, we construct a large family of modules to which the Kac-Wakimoto
character formula applies. In the end, we study the vertex algebra L 7/, (s1(6)) and give the

conjecture for the higher-rank cases.
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1. UvoD

Teorija verteks algebri je matematicka teorija koja ima vaznu ulogu u proucavanju reprezen-
tacija beskonacnodimenzionalnih Liejevih algebri i tenzorskih kategorija. U fizici se verteks
algebre pojavljuju u konformnoj teoriji polja i teoriji struna [23]. Razvoj aksiomatske teorije
verteks algebri pocinje 1980-ih godina u radovima R. Borcherdsa [24] i I. Frenkela, J. Lepow-
skog i A. Meurmana [37]. Detaljan pregled teorije moZe se nac¢i u monografijama E. Frenkel,

D. Ben Zvi [35], V. Kac [44] i J. Lepowsky, H. Li [54].

Jedna od najvaznijih klasa verteks algebri su verteks algebre pridruZene afinim Liejevim
algebrama. 1. Frenkel 1 Y.-C. Zhu [38] te H. Li [55] konstruirali su univerzalnu afinu verteks
algebru V¥(g) pridruZenu afinoj Liejevoj algebri § na nivou k, gdje je k kompleksni broj. U
slu¢aju kona¢nodimenzionalne proste Liejeve algebre g i nivoa k # —h", verteks algebra V¥(g)
ima jedinstveni maksimalni ideal, a onda i jedinstveni prosti kvocijent L(g). NuZan i dovoljan

uvjet kad ée vrijediti V¥(g) = Li(g) dali su V. Kac i M. Gorelik u [41].

Teorija reprezentacija proste afine verteks algebre L;(g) jako ovisi o nivou k te je usko
povezana sa strukturom maksimalnog ideala u V¥(g). Jedan od glavnih problema je klasifikacija
ireducibilnih L;(g)-modula i struktura odredenih kategorija L;(g)-modula. Za proizvoljne g i
k ovo je joS uvijek otvoren problem. Prvi rezultati dobiveni su za nenegativne cjelobrojne
nivoe u radovima [38], [30] i [55]. Dokazano je da je tada maksimalni ideal u V"( g) generiran
jednim singularnim vektorom i da je kategorija Z>o—graduiranih L;(g)-modula poluprosta s
kona¢no mnogo ireducibilnih modula. Ireducibilni moduli su upravo integrabilni §—moduli
najvece teZine i nivoa k.

Sli¢ni rezultati dobiveni su i za verteks algebre na tzv. dopustivim nivoima. U radovima [47]
i [48] V. Kac i M. Wakimoto definirali su dopustive module afinih Liejevih algebri i dokazali
da za njih vrijedi formula karaktera iz koje slijedi da je maksimalni ideal u V*(g) generiran
jednim singularnim vektorom kao u slucaju nenegativnih cjelobrojnih nivoa. D. Adamovic je u

Clanku [1] proucavao proste verteks algebre pridruZzene afinim Liejevim algebrama tipa Cl(l) na
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Uvod

dopustivim polucijelim nivoima te klasificirao njihove ireducibilne module u kategoriji &'. Do-
biveno da je da ih ima konac¢no mnogo te je dokazano da su najvece teZine tih modula upravo
sve dopustive tezine za Cl(l) nivoa k i da je svaki modul za te verteks algebre u kategoriji &
potpuno reducibilan. Kljuc¢ni koraci u dokazima tih tvrdnji bili su izracun eksplicitne formule
za singularne vektore i primjena Zhuove teorije koja daje bijektivnu korespondenciju izmedu
ireducibilnih modula u kategoriji &' za verteks algebru i modula za Zhuovu algebru koja je aso-
cijativna, a time i znatno jednostavnija ( [38], [60]). Analogne rezultate dobili su D. Adamovié¢
i A. Milas u Clanku [10] te C. Dong, H. Li i G. Mason u ¢lanku [31] za tip Agl) na svim dopus-
tivim nivoima, kao i O. Perse u radovima [57] i1 [58] za tipove Agl) 1 B;l) na nekim dopustivim
polucijelim nivoima. Autori su u [10] iznijeli slutnju da takvi rezultati vrijede za sve verteks
algebre na dopustivim nivoima. Kasnije ju je dokazao T. Arakawa u [18].

Za verteks algebre pridruZene afinim Liejevim algebrama na nedopustivim nivoima zasad
nije dobiveno mnogo rezultata. Budu¢i da se u nedopustivom slucaju ne mogu primijeniti Kac-
Wakimotovi rezultati o strukturi maksimalnog podmodula, potrebno je razviti drugacije metode.
Pokazalo se da je moguce primijeniti teoriju afinih % —algebri. Naime, za nilpotentni element f
Liejeve algebre g 1 kompleksni broj &, u radovima [46] i1 [49] definiran je funktor kvantne reduk-
cije koji univerzalnu afinu verteks algebru preslikava u univerzalnu afinu % —algebru #*(g, f)
te pritom cuva Vermaove module, pa se moduli afinih verteks algebri mogu proucavati u ok-
viru teorije afinih # —algebri. D. Adamovié, V. G. Kac, P. M. Frajria, P. Papi i O. PerSe u
radu [9] proucavali su teoriju reprezentacija afinih verteks algebri na kolapsirajuéim nivoima za
minimalni nilpotentni element f. Nadalje, odredeni rezultati dobiveni su 1 za neke negativne
cjelobrojne nivoe koji se javljaju u free-field realizacijama odredenih prostih afinih verteks al-
gebri [13] 1 kod afinih verteks algebri pridruZenih Deligneovoj izuzetnoj seriji [22].

Navedimo neke primjere za koje vjerujemo da ¢e imati vaznu ulogu u budu¢em proucavanju

nedopustivih afinih verteks algebri:

(1) Afine verteks algebre na negativnim nivoima koje se javljaju u dekompozicijama konfor-

mnih ulaganja iz [6], [7], [5],
(2) Afine verteks algebre na kolapsiraju¢im nivoima za afine % —algebre.

Iz nedavnih rezultata iz teorije verteks tenzorskih kategorija ( [26], [29]), za ocekivati je da ¢e
za sve verteks algebre koje se javljaju u (1) i (2), kategorija KL; jakih modula imati strukturu

rigidne pleteniCaste tenzorske kategorije. U slucaju kolapsiraju¢ih nivoa za minimalne afine
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W —algebre, iz [9] slijedi da je kategorija KL; poluprosta. Koristeci taj rezultat i dekompo-
zicije iz (1), u ¢lanku [29] pokazano je da KL; ima strukturu rigidne pletenicaste tenzorske
kategorije. No, postoji mnogo nedopustivih afinih vereks algebri koje se javljaju u (1), a koje
nisu proucavane ni u [9] ni u [29]. Za takve verteks algebre minimalne afine % —algebre su
jako komplicirane, pa je potrebno primijeniti drugacije metode da bi se dokazala egzistencija
tenzorske kategorije. Cini se da bi bilo prirodno koristiti funktor kvantne redukcije i #4(g, f)
za neminimalni nilpotentni element f. Nazalost, rezultati o iS¢ezavanju 1 neiS¢ezavanju QHR
funktora H(-) nisu dani eksplicitno kao u slu¢aju minimalne redukcije, pa nije moguce jed-
nostavno generalizirati metode iz [9]. Odredeni rezultati u tom smjeru dobiveni su nedavno
u [19], [20], ali samo u sluc¢aju dopustivih nivoa.

U slucaju g = sl(n), nivo k je dopustiv ako i samo ako vrijedi jednakost
k+n= B, pri ¢emu su p i g relativno prosti prirodni brojevi, p > n.
q

U ovom radu proucavat ¢emo verteks algebre pridruzene g = sl(n), zan > 3, na nivoima bliskim
dopustivima. Njih definiramo kao nivoe oblika k = —n + "—;1, pri ¢emu su n — 1 i g relativno
prosti prirodni brojevi. Posebno detaljno prou¢avamo prostu afinu verteks algebru L_s > (sl(4))
koja pripada oba prethodno navedena slucaja (1) 1 (2). Ovaj primjer je od posebne vaznosti jer
gledajuéi Liejeve algebre g = s/(n), i koriste¢i kriterij iz [41], dobivamo da je nivo k = —5/2
za sT(\4) novi primjer nedopustivog, negenerickog, polucijelog nivoa koji nije dosad istrazen.
Jos jedna motivacija za proucavanje ovog slucaja je konformno ulaganje L_5 /2(sl (4))@M(1)u
L_s)5(sl(5)) iz [6] (ovdje M(1) oznaCava Heisenbergovu verteks algebru pridruZzenu abelovoj
Liejevoj algebri ranga 1). Nadalje, odredene rezultate dokazujemo i za afine verteks algebre
viSeg ranga na nivou —1 te na polucijelim nivoima bliskim dopustivima na kojima imamo kon-
formno ulaganje gl(n) — sl(n+1) [6].

Sada ¢emo dati kratki prikaz sadrzaja ovog rada s pregledom najvaznijih rezultata.

Poglavlje 2: Verteks algebre

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije i rezultate vezane za verteks algebre 1 pove-
zane strukture koji ¢e nam biti potrebni u ostatku disertacije. U izlaganju pratimo [44] 1 [54].
Definiramo verteks algebre i s njima povezane pojmove kao Sto su verteks podalgebra, ideal,
homomorfizam i tenzorski produkt. Zatim definiramo module za verteks algebre, operatore
ispreplitanja i pravila fuzije. Detaljno navodimo kljuéne definicije 1 rezultate vezane za afine
Liejeve algebre i njihove module te opisujemo konstrukciju strukture verteks algebre na odrede-

nim modulima za afine Liejeve algebre. Posebno, definiramo i Heisenbergovu verteks algebru
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Uvod

1 navodimo klasifikaciju njenih ireducibilnih modula. Na kraju, navodimo osnovne definicije i
rezultate vezane za afine # —algebre i module.

Poglavlje 3: Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s(s/(4))

Ovo poglavlje je sredisSnji dio disertacije te je zajednicki rad s D. Adamovic¢em i O. PerSeom
koji je objavljen u asopisu Communications in Contemporary Mathematics [14].

U tocki 3.2 navodimo osnovne rezultate vezane za Zhuovu teoriju koju ¢emo Koristiti za kla-
sifikaciju ireducibilnih L_5 (s1(4))-modula u kategoriji &'. Takoder navodimo i poznate rezul-
tate o afinim %/ —algebrama i posebno ih primjenjujemo na slu¢aj # —algebre # —5/2(sl(4), fsubreg)»
gdje je fsupreg 0dredeni subregularni nilpotenti element. Za ovu % —algebru poznate su OPE for-
mule koje navodimo u tocki 3.10.

U proucavanju proste afine verteks algebre L_s,(s/(4)) prvi korak nam je odredivanje eks-
plicitne formule za singularni vektor v konformne teZine Cetiri u univerzalnoj afinoj verteks
algebri V—3/2(sI(4)). Ova formula se pokazuje dosta kompliciranom, a dajemo je u tocki 3.3
(vidi Teorem 3.3.1).

Koriste¢i metode iz [2,10] i Zhuovu teoriju, klasifikacija ireducibilnih modula u kategoriji &'
za pripadni kvocijent L_s 12(s1(4)) = V—3/2(s1(4))/(v) svodi se na rjesavanje odredenog sustava

polinomijalnih jednadzbi. U toc¢ki 3.4 dokazujemo da su ireducibilne reprezentacije
L_osp(ui(t), teC,i=1,...,16,

te su parametrizirane kao unija 16 pravaca u C3 (vidi Teorem 3.4.4). Dakle, za razliku od do-
pustivih nivoa, postoji beskonacno mnogo ireducibilnih modula u kategoriji &'. Kao posljedicu

dobivamo da su ireducibilni L_s /2(s1(4))-moduli u kategoriji KL_s , jakih modula:

T =L sp(ran), 7, =L 5,(ro3) (r€ Zxo).

U tocki 3.5 dokazujemo daje L_s /2(s1(4)) prosta, odnosno da je maksimalni ideal u V3/2(s1(4))
generiran singularnim vektorom v kao u slucaju dopustivih nivoa (cf. [10], [18]). Takoder do-
kazujemo 1 da je kategorija KL_s/, poluprosta.

Sli¢na situacija bila je u slucaju afine verteks algebre pridruZene prostoj Liejevoj algebri
sl(n), n > 4 na nivou — 1. Klasifikacija ireducibilnih L_; (sl/(n))-modula dobivena je u [12, 13]
koriste¢i vrlo slicne metode kao u ovom slucaju (ali su formule za singularne vektore bile
znatno jednostavnije). Opis maksimalnog ideala u V=1 (sl(n)) dobiven je u [21] koriste¢i fun-
ktor kvantne redukcije za minimalni nilpotentni element, a da je kategorija KL_| poluprosta

dokazano je u [9]. Pregled ovog pristupa dan je u tocki 3.5.1.



U ovom slucaju koristimo afinu % -algebru W—>/2(sl(4), fsubreg) PridruZenu odredenom su-

bregularnom nilpotentom elementu. Kao posebno vazan rezultat dobivamo:

Teorem 3.5.1 Nivo k = —5/2 je kolapsirajuci nivo za W*(g, fuupreg) i vrijedi

W75/2(97fsubreg) = MJ(1)7

gdje je M;(1) Heisenbergova verteks algebra generirana s J.

KoristeCi svojstva funktora kvantne redukcije Hy, , . (+) koja dokazujemo u tocki 3.6, dobi-

vamo:

Teorem 3.5.6 Vrijedi:
(i) J73/2 je maksimalan ideal u V=>'?(sl(4)), odnosno L_s5)(sl(4)) = V32 (s1(4)) )T/
(ii) Kategorija KL 5, je poluprosta.

U tocki 3.6 proucavamo funktor kvantne redukcije H fmbreg(-) 1 dokazujemo da ima malo
drugacija svojstva nego u slu¢aju minimalnog nilpotentnog elementa. Preciznije, dokazujemo

sljedeci teorem:

Teorem 3.5.4 Za svaki n € Z~ vrijedi:
(P) Hf, ., (L_s5)2(n3)) # {0} i Hy,, . (M) = {0} za svaki 2_5/2(9)—m0dul M najvece teZine

u KL s/, g—teline n@,.

Dokaz se temelji na odredivanju eksplicitnih formula za singularne vektore stupnja dva u
generaliziranim Vermaovim modulima V*(u) za u = nw;,nw3, n > 0 i opisu njihovih mak-
simalnih podmodula J* - V¥(u). Zatim konstruiramo univerzalne Ly (s/(4))-module na kojima
odredujemo djelovanje funktora Hy, , (+). Pritom nam je jedna od kljuénih Cinjenica poznava-
nje klasifikacije ireducibilnih Ly (s!(4))-modula u KLj.

U tocki 3.7 proucavamo rezultate vezane za konformno ulaganje L_s/,(sl(4)) @ M(1) u
L_5/5(sl(5)) iz [6] iz kojih slijedi da se svi moduli 7, r € Z realiziraju u L_s,(s/(5)). Pomocu
toga odredujemo pravila fuzije za ireducibilne L_s,(s/(4))-module u kategoriji KL_s/, (vidi

Propoziciju 3.7.3):
T X Ty = Mpps (s €Z).

Primjenom rezultata iz [29], dokazujemo da je KL _s; rigidna, pletenicasta tenzorska katego-

rija.



Uvod

U tocki 3.8 odredujemo dekompoziciju ireducibilnih L_s;(s/(5))-modula u kategoriji &
kao L_s>(s/(4)) ® M(1)-modula.

U tocki 3.9 proucavamo L_s j(s(4))-module L_s»(t@), zat € C, kao potkvocijente odre-
denih relaksiranih L_s/,(s/(5))-modula. Takoder dokazujemo da postoji homomorfizam iz
Zhuove algebre pridruZene L_s(s/(4)) u odgovarajuu Weylovu algebru, za kojeg se nadamo
da bi mogao biti korisan pri proucavanju L_s (s/(4))—-modula izvan kategorije &',

Poglavlje 4: Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks
algebre na nivoima bliskim dopustivima
U ovom poglavlju bavimo se klasifikacijom ireducibilnih modula u kategoriji & za verteks
algebre pridruZene afinim Liejevim algebrama tipa Al(l) na nivoima bliskim dopustivima. U slu-
¢aju dopustivih nivoa dokazano je da su najvece teZine ireducibilnih modula u kategoriji &' za
pridruZenu prostu afinu verteks algebru upravo dopustive teZine danog nivoa. Pri klasifikaciji
ireducibilnih modula za verteks algebru L_s/,(s/(4)) koja je proucavana u poglavlju 3, neki
od klju¢nih koraka bili su izralun eksplicitne formule za singularni vektor u V=>/ 2(s1(4)) koja
se pokazala dosta kompliciranom (vidi Teorem 3.3.1) i rjeSavanje odredenog sustava polinomi-
jalnih jednadzbi (vidi Lemu 3.4.1 i Propoziciju 3.4.2). Po uzoru na dopustive nivoe, dat ¢emo
algebarski opis tih tezina. Zato uvodimo skoro dopustive i glavne skoro dopustive tezine. Doka-
zat ¢emo da se takav opis moZe primijeniti i u sluc¢aju verteks algebre L_;(sl(n)), zan > 3, ¢iju
su klasifikaciju ireducibilnih modula u kategoriji &’ dobili D. Adamovi¢ i O. Perse u [12]. Slu-
timo da se klasifikacija ireducibilnih modula u kategoriji ¢ moZe opisati ovim metodama i za
ostale proste verteks algebre na nivoima bliskim dopustivima. Posebno, detaljno ¢emo opisati
Sto se dogada u slu¢aju verteks algebre L_7/,(s/(6)).

U toc¢ki 4.1 uvodimo pojmove skoro dopustive i glavne skoro dopustive teZine za afinu

Liejevu algebru pridruzenu sl(n) te skoro dopustivog i glavnog skoro dopustivog modula za

r—

sl(n).

U tocki 4.2 odredujemo sve glavne skoro dopustive tezine nivoa —5/2 za afinu Liejevu

algebru si(4). Dobivamo da su dane s

1
(o) [i=1,...,16,1 ¢ 27},

pri ¢emu su teZine w;(¢) definirane u Propoziciji 3.4.2. Bududi da za glavne skoro dopus-
tive module vrijedi Kac-Wakimotova formula karaktera [47], dajemo opis nekih ireducibilnih
L_s/,(sl(4))-modula.

U tocki 4.3 odredujemo sve glavne skoro dopustive teZine nivoa —1 za afinu Liejevu algebru

6



——

sl(n), n > 3. Dobivamo:

—

Teorem 4.3.2 Sve glavne skoro dopustive tezine A za sl(n) nivoa —1 dane sus A = —Ao+A(1),
gdje je
n—2

A(t) eftwy |t € C\ZYU{tw,— |t € C\Z}U | {twi+ (=1 —1t) w1 | 1 € C\ Z}.
i=1

Za sve glavne skoro dopustive tezine A, dajemo opis ireducibilnih L_;(s/(n))-modula L(A)
(vidi Teorem 4.3.5).

U tocki 4.4 proucavamo konformno ulaganje g/(n) < sl(n+ 1) na nivou k = —"+. Na-
vodimo rezultate o tom konformnom ulaganju iz [6] 1, analogno Propozicijama 3.8.2 1 3.8.3
iz poglavlja 3, odredujemo eksplicitne formule za (gj(;)—singularne vektore u ireducibilnim
L (sl(n+ 1))-modulima u kategoriji &.

U tocki 4.5 primjenom rezultata iz tocke 4.4 za n = 6 odredujemo dekompozicije ireducibil-
nih L_7,(s/(7))-modula u kategoriji & kao L_7,(s/(6)) ® M(1)-modula (vidi Teorem 4.5.1).
Zatezine —%Ao +pi(t), i=1,...,84, L_7,(sl(6))—modula koje se javljaju u dekompozicijama
za prebrojivo mnogo 7, dokazat cemo da su najvece teZine ireducibilnih L_; ,(s/(6))-modula u
kategoriji & za sve t € C (vidi Teorem 4.5.2).

U tocki 4.6 odredujemo sve glavne skoro dopustive tezine nivoa —7/2 za afinu Liejevu

—

algebru s/(6). Dobivamo:

—

Teorem 4.6.1 Uz oznake iz tocke 4.5, skup svih glavnih skoro dopustivih teZina za sl(6) nivoa
—7/2 dan je s
7 1
{—5A0+ui(t) li=1,...,96, 1t ¢ EZ}'

Na kraju navodimo slutnju o klasifikaciji ireducibilnih L_7 ,(s/(6))-modula u kategoriji &

Slutnja 4.6.2 Skup svih ireducibilnih L_7 5 (s/(6))-modula u kategoriji & dan je s

(L 7p((0) | i=1,...,96, 1 € C}.

U tocki 4.7 na temelju rezultata dobivenih u slucajevima verteks algebri L_(sl(n)),n > 3

i L_5/5(sl(4)), dajemo slutnju o parametrizacijama najvecih teZina ireducibilnih modula u ka-

_ n+l

tegoriji ' za sve proste verteks algebe Ly(sl(n)), gdje je k = —"3=, n > 4 paran.



2. VERTEKS ALGEBRE

U ovom poglavlju navodimo osnovne definicije 1 rezultate vezane za verteks algebre 1 njima
pridruZene strukture koji ¢e nam biti potrebni u ostatku disertacije. Detaljan pregled teorije
moze se na¢i u monografijama E. Frenkel, D. Ben Zvi [35], V. Kac [44] i J. Lepowsky, H.
Li [54].

2.1. FORMALNI RACUN

Neka je V kompleksni vektorski prostor. Uvedimo sljedece oznake:
V{z}z{Zvnzn|vn€V}, Vliz,z~ {Zvnzn\vnEV}

neQ nez
Oznacimo sa Z skup svih nenegativnih cijelih brojeva, tj. Z, = {0,1,2,...}. Definiramo
sljedece potprostore od V[[z,z']]:

={ ) vuz"|va € V,v, =0 zan dovoljno velik},
neZy

Vig,z '] ={ Z vuZ" vy € V,v, =0 za sve osim kona¢no mnogo n},
nez

={ ) w'lvmeV}

n€Z+

V((z)) = {Z vuZ' vy € V,v, =0 za n dovoljno malen}.
nez

Za f(z) = Yyez vad" € V[[z,z~1]], definiramo formalnu derivaciju s
_f Z l’lan
nez
Formalna 6—funkcija je formalni red definiran s

§(z)=) 2" eCllzz ']

nez



Osnovne definicije iz teorije verteks algebri

2.2. OSNOVNE DEFINICIJE IZ TEORIJE VERTEKS

ALGEBRI

U ovoj tocki pri izlaganju pratimo [54].

Definicija 2.2.1. Verteks algebra je uredena trojka (V,Y,1) gdje je V vektorski prostor, 1 € V

istaknuti vektor kojeg zovemo vakuum vektor 1 Y linearno preslikavanje

Y(-,2): V= (EndV)[[z,z ], vie Y(n2) = Y vz !
nez

koje zadovoljava sljedeca svojstva:
1. Y(u,2)v = ¥,z u,vz~" ! ima kona¢no mnogo negativnih potencija za sve u,v € V,
2. (aksiom vakuuma) Y (1,z) = idy,
3. (aksiom stvaranja) Y (v,z)1 € V|[z]] i liﬁn(l)Y(v, Z)l=vzasveveV,

4. (Jacobijev identitet)

2 —1

55 (2 ) rwar ) 58 (2 ) )Y ) =
20 —20

_ 71 —2Z

=z '8 < 1 0) Y (Y (u,20)v,22)
2

zasveu,veV.

ZaveV,redY(v,z) = Y,ezvaz "~ ! zovemo verteks operator pridruZen vektoru v.

Moze se dokazati da je, uz prisutnost aksioma (1)-(3) iz definicije verteks algebre, Jacobijev

identitet ekvivalentan sa sljedeca dva aksioma:
1. (aksiom derivacije) postoji operator D € End(V') za koji vrijedi

[D,Y (v,z)] =Y (Dv,z) = diZY(v,z), vevy,

2. (lokalnost) za sve u,v € V postoji N € N takav da je
(z1 —22)[Y (u,21),Y (v,22)] = 0.
Operator D zove se operator derivacije u verteks algebri V i definiran je s

Dv=v_ 1, veV.



Verteks algebre

Definicija 2.2.2. Neka je V verteks algebra. Za vektor @ € V kaZemo da je konformni ili
Virasorov vektor ako Y (®,z) = ¥,c7 @,z "' = ¥,cz L(n)z "2 zadovoljava komutacijske

relacije Virasorove algebre
3

m- —m
[Lm), L)) = (m—m)Llm+n) + "8, 001, @
pri ¢emu je cy € C konstanta koju zovemo centralni naboj ili rang od V.

Definicija 2.2.3. Algebra verteks operatora (VOA) je uredena Cetvorka (V,Y,1,®) gdje je

(V,Y,1) verteks algebra, a ® € V konformni vektor koji zadovoljava sljedeca svojstva:

1. L(0) djeluje poluprosto na V s cjelobrojnim svojstvenim vrijednostima, odnosno vrijedi

V= @V(n), pri Cemu je V(,) = {v €V | L(0)v = nv},

nez

2. dim V(n) < oozasven ez,
3. postoji ng € Z takav da je V(,,) = {0} za svaki n < no,
4. D=L(-1).

Za vektor v € V) kazemo da je homogeni vektor konformne teZine n i uvodimo oznaku [v| =

wty = n.

Propozicija 2.2.4. Neka je V verteks algebra. Vektor @ € V je konformni vektor ako i samo

ako vrijedi
oow =D, oyw =20, 0,® =0, wga):%vlia)nw=02an24.

Propozicija 2.2.5. [32] Neka je (V,Y,1,®) algebra verteks operatora centralnog naboja c.

Pretpostavimo da postoji vektor v € V za kojeg vrijedi
L(n)v = 8,0v, viv =K0,11, zasven € Z>,
pri ¢emu je K € C. Tada je
®=o0+Dv

konformni vektor u verteks algebri V, centralnog naboja ¢, = ¢ — 12K. Neka je Y(®,z) =
Y.z L(n)z~"~2. Tada je djelovanje od L(n) dano s L(n) = L(n) — (n+ 1)v,, za n € Z. Posebno,

vrijedi

10



Osnovne definicije iz teorije verteks algebri

Definicija 2.2.6. Homomorfizam verteks algebri (V,Y],1,) i (V2,Y2,1;) je linearno presli-

kavanje ¢ : Vi — V, za koje vrijedi

¢(11) = (12),
O (uyb) = ¢(u),¢(b), zau,veV, neZ.

Homomorfizam verteks algebri operatora (V,Y;,1;,®;) i (V»,Y2,15,®,) je linearno presli-
kavanje ¢ : V| — V5 koje je homomorfizam verteks algebri (V1,Y1,1;) i (V,Y2,12) te zadovo-

ljava ¢ () = .

Definicija 2.2.7. Neka je (V,Y,1) verteks algebra. Verteks podalgebra od V je vektorski
potprostor U od V takavdaje1 € Ui (U,Y|y,1) je verteks algebra.

Napomena 2.2.8. Vektorski potprostor U od V je verteks podalgebra verteks algebre (V,Y,1)

akoisamoakojel e Uiu,v€ U zasveu,vcU,ncZ.
Sljedeca definicija uvedena je u [6].

Definicija 2.2.9. Neka su Vj i V, algebre verteks operatora s konformnim vektorima w; i @,

redom, i neka je V; verteks podalegbra od V,. KaZzemo da je V| konformno uloZena u V, ako je

0 = .

Neka je V verteks algebrai S C V. Verteks podalgebra (S) generirana skupom S definirana
je kao najmanja verteks podalgebra od V koja sadrZi S, odnosno (S) je presjek svih verteks

podalgebri od V koje sadrze skup S.
Propozicija 2.2.10. Neka je V verteks algebrai § C V. Tada je
(8) = {up) w1 r € Zog, uV),....u €8, ny,... n, €T}
Ako je V = (S), kaZzemo da je verteks algebra V generirana skupom S. Ako je pritom
V= {ug)uﬁ:}l | r € Z>o, u(l),...,u(r) €S, ny,...,n € Z<0},
kaZemo da je verteks algebra V jako generirana skupom S.

Definicija 2.2.11. Ideal u verteks algebri V je vektorski potprostor / od V takav da je u,v € I
ivoquelzasveuecV,velneZ. Za verteks algebru V kazemo da je prosta ako su joj jedini

ideali {0} i V.

11



Verteks algebre

Ideali u verteks algebri imaju sljedece vazno svojstvo.

Propozicija 2.2.12. Neka je I ideal u algebri verteks operatora V takavda 1l ¢ I, @ ¢ I. Struk-
tura algebre verteks operatora na V inducira strukturu algebre verteks operatora na V /I istog

centralnog naboja, pri cemu je 1y ; =1+11
(u+D,(v+I)=u,v+1, u,veV,nelZ.

Definicija 2.2.13. Neka je V verteks algebrai§ C V. Definiramo centralizator (ili komutant)
odSuV sa
Cv(S)={veV|[¥Y(v,z1),Y(s,z2)] =0 zasve s € S}.

Moze se lagano dokazati da je Cy (S) verteks podalgebra od V.
Kao i u teoriji asocijativnih algebri, moze se definirati direktni produkt i tenzorski produkt

kona¢no mnogo algebri verteks operatora:

Propozicija 2.2.14. Neka su (V1,Y1,11,@;) i (Va,Y2,15, @) algebre verteks operatora istog
centralnog naboja c¢. Direktna suma vektorskih prostora V; &V, ima strukturu algebre verteks

operatora centralnog naboja ¢ danu sa

1=(1,,1,),
Y ((u,v),z) = (Y1(u,2),Y2(v,2)), u€eVy,veWs,
0= (0,wm).
Propozicija 2.2.15. Nekasu (V},Y),1;, ;)1 (V2,Y2,1,, @) algebre verteks operatora central-

nih naboja ¢ 1 ¢, redom. Tenzorski produkt vektorskih prostora Vi ® V, ima strukturu algebre

verteks operatora centralnog naboja c| + ¢, danu sa
1=-1,® 12,
Y(M®V7Z) = Yl(u,Z) ®Y2(V=Z)= ueVy,veb,
0O=001,+1|Q w.
Ako su Vi iV, verteks algebre, tenzorski produkt V| ® V, karakterizirat cemo odredenim
univerzalnim svojstvom.
Neka su (V1,Y1,11) i (Va,Y2,1;) verteks algebre. Stavimo V = V; ® V,. Definiramo presli-
kavanjae;: V; = V,i=1,2sa
e1(v)=vel,, vev,

12



Osnovne definicije iz teorije verteks algebri

ez(v) =1,®v, veV,.
Preslikavanja e;, i = 1,2 su homomorfizmi verteks algebri. Lako se vidi da vrijedi

el (Vl) C Cy (ez(Vz)).

Propozicija 2.2.16. Neka su V| i V, verteks algebre. Neka je U verteks algebra i neka su
g Vi — U, i = 1,2 homomorfizmi verteks algebri takvi da je g1(V;) C Cy(g2(V2)). Tada
postoji jedinstveni homomorfizam verteks algebri g : Vi ® Vo — U takav da je goe; = g;, za

i=1,2.

Napomena 2.2.17. Tvrdnje propozicija2.2.14,2.2.1512.2.16 vrijede i za proizvoljno konacno

mnogo algebri verteks operatora. Vise detalja moze se naci u poglavlju 3.12 u [54].
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Verteks algebre

2.3. MODULI ZA VERTEKS ALGEBRE I ALGEBRE

VERTEKS OPERATORA

U ovom dijelu navodimo osnovne definicije teorije modula za verteks algebre i algebre verteks

operatora. Pritom pratimo izlaganja iz [36] 1 [55].

Definicija 2.3.1. Modul za verteks algebru (V,Y,1) je uredeni par (M, Yy) gdje je M vektorski

prostor, a Y); linearno preslikavanje

YM('aZ) V= (EndM)[[z,Zfl]], V= YM(V,Z) _ Z Vnzfnfl
neZ

koje zadovoljava sljedeca svojstva:

1. Yi(v,2)a=Y,ez voaz "~ ! ima samo kona¢no mnogo negativnih potencijazasve v € V,a €

M,
2. (aksiom vakuuma) Yy(1,z) = idy,

3. (Jacobijev identitet)

2—1

7,8 <ZIZ_OZ2> Yur(u,21) Y (v,22) — 25 ' & < > Yu(v,22)Yu(u,21) =

=218 <Z1Z_2Z°> Yr(Y (1, 20),22)

zasveu,veV.

Definicija 2.3.2. Neka je (V,Y,1,®) algebra verteks operatora. Ako je (M,Yy) modul za

verteks algebru (V,Y,1), kaZzemo da je M slabi modul za algebru verteks operatora V.
VaZna klasa slabih modula dana je u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.3.3. Neka je (V,Y,1,®) algebra verteks operatora i neka je (M,Y)s) slabi modul
za V. Kazemo da je (M,Yy) Z —graduiran modul za V ako postoji rastav M = B, My,

takav da za homogene v € V vrijedi
VmM(n) - M(n+|v|—m—1)v m,n € Z,

pri ¢emu uzimamo da je M) =0 za n < 0. Za vektore v € M(,) kaZzemo da su stupnja n i

piSemo deg(v) = n.
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Moduli za verteks algebre i algebre verteks operatora

Definicija 2.3.4. Neka je (V,Y,1, ®) algebra verteks operatora i neka je (M, Y)s) slabi modul
za V. Kazemo da je (M,Y)) (jaki) modul za V ako vrijedi:

1. L(0) djeluje poluprosto na M, odnosno postoji rastav M = @ M ), priCemu je M) = = {ac
acC

M | L(0)a = aa},
2. dimM(q) <oozasve @ € C,
3. Zasvaki o € C postoji ng € Z takav da je M) = 0 za svaki n < no.

Definicija 2.3.5. Neka je V algebra verteks operatora te M|, M, i M3 V-moduli. Operator
ispreplitanja tipa ( M1M3A/[2) je linearno preslikavanje I = I(+,z) : My — Hom(M», M3){z},

a—1I(a,z) = Zanz 1 ae My,
neQ

koje zadovoljava sljedeca svojstva:
1. zasveaec My, be M, je a{lb = 0 za dovoljno veliki n,

2. vrijedi Jacobijev identitet

2—1

z615 (Zl Z_OZZ) Yo, (a,zl)I(b,zg)c—zgl(S < > I(b,22)Ym,(a,z1)c =

_ —Z
5 '6 ( 0) (Y, (a,20)b, 22)c,
22
zasveacV,be My, ce M,

3. I(L(—1)a,z) = —I(a,z), za svaki a € M.

dz
Napomena 2.3.6. Za algebru verteks operatora V verteks operator Y (+,z) je operator isprepli-

")

tanja tipa (vvv)' Ako je (M,Yyr) V-modul, onda je Yy(-,z) operator ispreplitanja tipa (,,",).

Svi operatora ispreplitanja tipa ( MM M) tvore vektorski prostor kojeg ¢emo oznacCavati s

I( M1M3Mz) . Uvodimo oznaku

M
NPy :dim1< ; >
1472 M, M,
Brojeve N, %3 m, zovemo pravila fuzije pridruZena verteks algebri V 1 odgovarajuim modulima.

Neka je K kategorija V-modula dijagonalizabilnih obzirom na operator L(0) i neka je

{M; | j € J} familija iz K koja za sve i, j € J zadovoljava sljedeca svojstva:
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Verteks algebre

M. " .
1. NM,»,Mj je konacan za svaki k € J,
M . “
2. Ny,*,;. = 0 za sve osim kona¢no mnogo k € J.
g

Tada algebru s bazom {M; | j € J} i produktom
M;xMj = ZNﬁﬁMij, ijel
keJ
zovemo fuzijskom algebrom pridruzenoj verteks algebri V i kategoriji K.
Neka je K kategorija V—modula i neka su M, M, i M3 ireducibilni V-moduli iz K. Ako za
pravila fuzije vrijedi NAA/;IS m, =11 NA’fll m, = 0 za svaki ireducibilni V-modul R iz kategorije K

koji nije izomorfan M3, onda piSemo

M X My, = Mj.

16



Afine Liejeve algebre i moduli

2.4. AFINE LIEJEVE ALGEBRE I MODULI

U ovom dijelu navodimo osnovne definicije i rezultate iz teorije afinih Liejevih algebri. U izla-
ganju pratimo [42] i [43].

Neka je g prosta, kona¢nodimenzionalna Liejeva algebra s trokutastom dekompozicijom g = n_ &
h @ n, ineka je A pripadni sistem korijena. Fiksiramo skup pozitivnih korijena A . Oznacimo
p= %ZaeA . o. Neka je & maksimalni korijen i neka je (-,-) : g X g — C Killingova forma.
Restrikcija (-,-)|yxp je nedegenerirana, pa za svaki @ € h* postoji jedinstveni ¢, € b takav da
je @(x) = (tp,x) za svaki x € h. Preslikavanje ¢ — 7, je izomorfizam vektorskih prostora h* i
h. Zato moZemo definirati Killingovu formu na h* sa (@, y) = (tp,ty), @, ¥ € b*. Normalizi-

— 7 pripadni kokorijen. Oznacimo s
asto

ramo je uvjetom (6,0) = 2. Za o € A oznalimo s o0/ = <
IM={oy,...,04} skup prostih korijena.

Skup dominantnih integralnih tezina od g, u oznaci Py, definiran je s
P+ = {A« S []* | )V(OCV) € ZJ,_, Za sve I GAJ’_}
Fundamentalne tezine od g su @y, ..., ®; € P, definirane uvjetom

wi(aj\'/) =06, ,j=1,...,L

Za tezinu [ € h* ozna¢imo s V (u) ireducibilni g—modul najvece tezine p. V() je konac-
nodimenzionalan ako i samo ako je u € P,..
Ozna¢imo d = dimg. Neka je {u'"),...,u(¥)} ortonormirana baza za g obzirom na (-,-).

Casimirov element od g definiran je s

uDu e % (g).

-

Q—

i=1

Vrijedi da je Q € Z(% (g)) i da Q na modulima najvece teZine A € h* djeluje skalarom (A, A +
2p). Posebno, skalar kojim Q djeluje na g oznac¢imo s 2h". Skalar 1V zovemo dualni Coxeterov

broj od g. Vrijedi h¥ = (0,p) + 1.

Definicija 2.4.1. Afina Liejeva algebra § je vektorski prostor § = g®@ C[t,t~!] ®CK s komu-

tacijskim relacijama

[x(m),y(n)] = [x,y](m+n) +mby —n(x,y)K, x,y€ g, mn¢cZ, (2.2)
K,§] =0, (2.3)

pri éemu x(m) oznatava x @™ € g Clt,t 7).
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Zbog relacije [x(0),y(0)] = [x,y](0), x,y € g, slijedi da je preslikavanje x — x(0) =x® 1

izomorfizam Liejevih algebri g i g(0), pa g smatramo podalgebrom od §.

Definicija 2.4.2. Afina Kac-Moodyjeva algebra g je vektorski prostor g = § & Cd s komuta-
cijskim relacijama (2.2), (2.3) i

[d,x(n)] =nx(n), x€g, n€Z,
[d,K] =0.

Da bismo dobili trokutastu dekompoziciju od §, definiramo Cartanovu podalgebru § od § sa

h = h @ CK. Nadalje, definiramo sljedeée podalgebre od §:

Sada je § = fi_ @ b @® fi+ trokutasta dekompozicija od §.
Da bismo opisali pripadni sistem korijena od §, promotrit éemo afinu Kac-Moodyjevu alge-
bru §. Definirajmo Cartanovu podalgebru b od g sa h = § & Cd. Neka su Ag, 8 € h* definirani

S
Aoly =0, Ag(K) =1, Ap(d) =0,
Olp =0, 6(K)=0, o(d) =1.

Stavimo o = & — 0. Fiksiramo skup prostih korijena IT = {0, 0,...,0;}. Skup pozitivnih ko-

rijenaje Ay =A, U{nS+a|a €A, n€Zo}U{nd |n€Zo}. OznatimosIl’ = {ay,0),...,

skup prostih kokorijena. Fundamentalne teZine od § su Ag,Aq,...,A; € E* definirane uvjetom

Ai(%\/) =06, ,j=0,1,...,L

Definicija 2.4.3. Za §-modul M kaZemo da je tezinski ako §) djeluje poluprosto na M, odnosno

akoje M = @AGG*M/I’ pri ¢emu su
My ={veM|hv=2A(hv, Vheh}, Aebh*
teinski prostori. Skup P(M) = {4 € b* | M, # 0} zovemo skup teZina od M.

Definicija 2.4.4. Neka je M teZinski g—modul. Za vektor v € M) kaZemo da je singularan
vektor ako je fi;.v = 0. Za vektor v € M) kaZzemo da je primitivni (ili subsingularni) vektor

ako postoji podmodul U od M takav da je v singularan u kvocijentnom modulu M /U.
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Na §* definiramo parcijalni uredaj < sa:

I
LW<A <= A—pu=) noy n€ly.
i=0

Za A € h* definirajmo
D(A) = {ueb |u<A}.

Definicija 2.4.5. Za g—modul M kaZzemo da je iz kategorije ¢ ako vrijedi:
1. M je tezinski g—modul s kona¢nodimenzionalnim teZinskim prostorima,
2. postoji konaéno mnogo elemenata Ay, ..., As € h* takvih da je P(M) € JS_; D(A;).
VaZna klasa modula iz kategorije ¢ dana je u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.4.6. Za §—modul M kazemo da je modul najveée tezine A € h* ako postoji vektor

VA € M koji zadovoljava sljedeée uvjete:
1. ip.vy =0,
2. hva = A(h)va, za svaki h € b,
3. U(§).va =M.

U tom slucaju vektor vy zovemo vektor najvece teZine, a A zovemo najveéa tezina od M.

Nekaje A € h* fiksan. Na Cv, = C definiramo strukturu fi; @ h—modula stavljajuéi fi | .vy =

01 h.vy = A(h)vy za svaki h € h. Inducirani -modul

zovemo Vermaov modul najvece tezine A. Vermaov modul ima sljedee univerzalno svoj-
stvo: svaki §—modul U najvece tezine A je kvocijent od M(A), odnosno postoji surjektivni
d—homomorfizam M(A) — U. Nadalje, M(A) sadrZi jedinstveni maksimalni podmodul M'(A)

(moguée i M'(A)=0). Pripadni kvocijentni modul
L(A)=M(A)/M" (A)

je jedinstveni ireducibilni §—modul najvece teZine A.
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2.4.1. Dopustivi moduli afinih Liejevih algebri

Neka je R (odnosno R;)C f skup svih realnih (pozitivnih realnih) kokorijena od §. Fiksirajmo
A € bh*. Nekaje R* ={a cR| (A,a) € Z}, R”* = R* NR,, II skup prostih kokorijena u
RiI* = {&@ € R* | & nije suma nekih kokorijena iz R* }. Oznagimo p = hVAq + p, gdje je

= 1
p = zZ(XEA+ a.

Definicija 2.4.7. [48] Tezina A € h* naziva se dopustivom ako zadovoljava sljedeée uvjete:

(A+p,0) & =7, zasve @ € Ri,
QR* = QIL

Definicija 2.4.8. Za ireducibilni §—modul L(A) kaZzemo da je dopustiv ako je A dopustiva

tezina.

V. Kac 1 M. Wakimoto su dokazali da za dopustive module vrijedi formula karaktera [47].

Iz nje slijedi opis maksimalnog podmodula u Vermaovom modulu M (A):

Teorem 2.4.9. [47] Nekaje A € h* dopustiva tezina. Tada je

_ M@)
B Zael‘[l w (g)va ’

gdje je v* € M(A) singularni vektor teZine rq.A, vektor najveée tezineu M(rq.A) =% (§)v* C M(A).

L(A)
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2.5. NEKE KLASE VERTEKS ALGEBRI

2.5.1. Afine verteks algebre

U ovom dijelu navodimo rezultate iz radova [38] i [55] u kojima je opisana konstrukcija algebri
verteks operatora pridruZenih afinim Liejevim algebrama. Od posebne vaZznosti ¢e nam biti slu-
Cajevi kad je g kona¢nodimenzionalna, prosta Liejeva algebra i kad je g kona¢nodimenzionalna,
komutativna Liejeva algebra.

Neka je g kona¢nodimenzionalna Liejeva algebra sa simetricnom, invarijantnom, bilinear-

nom formom (-,-). Analogno kao u to¢ki 2.4, uvodimo pojam afinizacije od g:

Definicija 2.5.1. Afina Liejeva algebra § je vektorski prostor § = g®@ C[t,t~!] ®CK s komu-

tatorom

[x(m),y(n)] = [x,y](m+n) +mby —n(x,y)K, x,y €g, mn€Z,
[K7 ﬁ] = 0,

pri éemu x(m) oznatava x @™ € g Clt,t 7).
Definiramo sljedece podalgebre od §:
fr =g@rT'Clr), f20=01 DgdCK.

Definicija 2.5.2. Za g—modul W kaZemo da je restringiran ako za svakia € giw € W postoji

n € 7, takav da je a(m)w = 0 za svaki m > n.

Definicija 2.5.3. Ako je W g—modul na kojem K djeluje kao k id za neki k € C, kaZzemo da je

W nivoa k.

Opisimo konstrukciju tzv. generaliziranog Vermaovog modula na kojem ¢emo u posebnom
sluc¢aju dobiti strukturu verteks algebre. Neka je U g—modul i kK € C. Stavimo da g djeluje

trivijalno na U, a K kao operator k idyy. Tada U ima strukturu §>o—modula. Inducirani §g—modul
VRU) =% (8) ®u(5.0) U

zovemo generalizirani Vermaov modul. Lako se vidi da je V¥(U) restringirani —-modul nivoa

k.
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Ako je U = Cyy trivijalni g-modul, onda V¥(U) oznacavamo s V¥(g). 1z Poincaré-Birkhoff-

Wittovog (PBW) teorema dobivamo izomorfizam vektorskih prostora
VE(e) = % (§-).
Stavimo 1 = 1 ®vg. Tada je
Vi) =BV @),
n>0

gdje je VX( g)(n) potprostor linearno razapet monomima oblika
aV(=my)---a" (=m)1,

pri ¢emu je r >0, a) € g, m; > 1, my +--- +m, = n. Uz identifikaciju a < a(—1)1 imamo
Vi) =
Sljededi teorem daje egzistenciju i jedinstvenost strukture verteks algebre na modulu V¥(g).

Dokazuje se koriStenjem Teorema o generirajuéim poljima [54, Teorem 5.7.1].

Teorem 2.5.4. Za svaki k € C postoji jedinstvena struktura verteks algebre (V*(g),Y,1) na
g-modulu V*(g) takva da je 1 vakuum vektor i

Y(a,z) =a(z) = Z a(n)z " 1.

nez

Verteks operator dan je s
Y(@(=m) -0 (=n)1,2) = D (D, -0 (@ idyi )

Pretpostavimo sada je da je forma (-,-) i nedegenerirana. Neka je d = dimg. Neka je

{u, ... ul®} ortonormirana baza za g obzirom na (-, ). Casimirov element od g definiran je s

d
Q= Z uu e % (g).

i=1
Pretpostavimo da  djeluje na g skalarom kojeg éemo oznaciti 24", h¥ € C.
Neka je k € C, k # —h". Tada je

1

=2k nY)

d
uD(=1)u(~1)1 € V¥(g)n (2.4)
i=1
k-dimg

konformni vektor u verteks algebri V¥(g) centralnog naboja Tn - Ovo je generalizacija Su-

gawarine konstrukcije konformnog vektora u kona¢nodimenzionalnoj, prostoj Liejevoj algebri.

Teorem 2.5.5. [38,55] Zak € C,k# —h", Getvorka (V¥(g),Y,1, ) je algebra verteks opera-

tora. Svaki restirngirani §—modul nivoa k je slabi V¥(g)—modul.
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Algebre verteks operatora V*(g) i L;(g) za g prostu i k # —h"

Neka je g konaCnodimenzionalna, prosta Liejeva algebra. Buduci da Casimirov element £ na
g djeluje skalarom 24", pri ¢emu je h¥ dualni Coxeterov broj, iz Teorema 2.5.5 za svaki k € C,
k # —h" dobivamo algebru verteks operatora V¥(g). Nazivamo je univerzalna afina verteks
algebra.

Nekajek € C, k# —h". Za u € h* uvedimo oznaku

VE(p) = VE(V ().

Primijetimo da je V¥(g) = V¥(0). Modul V¥(u) sadrZi jedinstveni maksimalni podmodul V{(p).
Tada je

Li(u) = V() /Vi (1)
ireducibilni §—modul. Proizvoljna teZina A € h* je oblika A = kAo —+ u, pri éemu je p € h* i
k= A(K). Dakle, V¥(u) je §~modul najvece teZine kAo + i, pa je kvocijent Vermaovog modula
M(kAg+ ). V() i Ly (u) su Z,—graduirani slabi V*(g)-moduli. Ako je u € P, dominantna
integralna teZina, onda su V¥(u) i L () jaki V¥(g)-moduli.

Posebno, ozna¢imo s L;(g) ireducibilni g—modul L (0).
Propozicija 2.5.6. Zak # —h", L;(g) je prosta algebra verteks operatora.

Oznaimo s ¢* kategoriju restringiranih §-modula nivoa k € C, k # —h". Neka je KL*
kategorija modula M € €* koji su kao §—moduli u kategoriji & te obzirom na djelovanje L(0)
imaju dekompoziciju

M= P Mg, L(0)|y, = ald, dimM < oo.
ocC
Kategoriju KL; definiramo kao kategoriju svih modula u KL¥ koji su moduli za prostu verteks

algebru L (g) [9].

Napomena 2.5.7. Neka je k € C, k # —h" i neka je W restringirani §—modul nivoa k. Na W
vrijedi [L(0),x(n)] = —nx(n), x € g, n € Z, pa je W modul i za Kac-Moodyjevu algebru g, pri

¢emu je djelovanje od d definirano kao —L(0).

2.5.2. Heisenbergova verteks algebra

Neka je h kona¢nodimenzionalan vektorski prostor kojeg promatramo kao komutativnu Liejevu

algebru i neka je (-,-) simetriéna, nedegenerirana, bilinearna forma na h. Ta forma je invari-
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jantna jer je b komutativna. Promotrimo pripadnu afinu Liejevu algebru
h=beCt,r | ®CK.

Nekasuk € Ciu € h* proizvoljni. Neka je Cy, = C jednodimenzionalni h—modul na kojem

je djelovanje dano sa h.1 = p(h)1, h € . Uvedimo oznake
M(k,p) = V¥(Cy), M(k) =M(k,0) = V¥(p).

Ako je h = Ch, koristimo i oznake My (k,u) za M(k,u), te My (k) za M(k). Bududi da je b
komutativna, Casimirov element Q djeluje trivijalno na b, pa je h¥ = 0. Kao poseban slu¢aj

Teorema 2.5.5 dobivamo: Za k # 0

je konformni vektor u M (k) te je (M(k),Y,1, ®) algebra verteks operatora centralnog naboja

d = dimh. Nazivamo je Heisenbergova verteks algebra.

Teorem 2.5.8. Neka je k € C, k # 0. Heisenbergova verteks algebra M (k) je prosta. Svi
ireducibilni M (k)-moduli dani su sa {M(k,u) | u € h*}.

Propozicija 2.5.9. Neka je k € C, k # 0. Tada je preslikavanje ¢ : M (k) — M (1) definirano s
aV(=np)---a"(=n)1 = (V&) aV (=ny)---a") ()1

zar>0, a® €p, n; > 1 izomorfizam algebri verteks operatora.
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2.6. AFINE # —ALGEBRE I MODULI

Za prostu, konacnodimenzionalnu Liejevu algebru g, nilpotentni element f € gik € C, V. Kac,
S. Roan i M. Wakimoto su u ¢lanku [46] metodom kvantne redukcije konstruirali univerzalnu
afinu % —algebru W*(g, f). Prethodno su je tom metodom konstruirali E. Frenkel i B. Feigin
[33] u slucaju kad je f glavni nilpotentni element. Afine % —algebre nedavno su proucavane
u [4], [28], [50], [20]. U ovom izlaganju pratimo [46] i [49].

Neka je g prosta, konacnodimenzionalna Liejeva algebra sa simetricnom, nedegeneriranom,

invarijantnom, bilinearnom formom (-, ).

Definicija 2.6.1. Neka je
g=P g, (2.5)

s -1
]GQZ

%Z—gradacija odgi f € g_;. Za gradaciju (2.5) kazemo da je dobra obzirom na f ako je

gf::{a€g|[f,a]20}c@gj. (2.6)

j<0
Za potrebe ovog rada pretpostavljat ¢emo da je g; =0, za j ¢ Z. U tom slucaju kaZzemo da

je gradacija (2.5) parna. Neka je (x, f) par elemenata iz g koji zadovoljava sljedeca svojstva:
1. f je nilpotentan i vrijedi [x, f] = —f,
2. adx djeluje poluprosto na g s cjelobrojnim svojstvenim vrijednostima, tj. imamo gradaciju
9=®jez 0, gdieje g; = {acg|lxa] = ja},
3. gradacija iz (2) je dobra obzirom na f.

Stavimo g4 = €. 9, Neka su A i A* neparni vektorski prostori g i g% , redom, i neka je

Ach =A@ A*. Definirajmo simetri¢nu, nedegeneriranu, bilinearnu formu (-, )., na Agp, s
(A,A)en = 0= (A%, A )ep,
(a,b*)en = (b*,a)en =Db"(a), a €A, b" € A",
Oznacimo s F(A.,) pripadnu verteks algebru nabijenih fermiona. Ako je ¢ € A, onda za
elemente ¢(z) kazemo da imaju naboj 1, a za ¢*(z) kaZemo da imaju naboj —1. Neka je

k€ C, k# —h". Za elemente iz univerzalne afine verteks algebre V¥(g) kazemo da imaju

naboj 0. Neka je €(g,x, f,k) verteks algebra definirana s
(g(g?x7f7k) = Vk(g) ®F(A0h)
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Obzirom na naboj imamo dekompoziciju € (g,x, f,k) = @B,,c7Cm- U €(g,x, f,k) definirano
je polje d(z) [46]. Stavimo dy = Res.d(z). MoZe se pokazati d3 = 01 do(6) C €1 za sve
m € Z, paje (€(g,x, f,k),dy) Z—graduiran homoloski kompleks. Nulta homologija tog kom-
pleksa ima strukturu verteks algebre koju oznaéavamo s W¥(g, x, ). KaZemo da je dobivena
kvantnom redukcijom za Eetvorku (g,x, f,k) i piSemo W*(g,x, f) = H¢(V¥(g)). Verteks alge-
bra W*(g,x, f) naziva se univerzalna afina 7 —algebra pridruzena g i f. Za WX(g, x, f) krace

¢emo pisati WX (g, f). Jedinstveni prosti kvocijent od W¥(g, f) ozna¢avamo s W(g, f).

Moduli za 7 -algebru W*(g, f)

U [49] konstruiran je funktor Hy(-) iz kategorije restringiranih §—-modula nivoa k u kategoriju Z—
graduiranih W¥ (g, f)—modula koji omoguéava proucavanje reprezentacija afinih verteks algebri

u okviru teorije afinih % —algebri. Vazno svojstvo tog funktora dano je u sljedecoj propoziciji:

Propozicija 2.6.2. [16] Neka je k € C, k # —h". Funktor
KL; — W*(g,f)—Mod, M s H;(M)

je egzaktan.
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3. TEORIJA REPREZENTACIJA AFINE

VERTEKS ALGEBRE L_s,(sl(4))

Ovo poglavlje je zajednicki rad s D. Adamoviéem i O. PerSeom te je objavljeno u Casopisu

Communications in Contemporary Mathematics [14].

3.1. UvoD

Teorija reprezentacija proste afine verteks algebre L;(g), za proizvoljnu Liejevu algebru g i
nivo k € C, dugi niz godina je vrlo zanimljiv problem. Neki od najbolje proucenih slucajeva
su nenegativni cjelobrojni nivoi k € Zx (cf. [38], [55]), i1 klasa odredenih racionalnih nivoa,
tzv. dopustivi nivoi (cf. [10], [18], [47], [48]), koji ukljuCuju i nenegativne cjelobrojne nivoe.
S druge strane, zasad nema mnogo rezultata o teoriji reprezentacija verteks algebre L;(g) za
nedopustive (negenericke, nekriticne) nivoe k € Q. Zasad je najviSe rezultata dobiveno za neke
negativne cjelobrojne nivoe buduci da se oni javljaju u free-field realizacijama odredenih prostih
afinih verteks algebri (cf. [13]), kod afinih verteks algebri pridruZenih Deligneovoj izuzetnoj
seriji (cf. [22]), te u kontekstu kolapsiraju¢ih nivoa za minimalne afine % —algebre (cf. [9]).
No, ostalo je mnogo sluc¢ajeva u kojima teorija reprezentacija afinih verteks algebri nije
poznata. Navedimo primjere za koje vjerujemo da ¢e imati vaznu ulogu u budué¢em proucavanju

nedopustivih afinih verteks algebri:

(1) Afine verteks algebre na negativnim nivoima koje se javljaju u dekompozicijama konfor-

mnih ulaganja iz [6], [7], [S].
(2) Afine verteks algebre na kolapsirajuéim nivoima za afine % —algebre.

Iz nedavnih rezultata iz teorije verteks tenzorskih kategorija (cf. [26], [29]), za oCekivati je da

¢e za sve verteks algebre koje se javljajuu (1) i1 (2), kategorija KL; jakih modula imati strukturu
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rigidne pleteniCaste tenzorske kategorije. U slucaju kolapsiraju¢ih nivoa za minimalne afine
W —algebre, iz [9] slijedi da je kategorija KL; poluprosta. Koristeéi taj rezultat i dekompozicije
iz (1), u ¢lanku [29] pokazano je da KL; ima strukturu rigidne pletenicaste tenzorske katego-
rije. No, postoji mnogo nedopustivih afinih vereks algebri koje se javljaju u (1), a koje nisu
proucavane ni u [9] ni u [29]. Za takve verteks algebre minimalne afine % —algebre su jako
komplicirane, pa je potrebno primijeniti drugacije metode da bi se dokazala egzistencija ten-
zorske kategorije. Cini se da bi bilo prirodno koristiti funktor kvantne redukcije i (9, f) za
neminimalni nilpotentni element f. NaZalost, rezultati o iS¢ezavanju i neiS¢ezavanju QHR funk-
tora H( - ) nisu dani eksplicitno kao u slu¢aju minimalne redukcije, pa ne moZemo jednostavno
generalizirati metode iz [9]. Odredeni rezultati u tom smjeru dobiveni su nedavno u [19], [20],
ali samo u slu¢aju dopustivih nivoa.

U ovom c¢lanku prou¢avamo novi primjer nedopustive afine verteks algebre koja pripada
oba prethodno navedena slucaja (1) i (2). Preciznije, proucavamo prostu afinu verteks algebru
L_5 /z(sl (4)). Ovaj je primjer od posebne zanimljivosti buduéi da gledajuéi Liejeve algebre
g = sl(n), i koriste¢i kriterij iz [41], dobivamo da je nivo k = —5/2 za s/(\4) novi primjer
nedopustivog, negenerickog, polucijelog nivoa koji nije dosad istrazen. JoS jedna motivacija
za proucavanje ovog slucaja je konformno ulaganje L_s/5(s/(4)) @ M(1) u L_s5/5(s/(5)) (cf.
[6]) (ovdje M(1) oznaCava Heisenbergovu verteks algebru pridruzenu abelovoj Liejevoj algebri
ranga 1).

Nas prvi korak u proucavanju proste afine verteks algebre L_s,(sl(4)) je odredivanje eks-
plicitne formule za singularni vektor v konformne teZine Cetiri u univerzalnoj afinoj verteks al-
gebri V—3/2(s1(4)). To nam omoguéava da koriste¢i metode iz [2, 10] klasificiramo ireducibilne
module u kategoriji ¢ za pripadni kvocijent L_s 12(s1(4)) = V=3/2(s1(4))/(v). Ireducibilne
reprezentacije su

L_sp(pi(t)), t€C,i=1,...,16,

te su parametrizirane kao unija 16 pravaca u C? (vidi Teorem 3.4.4). Dakle, postoji beskona&no
mnogo ireducibilnih modula u kategoriji ¢. Kao posebno zanimljivu posljedicu dobivamo da

su ireducibilni moduli u kategoriji KL _s, jakih modula:
77:r:L_5/2(ra)1), ﬂ_r:L_5/2(l"(D3) (FGZZ()).

Sljedeée Zelimo zakljugiti da je L_s /2(s1(4)) prosta, tj. da singularni vektor v generira

maksimalni ideal u V—5/2(s1(4)), §to se takoder dogada u slu¢aju dopustivih afinih verteks

28



Uvod

algebri (cf. [10], [18]). Umjesto da ovu tvrdnju dokazujemo direktno u okviru afinih verteks
algebri, koristit cemo afine # —algebre. Usko povezan problem s tim je dokaz da je kategorija
jakih L_s ,(s/(4))—-modula poluprosta.

Sliéna situacija bila je u slu¢aju afine verteks algebre V~1(sl(n)), za n > 3. Klasifikacija
ireducibilnih L_ (s/(n))-modula dobivena je u [12, 13] koriste¢i vrlo slicne metode kao u ovom
Clanku (ali su formule za singularne vektore bile znatno jednostavnije). Opis maksimalnog
ideala u V~!(sI(n)) dobiven je u [21], a da je kategorija KL_| poluprosta dokazano je u [9].
Pregled ovog pristupa dan je u tocki 3.5.1.

Pokazujemo da se sli¢an pristup moZe primijeniti u slu¢aju afine verteks algebre V—>/2(sl(4)).
Prvo prou¢avamo afinu #/ -algebru W—>/2 (s1(4), foubreg) 1 dokazujemo da je njen prost kvoci-
jent izomorfan Heisenbergovoj verteks algebri. Tada se koristeCi svojstva funktora kvantne
redukcije Hy,, . (-) dokaZe da je verteks algebra L s /2(s1(4)) prosta i da je kategorija KL_s
poluprosta. Pokazuje se da Hy, ubreg(-) ima malo drugacija svojstva nego u slu¢aju minimalnog
nilpotentnog elementa.

U Teoremu 3.5.4 dokazujemo:

Teorem 3.1.1. Hy, (7m)# {0} zar <0, ali Hy,,, (M) = {0} za svaki modul M najvece

teZine u KL_5 ), teZine nwy, n > 0.

Cini se da se generalno neis¢ezavanje QHR funktora za ireducibilne module moZe dokazati
metodama iz [15]. Buduéi da su nam ovdje potrebne informacije o modulima koji nisu nuzno
ireducibilni, odlucili smo dati drugaciji dokaz. Dajemo ga u tocki 3.6, a zasniva se na sljede¢im

klju¢nim zapaZanjima:

e Neka je k = —5/2. Generalizirani Vermaov modul V¥(u) za . = nw;,nws, n > 0, sadrzi
singularni vektor wy stupnja 2 i wy pripada podmodulu J* - V¥(u) (ovdje J* oznadava
ideal u V—>/2(sl(4)) generiran singularnim vektorom v). Zatim konstruiramo univerzalne

Li(s1(4))—module M(u).

e Zap =nw;, QHR funktor Hy,, (-) preslikava wy u vektor najvece teZine u Hy, . (VE(u)),

odakle slijedi iS¢ezavanje kohomologije za sve module najvece teZine u KL, teZine (L.

® Za |l =ns, wy preslikava se u singularni vektor stupnja 1 u Hy, , .. (V¥(u)) koji generira
pravi podmodul. Koristeci taj rezultat pokazujemo Hy, , . (M (nws)) # {0}. Klasifikacija
ireducibilnih Ly (s/(4))-modula omogucava nam da dokaZemo neii¢ezavanje kohomolo-

gije za sve module najvece teZine u KL teZine U.
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U Teoremu 3.5.6 pokazujemo kako iz ovih svojstava slijedi da je L_s /2(s1(4)) prosta i da je
kategorija KL_5/, poluprosta.

Nadalje, koristimo konformno ulaganje L_s /5 (s/(4)) @ M(1) u L_s 5 (sI(5)) i rezultate iz [6]
iz kojih slijedi da se svi moduli 7, r € Z realiziraju u L_s,(s/(5)). To nam omogucava da odre-
dimo pravila fuzije za ireducibilne L_s ,(s/(4))-module u kategoriji KL_s, (cf. Propozicija

3.7.3):
T X Ty =TMpps (s EZ). (3.1

Tada primjenom novih rezultata iz [29], dokazujemo da je KL_s ; rigidna, pletenicasta tenzor-
ska kategorija.

Kratki pregled glavnih rezultata naSeg ¢lanka dan je sljedecim teoremom:

Teorem 3.1.2. Nekaje k= —5/2.
(1) Skup {m, | r € Z} daje sve ireducibilne L;(s/(4))-module u kategoriji KLy.

(2) Maksimalni ideal J* u V¥(sI(4)) generiran je singularnim vektorom v stupnja Cetiri i g—teZine

20, (vidi Teorem 3.3.1).

(3) KL_s, je poluprosta, rigidna pletenicasta tenzorska kategorija s pravilima fuzije (3.1).

(4) Skup {L_s/>(ui(t)) |i=1,...,16,t € C} daje sve ireducibilne L_s /,(s/(4))-module u kate-
goriji 0.

(5) Postoje nerastavljivi L_s/» (s1(4))-moduli u kategoriji ¢ (vidi Napomenu 3.9.5).

Primijetimo da su top komponente ireducibilnih L_s /, (s/(4))-modula iz kategorije KL_s
jednake top komponentama ireducibilnih L_ (s/(4))-modula iz kategorije KL_; te da se pravila
fuzije za ireducibilne module u kategorijama KL 5,5 1 KL podudaraju (cf. [13]).

Nadalje, odredujemo dekompoziciju ireducibilnih L_s;(s/(5))-modula u kategoriji &' kao
L_5/5(sl(4)) ® M(1)-modula (primijetimo da je nivo k = —5/2 dopustiv za ST(\S)). Takoder
pokazujemo da postoji homomorfizam iz Zhuove algebre pridruzene L_s/,(s/(4)) u odgovara-

jucu Weylovu algebru i prou¢avamo neke L_s »(s/(4))-module kao potkvocijente relaksiranih

L_5/5(sl(5))-modula.
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3.2. PRELIMINARNE DEFINICIJE I REZULTATI

3.2.1. Afine verteks algebre

Neka je g prosta Liejeva algebra s trokutastom dekompozicijom g =n_ ¢ h @ ny. Oznacimo s
(+|) invarijantnu bilinearnu formu na g normaliziranu uvjetom (6 | 0) = 2, gdje je 6 maksimalni
korijen od g. Cesto ¢éemo pomocu forme (-|-) identificirati h* s h. Za u € h*, ozna¢imo s
V(u) ireducibilni g—-modul najvece tezine s najveCom tezinom . Ozna¢imo s Q. .., 0y proste
korijene, s hy, ..., hy proste kokorijene (h; = o0/, zai = 1,...,0), te s @y, ..., @ fundamentalne
tezine za g (¢ = dimb). Neka je § (nezakrenuta) afinizacija od g. Neka su o, a1, ..., 0y prosti
korijeni, oy, o)’ ..., o) prosti kokorijeni te Ag, A1, ..., A, fundamentalne teZine za §. Za i € h*
ik € C, oznatimo s L (i) ireducibilni §~modul najvece teZine s najve¢om tezinom U := kAg +
e b

Ozna¢imo s V¥ (g) univerzalnu afinu verteks algebru pridruZenu prostoj Liejevoj algebri g i
nivou k € C, k # —h", te s L(g) jedinstveni prosti kvocijent od V*(g). Za svaki kvocijent V
od V¥(g), definiramo kategoriju KL; V-modula kao u [9]. Ako je g 1-dimenzionalna komuta-
tivna Liejeva algebra i k # 0, onda je V¥(g) prosta Heisenbergova verteks algebra koju éemo
oznacavati s M(1).

Neka je v g-singularni vektor u V¥(g). Oznacimo s (v) ideal u V¥(g) generiran s v te s

L (g) =V*(g)/(v) (3.2)

pridruZenu kvocijentnu verteks algebru.

3.2.2. Zhuova algebra
Za verteks algebru V, oznac¢imo s A(V) Zhuovu algebru pridruzenu V (cf. [60]). Oznac¢imo s
a] sliku vektoraa € V u A(V). Imamo:
Propozicija 3.2.1. [60, Teorem 2.1.2, Teorem 2.2.1]
(1) Neka je M = @;_,M(n) Z,—graduiran V—modul. Tada je M(0) A(V)—modul.

(2) Neka je W A(V)-modul. Tada postoji Z—graduiran V-modul M = @ _,M(n) takav da je
M(0) izomorfan W kao A(V )—modul.

Propozicija 3.2.2. [60, Teorem 2.2.2] Postoji bijektivna korespondencija izmedu ireducibil-

nih A(V)-modula i ireducibilnih Z —graduiranih V-modula.
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Iz [38, Teorem 3.1.1] slijedi da je Zhuova algebra A(V*(g)) izomorfna univerzalnoj omo-

tackoj algebri % (g), gdje je izomorfizam F: A(V¥(g)) — % (g) dan s
F(lai(—n1 —1)...am(—ny —1)1]) = (1)1 g, ay, (3.3)

zaai,....am € giny,...,ny, € Z=o. Za kvocijentnu verteks algebru L_s /2(g) definiranu relaci-

jom (3.2), pridruzena Zhuova algebra je

A(Li(g)) =% (9)/ V'),

gdje je (V') dvostrani ideal u % (g) generiran vektoron v/ = F([v]) (cf. [38, Propozicija 1.4.2]).

Nadalje, navodimo metodu za klasifikaciju ireducibilnih A(Ly(g))-modula u kategoriji &
iz [2,10]. Oznacimo s ;, adjungirano djelovanje od % (g) na % (g) definirano s X, f = [X, f]
zaX €gife%(g). Nekaje R % (g)-podmodul od 7% (g) generiran vektorom v'. OCito je R

ireducibilni kona¢nodimenzionalni % (g)-modul. Neka je Ry potprostor od R teZine 0.

Propozicija 3.2.3. [2,10] Neka je V() ireducibilni % (g)-modul najvece teZine s vektorom

najvece teZine vy, za U € h*. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. V(1) je A(Ly(g))-modul,
2. RV(u) =0,
3. R()V’u — 0.

Oznac¢imo s % (g)o potprostor tezine nula od % (g) i promotrimo Harish-Chandrin homo-
morfizam

% (g)o— % (b)

koji je dobiven kao restrikcija projekcije
U(9) =% H)®n-%(9)+% (g)n) = % (H)

na % (g)o (cf. [21]).
Neka je r € Rg. Bududi da je Ry C % (g)o, slijedi da postoji jedinstveni polinom p, € . (h) =
% (h) takav da je

PV = PV
Stavimo

Po={pr|re€Ro}. (3.4)

Imamo:

32



Preliminarne definicije i rezultati

Korolar 3.2.4. [2,10] Postoji bijektivna korespondencija izmedu
1. ireducibilnih A(L(g))—modula u kategoriji &,

2. tezina u € h* takvih da je p(u) = 0 za sve p € H.
3.2.3. Zhuova C,—algebra
Za verteks algebru V, ozna¢imo Ry =V /C»(V') Zhuovu Cr—algebru od V (cf. [60]). Tada je
Ryi(g) = (9)

uz izomorfizam algebri jedinstveno odreden s

x(—)1—x, zaxeg, (3.5)

gdje w oznacava sliku vektora w u Ryxqy, zaw € V¥(g). Za kvocijentnu verteks algebru L (g)

definiranu relacijom (3.2), ozna¢imo s v sliku vektora v pri preslikavanju (3.5). Tada je

Rzk(g) = .7(9)/Iw,

gdje je W g—modul generiran s v uz adjungirano djelovanje, a Iy ideal u . (g) generiran s W

(cf. [22], [21]).

3.2.4. Afine % —algebre

U ovoj tocki dajemo kratak pregled nekih rezultata o afinim % —algebrama (vidi [49] za detalje).
Neka je g prosta Liejeva algebra i (x, f) par elemenata iz g takvih da je f nilpotentan, adx

djeluje poluprosto na g s polucijelim svojstvenim vrijednostima:

g= P g;, (3.6)

jeiz
i neka je ova gradacija dobra obzirom na f. Neka je W*(g,x, f) afina # —algebra pridruZena

g, x 1 f na nivou k, dobivena Drinfeld-Sokolovljevom redukcijom. Pretpostavljat ¢emo da je

k # —h". Oznatimo W* (g, x, f) kraée s W¥(g, f). Dakle,

W(g, f) =Hp(V*(g)-
Nadalje, ozna¢imo Wy (g, f) jedinstveni prosti kvocijent od W¥(g, f).
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Neka je {uy,...,uq} baza centralizatora g/ takva da je u; € g_j,zasvei=1,....d, gdje su
ji neki nenegativni polucijeli brojevi. Tada je # —algebra W¥(g, f) jako generirana elementima
gt = j) 4 (&anovi nizeg reda),

gdje je
J®) = y; + (nabijeni fermionski dio),

takav da je konformna tezina od J {ui} jednaka ji+1,zai=1,...,d (vidi [49] za detalje).
Nadalje, navodimo opis C,—algebre Ry(g.5) iz [59], [17] (vidii[21]). Nekaje x = (f|-) € g*.

Odaberimo Lagrangeov potprostor £’ C g 5 i stavimo

m=2sPg;, Jy=) L(9x—xx). 3.7)

j>1 xem

Neka je M unipotentna podgrupa od G pridruzena m.

Propozicija 3.2.5 ([59], [17]). Vrijedi:

Ry(g.5) = (y(g)/fx)M-

3.2.5. Afina # —algebra W¥(sI(4), fsubreg)

U ovoj to¢ki primijenit ¢emo rezultate iz tocke 3.2.4 na afinu % —algebru W*(sl(4), fubreg)-
Ova verteks algebra nedavno je proucavana u [27] i [40].

Oznacimo s g prostu Liejevu algebru s/(4). Neka je

f = fsubreg = f82—83 +f£3—£4 (38)
subregularni nilpotentni element i neka je
1
x:Z(3h1+6h2+5h3)=(oz—l—w3 (3.9)

poluprost element iz g koji definira dobru gradaciju od g obzirom na f (cf. [40]). Dobivena
gradacija (3.6) je i parna, tj. g; = 0 za j ¢ Z. U ovom slucaju je dimg/ = 5, pa je WX(g, fuupreg)
jako generirana s pet elemenata koje éemo oznaditi s J,L,W,G",G~. Njihove konformne teZine
su 1,2,3,1,3, redom. Eksplicitne OPE formule za generatore od Wk(g, fsub,eg) bit ¢e dane u
Dodatku.

Primijetimo da, buduci da je eg, ¢, € gg , dobivamo pridruzeni generator

Gt = Jlee-e} — jleg &)
konformne tezine 1. Vise detalja o ovim generatorima bit ¢e dano u tocki 3.5.
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3.3. AFINA VERTEKS ALGEBRA PRIDRUZENA sl/(4)

NA NIVOU —5/2

U ovom dijelu odredujemo eksplicitnu formulu za singularni vektor konformne teZine Cetiri u
univerzalnoj afinoj verteks algebri V—>/2(si(4)). Eksplicitno odredujemo i Zhuovu algebru te
Zhuovu Cy—algebru za pripadnu kvocijentnu verteks algebru. U ovoj tocki s g ¢emo oznacavati
prostu Liejevu algebru s/(4), te ¢emo podrazumijevati standardni izbor korijenskih vektora za

sl(4).

Teorem 3.3.1. U univerzalnoj afinoj verteks algebri V32 (g) singularni vektor v tezine — %AO —

46 +2a, dan je s:

V= 681*83(_1)682*84(_3)1 + 681*83(_3)682*84(_1)1

1
+§e81—83(_2)e€2—84(_2)1 — €g —84(_1)682—83(_3)1
1
—eg—g;(—3)ee,—e5(— 1)1 — Seg g, (—2)eg,—£,(—2)1

2
Feey e~ ees e (~2)eee(~ 1)1 —ees e (~2)ees es(~Deey e~ D)1
—eg—g;(—1)eg,—e,(—2)egy—g,(—1)1 —3eg, g, (—2)egy—g5 (—1)egs—g, (—1)1
et e (~1)ees (1) e, ei(~1)1 - 2eq e (~Dees e(~1ha(-2)1
ety e (2 (= 1)1~ ees(~ ey e,(~2)(~ 1)1
ey (~2)eey (1~ 1)1~ €, es(~2)ees e,(~ (1)1
—l—%esl —e(—1egy—gs (—1)ha(=2)1+eg—g,(—1)eg,—e,(—2)h1 (—1)1
Feo e~ Deey-es(~2)(~ D1 +ee,_e(~Deey-es(~2)hs(~1)1

tee—e,(—2)eg,—g; (—1)h2(— 1)1+ 2681—83(_1)682—€4<_1)h1(_l)hZ(_l)l

e e (V)eer ey~ DM (= Dhs(~ 1+ 2eq e (~1)ees e (~1)ha(~1)°1
+ee-e(= et (~Da(= (=11 = e e (~ees-e (=D (= ha(~1)1

e el V)ees ey (~ D (~Dhs(~ 1)1~ 2eq_e,(~1)ees e (~1)ha(~1)°1

e e )eer ey (- (= Dhs(~ 1)1~ 2ee, e (~ ey e (~1)eey ex(~1)fere(~1)1

e e ees (e (e (11 + 36 e (~ees e (~ e (~1)fere(~ 1)1
+eean(—Dees-a(—Deer-a(=Dfer-a(— D1+ St (- Deere(— 1o (1)1
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2 2
_§e€1*83(_1)682*84(_1)@33*84(_1)f€3*€4(_1)1 + §e€1*84(_1)682*83(_1)681*82(_l)f&*&z(_l)l

4 4
_5881—84(_1>e€2—€3(_1)881—83(_1)f81—83(_1)1 - 5681—84(_1)882—83(_1)681—84(_1)f81—84(_1)1
4 4
_5681*84(_1)682*83(_l)szszs(_l)l o 5681*84(_1)682*83(_1)682*84(_1)](82*84(_1)1
+§e81—84(_1>e82—83(_1)e83—84(_1)f83—84(_1)1 - 2682—84(_1)682—83(_1)681—82(_1)h3(_1)1

+2ee ey (—1)ee,—es(—1eey—e, (=11 (—1)142¢e e (—1)ee e, (—1) fey &, (=1)h3(=1)1
Feey ey (—1)ee e, (—2) fer—er (— 1)1 — €y g5 (=2)eey e, (= 1) fey e, (= 1)1
—2egg;(—1) e (—1) fey—es (—1)1 = 2€6, g, (—1)eer—e, (—1) fes—ey (— I (—1)1

tee ey (—1)ee,—e,(=2) fe—e (1)1 — eey ey (=2)e, e, (—1) fes ey (= 1)1

—2ee, e, (—1)7€e, e, (— 1) fey ey (— 1)1+ 2€6, e, (—1)* foy ey (— 1) fey e, (1)1
Dokaz. Direktno se provjeri da vrijede relacije eg,—¢,,,(0).v=0zai=1,2,3i fo(1).v=0. W

Napomena 3.3.2. Formulu za singularni vektor iz Teorema 3.3.1 takoder su odredili 1 P. Mo-

seneder Frajria i P. Papi.

Napomena 3.3.3. Kao §—modul, jasno je daje V~/2(g) kvocijent Vermaovog modula M (—%Ao).
Zato je pri odredivanju singularnih vektora u V %/ 2(g) prirodno promatrati projekciju singu-
larnih vektora iz M (—%Ao) na V—3/2(g). Koristeéi rezultate iz [45] dobivamo da u modulu
M (—%Ao) postoji singularni vektor teZine —%Ao — 46 + 2. No, koristeéi formulu iz [56] za
taj singularni vektor, lako se dokaZze da je njegova projekcija u v/ 2(g) nulvektor. Stoga je
vektor v dan u Teoremu 3.3.1 subsingularni (odnosno primitivni) vektor u M (—%AO) iste teZine

—%AO — 40 4 2, kao i singularni vektor u M(—%AO).

Uvedimo oznaku
275/2(9) =V%(g)/(v)

za pridruZenu kvocijentnu verteks algebru.

Napomena 3.3.4. Automorfizam Dynkinovog dijagrama od g definiran s:
G(a]) = 03, G(aZ) = 0y, G((X:;) =0

podize se do automorfizma o reda dva verteks algebre v/ 2(g). Lako se provjeri da za sin-
gularni vektor v iz Teorema 3.3.1 vrijedi o(v) = v. 1z toga slijedi da o inducira automorfizam

verteks algebre L_s /2(g). Ova Cinjenica bit ¢e koriStena u tocki 3.5.
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Afina verteks algebra pridruZena sl(4) na nivou —5/2

U sljedecoj propoziciji odredujemo Zhuovu algebru verteks algebre 2,5 /2(9)-

Propozicija 3.3.5. Zhuova algebraA(L_s /2(g)) izomorfna je % (g)/(v'), gdje je (V') dvostrani

ideal u % (g) generiran vektorom v danim s:

.5 5

_ 2
VT 5Ce-ale e T 58—z +aee;—e,€e)—e3€e,—g; T 2€6,—6,€5, ¢, Ce e

+—h2€sz—84€£1—e3 + hlesz—s4€£1—s3 + h3€£2—£4€£1—£3

3
8

3 h2682783 681784 - hle€27€3e£17£4 - h3e£2783e&‘1 —&4

2
+—h1h2€82—e4€£1—£3 - —h1h3682—84€el—83 + —hzeez—e4€£1 —g+ —h2h3€£2—£4€el—e3

3 3 3 3
2
2
_ghlhze€2—83€81—84 - §h1h3682—83e€1—€4 - §h2682—£3e£1—84 - §h2h3682—£3e€1—84
2
- §f81 782681 782662764681 —& + §f81 783681 —&3 682784681 —& + §f£] 764681 784682784681 —&3

2

2
+§f82—83€€2—83€£2—84e£1—83 + §f£2—£4682—£4e€1—€3 - §f€3—84e£3—84e£2—£4€81—83

+§f81 782681 782682783 e&‘] —&4 §f8| 783681 —&3 682783 e&‘] —& §f£] 7£4e&‘| 784682783 e&‘] —&

4 ) 4

_§f82—83652—g3e81—84 - §f82—84e€2—€4682—83681—84 + §f83—84883—84e£2—83e€1—84

_2h3e€1—82682—83682—84 + 2h1683—84e82—£3e£1—83 + 2h3f81—82€£1—84e£1—83

2 fe ey Cer—g,02 o — 2N fer—,Cer .8, —£ — 2fer—£1€e1—£r €2 e + 2 er—e0fe)—e,€
f1— 88 —&%¢ —¢& lJes—es€ey—e1€€ -84 B8 —&%e—& B-&Je -8 e —g-

Dokaz. Koristedi relaciju (3.3) lako se dokaze da vrijedi v/ = F([v]). Tvrdnja sada slijedi iz [38,
Propozicija 1.4.2, Teorem 3.1.1]. ]

Opis Zhuove Cy—algebre pridruZene verteks algebri Z_S /2( g) slijedi iz rezultata izloZenih u

tocki 3.2.3.

Propozicija 3.3.6. Zhuova Cy-algebra Ry _

< (g) generiran s W, a W je g—modul generiran sljedeé¢im vektorom v" uz adjungirano djelova-

) izomorfna je Z(9)/lw, gdje je Iy ideal u

nje:

2
V” = 2e£37£4e§2—83681*€2 + g(l’llhz — h1h3 + h% + hzh})enggz‘egl —&
2

+§(—h1h2 —2h1hy — b3 — hah3)ee, eiee, e,

2
+§ ( - f81*€2681*82 + 2f*‘31*83e€1*€3 + 2f€1*€4681*84 + 2f82*83 €e)—g3

+2f£2—£4682—84 - f83—84e£3—£4> €er,—,e1—&

+§ (f&‘] 782681 —& 2f81 —& eS] —& 2f8] 76468] —& 2f82783e€2783
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Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

_2f£2—£4€ez—e4 + f£3—£4€£3—£4> €er—£3€e—g4
_2h3€81—82682—83e£2—£4 + 2h1683—84e€2—83e£1—83 + 2h3f81—82€£1—£4€£1—£3

2 2 2
—2fei—er€e3—e,€5 ey — 2N fes—e,Cer—es€e —ey — 2fes—eCe1—6:€,—g, T 2 es—ey Se1—62€ -

Napomena 3.3.7. U nastavku ¢emo dokazati da je verteks algebra Z_5 /2 (g) prosta (vidi tocku
3.5), pa ¢e Propozicija 3.3.5 i Propozicija 3.3.6 dati opis Zhuove algebre A(L_s/,(g)) i Zhuove

Cr—algebre Ry (o) pridruZene prostoj verteks algebri L_5/5(g).
Sljedeca lema koristit ¢e se u tocki 3.5.

Lema 3.3.8. Neka je f,r., subregularni nilpotentni element definiran relacijom (3.8), x polu-
prosti element definiran s (3.9), i J, odgovarajuci ideal in .(g) definiran relacijom (3.7). Tada
je

V// = 2681*82 (mOd Jx).

Dokaz. Prisjetimo se da je gradacija od g dana svojstvenim potprostorima od adx parna. Po-

sebno, imamo g; , = 0. Nadalje, vrijedi

g1 = Span(C{eé‘l —&37€8—€35 683—84}7

92 = Span(C{eel —&4> e€2784}7

ig;=02zaj>2 Buduéidaje y = (fe,—e; + fes—e, | ), dobivamo

X(e£2—83) - X(683—84) = 17
X(ee,—e,) = x(ee,—e,) = X (ee,—e,) = 0. (3.10)

Sada iz relacija (3.10) i formule za vektor v iz Propozicije 3.3.6 slijedi

V! = 2e,_¢,(mod Jy).
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Klasifikacija ireducibilnih L_s /2(s1(4))-modula u kategoriji O

3.4. KLASIFIKACIJA IREDUCIBILNIH

L _s5,(s/(4))~MODULA U KATEGORUT &

Neka je g = s/(4). U ovom dijelu, koriste¢i Zhuovu teoriju i metode za klasifikaciju iz Propo-
zicije 3.2.3 i Korolara 3.2.4, prou¢avamo teoriju reprezentacija verteks algebre Z,5 /2( g) defini-
rane u tocki 3.3. Posebno, za tu verteks algebru odredujemo klasifikaciju ireducibilnih modula
u kategoriji 0.

U sljedecoj lemi odredujemo bazu prostora polinoma 7 definiranog relacijom (3.4):

Lema 3.4.1. Vrijedi

1@0 - SpanC{p1>p2}7

gdje je
5 7 3 7 31, 13,
h) = —2hy— ~hihy + ~hyhs — ~hohy — —y® — = hyho® — hy2hy — 2hyhals —
pi(h) = —5hy = shihy+ Shihs — shahy — —=ha” — —=hihy™ — i "hy — 2hihohs
10 13 4 2
- ?h23 + hihs® + hy2hs — ?h22h3 Y §h1h23 - §h12h22+
2 4 2 4 2
“hi?h3® — —hyho®hs — Shy* — —hyhy — Sho®hs?
T3t it = S = Shyths = ST
i 5 7 7 31 13 16
h) = Zhy + —hihy + =hahs + —hy® + —h1ho> + hi*hy + —hihoh
p2(h) S+ s+ Shohs+ -—hy”+ g™ + "y + —hihghs+
10 13 4 2 4
+ ?h23 + ?h22h3 + h2h32 + §h1h23 + gh]zhzz + §h12h2h3+
8 4 2 4 2
—+ §h1h22h3 + §h1h2h32 + §h24 + §h23h3 + §h22h32.

Dokaz. Neka je R % (g)-podmodul od % (g) generiran vektorom V' (iz Propozicije 3.3.5) uz
adjungirano djelovanje. OCito je R izomorfan V(2a,). Lako se dokaze da je dimRy = 2, pa je

dimZy < 2. Uvedimo sljedece oznake:
V1 = (f82*84f£1*83)L v,
V2 = (f£2—83f81—84)LV/-

Tada vektori vy 1 v, linearno razapinju Ry.
Dokazimo da je p; € . Direktnim racunom odredimo djelovanje (fe, ¢, fe, —¢;), ha svaki

monom koji se javlja u formuli za v’ iz Propozicije 3.3.5:

(f82784f8] *€3>Le€2784e&‘| —& € _hlhz - h1h3 - h% - h2h3 + %(g)ﬂ+

39



Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

f82 84f81 —&
f£2 £4f81 —&3
f£2 £4f£1 &3 Lh3e£2 €,€e1—& € h1h2h3 - h] h3 h%h?) - h2h2 + w (g)n+

hlegz £,€e— —& € h hz—h h3—h1h2—h1h2h3+%( )

hoeg,—g,€e,—¢; € hlhz h1h2h3_h2_h2h3+%(g)n+

fer—esfer—e;); hhoee,—e,ee,—e; € —hih3 — hihohy — hihy — hih3hs + % (g)n+

fer—eyfer—ey) hhsee,—e,ec,—¢; € —hihohs — hih3 — hyhshs — hihohs + % (g)ny
Jer—esfei—e;
fer—esfer—e); Bahsee, e ee—e; € —hih3hs — hihah3 — h3hs — h3h3 + % (g)n

h2682 £,€e1—& € hth h1h2h3 - h2 - h2h3 + %(g)n-i-

Jer—eifer—e5) ] €er—e5€e —e, €+ % (g)ny
Jer—esfei—e5) Mg, —ey€e,— 84€h1h2+%( Jny
f£2 84f£1 —& LhZeSQ 8§€e—¢&4 Ghz‘f’%( )
fer—esfer—e3); M3€ey—es€e,—e, € hoh3 4+ (g)ny
Jer—e4Ser—e3
Jer—e4Ser—e3

)L

)L

)

)

)L

)L

)L

)

)

)

)

) hihoee, esee, e, €M+ (g)ny

)L
fer—eufer—e) Maee, es€e, e, € 5+ U (@)ny

)

)

)

)

)

)L

)L

)

)L

)L

)L

)L

)L

)L

hlh3€£2 83681 —& €h1h2h3+%( )

fer—eafer—e;); halsee,—esee,—e, € M3l + % (g)ny
fer—efer—e3)) Ces—esCer—e3€e,— ey € M3 +hohs + % (g)ny
fer—esfer—e;); M1€es—e,€er—e;€6,—5 € hTh3 +hihohs + % (g)n
fer—esfer—e;)1, Cer—e1€e,e,€e1—e, € —2Mah3 + U (g)n

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(Fer—eafer—es); 3€e,—e2€6r—e 80—, € —h1hahs — hih3 + U (g)n
(
(
(
(
(
(
(
(
(

fer—e,fe1—e3)1 Jer—e,€e,—£,€6)—e,€8,—e5 EN_Y(9) + U (g)n+
Jer—esfer—e3) 1 fe1—e3€e)—e3€e,—£4€e)—e5 EN- (@) + U (g)n+
fer—eufer—e;) for—es€ei—e,€er—es€e)—e3 € - (9) + U (g)n+
Jer—eifei—e3)) fer—e3€er—£3€e)—£,€e) —e5 E N U (9)+%(g)ny
Jer—eyfei—e3) 1 Jer— 84682 £,Ce1—e3 EN-U (9) + % (9)n+

fer—esfer—e3) ) fer—e,€es—e,€e0—e,€6,—e3 €EN_U(9) + U (g)n+
fer—esfer—e;) fer—e2€e1 6266, 6568, —e € M- (9) + U ()04
Ser—efey—e3)) Jer—e3€e,—e3€e,—£3€e, -y EN— U (9)+%(g)ny
fer—esfei—e3) ) fer—e,€ei—e,€er—e3€e,—g, EN_U(§) + U (g)n+



Klasifikacija ireducibilnih L_s /2(s1(4))-modula u kategoriji O

Jfer—efe,—e3); fero 83682 eCe—g EN- U (9)+ % (g)ny
Ser—esfei—e3); fer—es€er—e,€e)—£5€6,—g, €N U(g)+ U (g)ny
f£27€4f£1 & Lf€3 8468'; 84682 83681 84€n %( )+%(g)n+
Sfer—e, fe,— —& Se— £ C€e— e4€§1 e €N %(9 (
f£2—£4f£1 —&

2
f€2*€4f81 & Lf€3 €,€e1—& €, — 84€n %(g

( )L

( )L

( )

(fer—esfer—e5) N3 fer—erCe,—e€e, e € V- () + W (g)ny
( )L

( )L g)ny
( )

( )L

(
)+ % (g)n+
hifes—esCer—en€e,—es €N-U () +U(
)+ U (g)ny
)+ % (9)

f82784f8] —& f€3 84f81 82881 84€n OZ/(g (g n.

Koriste¢i eksplicitnu formulu za v’ iz Propozicije 3.3.5, dobivamo
3 7 31 13

5 7
——hy—<hih hihs — ~hohs — —hy? — —h1hy® — hy>hy — 2h hohs—
V1€22212+213223 62 3 12 1hah3

10 13 4 2
— ?h23 + h1h32 + h12h3 — ?h22h3 - h2h32 — §h1h23 - §h12h22—|—
4

2 2 4 2
+ §h12h32 - §h1h22h3 - §h24 - §h23h3 - §h22h32 +n_%(9)+% (g)ny,

odakle slijedi p; € &y. Analogno se dobije
va € pa(h)+n_% (g)+ % (g)ny,
odakle slijedi p; € #y. Bududi da su pj i p; linearno nezavisni, slijedi tvrdnja leme. |
U sljedecoj propoziciji dana je klasifikacija ireducibilnih A(L_s /2(g))-modula u katego-
riji O :

Propozicija 3.4.2. Skup svih ireducibilnih A(L_s /2(g))-modula u kategoriji & dan je s

(V(w@)|i=1,...,16,t € C}, 3.11)
gdje je
pi(t) =tan, o (t) = —5 01 +1 w3,
() =t s, Wio(t) = to — 3033,
ws(t) =ty + (—1 — 3@, ii(t) = =30y +tan+(—t—1) w3
Ha(t) =ty + (—1 — 3) @5, ip(t) = (—t—1) 01 + 10 — 303,
us(t) = 1o — 50, m3(t) = -1 — o + 1w,
He(t) = =3 +tws, wa(t) = —Loy +ron+ (—t - 3) s,
Ur(t) =t + (—t — 1)y, is(t) =t — san — Loy,
ps(t) =t +(—t —1)ws, pie(t) = (—t —3) @1 +1@n — ;03
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Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

Dokaz. Neka je V(u), za € b*, ireducibilni A(L_s /2(g))-modul u kategoriji &. Iz Koro-

lara 3.2.4 i Leme 3.4.1 slijedi da je najveca teZina u rjeSenje polinomijalnih jednadzbi

p1(u(h)) = p2(u(h)) = 0.

Oznacimo H; = u(h;), zai = 1,2,3. Iz relacije p>(p(h)) = 0 dobivamo

5
Hy <H1 +Hy +H3 + E) (3+3H1 —|—5H2+2H1H2+2H22—|—3H3 +4H | H; +2H2H3) =0,

-

)}
(3.12)

aiz relacije p1(u(h)) + p2(p(h)) = 0 dobivamo

H,H, (9 1+ 6H; +20H, + 8H H, + SHy2 + 6H; + 4H H; + 8H2H3) —0. (3.13)

J/

]

Sada iz relacija (3.12) 1 (3.13) zakljuujemo:

Za H;y =01 H, =0, dobivamo u = rax.
Za Hy =01 H; =0, dobivamo u = rw.
ZaH =01H,; +H2+H3+% =0, dobivamo u =rw, + (—t—%) w3.
ZaH;=0iH|+H, —|—H3—|—% =0, dobivamo u = (—t— %) ] +tan.

ZaH; =01iQ=0,imamo (3+2H,) (H,+ H3+ 1) =0, pa dobivamo y = —%a)z—l— 0%
ilig=twy+(—1t—1)ws.

ZaH3;=0iQ, =0, imamo (3+2H,)(H, + H,+ 1) =0, pa dobivamo u = t@; — %(02
ilipg=(—t—1)w +rw.

Za Q1 =01 Hy =0, imamo (3+2H;)(3+2H3) = 0, pa dobivamo u = —%(ol +ranili
U=t —%(03-

ZaQ1=0iH +H, +H3+% =0, imamo (3 +2H;) (3+ 2H3) = 0, pa dobivamo
p=—-3o+tor+(—t—1)wsili g = (—t—1) o +tan —30;.

Za Q1 =010, =0, imamo

Q1 — 40, = —12H Hs — 6H, — 6H3 —3 =0,
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Klasifikacija ireducibilnih L_s /2(s1(4))-modula u kategoriji O

odakle slijedi (1+2H,) (1+2H;) = 0. Ako je H; = —%, onda iz 0 = 0 slijedi

3
(1 —|—2H2) <H2—|—H3—|—E> =0,

pa dobivamo 4 = —1wy — lan +twsili p = —S @ +t@, + (—t — 3) w3. Analogno, ako
je Hy = —%, onda iz Q1 = 0 slijedi

3
(1 +2H2) <H1 —|—H2—|—§> =0,

pa dobivamo U =t — %coz — %a);; iliu = (_; _ %) O+t — %0)3
Tvrdnja sada slijedi iz Korolara 3.2.4. |

Primijetimo da su tezine p;(¢) iz skupa (3.11) dominantne integralne samo za i = 1,2 i

t € Z>. Stoga vrijedi:

Korolar 3.4.3. Skup svih ireducibilnih, kona¢nodimenzionalnih modula za Zhuovu algebru
A(L_s)5(g)) dan je s
{V(tw)) |t € Z>o} U{V(tas) |t € Z>0}.

Iz Zhuove teorije sada slijedi:

Teorem 3.4.4. Uz oznake iz Propozicije 3.4.2, skup svih ireducibilnih L_s /2 (g)-modula u
kategoriji &' dan je s
{L—S/Z(ui<t>) | i=1,...,16,t € (C} .

Korolar 3.4.5. Skup svih ireducibilnih L_s /2(g)-modula u kategoriji KL_s; dan je s
{L_sp(tan) |t € Zoo} U{L_sp(1@3) |t € Z>o} .

Napomena 3.4.6. U nastavku ¢emo dokazati da je verteks algebra Z_s /2( g) prosta (vidi tocku
3.5), pa ¢e Teorem 3.4.4 i Korolar 3.4.5 dati klasifikaciju ireducibilnih L_s, (g)—modula u ka-
tegoriji &, i ireducibilnih L_s /,(g)-modula u kategoriji KL_s,, redom. Jedan od klju¢nih ko-
raka u dokazu prostote od Z_5 /2 (g) je klasifikacija ireducibilnih Z_5 /2 (g)-modula u kategoriji
KL s, iz Korolara 3.4.5.
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Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

3.5. OPIS MAKSIMALNOG IDEALA U V™/2(sl(4)) 1

POLUPROSTOTA KATEGORIJE KL_5/2

U ovom dijelu dokazat ¢emo da je verteks algebra Z_5 /z(g) definirana u poglavlju 3.3 prosta,
odnosno da je ideal (v) generiran singularnim vektorom v iz Teorema 3.3.1 maksimalan u
V—3/2(g). Nadalje, dokazat éemo da je kategorija KL _s /2 2a L_5)5(g) poluprosta. U ovoj

toCki 1 u tocki 3.6 koristit ¢emo oznaku
TR =),

odnosno Z_5/2(g) =V3/2(g) /T2,

3.5.1. Maksimalni ideal u V! (sl(4))

Za usporedbu navodimo opis maksimalnog ideala u slucaju k = —1 kojeg su dali T. Arakawa i

A. Moreau.

e Nivo k = —1 je kolapsirajuéi te pripadna minimalna afina % —algebra W_;(sl(4), fy) ko-
lapsira u Heisenbergovu verteks algebru M(1). Ovo je dokazano na dva razliita nadina:
u [21] koristeéi singularne vektore u V=1 (s/(4)) (odredene u [12]), te u [8] dokazujuéi da

G-generatori od W~!(s1(4), fg) konformne teZine 3/2 pripadaju maksimalnom idealu.

e Primjenom funktora kvantne redukcije, ideal J~! generiran singularnim vektorom iz [12]
preslikava se u ideal u W~1(s/(4), fo) koji sadrZi sve G-generatore. No, iz G-generatora
moZe se rekonstruirati s/(2)—dio od g = gI(2). Stoga, funktor kvantne redukcije presli-

kava ideal J~! u maksimalan ideal u W1 (sl(4), fo), §. Hs, (V~1(sl(4))/J~1) =M(1).

e Ako pretpostavimo da V1 (s/(4))/J ! nije prosta, koriste¢i svojstva funktora Hy, () do-
bivamo Hy,(L_1(sl(4))) = 0, $to je kontradikcija.

e Dakle, J~! mora biti maksimalan ideal u V=!(sl(4)).

e Sli¢nim dokazom kasnije je u [9] dokazano da je KL_ poluprosta. Koristeci tu Cinjenicu,

u ¢lanku [29] dokazano je da je KL_ pleteniCasta tenzorska kategorija.
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Opis maksimalnog ideala u V=/2(sl(4)) i poluprostota kategorije KL_s /2

3.5.2. Pristup u slucaju V —/2(s(4))

U sluCaju k = —5/2 za g = sl(4) primijenit ¢emo sli¢ne metode kao za k = —1. No, umjesto
minimalne afine % —algebre W (g, fy), koristit éemo # —algebru W*(g, foupres) pridruZenu su-
bregularnom nilpotentnom elementu, definiranom u tocki 3.2.5.

Verteks algebra W¥(g, fsubreg) generirana je elementima J,L = L—0J,W,G",G". Njihove
konformne tezine su 1,2,3,2,2, redom. Formule za OPE dali su T. Creutzig i A. Linshaw u [27]

(vidi 1 [40]). Navodimo ih u Dodatku.

Teorem 3.5.1. Nivo k = —5/2 je kolapsirajuci nivo za WX (g, fiupreg) 1 vrijedi

W75/2(97fsubreg) = MJ(1)7
gdje je M;(1) Heisenbergova verteks algebra generirana s J.

Dokaz. U dokazu koristimo metode razvijene u [8] za kolapsirajuce nivoe. Trebamo dokazati
da generatori G* pripadaju maksimalnom idealu u w—S/ 2(g, fsubreg). Koriste¢i OPE relacije za

WX(g, fubreg) U slutaju k = —5/2 zakljucujemo:
GiG =G,;G =0,G{G ~(L—4:JJ:).

Zajedno s ostalim OPE relacijama, odavde slijedi da G* pripadaju maksimalnom idealu u
W3'2(g, frubreg)s ti- GF =00 W_55(g, fuubreg)- Posliediéno dobivamo L =4 : JJ :, odakle
slijedi da je M, (1) konformno uloZena u W_s /> (8, fiubreg)-

Preostaje pokazati da je W € M;(1).

Primjenom OPE relacija i koristeci ¢injenicu da je Gg G =01L=4:JJ:, dobivamo da
je W € My(1) C W_s/5(8, fsubreg)- Ovim je dokazano da je W_s (g, fubreg) generirana samo

Heisenbergovim poljem, pa je izomorfna M;(1). Slijedi tvrdnja teorema. |
Dokaz sljedece leme slican je dokazu Leme 7.3. iz [21]:

Lema 3.5.2. Slika singularnog vektora v iz Teorema 3.3.1 u w5/ 2( 9, fsubreg) podudara se (do

na nenul skalarni faktor) s vektorom G™.

Dokaz. Buduéi da je v singularni vektor u V—5/2(g), preslikava se u singularni vektor 7 u
w5/ 2(g, fsubreg). Ako je ¥ razli¢it od nulvektora, moZe se lako pokazati da je onda njegova

konformna teZina obzirom na L jednaka 1. Njegova slika u RW75/2( ) je slika vektora

g a.fsuhreg

V" iz Propozicije 3.3.6 u (Y(g)/JX)M, gdje je X = (fsubreg |-) (vidi Propoziciju 3.2.5). Sada iz
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Leme 3.3.8 dobivamo v/ = 2e¢, ¢, (mod J ), odakle slijedi # = 2G* (mod Co (W ~>/2(g, fubreg)))-
Odavde zaklju¢ujemo da je ¥ razli¢it od nulvektora, te da se 712G podudaraju buduéi da imaju

istu konformnu teZinu i oba su singularni vektori za M (1). |

Propozicija 3.5.3. Vrijedi:
(1) Hyyp(L-52(9)) = My(1).

(2) Hf, (L—5/2(8)) = My(1).

Dokaz. Buduéi da je J—5/2 = (v), iz Leme 3.5.2 slijedi da H Fuubres (J75/2) sadr7i generator G+
od W‘5/2(g,fwb,eg). Kao u dokazu Teorema 3.5.1 zaklju¢ujemo L—4:JJ : € H, , .. (J3/2).
Odavde slijedi

(L—4:JJ:)1G” =-2G €Hy,, (J77).

Nadalje, kao u dokazu Teorema 3.5.1 dobivamo da se Hy, . (J -5/ 2) podudara s maksimalnim
idealom u W—3/2(g, fsubreg)- Koristeci egzaktnost QHR funktora H fmbreg( +) ukategoriji KL_s )5,
dobivamo Hf:vubreg (L—5/2 (g)) = W—5/2 (g, fsubreg) = MJ( 1 )

Ovim je dokazana tvrdnja (1).

Koriste¢i ponovno egzaktnost funktora Hy,
ili Hy,,,..(L_s/2(g)) = {0}.

Pretpostavimo Hy,, . (L_5/2(g)) = {0}. Tada L_s /2(g) mora sadrZavati singularni vektor

() zakljugujemo Hy,,,.. (L s/(a) = My(1)

ubreg

wy koji se preslikavau 1 € M;(1).

Iz klasifikacije Z,S /2(g)-modula iz Korolara 3.4.5 slijedi da je g-teZina vektora w, jednaka
U =noy ili 4 = nws, za n > 0. Direktnim raCunom dobivamo da se w,, preslikava u vektor
najvece teZzine u W_s (8, fiubreg)s L(0) teZine @ (za U4 = nay) ili @ (za U = nawy).
Odavde slijedi da u slucaju u = nw; mora biti n = 0, Sto je kontradikcija. U sluaju u = nas

imamo n =01ilin = 1. Za n = 0 ponovno dobivamo kontradikciju. Slu¢aj n = 1 takoder nije

mogu¢ jer bi tada konformna teZina vektora wy, bila 5/4 ¢ Z. Ovim je dokazana tvrdnja (2). W
Sljedecim teoremom dana su neka temeljna svojstva funktora Hy, , . (+):

Teorem 3.5.4. Za svakin € Z~ vrijedi:

(P) Hy,p (L_s)2(nw3)) #{0}iHy,, (M) ={0} za svaki Z_S/z(g)—modul M najvece teZine u

KL 55, g—tezine n@;.
Dokaz Teorema 3.5.4 bit e dan u toc¢ki 3.6.
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Napomena 3.5.5. Svojstvo (P) iz Teorema 3.5.4 je glavna razlika slucaja g = s/(4) na ni-
vou k = —5/2, kojeg ovdje proucavamo, i slucaja g = s/(4) na nivou k = —1 koji je opisan u

tocki 3.5.1, te rijeSen koristeci funktor minimalne redukcije Hy, (-). U slucaju k = —1 imamo:

Hyy(Loy(nen)) # {0} i H,(Loi(n3)) # {0},

Ova svojstva su jako vaZna pri odredivanju maksimalnog ideala u V~!(s/(4)). Ideja u slu¢aju
k = —5/2 je koristiti svojstva iz Teorema 3.5.4 zajedno s automorfizmom o iz Napomene 3.3.4

koji teZinu n@, preslikava u nws, 1 obrnuto.

Teorem 3.5.4 daje nam vazan tehnicki rezultat koji ¢emo koristiti pri dokazivanju sljedecih

strukturnih rezultata za prostu verteks algebru L_s » (g) i pripadnu kategoriju modula KL _5 /2
Teorem 3.5.6. Vrijedi:
(i) J=/2 je maksimalan ideal u V—3/2(sl(4)), odnosno L_s;(sl(4) = VI2(s1(4)) /0512,
(i1) Kategorija KL_s/; je poluprosta.

Dokaz. 1z Propozicije 3.5.3 slijedi Hy,,,,. . (L_s5/2(a)) = W_52(8, fubreg) = Mys(1). Ako L_s 5(g)
nije prosta, iz klasifikacije 2,5 /z(g)—modula iz Korolara 3.4.5 slijedi da onda sadrZi netrivijalni
singularni vektor wy, g-teZine U = nw, ili 4 = nws, za n € Z~o. Neka je 6 automorfizam od
V~3/2(g) reda dva iz Napomene 3.3.4.

Bududi da o fiksira singularni vektor v, slijedi da je ¢ automorfizam i od 2,5 /2( g), te da se
svaki singularni vektor (ako postoji) teZine n®; mora preslikati u singularni vektor teZine nas.
Stoga zakljuCujemo da Z_5 /2 (g) sadrzi singularni vektor g—teZine i = nw; za n > 0. Tada iz
Teorema 3.5.4 slijedi da se ideal generiran tim singularnim vektorom funktorom kvantne reduk-
cije Hy,,,.(+) preslikava u netrivijalni ideal u verteks algebri W_s 5 (g, fiubreg)> koja je prosta.
Koriste¢i egzaktnost funktora Hy, . (+), dobivamo Hy, , . (L_5/5(g)) = {0}, Sto je kontradikcija
s Propozicijom 3.5.3 (2). Ovim je dokazano (i), tj. L_s/>(g) = 2_5/2(9).

Sli¢nim argumentima kao u (i) dokaze se da svaki modul najvece teZine u KL 5/, mora
biti ireducibilan. DokaZimo tu tvrdnju. Promotrimo L_s,(g)-modul najvece tezine M(u),
g—tezine U = n; ili 4 = nws za n € Z~o. Pretpostavimo da M(u) nije ireducibilan. Tada
postoji singularni vektor z, € M(u) najvece teZine v = ma; ili v = may, gdje je m € Z,m > n.
(+) vidjet ¢emo

Oznacimo Z(Vv) = L_5/5(g).zv. Primjenom funktora kvantne redukcije Hy, ..

da u svim slucajevima dobivamo kontradikciju s Teoremom 3.5.4.
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Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

(1) Slu€aj p = nws, v =majs. Dobivamo Hy,, . (M(u)) = Hy,,, .. (Z(v)) = M;(1,a) za neki
a € C. Odavde slijedi Hy,,,, (L_s5/>(nw3)) = {0}. Kontradikcija.

(2) Slu€aj 4 =nwy, v =mes. Dobivamo Hy,, . (M(u)) ={0}, Hy,, . (Z(v)) =M;(1,a) za
neki a € C. Odavde slijedi da Hy, . (-) preslikava egzaktan niz

0—Z(v)=>Mu)—-Mu)/Z(v)—0

u neegzaktan niz

0— M;(l,a) -0—0—0.

Kontradikcija.
(3) Slu€aj 4 = nw;, v=ma®,. Primjenom automorfizma ¢ na (1) dobivamo kontradikciju.

(4) Slucaj 4 = nws, v =mo;. Primjenom automorfizma ¢ na (2) dobivamo kontradikciju.

Iz [9, Teorem 5.5] slijedi ako je svaki L (g)-modul najvece teZine u KL ireducibilan, onda
Je kategorija KLy poluprosta. Dakle, KL_s; je poluprosta.
[ |
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Singularni vektori u V*¥(nw) i V¥(nws) i dokaz Teorema 3.5.4

3.6. SINGULARNI VEKTORI U V¥(nw;) 1 V¥(nw;) 1

DOKAZ TEOREMA 3.5.4

U ovom dijelu dajemo dokaz Teorema 3.5.4. Glavna metoda dokaza zasniva se na konstrukciji
singularnih vektora u generaliziranim Vermaovim modulima V*(n;), i = 1,3, i opisu njihovih
podmodula J* - V¥(na;). Posljedi¢no konstruiramo univerzalne L (sl(4))-module M (nw;), za

koje dokazujemo iSCezavanje i neiS¢ezavanje Hy,,,.. (M(nay)).

3.6.1. Univerzalni L_s (g)-moduli M(nwy) i M(nas)

Za ireducibilni g = s/(4)-modul V (1), definiramo generalizirani Vermaov modul nivoa k:

VA1) == U(§) ®u gacircr) V (1).

Modul V¥(u) je Z>o—graduiran:

Vi) = @ Vi) (m),

mGZZO

LO)|VH (1) (m) = @w%) id.

Zaw € V¥(u)(m) pisemo deg(w) = m. Ozna¢imo s v, vektor najveée teZine u modulu V*(u).
Neka je k = —5/2. Podsjetimo se da V*(g) sadrZi singularni vektor v, g—teZine 2, i kon-

formne teZine 4. Dakle, imamo netrivijalni g~homomorfizam:
VEQ2m) = VH(g).

Nadalje, zanima nas konstrukcija univerzalnog L_s /2(g)-modula M(u) u KL_s /2> 78 Naj-

vece teZine U = n® i U = n@3. Realiziran je kao

_ vk
(W) = Jrpria

gdje je J&- V¥ (u) = span{a,w | a € J*,w € V¥(u),n € Z} V¥(g)-podmodul od V¥ () generiran
djelovanjem JX. Buduéi da top komponenta od V*(u) ne pripada J* - V¥(u), dobivamo da je
J*.VK(u) pravi podmodul od V*(u). Dakle, modul M(u) nije nula, te je Ly(u) njegov prost

kvocijent.
Lema 3.6.1. Neka je n € Z~¢. Vrijedi:
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(1) Kao V¥(g)-modul, J*-V¥(new,) je generiran singularnim vektorima wy, g—teZine v za neki
ve{no+2m,(n—1)o;+wr+ w3, (n—2)w; +2m3 }.
(2) Kao V¥(g)-modul, J*-V*(nws) je generiran singularnim vektorima w, g—teZine v za neki
ve{nws+2m,(n—1)w3+ o)+ oy, (n—2)w3+ 20 }.
Dokaz. Pretpostavimo da su M, i M, V¥ (g)-moduli u KL* takvi da postoje surjektivni operatori

M, A
JE VE(nawy) )" \Jk VE(nas) )

Tada koriste¢i argumente za pravila fuzije i sljedeCe dekompozicije tenzorskih produkata g—

ispreplitanja tipa

modula:
V(2w) RV (nwy) =V (no +2a,) &V ((n—1)o + 0y + @3) V((n—2) 0 +2m3),

V(2m) @V (nws) =V (nwz+2m) &V((n—1)o3+ o+ @) &V ((n—2)ws +2m),

dobivamo da u kategoriji V*(g)-modula vrijedi

My C VEnw+20) +VE(n— 1)@ + or + @3) +VE((n—2) oy +2w3)

My C VMnos+20) +VH(n—1)ws + o 4+ @) + V¥ ((n—2) 03+ 20),

pri emu V¥(1) oznalava neki kvocijent od V().

Buduéi da restrikcija verteks operatora na V¥ (i) daje netrivijalni surjektivni operator ispre-

TV ()
JE Vi) )

dokazali smo da postoje netrivijalni surjektivni homomorfizmi

plitanja tipa

VE(nw, +20,) +VE(n— 1) o + 0 + @3) +VE(n—2)oy +23) — J*-VE(nay),

VE(nws +2an) +VE(n— 1)@+ o + @) +VE(n—2) w3 +201) — J* VE(ney),
odakle slijedi tvrdnja leme. ]

Lema 3.6.2. Nekaje yu = noy ili g = nws, n € Z~o. Tada J*-V¥(u) sadrzi netrivijalni sin-
gularni vektor w, takav da je deg(wy) = 2 i koji ima g—tezinu v = (n— 1), + @, + @3 (za

w=no)iliv=(n—1)o3+ 0 + @, (za 4 = nwz).
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Dokaz. Direktno se vidi da je v_jvy nenul vektor stupnja 4 u podmodulu J* - V¥(u), pa J*-
VK(u) mora sadrzavati singularni vektor stupnja 1, 2, 3 ili 4.

Ako pretpostavimo da postoji singularni vektor wy neke g—teZine v, lagano se mogu izracu-
nati stupnjevi singularnih vektora:

e ZaVv=no;+20; (odn. v =nw3+2m), u V¥(nw;) (odn. V¥ (nws)) je deg(wy) =4+ 3n.

e Zav=(n—1)o; + + w3 (odn. v = (n—1)w3 + @ + @), u V¥(nw;) (odn. V¥(nay))
je deg(wy) = 2.

e Zav=(n—-2)w +2m3 (odn. v = (n—2)w;+2wm), u V¥(nwy) (odn. V¥(nay)) je

deg(wy) = —2(23_").

Odavde slijedi da J*-V*(u) mora sadrzavati netrivijalni singularni vektor stupnja 2 i teZine
v=m—-1lo+mm+wo (zapu=nw)iliv=(n—1)o3+ o)+ o (za 4 = nws). Time je

dokazana tvrdnja leme. |

Eksplicitne formule za ove singularne vektore stupnja dva su jako komplicirane i bit ée
dane u Propoziciji 3.6.4. Sadaza u =nw;iv=n—-1)o;+ a,+ 3 (odn. za u =nws i

v =(n—1)w3 + @) + ), moZemo definirati kvocijentni modul:

k
M) = o

~ Vi) (3.14)

Opéenito ne tvrdimo da je M (1) Ly (g)—modul, ali svaki Ly (g)-modul u KL; mora biti kvocijent
od M(p). Bududi da stupanj singularnog vektora mora biti prirodan broj, dobivamo sljedeéi opis

univerzalnih Ly (g)—-modula u KLy

Propozicija 3.6.3. Za univerzalni L_s /2(g)-modul M(na;) u KL_s >, g-teZine na;,

zai=1,3 vrijedi:
e M(nw;) = M(na;) ako 3n ¢ Zq,

e M(nw;) je kvocijent od M(n;) po singularnom vektoru w,, teZine v/ = n; + 2@,, ako

%n € Zx> 1 ako takav singularni vektor postoji.
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3.6.2. Formule za singularne vektore stupnja 2 u V(nw;) i V¥(nws) i njihove
posljedice

U ovoj tocki odredujemo eksplicitne formule za singularne vektore stupnja dva u V¥(u) i nji-

hove slike u Hy, , .. (V¥(u)), za u = noy i u = nw. Izostavljamo detalje dokaza radi sli¢nosti

s nekim dokazima iz prethodne tocke.
Nekajeg=si(4)ik=—-5/2.
Propozicija 3.6.4. Neka je n € Z~. Vrijedi:
(1) Za u = nay, sljedeéi vektor wy je (jedinstven, do na skalar) singularni vektor u V¥(u)
stupnja 2 i g—tezine v = (n— 1) @; + @, + m3:
3
Wy = 3”(5 +n)ee,—g(—1)eg—g,(—1)vy —
3
+n(2 n)hez 83( 1)682*84(_1)‘)# _n(
19 3
+ (Z 2n>681 84( )fﬁl—ﬁz (O)VN - Ehgl—ez(_l)681—84(_1)f81—€2 (O)VN
3
( + ”)hsz 83( )681—84(_1)f€1—€2 (O)V,U + (5 + n)h€3—€4(_1)681—84(_1)f81—82 (O)V.U
3 3
- (5 +n)ef:‘l*&‘z(_1)682*84(_1)]081*82 (O)VIJ - 3(5 +n)681*83(_1)683*€4<_1)f€1*€2 (O)Vﬂ
3
+ 2(5 +n)ee —gy(—1)eg,—e, (—1) fe—e5(0)v — (2+3n)eg g, (—1)ee,—e;(—1) fe—&5 (0)vy
+(1=n)ee,—e,(—1)ee,—e,(—1) fe e, (0)vu +ee, ey (—1)ee, e, (—1) fey e, (0) vy
+ g —g (_1)381—84(_1)f81—82 (0)f81—83 (O)Vu + 681—84(_1)2f81—82 (O)fel—e4 (O)Vu

5
+ Enfflffz(_l)e«?l*&(_l)Vﬂ'

_|_

(2) Za u = nws, sljedeéi vektor wy je (jedinstveni, do na skalar) singularni vektor u V¥(u)

stupnja 2 i g—tezine v= (n— 1)@z + &, + o:

19 3
Wy = 3”(5+”)e£zf£3(—1)681782(—1)"# “‘”(Z 5”)681783(—2%’#
3 3
—”(5+”)hez—eg(—l)eel—es(—l)vu+”(§+ Vhe,—ey(—1)ee;—es(—1)vy
19 3 5

+ (Z + En)€£1—£4(_2)f83—€4 (O)Vﬂ o §h£3—£4(_1>e€1—84(_1)f£3_£4 (O)V“

3 3
- (5 + n)h€2*€3 <_1)681*84(_1)f€3*€4 (O)VM + (5 + n)h&‘l*&‘z(_1)681*84(_1)](83*84 (O)VIJ
+ (g +n)€83*84(_1)e81 783(_1)][83784(0)‘}# + 3(2 +n)eszf&t(_1)681*82(_1)]“83*84 (O)VH

3
— 2(5 +n)ee,—g,(—1)ee;—e;(—1) fe,—e, (0)vu + (2+ 3n)eg —¢, (—1)eg,—e; (—1) fe,—e, (0) vy
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- (1 - n)eslf&‘(_l)eel—eg(_1)f£1—£4 (O)Vu ‘|‘383—84(_1)681—84(_1)f£3—£4 (O)zvu
+ee,—g,(—1)eg 784(—1)f83784 (0)fey—e4 (O)Vu + 981784(—1)2f83784(0)f81 —&4 (O)Vu

5
+ §”f£3—£4(—1)681—84(—1)"#‘

Dokaz. Tvrdnja (1) dokaze se direktnom provjerom relacija eg, ¢, ,(0).wy =0 za i =1,2,3
i fo(1).wy =0. Tvrdnja (2) sada slijedi iz tvrdnje (1) primjenom automorfizma ¢ iz Napo-

mene 3.3.4. |

U sljedecoj propoziciji odredujemo slike singularnih vektora w, iz Propozicije 3.6.4 u

Rykuy = VE()/Co(VR(u)), za u = nwy,nws. Zax € giucV(u), oznaéimo s {x,u} dje-

//

lovanje od x na u. Koristimo oznaku v,

za sliku od v, € V¥(1) u Ryk(y)-
Propozicija 3.6.5. Neka je n € Z~. Vrijedi:
(1) Za p = nay, slika singularnog vektora wy iz Propozicije 3.6.4 (1) u Ry, jednaka je:

wy = 3”(5 +n)eg,—e3€e;—e,V +”(§ +n)he,—gi€e, e,V — ”(5 +n)hey—g, €006,V

5

3
- Eh«?] —&€¢ *84{][81*827"'#} - (E + n)h82*83681*84 {f«?] *827‘}#}

3 3
+ (5 +n)h83—84681—84{f81—827‘}[4} - (E + n)681—82682—84 {fel—ezavﬂ}

3 3
- 3(5 + n)e€1—£3683—84 {f81—827vli} + 2(5 + n)681—83682—84 {f81—€3 ) v,ll}

- (2 + 3”)681—84682—83 {f81—837vli} + (1 - n)e€1—€4e£2—£4{f81—847V/J}
+ 681782681784 {f£17827 {f£1,£2 9 vﬂ}} + 681783681784{‘]“817827 {f£17€3 ) v,l.l}}

5
+ ez, e {fer—en {fer e} } + Enf81—82881_84vﬂ'
(2) Za p = naws, slika singularnog vektora wy iz Propozicije 3.6.4 (2) u Ryx ) jednaka je:

wy = 3”(5 +n)ee,—ei€e -,V — ”(5 +1)he,—g;€e, eV +”(§ +n)he —g,€6, 65V
5 3
- §h€3*€4681 —& {f83*€47vll} - (E + n>h82*83e€1*84 {f€3*€47vl~l}

3 3
+ (5 +n)h81—82681 —84{f83—847vu} + (E + n)683—84681—83 {f83—€4avl.l}

3 3
+ 3(5 +n)e82—£4e€1—€2 {f83—847vl.L} - 2(5 + n)682—84681—83 {f£2—€47v,u}
+ (2 + 3”)681—84682—83 {f82—847vﬂ} - (1 - n)681—84e£‘1—83 {f81—84>V,U}

+ ;6,06 ey { fes—e4s L fer—ess Vu } } + €e,—es€6—e{ ey —e4s { fer—e4, Vi }}

5
2
+ 681—84{f83—847 {fer—e Vu}} + Enf83—84881 —&Vu-
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Dokaz. Direktno. n
Dokaz sljedece leme analogan je dokazu Leme 3.3.8:

Lema 3.6.6. Neka je n € Z~. Neka je fyupreo subregularni nilpotentni element definiran rel-
cijom (3.8), x poluprost element definiran s (3.9), i J, odgovarajuci ideal u .(g) definiran

relacijom (3.7). Vrijedi:

(1) Zap =nay,
3
wh = 3n(§ +n)vy (mod JyRyiy))-

(2) Za p = nas,

3
W/‘ﬁ = 3]’1(5 +n)€gl_82V“ (mOd Jvak(”))

Napomena 3.6.7. Ovdje navodimo neka svojstva djelovanja funktora H Fuubreg 1@ UNIVErzalnim
Vk(g)-modulima. V. Kac i M. Wakimoto su u [49, Poglavlje 6] dokazali generalni rezultat o eg-
zistenciji Vermaovih modula za WX (g, f) dobivenih funktorom kvantne redukcije od Vermaovih
modula za V¥(g). Odredili su formule karaktera Vermaovih modula i dokazali da imaju PBW
bazu. Njihov pristup moZe se modificirati za generalizirane Vermaove module (vidi 1 [15]).

Primjenom u nasem slucaju g = si/(4) i k = —5/2, zaklju¢ujemo

Hy, . (VE(1)) # {0}, za p € {noy,nws}.

Nadalje, H fmmg(Vk(u)) j& WX(g, fubreg)—modul, s vektorom najvece tezine vff koji ima
(L(0),J(0))—tezinu odredenu s:
=onew (e +2p) w
LO)v, = <W—H(X) Vi

JOy = (n|an)vy .

w
u

U = nop, nws. Dokaz sljedece leme analogan je dokazu Leme 3.5.2:

Kao u Napomeni 3.6.7, oznatimo s v, vektor najvece teZine u Hy, , (Vk(w)), za

Lema 3.6.8. Neka je n € Z~. Vrijedi:

(1) Za u = nwy, slika singularnog vektora wy iz Propozicije 3.6.4 (1) u H fwbmg(vk(u)) po-

w

dudara se (do na nenul skalar) s vektorom Vy -

(2) Za u = nws, slika singularnog vektora wy iz Propozicije 3.6.4 (2) u H fvubreg(vk (1)) po-

4

dudara se (do na nenul skalar) s vektorom G (— 1)vM .
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Singularni vektori u V*¥(nw) i V¥(nws) i dokaz Teorema 3.5.4

3.6.3. Dokaz Teorema 3.5.4

U dokazima sljedecih rezultata koriste se eksplicitne formule za singularne vektore wy iz Pro-

pozicije 3.6.4 i njihove posljedice proucavane u tocki 3.6.2.

Propozicija 3.6.9. Zan € Z~ vrijedi:

e Hfmhreg (M(nwl)) = {O}
e Hy, . (M)=/{0},zasvaki L_s /2(g)-modul M najvece teZine u KL_s, g—teZine na;.

Dokaz. 1z Leme 3.6.8 slijedi da se slika singularnog vektora wy u Wk( g, fsub,eg)—modulu

Hf, e (V¥(na;)) podudara s njegovim vektorom najveée teZine. Odavde slijedi da je

Hf .. (M(no)) = {0} istoga je Hy, . (M(nw,)) = {0}. Dokaz druge tvrdnje slijedi iz prve i
¢injenice da svaki Zk(g)—modul najvece teZine u KL_s 5, g-teZine n; mora biti kvocijent od

M(na)l). |

Propozicija 3.6.10. Za svaki L s /2(g)-modul najvece tezine M u KL_s,, g—teZine n®;, vri-

jedi Hy,, (M) =M;(1,%n) #{0}.

Dokaz. 1z Leme 3.60.8 slijedi da se vektor wy funktorom Hy,, . (-) preslika u singularni vektor
stupnja razliCitog od nula u Hy, , (V¥(nws)). Tzratunamo li konformne teZine, dobivamo da
se i vektor w,, funktorom H fwbmg( -) preslika u singularni vektor stupnja razli¢itog od nula.
Stoga se slike generatora od J* - V¥(nws) ne mogu podudarati s vektorom najvece teZine u
Hfmbreg(Vk(na)g)). Ovim je dokazano Hy, , . (M(nws)) # {0}. Buduéidaje Hy,,. (Z_S/z(g)) =
M; (1), zakljutujemo Hy, , . (M(naws)) = My(1, 3n).

Promotrimo neki kvocijent od M(n®;). On moZe imati singularni vektor teZine ma ili
ma@3. No, podmoduli generirani singularnim vektorima tezine m®,; preslikaju se u nulu po

Propoziciji 3.6.9.

m(m—1) £ n(n—1)

S druge strane, singularni vektori teZine m; imaju L(0)-teZinu =7 T Za sve
m € Zsg, m # n. Odavde slijedi da ne postoji singularni vektor u M(nms) koji se preslika u

vektor najvece teZine u My(1, in) Time je dokazana tvrdnja propozicije. |

Napomena 3.6.11. Propozicijama 3.6.9 i 3.6.10 dokazan je Teorem 3.5.4.
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3.7. KONFORMNO ULAGANIJE gl(4) < sl(5) NA
NIVOU k = —5/2 1 PRAVILA FUZIJE ZA
IREDUCIBILNE L_5/,(s/(4))-MODULE U

KATEGORII KL_s

U ovom dijelu navodimo rezultate o konformnom ulaganju g/(4) < s/(5) nanivou k = —5/2 iz
[6]. Koriste¢i ovo konformno ulaganje, odredujemo pravila fuzije za ireducibilne L_s 5 (s/(4))~
module u kategoriji KL_s5/,. Kao posljedicu dobivamo da je KL_s5, rigidna pleteniCasta ten-
zorska kategorija.

Neka je V = L_5,5(s/(5)). Uzmimo c iz Cartanove podalgebre od g = s/(5) takav da je
g=0-1980Dg1,
go = gl(4) =si(4) +Cc,
01 =Vyu (@), 8-1=Vyu(ws)

c=jid nagj, je{-1,0,1}.

Neka je M. (1) Heisenbergova podalgebra od V generirana s ¢. Oznacimo s M.(1,s) ireducibilni

M, (1)-modul na kojem ¢(0) djeluje kao s id.
Propozicija 3.7.1.  [6] Postoji konformno ulaganje L_s,(s/(4)) @ Mc(1) u'V takvo da je

V= @V(S) c(0)=sidna V),

SEZL

i svaki V) je ireducibilni L_s /2(s1(4)) ® M. (1)-modul.

Propozicija 3.7.2. Pretpostavimo da je .# ireducibilni V-modul takav da ¢(0) djeluje polu-

prosto na ./ :
M= P 49 c(0)=sidna.a®).

SEA+Z

Tada vrijedi:

(1) Svaki . je ireducibilni L_s5(s(4)) ® Mc(1)-modul.
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Konformno ulaganje gl(4) < sl(5) na nivou k = —5/2 i pravila fuzije za ireducibilne
L_5/,(s1(4))-module u kategoriji KL_s,

(2) Ako postoji vektor v € .#Z koji je vektor najvece teZine za sl/(\4) tezine A takav da je

—

c¢(0)v = sv za neki s, onda je % (sl(4)).v ireducibilni L_s /, (s/(4))-modul takav da

M) =L_5(A) @ Mc(1,5).

Dokaz. Dokaz tvrdnje (1) slijedi iz Propozicije 3.7.1 1 analognih argumenata kao u [11, Te-
orem 5.1].

Tvrdnja (2) lagano slijedi iz tvrdnje (1). [

Imamo sljedecu dekompoziciju L_s/5(sI(5)) kao L_s/,(gl(4)) = L_s55(s1(4)) ® M.(1)-
modula (cf. [6]):

L_s;(s1(5)) = DL s (no) @ Mc(1,n) & @ L_s)2(nw3) ©M(1,—n). (3.15)

n=0 n=1

Uvodimo sljedece oznake za ireducibilne L_s /,(s/(4))-module u kategoriji KL_s 5 :
T, = L_5/2(i(1)1), T_; = L_5/2(ia)3), 1€ Zz().

Top komponente su
m;(0) =V (i), n_;(0) =V (ims).

Dokaz sljedeée propozicije analogan je dokazu [13, Teorem 6.2].

Propozicija 3.7.3. Neka su i, j € Z. Tada vrijede sljedeca pravila fuzije:

T X 7'L'j = 7'L','+j.

. T,
dim/ =061
<75i 7rj> i+j,k

Dokaz. Pretpostavimo da je 1 ( ”inkﬂj) # {0}, tj. da postoji netrivijalni operator ispreplitanja /

To znacidajezai, j, k € Z

tipa ( m”"ﬂj). Kao u [13], odavde slijedi da je 7;(0) netrivijalni sumand u tenzorskom produktu
g—modula 7;(0) ® 7;(0). Koriste¢i dekompoziciju tenzorskog produkta, vidimo da se m(0)

javlja u tenzorskom produktu 7;(0) ® 7;(0) ako i samo ako je k =i+ j, i da je multipliciteta 1.

Dakle,
. T,
dim/ < Oiyipf.
m <7Ti ﬂj) > Oi4jk

Preostaje konstruirati netrivijani operator ispreplitanja tipa (73’%) Analogno slucaju proma-
J

tranom u [13], koristeci verteks operator na V = L_s»(s/(5)) dobivamo netrivijalni operator
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Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

ispreplitanja % u prostoru [ (VX;H;)( 5). Buduéi daje V) = m, @ Mc(1,5), slijedi % = %} ® %5,

gdje je
Ty MC(17Z+])
@1 E I ) % 6 I . . *
<7ri 7rj> <M0(1=l> MC(L])
Dakle, dim/ ( n’f”/r'j) = 1. Time je dokazana tvrdnja propozicije. |

Korolar 3.7.4. KL_s/; je poluprosta rigidna pletenicasta tenzorska kategorija s pravilima fu-
zije

ﬂigﬂj:ﬂi+j, i,j € 2.
Dokaz. 1z [29, Teorem 3.3] slijedi da je generalno KL; pleteniCasta tenzorska kategorija ako je

zadovoljen sljedeci uvjet:
e Svaki L;(g)—-modul najvece teZine u KL; je konacne duljine.

Ovaj uvjet je zadovoljen u nasem slucaju jer je kategorija KL; poluprosta. Stoga vrijedi da je
KL_s/, pleteniCasta tenzorska kategorija.

Primijetimo da iz dekompozicije (3.15) slijedi da kompaktna Liejeva grupa U(1) djeluje na
L_5)5(sl(5)):

o L_5)(s1(4)) @M(1) = L_s(s1(5))Y D),

o SviL_s)y(sI(4))-moduliu KL_s 5 javljaju se u dekompoziciji od L_s (sI(5)) kao L_s 5 (s1(5))V (V) x
U (1)-modula.

Tada se iste metode koje su koriStene u dokazima rigidnosti primjera proucavanih u [29, Poglav-
lie 5] [3] mogu primijeniti i u slucaju L_s/(sl(4)). Time je dokazana rigidnost. Posljedi¢no,
pravila fuzije iz Propozicije 3.7.3 daju pravila fuzije u kontekstu verteks tenzorskih kategorija.

(Detalji dokaza jednaki su kao u slucaju tenzorske kategorije KL_1.) |

Napomena 3.7.5. U [29], autori predlaZu teoriju tenzorskih kategorija za proucavanje pra-
vila fuzije afinih verteks algebri. Ako pretpostavimo da kategorija Vi (go)-modula iz KL; ima
strukturu pletenicaste tenzorske kategorije, njihov bi rezultat, zajedno s dekompozicijom iz [6],
trebao dati pravila fuzije u KLy.

Sli¢no se dogada za sva konformna ulaganja go < g na konformnim nivoima k ¢ije su
dekompozicije kao u [6, Teorem 5.1]. Slutnja je da su svi moduli koji se javljaju u dekompo-
zicijama tih konformnih ulaganja moduli proste struje, odakle bi slijedilo da ti moduli u KL

imaju izomorfne fuzijske algebre kao KL _5 5.
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Dekompozicija ireducibilnih modula u kategoriji O za konformno ulaganje gl(4) < sl(5) na
nivouk = —5/2

3.8. DEKOMPOZICIJA IREDUCIBILNIH MODULA U
KATEGORIJI &' ZA KONFORMNO ULAGANIJE
gl(4) <= sl(5) NANIVOU k= —5/2

U ovom dijelu odredujemo dekompoziciju ireducibilnih L_s,(s/(5))-modula u kategoriji &
kao L_s>(s/(4)) ® M(1)-modula.
Navedimo klasifikaciju ireducibilnih L_s /, (s/(5))-modula u kategoriji 0.

Propozicija 3.8.1.  [18,58] Svi ireducibilni L_s,(s/(5))—moduli u kategoriji & dani su s

{L—S/Z(A’l) ‘ = 17"';16}7

gdje je
A/] :0, )49 — (1)2 2(1)3’
Az =—3m, A =—303+J 0,
14——%(03, 1122—5(01—17(02—%(03,
As = —3 o, A3z =—30 — 5@ — 30,
As = 301 — 30, Ma= 301 — 303 — 30,
A=t -3, Ms=—3m+ 1oy — 3y,
Ay = —301 — 30, M = —301 — 507 — 303 — 3@y
Oznacimo s v, vektor najvece teZine u L_s(sl(5))-modulu L_5/5(A;), za i = 1,...,16.

Da bismo dekomponirali L_s ,(s/(5))-module iz Propozicije 3.8.1 kao L_55(sl(4)) @ Mc(1)-

module, odredit ¢emo eksplicitne formule za gl/(4)-singularne vektore u tim modulima. Prvo

odredujemo singularne vektore najmanje konformne teZine:

Propozicija 3.8.2. Zasvakii=1,...,16nekaje A; = Zﬁ:l ajxW. Akoa; j #0ia;x =0zak>

J>onda je fe,—¢5(0)"v, (netrivijalni) singularni vektor za L_s»(gl(4)) = L_s55(s1(4)) @ Mc(1).
Dokaz. Direktnim raCunom. |
U sljedecoj propoziciji dani su preostali singularni vektori:

Propozicija 3.8.3. (1) Zasvakii=1,...,16takav da ii(a(\{) ¢ Z>oisvakin € Z>, eg—g5(—1)"vy.

1

je (netrivijalni) singularni vektor za L_s(gl(4)) = L_s5(sl(4)) @ Mc(1).
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(2) U sljedecoj tablici dane su formule (netrivijalnih) singularnih vektora za L_s(gl(4)) =
L_s5p(sl(4))@Mc(1) uL_s)5(Ai), zai=2,3,4,5,12,13,14,15, i za sve n € Zx:

Ai singularni vektori

A2, M2, A3, A4 | egy—es(—1)"vy,

A3, A5 eey—es(—1)"v),
A4 ee,—es(—1)"vy,
As ee,—e5(—2)"vy,

Dokaz. Direktno. Bududi da je uvjet 1,-(068/) ¢ Z>o zadovoljen za i = 1,6,7,8,9,10,11, 16,
tvrdnja (1) daje singularne vektore u ovim slu¢ajevima. Za ostale slucajeve dani su u tvrdnji (2).

Teorem 3.8.4. Uz oznake iz Propozicije 3.4.2, dekompozicije ireducibilnih L_s,(s(5))-

modula u kategoriji & kao L_s,(s/(4)) ® M(1)-modula dane su sljede¢im relacijama:

L_s5/(h) EBL s2(11(n) @M (1,n) & EDL_s)2(a(n)) @ Mc(1,—n),

n=1

Lsp(%2) @L spp(ti(=n—3)) ©Mc(1,—5 —n) @L s2(U3(—n—3)) @Me(1,—5 +n),

L_5/5(A3) @L s2(u3(n)) @Mc(1,—1—n) & @Ls/z(m(—n—%))®Mc(1,—1+n),

n=1
L_s5/5(A4) EBL s/ (Ha(n) @M(1,—3 —n) & G_?L5/2(#2(—”—%))®Mc(1>—%+”)a
L_5/5(2s) @L s/2(t2(n)) @Mc(1,-2—n) & éL—S/z(M(”))®Mc(1a—2+”),
L_5/5(%6) =@()L_s/z(u7(n+%))®M o(l,=3—n) & G?L sp(Us(n+3) @Me(1,—5 +n),
L_s5/5(A7) G%L s/2(ta(n) @M (1,—1—n) & @L5/2(“10(”—%))®Mc(17—1+n)»
L_s5/5(Ag) EBL 5/2(Uo(n ) @M (1,—3—n) & G?L5/2(Nl(n—%))®Mc(1a—%+”),
L_5/5(%9) :@L—S/z(ﬂi%(”—%))@ (1,—5—n) @L s/2(wis(n) @ Me(1,—5 +n),
L_s5(A10) EBL s/2(He(n) @Mc(1,—1—n) @ Q?L_5/2(u5(n))®Mc(1,—1+n),
L) = D splban— 1) @M1, 1) & DLgaltnln) @M1, 1)
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nivouk = —5/2
L_s5,5(A12) EBL 5/2 (Mi(n+3) oM (1,—1—n) & éL—S/Z(Ulz(”‘f‘%))®Mc(la_1"‘”)7
L) = D Lsplbs () M1, = =) & éumm(—n—%)>®M6<1,—%+n>,
L_5/5(Mia) @L s2(Ho(n—73)) ® —1—n) @L s/2(tis(n) @M. (1,—1+n),
L_s)(Mis) EBOL spp(be(n+3)) OMe(1,-3 —n) @ @L5/2(.“8(_7’_%))®M0(17_%+n)7
L_s(Mi6) @L s/2(ti3(n—3)) @Mc(1,—1—n) @ éL—S/z(NIS(”_%))®M6(17_1+”)-
Dokaz. Dokaz slijedi iz Propozicija 3.7.2, 3.8.211 3.8.3. |
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3.9. L_5/5(s1(4))-MODULI L_s5;(t®;) KAO
POTKVOCIJENTI RELAKSIRANIH

L_s/,(sl(5))-MODULA

U prethodnim sekcijama dokazali smo da je L_s,(t@) ireducibilni L_s;(s/(4))-modul za
svaki t € C (vidi Teorem 3.4.4, Napomenu 3.4.6, Teorem 3.5.6). S druge strane, u Teoremu 3.8.4
module L_s (7@, ) identificirali smo kao podmodule L_s ;(s/(5))-modula u kategoriji &' samo
za prebrojivo mnogo ¢ € C. U ovom dijelu prouc¢avamo realizaciju modula L_ 5 /z(ta)l) kao pot-
kvocijenata L_s (s/(5))—-modula za bilo koji € C. Da bi se dobila takva realizacija, pokazuje
se da je potrebno promatrati module izvan kategorije &, preciznije relaksirane L_s(s/(5))—-
module. Relaksirani moduli za afine verteks algebre nedavno su proucavani u [39], [51], [52],
[53].
Takoder dokazujemo da postoji netrivijalni homomorfizam iz Zhuove algebre A(L_s (sl (4)))

u Weylovu algebru <74, odakle slijedi da je svaki modul za .74 prirodno i modul za A(L_s»(s1(4))),
pa inducira L_s ;(s!(4))-modul (vidi Propoziciju 3.2.1 (2)). Nadamo se da bi ovaj rezultat mo-

gao biti koristan pri prouc¢avanju L_s /,(s/(4))-modula izvan kategorije &'

3.9.1. Homomorfizam iz Zhuove algebre u Weylovu algebru

Oznac¢imo s 74 Weylovu algebru generiranu s xi,x2,X3,X4,d1, d2, d3, d4 1 netrivijalnim komuta-
cijskim relacijama:

0, x) = &;j, i,j=1,2,3,4.
Teorem 3.9.1. Postoji netrivijalni homomorfizam
D: A(L_s52(s1(4))) — 4
jedinstveno odreden s
eg—g; > Xi0j,  fe—e; X0, 1<i<j<4 (3.16)

Dokaz. OCito postoji netrivijalni homomorfizam ®: % (sl(4)) — <74 jedinstveno odreden rela-

cijom (3.16). Direktnim racunom dobivamo

D(eg,—e,€e—3) = Plee,—es,—¢;)
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L_s5/5(sl(4))-moduli L_s »(t®y) kao potkvocijenti relaksiranih L_s /> (sl(5))-modula

D(h1ee,—g,e—e3) = P(h1€e,—e5€6,—¢,)

S

hoee, e ee,—ey) = P(hoee, eyee,—¢y)

=

h3ee, g,e,—e;) = P(h3ee, eyee, ;)

=

h1h2e£2 £,€e1— 83) q)(hlhze£2—£3681—84)

S

hze€2 £,€e— 83) (h%esszzeflf«%)

S

h2h3e£2 £,€¢ 83) (h2h3382—e3€el—e4)

=

cb(fel 82681 82682 83681 84)

o
6*

f£1 83681 83682 84681 &3 fE] 83681 83682 83681 84)

S

S

D(fe, 83682 e3€e1—¢4)

)=
) =2
Jer—es€e1—e,€e,—e,€e)—e3) = P fey—e,€e1—e, €636, —¢,)
fez &€e—e3€e,—£4€e — 83) (

(

=

Jer— 84652 e,6e1— —&) = P(fe,- 54882 £,€e1—e3)

=

Jes—e4€e3—£4€e,—£4€e—£3) = P(fes—e,€e5—e,€0, €2, &)

(
(
(
(
(
(
(fer—e:6e1 666,081~ ¢3
(
(
(
(
(
(

CI) hlh3e€2 €4e81 83) (hlh3e82783881784) -

= XIXQ)C3 o 93 o4 — X1X2X3 8283284 - x%x2x481 A 8} + X1X%X48283 8f

=

683 84682 83681 83) _x1x2x3a3 a4

S

2 2
€e3— 84682 g6 — —gy) = X1%3X30205 04

S

2 2 2 2 2 2
h3€gl —6 €8 —e3€e,— 84) 2)61)62)63 83 84 —I—X1XZX38283 84 — 2X1X2X483 84 —X1XZX4a28384

=

hieg,—e,€e,—g;€e,—5) = x1XZX3(91 83 o4 — xlxz)C38283 o4

=

S

2 2
fe —£,Ce3—£4€, — 83) 2X1XQX383 o4 —|—XIXQX38183 o4

S

R fey—e,€0r—e,€e, ;) = X1%2%401 0307 — X133X402030

=

(
(
(
(
(h3fe,—e, e, —e,€8,—3) = 2xleX3a3 o4 +x1x2x381 83 o4 — ZXIXZX48384 x%xzmé?l 83842
(
(
(fes—eq€e,— gzegz 84) ZXIX2X48384 +x1x2x48283842

(

2 2 2 2
fg3 g4f£1 £€¢, — 84) 2xl)C2)C4a334 +x1x2x4818384.

=

Iz ovih relacija slijedi @(v') =0, gdje je v dan u Propoziciji 3.3.5. Buduc¢idaje A(L_s/(sl(4))) =
 (s1(4))/(V'), slijedi tvrdnja teorema. [ |

3.9.2. Neki relaksirani L_s > (s/(5))-moduli

U ovoj tocki opisujemo realizaciju L_s,(s/(4))-modula L_s,(t®;) koriste¢i s/(n)-module

M (a), definirane u [25], i konformno ulaganje g/(4) < sI(5) na nivou k = —5/2.
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Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

Navedimo definiciju modula M(a) iz [25]. Za a = (aj,az,...,a,) € C", definiramo M(a)
kao kompleksni vektorski prostor razapet s

{xb :xlljl .--xz” ‘ b;—a; € 7. Vi, Z(bi—ai) :O}-
i=1

Djelovanje od si(n) dano je s
eé‘,‘*&‘j = xiaj7 f&‘,’*&‘j - xjai) (317)
zal <i<j<n.

Propozicija 3.9.2. [25] Za svaku n-torku a = (ay,...,a,) € C" takvu da a; ¢ 7Z za sve i =

1,...,n, M(a) je ireducibilni s/(n)-modul bez torzije.

Propozicija 3.9.3. Zasvakia= (aj,...,as) € C°, M(a) je A(L_s>(s1(5)))—modul ako i samo
akojea;+ay+az+as+as = —5/2.

Dokaz. 1z [58] slijedi da je vektor
3 1 1 3

u= (ghslfsz(_l)ee(_l) + §h€2*€3(_1)69(_1) - §h€3*€4(_1)89(_1) - §h84*85(_1)69(_1)+
+e£1—82(_1)€82—85(_1) +e€1—83(_1)e€3—€5(_1) +e€1—€4(_1)e€4—85(_1) - %eg(—Z))l

singularni vektor u V~/2(s1(5)) i da generira maksimalni ideal. Projekcija vektora u u Zhuovu

algebru je u’ = F([u]) dan sljede¢om formulom:

, 3

u = geel—SShsl—ez + 5681—85]182—83 - 5381—85]%3—84 - 5681—85h84—85+ (3.18)

+ 682785 e£1 —& + 683785 eS] —& + 684785 eé‘] —& + 5681 —& € % (Sl(5>) .

Ocito, M(a) je A(L_s,(s(5)))-modul ako i samo ako u’ ponistava M(a). Koriste¢i formulu
(3.18), i definiciju sl(5)—djelovanja (3.17), dobivamo da ' djeluje na M(a) kao

3 5

§x185 X101 +x20> +x303 +x404 +X585—|—§ . (3.19)

Neka je xP = xi’l ---x[575 proizvoljni element iz M(a). Iz relacije (3.19) slijedi

3 :
' X = Sbs(bi+ba+b3+by+bs +5/2)x"

gdje je
K = x[f‘ ik xgzx?xi“x? -1
Tvrdnja propozicije sada slijedi iz relacije Y3, (b; — a;) = 0. [ |
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L_s5/5(sl(4))-moduli L_s »(t®y) kao potkvocijenti relaksiranih L_s /> (sl(5))-modula

Teorem 3.9.4. Za svaki t € C, ireducibilni L_s,(s/(4))-modul L_5/,(t®;) je potkvocijent

L_5/(sl(5))-modula M(a) takvog da je M(a)(0) = M(a), zaa = (£,0,0,0, —¢ — 2).

Dokaz. 1z Propozicije 3.9.3 slijedi da je M(a) A(L_s>(s/(5)))-modul zaa = (¢,0,0,0, —¢ — %),
t € C. Sada iz Propozicije 3.2.1 (2) slijedi da postoji L_s(s!(5))—modul 1\7@ takav da je

—

M(a)(0) = M(a). Vektor

s
v i=xxg 2

je singularni vektor za sl/(\4), sl(4)~tezine t@;. Bududi da je L_s5/5(s/(4)) ® M.(1) konfor-
mno uloZena u L_s»(s/(5)), dobivamo da je Z,5/2(ta)1) =U (sl/(\4)).vt modul za L_s /5 (s/(4)).
Odavde slijedi da je L_s (@) potkvocijent od ]\7@ jer je kvocijent od L_s n(ton). [ |

Sljede¢a napomena pokazuje da postoje nerastavljivi L_s ,(s/(4))-moduli u kategoriji &'
Napomena 3.9.5. Promotrimo singularni vektor v; za t € Z>(. Tada:
o U, := % (s1(4))v; je beskonagnodimenzionalan s/(4)—modul najveée teZine.

e Najveca tezina modula U, je ui(t) = twy, pa je dominantna integralna. Stoga, U, je

nerastavljivi A(L_s > (s/(4)))-module.

oL s /2(t@n) je nerastavljivi L_s (sl (4))-modul.

65



Teorija reprezentacija afine verteks algebre L_s/,(s/(4))

3.10. DODATAK: OPE zA WX(sl(4), fiubres)

Prisjetimo se da je verteks algebra W*(s(4), fsubreg), dobivena funktorom kvantne redukcije,
generirana s pet polja J,L,W,G",G~ konformnih tezina 1,2,3,1,3, redom. Odaberimo novo
Virasorovo polje L = L — dJ tako da G* imaju konformnu teZinu 2. Ovdje navodimo OPE

relacije za W*(s1(4), fuubreg) iz [27].

(8 -+ 3k)(17 + 8k)
2(4+k)

L(2)J(w) ~Iw)(z—w) 2+ aJ(w)(z—w) !,
L)W (W) ~3W(w)(z—w) 2+ W (w)(z—w) !,

L(z)GT(w) ~2GT(w)(z—w) 2 +9GF (w)(z—w) ™",

T ~ (24 5) (e w) 2,

J(@)GH(w) ~ G (W) (z—w) ™,

L(z)L(w) ~ — (z=w) "+ 2L(w)(z—w) >+ IL(w)(z—w) ",

WG ) i2(4+k)giig(l6+5k)Gi(w)(z—w)_3
+<i3 4+l;+1§k+5k - 6(44{82(;:;51() i :) ) )2
(D, o, S
£ S0 2)ﬁc+k) G ]F(2—2F(lj)z;k4)rz3k) LGT

G (2)G™ (W) ~ (2+Kk)(5+2k) (8 +3k) (z—w) ™ +4(2+k)(5+2k)J (W) (z —w) >

+< 2+K)(4+K)L+6(2+k) : JJ:+2(2+k)(5+2k)8]>(w)(z—w)2
+< k+2)W 2”853;:;“") L JJJ —4(2;?(31“) (LT 46(24K) 5 (3U)J
- %(2+k)(4+k)8L+ 4<2+k)§(286:31;k+3k2)921> (w)(z—w)~,
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Dodatak: OPE za W*(sl(4), fubres)

2(k+4)(2k+5)(3k+7)(5k+ 16)

W@W(w) ~ 3k 18

(z—w) O+

Preostali ¢lanovi u OPE od W (z)W (w) mogu se naéi u [34].
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4. NOVI PRISTUP OPISU IREDUCIBILNIH
MODULA U KATEGORIJI &’ ZA AFINE
VERTEKS ALGEBRE NA NIVOIMA

BLISKIM DOPUSTIVIMA

U ¢lanku [1] D. Adamovié je proucavao proste verteks algebre pridruZene afinim Liejevim alge-
brama tipa Cl(l) na dopustivim polucijelim nivoima te klasificirao njihove ireducibilne module
u kategoriji ¢'. Dokazano je da su najvece tezine tih modula upravo sve dopustive teZine za
C l(l) nivoa k i da je svaki modul za te verteks algebre u kategoriji &' potpuno reducibilan. Ana-
logne rezultate dobili su D. Adamovié¢ i A. Milas u ¢lanku [10] te C. Dong, H. Li i G. Mason
u Clanku [31] za tip A(ll) na svim dopustivim nivoima, kao i O. PerSe u radovima [57] 1 [58] za
tipove Al(l) i Bl(l) na nekim dopustivim polucijelim nivoima. Autori su u [10] iznijeli slutnju da
takvi rezultati vrijede za sve verteks algebre na dopustivim nivoima. Kasnije ju je dokazao T.

Arakawa u [18].

Dakle, u slucaju dopustivog nivoa k, ireducibilni L;(g)-moduli u kategoriji &' su upravo
dopustivi g—moduli nivoa k.

U poglavlju 3 klasificirali smo ireducibilne L_s /,(s/(4))-module u kategoriji & (vidi Te-
orem 3.4.4) i vidjeli da su njihove najvece teZine parametrizirane kao unija 16 pravaca u C3.
Buduc¢i da se ta klasifikacija pokazuje dosta kompliciranom, po uzoru na dopustive nivoe dat
¢emo njihov algebarski opis. U tu ¢emo svrhu definirati tzv. skoro dopustive i glavne skoro
dopustive module te pokazati kako se pomoc¢u njih mogu dobiti parametrizacije najvecih te-
Zina ireducibilnih modula u kategoriji &' za proste verteks algebre L_s 5 (s/(4)) i L (sl(n)), za
n > 3 . Slutimo da bi se takva metoda mogla primijeniti i za dobiti klasifikaciju ireducibilnih

modula u kategoriji ¢ i za druge verteks algebre na nivoima bliskim dopustivima. Nadalje,
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vidjet ¢emo da za skoro dopustive i glavne skoro dopustive module vrijedi Kac-Wakimotova

formula karaktera kao u slu¢aju dopustivih modula [47], [48].
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na
nivoima bliskim dopustivima

4.1. SKORO DOPUSTIVI I GLAVNI SKORO

DOPUSTIVI MODULI

Oznadimo s g prostu Liejevu algebru s/(n) i neka je h Cartanova podalgebra od g. Neka
je § (nezakrenuta) afinizacija od g i neka je h Cartanova podalgebra od §. Neka je R (od-
nosno Ry)C b skup svih realnih (pozitivnih realnih) kokorijena od §. Neka je K = {A €
b* | (A,a) > 0 za sve osim konaéno mnogo o € R, i (A, ) # 0 za izotropan o }. Fiksirajmo
A €h*. Nekaje R* ={a € R|(A,&) €Z},R* =R*NR; ilT* = {@ € R* | o nije suma nekih

kokorijena iz Ri} Kardinalni broj od IT* zovemo rang od Rﬁ_ 1 piSemo r(Rle).
Definicija 4.1.1. Za teZinu A € h* kazemo da je skoro dopustiva ako vrijede sljedeéi uvjeti:

I.A€e—p+Ki{A+p,00) >0zasve @ € Ri (odnosno A zadovoljava uvjete Teorema 1
iz [47]),

2. r(R*)=n—1.

Definicija 4.1.2. Za tezinu A € h* kazemo da je glavna skoro dopustiva ako je A skoro do-

pustiva teZzina i1 skup G je tipa A,gl_)z.

Definicija 4.1.3. Neka je A € h*. Za ireducibilni §-modul L(A) najveée teZine A kaZemo da

je (glavni) skoro dopustivi modul ako je A (glavna) skoro dopustiva teZina.
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Slucaj g =sl(4), k=—5/2

4.2. SLUCAI g=sl(4), k= -5/2

4.2.1. Karakterizacija najvecih teZina L_s (sl(4))—-modula u kategoriji &

Oznadimo s g prostu Liejevu algebru si(4). U Teoremu 3.4.4 klasificirani su ireducibilni
L_4 /z(g)—moduli koji su u kategoriji &' kao moduli za afinu Liejevu algebru §. Uz oznake
kao u Propoziciji 3.4.2, dokazat ¢emo da je skup ireducibilnih skoro dopustivih g—modula ni-

voak=—5/2dans

{L_sp(p(t)) i=1,...,16,t ¢ %Z}
Odavde ¢e slijediti da se najvece teZine ireducibilnih L;(g)-modula u kategoriji & podudaraju
sa skoro dopustivim teZinama nivoa —5/2 do na prebrojivo mnogo ¢ € C.

Uvedimo oznake

1
S;=T14" zaiec{1,...,16}, 1 ¢ o

Propozicija 4.2.1. Sve teZine i1 € h* oblika it = —3 Ao+ wi(t), gdjejei € {1,...,16} it ¢ 1Z,

su skoro dopustive teZine.

Dokaz. Lako se vidi da za sve takve teZine vrijedi 4 € —p + K. Pokazimo da za teZinu U =

—%Ao+,LL1 (t)= —%AO—I—twl, gdjejer ¢ %Z, vrijedi (U +p,a) >0 za sve & € RY.. Tzratunamo

3 3
(U+p,nd+ (e —&)) = Eni(ﬂrl), (U+p,nd+ (e —&)) = Enil’

3 3
(U+p,nd+(e5—¢&4)) = Enil, (U+p,nd+ (g —&)) = 5ni(t+2),

3 3
(U+p,ndt(er—g4)) = Enj:Z, (W+p,nd+ (e —&)) = 5n:|:(t+3),

odakle slijedi

Ho_
R, ={&y—&,6 —&,63 —&}U

U{2n5:|: (82—83), 2n5:l:(€2—£4), 2n5:|:(83 —84) ‘ ne Z>()},

Iz gornjeg racuna je jasno da je (U + p,a) > 0 za svaki @ € R’fr. Nadalje, lako se vidi da je
" = {e, — &3, &3 — &4, 20 — (€2 — &) }. Dakle, u je skoro dopustiva teZina.

PokaZzimo to i za tezinu y = —%Ao+u16(t) = —%A0+ (—t— %) w1+t — S, gdiejet & 3 7.
IzraCunamo

3 1 3
(U+p,né+ (e —&)) = Enj—L(tJri), (W+p,ndt(eg—83)) = 5nj:(t+1),
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na
nivoima bliskim dopustivima

3 1 3 1
(U+p,né+(e3—¢4)) = Enii’ (U+p,né+t(e—8&)) = inii’

3 3 3
<,u—|—p,n5:l:(82—84)> = 5ni(t+§)’ <,U+p,n3:|:(81 —84)> = Enil’

odakle slijedi
le_ = {S] —84}U{2n5j: (S] —84), (2n—|— 1)5:t(£3 —84), (Zn—l— 1)5:|: (81 —83) | ne Z>0}.

Iz prethodnog racuna vidi se da vrijedi (4 + p, o) > 0 za svaki @ € R’fr. Lagano se vidi da je
" ={&] —€4,0 — (&3 —¢€4),0 — (€1 — &3) }, pa je u skoro dopustiva teZina. Analogno se pokaze

i za sve ostale teZine —%AO +u(t),i=2,...,15,t ¢ 7. Posebno, pokaZe se da vrijedi
Si={e—¢&,63—€4,20 — (&2 — &)}, So={e,—&,0—(e1—¢&3),0+ (g1 — &)},
Sy={e—&,6—€,20— (1 — &)}, Sio={e—¢&,0—(&2—€4),0+ (&3 — &)},
S3={es—€&,6—(e1—¢&),0+(e1—&)}, Snu={&2—€,0—(e1—&),0+(e1—&)},
Se={e1—,0—(e1—¢€),0+(e2—€1)}, Snp={e1—&,0—(e1—&),0+(e3—¢&)},
Ss={e3—&,0—(ea—¢€1),0+(&2—€&)}, Spz={e1—&,0—(e1—&),0 —(e2—&)},
Se={e1—&,0—(e1—&),0+(&2—¢&3)}, Su={e—€,0—(e1—&),0 —(e2—¢&)},
S7={€ —&,& —&,206 — (&1 — &)}, Sis={&2—&,6 —(&3—&),6 — (&2— &)},

Sg = {€1 —&,8 —£€4,20 — (&1 — &)}, Sie=1{€1—€,0 — (&3 —€4),0 — (&1 — &) }.
[ |

Dakle, svi §—moduli najvece tezine U = —%AO +ui(t), gdjejeie {1,...,16} it ¢ %Z, su
skoro dopustivi moduli. Da bismo dokazali obrat, potrebna nam je sljede¢a lema. Uvedimo

oznaku . = {S1,...,S16}-
Lema 4.2.2. Ako je u tezina od § nivoa —5/2 takva da je card(IT*) = 3, onda je [T* € ..

Dokaz. Neka je u = —%Ao +x10) + x20 + x303 teZina od § takva da je card(IT*) = 3. Izra-

¢unamo

3
(W+pnd+(e—€i1)) = nEt(xit+1), i=123,
3
(W+p,nd+(g—¢€42)) = 5n:|:(x,~+x,-+1 +2), i=1,2,
3
(W+p,nd+(e—&)) = En:l:(xl +x2+x3+3).

Promotrit ¢emo kako izgledaju skupovi IT* ovisno o koeficijentima x1,x; i x3.

1. slucaj: Pretpostavimo x| € Z. Tada je €] — &, 26 £ (& — &) € Rﬁ. Kako je card(IT*) = 3,
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Slucaj g =sl(4), k=—5/2

neki od brojeva x; i x; +x3 mora biti cijeli ili polucijeli. Primijetimo x3 ¢ %Z jer bi u suprotnom

bilo card(TT*) > 3.

e Ako je xp € Z, onda je i x; +x, € Z, pa je {81 —&,20 (81 —82),81 —&3,20 & (81 —
&),6—€3,28 £ (e2— &)} CRY. Slijedi TT* = {&] — &5,6, — 3,28 — (61 — &)} =SH € 7.

e Ako je xp € %—kZ, onda jeix; +xp € %+Z, paje {e1—&, 20+ (e — &), 6§ (& —
&), 0t (e—¢&3)} CRi. Slijedi [T* = {¢g) —&,0+ (&2 —€3),20 — (2 —&4)} =S¢ € .7

e Akojexy+x3€Z,ondajeix;+x2+x3€Z,paje{e—&,20+(e—&), € —&, 28+
(81 —84), & — &y, 26:|:(82—84)}. Slijedi " = {81 —&,6 — 84,26 — (81 — 84)} =Sg€.7.

e Akojexp;+x3 € %+Z, ondajeix;+x+x3€ %—I—Z, paje{e1—&,20+ (g1 —&), 6+
(81 —84), 5i(82—84)} CR‘fr. Slijedi I+ = {81 —82,5+(82 —84),5— (81 —84)} =S;e.7.

2. slucaj: Pretpostavimo x| € %—l—Z. Tada je § & (& — &) € RY.. Kako je card(IT*) = 3, neki
od brojeva x; i x 4 x3 mora biti cijeli ili polucijeli. Primijetimo x3 ¢ %Z jer bi u suprotnom bilo

card(IT*) > 3. Analogno prethodnom slucaju zakljucujemo:
e Ako je xp € Z, dobivamo IT* = {&;, — 3,0 — (€1 — €4),0 + (&2 — &)} = So € ..
e Akojex; € 1 +7Z, dobivamo IT* = {&] —&3,8 — (&1 — &),8 — (&2 — &)} = Si3 € 7.
e Ako je xp +x3 € Z, dobivamo IT* = {&;, — €4,0 + (€1 — &),0 — (61 — &)} = S11 € 7.
e Akojexp+x3 € %—I—Z, dobivamo ITH = {&; —&4,0 — (&2 —¢&4),6 — (61— &)} =Sy € 7.

3. slucaj: Pretpostavimo x| ¢ %Z. Provodimo razmatranje obzirom na x;. Ako je x; € %Z,
bududi da je card(IT*) = 3, vrijedi da x3 mora biti cijeli ili polucijeli.

3.a) Neka je x, € Z. Tada je & — €3,20 + (&, — &3) € Ri.

e Ako je x3 € Z, dobivamo IT* = {&, — 3,63 — €4,20 — (&2 — &)} =S1 € <.

e Akojexz € %+Z, dobivamo IM* = {&; — &3, — (e —&41),0 + (&3 —&4)} = S10 € .77
3.b) Neka je x; € 5 +Z. Tada je 5 + (&, — &3) € RY,.

e Ako je x3 € Z, dobivamo IT* = {&3 —&4,0 — (6 — €4),0 + (e — &)} = S5 € .7

o Akojexs € 1 +Z, T ={&,— 1,8 — (82— €3),6 — (65— &)} =S)5 € 7.
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na
nivoima bliskim dopustivima

3.c) Neka je x; ¢ %Z. Provodimo razmatranje obzirom na x3. Ako je x3 € %Z, bududi da je
card(IT*) = 3, vrijedi da x| 4+ x, mora biti cijeli ili polucijeli.

3.c-1) Pretpostavimo x3 € Z. Tada je €3 — 4,20 + (&3 — &4) € Ri.

e Ako je x| +x; € Z, dobivamo I+ = {81 —€3,63— 64,26 — (81 —84)} E YRS

e Akojex;+x; € %+Z, dobivamo ITH = {&3 —€4,0 — (€1 — €4),0 + (61 — &)} =S3 € .7
3.c-2) Pretpostavimo x3 € % +7.Tadaje § £ (&3 — &) € Ri.

e Ako je x; +x; € Z, dobivamo IT* = {€] — &3,0 — (€] — &),0 + (&3 — &)} =Sp € 7.

e Akojex;+x; € %—I—Z, dobivamo ITH = {€] —€4,0 — (61 — &3),0 — (&3 —€&1)} = Si16 € 7.
3.c-3) Pretpostavimo x3 ¢ %Z. Ako je x1 +x2,x2 +x3 € %Z, onda je card(IT*) > 3. Ako je
X1 +x2,x1 +x2+x3 € %Z, onda je x3 € %Z, Sto je kontradikcija. Analogno se dobije ako je
Xy +x3,X1+x2+x3 € %Z.

Dakle, u svim slu¢ajevima dobivamo IT* € ., §to je i trebalo dokazati. |
Propozicija 4.2.3. Ako je teZina u € h* nivoa —5 /2 skoro dopustiva, onda je u = —%Ao +
1i(t) zanekii€ {1,...,16} it ¢ 1Z.
Dokaz. Ako je tezina u € h* skoro dopustiva, onda je card(IT#) = 3, pa iz Leme 4.2.2 slijedi
" € .. Neka je u = —%Ao + X101 +x20 + x303, x; € C. Pretpostavimo da je [T" = §; =
{&) —&3,65 — €1,28 — (&2 — &) }. Buduéi da je (L +p,a) > 0 zasve a € RY, slijedi
(U+p,&a—&)>1 = x3+1>1,
(W+p,&3—&)>1 = x3+12>1,
(U+p,20—(e5—8&4)) >1 = 3—(xa+x3+2) > 1.
Dobivamo x, = x3 = 0. Iz dokaza Leme 4.2.2, vidi se x| ¢ %Z, paje u = —%Ao +tw =
—3Ao+ (1), t ¢ AZ.
Pretpostavimo sada da je IT" = Sj¢ = {€] — &1,0 — (€3 — &),0 — (&1 — &) }. Kao u prethod-
nom slucaju dobivamo sustav nejednakosti:
(U+p, &1 —&)>1 = x1+x3+x3+3>1,
(L+p,6—(&3—8&))>1 = %-(x3+1) > 1,
(4p,5—(e1—e)) > 1 —> %—(x1+x2+2) > 1,
RjeSavanjem tog sustava dobivamo x3 = —% i x; +xp = —%, paje U = —%Ao +(—1— %)(01 +

tw — %0)3, t¢ %Z. Analogno se dokaZe za slucajeve [T = S;, zai =2,...,15. [ |
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Slucaj g =sl(4), k=—5/2

4.2.2. Opis nekih ireducibilnih L_s ,(s/(4))-modula

—

Neka je A glavna skoro dopustiva s/(4)—teZina nivoa —5/2. Buduéi da A zadovoljava uvjete
Teorema 1 iz [47], za ireducibilni modul L(A) vrijedi Kac-Wakimotova formula karaktera i
stoga je maksimalni podmodul u Vermaovom modulu M(A) generiran s tri singularna vektora.

Direktnim ra¢unom mogu se odrediti njihove eksplicitne formule.

Primjer 4.2.4. Neka je A = —%Ao +to,t ¢ %Z. Neka je v, vektor najvece tezine A u Ver-

maovom modulu M(A). Tada je
)=
Yj—123% (s1(4))v;

gdje je
V1= f82—83 (O)Vl,

V2 = f£3_£4 (O)V/l:

3 19 3
V3= 3t(§ F1)ee,—ey(—1)egs—e, (—1)va —1(— + St)ee,—e,(—2)vz

42
+t(% +1)hey ey (—1)eg, e, (—1)vy — t(% F1)he; e, (—1)eg,—e,(—1)va

FE 2000 (2 e 00— ke e(~Dee, e(~)fer e, (O

_ (g F1)hey ey (—1)eg,—e,(—1) fe, e, (0)vz + (% +1)hey—e,(—1)eg,—e,(—1) fe,—&,(0)vy,
_ (g F1)ee ey (—1)ee,—e, (—1) fe, e, (0)v; — 3(% +1)ee gy (—1)ees—e,(—1) fe, -6, (0)v2
F25 +r)ee e (—1)ees (1) fere(Oa — (24 3)ee, ei(~Dees e(~1)fer - (O

+ (1 - t)e81 —84(_1)682—84<_1)f81—€4 (O)VPL +e81 —82(_1)681—84<_1)f81—€2 (O)ZVQL
+eej—es(—1)eg —g,(—1) fe,—£,(0) fe,—5(0)vy + 681—84(_1)2f£1—£2 (O)f£1_£4 (0)vy

5
+ Etfslfgz(_l)egl*84(_1)‘)),'

Primjer 4.2.5. Neka je A = —%AO — %wl — %wz +tws, t ¢ %Z. Neka je v, vektor najvece
tezine A u Vermaovom modulu M(A). Tada je

L(A) = M(A)/\

Yo% (sI(d));

gdje je
V] = f81 —& (O)Vl + 2f81 —& (0)f82—83 (O)VA )
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na
nivoima bliskim dopustivima

V2= (1 3)ee e (~ i+ + ey (—1)fer e (Ovat

+ 681 *84(_1)](82*84 (O)V/'L + 2681784(_1)]“82*83 (0)f83784 (0>v7u
V3 = leez—s3(—1)",l + 682—84(_1)f83—e4 <0>V)L+
+ 2f381—£3(_1)f£1—£2 (O)V/I + 2381—84(_1)f81—82 (O)fs3_s4 (O)WL-
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Slucaj g=sl(n),n >3, k=—1

4.3. SLuCAI g=sl(n),n>3,k=—1

4.3.1. Karakterizacija najvecih tezina L_(s/(n))-modula u kategoriji &

Oznadimo s g prostu Liejevu algebru s/(n), za n > 3. D. Adamovi¢ i O. PerSe u ¢lanku [12] su
klasificirali ireducibilne L_(g)-module u kategoriji &'. Najvece teZine tih modula parametri-
zirane su kao unija n pravaca u C"~!. U ovom éemo dijelu dokazati da se te teZine podudaraju
s glavnim skoro dopustivim teZinama za § nivoa —1 do na prebrojivo mnogo ¢t € C.

Navodimo klasifikaciju ireducibilnih L_ | (g)-modula u kategoriji & iz [12]:

Propozicija 4.3.1. [12] Svi ireducibilni L_ (g)-moduli u kategoriji & dani su s

n—2
{L_1(ten) |t € CYU{L_(t®w,—1) |t € C}U U{L_l(tme(—l —t)wiy) |t € C}.
i=1

Teorem 4.3.2. Sve glavne skoro dopustive tezine A za § nivoa —1 dane sus A = —Ag+ A (1),
gdje je
n—2

Alt) €ftoy |t e C\Z}U{tw,— |t € C\Z}U U{tw,-+(—1—t)w,-+1 |t € C\Z}.
i=1

Dokaz. Nekaje m € Z. Stavimo A = —Ay +Z?;11 x;w;, x; € C. RaCunamo
(A+p,mét(g—¢€yq1))=n—1)mEt(x;+1), i=1,2,....n—1
(A+p,mét(g—¢€2))=m—)mE(xi+x11+2), i=1,2,....n—2

(A+p,mét(g—¢43))=m—1)m=x(xi+xi1+x2+3), i=12,....n-3

(A+p,md+ (& —€n2))=n—)mE(xi+xip1 4+ +Xipp3+n-2), i=1.2
A+p,mét(er—¢g))=n—1)mE(x;+x2++x,1+n—1).

Odatle slijedi da se skupovi I1* takvi da je r(Ri) =n—1iII* tipa A(])2 dobivaju se u sljede¢im

n—

slucajevima:
o Zaxy,...,xp—0 € Z, xp_1 ¢ Z, imamo
m = {e1—e,0—€3,...,6-2—€-1,0 — (€1 —&,-1) }
Iz pretpostavke da A zadovoljava uvjete Teorema 1 iz [47], dobivamo sustav nejednakosti
x120, x>0, ..., %, 220, x4+ +x,2 <0,
odakle slijedi A = —Ag+t@,_1,t ¢ Z.
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na
nivoima bliskim dopustivima

o Zaxy,...,xp—1 € Z,x1 ¢ Z, imamo
m = {er—€3,63—€4,...,61-1—€,0 — (2 —€,-2)}.
Dobivamo sustav nejednakosti
x2>20,x32>0, ... ,0,-12>20, 02+ +x,-1 <0,

odakle slijedi A = —Ag+twy, t ¢ Z.

e Nekajei€ {1,2,...,n—2}. Zaxy,...,Xi—1,X +Xit1,Xi42, - Xn—1 € Z, x; & 7Z, imamo
nt = {e1—&,... &6 1 —&,&6—&42,642— €43, &1 1 — €1,0 — (€1 — &)}
Dobivamo sustav nejednakosti

x120,...,x-120, xi+xi41 > -1, 542 2>0, ... ,x,-1 >0,

xpt X < -1,

odakle slijedi A = —Ag+tw;+ (=1 —t) w11, t ¢ Z.

Time je tvrdnja teorema dokazana.
|

Napomena 4.3.3. Lagano se moZe vidjeti da je u slu¢ajevima g = s/(3) i g = sl(4) svaka
skoro dopustiva tezina nivoa —1 ujedno i glavna skoro dopustiva teZina. Dakle, parametriza-
cije najvedih tezina ireducibilnih L_;(sl(n))-modula za n = 3,4 u kategoriji & mogu se dobiti
promatranjem skoro dopustivih tezina. Za vece rangove ta tvrdnja nije istinita, Sto pokazuje

sljedeéi primjer.

Primjer 4.3.4. Neka je g = s/(5). Promotrimo §—teZinu g = —Ag + %602 + %(04. Lako se vidi
dajelT"={g—&,0—(e1—&),e3—€4,0 —(e3—¢&4) } tedavrijedip € —p+Ki{u+p,a) >
0 za sve a € RY, pa je u skoro dopustiva tezina. No, buduéi da IT* nije tipa Agl), U nije
glavna skoro dopustiva teZina. Iz Propozicije 4.3.1 vidimo da L_ (%a)z + %(04) nije modul
za L_1(g). Dakle, za dobiti parametrizacije najvecih tezina ireducibilnih L_(s/(n))-modula,

n > 5 u kategoriji &', ne moZemo promatrati skoro dopustive tezine, ve¢ se trebamo ograniciti

na glavne skoro dopustive teZine.
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Slucaj g=sl(n),n >3, k=—1

4.3.2. Opis nekih ireducibilnih L_ (s/(n))-modula

Neka je g = sl(n), za n > 3. Neka je A glavna skoro dopustiva §—teZina nivoa —1. Bududéi da
A zadovoljava uvjete Teorema 1 iz [47], za ireducibilni modul L(A) vrijedi Kac-Wakimotova
formula karaktera te posljedi¢no dobivamo da je maksimalni podmodul u Vermaovom modulu
M(A) generiran s n — 1 singularnih vektora. Direktnim racunom mogu se odrediti njihove

eksplicitne formule. Vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 4.3.5. Neka je A glavna skoro dopustiva teZina nivoa —1. Neka je v, vektor najveée

tezine A u Vermaovom modulu M(A). Tada je

M(A)

) L
@) YU (B)v;

gdje je:
e ZaA=—Ag+tw je

Vj :fg_j+1*£j+2(0)vl, Zaj: 1,...,1’1—2,

Vp—1 = (881—8,1(_1)f81—82(0) _tet?z—sn(_l))vl-
e ZaA=—-Ag+tw, | je

Vj :fej—ej+1(0)"/l» Zaj: 1,...,11—2,

Vn—1= egl_gn(_l)fgnfl_gn (O)Vl +t€€1_gn71 (_l)vﬂ,
e Zald = —A()—l—l‘(i),'—i—(—l —l‘)(x),'_H, i=1,...,n—=2]je

v]:fgj—g‘ki,](o)vky Za‘jzl,...,i_l,
Vi = fe—e (O)f€i+1*8i+2 (0)vy +(t+ 1>fe,»—e,-+2 (0)vy,
vj:f8j+1—8j+2(0)vl7 Zaj:i+1,...,n—2,

anl — egl _gn(_l)VA.
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na
nivoima bliskim dopustivima

4.4. KONFORMNO ULAGANJE gl(n) < sl(n+1) NA

NIVOU k= —(n+ 1)/2

U ovom dijelu navodimo rezultate o konformnom ulaganju gl(n) < sl(n+ 1) nanivouk = —(n+
1)/2iz[6] i odredujemo eksplicitne formule za (g;(;)—singularne vektore u ireducibilnim L _ nst (sl(n+
1))-modulima u kategoriji &. Neka je n paran, n > 4.
Neka je V = L_wp (sl(n+1)). Uzmimo c iz Cartanove podalgebre od g = sl(n+ 1) takav
daje
g=0-1980Da1,
go = gl(n) = sl(n) +Cc,
01 =V (01), -1 =V (@-1)
c=jid nagj, je{-1,0,1}.

Neka je M, (1) Heisenbergova podalgebra od V generirana s c. Ozna¢imo s M, (1, s) ireducibilni

M,(1)-modul na kojem ¢(0) djeluje kao s id.
Propozicija 4.4.1. [6] Postoji konformno ulaganje Lf% (si(n)) @ M.(1) uV takvo da je
V=PV c0)=sidnav®,
SEL

i svaki V) je ireducibilni L | (si(n)) ® M.(1)-modul.
Analogno Propoziciji 3.7.2 dobivamo:

Propozicija 4.4.2. Pretpostavimo da je .# ireducibilni V-modul takav da ¢(0) djeluje polu-

prosto na ./ :
M= P 4 c(0)=sidna.sV.

SEA+Z
Tada vrijedi:

(1) Svaki.#) je ireducibilni L_up1 (s1(n)) ® Mc(1)-modul.
(2) Ako postoji vektor v € .#Z koji je vektor najvece teZine za ST(\n) teZine A takav da je

—

¢(0)v = sv za neki s, onda je % (sl(n)).v ireducibilni L_ w1 (sl(n))-modul takav da
M) = L_ap () @Mc(1,5).
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Konformno ulaganje gl(n) < sl(n+1) na nivouk = —(n+ 1)/2

Imamo sljedecu dekompoziciju L_% (sl(n+1)) kao L_% (gl(n)) = L_% (sl(n))@M.(1)-
modula (cf. [6]):

L_wp(sl(n+1)) = @L_%(na)l) @M, (1,n) @ @L_%l(nw,,_l) QM,(1,—n).

4.4.1. Formule za pripadne singularne vektore

Navedimo klasifikaciju ireducibilnih Lf% (sl(n+ 1))-modula u kategoriji & iz [58]:
Propozicija 4.4.3. [18,58] Svi ireducibilni Lf% (sl(n+1))-moduli u kategoriji ¢ dani su s
{Lf%(lS) | SC {172, cee ,I’L}},

pri ¢emu je za S = {iy,..., i} €{1,2,...,n}, i) <--- < iy, teZina Ag definirana s

k k . j—1 . v n+1
=Y | X DTk BEDT i G e,

j=1 \s=j+1

Oznacimo s v, vektor najvece teZine u L g (sl(n+1))-modulu L g (As),zaSC{1,2,...,n}.

Analogno Propozicijama 3.8.2 i 3.8.3 odredit ¢emo eksplicitne formule za g/(n)-singularne

vektore u tim modulima.

Propozicija 4.4.4. Zasvaki S C {1,2,...,n} nekaje Ag =Y} | asx®. Akoas ;#0iasy =0
zak> j,ondaje f¢;—¢,,,(0)"v), zasvakim € Z> (netrivijalni) singularni vektor za L _ | (gl(n)) =

Lf%(sl(n)) QRM.(1).

Dokaz. Direktnim ra¢unom. |
U sljedecoj propoziciji dani su preostali singularni vektori:

Propozicija 4.4.5. Nekaje S = {i,...,ix} C{1,2,...,n}.

(1) Za k paran i za svaki m € Z>q, eg,—¢,,,(—1)"vy, je (netrivijalni) singularni vektor za

L_uga (81(m)) = L_ugy (s1() @ M (1)

(2) Za k neparan, neka je Ag = Y | as,;@; i neka je ag j takav daje ag; =0zai<j. U
sljedecoj tablici dane su formule (netrivijalnih) singularnih vektora za Lf% (gl(n)) =

L_% (si(n)) @M.(1) u L_%(ls), za k neparan, i za sve m € Z>:
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na

nivoima bliskim dopustivima

Dokaz. Direktnim racunom.

J singularni vektori
1,. ,n—l €8j+l_8n+l(_1)mvls
n 681_8n+1 (_Z)mvls
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Dekomporzicije ireducibilnih modula u kategoriji O za konformno ulaganje gl(6) — si(7) na
nivouk= —17/2

4.5. DEKOMPOZICIJE IREDUCIBILNIH MODULA U
KATEGORIJI & ZA KONFORMNO ULAGANIJE
gl(6) — sl(7) NANIVOU k= —7/2

U ovom dijelu odredit ¢emo dekompozicije ireducibilnih L_7 ;(s/(7))-modula u kategoriji &
kao L_7,(s!(6)) ® Mc(1)-modula. Za teZine —ZAo+ w;(t), i = 1,...,84, koje se javljaju u
dekompozicijama, dokazat ¢emo da su najvece tezine ireducibilnih modula u kategoriji & za
prostu verteks algebru L_7/,(sl(6)) za sve t € C.

Zat € C definirajmo sljedece tezine za s/(6):

wi(t) =to, Hag (1) = 301 — 30 + 1 s,

Ho(t) = tws, Uso(t) = — 301 — 33 +tws,

pa(t) =twy + (=t — ) an, Usi(t) = =30 — 3wy +tws,

Wa(t) = tan+ (—t — ), Usy(t) = — S — F @3+ 1,

us(t) = t@3 + (—1 — §) o, Us3(1) = =30, — 304+ 1@s,

s (1) =ty + (—1 — ) s, Usa(t) = =303+ Sy + 1035,

W (t) =t + (=t — 1) wy, Uss(t) =ty — 3@ + 1as — 3y,
pg(t) = tan + (—1 — 1) w3, Use(t) =t — tan — Loy — s

Uo(t) =tws+ (—t — 1)y, Us7(t) =t — 3an — Yo — Jws,
Hio(t) =ty +(—t —1)ws, Usg(t) =ty %(Ds+é(04—2(05,

i (t) =to; — 3y, Uso(t) = =301 + 50, — 303+t ws,
le(f):fwl—%(%, Mﬁo(l)z—%wl—éwz %(04+lw5,
13 (t) = toy — 3 oy, o1 (t) = =301 — 03 — § 04 +1 s,
Ha(t) =tw) — 3o, (1) = =3+ S 3 — 04 + 105,
His(t) = —3 01 +tws, Ue3(1) =11+ (=3 — 1)y + 303 — 3 s,
“16(t):_%a)2+tw5a IJ64(I):lwl+(—%—f)wz—%w3—%w5,
H17(t) = =503 +tws, H65(f)=t(01+(—%—l‘)(02—%(04—2(05,
pig(t) = —3 04 +10s, Ues (1) = 10y + (=1 — 1)y — 503 — Sy,
tio(t) = =301+t + (—1 — 1) 03, Uo7 (1) =t + (=1 — 1)@, — 303 — 505,
too(t) = =301+t + (=1 — 1)y, Hes(1) =101 + (=1 —1) @ — 04 + 5 @5,
a1 (t) = =30 +tws + (—1 — 1) o, Heo(t) =ty + (=3 — 1) @3+ 304 — 3 s,
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Novi pristup opisu ireducibilnih modula u kategoriji ¢ za afine verteks algebre na

nivoima bliskim dopustivima

U (t) = §01 +tor+ (—3 — 1) w3,

3(t) = =301 +t@3+ (=3 — 1) oy,
Loa(t) = =301 +tws+ (—3 — 1) ws,
lps(t) = =3 + 1wz + (=1 — 1)y,
Lae(t) = =3+t + (—1 — 1) os,
Ho7(t) = —San+1w3+(—3 —1) oy,
/,ng(t):—%ab+tw4+(—%—t)w5,
Ioo(t) = =303+t + (—1 —t) w5,
u30(r) = =33+ 1@y + (—5 — 1) s,
Ws1 (1) = toy + (=1 1)y — 3 s,

() =tan + (—1 —t) w3 — 3o,

us3(1) =t + (=1 —1) oy — 3 s,

U34(1) =ty + (=3 —1) 0y — 305,

Has(1) =tan+ (=3 — 1)@ — 505,

Ls6(t) =tas + (—3 — 1) @4 + 3 s,

uz7(1) =t + (=1 — 1)@, — 3 g,

Hag(t) = tan + (—1—1) @3 — @,

3o (t) = 1@+ (—3 — 1)@ — 3 @,

Hao(t) =tan+ (=3 —1) w3 — S,

a1 (1) =ty + (=1 — 1)@, — 3 w3,

(1) =ty + (=5 —1) 0y — 303,

a3 (t) =ton + tan — 3w,

Haa(t) = t@) — S@n — 3 0,

Has(t) =t — 3@n — 3 05,

Has(t) = toy — Jw3 — Loy,

Har(t) = tor — 33 — 305,

Hag(t) = t@r — 3 04 + 305,

Uro(t) =ty +(—1—1)w3 — 504 + 5 s,
() = -3+ o +103+ (—3 — 1) oy,
Up(t) = — 30 — S +twy + (—3 — 1) ws,
w73 (t :—%w 2603—{—1‘(04—1—(% 1) os,
(—5—1

)
)
)
)
)
) — 3o+t +(—1—1)os,
U76(1) = =5 —5(03 +twy+ (—1—1)ws,
H77(t) = =300 — 03 +tws+ (—1—1) s,
):jwl—%a)z+ta)3+(—l—t)a)4,
L7o(t) =t — an — ra3 — Jou — L s,

)= —1o1— o — fos — s +1ws
Ui (t) =ty + (=1 — 1)@y — 303+ 304 — 505
) =t + (=3 — 1)@ — 303 — 504 — 55,
)= -3 +30— 303 +taog+(—1—1)ws,
)
)=—3m+te3+(—1—1)ws— 05,
) =301 +1a3+ (—1—1) oy — 3 s,
)= =30 103+ (—5 — 1)y — 505,
fsle) = — 3o — Yo 4105+ (1 )
)
)

Ugo (1) = =301 + 13+ (—3 —1) w4 — 3 05,

Hoo(t) = —3oy — San+tws+(—3 — 1)y — S s,
Hoy = — S+t + (—1 —1)w3 — 2w4,
oy = =31 +10+ (—1—1)w3 — 305,

Hos = — 31 +10 + (—3 — 1) @3 — 3 @y,

Los = —3@ +tan+(—1—1)ws (04—é(05,
Hos = —1@i +tan+(—3 —1)w3 — 3 s,
Hog = — 3o+t + (—3 — 1) 3 2w4—1w5.

Teorem 4.5.1. Dekompozicije ireducibilnih L_7 5 (s/(7))-modula u kategoriji &' kao L_7 5 (s(6)) ®

M. (1)-modula dane su s

@L 7/2(1

L_7,5(As)

gdje su S, i, i’ i r dani u sljedecoj tablici:

1 r—n @@L 7/2

M.(1,r+n),
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Dekomporzicije ireducibilnih modula u kategoriji O za konformno ulaganje gl(6) — si(7) na

{4,6} Hig(n -1 | {2,3,4,5} | up(n—

~—
5
O

nivouk= —17/2

S U w r S U W r
0 Ha(n) i (n) 0 {2,3,4} tos(n+3) | mag(—n—3) | —3
{1} Jw(=n=3) | m(-n=3) | -5 | {2,3,5} ta(n) | pxn(—n—3) | =2
2 | w1 236 | wem) | w(-a-b) | -3
{3} Ha(n) ps(-n=3) | =3 | {245} tos(n+3) | Meo(—n—3) | —3
{4} us(n) | pe(—n—73) | 2| {2,4,6} uss(n) | pao(—n—3) | =2
{5} He(n) pa(—n—13) | =3 {2,5,6} te(n—3) | was(—n—3) | —3
{6} Ha(n) wn) | 3| 3,450 | wn+3) | ma(-n—3) | -2
{12} | w(t3) | puts) | =5 | (346} | psa(n) | po(-n—3) | -3
{1,3} un(n) | wpe+d) | 1] 3,56} | wr(n—1) | me(—n—3) | —2
{1,4} Ha3(n) wsin—3) | -3 | {4.5.6} tms(n+3) | po(-n—3) | -3
{1,5} oa(n) | pia(n—=3) | =2 | {1,2,3,4} | u(n+3)| pss(n+y) | —1
{16} | ust) | m(—3) | 3| {1,235} | ms(n) | pssln—3) | =3
{2,3} | wps(n+3) a3 (n) -5 | {1,2,3,6} Uso(n) uz(n—3) | =2
{24} | par(n) wa(n) | =1 | {1,245} | wstn—1) | ps(n+d) | -1
{2,5} Hag(n) ws(n) | =3 | {1,2,4,6} ueo(n) | pas(n—1%y | -3
{2,6} ti6(n) i1 (n) 2| {1,2,56} | pao(n—3)| ms(n+d) | -1
(3,4} | wo(n—3) was(n) | =3 | {1,345} | ps(n+3) | pss(n—3) | —3
{3.5} 3o(n) a7 (n) —1 | {1,3,4,6} L1 (n) tae(n—3) | -2
{3,6} ta7(n) upm) | =3 {1,3,5,6} |wso(n—1)| par(n—1) | -3
{4,5} | po(n—3) Hag (1) -5 | {1456} |usi(nts)| pas(n—3) | -2

(n) 3
(n)

)
{56} | ma(n—3) a(n -3 | 23,46} He2 (1) Lss(n

{1,2,3} | mo(n+3) | ma(—n—3) | =1 | {2,3,56} |us(n—3)

{1,2,4} | un(n) | psr(—n—3) | =3 | {2456} |ps3s(n—3)| wsi(n -3
{1,2,5} | wn) | wi(-n—=3)| =2 | {3,456} |usa(n—3)| uss(n ~1
{1,2,6} | pao(n) | wr(=n+3) | =3 | {1,2,3,4,5} | pss(n+3) | wsi(-n—3) | -3
{1,3,4} | pao(n+3) | pes(—n—3) | =1 | {1,2,3,4,6} | wgo(n) | pes(—n—3) | =2
{1,3,5} | wi(n) | pea(—n—3) | =3 | {1,2,3,5,6} | pso(n—3) | uer(—n—3) | —3
{1,3,6} | wso(n) | par(—n—3) | =2 | {1,2,4,5,6} | peo(n+3) | Hes(—n—3) | =2
{1,4,5} | ioi(n—13) | pes(—n—3) | =1 | {1,3,4,5,6} | e1(n—3) | us2(—n—3) | —3
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{1,4.6} | wsi(n) | pso(—n—3) | =3 | {23,456} | pea(n+3) | pro(-—n—3) | -2
{1,5,6} | wis(n—3) | paa(—n—3) | =1 [{1,2,3,4,5,6} | pso(n—73) | wro(n—3%) | =3
Dokaz. Slijedi direktno iz Propozicija 4.4.2,4.4.414.4.5 zan = 6. ]

Teorem 4.5.2. Svi moduli iz skupa

{L—7/2(I"'i(t)> | i=1,...,84, 1 € (C}
su ireducibilni moduli u kategoriji & za prostu verteks algebru L_7 /5 (s/(6)).

Dokaz. 1z Teorema 4.5.1 slijedi da su L_7>(p;(t)) moduli za L_75(sl(6)) zasvei=1,...,84
i beskonacno mnogo ¢ € C. Poopéenjem Korolara 3.2.4, (vidi i [18]) dobivamo da se najveée
tezine ireducibilnih L_7 (s/(6))-modula u kategoriji &' podudaraju s nultockama nekog skupa
polinoma u .#(h). Bududi da je prsten polinoma u kona¢no mnogo varijabli Noetherin, traZene
najvece tezine su nultocke kona¢nog skupa polinoma. Ozna¢imo ga s {f},...,f,}. Dakle,

trebamo dokazati da je
fi(ui(2)) =0,
zasve j€{l,...,n},i€{l1,...,84} it € C. Fiksirajmo i, j. Bududi da je u;(z) polinom prvog

stupnja u varijabli 7, dobivamo da je

gij(t) = fi(i(t))

polinom u varijabli z. Budu¢i da su L_7/,(p;(t)) moduli za L_7,(s(6)) za beskonatno mnogo
t, dobivamo da je g; j(t) = 0 za beskonacno mnogo ¢. Zato g; ;(t) mora biti nulpolinom, pa je

fj(ui(t)) =0 zasvet € C. Time je tvrdnja teorema dokazana. [ |
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4.6. GLAVNE SKORO DOPUSTIVE TEZINE ZA sl(6)

NIVOA k= —7/2

Oznacimo g = s/(6). U ovom dijelu odredit ¢emo sve glavne skoro dopustive teZine za § nivoa

~7/2.

Teorem 4.6.1. Uz oznake iz tocke 4.5, skup svih glavnih skoro dopustivih teZina za § nivoa

—7/2 danje s

7 1
{—EAO‘H%‘(I) li=1,...,96, I¢EZ}. 4.1
Dokaz. Oznac¢imo
7 5
u= —EA()-F ina)i, x; € C.

i=1
Skupovi IT* takvi da je r(R}) =5 i IT* tipa AS) dobivaju se ako i samo ako za koeficijente

X1,...,Xx5 vrijedi neki od sljede¢ih uvjeta:
) x1,...,x4 € 3Z, x5 ¢ 3Z,
2) x3,...,X5 € %Z, X ¢ %Z,
3) zaie{l,..., 4} je X1, .., Xi—1,Xi +Xit1,Xi42 ..., X4 € %Z, Xi ¢ %Z.

Promotrimo sljedece slucajeve obuhvacene prethodnim uvjetima:
1. slucaj: Pretpostavimo x;,x;,x3 € Z. Tada je €] — &,& — €3,63 — €4,20 — (€1 — &) € R‘fr.

Mora vrijediti xs ¢ 3Z, inate r(RY) > 5.

e Akojexs € Z,ondajeix3+xq,xp+x3+X4,X1 +X2+X3+x4 €Z, paje {84 — &s, 26 — (84 —
€5),63 — €5,20 — (€3 — €5),& — €5,20 — (ep — €&5),€1 — €5,20 — (g1 — &)} C Ri. Slijedi
IM* = {e) —&,6 — &3,63 — &4,64 — €5,20 — (€] — &) }. RjeSavanjem sustava nejednadZbi

kao za g = s/(4), dobivamo u = r@s = U (t).

e Ako je x4 € %—i—Z, onda je i x3 +x4,x2 +x3 +X4,X] + X2 + X3+ x4 € %—i—Z, paje {6 £
(84 — 85),5:|: (83 —85),6:|: (82 —85),5 + (81 — 85)} C R‘_,L_. Slijedi I = {81 —&,6 —

€3,63— €1,8 + (€4 —&5),8 — (&1 — &) }. Dobivamo pt = —3 4 +tws = Wis(t).

o Akojexs+xs5 € Z,ondajeixsz—+xs+xs,x3+x3+x4+X5,X1 +X2+X3+X4+X5 € Z, paje

{83 —86,25— (83 —86>,82—86,28— (82—86),81 —86,25— (81 —86),84—86,26— (84—
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86)} C RQL_. Slijedi I = {81 — &, — 3,83 — €4,E4 — 86,25 — (81 — 86)}. Dobivamo

U=tog+(—1—1)ws = Uip(t).

e Akoje xs+xs € %—FZ, onda je i x3 + x4 +xs5,X3 + X3+ x4+ X5,X] + X3+ X3+ x4+ X5 €
S+7Z, paje {8+ (e3— &), 0% (62— ¢),8 £ (€1 — &), 0 = (€4 — &)} C RY.. Slijedi
IH = {&)—&,6 —€,6—&1,8 + (€4 — &), 8 — (&1 — &) }. Dobivamo p =ty + (—4 —

1)@s = pe(t).
2. slucaj: Pretpostavimo xy,x; € Z, x3 € %-I-Z. Dobivamo:
o " ={e/—&,6r—&3,84—&,5+ (63— €41),8 — (&1 — &)}, L = — 33 +1w5 = y7(t),

o MM ={e)—&,6—€3,63— 5,8 — (€1 —€),8 — (&2 — &)}, L = —303+ S04 + 105 =

Us4(t),

o "= {e—e,60— 63,81 —&,0+(e3—€),8 — (&1 — &)}, p = —J03 +1ou+ (—1—

1)ws = Uoo(t),

o [I"={g—,6—6,65—6;,0 — (€1 —€4),0 — (&2 — &)}, u = —%a}3 -|-t(04+(—%—

1) ws = W30(t).
3. slucaj: Pretpostavimo xy,x3 € Z, x; € %+Z. Dobivamo:
o [I* = {81 —&),63—€4,64—E5,0 + (82—83),5— (81 —85)}, u= —%(02 +tws = ,I.L16(l),

o "= {e—e,63—€4,6,—65,8 — (&1 — &), 6 — (&3 — &)}, U = —300 — 304 +1 05 =

Us3(t),

o MM = {&) —&,65—€4,64— €6, 0+ (62— €3),0 — (€1 — &)}, p = — 3+t + (—1 —

1)0s = Uoe(t),

o [M={g —&,65—€,6—&,0 — (€1 —€4),0 — (63— &)}, U = —%a)z+tw4+(—%—

1)0)5 :[.ng(t).
4. slucaj: Pretpostavimo x»,x3 € Z, x| € %—l—Z. Dobivamo:
o "= {ey—&3,65—€&1,64— 5,5+ (61 —&),8 — (&1 — &)}, L = — 301 +105 = py5(t),

o "= {&,—&5,63—€4,61 — 65,8 — (&1 — &), 0 — (&2 — &)}, U= —301 — S04 +1 05 =

Us1(t),
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o [I"={e—e3,65—€1,84— 6,0+ (61— &),0 — (€1 — &)}, U = —%wl +tog+ (—1—
Hws = (1),
o " ={e,—e3,85—€4,81 — 8,6 — (1 —&4),6 — (82— )}, L = =301 + 14+ (—3 —

1)@s = Lha(?).
5. slucaj: Pretpostavimo x| € Z, x2,x3 € %—FZ. Dobivamo:
o MM ={e—&,6o—€4,64— 65,8 — (€1 — &), — (63— &)}, U = — 5@ — 303 + 105 =

Usa (1),

o M ={g—&,&r—&4,63— 65,0 — (63— €4),8 — (61 — &)}, L= —30 + 303 — 304+
tws = e (1),

o MM = {&)—&,6 —€4,64— €,0 — (€1 — €3),0 — (€3 — &)}, L = — 3 — 03 + 14 +
(=1 —1)s = u77(t),

o MM ={e—&,6p—€4,65—€,0 — (63— €1),8 — (61 — &)}, L = —30r + 303 + 1@y +

(—% —1)@s = p74(t).

6. slucaj: Pretpostavimo x; € Z, x1,x3 € % + Z.. Dobivamo:

o MMM ={e,—&3,64— 65,61 —€4,6 — (61 —&3),6 — (&2 — &)}, U = — 301 — 303 + 105 =
Uso(t),

o M ={gy— 3,61 —&4,63— 65,8 — (82— €4),8 — (€1 — &)}, L= —30] — 303 — 4+
t@s = Ug (1),

o MM = {&y — 3,61 —€4,64— €,0 — (€1 — €3),06 — (2 — &)}, L = — 30 — 303+ 1wy +

(=1 —t)os = uzs(t),
o MM ={e,— 3,61 —€4,65—&,0 — (62— €1),8 — (61 — &)}, L = —30 — 303 +1w4 +
(=3 —1)os = uz(t).
7. slucaj: Pretpostavimo x3 € Z, x1,x; € %—FZ. Dobivamo:
o MM ={& —&3,64 —&5,61 — €2,6 — (€1 — &),8 — (&2 — &)}, 4 = 10 — 30 +105 =
Hao (1),

o " ={e,—&3,81 —&4,83— 5,8 — (82— 84),6 — (81 —&5)}, L= —301 — 300 — 304 +

tws = Uso(t),
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° Hp‘:{82—83,81—84,84—86,5—(81—83),6—(82—8@},#:%601—%(02—{-2‘(04—}—(—1—
1)ws = Ugs(t),
o [" ={&— 3,6 —€1,63— 6,0 — (&2 —€4),0 — (€1 — &)}, U = —%(ol — %a)z+tw4+
(=3 —1)os = un(t).
8. slucaj: Pretpostavimo xy,x;,x3 € %+Z. Dobivamo:
o I ={&y—€3,64— 5,61 —€4,8 — (€1 —€3),6 — (&2 — &)}, u = —30 + 30, — 303+

tws = Uso(t),

o [IM ={&—&3,61 —€4,63 - &5,0 — (62— €4),0 — (€1 — &)}, U= — 5301 — 3 — ;03 —
%(D4+tw5=l180(’),

o MM ={&y—&3,61 —&4,84— 8,0 — (€1 —€3),6 — (&2 — &)}, L = —5301 + 70 — 703 +
twg+ (=1 —t)ws = pgs(t),

o [T ={&—&3,61 —€1,63—&,0 — (62— €),0 — (61 — &)}, U = —501 — 300 — ;O3 +

roy + (—% —Z‘)(D5 = ,ug4(t).

Pretpostavimo x3,x4 ¢ %Z.

9. slucaj: Pretpostavimo x1,x; € Z, x3 + x4 € Z. Dobivamo:

e ZaxscZjell" = {e —&,& — &,6 — &5,6 — &,20 — (61 — &)}, 4 =tz + (—1—

1)y = po(t),

o Zaxs€ 5+ Zjell" = {e—&,6,—€3,65— 5,6+ (65— £&),8 — (61 — &)}, L =tws +
(—1—1) 04 — 305 = p33(t).

10. slucaj: Pretpostavimo x1,x; € Z, x3+ x4 € % + Z.. Dobivamo:

o " ={g—&,6—€3,65—&,0+(&3—65),0 — (€1 — &)}, U =tm3 + (—% — 1)y =
NS(I)a
o [T ={¢g— 8,6 —&,63—€,0 — (65— &),0 — (61 — &)}, U =tws +(—% — 1)y +
%005 = W3e(2)-
11. slucaj: Pretpostavimo x1,x3 +x4 € Z, x5 € %—l—Z. Dobivamo:
o ["={g —g,63—€5,65—&,0+(&2—€3),0— (€1 — &)}, U = —%0)2 +ran+(—1—
)0y = Us(t),
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o [I"={g —&,6—¢&,63— 6,0 —(&3—&),0 — (1 — &)}, U = —%a)z +tan+(—1—
t)(z)4—%(1)5 :[.Lgs(t>.
12. slucaj: Pretpostavimo xo,x3 +x4 € Z, x| € %—l—Z. Dobivamo:
o ["={g —€3,635—¢5,65— 6,0+ (61— &),0 — (€1 — &)}, 4 = —%0)1 +rw3+(—1—
1)@y = Uno(t),
o " ={e)—e3,65—&5,61 —,6 — (1 —&5),6 — (82— &)}, 4 = =501 +103+ (—1 —
t)(l)4—%(1)5 :[186(1‘).
13. slucaj: Pretpostavimo x| € Z, xp,x3 + x4 € %—FZ. Dobivamo:
o " ={e; —&),6)— 85,85 — 8,6 — (61 —€3),6 — (83— &)}, L = —3 O + 13+ (—3 —
1)@y = Uo7 (t),

o IIM = {e)—&2,6, — €5,65 — €,0 — (€3 &5),8 — (61 — &)}, = —3 @ +1@3+ (=3 —
1)y — 305 = Uy (1)
14. slucaj: Pretpostavimo x3 +x4 € Z, x1,Xx € %—l—Z. Dobivamo:
° Hp‘:{81—83,83—85,85—86,5—(81—82),6—(82—86)},,U:%031—%(02—{-2‘0)3-}-(—1—
1)y = Urg(t),
o [TH = {81 —&3,83—&5,86 —86,5— (82—85),6 — (81 —86)}, H = —%(Dl — %(Dz-l—t(l)g,—F
(—1—1‘)(04—%605:‘[138(2‘).
15. slucaj: Pretpostavimo x» € Z, x1,x3 +x4 € %—l—Z. Dobivamo:
o I"={&,—&3,61 —€5,65—&,5 — (61— €3),6 — (&2— &)}, L = — 30 +t@3 + (—3 —
1)y = Up3(t),
o II" = {g —&5,6,— 3,65 — €,0 — (2 —&5),6 — (&1 — &)}, = —301 +1@3+ (=3 —
1)@y — 305 = igo(t).

16. slucaj: Pretpostavimo xy,xp,x3 +x4 € %—I— Z.. Dobivamo:

o I"={e—&3,6p— 5,65 €,0 — (2 €),8 — (61 — &)}, L = —301 + 30 +tan +

(—% — 1)y = U71(t),

o IT"={& —&5,61 —&3,65—€,0 — (61— &5),8 — (82— &)}, 4 = —301 — S +t@n +

(—% —t)a)4— %(L)5 = ,ug()(l‘).
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Neka je o automorfizam Dynkinovog dijagrama od g reda dva definiran s
o(a)) =05, o() =04, o(3) = 0.

Preostale teZine iz skupa (4.1) dobiju se djelovanjem automorfizma o na teZine dobivene u

slucajevima 1-16. Time je tvrdnja teorema dokazana. |

Slutnja 4.6.2. Skup svih ireducibilnih L_7 (s/(6))—-modula u kategoriji &' dan je s

{L_7p((0)) | i=1,...,96, 1 € C}.

Napomena 4.6.3. Moduli L_7,(u;(t)) realizirani su u L_7/,(s/(7))-modulima u kategoriji
O zai=1,...,84 1 prebrojivo mnogo t € C. Za realizirati preostale module iz Slutnje 4.6.2
potrebno je promatrati L_7;(s!(7))-module izvan kategorije &, preciznije zakrenute ili relak-

sirane L_7/»(s/(7))-module.
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Slutnja u slucaju viseg ranga

4.7. SLUTNJA U SLUCAJU VISEG RANGA

U slucaju verteks algebri L_(sl(n)), zan > 3, i L_s/5(sI(4)) opisali smo najvece teZine ire-
ducibilnih modula u kategoriji ¢ pomocu parametrizacija glavnih skoro dopustivih teZina za
pripadnu afinu Liejevu algebru danog nivoa. Bududéi da je za n > 4 paran, nivo k = —% blizak

dopustivome za Liejevu algebru sl(n), na temelju tih rezultata o¢ekujemo da se istim metodama

mogu opisati ireducibilni Ly (s/(n))-moduli u kategoriji & za k = —% i sve n > 4 parne.
Slutnja 4.7.1. Neka je n > 4 paran i k = —%. Parametrizacija glavnih skoro dopustivih
teZina za si(n) nivoa k ima n2"~2. Oznatimo ih s ai(r), i = 1,...,n2"2. Svi ireducibilni

Ly (sl(n))-moduli u kategoriji & dani su's Li(a;(t)), zai= 1,...,n2" 2, t € C.
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ZAKLJUCAK

U ovoj disertaciji dobiveni su novi rezultati o afinim verteks algebrama na nivoima bliskim do-
pustivima. Glavni primjer koji je proucavan je L_s(s/(4)). Odredena je eksplicitna formula
za singularni vektor u univerzalnoj afinoj verteks algebri V—/%(sl(4)) i dokazano je da generira
maksimalni ideal u V~>/2(si(4)). Klasificirani su svi ireducibilni L_5 /2(s1(4))-moduli u kate-
gorijama &' i KL_5 ;. Dokazano je da je KL_5/, novi primjer poluproste, tenzorske kategorije
te su odredena pravila fuzije.

Eksplicitno je odredeno djelovanje funktora kvantne redukcije za neminimalni nilpotentni
element na modulima iz kategorije KL_5/,. Pokazalo se da je u ovom slucaju situacija malo
drugacija nego u slucaju minimalnog nilpotentnog elementa.

Dali smo novi pristup za klasifikaciju ireducibilnih modula u kategoriji &' za neke proste
afine verteks algebre na nivoima bliskim dopustivima. Za verteks algebre L_s > (s/(4)) i L—1(sl(n)),
n > 3, pokazali smo kako se najvece teZine tih modula mogu opisati odredenim algebarskim

uvjetima. Vjerujemo da se takav pristup moZe primijeniti i u drugim slu¢ajevima.
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