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UDK 624.012.4:621.8.032:519.6

Disertacija

NUMERICKA SIMULACIJA DINAMICKOG MEPUDJELOVANJA
TEKUCINE I KONSTRUKCIJE

Sazetak:

U radu je prikazan numericki model simulacije medudjelovanja armirano betonske
konstrukcije 1 tekucine za 3D (prostorne) probleme pod statickim i dinamickim
opterecenjem.

Konstrukcija je modelirana degeneriranim elementima ljuske, a tekucina prostornim
“brick” elementima.

Za opis ponaSanja tekucine koriSteni su linearni i nelinearni model. Nelinearnim
modelom tekucine simulirana je pojava kavitacije.

Za opis ponaSanja betona koriSten je specijalni model materijala kojim se moze
simulirati teCenje betona u tlaku te otvaranje i zatvaranje pukotina u vlaku.

Valjanost modela i razvijenog software-a testirana je na nekoliko numeric¢kih
primjera.

UDC 624.012.4:621.8.032:519.6

Ph. D. Thesis

NUMERICAL SIMULATION OF DYNAMIC INTERACTION
BETWEEN FLUID AND CONSTRUCTION

Summary:

A numerical model of dynamic interaction between fluid and reinforced concrete
structure in 3D space is presented in this work.

Degenerated shell elements for construction and 3D brick elements for fluid are used.

Linear and non-linear material model are used for described the fluid behaviour. Non-
linear model can be used for simulated phenomenia of cavitation.

Special model witch can described concrete yielding in compression and crack
opening and closing in tension is used for simulated the concrete behaviour.

The efficience of model and developed software are tested on some numerical
examples.
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1.1 OPCENITO

Moze se re¢i da problematika cjelokupnog sagledavanja gradevine zajedno s
okolinom u kojoj se ona nalazi postaje svjetski trend u numerickom modeliranju, i to ne
samo u akademskom ve¢ i u prakticnom smislu. Konstrukcija je samo jedan dio sredine u
kojoj se nalazi, te pracenje njenog ponasanja u okviru i zajedno s okolinom predstavlja
neophodnost ako se Zeli dobiti stanje Sto blize stvarnosti. Stoga je logicno da konstrukciju
koja je u neposrednom dodiru s teku¢inom i tlom treba modelirati skupa s odredenim
dijelom njenog okolisa, tj. zajedno s konstrukcijom treba modelirati i medije s kojima je ona
u doticaju.

Svjedoci smo sve brzeg napretka tehnologije, pojave novih ili poboljSanja postojecih
materijala, te pojave novih na¢ina gradnje. Neophodno je da i proracunski modeli slijede te
trendove. Kako utroSak materijala i rok izgradnje, a Sto neposredno utjeCe na cijenu objekta,
predstavljaju osnov trziSne utrke, oc¢ito je da tradicionalni nacini proracuna slozenih
inZenjerskih konstrukcija ne mogu dati zadovoljavaju¢e rjeSenje. Dakle, neophodan je
razvoj takvih numerickih modela koji mogu opisati realno ponasanje konstrukcija.

U ovom je radu prikazan jedan numericki model za simulaciju dinamicke interakcije
sustava tekucina-konstrukcija koji znacajno priblizava numericke rezultate stvarnom
ponasSanju. Ocekuje se da razvijeni model nade svoju prakticnu primjenu, te doprinese
boljem poznavanju ponasanja i preciznijem odredivanju sigurnosti armirano betonskih
konstrukcija u dodiru s teku¢inom.

Izlozenim modelom moguce je simulirati trodimenzionalne (3D) probleme. Kod toga

je konstrukcija modelirana kao ljuska, a tekucina s tzv. “brick” elementima.

1.2 KRATKI OPIS PROBLEMA

Interakcija sustava tekucina-tlo-konstrukcija sloZena je inzenjerska i numericka
zadaca, koja ima za cilj pracenje ponasanja konstrukcije pod dinamickim optere¢enjem.

Problem dinamicke interakcije sustava tekuéina-tlo-konstrukcja u literaturi se moze
na¢i pod pojmom ‘vezana zadaca’ (eng. ‘coupled problem’). Dobrom simulacijom
materijala konstrukcije i tla moguce je prikladno simulirati interakciju tla i konstrukcije.
Stoga, za vecinu problema, nema potrebe odvajati tlo od konstrukcije, ve¢ se tlo i
konstrukcija mogu tretirati kao jedan cjelovit sustav (konstrukcija u Sirem smislu). Ovakav

pristup je koriSten i u ovom radu.

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije



1. Uvod 3

Pojam medudjelovanja tekucine i konstrukcije moze se podijeliti na medudjelovanje
na plohi, te medudjelovanje kod kojeg se polja (tekuc¢ina i konstrukcija) prozimaju (npr.
procjedivanje). U ovom radu obraden je iskljuivo prvi tip problema, i to slucaj mirne
tekucine 1 konstrukcije izlozenih dinamickoj pobudi.

U tradicionalnim analizama obi¢no se konstrukcija tretira izdvojeno, opterecena
hidrostaticCkim 1 hidrodinamickim tlakovima tekuc¢ine (dobivenim wuz pretpostavku
neizmjerno krute konstrukcije). Cesto se pri tom konstrukcija, koja je najée$ée armirano
betonska, promatra kao linearno elasti¢no tijelo. Ovakve analize, i kad su pomno provedene
(s velikim brojem konacnih elemenata i sl.), ne mogu dati pravu sliku ponasanja
konstrukcije. Pri tome o prac¢enju ponaSanja teku¢ine ne moze biti ni govora, jer je ona u
pocetku aproksimirana silama i izbacena iz daljnjeg razmatranja.

Realno modeliranje armirano betonske konstrukcije mora ukljuciti dva osnovna
¢imbenika nelinearnog ponasanja armiranog betona: tecenje betona u tlaku i otvaranje
pukotina u vlaku. Takoder, za neke konstrukcije, od bitne vaznosti je i ukljucenje
geometrijske nelinearnosti (lucne brane, rezervoari i druge vitke konstrukcije).

Modeliranje pukotina Cesto se zasniva na modelu tzv. raspodijeljenih pukotina, koji je
koristen i u ovom radu. Ovakav model ne moZe u potpunosti opisati lokalne efekte, ali moze
dati dobru globalnu sliku pukotinskog stanja.

Kompleksno ponasanje armiranog betona pod dinamickim optere¢enjem, kao i
njegovo stohasticko djelovanje, dodatno otezava analize.

Imajuci u vidu prethodno navedeno, moze se zakljuciti da je problem dinamicke
interakcije tekucina-tlo-konstrukcija izuzetno sloZen ¢ak i u slucajevima vrlo jednostavne

geometrije i opterecenja.

1.3 PREGLED TEMELJNE LITERATURE

U svijetu je do sada razvijeno i publicirano niz numeri¢kih modela koji simuliraju
problem medudjelovanja tekucine, tla i konstrukcije u uvjetima dinamickog opterecenja.
Velika vecina tih modela opisuje dvo-dimenzionalne (2D), a manji broj tro-dimenzionalne
(3D) probleme. Nadalje, modeli koji i opisuju 3D probleme uglavnom se zasnivaju na
klasicnom linearno elasticnom, elasto-plasticnom 1 elasto-viskoplasticnom ponasanju
materijala, Sto dakako ne zadovoljava potrebe realne simulacije problema.

IzloZeni model za simulaciju dinamicke interakcije sustava tekucina-tlo-konstrukcija
kod 3D problema temelji se na 2D modelu koji su razradili Paul [P.3], Bathe [B.2],
Westergaard [W.3], Von Karman [K.1], Zangar [Z.1, Z.2], Cwang [C.15], Sharan [S.6, S.7],

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije
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Wandinger [W.1], Sandberg [S.2] i Koh [K.3], te nadopunili Radni¢ [R.1, R.2, R.3, R.5] i
Harapin [H.3]. Osnovni algoritam za ljuske (konstrukciju) uzet je prema Owen i Hinton
[0.4, O.5], Hinton i Rahman [H.5], Figueiras i Owen [F.2, F.3], Kozuli¢ [K.5] i Huang
[H.9]. Opis ponasanja tekuc¢ine u osnovi je uzet prema Paul [P.3], Truilo [T.1], Hirt [H.7],
Donea [D.4] te Belytschko [B.7, B.8].

Za simulaciju ponaSanja armiranog betona koriStena je literatura Bangash [B.1],
Hofstetter i Mang [H.8], Damjani¢ [D.1], Hinton i Rahman [H.5], Figueiras i Owen [F.2,
F.3] te Radni¢ [R.1, R.3]. Za izracunavanje tenzora medudjelovanja koriStena je literatura
Paul [P.3] i Radni¢ [R.1, R.2, R.3, R.5], pri ¢emu je njegova razrada u 3D izravni doprinos

ovog rada.

1.4 CILJISADRZAJ RADA

Cilj rada je izrada numerickog modela kojim bi se ispravno i djelotvorno moglo pratiti
ponasanje prostornih (3D) konstrukcija koje su u dodiru s teku¢inom, u uvjetima statickog i
dinamickog (potresnog) opterecenja. [zloZzeni model i razvijeni proracunski program testiran
je na nekim dostupnim primjerima iz literature, s ciljem i nadom da nadu svoju $to Siru
primjenu u rjeSavanju prakti¢nih inzenjerskih problema.

Model je prvenstveno namijenjen za dinamicku analizu konstrukcija u dodiru s
vodom, ali takoder i za staticku i dinamic¢ku analizu svih drugih konstrukcija i problema koji
se ovim modelom mogu prikladno simulirati.

Rad je podijeljen u 5 poglavlja.

Prvo poglavlje je uvodno, u kojem se ukratko obrazlaze osnovna problematika te
iznosi ideja rada.

U drugom poglavlju izloZen je numeric¢ki model konstrukcije. PobliZe je opisan model
degeneriranog kona¢nog elementa ljuske, te materijalni modeli betona i armature u uvjetima
staticCkog 1 dinamiCkog optere¢enja. Opisane su tehnike rjeSavanja i problemi kod
provodenja numericke analize pojedina¢nih polja. Model konstrukcije je testiran na
nekoliko realnih inzenjerskih primjera.

U tre¢em poglavlju izloZen je numericki model tekuéine. Opisani su konacni elementi
za tekucinu, kao i linearni i nelinearni modeli teku¢ine. Model je testiran na dva primjera.

U cetvrtom poglavlju numericki model tekucine i konstrukcije povezani su u

jedninstveni model za analizu medudjelovanja tekucine i konstrukcije. Prikazani su

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije
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algoritmi rjeSenja ovog sloZzenog problema, te je ukratko opisan razvijeni racunalni
program. U nastavku, izvrSena je analiza dva prakticna primjera, te su analizirani i
komentirani dobiveni rezultati.

U petom poglavlju izloZeni su zakljucci rada i preporuke za daljnja istrazivanja.

Na kraju rada, u Sestom poglavlju, dan je pregled koriStene literature.

1.5 METODOLOGIJA RJESAVANJA PROBLEMA

Primjenom zakona dinamicke ravnoteze na sustav tekuc¢ina-konstrukcija dobivaju se
dvije diferencijalne jednadZbe (jedna za opis polja tekucine, a druga za opis polja
konstrukcije). Osnovne nepoznanice su: potencijal pomaka za teku¢inu i pomak za
konstrukciju. Ove dvije jednadzbe su vezane preko tenzora medudjelovanja u kojem je
opisana ploha dodira tekucine i konstrukcije. Jednadzbe je potrebno rijesiti za pocetne i
rubne uvjete.

Za opis ponasanja tekuc¢ine koristi se linearni materijalni model (mogucnost pojave
neograni¢enih negativnih tlakova) i nelinearni materijalni model (simulacija pojave
kavitacije). Tekué¢ina se modelira 20-¢vornim (Serendipity) i 27-¢vornim izoparametrijskim
konac¢nim elementima (tzv. “brick” elementima Lagrange-ovog tipa).

Rjesenje problema medudjelovanja teku¢ine i konstrukcije u uvjetima dinamickog
opterecenja izvrSeno je s pomocu metode zasebnih rjeSenja, u kojoj se ukupni sustav
rastavlja na pojedinacna polja (tekuéina i konstrukcija). Polja se dalje analiziraju odvojeno,
uzimajuci u obzir sile interakcije na kontaktnim plohama. Postupak se provodi iterativno,
sve dok se ne zadovolji kriterij konvergencije. MozZe se re¢i da je ovaj nacin rjeSenja
prirodan i jednostavan, a u stvarnosti predstavlja postupak kondenzacije matrica. Ovakav
pristup ima i niz prednosti:

— Moguce je koristiti postojec¢e racunalne programe za pojedina¢na polja;

— Moguce je koristiti razli¢ite metode diskretizacije pojedinih polja;

— Nije nuzno mo¢no racunalo i smanjeno je vrijeme trajanja analize;

— Svi fenomeni koje opisuju pojedinac¢na polja automatski su ukljuceni 1 kod
simulacije problema dinamickog medudjelovanja;

— Moguca je brza i jednostavna modifikacija modela pojedinacnih polja, pa tako i

problema medudjelovanja;

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije
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— Kod rjesavanja problema medudjelovanja mogu sudjelovati eksperti poznavanja
pojedinacnih polja, a da pri tome ne moraju dublje ulaziti u problematiku

poznavanja drugog polja.

Za opis ponaSanja betona koristi se modificirani elasto-plasticni model materijala, koji
simulira pojavu drobljenja u tlaku, te pojavu otvaranja i zatvaranja pukotina nakon
prekoracenja vlacne ¢vrstoce u jednom od smjerova glavnih naprezanja. Za opis ponaSanja
armature koristi se klasi¢ni elasto-plasti¢ni model, sa simulacijom sloma armature nakon
prekoracenja grani¢ne deformacije. Konstrukcija se modelira 8-¢vornim (Serendipity) i 9-
¢vornim elementima ljuske (tzv. degenerirani “shell” elementi), s tzv. uslojenim modelom
po debljini ljuske (presjeka). Armatura se modelira zasebnim lamelama u okviru osnovnog
kona¢nog elementa betona.

Prostorni model medudjelovanja tekuc¢ine i konstrukcije izveden je tehnikom kona¢nih
elemenata iz jake formulacije problema opisanog spomenutim diferencijalnim jednadzbama.
Za opis gibanja fluida koristi se Euler-ov, a za opis gibanja konstrukcije Lagrange-ov
koordinatni sustav.

Potencijal pomaka kod tekucine, te pomaci i zaokreti cvorova za konstrukciju opisani
su lokaliziranim baznim funkcijama, uz koristenje Galjerkin-ove tehnike (test funkcije
jednake baznim funkcijama).

Integracija naprezanja unutar elementa ljuske izvedena je preko svakog sloja
materijala, koriStenjem Gauss-ovog numerickog postupka, za svaki vremenski i iteracijski
korak nelinearnog postupka. Vremenska integracija jednadzbi gibanja izvrSena je Newmark-
ovim eksplicitno-implicitnim algoritmom. Za tehniku rjeSavanja sustava jednadzbi koriSten

je “Skyline” postupak.

1.6 PRIMJENA RAZVIJENOG MODELA

Razvijeni numeri¢ki model i prate¢i racunalni program, kako je ranije naglaseno,
moze se primjenjivati za sve armirano betonske 3D konstrukcije koje se mogu dovoljno
precizno opisati elementima ljuske. lako je osnovna namjena primjene modela na
konstrukcije koje su u neposrednom dodiru s teku¢inom (primjerice: lucne brane,
gravitacijske brane, vodotornjevi, rezervoari, off shore konstrukcije, obalne konstrukcije i
sl.), mogu se analizirati i sve ostale konstrukcije koje nisu u neposrednom dodiru s
teku¢inom. Moze se analizirati i samo tekucina koje je u stanju mirovanja (ne tece) izloZzena

dinamickoj pobudi.
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Ponasanje konstrukcije se moZze pratiti od faza radnog opterec¢enja do sloma, kako za
staticko tako i za dinamicko opterecenje.
PonasSanje tekuéine se moze pratiti preko hidrodinamickih tlakova u linearnom i

nelinearnom (pojava kavitacije) podrucju.
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2.1 UVODNE NAPOMENE

U ovom je poglavlju izlozen jedan model za nelinearnu staticku i dinamicku analizu
same konstrukcije. Za modeliranje konstrukcije usvojen je model ljuski jer su one vrlo
racionalne i Siroko rasprostranjene konstrukcije. Osim toga, mnoge konstrukcije u dodiru s
teku¢inom mogu se prikladno simulirati kao ljuske (primjerice: lu¢ne brane, rezervoari, off-
shore konstrukcije i sl.), §to je obuhvaceno u modelu medudjelovanja tekucina-konstrukcija
u Poglavlju 4.

Koristeni su degenerirani 8 i 9-Cvorni izoparametrijski elementi ljuske, pri ¢emu svaki
¢vor ima 5 stupnjeva slobode (tri translacije i dvije rotacije). Usvojeni element ljuske je
osloboden tzv. posmi¢nog i membranskog blokiranja (“locking’), prema Huang [H.9].

Prikazan je specijalni model materijala, prvenstveno namijenjen simulaciji armirano
betonskih konstrukcija. Medutim, ovaj se model materijala moze uspjesno koristiti i za
simulaciju nekih vrsta stijena i sli¢nih materijala. Kao posebni slu¢ajevi, modelom se moze
opisati klasi¢no elasti¢no i elasto-plasticno ponasanje materijala.

Usvojeni model materijala simulira najvaznije nelinearne efekte ponasSanja armiranog
betona: teCenje u tlaku i razvoj pukotina u vlaku, te nelinearno ponaSanje armature. Kod
dinamickog optereé¢enja ukljucen je utjecaj brzine deformacije na mehanicke karakteristike
betona i Celika. Po visini element ljuske je podijeljen u slojeve, s moguénoscu definiranja
razli¢itih svojstava materijala pojedinog sloja. Armatura je definirana kao posebna lamela, s
moguénoscu nosenja 1 krutosti samo u smjeru pruZzanja Sipki. Usvojena je puna
kompatibilnost pomaka betona i armature.

Geometrijska nelinearnost konstrukcije je obuhvac¢ena preko ukljucenja velikih
pomaka. KoriStene su tekuce azurirane (“updated”) koordinate ¢vorova za definiranje veze
pomak-deformacija.

Vremenska integracija jednadzbi gibanja izvrSena je eksplicitnim, implicitnim i
eksplicitno-implicitnim algoritmima. Prikazano je jedno rjeSenje svojstvene zadace, te
diskutirani jo$ neki proracunski aspekti provedbe staticke i dinamicke analize.

Na temelju izlozenog modela razvijen je proracunski program “Dak3D” za statiCku i
dinamicku analizu ljuski. Kao prikaz moguénosti razvijenog racunalnog programa,
analiziran je jedan inZenjerski primjer posebno za staticko, a posebno za dinamicko

opterecenje.
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2.2 USVOJENI ELEMENT LJUSKE

Primjeri ljuskastih konstrukcija mogu se pronaéi posvuda u prirodi. Stoga je logicno
da se te efektne strukturne forme odavno koriste u gradevinarstvu. Pri projektiranju
ljuskastih konstrukcija u proslosti inZenjeri su se uglavnom oslanjali na intuiciju i iskustvo
prethodnih graditelja, uz provedbu tek nekoliko jednostavnih proracuna. Brzim razvojem
tehnologije, narocito racunarske tehnologije, situacija se naglo izmijenila. Moderno
konstruiranje ljusaka prate prorac¢uni koji variraju od jednostavnih do visoko sofisticiranih
analiza. Uz proraCune, ¢esto se za vaznije 1 sloZenije konstrukcije usporedno rade i fizikalni
modeli koji, uz numericke simulacije, produbljuju ukupno znanje o ponaSanju konstrukcije i
materijala.

Analiticka rjeSenja za ljuske ogranicena su u primjeni na vrlo jednostavne i pravilne
geometrijske oblike, uvjete pridrzanja i opterecenja, te linearno elasticno ponaSanje
materijala. Kako ovi uvjeti u praksi redovito nisu ispunjeni, najces¢e se koriste numericki
postupci proracuna. Kod toga, tehnika konacnih elemenata (TKE), koja je koriStena i u
ovom radu, ima daleko najSiru primjenu. Prve primjene TKE u analizama ploca i ljuski
datiraju s pocetka 60-ih, a znatniji napredak javlja se pocetkom 80-ih godina [A.5], [Z.5].

Globalno gledano, u razvojnom slijedu tipa konacnog elementa ljuske mogu se
razluciti tri pristupa: (i) ravni trokutasti ili kvadrilateralni elementi, (ii) zakrivljeni 3D
elementi formulirani na temelju razli¢itih teorija ljuski, (iii) degenerirani 2D elementi
izvedeni iz 3D elemenata.

Trokutasti i kvadrilateralni elementi su se Cesto primjenjivali na analizu ljusaka zbog
svoje jednostavnosti. Dobiveni rezultati mogu biti zadovoljavaju¢i ako se koristi gusta
mreza elemenata koja moze dobro opisati zakrivljenost konstrukcije.

Kod zakrivljenih 3D elemenata, osnovu ¢ini Kirchoff-Loveyeva hipoteza tankih
ljuski. Ovi elementi su takoder prilicno popularni, ali pate od raznih ograni¢enja koji su
posljedica nedovoljne decidiranosti teorija na kojima se zasnivaju. Jedan iz skupine takvih
elemenata detaljno je opisan u lit. [M.13].

U viSe pogleda, koncept zasnovan na degeneriranim 2D elementima pokazao se
najprikladnijim za uporabu. Razvoj postupka zapoceo je Ahmad i dr. [A.1], a poboljSanja su
uveli Zienkiewicz i drugi [Z.6]. U osnovi, ovi elementi su izvedeni iz prostornih elemenata.
Trodimenzionalne jednadzbe mehanike kontinuuma prilagodene su ponasanju ljuskastih
konstrukcija, ¢ime su izbjegnute kompleksnosti opce teorije ljuski. Neovisni translacijski

pomaci gornjih i donjih ¢vorova nadomjeSteni su s pomacima i zaokretima referentne plohe
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(Sto je najcesc¢e srednja ploha elemenata). Pri tome je pretpostavljena nestisljivost elementa
s obzirom na srednju plohu. Polja pomaka i zaokreta na elementu su medusobno neovisni
Sto omogucava razmatranje posmi¢nih deformacija i analizu debelih ljuski. Ovaj koncept
primjenjiv je na materijalno i geometrijski nelinearne probleme.

Izoparametrijski elementi ljuske takoder imaju odredene nedostatke koji se
pokusavaju izbje¢i na razne nacine. Osnovni Ahmadovi elementi su se pokazali
neucinkoviti pri analizi tankih ljuski. Uzrok tome je slabo strukturirana globalna matrica
krutosti u kojoj su posmi¢ni ¢lanovi za red (L/k)* veéi od progibnih &lanova (pri emu je L
raspon konstrukcije a /# njena debljina). Kod manjih debljina, zbog odnosa (L/h), posmi¢ni
¢lanovi u globalnoj matrici postaju prevladavajuci i uzrokuju tzv. posmicno blokiranje
(“Shear locking™). Taj se problem najcesce rjeSava selektivnom integracijom.

Osnovni model (elementi), koriSten u ovom radu, preuzet je od Figueirasa i Owena,
lit. [O0.4, O.5, 0.6, F.3], nadopunjenim od Huanga [H.9]. Model je zasnovan na tri vrste
konacnih elemenata: osmoc¢vornim (Serendipity), deveto¢vornim Lagrangeovim i Heterosis
elementima, prikazanih na Crtezu 2.1 i Crtezu 2.7. Ovi elementi daju zadovoljavajuce
rezultate za debele i tanke ploce, te onemogucavaju tzv. posmi¢no i membransko blokiranje.

Ovaj model omogucava zadavanje nehomogenih presjeka i nelinearnih materijala pomocu

viSeslojne diskretizacije.

%
1 ‘ 7 normala
LX)
donja ploha 2
referentna ploha Devetoc¢vorni (Lagrange-ov ili Heterosis)
element

Osmocvorni (Serendipity) element

Crtez 2.1 - Neki izoparametrijski elementi ljuske

2.2.1 Degenerirani izoparametrijski elementi

2.2.1.1 Opce pretpostavke

Degenerirani izoparametrijski elementi ljuske imaju za bazne funkcije polje polinoma,

a izvedeni su iz trodimenzionalnih elemenata (vidi CrteZ 2.2). Neprekidnosti su C°, §to
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znaci da su razvijeni po teoriji koja zahtjeva neprekidnost nultih derivacija, odnosno samih
baznih funkcija. Dvije su osnovne pretpostavke u ovom pristupu [F.3]:
— Normala na srednju plohu ostaje pravac i nakon deformiranja (¢ak i kod debelih
ljuski), premda ne nuzno okomita na deformiranu srednju plohu;

— Zanemareno je naprezanje okomito na srednju plohu ljuske (pretpostavlja se

ravninsko stanje naprezanja).

prostorni 20-Cvorni W3 degenerirani 8-&vorni
element ljuske element ljuske

Crtez 2.2 - Element ljuske (8 ¢vorni) izveden iz 20 ¢vornog prostornog elementa

Svaki ¢vor ima pet stupnjeva slobode: tri translacije i dvije rotacije okomite na
srednju plohu ljuske. Nezavisnost rotacijskih od translacijskih pomaka omogucava
obuhvacanje posmicnih utjecaja prema Reissner-Mindlin-ovoj teoriji. Ovakvi elementi
mogu veoma dobro opisati zakrivljene oblike ljuski.

Definicija neovisnosti polja pomaka i zaokreta omoguéava uzimanje u obzir
poprec¢nih posmic¢nih deformacija, jer zaokreti nisu povezani s nagibom srednje ravnine,
nego samo ovisni o zaokretu normale, Crtez 2.3. Ovaj pristup je ekvivalentan upotrebi opce

teorije ljuski i svodi se na Reissner-Mindlin-ovu teoriju ploca [H.5].

normala na srednju plohu
nakon deformacije

Crtez 2.3 - Deformacija presjeka ljuske
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2.2.1.2 Koordinatni sustavi

U formulaciji degeneriranog krivocrtnog elementa ljuske koriste se Cetiri koordinatna

sustava: globalni, ¢vorni, krivocrtni (prirodni) i lokalni, koji su opisani u nastavku.

Globalni koordinatni sustav
To je Cartesi-jev koordinatni sustav, proizvoljno izabran. U njemu se iskazuje
geometrija konstrukcije (koordinate ¢vorova i pomaci), te globalna matrica krutosti i vektor
opterec¢enja. Za njegove koordinate upotrebljavaju se sljede¢e oznake (Crtez 2.4):
X (i=123) X=X X,=Y X,=Z 2.1)
Komponente vektora pomaka u; proizvoljne tocke elementa u globalnom koordinatnom
sustavu oznacavaju se s (Crtez 2.4):

u (i=123) uw=u wu,=v u=w (2.2)

Jedini¢ni vektori se oznadavaju s: X! = [X?, X9, Xg]

Cvorni koordinatni sustav

Cvorni koordinatni sustav je takoder Cartesi-jev pravokutni ortonormirani desni
koordinatni sustav. Definiran je u svakom ¢voru, s ishodiStem na referentnoj srednjoj plohi
(Crtez 2.4). To je referentni sustav za rotacije. Odreden je s tri vektora koji su oznaceni s vj,
v, 1 v3. Vektor vii je odreden ¢vornim koordinatama gornje i donje povrsine elementa u
¢voru k:

v, = X gomii _ g dori 2. 3)

gdieje X, = [Xka Y. Z, ]T .

Vektor vix je okomit na vsi 1 paralelan s ravninom XZ u globalnom koordinatnom
sustavu. Njegov smjer je stvar dogovora, pa se tako pojedine komponente odreduju na

slijedeci nacin:

vi=vi v =00 v =-v} (2. 4)
ili ako je vix u'Y smjeru:
vy =vi =0.0 (2.95)
te:
vi=-vy vy, =v,=00 (X smjer) (2.6)

Jedini¢ni vektori u smjerovima vix oznacavaju se s: v} ,v5, vy . Vektor v5 odreduje
pravac normale koja nije nuzno okomita na srednju plohu u &voru k. Vektori v} i v,

definiraju pozitivne smjerove zaokreta pripadajuc¢e normale. Zaokret aa je u pozitivnom
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smjeru V) , a Ba je u pozitivnom smjeru v3, (Crtez 2.4). Definicija koja se koristi za
vektor v; omoguéava jednostavno utvrdivanje njegovog smjera za opéenito zakrivljene

ljuskaste konstrukcije.

Krivocrtni koordinatni sustav

U ovom sustavu & i n su dvije krivocrtne koordinate u srednjoj plohi elementa ljuske,
a ¢ je pravocrtna koordinata po debljini, vidjeti Crtez 2.4. Usvojeno je da &, n 1 § variraju
izmedu -1 i +1 na pripadajucoj stranici elementa. Ove kordinate se jo$ nazivaju i prirodne
koordinate. Kada se konacni element iz globalnog koordinatnog sustava preslika u prirodni
koordinatni sustav, dobije se kocka koja ima duzinu stranice 2.0.

Krivocrtni i globalni koordinatni sustav su medusobno povezani s baznim funkcijama
(funkcijama preslikavanja). Koordinatni smjer ¢ je samo priblizno okomit na srednju plohu

elementa jer je koordinata ¢ definirana kao funkcija ¢vornog vektora vj, koji nije idealno

okomit na srednju plohu.

Lokalni koordinatni sustav
Lokalni koordinatni sustav je isto Cartesi-jev koordinatni sustav. Definiran je u svakoj
integracijskoj tocki elementa s dvije tangente na srednju plohu. Odreden je s tri vektora, a za
njegove koordinate se upotrebljavaju sljede¢e oznake (Crtez 2.4):
X; (i = 1,2,3) X, =X X,=y X;=1Z 2.7)
Jednic¢ni vektori u njihovim smjerovima oznacavaju se s:
X (i=123) x|,x},x} (2.8)
Smyjer x3 je okomit na srednju plohu i izraCunava se kao vektorski produkt tangentnih

vektorau & i1 smjeru:

X X
08 | | on
x, =| || X 2.9)
o8 | | on
9L| |9z
| 0& | | on ]

Na ovaj koordinatni sustav vezana su naprezanja i deformacije u integracijskim
tockama, te svojstva materijala. Zbog lakSeg pregleda rezultata u integracijskim tockama, te
lakSeg zadavanja smjerova ortotropije materijala, potrebno je koristiti konzekventan nacin
odredivanja lokalnih koordinatnih sustava za sve integracijske toc¢ke. Kada bi vektori x; i x,

imali smjer tangenti iz jednadZzbe (2.9), lokalni koordinatni sustav bi u svakoj tocki bio
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drugaciji. Zbog toga se ostala dva vektora odreduju jednako kao i kod ¢vornog sustava.

Vektor x; je okomit na x3 i paralelan s globalnom ravninom XZ, a komponente su mu:
x=x7 x, =00 x/=-xJ (2.10)
Ako je x3 paralelan s globalnom osi Y, tada je:
x'=-x; x'=x/=00 (2.11)
Vektor x; je okomit na ravninu definiranu s x; i X3, a odreden je vektorskim produktom:
X, =X; XX, (2.12)
Lokalni koordinatni sustav varira po debljini ljuske na svakoj normali, zavisno o

zakrivljenosti 1 promjeni debljine ljuske.

\a CVORNI
PRIRODNI Vi IS<I?SOTI}\]\)/INATNI
KOORDINATNI lg .
SUSTAV i

Oy

0 Vik
7 //2 GLOBALNI
Y /. KOORDINATNI
R 2w
LOKALNI z' (W)
KOORDINATNI
REFERNETNA SUSTAV
(SREDNIJA)
PLOHA y' (V)
=0

x' (u')

Crteg 2.4 - Prikaz koordinatnih sustava na 8-cvornom elementu ljuske

2.2.1.3 Veze izmedu koordinatnih sustava

Kod ortogonalnih transformacija u Cartesi-jevom koordinatnom sustavu nove

kordinate X se izraZavaju preko starih X;:
Xi=¢;- X (2. 13)
gdje su e cosinusi smjerova izmedu novih i starih koordinata. Isto vrijedi i za proizvoljni

vektor u;.
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Poznavajué¢i komponente jedini¢nih vektora pojedinih koordinatnih sustava, vrlo je
jednostavno oformiti vezu medu njima. Matrica transformacije je unitarna, tj.:

E=e¢, E'=E' (2. 14)

2.2.2 Geometrija elementa
Geometrija elementa ljuske odreduje se iz globalnih koordinata parova to¢aka na
gornjoj i donjoj povrsini u svakom ¢voru elementa ljuske. Tocka unutar elementa dobiva se

pomocu baznih funkcija:

Xi:ZN 1+g +ZN (2.15)
gdje se i=1,2,3 odnosi na tri globalne osi (X, Y, Z), n je broj ¢vorova elementa,
N, = Nk(i, n) (k=1, n) su bazne funkcije elementa, hy je debljina ljuske u ¢voru £ u smjeru

jedini¢nog vektora vi, , a &, 1 i ¢ su krivocrtne koordinate promatrane tocke.

Prvi dio na desnoj strani jednadzbe (2.15) predstavlja polozaj normale na srednjoj

plohi ljuske, dok drugi odreduje polozaj tocke na toj normali (Crtez 2.5).
i

Xis(aa’na’Cb = 0)

Crte? 2.5 - Geometrija elementa

Jednadzba (2.15) se moZe napisati i u Sirem obliku:
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’Bdl [x, | (v ]

K
n n h
LYngNk |p{kJ +;Nk7k Pﬂl (2.16)
z ) Z, ) Vazk
sred.pl.

Debljina elementa u bilo kojoj to¢ki odreduje se kao funkcija debljina u ¢vorovima hy:
h(&, n) =klek(&, n) h, 2.17)

2.2.3 Pomaci elementa

Polje pomaka elementa ljuske opisano je s pet stupnjeva slobode u svakom ¢voru:

— tri pomaka toCke koja se nalazi na srednjoj plohi, u smjerovima paralelnim s
glavnim koordinatnim osima X, Y i Z (oznalavaju se s u, (i=1,2,3), pri emu se
indeks £ odnosi na ¢vor);

— dva zaokreta normale oko ¢vornih vektora vy, i v5, (oznacavaju se s oy i Px - Crtez

2.6).

deformacije
deformacije

Crtez 2.6 - Veza izmedu zaokreta normale i pomaka

Pomaci tocke na normali u ¢voru k, uz pretpostavku malih zaokreta, dobivaju se

pomocu linearne veze:

h,
S, :CTG‘k
2.1
. C.18)
82k :CTBk

gdje je §,, pomak u smjeru vektora v, , a §,, pomak u negativnom smjeru vektora v, .

Komponente vektora pomaka, nastalih zbog zaokreta, su:
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(U, ) =8,V
R (2.19)
0 1
(Uik )Bk =8, (_ Vak )
Polje pomaka u; (u, v, w) u globalnom koordinatnom sustavu prikazuje se s izrazom:
o
ZN yr ZN c;[vlk, V0 Bk (2.20)
k
ili:
u N U, Vl)i - V;(k a
v =DN, |V, +ZN it (2.21)
k=1 Z V4 Bk
w Wk sred.pl. V]k _V2k
Doprinos ¢vora k pomacima proizvoljne tocke unutar elementa je:
[ h, h Tu, ]
N, 0 0 N —2¢vii -N,—=Cvy | -
Mu] K 2 kT Cva V.
h
|VJ|= 0 N, 0 NkaCka —Nkagvgk W, (2.22)
w h h Oy
0 0 N N Tkz;vlzk —Ny Tkgvfk B,
ili:
u, =N, U, (2.23)

Kad se uzmu u obzir doprinosi pomaka svih ¢vorova jednog elementa, dobiva se:
u=NU (2.24)
gdje je N matrica baznih funkcija sastavljena iz podmatrica Nx (k=1,n), U je vektor svih
stupnjeva slobode elementa. Osmoc¢vorni element s pet stupnjeva slobode u svakom ¢voru

ima 40, deveto¢vorni (Lagrangeov) 45, a heterosis 42 stupnja slobode (Crtez 2.7).

8-¢vorni Serendipity 9-¢vorni Lagrangeov 9-¢vorni heterosis
element element element

® (Cvorovis u,V, W, o, B stupnjevima slobode
© Cvorovis a, B stupnjevima slobode

Crte? 2.7 - Degenerirani konacni elementi ljuske
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2.2.4 Deformacije elementa

Komponente deformacija definiraju se u lokalnom koordinatnom sustavu (vektor
x3=z’ je okomit na srednju plohu), kako bi se moglo lakse raditi s pretpostavkom da je
normalno naprezanje na srednju plohu jednako nuli (z” okomito na ravninu G, =0).

Deformacijski vektor € ima pet komponenata €y, €y, Yxy', Yx'z» Vyz. Kod toga su y;
inzenjerske posmic¢ne deformacije (2¢;; = y;). Kada se deformacije razdvoje na membranske
i savojne [M.7, B.17, K.5], dobije se umjesto pet, osam komponenata deformacijskog
vektora koji se oznacava s €*: &y, &y, Yxy, Ky, Ky, Koy, Y2, ¥y Prve tri komponente
predstavljaju konstantne deformacije po presjeku i kod membranskog stanja naprezanja su
jedine koje se pojavljuju. Ostalih pet komponenti vektora €* su povezani s progibom. Kj:
predstavlja savijanje srednje plohe u promatranoj tocki u ravnini koja ja paralelna s x’z’. Ky
je savijanje srednje plohe u ravnini koja je paralelna s ravninom y’z’ (Crtez 2.8). Te

deformacije, kao 1 Kyy, vx'2, ¥y S€ pojavljuju kod progiba konstrukcije.

CrteZ 2.8 - Pozitivni smjerovi zaokreta i zakriviljenosti
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Pojedine komponente deformacijskog vektora su slijedece:

eo [ ou/ox’
8y’ 8V'/8y'
Yy | OW/0y' +0v'/ox'
.| Ky oa'/ox'
€ = Cim (2.25)
Ky’ —6[3 /ay
I<x'y’ aa"/ay' - aB’/aX’
Yoy ow'/ox"+ o
Yy’z' an aw’/ay'_B’

pri ¢emu veli¢ine: u',v',w',a’ 1 [ predstavljaju pomake i zaokrete u lokalnom
koordinatnom sustavu u promatranoj toc¢ki elementa (Crtez 2.8).
Pomaci u lokalnom koordinatnom sustavu dobivaju se transformacijom iz globalnog

koordinatnog sustava:

HPH

L\:}”J = GTL:]VJ (2.26)

Zaokreti u lokalnom koordinatnom sustavu dobiju se pomoc¢u baznih funkcija:

@] ¥ wa] ]
LB'JZENI{WQ WquLBkJ (2.27)

gdje su y; (1,=1,2) €lanovi transformacijske matrice u ¢voru k. Zaokret o' je u pozitivnom

smjeru vektora y’, a B’ u pozitivnom smjeru vektora x’ (Crtez 2.8).
Derivacije lokalnih pomaka i zaokreta po lokalnim koordinatama, koje se javljaju u
deformacijskom vektoru (2.25), dobivaju se iz derivacija globalnih pomaka po globalnim

koordinatama:

ow/ox' ovijox’ ow'fox'| [ au/oX ov/oX ow/oX |
ou'/dy’ ov'/oy’ ow'/dy’ J=9T|L6u/6Y ov/0Y ow/oY Je (2.28)

Lou'/oz' ov'/oz' ow'/oz! ou/0Z ov/0Z ow/oZ

Globalne derivacije globalnih pomaka odreduju se pomocu izraza:

[ou/oX ov/oX ow/oX u/oE  av/eE  ow/dk
ou/dY ov/oY ow/oY |=J"|du/on ov/on ow/on (2.29)
AR ou/ac  ov/ot ow/ac

gdje je J Jacobi-jeva matrica u tocki srednje plohe elementa. Pojedini ¢lanovi Jacobi-jeve

matrice su derivacije globalnih koordinata po krivocrtnim koordinatama:
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$x: N, Ty N, 32 N,
du/dE  ov/oE  ow/oE i a?\? = a?\? = a?\?
J=|ou/on ov/on ow/om|=| D X} . k >ye - k >z - o [(2.30)
= n = n = n
oufog ov/al owfoc] | T CINC a T UIND e ooiN,
(Xk — Xy )_ Z(Yk —Yi )_ (Zk —Zy )_
L k=1 2 k=1 2 k=1 2 a

gdje su X{, Y7, Z] kordinate gornje, X, Y., Z; koordinate donje, a X}, Y, Z} su
koordinate srednje plohe elementa u ¢voru k. Kod toga je:

(X{ +x7) (Yo +vP) (2§ +2)
Xp=t T s v et e (2:31)
Transponirana i transformirana Jacobi-jeva matrica J'*, &iji su ¢lanovi derivacije

lokalnih koordinata x',y',z" po krivocrtnim koordinatama, dobiva se pomocu:

JT=0"J" ; J=J0 (2.32)

2.2.5 Veza izmedu pomaka i deformacija elementa (matrica B)

Matrica B povezuje deformacije u lokalnom koordinatnom sustavu s pomacima i
zaokretima ¢vorova elementa koji su definirani u globalnom koordinatnom sustavu. Ova
matrica se odreduje u svakoj integracijskoj tocki posebno. Ima osam redaka, a broj stupaca

joj je jednak ukupnom broju stupnjeva slobode elementa:

¢ =B, W, |=BU (2.33)

W
i

gdje je:
B=[B,, B,,B,,....., B, ] (2.34)
pri ¢emu je n broj ¢vorova elementa.

U c¢lanovima matrice B; su derivacije baznih funkcija po koordinatama x', y'iz'.
Kako su bazne funkcije ovisne o krivocrtnim koordinatama, mora se odrediti matrica J'~'
koja ima oblik:

oE/ox" omfox’ oC/ox'
J=|og/oy’ onjoy' oc/ay’ (2.35)
0€/oz' omfoz' oC/oz'

Doprinos pojedinog ¢vora matrici B za cijeli element moze se prikazati kao:
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b, b, b, 0 0
b,, b, by, 0 0
b, by, by, 0 0
0 0 0 b, b,
B=' 0 0 0 b bsg (2.36)
0 0 0 by, by
by by by by bm'
[ Dgy byy Dy Dy, bss'_

Prva tri retka su povezana s membranskim deformacijama, druga tri sa savojnim, a zadnja
dva s posmi¢nim. Prva tri stupca su povezana s lokalnim pomacima, a zadnja dva s lokalnim
zaokretima. Clanovi gornje matrice, eksplicitno napisani, sadrze ¢lanove transformacijskih i

Jacobi-jevih matrica.

2.2.6 Odredivanje unutrasnjih sila
Kako je naprezanje u smjeru z’' zanemareno (o, =0), tako vektor naprezanja u

T, 17T

proizvoljnoj toc¢ki unutar elementa ima pet komponenata: o, G, T,., T,, 1T,,.
Komponente vektora naprezanja vezane su s komponentama vektora deformacija preko

matrice elasti¢nih konstanti koja je oznacena's D*:

o, e, . +72' K, o,
oy €, + z'Ky, G‘;,
o=|Ty =D v, +ZK, [+] 0 (2.37)
Ty Yxz 0
| Ty | L Yy | L O]

gdje su c ic‘;, pocetna naprezanja. Integriranjem gornje jednadzbe po debljini elementa,
dobiva se, umjesto veze naprezanja i deformacija, veza izmedu rezultanti naprezanja (Crtez
2.9) i deformacija €". Pri tome se koristi analiti¢ka integracija po debljini elementa. Tim se
postupkom mijenja matrica elasticnih konstanti i umjesto pet komponenata vektora

naprezanja, dobiva se osam rezultanti naprezanja:

* |=pe 4 &) (2.38)
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gdje su s " oznadene pocetne deformacije, npr. zbog temperature, a D je matrica elasti¢nih

konstanti koja ¢e se opisati kasnije.

CrteZ 2.9 - Smjerovi rezultanti naprezanja

2.2.7 Odredivanje naprezanja
Naprezanja u integracijskim to¢kama na donjoj i gornjoj plohi elementa odreduju se

prema sljedec¢im izrazima:

(
o, =(N,£6M, /h) /h (2.39)
v =(N,, £6M,, /h) /h
gdje je h debljina ljuske u integracijskoj tocki. Najveca posmi¢na naprezanja su na srednjoj
plohi:

Tx’z' = Qx’z'/h
TY'Z' = QY'Z'/h

Naprezanja u proizvoljnoj tocki po debljini (Crtez 2.10) dobivaju se pomocu

(2.40)

jednadzbe (2.37). VeliCine i smjerovi glavnih naprezanja se odreduju po izrazima za

ravninsko stanje naprezanja.
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glavna naprezanja

O

g

naprezanja u lokalnom
koordinatnom sustavu

Crtez 2.10 - Veza lokalnih i glavnih naprezanja

2.2.8 Matrica elasti¢nih svojstava materijala

Ako se koristi linearno ili nelinearno-elasti¢ni model materijala, potrebno je definirati
tzv. matricu elasticnih konstanti koja predstavlja poopceni Hooke-ov zakon. U ovom radu
uzet je Green-ov model za anizotropno hiperelasticno tijelo. Opéi model ima 21
komponentu, a ortotropni model 9 komponenti. Model koji se upotrebljava za ljuske, zbog
zanemarivanja ¢, ima 7 neovisnih komponenti. Kod materijala ljuske se pod anizotropijom
podrazumijeva ortotropija s tri medusobno okomite ravnine simetrije.

Ako se glavne osi ortotropije (1, 2, 3) podudaraju s geometrijskim osima (x',y’, z"),
vrijedi:

o(x'=1,y=2,2=3)=D"(x' =Ly =2,7=3) e[x' = L,y'=2,2=3)  (2.4])

Matrica elasti¢nih konstanti D* za ravninsko stanje naprezanja ima oblik:

(d, d, 0 0 0]
d, d, 0 0 O
D=0 0 d,; 0 O (2.42)
0 0 0d, O
L0 0 0 0 d]

a pojedini Clanovi su:
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d11 ZEI/(I_UIZUZI) d33=G12
d,, = Ez/(l_Ulzozl) dy = KTGIS (2.43)
d,= Ezulz/(l - U12021) ds =K;G,,

gdje je E, modul elasti¢nosti u smjeru 1; E, modul elasti¢nosti u smjeru 2; v, iv,, su

Poissonovi koeficijenti; G,,,G,; 1 G,;su moduli posmika u ravninama 12, 13 i 23, a

K7 i K} su posmic¢ni korekcijski faktori koji ¢e se objasniti kasnije. Poissonovi koeficijenti
L, 1V,, su povezani jednadzbom:

v, =, B, /E, (2.44)

U matrici D su pojedini ¢lanovi pomnozeni s debljinom presjeka pa se, kod mnozenja

s vektorom deformacija, kao rezultat dobivaju unutrasnje sile u promatranoj tocki. Zbog

toga Sto su membranski clanovi odvojeni od progibnih i posmicnih, matrica D je veliine

8x8:

D11 D12 0 0 0 0 0 0
D, Db, 0 0 0 0 0 O
0 0D, 0 0 0 0 O
O O O D44 D45 0 0 O
. 2.4
0 0 0 Dy,Dys 0O 0 0O 24
0 0 0 0 0D, 0 0
0o 0 0 0 O 0 D, O
L0 0 0 0 0 0 0 Dg]|
Dll:hEl/(l_Uszz/El):hdll
D, =hE,/(1-V}, E,/E ) =hd,,
D, =hv,E,/(1-V, E, /E,) =hd,,
D33 :hG12 =hd33
D, =1/12h°E, /(1-v}, E,/E,) = 1/12h*d,, (2.46)

D, =1/120°E, /(1-V}, E, /E,) = /121’ d,,
D, =1/12hv,E, /(1-v}, E,/E,) =1/12h°d,,
D, =1/12h° G, =1/12h’d,,
D., =hK|G,; =hd,,
Dy, =hK G,; =hd,,
Ako se glavne osi ortotropije 1 i 2 ne podudaraju sa smjerovima lokalnih osiju x' 1y’
ve¢ su zarotirane za kut 9, koji predstavlja kut izmedu 1 i x' (Crtez 2.25), matrica D" se

treba transformirati:
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o(x'=1y=2,7=3)=T'D'(x=1,y=2,27=3)T elx'=1,y'=2,2=3) (2.47)
pri cemu transformacijska matrica T ima oblik:
I cos’ 9 sin® 9 sin9 cos9 0 0 |
sin® 9 cos’ 9 —sin9 cosd 0 0
T =| —2sin9 cos9 2sin9 cosd cos’9—sin’Y 0 0 (2.48)
0 0 0 cosd sind
L 0 0 0 —sin9d cosY |

smjer vlakana

CrteZ 2.11 - Materijalne (1,2,3) i geometrijske osi (X',y',z')

2.2.9 Korekcija posmika

U formulaciji elementa ljuske, kako je ve¢ reCeno, prihvacena je pretpostavka da
normala na srednju plohu elementa ostaje ravna i nakon deformiranja, ali ne i nuZzno
okomita na srednju plohu. Ova pretpostavka ima za posljedicu da su posmicne deformacije
konstantne po debljini, Sto je gruba aproksimacija stvarnog stanja, ¢ak i za homogene
poprec¢ne presjeke. Za homogene presjeke je iz cilindri¢nog savijanja izvedena paraboli¢na
raspodijela posmicnih deformacija po visini presjeka.

Poprecne posmicne deformacije se, u energetskom smislu, aproksimiraju pomocu

korekcijskog posmi¢nog faktora K™ [0.7, H.9]. Taj je faktor odreden kao kvocijent izmedu

posmi¢ne deformacijske energije kod pretpostavljene konstantne deformacije i posmicne
deformacijske energije kod stvarne paraboline deformacije. Za homogene presjeke

K’ =5/6.
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2.2.10 Numericka integracija

Po srednjoj plohi ljuske, kao i po debljini ljuske vrSi se Gauss-ova numericka
integracija [J.2]. Pojedini nacini numericke integracije imaju razliCite prednosti i
nedostatke. Opcenito je kod elementa ljuske prisutno vise tipova numericke integracije, koje
se u literaturama ([Z.5, F.3]) nazivaju: normalna, selektivna i reducirana.

Normalna (puna) integracija ima mxm Gauss-ovih integracijskih tocaka, gdje je m
broj ¢vorova na jednom rubu elementa (Crtez 2.12b). 8-¢vorni i 9-Cvorni element tako ima
3x3 integracijske tocke. Kod normalne integracije ljuskastih elemenata Cesto se javlja efekt
koji se naziva posmicno blokiranje. Ovaj efekt se javlja zbog velikog porasta vrijednosti
popre¢nih posmi¢nih ¢lanova u matrici krutosti, koji se dobivaju ovom numerickom

integracijom, pa se konstrukcija pri analizi ponasa prekruto.

o . . .
A"l ° s n H 2
= s
g |= e =
—» o o o
© L
1= e
/3", 13" 15"/5  15"/5
1.0 1.0 1.0 1.0
a) reducirana b) puna
integracija (2X2) integracija (3x3)

Crtez 2.12 -Polozaj Gauss-ovih integracijskih tocaka

Bolje rezultate, narocito za tanke elemente, daje reducirana integracija koja
ima (m-1)%(m-1) Gauss-ovih to¢aka na elementu (Crtez 2.12a). Kod ovog integracijskog
postupka se mogu, u nekim primjerima, pojaviti nulti energijski oblici. To se moze izbjeci
upotrebom selektivne integracije.

Tehnikom selektivne integracije se dio matrice krutosti koji se odnosi na progib
integrira po normalnom pravilu, a posmicni dio matrice se integrira po reduciranom pravilu.
Cijeli postupak se provodi u tri koraka:

1. Posmicni ¢lanovi matrice B, se izracunaju u Cetiri Gauss-ove toc¢ke po 2x2
integracijskom pravilu;
2. IzraCunati ¢lanovi se ekstrapoliraju u devet Gauss-ovih tocaka pomocu baznih funkcija

N,(&n):

4
Bu(&n), = 2N.(&n), By(en), (2.49)
gdje se n odnosi na devet tocaka za normalno integracijsko pravilo, a » na Cetiri tocke

za reducirano pravilo. Interpolacijske funkcije imaju oblik:
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1 —
N, = (1+€8)(14nm) (2:50)

gdje se E 1M odreduju tako da svaka interpolacijska funkcija ima vrijednost 1 u
odgovarajucoj Gauss-ovoj tocki, a u ostale tri ima vrijednost 0.

3. Progibni ¢lanovi matrice B, se izraCunavaju u devet integracijskih tocaka.

Tako su sve komponente deformacije i naprezanja izraCunate u devet (3%3)
integracijskih to¢aka. Kod reduciranog integriranja posmika se na ovaj nacin mijenjaju u

matrici B, svi ¢lanovi osim sedmog i osmog retka, jednadzba (2.36).

2.2.11 Matrica krutosti elementa
Matrica krutosti konacnog elementa ljuske ima (5xn)x(5xn) ¢lanova, pri ¢emu je n
broj ¢vorova elementa. Podmatrica koja povezuje ¢vorove i i j je veli¢ine (5%5), a odreduje

se kao:

+1+1

K, = [ [ B/DB det J(g,n)dn (2.51)

-1-1
Matrica elementa K, je sastavljena od pojedinih podmatrica K;. Izracunava se
integriranjem po srednjoj plohi ljuske. Ako se zeli dobiti matrica elementa u globalnom
koordinatnom sustavu, treba je transformirati. Dva zaokreta oko osiju ¢vornog koordinatnog

sustava v, 1v,, u ¢voru k, vezani su s tri zaokreta oko globalnih osiju X, Y i Z slijede¢im

izrazom:
{ak}— T'lr/;k1| (2.52)
BT J
gdje je

T! :szk = (2.53)
Sl e W v '
Transformirana podmatrica Kj; kojoj indeksi i i j pripadaju ¢vorovima s globalnim
zaokretima je veli¢ine 6x6, a dobiva se slijede¢om transformacijom:
K;=T'K,T, (2.54)

gdje je:
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1 00 0 O O
010 0 0 O
I 0
T, = J=0 01 0 0 0 (2.55)
0 Ti —X =Y —Z
0 0 O V21 V2i V21
00 0 v v V]

2.2.12 Tipovi konacnih elemenata ljuske i pripadajuce bazne funkcije
Razvoj izoparametrijskog C° elementa ljuske jo§ je uvijek aktivno podrudje
istrazivanja. Elementi upotrebljeni u ovom radu su 8-Evorni (Serendipity), 9-Cvorni

Lagrange-ov i 9-Cvorni Heterosis.

8-¢vorni Serendipity element

Ovo je najjednostavniji degenerirani element (Crtez 2.13). Uveo ga je Ahmad [A.1].
To je ujedno i najpopularniji element iz izoparametrijske obitelji. Do kvalitetne popravke
ovog elementa dolazi uvodenjem selektivne (reducirane) integracije (2x2), prema [Z.6, P.5,
B.3], umjesto potpune integracije (3x3). Kod vrlo tankih ljusaka s njim se mogu pojaviti

teskoce s konvergencijom rjesenja.

9-¢vorni Lagrange-ov element

Eksperimentiraju¢i s linearnim kvadrati¢nim i1 kubi¢nim elementima iz Serendipity i
Lagrange-ove obitelji, Pugh i dr. [P.8] su ustanovili da je 9-Cvorni Lagrange-ov element
(Crtez 2.13) gotovo optimalan kao op¢i element ploce. Iskustvo pokazuje da je u slucaju

reducirane integracije Lagrange-ov element superioran nad Serendipity elementom.

8-Cvorni 9-¢vorni 9-¢vorni
Serendipity Lagrange-ov Heterosis

KEREK

® Cvorovi s u, v, W, o, p stupnjevima slobode

O Cvorovi s a, B stupnjevima slobode

Crte 2.13 - 8-¢vorni i 9-cvorni konacni elementi ljuske u prirodnom koordinatnom sustavu
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Bazne funkcije 8-¢vornog degeneriranog
konac¢nog elementa ljuske

N, = i(1+§&)(1+nm)(éi+nin— 1)

zai=1,3,5,7

2

N = (g (1) + 1 enn)(1-2)

zai=2,4,6,8

Bazne funkcije 9-¢vornog degeneriranog
kona¢nog elementa ljuske

N; = %&ﬂ(@é)(nﬂm)

zai=1,3,5,7

zai=2,4,6,8

N; :(1_112)(1_&2)

zai=9

Crtef 2.14 - Bazne funkcije za 8-cvorne i 9-cvorne elemente

Heterosis element

Ovaj 9-Cvorni kvadrilateralni element, prikazan na Crtezu 2.13, razvio je za ploce
Hughes [H.11], a kasnije je primjenjen na ljuske [H.6]. Ovaj element koristi funkcije
Serendipity elementa za translacijske pomake, a funkcije Lagrange-ovog elementa za
rotacijske pomake. Matrica krutosti mu je dobro uvjetovana kod selektivne integracije i kod
vrlo tankih ploca i ljuski. Pokazuje bolja svojstva od oba prethodna elementa.

Bazne funkcije 8-¢vornog i 9-¢vornog kona¢nog elementa prikazane su na Crtezu

2.14.
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2.2.13 Uslojenost elementa

Ako se ljuska sastoji od vise slojeva koji su od razli¢itog materijala, treba raditi
odgovarajucu integraciju po debljini elementa. Osnovni Ahmadovi elementi ukljucuju
numericku integraciju po debljini i tako “usput” uzimaju u obzir nehomogenost materijala
po debjini elementa. Sastavljeni su od viSe pojedinaénih membrana koje su medusobno
“slijepljene” 1 u kojima je pretpostavljeno ravninsko stanje naprezanja [F.3]. Kod
kompozitnih materijala svaka membrana moze predstavljati drugi materijal. 1 kod
konstrukcija iz samo jednog materijala preporuca se upotreba visSe od jedne
lamele/membrane zbog numericke integracije po debljini elementa.

Za elemente ljuske, koji su opisani u ovom poglavlju, koristi se numericka integracija
po debljini.

Ako su po debljini ljuske rasporedeni razli¢iti materijali, moze se svaki pojedini
materijal predstaviti kao sloj elementa ljuske ¢ija je debljina poznata (Crtez 2.15). Tada su
poznata i svojstva materijala pojedinog sloja.

Nehomogenost elementa po debljini uzima se u obzir pomocu matrice D koja je dana
jednadZzbom (2.45). Matrica D se dobije integriranjem svojstava pojedinih materijala po
cijeloj debljini elementa i, u biti, predstavlja ekvivalentnu matricu elasticnih konstanti. S
takvom matricom odredi se krutost elementa i nakon rjeSavanja sustava jednadzbi dobije
veli¢ina pomaka. Iz pomaka se zatim odrede specificne deformacije referentne plohe,
jednadzba (2.25). Naprezanja se izracunaju u sredini pojedinog sloja, jednadzba (2.37).
Slojevi mogu imati razlicite debljine. Svi elementi jedne ljuskaste konstrukcije moraju imati
isti broj slojeva.

Kod odredivanja determinante Jacobi-jeve matrice po slojevima u jednadzbi (2.30) je
potrebno umjesto koordinata srednje plohe elementa, jednadzba (2.31), upotrebiti

koordinate srednje plohe promatranog sloja.

Slojevi Prirodne koordinate 7' koordinata Dijagram
| ‘ : Y naprezanja

| 1

T | by P

z | - ],
N\ b

I I :
| | c : h¢
} @ } t : 1

Crte? 2.15 - Uslojeﬁost elementa

I
"

)

h® _h/2
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2.2.14 Opterecenje elementa

Element ljuske moze biti optere¢en C¢vornim silama, povrSinskim i volumenskim

opterecenjem:
F,=F,+F,, +EF, (2.56)
Principom virtualnog rada se za vektor optere¢enja elementa dobiva slijedeéi izraz:
F,=F, + [N'pdA+ [N"fdv (2.57)
A Vg

el el

gdje je p povrsinsko opterecenje, a f volumensko. A je povrSina srednje plohe elementa.
Volumen elementa se odreduje jednadzbom:

11 n n
V, = [ dv =] [2detT dedn =D Y 2w,w, detI(e,,,) (2.58)

Vy ~1-1 i=l j=1
U gornjoj jednadzbi je integracija po prirodnim koordinatama zamijenjena
numerickom (Gauss-ovom) integracijom nxn, gdje je n broj Gauss-ovih tofaka u & i n

smjeru a w; 1 w; su integracijske teZine [J.2]. Determinanta Jacobi-jeve matrice se mora

izraCunati u svakoj integracijskoj tocki na srednjoj plohi ljuske. Konstanta ‘2’ predstavlja

debljinu elementa u prirodnoj koordinati .

Gravitacijsko opterecenje

Momenti koji nastaju zbog gravitacijskog opterecenja u ¢voru su jednaki nuli, jer je ¢vor na
srednjoj plohi (£ = 0). Translacijske sile, koje se dobivaju numerickom integracijom su:
FS = Z;Z;Nk(&i,nj) pg2w,w, detJ(g,,m,) (2.59)
i=l j=
gdje je F sila u ¢voru k u smjeru osi s (s=X, Y, Z), g° je komponenta gravitacijske

konstante u smjeru s, a p je gustoca materijala.

Jednoliko povrsinsko optereéenje elementa

Jednoliko opterecenje na elementu q je pozitivno ako tlaci povrSinu elementa, a
negativno ako je razvlaci.
Zamjenjujuce sile u ¢voru k zbog jednolikog tlaka su:
FS = lezllwiwj(—l)cNk(g,nj) qdet)(g,n,) n® (2.60)
i=l j=
U gornjoj jednadzbi je Jacobi-jeva determinanta izracunata na rubu djelovanja opterec¢enja

(E=+1), c je jednak +1 ako je tlak na gornjoj plohi i -1 ako je tlak na donjoj plohi, q je
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veli¢ina tlaka, a n® je komponenta normale u smjeru globalne koordinate s u promatranoj
tocki.
Momenti u ¢voru k zbog jednolikog tlaka su:

3
1
My = ZEChkaS V?k
s

} (2.61)

1 s —s
M} = z(_l)EChka Vik
s

Nejednoliko povrsinsko opterecenje elementa

Nejednoliko opterecenje se zadaje s vrijednostima u pojedinim ¢vorovima elementa,
zatim se te vrijednosti interpoliraju za svaku to¢ku. Za opterec¢enje na gornjem ili donjem

rubu dovoljna je jedna jednadzba:

a(&.n,) = 2((1+0)q% +(1-c)a®) /N, (g,.m) (2.62)

k=1

gdje je qy tlak u &voru k na gornju, a q; tlak u &voru k na donju plohu.

2.2.15 Ukljulenje armature

Ukratko ¢e se prikazati samo neki aspekti modeliranja armature, tj. proracun njenog
doprinosa ukupnoj krutosti elementa. Kako je ve¢ reCeno, armatura je simulirana posebnom
lamelom u okviru osnovnog izoparametrijskog elementa (Crtez 2.16). Detaljni opis

formulacije ovih elemenata moze se nac¢i u [M.4].

Crtez 2.16 - Lamela armature unutar betonskog elementa

Geometrija 1 polozaj lamele armature definirane su slino kao i pojedine lamele
betonskog presjeka, pa se prema tome za lamele armature moze upotrijebiti potpuno isti
numeriCki postupak kao 1 za lamele betona. PoSto se, u realnim inzenjerskim
konstrukcijama, armatura ugraduje u obliku Sipki ili mreza, s toga se i u numerickom
modelu dozvoljava moguénost nosenja i krutosti samo u smjeru pruzanja $ipki. Usvojena je

puna kompatibilnost pomaka betona i armature.
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Matrica krutosti cijelog kona¢nog elementa dobiva se zbrajanjem doprinosa krutosti

armature i osnovnog betonskog elementa.
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2.3 MODEL MATERIJALA ZA STATICKO OPTERECENJE

2.3.1 Opdenito

IzloZzeni model materijala prvenstveno je namijenjen simulaciji ponaSanja armiranog
betona, a u svrhu modeliranja armirano betonskih konstrukcija koje su najrasprostranjenije
u praksi. Model pokusava opisati vrlo slozeno ponaSanje betona i armature u razliitim
stanjima naprezanja, od niskih razina optere¢enja pa sve do sloma. Model se moZze uspjesno
koristiti i za simulaciju nekih vrsta stijena, ali i za modeliranje ponasanja drugih gradiva.
Kao posebni slucajevi, adekvatnim izborom odredenih parametara moguce je dobiti klasi¢ne
anizotropno-elasti¢ne ili elasto-plasticne modele materijala.

Modeliranje materijalnog ponaSanja betona vezano je s mnogim tesko¢ama koje su
posljedica kompleksnosti stvarnog ponasanja materijala. Karakteristike materijala mogu
viSestruko varirati. Ovisno o vrsti agregata, beton moze biti lagani, normalne tezine (obi¢ni
beton) ili teski beton. Armirani i prednapeti beton ovise 1 o kvaliteti Celika koji se u njih
ugraduje, te o nacinu ugradnje. Bitno je napomenuti da su svojstva celika puno bolje
poznata, te ih je moguce i to¢nije opisati nego svojstva betona.

Dakle, kako je istaknuto, poznavanje ponaSanja betona predstavlja osnovu bilo
kakvog modeliranja betonskih i armirano betonskih konstrukcija. Iako je beton vjerojatno
najraSirenije koriSteni gradevinski materijal, njegovo ponasanje jos uvijek nije u potpunosti
istrazeno. Zadatak iznalazenja konstitutivnog zakona, koji bi obuhvatio izotropno i
anizotropno ponasanje betona u uvjetima statickog, ciklickog, dinamickog i dugotrajnog
opterecenja (puzanje), predstavlja jedan od najslozenijih zadataka u inZenjerskom
konstrukterstvu.

Razvijeno je i predloZeno mnostvo matematickih modela u svrhu simulacije ponaSanja
betona. Globalno, mozemo razlikovati dvije klase modela [M.7]: (a) fenomenoloski modeli,
kojima se nastoji Sto bolje reprezentirati makroskopsko ponasanje materijala, s naglaskom
na jednostavnosti primjene modela; (b) strukturni modeli, koji polaze od temeljnih svojstava
materijala (kemijski sastav materijala), pri cemu bi se makroskopska svojstva trebala dobiti
kao posljedica. PokusSaji da se fizikalne konstante materijala izraze u funkciji molekularnih
parametara joS uvijek nisu dali upotrebljive rezultate.

Medu najznacajnije fenomenoloske modele ubrajaju se [M.7], [H.8]:

— Dvoparametarski model,
— Troparametarski model,

— Cetveroparametarski model,
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— Peteroparametarski model,
— Hipoelasti¢ni model.
Od strukturnih modela najpoznatiji su [M.7], [H.8]:
— Mikroravninski model temeljen na endohronoj teoriji,

— Modeli temeljeni na diskretnim elementima.

U ovom radu je za analizu ljuskastih konstrukcija upotrijebljen dvoparametarski
model betona. Odabrani materijalni model, opisan u radovima [P.7], [D.1], [R.1] i [M.7]
uzima u obzir dominantne nelinearne karakteristike betona. Svaka lamela unutar kona¢nog
elementa ljuske tretira se kao da je u ravninskom stanju naprezanja. Prema tome, nakon
izratunavanja naprezanja u Gauss to¢kama lamela ljuske, izraCunavaju se glavna naprezanja
kao za 2D probleme, te se prema veliini i predznacima glavnih naprezanja korigiraju
materijalne karakteristike betona.

U podrucju viSeosnog tlaka beton se tretira kao neelasti¢ni materijal. Pretpostavlja se
linearno ponasanje do granice tecenja, te nelinearno ponasanje od granice tecenja do granice
loma. U stanju vlak-vlak i vlak-tlak pretpostavlja se elasticno ponaSanje do granice
definirane vlacnom ¢vrsto¢om, nakon ¢ega se uzima u obzir otvaranje pukotina u betonu.
Pri tome se vr$i postepena redukcija vlacnih i posmi¢nih naprezanja. Za definiranje granice
popustanja koriste se dva razli¢ita uvjeta: Von Mises-ov kriterij u dvoosnom tlaku, te
kriterij maksimalnih naprezanja za pukotine u podrucju vlak-tlak i vlak-vlak.

Armatura se modelira posebnom lamelom (slojem) u okviru uslojenog modela ljuske.
Ova lamela je poloZajno neovisna o ostalim lamelama, §to omogucava vrlo jednostavno
zadavanje armature u okviru betonskog elementa. Ponasanje armature simulira se

jednoosnim elasto-plastiénim modelom.

2.3.2 Modeliranje betona u tlaku

Veza naprezanje-deformacija u podrucju tlak-tlak je izrazito nelinearna. U linearnom
podrucju analiticka veza izmedu naprezanja i deformacija ima oblik:

c=De¢ (2.63)

gdje je o vektorski zapis tenzora naprezanja (2.37), € vektorski zapis tenzora deformacija
(2.25), a D matrica elasti¢nih konstanti betona (2.45) i (2.46).

Elasti¢no ponaSanje je pretpostavljeno dok se ne dosegne granica popustanja. Nakon
granice popusStanja materijal se ponaSa plastino. Plasticno ponasanje je karakterizirano

nepovratnom plasticnom deformacijom. U ovom modelu plasticna deformacija nastaje
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trenutno kada se prekoraci granica popustanja. Ovo stanje naprezanja je definirano uvjetom
plasti¢nosti. Dakle, za opis ponasanja materijala do zadovoljenja uvjeta plasticnosti

pretpostavlja se elasti¢éno ponasanje, a nakon toga potpuno plasti¢éno ponasanje.

2.3.2.1 Uvjet i zakon popustanja i o¢vr§¢avanja

Nakon prekoracenja naprezanja popustanja, materijal (u ovom modelu) se ponasa
potpuno plasticno. Pojedini modeli mogu ukljucivati linearno ili nelinearno ojaCanje
(hardening) ili omeksanje (softening).

Obi¢no se pretpostavlja da je ukupni prirast deformacije jednak zbroju prirasta
elasti¢ne i plasticne komponente

de =de, +dg, (2.64)

U nedostatku rezultata pokusa u plasticnom podrucju, veza c-g obi¢no se aproksimira
tako da slijedimo pretpostavku okomitosti vektora toka deformacija na krivulju plasti¢nog
popustanja. Ovakva plastinost se naziva pridruzena plasticnost. U linearnom podrucju
dvoosnog stanja naprezanja, normalno naprezanje u opéem smjeru dano je elipsom
naprezanja, a normalna deformacija elipsom deformacija. U podrucju plasti¢nog popustanja
elipsa deformacija Siri se u neku novu krivulju deformacija i bez promjene stanja naprezanja
u toCki. Uz uvjet da postoji okomitost promjene deformacija na njenu krivulju, prirast
deformacije definiramo kao:

OF
de? = dh— (2.65)
do;

gdje je dA skalar koji odreduje veli¢inu prirasta plasticne deformacije, dok gradijent
definira smjer koji je okomit na krivulju plastifikacije.

Materijal se ponasSa elasticno ako je iznos naprezanja manji od nekog tocno
odredenog, tj. plasticno ako je iznos naprezanja ve¢i. Moze se definirati funkcija F koja

predstavlja uvjet plasticnog popustanja:

Fo,x) = f(o) = Y(3) =0 (2.66)
gdje je y parametar oévri¢avanja. f(c) je funkcija invarijanti devijatorskog naprezanja, a
Y(x) predstavlja granicu tecenja, koja moze biti u funkciji parametra o¢vr§¢avanja, iako se

obi¢no odabire kao jednoosna granica tecenja.
Op¢i zakon plasticnosti u dvoosnom stanju naprezanja, s trenutnim poloZajem krivulje

plastifikacije, prikazan je na Crtezu 2.17.
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62(82)

~

61(81)

Crtez 2.17 - Zakon i krivulja plastifikacije za dvoosno stanje naprezanja, lit. [M.7]

Derivacije funkcije popustanja, na aktualnoj krivulji popustanja, definiraju vektor toka:

T
[ ]T oF OF OoF OF OF (2.67)
a=)|a )a 7a )a 7a = _7_9_7_7_ M
PER TS oo, 00, 1., 1, 1,
Veli¢ine a,,a,,a,,a,,a; mozemo odrediti prema slijede¢im izrazima:
oF 1/ _ _
a == Z(alcx +2,,0, +a13rxy)
oF 1/ _ _
=7 = Z(aucx +a,o, + a13rxy) (2.68)
y
oF 1/_ _ _
a;=5 = Z(alzcx +a,0, +a31:xy)
Xy
oF 1/ _
a4 :aT_XZ:X(a4sz +a45‘tyz)
oF 1

we L, vag,)
5 a,ryz A 45 ¥ xz 5Vyz

pri cemu A predstavlja efektivno naprezanje:

flo)=A= \/alcf +2a,,6,0, + 2120'5 + aﬂfz + a4rf3 + a517;3 = \/61T,2,3A1,2,301,2,3
fa, a, 0 0 0
a, a, 0 0 O
A,;=|0 0 a 0 0
0 0 0 a, O

0 0 0 0 a,

(2.69)

U gornjem izrazu a;...as su parametri anizotropije koji se odreduju eksperimentalno na
osnovu Sest nezavisnih testova tecenja [F.3, H.9, M.4]. Ako se glavne osi anizotropije (1,2)

ne podudaraju s referentnim osima (x,y) nego su rotirane za neki kut w, potrebno je
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transformirati naprezanje i parametre anizotropije, pri ¢emu je matrica transformacije T

definirana izrazom (2.48):

f(G) =A= \/Gz,y,zAx,y,zcx,y,z 5 Ax,y,z = TIAI,ZJTT = 513 523 53 0 0 (270)
0 0 0 a, a,
0 0 0 a, a

Veza o-¢€ u elasto-plasticnom podrucju, iskazana u inkrementalnom obliku glasi:

do=D,de (2.71)
gdje je matrica elasto-plasti¢nosti data izrazom:
D,, =D —(Daa™D)/(H' +a"Da) (2.72)
u kojem su:
H - parametar ocvr§¢avanja materijala (konstanta),
D - matrica elasti¢nosti,
de - inkrement vektora ukupne deformacije.

Faktor dA mozZe se odrediti iz relacije:
di=(H +a"Da) 'a'D de (2.73)
Zbog pridruzene plasticnosti matrica elasto plastiCnosti je simetri¢na. Pretpostavka
pridruzene plasti¢nosti zadovoljava opis ponaSanja betona. Za neke druge materijale, npr.

glinoviti materijal, morala bi se koristiti neasocijativna plasticnost §to matricu elasto-

plasti¢nosti ¢ini nesimetricnom.

Za definiranje granice popustanja betona u ovom radu koristi se modificirani Von
Mises-ov uvjet, koji ukljucuje utjecaj poprecnog posmika. Zakon popusStanja za troosno
stanje naprezanja dan je izrazom:

F(I,,,J,,) =B(31,,) +al,, —5,=0 (2.74)

Ovaj uvjet tecenja ovisi o dvije invarijante naprezanja i dvaju parametara materijala o i 3.
o, je ekvivalentno jednoosno tla¢no naprezanje. U ovom radu je usvojeno da ekvivalentno

jednoosno tlacno naprezanja odgovara jednoosnoj tlanoj ¢vrstoéi, (o, =f;). 1, je prva
invarijanta normalnog naprezanja, a J _, druga invarijanta posmi¢nog naprezanja, definirane

izrazom:
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I,=0,+0,+0,

1
2 2 2 2 2 2
T, =[5(sx +s, +sz)+rXy +1,+T,,

gdje su:

I, I, I

1
5, =0y—3, §=0,-7, §=0,—7

UvrStavajuéi izravno naprezanja u izraz (2.74), te nakon sredivanja, op¢éi Von Mises-ov
kriterij popustanja mozemo prikazati u obliku:

B[(Gi + Gi, + Gi) -6,6,-06,6,-0,0, + riy +12,+ riz] + oc(cx +o,+ GZ) =f, (275
Huber-Misesov uvjet popustanja dobiva se za a=0.0 1 B=1.0. Dobro slaganje s Kupfer-ovim
rezultatima pokusa s dvoosnim stanjem tlacnih naprezanja, prema [M.7], dobivamo ako
usvojimo parametre materijala: o =0.355f;; 3 =1355.

Stanje naprezanja u debelim plo¢ama i ljuskama odgovara priblizno dvoosnom stanju
jer je naprezanje na srednju plohu (o ,) zanemarivo, pa se za probleme ljusaka, izraz (2.75)

modificira:
1.355-[((5i + (53,) -06,0,+ 3(riy +1.,+ riz)] +0.355 fB((SX + Gy) =f; (2.76)
Na Crtezu 2.18 prikazana je usporedba izraza (2.76) s Kupfer-ovim eksperimentalnim

rezultatima za dvoosno stanje naprezanja [K.1].

A teCenje /]\

————
—_—

popustanja

-~

< .

5 el N >
= & \ 2
o " 2
£ o on =
& ‘

=

o

Kupfer-ov uvjet

P0pu§unga
fZ
----- >
: SN e fB
B e
viak-viak | T, \1/
pukotine

Crtez 2.18 - 2D model popustanja i pojave pukotina u betonu, lit. [M.7]
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Usporedbom Von Mises-ovog uvjeta teCenja u podruc¢ju dvoosnog tlaka s
eksperimentalnim rezultatima Kupfer-a i suradnika, (Crtez 2.18), uocava se da Von Mises-
ov uvjet daje nesto manju ¢vrstocu od eksperimentalno dobivenih rezultata, §to je na strani
nesto vece sigurnosti. Kod vecine prakti¢nih konstrukcija, dominantno nelinearno ponaSanje
nastaje usljed pucanja betona u vlaku i te€enja armature. Beton je vrlo rijetko u uvjetima
visokih tla¢nih naprezanja (tecenja), a ako se i javljaju, ti se uvjeti odnose na vrlo uska
podrucja konstrukcije. Stoga je preciznost definiranja uvjeta popustanja materijala od
relativno manjeg znacaja. Usvojeni model zanemaruje pojavu nelinearnosti prije plasticnog
teCenja (koje odgovara jednoosnoj ¢vrsto¢i betona), §to je sigurno znacajniji nedostatak.
Ipak, moze se re¢i da je i s ovako jednostavnim modelom, dovoljno tocno opisano

ponasanje betona u dvoosnom tlaku.

2.3.2.2 Uvjet drobljenja betona

Drobljenje (slom) betona definirano je u funkciji deformacija. Nedostatak
eksperimentalnih podataka vezanih za grani¢ne deformacije betona rezultiralo je time da se
deformacijski uvjet sloma definira slicno Von Mises-ovom uvjetu popustanja, s time $to su
naprezanja zamijenjena deformacijama. Dakle, drobljenje betona nastaje kada stanje

deformacija zadovoljava uvjet:

C,,,0.) =B(31,,) +al, —&,=0 2.77)

gdje su I, 1 J,,invarijante deformacije, a ¢, je slomna deformacija ekstrapolirana iz
rezultata jednoosnog testa (obi¢no 0.003-0.005). Invarijante deformacija su:

Iglzgx+sy+sZ
J. = l 2 2 2 2 2 2
2 =5 Sy S, +S, J+T, HT, T,

u kojem su:

Uvjet sloma izravno izrazen preko vrijednosti komponenti deformacija, za opce
troosno stanje naprezanja glasi:

3
C(S) - 1355|:872‘ +8§’ +8§ _SXSY _gygz _ngz +_(’Y>2<y +Y)2(z +Y§Z):|
4 (2.78)

+O.3558u[8X +e, +82]—sfl =0

Za probleme ljuski, izraz (2.78) se modificira u:
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3
C(e) = 1.355.{81 +el-g.g, +Z(y’2‘y +y2 +y§z)}+0.3558u[sx +8y]—8i =0 (2.79)

Kada je qs) > 0, pretpostavlja se da je doslo do sloma u materijalu. U tom slucaju beton

nema nikakve krutosti, pa su i naprezanja u betonu jednaka nuli. Kod toga treba imati na
umu da u rjeSenju pomocéu tehnike konacnih elemenata promatramo stanje
naprezanja/deformacija u tzv. integracijskim tockama. Ukupna krutost elementa odreduje se
na osnovu doprinosa svake integracijske tocke. Stoga drobljenje betona u nekoj tocki
elementa ne mora znaciti da cijeli element nema nikakvu krutost. Takoder slom betona u

jednoj ili vise integracijskih tocaka ne znaci ujedno i slom Citave konstrukcije.

2.3.3 Modeliranje betona u viaku

Pojava pukotina u vlacnim zonama od presudnog je utjecaja na nelinearno ponaSanje
betona. Formiranje pukotina u nekoj tocki nastaje nakon prekoracenja vlacne Evrstoce
betona. Njihova pojava izaziva gubitak vlacne ¢vrstoce i vlacne krutosti.

U vlacnom stanju naprezanja betona razlikujemo elasti¢no i krto podrucje. Do granice
makro pukotina beton tretiramo kao elasti¢ni materijal, a nakon pojave makro pukotina kao
krti. Pretpostavljamo da se pukotine formiraju u ravninama okomitim na smjer glavnih
vla¢nih naprezanja ¢im se dosegne vla¢na ¢vrstoca betona f,.

Pukotine se mogu modelirati diskretno ili raspodijeljeno [P.1]. Diskretni model
ukljucuje pojavu stvarnog diskontinuiteta, dok model raspodijeljenih pukotina pretpostavlja
prosje¢nu pojavu smjera i veli¢ine pukotina na odredenom dijelu kona¢nog elementa. Ovaj
model i nakon pojave pukotina pretpostavlja da materijal ostaje kontinuum a pukotina se
simulira promjenama u karakteristikama materijala.

U ovom radu je koriSten model raspodijeljenih pukotina i to tzv. model fiksnih

ortogonalnih pukotina.

2.3.3.1 Uvjet pojave pukotina i vlaénoga sloma

Dvoosno vlacno stanje naprezanja prikazano je na Crtezu 2.19, gdje je definirano
maksimalno naprezanje u vlacnoj zoni. U podrucju vlak-vlak pukotine nastaju u ravnini
okomitoj na pravac maksimalnog glavnog vlacnog naprezanja ako ovo naprezanje prekoraci
jednoosnu vla¢nu ¢vrstoc¢u betona. Dakle pukotine nastaju kad je:

c,>f, ili c,>f, (2.80)
gdje f, predstavlja vlac¢nu ¢vrstocu.

Pukotine u podrucju vlak-tlak nastaju kad se ispune slijede¢i uvjeti:
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(f,-0,)/f,20,/f, ili  of +o,f, <ff (2.81)
Stanja naprezanja u toCkama prije pojave mogucih pukotina prikazana su na Crtezu

2.19a. Glavna naprezanja c, 1 6, mozemo izracunati prema izrazu:

G, +0 2
G, = Tyi\/0.25(cx —Gy) + riy (2.82)

a kut glavnih naprezanja definiran je s:

2T,
a, =05ctg——— (2.83)
c

X_Gy

Ako je oy > f, tada kut glavnih naprezanja nazivamo kriti¢ni kut o,

Kut pruzanja pukotina o, iznosi:

p
T
o, =+ (2.84)
%y
Yy
y
02
oy o1 r Xy
T th ‘ Ox
S1 01
G2
t;yti
%y
(a) predpukotinsko stanje (b) pojava pukotine

(c) naprezanje nakon pojave pukotine

Crte 2.19 - Model pukotina, lit. [D.1]
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2.3.3.2 Vla¢no omeksSanje raspucalog betona

Nakon prekoracenja vlacne ¢vrstoce u odredenoj tocki dolazi do formiranja pukotine i
na tom mjestu beton visSe nema vlacne cvrstoce. Medutim, izmedu pukotina beton moze
preuzimati vlacna naprezanja. Dakle, i u stanju nakon pojave pukotina beton prosjecno nosi
na vlak. Porastom veli¢ine vlacne deformacije i Sirenjem pukotina ta nosivost opada prema
nuli. Ovu pojavu nazivamo vla¢no omeksanje betona.

Za simulaciju vla¢nog omekSanja formulirani su razliCiti pristupi temeljeni na
podacima iz pokusa. U ovom radu je primijenjen numericki model prema lit. [D.1] s
linearnim opadanjem naprezanja okomito na pukotine u betonu te procesom opterecenja i

rasterecenja, graficki prikazanom na Crtezu 2.20.

(e
o=05
f,+
E=0
Usz T
!
E
1
1 o
Svp avmax
a) po~etno rastu}e optere}enje
lo
f L
’ 05<a=>=07
év,,, = 00020

(lfz T —

GiT —_— — —

&
E
| €
S‘i 8v‘

b) rastere}enje i ponovno optere}enje

CrteZ 2.20 - Opterecenje i rasterecenje raspucalog betona s prikazom vlacnog
omeksavanja,

lit. [D.1]

Pretpostavlja se da rastereCenje i ponovno opterecenje raspucalog betona slijedi linearni

zakon s fiktivnim modulom elasti¢nosti E;:
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€
E =af —™; e, <g <g (2.85)

gdiesuai e parametri vlacnog omeksSanja, a g; je najveca dosegnuta vrijednost vlacne
Vmax 1

deformacije u promatranoj tocki. Ako se pukotina zatvori, tj. ako komponenta deformacije
okomito na pukotinu postane negativna, beton zadrZzava ponaSanje neslomljenog betona u
odgovaraju¢em smjeru. U opisanom numeri¢kom modelu betona, smjer pukotine i najveca
vlacna deformacija se "pamte".

Normalno naprezanje o (i/ili 5,) dobivamo prema slijede¢im izrazima:

1
o, =af,———; Ep <858,
o 0.€
ili o, =—=; €, <§ (2.86)
&,

i
gdje je €, postojeca vlacna deformacija u smjeru materijala, Sto je vidljivo na Crtezu 2.20.
Vrijednost f, je vlacna ¢vrstoca betona. Vrijednost f, se moze izraziti preko jednoosne
tlacne ¢vrstoce prema lit. [F.1] kao
f,=0625/f,

Konstanta vlacnog omeksavanja o, prema [K.9], uzima se od 0.5 do 0.7, ovisno o
relativnom postotku armature u presjeku. Ipak, kako su promjene ponaSanja konstrukcije s
promjenom parametra o. opcenito gledano male, moze se upotrijebiti konstantna vrijednost

0=0.6. Za ¢, obiCno se uzima vrijednost 0.002. PrekoraCenjem ¢,  smatramo da je

nastupio vlacni slom u betonu.

2.3.3.3 Posmicna krutost raspucalog betona

Podaci iz niza pokusa pokazuju da se odredeni iznos posmi¢nog naprezanja prenosi
preko povrsine raspucalog betona zbog djelovanja armaturnih Sipki i zaglavljivanja zrna
agregata. Pri tome se posmicna krutost naj¢eS¢e modelira u ovisnosti od Sirine pukotine,
premda veliina zrna agregata i postotak armature u presjeku te dimenzija Sipke, takoder,
imaju izvjestan utjecaj.

Uobicajeni nac¢in modeliranja posmic¢ne krutosti betona je redukcija modula posmika.
U nastavku se obrazlaze model primijenjen u ovom radu, u kojem je modul posmika
raspucalog betona linearno zavisan o normalnoj deformaciji okomito na ravninu pukotine

(Crtez 2.21) i definiran je izrazom:
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G =nG (2.87)

gdje je G modul betona bez pukotina, a n faktor redukcije prema slijede¢im izrazima:

n=1-—"-; 0<n<y;
& (2.88)

.. . * , v .. . . .
u kojima je ¢, tekuca normalna vlacna deformacija okomito na ravninu pukotine, a &,

deformacija poslije koje modul raspucalog betona postaje jednak nuli.

‘n=G#G
0 4\
T‘I | I - -
0.5 -
0.0 g

5

T
€n EYmax =V Evp

CrteZ 2.21 - Redukcija modula posmika raspucalog betona, lit. [D.1]

Za ljusku koja ima pukotinu u smjeru 1, vrijedi:

G, = G(l—s?/sym) ; G,=0 za g >¢
G,; =Gy,
G, :%

Za ljusku koja ima pukotinu u smjeru 2, vrijedi:
G, =G(1—8§/8ym) ; G,=0 za g,>¢
G;=G,
G, = %G

Y max

Za ljusku koja ima pukotinu u oba smjera, vrijedi:

* *
G,=G(l-e /e, ) : Gn=0 za &y, >c,
* *
G :G(l—al/symx) ; G;=0 za g >¢
* *
Gy = G(l—sz/symx) ; Gy=0 za g, >¢,

gdje je €, veca vrijednost od €] i €.
Krajnju deformaciju mozemo aproksimirati slijedecom relacijom:

e, =YE, (2.89)

¥ max
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gdje je y empirijski faktor koji ovisi o tipu sloma i za standardne betone preporuca se, prema
[D.1, M.2], u iznosu 10-15. Ukoliko slom nastaje uslijed savijanja koristi se manja
vrijednost, a za slom uslijed posmika veca vrijednost. Preporuca se da krajnja deformacija

bude u granicama ¢, =0.001-0.0025.

2.3.3.4 Modeliranje veze naprezanja i deformacija u raspucalom betonu

Raspucali beton postaje ortotropan materijal s jednom osi orijentiranom u smjeru
vlacnog naprezanja. Matricu materijala konstruiramo tako da bude orjentirana prema tim
osima, a kasnije je transformiramo u globalni sustav. U podrucju raspodijeljenih pukotina
Poisson-ov koeficijent postaje jednak nuli, a matrica materijala dijagonalna. Modul
elasti¢nosti u smjeru okomitom na pukotine naglo opada prema nuli. Ova pojava uzrokuje
singularnost ili loSu uvjetovanost matrice svojstava materijala i numericke poteskoce. Kako
bi se izbjegla ovu numeri¢ka poteskoca, pad modula elasticnosti modelira se postupno,
prema Crtezu 2.21. Sekantnim modulom, razli¢itim od nule, zamjenjujemo tangentni koji bi
bio jednak nuli.

Postavlja se veza naprezanja i deformacija za lokalni koordinatni sustav 1-2 gdje su
osi postavljene okomito na i uzduz pukotina, kao $to je prikazano na Crtezu 2.20b. Relacija
o-¢ za raspucali beton op¢enito moze biti napisana kao:

o' =D"¢ (2.90)

gdje je D" matrica "elasti¢nosti" raspucalog betona, ¢* je tenzor naprezanja, a & tenzor

deformacija raspucalog betona u koordinatnom sustavu pukotine:
. T
c :{Gl’cz’rlz’rw’rza}

e = {81a829Y125Y13aY23 }T (2.91)
kao $to je prikazano na Crtezu 2.20c. Efektivno vlaéno naprezanje o, okomito na pukotinu
postupno pada na nulu, prema pretpostavci vlatnog omekSanja prikazanog na Crtezu 2.21.

Za ravninsko stanje naprezanja, koje je prisutno u lamelama ljuske, veza c-€ za beton

s pukotinom u jednom smjeru ima oblik:

o, 0 0 O 0 0 | ¢

o, 0 E O 0 0| e,

T,|=10 0 G, O 0 v, (2.92)
T3 0 0 Gy 0 |y
5] [0 0 0 0 2G|yy

Za beton s pukotinom u oba smjera, veza c-¢ postaje:
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c, 00 O 0 0 | &
c, 00 O 0 0| s,
T, [=[0 0 3G, 0 0 v (2.93)
Ty 00 0 Gy 0]y,
|T5] [0 0 O 0 %G__YB_

Puknuti beton je anizotopan. Sva naprezanja i deformacije se moraju transformirati u

x-y-z koordinatni sustav.

2.3.3.5 Zatvaranje pukotina

U primijenjenom modelu simulirano je zatvaranje i ponovno otvaranje pukotina.
Shematski prikaz mogucih stanja pukotina prikazan je na Crtezu 2.22. Za odredivanje stanja
pukotine, promatra se deformacija okomito na ravninu pukotine. Usvojeno je da je pukotina
potpuno zatvorena ako je:

e <0 i/ii g <0 (2.94)
nakon Cega se mogu prenositi tla¢na naprezanja preko pukotine. Prijenos tlanog naprezanja

simuliran je kao i u slu¢aju neispucanog betona.

Nema pukotina Otvorena druga
pukotina

Otvorena prva Obje pukotine

pukotina ]\ zatvorene

zatvorena otvorene

Prva pukotina / Obje pukotine

Crtez 2.22 - Shematski prikaz mogucih slucajeva otvaranja i zatvaranja pukotina

Ako je tekuca deformacija okomito na pukotinu smanjena, ali je jo$ uvijek pozitivna,
pretpostavljeno je djelomi¢no zatvaranje pukotine. Ovaj slucaj se javlja kada je tekuca
deformacija &4+ (u nt+1 inkrementu opterec¢enja/vremenskom koraku) manja od prethodne

deformacije &,. Tekuée vla¢no naprezanje okomito na pukotinu izracuna se pomocu:

c,,=0, ¢€,/€., (2.95)

n
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Ponovno otvaranje potpuno zatvorene pukotine kontrolirano je takoder pracenjem
vla¢ne deformacije okomito na ravninu pukotine. Ukoliko dolazi do ponovnog otvaranja
pukotine, tj. ako je:

e >0 i/ili g >0 (2.96)
ne racuna se s vlacnom krutos¢u betona, dok je omogucen prijenos posmi¢nog naprezanja.

2.3.3.6 Pravila transformacije

Veza naprezanje-deformacija ispucanog betona definirana je u lokalnom 1-2
koordinatnom sustavu, koji je odreden ravninom pukotine (Crtez 2.19). Transformacija

naprezanja u globalni koordinatni sustav definirana je izrazom:

c=T'c" (2.97)
a transformacija deformacije u lokalni koordinatni sustav izrazom:
e=Te (2.98)
Matrica transformacije ima oblik:
I cos’a,, sin’aL,, sina.,, coso., 0 0 |
sin’oL, cos’a,, -sina, cosa,, 0 0
T=|-2sina,cosa, 2sina,cosa, cos o, —sin‘o, 0 0 (2.99)
0 0 0 coso, sino,,
i 0 0 0 -sina,  CosOL, |

Kut o, predstavlja kut izmedu globalnog (x-y) i lokalnog (1-2) koordinatnog sustava, i
prikazan je na Crtezu 2.19. Ako se (2.90) uvrsti u (2.97), dobiva se:

c=T'D"¢ (2.100)
iz Cega slijedi da je matrica veze naprezanje-deformacija ispucanog betona u lokalnom

koordinatnom sustavu definirana s:

D=T'D'T (2.101)
Naprezanje ispucanog betona u lokalnom koordinatnom sustavu definirano je s:
. -1

o =(T") o (2.102)

I cos’aL,, sin’oL,, -2 sino,, cosa,, 0 0 |

sin“oL, cos’aL,, 2 sina,, cosa,, 0 0
-1 . . .
(TT) =|-sina, cosa, sina,cosa, cos’ o, —sin’a, 0 0 (2.103)
0 0 cosa,, sina,
i 0 0 0 -sina,  cosa., |

Numeric¢ki model simulacije pukotina prikazan je u Tablici 2.1.
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2.3.4 Modeliranje betona u podrudju tlak-vlak i viak-tlak

Dok su deformacije u linearno elasticnom podruc¢ju vrijede odnosi izmedu naprezanja
i deformacija kao u podrucju tlak-tlak. Kad se prekoraci vlacna ¢vrstoca betona pri cemu se
javljaju makro pukotine, upotrebljavaju se jednodimenzionalni modeli ponasanja za svaki
smjer naprezanja posebno. Za tla¢ni smjer koristi se jednodimenzionalni model plasticnog

popustanja, a za vlacni smjer koristi se jednodimenzionalni model s pukotinama.
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Tablica 2.1 - Numericki model simulacije pukotina

M

Poznati su 6, Ac,, €,, Ag, 1 stanje pukotina

)

IzraCunati ukupnu tekucu deformaciju €,
€nin = & + ASn

3)

Izracunati ukupno tekuce naprezanje o,
Oni1 = Op + AGn

“)

Utvrditi tekuce stanje pukotina:
a) Ukoliko ne postoji pukotina izracunati glavna naprezanja G, te
kontrolirati uvjet pojave pukotina:
e ako pukotina nastaje, izraCunati kut o okomito na ravninu
pukotine
e ako nema pukotine, i¢i na korak rjeSenja (1)

b) Ukoliko pukotina (pukotine) ve¢ postoje, transformirati tekucu
deformaciju €.,; u lokalni koordinatni sustav definiran
kutom o,
e=Teg,,
e ako postoji samo jedna pukotina, tekuce stanje pukotina je
definirano s:
akoje: g, <0 i ¢ <0 - stara pukotina je zatvorena
ako je: €
ako je: €

>0 i g <0 - stara pukotina je jo$ otvorena
<0 i g>0 - stara pukotina je zatvorena, a

S5 %S %S %

nova upravo otvorena
akoje: g, >0 i >0 - stara pukotina je jo§ otvorena, a
nova upravo otvorena
e ako postoje obje pukotine, tekuce stanje pukotina je definirano s:
akoje: e, <0 i ¢ <0 - obje pukotine su zatvorene
akoje:e, >0 i ¢ <0 - prva pukotina je otvorena,
druga zatvorena
akoje: e, <0 i >0 - prva pukotina je zatvorena,
druga otvorena
akoje:e, >0 i ¢ >0 - obje pukotine su otvorene

)

IzraCunati tekuée naprezanje u ovisnosti o teku¢em stanju pukotina:
a) Ukoliko ne postoji pukotina ili su obje pukotine zatvorene, i¢i
na korak rjesenja (1).

b) Ako je jedna ili obje pukotine otvorene:

e izracunati ukupno naprezanje u lokalnom koordinatnom sustavu
c'=D"¢
e komponente naprezanja okomito na ravninu pukotine azurirati u
skladu s usvojenim modelom vla¢ne krutosti ispucanog betona.

o transformirati tekuce naprezanje u globalni koordinatni sustav.
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2.3.5 Modeliranje armature

U svrhu modeliranja armirano betonskih konstrukcija, osim betona potrebno je
poznavati i ponaSanje armaturnog Celika. Bitno je napomenuti da je, u odnosu na beton,
ponasanje celika daleko bolje poznato.

U armirano betonskim konstrukcijama armaturu najce$¢e ugradujemo u obliku Sipki,
mreza ili kablova. Armatura prenosi uzduzne vlacne i tla¢ne sile. Njeno ponasanje se moze
dobro aproksimirati jednodimenzionalnim modelom, tj. jednoosnim stanjem naprezanja.

Tipi¢ni dijagram naprezanje-deformacija (o-g) za betonske celike u uvjetima
kratkotrajnog statickog opterecenja, prikazan je na Crtezu 2.23. Opcenito se pretpostavlja da

je ponasanje Celika identi¢no u vlaku i tlaku.

A
+6, [MPa]
900 —
BiA 680/800
800 L
700 /
600 MA 500/560
500 RA 400/50
400 GA 240/360
300 i
/
200 -
100
e, [%]
ol 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 >

Crtef 2.23 - Stvarni o-¢ dijagrami za betonske Celike

Ako promotrimo jednu karakteristicnu vezu o-g¢ za neki betonski celik (Crtez 2.24),
moze se uociti sljede¢a zakonitost ponasanja. Sve do granice proporcionalnosti (P) veza je
linearna i elasticna. Za daljnje usko podrucje prirasta naprezanja (P-Y), deformacija je jo$
uvijek elastiCna, ali veza viSe nije linearna. Iznad granice elasti¢nosti (Y), javljaju se
plasti¢ne deformacije. Razlika izmedu ove dvije granice (Y-P) je za mnoge Celike prakticno

neznatna i obi¢no se zanemaruje.

€a

1 =p

Crte? 2.24 - Jedan karakteristicni o-¢ dijagram za betonske Celike, lit.[R.3 ]
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Za neke Celike granica pocCetka teCenja je slabo izrazena, a kod nekih je izrazito
naglaSena. Iznad granice teCenja, veza o-¢ je izrazito nelinearna. Maksimalno naprezanje
(Cvrstoc¢a) se javlja u tocki V, poslije Cega dolazi do povecanja deformacija uz pad
naprezanja. Do sloma dolazi u tocki F.

Temperatura ima znacajan utjecaj na mehanicke karakteristike celika, o cemu ovdje
nece biti posebno rijeci.

Kod nas se koriste Celici sljede¢ih oznaka: GA 240/360, RA 400/500 i MA 500/560
(prva se vrijednost odnosi na granicu tecenja a druga na ¢vrstocu i izrazene su u MPa).

Pocetni modul elasti¢nosti za sve celike iznosi priblizno E,=210 GPa.

Oy m—-=——=———- _— Evp

CrteZ 2.25 - Idealizirani model radnog o—¢ dijagrama armature, lit. [M.7]

Vise je modela radnog (o-¢) dijagrama Celika koje susre¢emo u prakti¢noj upotrebi za
proracune armirano betonskih konstrukcija. Ovdje je primijenjen jednoosni elasto-plasti¢ni
model prema Crtezu 2.25. Pretpostavljena o-¢ veza ukljuujuje moguce ocvrSéavanje i
elasti¢no rasterecenje.

U usvojenom elasto-plasticnom modelu veza o-¢ za elasti¢no (G'<Gy) podrucje glasi

o' =E¢ (2.104)
gdje je E modul elasti¢nosti ¢elika, €' uzduzna elasti¢na deformacija.

Pojava plasti¢nog popustanja je kontrolirana jednoosnim naprezanjem pri popustanju c,.
Nakon granice popustanja naprezanje ¢elika se moze izraziti:

Y=0c,+Eg, (2.105)
gdje su:

E, - parametar o¢vr§¢avanja/omekSavanja Celika,

g, - tekuca plastiCna deformacija.

Pri tome je inkrement naprezanja dan izrazom:

Ao’ =Eae' 1[0~ (o, ~ Bz, | (2.106)
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gdje su:
vy - parametar teCenja Celika,

o' - aktualna naprezanja.

Opisani model armature ugraden u konacne elemente podrazumijeva da su pomaci i
deformacije u smjeru osi Sipke u ¢eliku isti kao i u okolnim betonskim elementima, odnosno
pretpostavljena je njihova ¢vrsta veza. Ove pretpostavke nas uglavnom zadovoljavaju kod
svih proracuna armirano betonskih konstrukcija koji ne obuhvacaju stanje sloma. Kod
konstrukcija u stanju naprezanja neposredno pred slom dolazi do odvajanja armature od
betona. Za pracenje ponasanja konstrukcije pri takvim stanjima naprezanja potrebno je imati

druge odgovarajuce modele.

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije



55

2. Numericka analiza konstrukcije

2.4 MODEL MATERIJALA ZA DINAMICKO OPTERECENJE

2.4.1 Opdenito
Za uvjete dinamickog optere¢enja, model materijala prikazan u prethodnom poglavlju
nadopunjen je radi obuhvacanja utjecaja brzine deformacije na popustanje betona i celika. U

osnovi, koristen je model namijenjen za dinamicku analizu 2D konstrukcija [R.3, R.8], koji

je ovdje prilagoden za analizu ljuski.

2.4.2 Model betona
Brzina deformacije u klasi¢nim jednoosnim testovima je reda veli¢ine 10 /s, dok u
slucaju ostrih potresa beton u kriticnim zonama moze imati brzinu deformacije reda veli¢ine
107 /s [A.2]. Veée brzine deformacije mogu se pojaviti kod udarnih optereéenja. Ponasanje
betona znacajno ovisi o brzini deformacije. Mnogi su istrazivaci ispitivali ponasanje betona
u uvjetima jednoosnog tlacnog dinamickog opterecenja. Neki rezultati istrazivanja mogu se
primjerice naci u literaturi [D.3, S.3, W.2, S.5, C.16, S.14, M.1 i K.1]. Oni pokazuju da se
porastom brzine deformacije opéenito:
— povecava tlacna ¢vrstoc¢a i modul elasti¢nosti, te
— smanjuje granicna (slomna) deformacija betona.

Prema nekim istrazivanjima, moze se re¢i da je utjecaj brzine deformacije u

jednoosnom vlaku analogan utjecaju u jednoosnom tlaku.
Ponasanje betona u uvjetima viSeosnog dinamickog opterecenja jo§ uvijek nije

dovoljno poznato. Ipak, ¢ini se da se mogu izvesti isti zakljucci u pogledu utjecaja brzine

deformacije kao i za slucajeve jednoosnog stanja naprezanja (Crtez 2.26).
A O
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L plohe popustanja
prezentacija

a) Dvo-dimenzionalna
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Crte? 2.26 - Graficki prikaz modela betona u uvjetima dinamickog opterecenja
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Usvojeni model, graficki prikazan na Crtezu 2.26, ukljucuje jednostavnu ovisnost
tlacne i vlacne cEvrstoée (koje predstavljaju plohe popustanja), te tangentnog modula
elasti¢nosti betona, od ekvivalentne brzine deformacije betona. U okviru numerickog
postupka, u svakom vremenskom koraku razmatrane vremenske domene izrazava se

ekvivalentna brzina deformacije ¢ pomocu:

. {[2(é2 vEL )+ ]/3}% 2.107)
w TEy TE, xy

U ovisnosti od ove teku¢e deformacije, izracunavaju se tekuce vrijednosti tlacne i vlacne
¢vrstoce te modula elasti¢nosti betona u svakoj integracijskoj tocki svake lamele. Uvedena
je ista ovisnost mehanickih karakteristika betona o brzini deformacije za sve tipove betona.
Veza izmedu jednoosne tlacne dinamicke cvrstoe betona f!, 1 statiCke Cvrstoce f

izrazena je sa (prema [R.6]):
£, = £[1+008 log,(1+10%); £, > £/ (2.108)
Krivulja definirana gornjim izrazom prikazana je na Crtezu 2.27. Moze se reci da ona

prosjecno dobro aproksimira eksperimentalne rezultate (preuzete iz lit. [S.10]).

A

O Suariziost. [S.14] —— Soroushian i ost. [S.10]
oL O Mahiniost. [M.1] === Dilgeriost.[D.3]  ._._.
<\i B Cowell [C.16] —-— Seabold [S.4] /~/

X Scott i ost. [S.3] = Radni¢ [R.6] ,o

@ Watstein [W.2] ,

O Shahi ost. [S.5] g

A Dilgeriost. [D.3]

A Kaplan [K.1] °

——
—
=

Odnos dinamicke i staticke ¢vrstoce
1.5

v

Brzina deformacije (¢/sec)

Crtez 2.27 - Utjecaj brzine deformacije na jednoosnu tlacnu cvrstocu betona

Veza izmedu jednoosne vlacne dinamicke ¢vrstoc¢e betona f; 1 staticke ¢vrstoce f,
definirana je na isti nacin kao i kod tlacne ¢vrstoce, tj. izrazom:

£y = £[1+008 log, (1+10°¢); £, > (2.109)

_ Tt
Dakle, plohe tecenja nisu fiksne, ve¢ se mijenjaju u vremenu ovisno o tekucoj brzini
deformacije.

Veza izmedu dinamickog modula elasti¢nosti betona E_, 1 statickog modula E_
definirana je s (prema [R.6]):
(2.110)

cs

E, =E,[1+005log}(1+10°%);  E, >E
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Ova je veza prikazana na Crtezu 2.28, pri ¢emu su eksperimentalne vrijednosti preuzete iz

literature [S.10].

A
=11)
S
g4
w o
E"‘ﬁ | Cowell [C.16] - —— Soroushian i ost. [S.10]
820l ® Watstein [W.2] —— Radni¢ [R.6]
g A O Shah i ost. [S.5]
£2
2=
£
o E K Sl
o ® e
107 10" o°'m ™ 10° W 10"i l’l 10

Brzina deformacije (¢/sec)

Crtez 2.28 - Utjecaj brzine deformacije na tangentni modul elasticnosti betona

Grani¢na (slomna) deformacija betona i Poisson-ov koeficijent uzeti su fiksnim,
odnosno neovisni o brzini deformacije betona. Nije racunato sa smanjenjem ¢vrstoce betona
kod ponavljanog (ciklickog) opterecenja.

Ispravno modeliranje otvaranja i zatvaranja pukotina od izuzetnog je znacaja za
realisticno simuliranje ponaSanja armirano betonskih konstrukcija u uvjetima dinamickog

opterecenja. U potpunosti je usvojeno modeliranje otvaranja i zatvaranja pukotina navedeno

u Odjeljku 2.2.

2.4.3 Model éelika
Moze se reci da je ponasanje ¢elika pod jednoosnim dinamic¢kim optere¢enjem dobro
poznato, iako se eksperimentalni rezultati ponesSto razlikuju (neki se rezultati primjerice
mogu naci u lit. [A.6, C.8, C.1, H.4, K.6, L.1, W.5]). Kod toga je ponaSanje celika u tlaku i
vlaku prakticki jednako. S porastom brzine deformacije:
— povecava se gornja i donja granica tecenja, ¢vrstoca i modul elasti¢nosti, te

— smanjuje duktilnost celika.

fu;(és)’ el ___él.

— staticko opterecenje

g . 4
= £<107sec
(= E, o e |
T]7=  ---- dinamicko optereéenje
__________ Tl / £>10%/sec
. F-fa (&)
krivulje
popustanja

Crtez 2.29 - Graficki prikaz modela celika u uvjetima dinamickog opterecenja
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Shematski prikaz usvojenog modela celika prikazan je na Crtezu 2.29. Granica
popustanja nije fiksna ve¢ ovisi o brzini elasticne deformacije ¢elika ¢, (u smjeru pruzanja
Sipki). Veza izmedu dinamicke f,, i staticke f,, granice tecenja (Cvrstoe) uzeta je

jednakom za sve vrste Celika, oblika (prema [R.6]):

£,0 = £,[1+0006 log}, (1+10°¢ )| £, >, (2.111)
Gornja je krivulja ucrtana na dijagramu eksperimentalnih vrijednosti gornje granice
teCenja (Crtez 2.30), preuzet iz lit. [M.2]. Uzeto je da su modul elasticnosti ¢elika i slomna

deformacija fiksni, odnosno neovisni o brzini deformacije.

A
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- ° 3 - Campdbell [C.1]
g 4 - Harding [H.4]
2 5 5 -Kraft i ost. [K.6]
g aT 6 - Leblois i ost. [L.1]
2 7 - Wright i ost. [W.5]
28 8 - Radni¢ [R.6]
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Brzina elasti¢ne deformacije (&,/sec)

Crtez 2.30 - Utjecaj brzine deformacije na gornju granicu tecenja celika
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2.5 PROVEDBA NUMERICKE ANALIZE

2.5.1 JednadZba dinamicke ravnoteze
Koristenjem principa virtualnog rada, jednadzba dinamicke ravnoteze konstrukcije

moze se napisati u slijedec¢em obliku:

[(3¢) 0dQ— [ (8u)' (b —p,ii —pu)dQ~ [ (5u)"tdr =0 (2.112)

Q I

U gornjem izrazu dU je vektor virtualnih pomaka, U - vektor brzina, a U - vektor ubrzanja;
d¢ je vektor pridruzenih virtualnih deformacija; b je vektor volumnih, a t vektor povrSinskih
sila; o je vektor naprezanja (u lokalnom sustavu); ps je gustoca, |’ je parametar prigusenja,
Q je podrucje konstrukcije, a I'; podrucje konstrukcije izlozeno djelovanju povrSinskih sila.
Izraz (2.112) opcenito vrijedi za slucaj materijalne i geometrijske nelinearnosti.

U slucaju kada se vremenski utjecaji mogu zanemariti, izraz (2.112) se svodi na:

[(3¢) odQ— [ (3u)"tdr =0 (2.113)

Q I
Sto predstavlja jednadzbu staticke ravnoteze.

Prostornom diskretizacijom konstrukcije te primjenom tehnike konacnih elemenata
(TKE), jednadzba dinamicke ravnoteze (2.112) s nepoznatim ¢vornim pomacima u, moze se
napisti u poznatom obliku, koji predstavlja linearnu diferencijalnu jednadzbu dinamicke
ravnoteze sustava [Z.3]:

M +Cu+R(u)=f, (2.114)
pri ¢emu je:

(Ms)ij = INS; ps st dQ
Q

(Cs)ij = J‘NSTI n N dQ
Qﬁ

' 2.115
R,(u)= [B] o, dQ 211

si i

Q
(f) = [N b, d@+ [Nit, dr
Q L,

U prethodnoj jednadzbi, My predstavlja matricu masa konstrukcije, C; matricu prigusenja
konstrukcije, R(u) vektor unutarnjih otpornih sila, a f vektor vanjskih ¢vornih sila. N; su
bazne funkcije pomaka, a B matrica veze naprezanja i deformacija.
Vektor unutrasnjih sila R(U) se moze napisati i u obliku:
R(u)=Ku ; K =06R/du (2.116)

gdje je K matrica krutosti konstrukcije.
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Za realne konstrukcije, veza deformacija-pomak je opcéenito nelinearna, tj.:
e=Bu ; B=B(u) (2.117)
Sto predstavlja tzv. geometrijsku nelinearnost. Naime, zbog promjene geometrije, matrica B
nije linearna ve¢ ovisi o pomacima sustava. Veza &-U poznata je i pod nazivom model
geometrije.
Veza naprezanje-deformacija (o-¢), kako je ranije prikazano je takoder opcenito
nelinearna i predstavlja tzv. materijalnu nelinearnost. Veza o-¢ se moze napisati i u obliku:
c=Deg ; D=D(u) (2.118)
gdje je D matrica veze naprezanje-deformacija i u slucaju elasticnog materijala predstavlja
dobro poznatu matricu elasticnih konstanti. Veza c-¢ poznata je pod nazivom konstitutivni
zakon ili model materijala.
Za staticke probleme, izraz (2.114) se svodi na:

R(u)=K.u=f, (2.119)

2.5.2 Vremenska integracija jednad?bi gibanja

Toc¢no analiticko rjeSenje jednadzbe (2.114) moguce je samo za jednostavne linearne
probleme pravilne geometrije, rubnih uvjeta i opterecenja. S toga se u svrhu dinamicke
analize realnih konstrukcija redovito koriste numericke metode proracuna. Kod toga se za
prostornu diskretizaciju najc¢esce koristi tehnika kona¢nih elemenata (TKE), a za vremensku
tehnika konacnih diferencija (TKD). Ovakav pristup je usvojen i ovdje, iako je TKE
ponekad koristena i za vremensku diskretizaciju (primjerice u radovima [F.4, A4, Z.7]).
Prostorna diskretizacija problema opisana je u prethodnim poglavljima, pa ¢e se u nastavku
ukratko prikazati samo problematika vremenske integracije jednadzbi gibanja.

Vremenska integracija jednadzbi gibanja moze se u osnovi obaviti na dva nacina:

(i) Metode superpozicije modova - Dinamicki odgovor sustava dobiva se na osnovu
rjeSenja svojstvene zadace problema, odnosno tezinskom sumacijom svojstvenih
oblika (modova). Ovakav se nacin prakticki koristi samo za linearne probleme,
mada je koristen i za neke nelinearne zadace [B.4].

(i1)) Metode direktne integracije - Jednadzba dinamicke ravnoteze se zadovoljava u
diskretnim vremenskim koracima i rjeSenje problema se dobiva numerickim
postupkom/integracijom korak po korak. Kod razli¢itih metoda proracuna,

razli€ita je pretpostavka promjene pomaka, brzina i ubrzanja unutar svakog
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vremenskog koraka, $to se odrazava na stabilnost, to¢nost i efikasnost pojedine

metode.

Metode direktne integracije su do sada nesumnjivo vise koriStene, te ¢e u nastavku biti
rije¢i samo o njima. Budu¢i da direktna integracija jednadzbi gibanja ukljucuje opsezan
proracunski posao, veoma je vazan izbor optimalne metode integracije. Moze se re¢i da
nema metode koja je optimalna za sve probleme. Upotrebljivost numerickih rezultata, kao i
ukupno vrijeme rada raCunala, vrlo Cesto zavisi o metode vremenske integracije. Ove su
metode temeljene na tehnici kona¢nih diferencija i Sire se mogu podijeliti na:

— Implicitne metode,
— Eksplicitne metode,

— Eksplicitno-implicitne metode.

2.5.2.1 Implicitne metode

Kod implicitnih metoda rjeSenja, jednadzba dinamicke ravnoteze je zadovoljena u
vremenu t ., =t +At, a nepoznate varijable su takoder izraCunate u vremenu t_,, . Glavna
prednost ovih metoda je njihova prakticno bezuvjetna stabilnost, §to dopusta koristenje
duljeg vremenskog koraka At. Kod toga, duljina vremenskog koraka odreduje toc¢nost
rjeSenja. U numerickim analizama se najceS¢e At odabire kao 1/100 osnovnog perioda
sustava. Nedostatak ovih metoda je Sto zahtijevaju faktorizaciju matrica i daleko vise
racunskih operacija za promatrani vremenski korak od eksplicitnih metoda. Najcesce se
koriste Humbolt-ova [H.15], Wilson-ova [W.4] i Newmark-ova [N.1] implicitna metoda.
Sljedi prikaz Newmark-ovog implicitnog algoritma koji je koriSten i u ovom radu, a koji se

inace najcesce koristi u dinamic¢kim analizama gradevinskih konstrukcija.

Newmark-ov implicitni iterativni algoritam

Za integraciju jednadzbe (2.114), promatrano vremensko podrucje podijeli su u

vremenske korake At. Potrebno je izraunati nepoznate varijable u vremenu t ,, =t +At,
kod Cega su poznati svi rezultati u vremenu t, = 0, do vremena t,. Prema Newmark-ovom
algoritmu, kojega je u iterativnom obliku kasnije razvio Hughes [H.12, H.13], jednadzbu
dinamicke ravnoteZe treba zadovoljiti u vremenu t_, =t +At=(n+1)At, odnosno u (n+1)

vremenskom inkrementu:

M, +R(uU,..0,,)=f,, (2.120)
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pri cemu su:

u,, =0, +BAt°U,
o ) (2.121)
U, =u,, +yAtd,

U, =U,+Atu, +051-2p)At*d,
_ (2.122)
U,,=u0,+(1-y)Ata,

iu

U gornjim izrazima U su pretpostavljene, a u_,, iU _,, korigirane vrijednosti

n+l n+l n+l n+l

pomaka, odnosno brzina. Pretpostavljene vrijednosti vektora pomaka i brzina ovise o
vrijednostima izracunatih varijabli iz prethodnog vremenskog koraka.

Parametri B 1 y odreduju stabilnost i tocnost metode. Prakticno bezuvjetna stabilnost
postize seza y 2051 B= 0.25-(y + 0.5)2 . Problem stabilnosti implicitnih metoda detaljnije

je prikazan primjerice u [H.12]. Parametar y odrazava numeri¢ko priguSenje u sustavu. Za
vy = 0.5, nema prigusenja. Newmark-ova familija metoda, kao poseban slucaj (za odredene
vrijednosti parametara 3 i vy), ukljuuje mnoge poznate metode [H.13]. Jedna od
najefikasnijih i najcesce koristenih je metoda srednjeg ubrzanja ($=0.25, y=0.5).
Uvrstenjem (2.121) u (2.120) i uvodenjem inkrementalno-iterativnog postupka
rjeSavanja opceg nelinearnog problema, dobiva se tzv. efektivni staticki problem:
Kiau'=(f) (2.123)

gdje je matrica efektivne tangentne krutosti K’ , proracunata u vremenu 70, definirana s:

K= M + &+K (2.124)
T BAtZ Y BAt T .
a vektor efektivnog opterecenja s:
f=f,.,-Mi,, -R(ul,,u,) (2.125)

U gornjim izrazima n oznacava vremenski korak, 7 iteracijski korak, a Au vektor prirasta
pomaka. Kao $to je ranije navedeno, rjeSenje nelinearnog problema izvrSeno je metodom
Newton-Raphson.

Na pocetku proracunskog postupka, za poznate pocetne vrijednosti vektora pomaka

u, ivektora brzina U, vektor pocetnog ubrzanja U, dobije se prema (2.120), tj.:

t,=M"'f—R(u,,u,) (2.126)

(D" Ako se primjenjuje klasi¢na metoda Newton-Raphson, matrica K se azurira u svakoj iteraciji svakog
vremenskog inkrementa (koraka)
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-----

jednostavno.
U ovom radu je koriStena metoda srednjeg ubrzanja, a algoritam rjeSenja u svakom

vremenskom koraku prikazan je u Tablici 2.2.

Tablica 2.2 - Newmark-ov implicitni algoritam iterativnog rjeSenja problema

(1) Za vremenski korak (n+1), staviti iteracijski korak i=1

(2) Izracunati vektore pretpostavljenih pomaka, brzina i ubrzanja na pocetku
vremenskog koraka s pomoc¢u poznatih vrijednosti iz prethodnih vremenskih
koraka:

ULH = (ULH _Unﬂ)/(B Atz)

3) Izra¢unati efektivne rezidualne sile (f *)i :

(f*)i :an -M Uinﬂ - R(ULH,U;H)

4) IzraGunati matricu efektivne krutosti K’ (ako je potrebno):

K* M C, K
= + +
T BAtZ y BAt T

(5) Izradunati vektor prirasta pomaka Au':
K'Au'=(f")

(6) Korigirati pretpostavljene vrijednosti pomaka, brzina i ubrzanja:
u i+1 — ui + AU i

n+l n+l n+l
U;:]l = (Uintrll _Unﬂ)/(B Atz)
. +(Y At) it

o
l'ln+1 =u n+l

n+l

@) Kontrolirati konvergenciju postupka:
— Ako Au' zadovoljava kriterij konvergencije:
Jaul/u
prelazi se na sljedec¢i vremenski korak (zamijeni se “n” s “n+1” 1 ide
na korak rjesenja (1)). RjeSenje u vremenu t_,, je:

<g,

S T3
u ntl u n+l

. _ it
un+1 - un+1

. el
un+1 - un+1

— Ako kriterij konvergencije nije zadovoljen, iteracijski postupak s

korekcijom pomaka, brzina i ubrzanja se nastavlja (zamijeni se “i” s
“i+17, te ide na korak rjesenja (3)).
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Implementirane su dvije sheme pretpostavljenih vrijednosti [P.4]:

— shema (a):
U, =u,+Atu, +051-2B)At%0,
— (2.127)
U, =u,+(1-y)Ata,

— shema (b):
UnH = un
- . (2.128)
un+1 = un

Pretpostavljene vrijednosti sheme (a) daju bolju konvergenciju za linearne probleme i
probleme s ograni¢enom nelinearno$¢u. Kod problema s izrazenijom nelinearnoséu predlaze

se [P.4] shema (b). Kriterij konvergencije postupka usvojen je isti kao u Odjeljku 2.5.7.

2.5.2.2 Eksplicitne metode

Kod eksplicitnih metoda jednadzba dinamicke ravnoteze je zadovoljena u vremenu
t., a nepoznate varijable su izraCunate u vremenu t_,, =t_+At. Osnovna prednost ovih
metoda je mali broj i jednostavnost racunskih operacija unutar svakog vremenskog koraka.
Glavni nedostatak ovih metoda je taj da nisu bezuvjetno stabilne. Stoga se proracunska
prednost eksplicitnih metoda ¢esto kompenzira ¢injenicom da su neophodni mali vremenski
inkrementi kad su u sistemu prisutni neki kruti (mali) elementi.

Uvjet stabilnosti za linearne probleme izlozen je s [H12, H14]:

chit
At < = At

max

(2.129)

gdje je:
Qe =[(&2 +2y)" —&]/v (2.130)

U gornjim izrazima o, oznacava maksimalnu kruznu frekvenciju nepriguSenog sustava, a
€ je koeficijent priguSenja. S porastom & ili y, oCito je da se smanjuje At_, . S toga, kod
ovakve analize sustava s priguSenjem, o ovome treba voditi racuna. Za slucaj bez

prigusenja, tj. kad je £&=0, dobiva se:

0.5
Q= (2/7) (2.131)
odnosno za y=1/2:
2

()

max

At <

(2.132)

a |-

gdje je T prvi period slobodnih oscilacija sustava bez prigusenja.
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Najveca frekvencija sustava aproksimiranog mrezom konac¢nih elemenata uvijek je

manja od najvece frekvencije pojedinih elemenata u mrezi [1.2], tj.:

© o < max (o, ) (2.133)
gdje je o,  najvisa frekvencija najmanjeg elementa. Prema [B.7], za trokutaste i
kvadrati¢ne elemente je:

o, <2c/1 (2.134)
gdje je c brzina Sirenja zvuka u materijalu, a 1 duljina najkrace stranice elementa. Na osnovu

(2.129), (2.130) i (2.134), te uz y=0.5, slijedi:

At=1](g* +1)-¢|/c (2.135)
odnosno za slucaj bez prigusenja:
At=1/c (2.136)

Za usvojeni element ljuske, uz y=0.5, moze se uzeti:

At=1[(g> +1)-g]/(6c)** (2.137)
U slucaju nelinearnih analiza, potrebno je dodatno reducirati duljinu vremenskog
koraka. Neki aproksimativni izrazi za slucaj visko-plasticnog modela materijala mogu se
na¢i u [B.13]. Prakti¢no, kod nelinearnih problema At treba dodatno reducirati, ovisno o
razini nelinearnosti, za oko 5-25% [B.7].
Jedna od najcesce koristenih eksplicitnih metoda je metoda srednjih diferencija [B.5].
Metoda koja je koriStena u ovom radu je Newmark-ova eksplicitna iterativna metoda.

Slijedi kratki prikaz ovih dviju iterativnih metoda.

Metoda srednjih diferencija

Kod ove su metode brzine i ubrzanja izrazeni u formi srednjih diferencija prema

sljede¢im izrazima:

u.., (un+1 - un_l)/(z At)

2.138
Un+l :(un+1+2un_un-l)/(At2) ( )

JednadZzba dinamicke ravnoteze (2.114) je zadovoljena u vremenu t, = nAt, odnosno

u n-tom vremenskom inkrementu:
Mu, +Cu, +Ku, =f (2.139)

Uvrstavanjem (2.138) u (2.139), dobiva se sljedeci eksplicitni izraz za U ,,:

U, =[M+05At CT]‘I[Atzfn —(APK, —2M)u, —(M+05AtC Ju,,| (2.140)
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Kada su matrice M i1 C,_ dijagonalne, iz (2.140) je ocito da je proraun nepoznatih

pomaka u ., jednostavan. Kod toga se proratun moZze izvrSiti na razini elementa [B.5], tj

bez formiranja matrice sustava. U tom je slucaju uocljiva efikasnost ove metode. U slucaju

kad matrice M i1 C_ nisu dijagonalne, metoda srednjih diferencija postaje manje efikasna.

Newmark-ova eksplicitna iterativna metoda

Hughes [H12, H.13] je iz klasicnog Newmark-ovog algoritma [N.1] izveo sljedeéi

eksplicitni izraz, odnosno modificirao jednadzbu dinamicke ravnoteze (2.120) u:

MU

n+l

+R(U,.,,0,.,) =1, (2.141)

gdje su pretpostavljne vrijednosti U ,, i U ., odredene izrazom (2.122), a korigirane

n+l
vrijednosti U ., 1 U, izrazom (2.121). Iz (2.141) je vidljivo da su unutraSnje sile odredene
na temelju pretpostavljenih vrijednosti. Puna efikasnost ove metode dobije se u slucaju kad
je matrica masa M dijagonalna, budu¢i da je u tom slucaju rjesenje jednaddbe jednostavno.
Implementacija ove metode izvrSena je na slican nacin kao za implicitnu metodu. Algoritam

rjeSenja za svaki vremenski korak prikazan je u Tablici 2.3.

Tablica 2.3 - Newmark-ov eksplicitni algoritam iterativnog rjeSenja problema

1) Za vremenski korak (n+1), staviti iteracijski korak i=1

2) IzraCunati vektore pretpostavljenih pomaka, brzina i ubrzanja na pocetku

vremenskog koraka s pomoc¢u poznatih vrijednosti iz prethodnih vremenskih

koraka:
u 1

n+l

o
n+l T

ot =

n+l

u

n+l
ulﬁ-l - Un+1)/(B Atz)

3) Izra¢unati efektivne rezidualne sile (f *)i :

(f *)l =f,. - R(uix+17ui1+1)
4) Izradunati matricu efektivne krutosti K* (ako je potrebno):
M
T BAL
Napomena: Buduc¢i da je matrica masa M konstantna, matricu efektivne

U, =

n+l

—

K*

krutosti K* dovoljno je izracunati samo jednom na pocetku postupka
rjeSenja. Takoder je vidljivo da treba biti >0.

(5) Izradunati vektor prirasta pomaka Au':
K'Au' =(f")

nastavak tablice na sljedecoj stranici
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nastavak tablice s prethodne stranice

(6) Korigirati pretpostavljene vrijednosti pomaka, brzina i ubrzanja:
i+1 i i
Uy, =u., +Au,,
U;:]l = (uin++11 _Unﬂ)/(B Atz)
l;Iin++11 =u in+1 +(Y At) u in++11

@) Kontrolirati konvergenciju postupka.

Kod eksplicitnog postupka s jednostepenom korekcijom rezultata, kontrola
konvergencije nije potrebna ve¢ se direktno prelazi na sljedeci vremenski
korak.

Kod visestepene korekcije rezultata, potrebno je kontrolirati konvergenciju
postupka kako je to opisano u Tablici 2.2.

2.5.2.3 Eksplicitno-implicitne metode

Ve¢ je navedeno da je glavna prednost eksplicitnih metoda jednostavnost racunskih
operacija u svakom vremenskom koraku, a implicitnih njihova bezuvjetna stabilnost. Glavni
nedostatak eksplicitnih metoda je potreba za kratkim vremenskim inkrementima, a
implicitnih sloZenost racunskih operacija 1 potreba za velikim kapacitetom racunala.
Eksplicitno-implicitne metode kombiniraju dobra svojstva obiju metoda, odnosno uklanjaju
njihove loSe strane. lako se eksplicitno-implicitne metode najcesc¢e koriste kod problema
interakcije tekuc¢ine i konstrukcije, one mogu biti vrlo efikasne i kod dinamickih analiza
same konstrukcije. Naime, kod mnogih problema prisutna je velika razlika u krutosti
pojedinih podrucja. U tim slu¢ajevima efikasno je u podrucju s niskom frekvencijom izvrsiti
vremensku integraciju s pomocu eksplicitne metode, a u podru¢ju s visokom frekvencijom
izvr$iti vremensku integraciju s pomocu implicitne metode (ili s pomocu eksplicitne metode
s kra¢im vremenskim inkrementima).

Eksplicitno-implicitne metode predstavljaju poopcenje prethodno opisanih metoda.
Ove metode su prvi uveli Belytschko i Mullen [B9, B10]. Hughes i Liu [H.13] su razvili
alternativni izraz koji je jednostavniji za implementaciju. Oni su izvrsili razdvajanje na
razini elemenata, tj razdijelili su elemente na eksplicitnu i implicitnu grupu. Park [P.1] je
poopcio ove postupke s moguénoséu razdvajanja po elementima, ¢vorovima ili stupnjevima
slobode. Park i Fellipe [P.2] su uveli eksplicitno-implicitnu integraciju, kod cega su
“meksa” podrucja integrirali eksplicitno s vremenskim inkrementom At, a kruca podrucja

takoder eksplicitno s kra¢im vremenskim inkrementom At/m. Ovdje je koristen i u

nastavku prikazan eksplicitno-implicitni algoritam s razdvajanjem na razini elementa

[H.13].
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Eksplicitno-implicitni iterativni algoritam

Dakle, u ovoj se metodi podru¢je s visSom frekvencijom integrira implicitno, a
podrucje s nizom frekvencijom eksplicitno. U nekim slucajevima (primjerice vidjeti Crtez
2.31) u mrezi konacnih elemenata moze biti odredeni broj manjih (kracih) elemenata,
odnosno elemenata s visokom frekvencijom. Budué¢i da je eksplicitna metoda uvjetno
stabilna, u slucaju eksplicitne integracije bi trebalo uzeti vrlo male vremenske inkremente.
Ako se kruci elementi integriraju implicitno (algoritam je bezuvjetno stabilan), tada se
preostali elementi mogu integrirati eksplicitno s duzim vremenskim korakom. U tom slucaju

ovakav pristup (“mesh partition’”) moze biti vrlo efikasan.
2 4 6 8 10 12

1 3 5 7 9 11

E - eksplicitni element
I - implicitni element

Crtez 2.31 - Primjer mreze konacnih elemenata kod 2D problema

Ako se prema Crtezu 2.31 s ‘E’ oznace eksplicitni i s ‘I” implicitni elementi, mogu se

napisati sljede¢i izrazi:

M=ME+M'
R=R"+R! (2.142)
f=fF+f'

gdje se matrica masa M, te vektori unutrasnjih R i vanjskih sila f rastavljaju na doprinose
grupe implicitnih i eksplicitnih elemenata. Jednadzba dinamicke ravnoteze ¢itavog sustava
tada ima oblik:

MEa,, +M'd,,, +R5(T,,,0,,)+R(T,,,0,, )= fE+f' (2.143)

n+l
Koriste¢i Newmark-ov iterativni postupak, pretpostavljene i korigirane vrijednosti

varijabli u (2.143) definirane su pomocu (2.121, 2.122). Sredivanjem (2.143) slijedi:

MG, +R'(T,,.0,,)=f"+f" -R(T,,,.0,.,) (2.144)

U inkrementalno-iterativnom obliku, nakon sredivanja, jednadzba dinamicke

ravnoteze se svodi na oblik (2.123), odnosno:
KiAu' =(f") (2.145)

gdje je:
1

koM Sk (2.146)
T_BAtZ yBAt T .
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(f *)i = fn+l -Md ;H N Rﬁﬂ (ULH’ U;H) - RLH (u im ,u im) (2.147)
Matrice krutosti i prigusenja grupe implicitnih elemenata dane su s:
K! =6R'/ou
. s (2.148)
C! =0R'/au

Treba uoditi da u definiranju matrice efektivne krutosti K., kod formiranja matrica
krutosti i priguSenja, doprinosi jedino grupa implicitnih elemenata. Ako je matrica masa
eksplicitne grupe elemenata dijagonalna, tada ¢e i matrica K imati samo dijagonalne
¢lanove, koji odgovaraju doprinosu eksplicitnih elemenata. Sirina pojasa matrice K* u zoni

doprinosa implicitnih elemenata zavisi od naina obiljezavanja ¢vorova implicitnih

elemenata (Crtez 2.32).

— -

Crtef 2.32 - Matrica efektivne krutosti K*za problem prikazan na Crtezu 2.31

U slu¢aju kada postoje samo implicitni elementi imamo Newmark-ov implicitni

algoritam, a kad postoje samo eksplicitni elementi Newmark-ov eksplicitni algoritam.

Ako je y=205 i B= 0.25-(y +O.5)2 , postize se bezuvjetna stabilnost za implicitnu

grupu elemenata. Uvjet stabilnosti za eksplicitnu grupu elemenata razmatran je u tocki
2.5.2.2. Stabilnost eksplicitno-implicitnog algoritma detaljno je obradena u [B.10].
Implementacija ove metode je identi¢na kao kod Newmark-ovog implicitnog postupka

(vidjeti Tablicu 2.2).

2.5.3 RjeSenje svojstvene zadace

Rjesenje svojstvene zadace je vazno, kako u dinamickoj, tako i u statickoj analizi.
Kod statickih problema, odredivanje kriticnog opterecenja kod kojeg dolazi do nestabilnosti
(izvijanja, izboCavanja...) konstrukcije svodi se na rjeSenje problema svojstvenih vrijednosti.
Kod dinamickih problema, tjeSenje svojstvene zadace je potrebno za odredivanje
dinamickih karakteristika sustava. RjeSenje dinamickih problema modalnom analizom

temelji se na poznavanju nekoliko prvih svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora
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sustava. Kod metoda direktne integracije, potrebno je odrediti bilo najviSu bilo najnizu
frekvenciju sustava zbog odredivanja potrebne duzine vremenskog koraka radi zahtjeva
stabilnosti (eksplicitne metode), odnosno to¢nosti (implicitne metode). U nastavku,
prikazano je rjeSenje problema svojstvene zadaée (bez prigusenja) za pojedinacna polja i
problem medudjelovanja polja.

Standardni problem svojstvene zadace definiran je slijede¢im, dobro poznatim

izrazom:

Kx=Ax (K-2E)x=0 (2.149)
gdje je K regularna, a u realnim (fizikalnim) problemima gotovo uvijek i simetri¢na,
pozitivno definitna ili pozitivnho semidefinitna matrica (Sto ¢e se u daljnjem tekstu

podrazumijevati).
U problemima dinamike konstrukcije prisutan je tzv. generalizirani (op¢i) problem:
Kx=AMx ; (K-2M)x=0 (2.150)
M je obicno pojasna (ponekad dijagonalna) matrica, ali opéenito nije pozitivno definitna
nego pozitivno semidefinitna [M.6].

Ako prethodni problem promatramo sa stajaliSta dinamike konstrukcija, tj. u svjetlu
TKE, onda matrica K predstavlja dobro poznatu matricu krutosti sustava, a matrica M
matricu masa sustava. Obje ove matrice su dimenzija nxn, gdje n predstavlja broj stupnjeva
slobode sustava. Vektor x je tada dimenzija 1xn, a predstavlja svojstveni vektor, dok je A
svojstvena vrijednost. Fizikalno, w=A"? predstavlja kruznu frekvenciju (rad/s) sustava.
Rjesavajuci jednadzbu (2.150) moze se dobiti n svojstvenih vrijednosti i pripadajucih n
svojstvenih vektora.

Postoji niz matematickih metoda rjeSavanja problema svojstvene zadace. Kod vecine
metoda traze se svi svojstveni vektori 1 svojstvene vrijednosti, §to je ¢esto nepotrebno, jer
kod gotovo svih inZenjerskih problema dovoljno je odrediti prvih par vrijednosti/vektora,
dok ostali nisu zanimljivi. Stoga, u ovom je radu koriStena WYD metoda koja predstavlja
jedan efikasni algoritam za iznalazenje prvih “k” svojstvenih vrijednosti/vektora, gdje je “k”
po zelji odabran broj. Bitno je napomenuti da WYD metoda sama po sebi ne odreduje
svojstvene vrijednosti/vektore ve¢ samo sustav transformira u oblik na koji ¢e se moci
primijeniti neka od opcepoznatih metoda, npr. Jacobi-jeva metoda, metoda vektorske
iteracije i sl.

Osnova numeri¢kog postupka je traZzenje rjesenja u samo jednom podprostoru, §to je

viSestruko brze od iteracije po podprostorima [M.6, M.8, W.4]. Postupak se realizira
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viSestrukim, 2k puta, statickim rjeSenjem zadatka te tako formiraju Ritz-ovi bazni vektori,
Sto je prakticno za programiranje na mikroracunalima. Problem trazenja svojstvenih
vrijednosti se tako s problema nxn dimenzionalnosti (pri ¢emu je n kod ve¢ih problema i
nekoliko desetina tisu¢a) svodi na dimenzionalnost 2kx2k, $to znafajno smanjuje broj
racunskih operacija i veli¢inu greske nagomilane tim racunskim operacijama.

Odlike WYD metode su i velika stabilnost i pouzdanost, tj. nema preskakanja
svojstvenih vrijednosti i vektora, $to se npr. dogada kod vektorske iteracije u postupku
stiskanja. Opcenito za “k” trazenih svojstvenih vrijednosti/vektora potrebno je “2k” Ritz-
ovih vektora. Pri tome je u rjeSenju prvih “k” vektora egzaktno odredeno, a ostalih “k”

priblizno [M.8].

Opis postupka

Svojstvena zadaca dinamike konstrukcija, opisana je relacijom:

Kx=AMx ;  (K-AM)x=0 2.151)
gdje su (kako je ranije naglaseno) K matrica krutosti sustava, a M matrica masa sustava.
Postupak za formiranje “2k” Ritz-ovog prostora je slijede¢i [M.6, Y.1]:

1. Proracun prvog Ritz-ovog vektora x;:
KX, =Mx, (2.152)
gdje je xo vektor s jedini¢nim komponentama.
Nakon cega slijedi M-normiranje:

X1
(2.153)

2. Proracun ostalih Ritz-ovih vektora x; (i=1,2,...,2k):
KX, =Mx,, (2.154)
uz odredivanje konstanti ¢; (j=1,2,...,i-1)
cj:ijMii (2.155)
te odredivanje novog vektora ortogonalnog na prethodne (Gramm-Schmidt-ov

postupak [K.10]):
X =X-)cX (2.156)

1 njegovo M-normiranje:

X; = W (2.157)
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3. K-ortogonalizacija Ritz-ovih vektora X i formiranje projektivnog podprostora:
K=X"KX (2.158)
uz uvjet:

E=X"MX (2.159)

gdje jeK opéenito puna matrica. Ovim je dobiven standardni svojstveni
problem:
(K-1E)q=0 (2.160)
Cije se rjeSenje moze dobiti npr. Jacobi-jevom metodom. Svojstvene vrijednosti
ovog “komprimiranog” problema je upravo 2k svojstvenih vektora polaznog
problema (pri ¢emu je prvih ‘k’ odredeno toc¢no, a drugih ‘k’ priblizno).
Svojstveni vektori polaznog problema mogu se dobiti iz slijedece relacije:
X,=XQ (2.161)
gdje je X matrica Ritz-ovih vektora (nx2k), a Q matrica svojstvenih vektora

dobivenih u projektivnom podprostoru.

2.5.4 Matrica masa

Ako se matrica masa racuna prema izrazu (2.115), naziva se konzistentna matrica
masa. Naime, proracun matrice masa M je konzistentan proracunu matrice krutosti K
(koriste se iste interpolacijske funkcije i matrice su jednake strukture). Dakle, ovakvim se
pristupom ne dobiva dijagonalna matrica masa. Kao $to je navedeno u tocki 2.5.2, pozeljno
je da pri vremenskoj integraciji matrica masa M bude dijagonalna.

Koristeni su razli¢iti postupci formiranja dijagonalne matrice masa. Dijagonalna
matrica M moZe se primjerice dobiti tako da se zbroje svi clanovi pojedinog retka
konzistentne matrice masa (“row lumping”). Cesto se koristi i postupak “special lumping”
kod kojeg se ¢lanovi dijagonalne matrice masa elementa dobivaju tako da se ukupna masa
elementa raspodijeli proporcionalno dijagonalnim ¢lanovima konzistentne matrice masa.
Ovaj je pristup koriSten i u ovom radu.

Za tipicni c¢vor i, dijagonalni clanovi my dijagonalne matrice masa elementa

pridruzene pomacima u, v i w, izracunavaju se pomocu:

m; =\, fpch (2.162)

Vv,

e
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gdje je vy, tezinski koeficijent, p gustoca materijala, a V. volumen elementa ploc¢e/ljuske.

Dijagonalni ¢lanovi rotacijske tromosti (pridruzeni zaokretima) I, i I, vezani za vektore

iip >
vy, i v3 , takoder su uzeti u obzir jer mogu imati utjecaja kod debelih plo¢a/ljuski [H.9].

Rotacijske tromosti dane su sa:
Lo =Ty =v, [pz2aV, (2.163)
VS
Tezinski koeficijent y; iznosi:

[pN;N,dv,
g, == (2.164)
ijk N, dV,

k=1v

e

gdje je n broj ¢vorova elementa. Za uslojeni element (element s lamelama) je:
Iiia = IiiB =V jpjhj (Zj'z +h? /12)dx’dy’ (2'165)
S

gdje h; predstavlja debljinu j-te lamele, a sumacija je provedena preko svih lamela. Clan z

je udaljenost srednje ravnine lamele od srednje plohe ljuske S;. Za element koji nije

uslojen, rotacijska tromost priblizno iznosi:
2
L, = IiiB = m; Tl (2.166)
Izraz (2.166) se moze tumaciti kao rezultanta dijagonalne matrice mase m; /2
koncentrirane na svakom kraju vektora v, oko osi koja je na njega okomita. Dijagonalna

matrica masa ljuske za ¢vor i je oblika:

mg, 0 0 0 0
0O m 0 0 0
M=0 0 m 0 0 (2.167)
0 0 0 I, 0
(0 0 0 0 I]
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2.5.5 Konstrukcijsko priguSenje

Prema (2.115), matrica prigusenja C definirana je na isti nafin i s istim
interpolacijskim funkcijama kao i matrica masa M, samo S§to se umjesto gusto¢e p u
podintegralnom izrazu pojavljuje koeficijent prigusenja p’. Dakle, struktura ove matrice je
ista kao 1 struktura konzistentne matrice masa. S toga se ovako definirana matrica C naziva
konzistentna matrica prigusenja.

Matrica prigusenja ima vaznu ulogu u dinamickoj analizi inzenjerskih konstrukcija.
Za razliku od matrice krutosti i matrice masa, proracun matrice prigusenja cesto predstavlja
problem budu¢i da nije mogucée definirati opéi izraz prema kojem bi se odredivao
koeficijent prigusenja za konstrukcije razli¢itog oblika i od razliitih materijala. Za
odredivanje koeficijenata priguSenja potrebna su eksperimentalna istrazivanja.

U TKE ne moze se formirati matrica priguSenja C s pomoc¢u matrice priguSenja
pojedinih elemenata (analogno proracunu M i K), budu¢i da nije moguce dobiti matrice
priguSenja za pojedine konacne elemente. Stoga se C odreduje direktno za cijeli sustav, na
osnovu ukupne disipacije energije sustava u tijeku djelovanja pobude.

U metodi direktne integracije jednadzbi gibanja, koja je i ovdje koristena, redovito se
koristi Rayleigh-ovo viskozno priguSenje, kod kojeg se matrica priguSenja C izrazava kao
linearna kombinacija matrica M i K prema:

C=aM+B,K (2.168)
U gornjem izrazu a, i B, su konstante koje se odreduju na osnovu koeficijenta prigusenja

€. za bilo koja dva nezavisna moda. Koeficijent priguSenja &, za pojedine modove

vibracija odreduje se eksperimentalno (na osnovu mjerenja amplituda priguSenja slobodnih

oscilacija ili mjerenja energije disipacije). Konstante o, i B, su vezane izrazom:

oy B0} =20.E, (2.169)
gdje je o, kruzna frekvencija (rad/s) promatranog moda neprigusenog sustava. Ako se
uzmu dva uzastopna moda slobodnih oscilacija s odgovaraju¢im frekvencijama ®, 1 ®,, te

prigusenjima &, i &,, ove se konstante mogu izraunati prema:

o= 20,0, (0‘)2§1 -8, )/((D; - 0312)

Ba= 2(0)2&\2 _(’31&;1)/(0); _0312)

Matrica prigusenja C uvedena je u kontekstu primjene linearnih elasti¢nih analiza.

(2.170)

Kod provedbe nelinearnih dinamickih analiza, s modelima materijala koji ukljucuju
unutras$nju disipaciju energije, matrica prigusenja C trebala bi obuhvatiti samo onaj dio

disipacije energije koji nije obuhvaden modelima materijala. Ostaje otvoreno pitanje u
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kojem iznosu treba ukljuciti viskozno Rayleigh-ovo prigusenje pri ukljucenju nelinearnih

modela materijala i geometrije.

2.5.6 Metoda rjeSenja nelinearnog problema

Moze se rec¢i da ne postoji metoda rjeSenja sustava nelinearnih jednadzbi koja bi bila
potpuno efikasna za sve nelinearne probleme. Neke metode mogu biti vrlo efikasne za
odredene tipove problema, dok kod drugih mogu biti potpuno neefikasne. Kod problema s
izrazenijom nelinearno§¢éu, potrebno je Koristiti manje inkremente opterecenja. Kod
rjeSavanja problema stabilnosti, odnosno u slucajevima postojanja tzv. tocke bifurkacije
(razdvajanja), neke metode mogu biti potpuno neupotrebljive [B.11]. Izbor metode
nelinearnog rjeSenja obi¢no je zasnovan na iskustvu. Neke metode nelinearnih rjesenja
mogu se na¢i u [B.11, B.6, C.17, G.1, M.5, M.6, M.7].

U ovom je radu koriStena metoda Newton-Raphson, koja je jedna od najceSce
koriStenih metoda, a koja se ukratko prikazuje u nastavku.

Jednadzba dinamicke ravnoteze moze se skraceno napisati u obliku:
f*(u,0,0)=0=f-R(u,u)-Mu (2.171)
Prema metodi Newton-Raphsona-a (NR), rjeSenje problema u inkrementalno-iterativnom

obliku dano je s:

Aut =y utata)](f)

A ‘ ‘ (2.172)
u'=u'+Au’
U (2.172) [J(u Lual, U'i)] oznacava Jacobi-jevu matricu koja je definirana s:
e (]}
Jutat,a') = : 2.173
a na temelju (2.171) slijedi:
af') R oR o o i
( i) =t tM—=(K") (2.174)
ou ou' ou'adu ou'
Koristenjem Newmark-ove diskretizacije, (2.174) odgovara (2.124), tj.:
(K) =2 C x: (2.175)
) BAtZ Y BAt T .

gdje K'!=0R'/du’ oznadava matricu tangentne krutosti, a C.=0R'/al’' matricu
tangentnog prigusenja.

Za staticke probleme, (2.171) se svodi na:
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f'(u)=0=f -R(u) (2.176)
a(2.174) na:
(K*) =K' (2.177)

Iteracijski postupak rjeSenja problema se nastavlja sve dok nije zadovoljen kriterij
konvergencije. Metoda NR ima kvadratnu brzinu konvergencije. AZuriranje (popravljanje)
matrice K” u svakoj iteraciji svakog inkrementa iziskuje dosta proracunskog vremena, pa je
kod problema s ograni¢enom nelinearnos¢u efikasnije koristiti MNR metode.

Kod MNR metoda, Jacobi-jeva matrica se ne popravlja u svakom vremenskom
koraku. Jedna varijanta je da se matrica K* izracuna samo na pocetku svakog inkrementa
vremena/opterecenja, a dalje je zadrzati konstantnom. Takoder je moguée K™ izracunati
samo jednom, na pocetku postupka rjesenja i zadrzati je konstantnom kroz sve inkremente i
iteracije. Koriste se i druge mogucnosti, npr.: da se K* popravlja samo u nekoliko prvih

iteracija, a dalje drzi konstantnom. Shematski prikaz ovih metoda, prema [M.7], dan je na

Crtezu 2.33.

A P A P
a) NR metoda b) MNR metoda
f f
u u,
uﬂ ul uZ u? v u() ul ul u? v
AU’ Au' Au’ Ad'

Crte? 2.33 - Shematski prikaz metoda NR i MNR

Metode MNR imaju sporiju konvergenciju, ali prema utrosku vremena racunanja
¢esto mogu biti brze i efikasnije od metode NR.

Moze se reci da su metode NR i MNR opcenito najcesce koriStene buduéi da su dobro
testirane, jednostavno ih je implementirati i vrlo su efikasne. To je glavni razlog njihove

primjene i u ovom radu.

2.5.7 Kriterij konvergencije
Za kontrolu toka nelinearnog numerickog postupka, obi¢no se koriste dva kriterija
konvergencije: kriterij konvergencije baziran na rezidualnim (neuravnotezenim) silama ili

kriterij konvergencije baziran na pomacima.
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U analizama armirano betonskih konstrukcija obi¢no se Koristi kriterij konvergencije
preko prirasta pomaka, jer rezidualne sile mogu formirati “ravnotezne grupe” [B.12], koje
nemaju znacajnog utjecaja na ukupni odgovor konstrukcije. Kod toga je prikladno odvojeno
kontrolirati priraste translacija od prirasta rotacija.

Broj iteracija dominantno ovisi o odabranoj veli¢ini dopustive tolerancije, odnosno o
zahtjevanoj to¢nosti rjeSenja. Stoga, odabiru dopustive tolerancije treba posvetiti narocitu
paznju, jer nekad blaza tolerancija moZe bitno smanjiti vrijeme trajanja proracuna bez
znaCajne razlike u rezultatima. Ovo osobito vrijedi za probleme s velikim brojem
nepoznanica i izrazitim nelinearnim ponaSanjem. U obicajenim slucajevima, dopustiva
tolerancija od 0.001 do 0.01 trebala bi biti dovoljna za postizanje dostatne tocnosti rjesenja i
relativno mali utroSak proracunskog vremena. Ipak, u vecini prakti¢nih slucajeva
zadovoljavajuce tocni rezultati mogu se posti¢i i s tolerancijom od 0.01-0.025. Blaze
kriterije konvergencije koji, kako je istaknuto, ne moraju znacajnije utjecati na toc¢nost
dobivenih rezultata, treba koristiti kod problema s velikim brojem ¢vorova/nepoznanica i s
izrazitim nelinearnim ponaSanjem.

Prosjec¢no, ukupni broj iteracija izmedu 10-15, za svaki vremenski korak, uz dopustivu

toleranciju od 0.005, moZe se smatrati zadovoljavaju¢im.
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26 PRIMJER

Armirano betonski tornjevi za hladenje u sklopu postrojenja nuklearnih elektrana, su
jedne od najve¢ih konstrukcija ikada sagradenih. Inicijalne geometrijske imperfekcije
normalna su pojava kod ovakvih golemih gradevina. Takoder, pukotine na armirano
betonskom omotacu neminovno se pojavljuju (prije ili kasnije) kao posljedica velikog
temperaturnog gradijenta, opterecenja vjetrom i/ili potresom. Oba ova efekta imaju znacajni
utjecaj na nosivost ovih gradevina. Takoder vrlo vaznu ulogu ima i koli¢ina i raspored
armature u presjeku tornja.

Dakako da, zbog svoje veli¢ine, ove gradevine nije moguce ispitati eksperimentalno,
za njihovu se analizu uglavnom koriste numericki testovi. U sprezi s mjerenjima na terenu i
pra¢enjem ponaSanja konstrukcije pod razliitim opterecenjima numericke analize mogu
dati vrlo dobar odgovor o ponaSanju i grani¢noj nosivosti.

U ovom primjeru analizirano je ponaSanje i grani¢na nosivost armirano betonskog
hiperbolickog tornja za hladenje Port Gibson, nuklearne elektrane Grand Gulf, SAD [*.1,
H.2]. Ovaj toranj je viSeputa analiziran razli¢itim numerickim modelima, a neki rezultati se

mogu pronaéi u radovima [M.3, M.9, M.10, H.1, H.2].

Geometrijske karakteristike modela

Geometrijske karakteristike modela preuzete su iz literature [H.2] i prikazane su na

Crtezu 2.P1.

104.7em 38.6m , kruna N
203cm)| $&8m ; .
1 v
l S
3833 m, Zdrijelo M
61.58 m
203cm || ¥
25.20m £
v X <
240 cm By S— X (?]
25.20 m
28.7 cm I SN |
2520 m
34.2 s .
65 o $636m [ s812m | dno '

Crtez 2.P1 - Prikaz geometrije tornja za hladenje Port Gibson
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Geometrija je opisana s dvije hiperbole:
— iznad Zdrijela:
~0.0026010 z* — 0.098937 rz+1° + 14174 z—36.7642 r +1278.6678 =0 (2.178)
— ispod zdrijela:
086020 z° +1.4208 1z + 1> —51.7196 z— 494.4638 r + 16674.1904 =0 (2.179)

gdje z predstavlja visinu mjerenu od zdrijela, a r radius ljuske (sve u metrima). Na Crtezu
2.P1 vidljiva je promjena debljine ljuske u ovisnosti o visinskom polozaju. U Tablici P1

prikazane su materijalne karakteristike betona 1 armature koriStene u analizi.

Tablica P1 - Osnovne materijalne karakteristike

Beton Armatura
Modul elasti¢nosti Eg (GN/m?) 28.3 || Modul elasti¢nosti E, (GN/m?) 205.9
Poisson-ov koeficijent Vb 0.18 || Poisson-ov koeficijent Va 0.3
Gustoéa Py (KN/m?) 243 || Gustoéa pa (KN/m®) 78.5
Tlacna &vrstoéa £z (MN/m?) 34.5 || Modul o¢vricavanja H' (GN/m?) 10.3
Vlacna ¢vrstoca £, (MN/m?) 3.2 | Granica tecenja oy (MN/m?) | 413.7
Granica popustanja G, (MN/m?) 620.5

Faktor armiranja tornja za hladenje Port Gibson varira izmedu 0.3% do 1.1% po
visini. Armaturne Sipke su postavljene u dvostrukom sloju uz unutrasnju i vanjsku stranu
tornja u smjeru paralela (horizontalna armatura) i meridijana (vertikalna armatura). Pozicija

Sipki u prirodnom koordinatnom sustavu iskazana je u Tablici P2.

Tablica P2 - Pozicija Sipke

Visina od Zdrijela (m) Debljina tornja (cm) Pozicija Sipke (&)

30.50 101.7 0.820

23.32 20.3 0.820

-7.26 20.3 0.532

-22.65 20.3 0.532

-38.04 20.3 0.500

-63.24 24.0 0.529

-88.44 28.7 0.590

-113.64 34.2 0.678

-120.00 76.2 0.812

U numerickoj analizi usvojen je konstantni faktor armiranja da bi se dobio jasniji

uvid utjecaja faktora armiranja na grani¢nu ¢vrstocu tornja.
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Opterecenje

Toranj je analiziran za opterecenje vlastitom tezinom i opterecenje vjetrom. Podaci o
vjetrovnom opterecenju su preuzeti iz lit. [M.3, H.1]. Razdioba vjetrovnog opterecenja po

pojedinoj paraleli (razdioba tlaka po opsegu) iskazana je formulom:

12
H, =05+ Y A, cosnd (2.180)

n=0

gdje su A amplitude prikazane u Tablici P3.

Tablica P3 - Amplitude vjetrovnog opterecenja

n A, n A n A, n A
0 0.38330 3 -0.50927 6 0.03333 9 -0.00972
1 -0.27918 4 -0.09167 7 -0.04474 10 -0.01356
2 -0.61978 5 0.11794 8 -0.00833 11 -0.00597
12 -0.01667

Razdioba opterecenja vjetrom u smjeru meridijana, dana je sljede¢im izrazom:

p(N/m?)=413013-H,(32812+393696)" (2.181)

gdje je z (m) udaljenost od dna tornja. U numerickom modelu, vjetar je tretiran kao kvazi-
staticko opterecenje.

Ukupno opterecenje na toranj se moze iskazati preko sljedec¢e formula:
Quic = grv T2 Aie (2.182)
gdje je: q,, ukupno operecenje, q,, gravitacijsko opterecenje; q,;, vjetrovno opterecenje, a
x faktor optere¢enja. OptereCenje je nanoSeno postupno, u inkrementima, tako da se
izbjegnu nestabilnosti koje mogu nastati zbog loma ili drobljenja betona pod naglim
nanoSenjem opterecenja.

U numeric¢koj analizi pomak je mjeren u kruni na meridijanu najoptere¢enijem

vjetrom.

Numericki model
Hiperboloidna ljuska tornja za hladenje Port Gibson modelirana je 9-¢vornim
degeneriranim elementima ljuske (Crtez 2.P2). Ljuska je podijeljena u 16 elemenata u

smjeru paralela i 12 elemenata u smjeru meridijana.
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Crtez 2.P2 - Prikaz mreze konacnih elemenata
Svaki element ljuske se sastoji od 6 slojeva (layera) betona i Cetiri sloja armature, uz

svaki rub po dva, prema Tablici P2. Svaki sloj pri jednom rubu nosi u smjeru paralela ili

meridijana. Slojevi elementa prikazani su na Crtezu 2.P3.

Dva sloja armature

Dva sloja armature

Crtez 2.P3 - Slojevi ljuske

Rezultati

Neki od rezultata numeri¢ke analize prikazani su u nastavku. Crtez 2.P4
prikazuje odnos pomaka za razliCite faktore opterec¢enja (y) i za razlicite faktore armiranja.
Primjetno je, bez obzira na faktor armiranja, da pomak raste gotovo linearno do pojave

prvih pukotina, koje nastaju kod faktora opterecenja y =~ 0.7 . Nakon pojave prvih pukotina
primjetno je nelinearno ponasanje konstrukcije. Kod faktora opterecenja y ~1.2 dolazi do

pojave velikog broja pukotina i naglog pada krutosti (Crtez 2.P8). Ponasanje konstrukcije

postaje izrazito nelinearno (nagli rast pomaka/deformacija bez velike promjene

opterecenja). U ovom podrucju nastaju velike deformacije osnovne mreze konacnih
elemenata, pojavljuje se naglo Sirenje pukotina i lokalno drobljenje betona, pa numericki
model postaje nestabilan.

Neki rezultati prikazani su na sljede¢im stranicama. Usporedujuc¢i dobivene rezultate

s onima prezentiranim u lit. [H.2], moZe se uociti njihova velika podudarnost.
A. Harapin
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2.0
faktor opterecenja

0.8%

pomak krune (cm)

200 250 300

150

CrteZ 2.P4 - Prikaz utjecaja faktora armiranja na grani¢nu cvrstocu tornja
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Crtez 2.P5 - Prikaz pomaka konstrukcije za faktor opterecenja y=1.25 i faktor armiranja

0.8%; (pomaci uvecéani 10 puta)
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Crtez 2.P6 - Prikaz pomaka konstrukcije za faktor opterecenja y=1.40 i faktor armiranja

0.8%, (pomaci uvecani 10 puta)
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Crtez 2.P7 - Prikaz pomaka konstrukcije za faktor opterecenja y=1.50 i faktor armiranja

0.8%, (pomaci uvecani 10 puta)
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faktor opterecenja y=1.10 faktor opterecenja y=1.20 faktor optere¢enja y=1.25
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Crtez 2.P8 - Prikaz propagacije pukotina u vanjskom sloju (layeru) tornja za faktor

armiranja 0.8%

Na crtezima 2.P9 — 2.P11 prikazano je stanje naprezanja u tornju za faktor

opterecenja y=1.5, i faktor armiranja 0.8%.
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Crtez 2.P9 - Horizontalna (o) naprezanja u unutrasnjem sloju (layeru) tornja; (MPa)
faktor opterecenja y=1.5; faktor armiranja 0.8%
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Crtez 2.P10 - Horizontalna (oy) naprezanja u vanjskom sloju (layeru) tornja; (MPa)
faktor opterecenja y=1.5; faktor armiranja 0.8%
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Crtez 2.P11 — Vertikalna (o) naprezanja u unutrasnjem sloju (layeru) tornja; (MPa)
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Crtez 2.P12 - Vertikalna (o) naprezanja u vanjskom sloju (layeru) tornja; (MPa)
faktor opterecenja y=1.5; faktor armiranja 0.8%
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¢na (1) naprezanja u vanjskom sloju (layeru) tornja; (MPa)

faktor opterecenja y=1.5; faktor armiranja 0.8%

Crtez 2.P14 — Posmi
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U cilju kontrole razvijenog raCunalnog programa, rashladni toranj u nastavku je

analiziran na dinamicko optereCenje. Prvo je izvrSena analiza svojstvenih vrijednosti

sustava. Rezultati su prikazani na crtezu 2.P15.
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¢ije su karakteristike

jer se za usvojeno harmonijsko ubrzanje mogu definirati granice
Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije

2.P15 — Dinamicke karakteristike rashladnog tornja

v

Z
2.P16,

Crte
ZU

5.75 rad/s). Koristena je implicitna vremenska integracija (At=0.01 s) i dijagonalna

Usvojena je maksimalna amplituda ubrzanja podloge od 0.2g. Frekvencija pobude

Toranj je zatim optereCen harmonijskim ubrzanjem podloge

==

o, odabrana je tako da odgovara veli¢ini frekvencije prvog svojstvenog vektora

matrica masa. KoriSteno je 5% Rayleigh-ovog konstrukcijskog priguSenja, prema preporuci

u [M.6].

prikazane na crte
oc¢ekivanog rjesenja.
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0.2 g
d=02g- sin(w,t)

02 g+
t=7.64 s

A 4

Crtez 2.P16 — Harmonijska ekscitacija podloge

Toranj je analiziran u dvije faze. U prvoj fazi toranj je analiziran s elasti¢nim
modelom ponaSanja materijala, a u drugoj fazi nelinearnim modelom prikazanim u ovom
poglavlju.

Na Crtezu 2.P17 prikazan je pomak krune tornja. Kod elasticnog modela uocljiva je
pojava rezonancije, Sto je ocekivano. Kod nelinearnog modela nakon pojave vecih zona
pucanja (ve¢ kod cca 1.0 s) dolazi do znacajnog prigusenja u sustavu. Primjetno je da
pojava pukotina moze u potpunosti promijeniti odgovor sustava na dinamic¢ku pobudu.
Nakon prestanka djelovanja pobude, titranje konstrukcije se vrlo brzo smiruje.

Crtez 2.P18 prikazuje ubrzanja krune tornja. I za ubrzanja vrijede analogni zakljucci

kao za pomake.
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Crtez 2.P17 — Horizontalni pomak krune tornja
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Crtez 2.P18 — Ubrzanje krune tornja
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3.1 OPCENITO

Teku¢ina (fluid) je tvar (kapljevina ili plin) koja se neprestano deformira usljed
vanjskog djelovanja. MoZe biti idealna (teCenje bez trenja - tvz. Newton-ova tekuéina) ili
viskozna (postoji trenje medu molekulama tekuéine u gibanju). Sve realne tekucine su
viskozne, no u mnostvu slucajeva utjecaj viskoznosti je mali i moZe se zanemariti. Vrlo
Cesto su efekti viskoznosti ogranic¢eni na uska podrucja ili rubne pojaseve blizu granica
teCenja, a ostatak toka se moze promatrati bez utjecaja viskoznosti.

Tekucine se dalje mogu podijeliti na stlac¢ive i1 nestlacive, zavisno o tome da li je
promjena gustoce znacajna ili ne.

Problemi mehanike tekuéine (fluida) se mogu grupirati u dvije glavne kategorije:

e problemi s teCenjem (povrsinski tokovi i sl.),

e problemi bez tecenja izlozeni dinamickoj pobudi (rezervoari, akumulacije i sl.).

U ovom su radu razmatrani problemi mirne stlacive tekucine izlozene dinamickoj

pobudi.

3.1.1 Linearni model tekudine
Linearni model teku¢ine moze se opisati izrazom:

p=-E ¢, (3.1
U gornjem izrazu p oznacava hidrodinamicki tlak (bez hidrostatickog), E je zapreminski
modul elasti¢nosti (“bulk” modul), a &, je volumenska deformacija tekuéine. Ovim
modelom se pretpostavlja da se u tekucini mogu pojaviti neograniceni negativni tlakovi
(“vla¢no” naprezanje), $to u pojedinim slucajevima moze dati pogresne rezultate. Medutim,
u svim sluc¢ajevima kad je ukupni rezultantni tlak u tekuéini (atmosferski + hidrostati¢ki +
hidrodinamicki) ve¢i od nule, odnosno veci od tlaka isparivanja, ovakav model tekuéine

zadovoljava.

3.1.2 Nelinearni model tekucine

Nelinearni model tekucine uvazava da ukupni tlak u tekucini (atmosferski +
hidrostaticki + hidrodinamicki) ne moze biti manji od tlaka para tekucine. Pojava
rezultantnih negativnih tlakova u tekucini naziva se kavitacija.

Kavitacija se dakle javlja uvijek kada je ukupni apsolutni tlak u nekoj tocki manji od

tlakova para tekucine, tj. kada je:
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Pas =P+Py TP, <P, (3.2)
U gornjem izrazu paps 0znacava ukupni apsolutni tlak; p je hidrodinamicki tlak (ne ukljucuje
hidrostaticki); pn je hidrostaticki tlak; p, je atmosferski tlak i py je tlak para tekucine. Gornji

se izraz moze napisati i u obliku:

p<p,—(p, +p.) (33)
S§to vodi na zakljucak da kavitacija u nekoj tocki tekucine nastaje kada hidrodinamicki tlak

padne ispod vrijednosti p, —(ph +pa). Za vodu, zavisno od temperature, za sve prakticne

slucajeve moze se uzeti da py iznosi od 0.02 do 0.03 MPa.

3.1.3 Formulacija tekuéine

Gibanje tekuc¢ine opisano je u Euler-ovom koordinatnom sustavu, pretpostavljajuci
probleme s malim pomacima. Za analizu tekucine opcenito se koriste formulacije [Z.3],
[P.3]:

e pomaka,

potencijala pomaka,
¢ brzinskog potencijala i

tlakova.

U formulaciji pomaka opcenito su tri nepoznanice, dok su u ostalim formulacijama
po jedna nepoznanica. U ovom je radu koristena formulacija potencijala pomaka.

Tekuéina se u ovom radu tretira stlac¢iva i bez viskoznosti. Prostorna diskretizacija
polja tekucine izvrSena je tehnikom konacnih elemenata (TKE), dok je vremenska
diskretizacija izvrSena tehnikom konac¢nih diferencija (TKD). Problem rubnih uvjeta rijesen
je tehnikom kradenja ruba (“truncation”), tj. beskonaCno pruzanje stvarne sredine
modelirano je kona¢nim modelom. Ovaj model je u velikom broju slucajeva prihvatljiv kod
stati¢kih analiza, dok kod dinamickih analiza ovakvo modeliranje granica zahtjeva poseban
tretman u cilju eliminiranja refleksije valova na umjetno formiranim granicama [J.2].

lako je u ovom poglavlju naglasak dan na simulaciju ponaSanja polja tekucine,
ujedno je opisan i model ponasanje teku¢ine u dodiru s deformabilnom konstrukcijom, koji

se dalje koristi u simulaciji medudjelovanja tekucine i konstrukcije.
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3.2 JEDNADZBE GIBANJA TEKUCINE

Gibanje tekucine (kao i niz drugih pojava) izuc¢ava se na temelju spoznaje o odrzanju
ukupne mase, energije i sl. Na temelju tog principa izvodi se zakon odrzanja polja.
Rijec¢ima, zakon odrZanja se moze iskazati [J.3]:

“Ukupna razlika proticaja neke velicine kroz odredenu plohu koja zatvara neki
volumen mora biti jednaka promjeni te velicine u jedinici vremena unutar tog volumena.”

Zakon odrZzanja moze se primijeniti na tok mase, tok energije, tok koli¢ine gibanja i
sl. Primjena zakona odrZanja na konacno veliki volumen dovodi do integralnih formulacija,

a primjena na diferencijalni dio volumena do diferencijalnih formulacija. Opc¢enito, zakon

odrzanja vrijedi za bilo koliko veliki komad prostora.

3.2.1 Zakon odrianja mase
Ako se pretpostavi da kroz volumen V (prema Crtezu 3.1), kojeg zatvara ploha A,

protice tekucina, tada se unutar volumena V nalazi masa tekucine:

M=[pdv (3.4)

gdje je p gustoéa tekuéine.

CrteZ 3.1 - Kontrolni volumen i kontrolna ploha
Promjena mase tekucine u jedinici vremena e biti:

oM 0 op
E=a'\[pdv=-\[adv (3.5)

sve dok se volumen V ne mijenja tokom vremena. Razlika dotoka i istjecanja mase tekucine

kroz plohu A mora biti, prema zakonu odrzanja, jednaka promjeni mase unutar volumena:

j@dv}j v.n, dA (3.6)
v 8t Ap i1 ‘
odnosno:
op
[Z=av+[pv,nda=0 (3.7)
v t A
gdje su:
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v, - vektor brzine istjecanja mase tekucine kroz elementarnu plohu dA

n, - jedini¢ni vektor vanjske normale u promatranoj elementarnoj povrsini dA

Jednadzba (3.7) je integralna formulacija kontinuiteta toka za bilo koji fiksni volumen
u neprekidnom strujanju. Primjenom Green-Gauss-Ostrogradski (GGO) teorema, povrsinski

integral se moZe pretvoriti u volumenski:

J%dVJrIV(pVi)dV: 0 (3.8)
\'% \'
odnosno:
j{%w(pvi)dv}: 0 (3.9)
\

Da bi vrijednost integrala bila jednaka nuli i podintegralna funkcija mora biti
jednaka nuli, pa se jednadzba (3.9) moze napisati u obliku:

%+V(pvi)20 (3.10)

Sto predstavlja diferencijalnu jednadzbu kontinuiteta toka tekuéine.

Jednadzba (3.9) se moze iskazati i na slijedeci nacin:

% vpd) g G3.11)

pri ¢emu u, predstavlja vektor pomaka cestice tekucine.

3.2.2 Opéa dinamicka jednadZba gibanja realne tekucine
Za postavljanje dinamicke jednadzbe gibanja realne tekucine primjenjuje se
modificirani zakon odrzanja koli¢ine gibanja, tj. drugi Newton-ov zakon. Na zamisljeni

volumen V djeluju sile (Crtez 3.2):

Povrsinska sila

o .. . Vi
— sila inercije mase tekucine: J‘pEdV
\%

— volumenska sila: J.pRi dv
v

Sila inercije — povrsinska sila: J.dPi = inn dA = _[pi n, dA
Crtez 3.2 - Sile na elementarni volumen A A A
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Prema drugom Newton-ovom zakonu, sila inercije je posljedica svih drugih sila, dakle:
jp%dvszRidvqpmdA (3.12)
\Y% 8t v A

JednadZzba (3.12) predstavlja op¢u dinamicku jednadzbu u integralnom obliku.

Primjenom GGO teorema, (3.12) se moze prebaciti u diferencijalni oblik:

Ov.
p——p R, ~V(p,)=0 (3.13)

3.2.3 Navier-Stokes-ove jednadZbe

Komponente divergencije tenzora naprezanja p, , rastavljaju¢i ga na sferni 1
devijatorski dio, su (po komponentama):

op do, Ot ot
0SX: ———+——+

ox Ox 8y+az

ot,, 0o, Ot 314
0sy: —ay+ax+ay+aZ (3.14)

ap a’t XZ aT yZ aG z
-——+ + +
0z oOx Oy 0z

zX

oS z:

pa opc¢a dinamicka jednadzba, raspisana po komponentama, glasi:

ov, R @JFGGX +5Txy +8TZX
P e P " ox Ty T @
ov op Ot oo, Ot
“=p R, —— = . = 3.15
Pt PNyt x Tay (3-15)
0 0 ot,, o
p Vz :p R _@+ sz + Y Gz

ot "oz ox oy oz

Lako je uociti da posljednja tri ¢lana u jednadzbama (3.15) predstavljaju doprinos
ravnotezi sila na elementarnom volumenu koji nastaje zbog viskoznosti tekucine.
Uvodenjem odnosa izmedu komponenti naprezanja i deformacija [J.3], dobiva se jednadzba

koja izrazava veli¢inu sila viskoznosti na jedinicu volumena. Za smjer X, ta jednadzba glasi:

P _&chr@TXerarzx_a{z o, 2 V”}+6 (6vx+8vy] +2 (6vz+%) (3.16)
T ox Toy Taz ox| Max 3PV |Tay|Mlay Tex )| e |Max ez '

a analogno se moze raspisati i za druga dva smjera.

Zamjenom triju posljednjih ¢lanova jednadzbi (3.15) s razvijenim oblikom (3.16),
dobivaju se jednadzbe dinamicke ravnoteze realne stisljive tekuéine, koje nose naziv prema

autorima: Navier-Stokes-ove jednadzbe.
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U Navier-Stokes-ovim jednadzbama je pet nepoznanica: tri komponente brzine, tlak
i gustota tekucine. Za rjeSenje problema potrebne su joS dvije jednadzbe. Primjenom
jednadzbe kontinuiteta moze se sustav nepoznanica smanjiti za jednu (npr. tlak), dok
promjena gustoCe tekucine ostaje nepoznata. Da bi se zadatak teorijski mogao rijesiti,
potrebno je uvesti tzv. Jednadzbu stanja tekucine koja daje ovisnost izmedu promjene
gustoce tekucine u ovisnosti o tlaku i apsolutnoj temperaturi.

Sve dok strujanje tekucine ne remeti bilans toplinske energije sustava, rjeSenje
problema moguce je preko ovih pet jednadzbi. Ukoliko to nije slucaj, potrebno je uvesti i
utjecaj toplinske energije preko zakona termodinamike.

U pojedinim sluCajevima strujanja moguce je uvesti pojednostavljenja i dobiti
jednostavnije modele, koji ¢e takoder dobro opisivati problem. Npr. ukoliko su
temperaturne promjene male, tako da nije nuzno u bilans energije ukljucivati toplinsku, a
takoder je 1 u=const, Navier-Stokes-ove jednadzbe se mogu napisati u znatno

jednostavnijem obliku (vektorska formulacija) [J.3]:

8Vi 2
pgszi—Vp+uV v, 3.17)

pri ¢emu konstanta proporcionalnosti p ima svoje fizikalno znacenje i naziva se Dinamicki
koeficijent viskoznosti. Dinamicki koeficijent viskoznosti ovisi o temperaturi i npr. za vodu
na 20° C iznosi 1.002-10 kg/ms.

Za posebni slucaj tekuéine u mirovanju, brzina i inercijalne sile su jednake nuli, a
volumenske sile su posljedica gravitacijskog djelovanja. PovrSinske sile predstavljaju tada

tlak tekucine u mirovanju, tj. hidrostaticki tlak.

ov,
pEZO ’ pRi+V(pi)=0 ; Ry=G,=pg; ; g =g, (3.18)

Koriste¢i diferencijalnu jednadzbu kontinuiteta toka tekuéine (3.10), mozemo

napisati slijedecu jednadzbu:

p+V(pu)=0 (3.19)
a kako je ranije pokazano da vrijedi:
ou; p 2
=-E =—=Vu=-— ; =E 3.20
P 8v,8vaxqu,C/p (3.20)
slijedi:
oy, p
g, = =Vu=-——"7 (3.21)
OX; pc
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3.3 LINEARNI MODEL TEKUCINE

3.3.1 Opdenito

Kako je ranije naglaseno, linearni model tekuc¢ine pretpostavlja da se u tekucini
mogu pojaviti neograni¢eni negativni tlakovi (“vla¢no” naprezanje). U svim slucajevima
kad je ukupni rezultantni tlak u tekuéini (atmosferski + hidrostaticki + hidrodinamicki) vec¢i
od nule, odnosno ve¢i od tlaka isparivanja, ovakav model tekuéine zadovoljava.

Za opis linearnog modela teku¢ine moze se koristiti viSe formulacija od kojih su

ovdje opisane dvije: Formulacija tlakova i Formulacija gradijenta pomaka.

3.3.2 Formulacija tlakova
3.3.2.1 Osnovne jednadzbe

Deriviranjem izraza (3.21) po vremenu, dobiva se:

i =vu=—p112 (3.22)
g =va=—piz (3.23)

Ako se primijeni Laplace-ov operator (V) na jednadzbu (3.17) i zanemari sila

gravitacije (R, = 0) koja uzrokuje samo hidrostaticki tlak:
pVii, = V2p+uVv3(va, ) (3.24)
te ako uvrstimo izraze (3.21), (3.22) i (3.23) u (3.24), dobiva se jednadzba ponasanja
viskozne tekuéine, koja predstavlja poznatu valnu jednadzbu:
Vip+EVip=p/c’ (3.25)
gdje je:
E=p/pc’ (3.26)
U gornjim izrazima p je hidrodinamicki tlak (bez hidrostatskog), c je brzina zvuka u
tekucini, p je gustoca tekucine i p dinamicka viskoznost tekucine.

Ako se zanemari utjecaj viskoznosti, tj. ako se pretpostavi Newton-ovo tecenje, izraz

(3.24) se svodi na Helmoholz-ovu jednadzbu:
Vip=p/c’ (3.27)
Izraz (3.27) se moZe pisati, prema (3.21), i u slijede¢em obliku:

v2p=p/(E/p) (3.28)
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3.3.2.2 Rubni uvjeti
Za tekucinu trebaju biti zadovoljeni sljede¢i rubni uvjeti:
(i) Na slobodnom licu s povrSinskim valovima (ako se uzme u obzir samo
utjecaj primarnih valova):
p=pgu, (3.29)
gdje uy oznacava visinu vala, a g gravitacijsku konstantu.
Na slobodnom licu bez povrsinskih valova:
p=0 (3.30)
(i) Na pokretnim granicama, gdje teku¢ina ima ubrzanje i, okomito na granicu,
gradijent tlaka se moze izraziti:
op/on=—p i, (3.31)
Na nepomicnim granicama:
op/on=0 (3.32)
(iii) Uvjet sprijecavanja refleksije valova na granici radijacije moze se izraziti

(Sommerfeld-ov uvjet [S.9]):
p= —% (ép/on) (3.33)

€C_.9

gdje “n” predstavlja smjer jedini¢ne vanjske normale na granici radijacije.

3.3.2.3 Formulacija tehnikom kona¢nih elemenata

Kako je prethodno navedeno, prostorna diskretizacija sustava je izvrSena tehnikom
konac¢nih elemenata. Ako se podrucje tekucine i podrucje konstrukcije u dodiru s teku¢inom
diskretizira mrezom konacnih elemenata, koriste¢i standardnu Galjerkin-ovu metodu,
nepoznati tlakovi tekucine i nepoznati pomaci konstrukcije mogu se iskazati s:

p=N,p (3.34)
u=Nu '

gdie su N i N, bazne funkcije za tlakove, tj. pomake konstrukcije na granici
medudjelovanja.
Diferencijalna jednadzba dinamicke ravnoteze sustava (u matricnoj formulaciji)
[Z.3] moze se iskazati:
M,p+C,p+K,p=f, —p Qi +d) (3.35)
U prethodnoj jednadzbi, My predstavlja matricu masa tekucine, C¢ matricu radijacijskog

priguSenja tekucine i K¢ ‘matricu krutosti’ tekucine; p je vektor nepoznatih ¢vornih tlakova,
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fr vektor ¢vornih sila, Q; matrica medudjelovanja tekuc¢ina-konstrukcija, ii matrica ubrzanja
&vorova konstrukcije u odnosu na bazu i d vektor ubrzanja podloge. U sludaju krute
(nedeformabilne) podloge izraz (3.14) se reducira na:

Mp+Cp+Kp=Ff -pQd (3.36)

Formiranje matrica i vektora u izrazima (3.35) 1 (3.36), prema tehnici konacnih

elemenata, definirano je sljede¢im izrazima:

ON . ON . 8N 8N ON , ON .

Kf) J'|:( p m] ( j ( p pJJ:|dV
ox 0Ox oy Oy 0z 0z

C,), =(1/e) jNT N, dO

(
(
(3.37)
(
(

M), =(1/e) ijlN dQ +(1/c?) jN N, dV
Q), jNTﬁN do

U gornjim izrazima N, su bazne funkcije za tlakove tekucine, a N, bazne funkcije za
pomake konstrukcije; V je volumen tekucine, () je granica tekucine sa slobodnim licem, €,
je granica radijacije, €); je granica tekucine na spoju s konstrukcijom (granica
medudjelovanja) i N je vektor jedini¢ne vanjske normale na granici medudjelovanja. Sve
matrice u jednadzbama (3.35) i (3.36), osim matrice Q;, su simetricne i pojasne. Broj
¢lanova razli¢itih od nule u Q; ovisi o broju ¢vorova tekuéine na spoju s konstrukcijom.

Za nestlacive tekuéine, brzina Sirenja valova u tekucini iznosi ¢ =0, pa se (3.35)

svodi na:
Kp=f—pQu+d) (3.38)
iz Cega je vidljivo da se rjeSenje (3.38) svodi na staticko rjeSenje u svakom vremenskom

koraku. Kod toga je hidrodinamicki tlak proporcionalan ubrzanju podloge.

Ako se promatra samo polje tekucine, tj. kad je U =0, jednadzba (3.38) se svodi na:

Kip=f —pQ,d (3.39)

3.3.3 Formulacija potencijala pomaka

3.3.3.1 Osnovne jednadzbe

Vrlo Cest pristup pri opisu polja tekucine je da se polje pomaka zamijeni poljem
potencijala pomaka, koje je skalarna a ne vektorska veli¢ina. Time se znacajno smanjuje
broj nepoznanica u ¢voru.

Potencijal pomaka se definira kao:
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Vy=—pu (3.40)

Ako promjena gustoce tekuéine (p) nije znaCajna, tada se koriste¢i (3.40) moze
reducirati Navier-Stokes-ove jednadzbe (3.17). Uz uvjet da se zanemare viskoznost i
gravitacijske sile, dobiva se:

V= Vp (3.41)

Integracijom jednadzbe (3.41) po prostoru, mozemo dobiti:

VY =p (3.42)
Ako se primijeni Laplace-ov (V) operator na jednadzbu (3.40), te u tako dobivenu
jednadzbu uvrsti (3.21) 1 (3.42), dobiva se:
Viy =V /c’ (3.43)
3.3.3.2 Rubni uvjeti
(i) Na slobodnom licu s povrSinskim valovima (ako u obzir uzimamo samo
utjecaj primarnih valova):

oy

= = =g— 3.44
pP=pgu, =y=g- (3.44)

Na slobodnom licu bez povrsinskih valova:

p=y=0 (3.45)
(i) Na pokretnim granicama, gdje tekucina ima ubrzanje i, okomito na granicu
oy/on=—p u, (3.46)
Na nepomi¢nim granicama:
Oy/on=0 (3.47)

(ii1) Uvjet sprijecavanja refleksije valova na granici radijacije moze se izraziti kao
(Sommerfeld-ov uvjet [S.9]):
Oy /on=—\/c (3.48)

U svim gornjim izrazima “n” predstavlja smjer jedini¢ne vanjske normale na

granici radijacije.

3.3.3.3 Formulacija tehnikom konac¢nih elemenata

Na analogan nacin kao kod formulacije tlakova, koriste¢i standardnu Galjerkin-ovu
metodu, nepoznate potencijale pomaka tekucine i nepoznate pomake konstrukcije moze se

iskazati (matri¢na formulacija) kao:

v=N vy
3.49
u=Nu ( )

u
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gdje su N, i N bazne funkcije za potencijal pomaka i pomake konstrukcije na granici

medudjelovanja.
Diferencijalna jednadzba dinamicke ravnoteze sustava (u matricnoj formulaciji)
[Z.3] sada se moZe analogno jednadzbi (3.35), iskazati:
My +Coy+Koy=f —pQ(u+d) (3.50)
U prethodnoj jednadzbi, My predstavlja matricu masa tekucine, Cr matricu radijacijskog
prigusenja tekucine i K¢ ‘matricu krutosti’ tekucine; y je vektor nepoznatih ¢vornih
potencijala pomaka, fr vektor c¢vornih sila, Q; matrica medudjelovanja tekucina-
konstrukcija, u matrica pomaka ¢vorova konstrukcije u odnosu na bazui d vektor pomaka
podloge. U sluc¢aju krute (nedeformabilne) podloge, (3.50) se reducira na:
My+Cy+Ky=Ff.—pQd (3.51)
Na osnovu formulacije potencijala pomaka, pokazat ¢e se izvod matrica za primjenu
tehnike konaénih elemenata. Osnovno polaziste je osnovna jednadzba (3.43), te jednadzbe
rubnih uvjeta (3.44), (3.46) i (3.48). Bazne funkcije su definirane prema (3.73) 1 (3.74).
Kako priblizno rjeSenje (3.49) treba zadovoljiti osnovnu jednadzbu i rubne uvjete,

moze se napisati:

[(v2y—/e?)av = [ (§/g)de, + ({(wc)dgr + (_[i(pun)in (3.52)

v Qg

Ako se sortiraju istovjetni ¢lanovi, tada slijedi:
1 1 1
[ wave=[ydo, - [vde, +[Viydv+ [(pu,)d2, =0 (3.53)
Cy g4, Co, % Q

Promatraju¢i jednadzbu (3.53) u svjetlu tehnike konacnih elemenata, uocljivo je da

je ona istovjetna jednadzbi (3.50), ako uvedemo:
ON, ON, ON, oN, ON_ . ON .
[ 2 (22 e
ox 0OXx oy 0Oy 0z 0z
C,), =(1/e) jNT N, dQ

(
(
(3.54)
(
(

M), =(1/e) jNTN dQ +(1/c?) jNTN dv
Q), = jNTﬁN o

U gornjim izrazima N, su bazne funkcije za potencijal pomaka tekucine, a N, bazne
funkcije za pomake konstrukcije; V je volumen tekucine, Qg je granica tekuéine sa

slobodnim licem, Q; je granica radijacije, (); je granica tekuc¢ine na spoju s konstrukcijom
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(granica medudjelovanja) i N je vektor jedinicne vanjske normale na granici
medudjelovanja. Sve matrice u (3.52) 1 (3.51) kao i u (3.35) i (3.36), osim matrice Qy, su
simetri¢ne i pojasne. Broj ¢lanova razli¢itih od nule u Q; ovisi o broju ¢vorova tekucine na
spoju s konstrukcijom.

Usporeduju¢i jednadzbi (3.43) s (3.27), uocava se potpuna slicnost opisa problema.
Tako je 1 formiranje matrica i vektora u (3.35) i (3.36) potpuno analogno s onima u (3.50) i

(3.51).

3.4 NELINEARNI MODEL TEKUCINE

3.4.1 Opcenito

U prethodnom poglavlju opisan je problem medudjelovanja s linearnim modelom
tekucine koji dopusta neograni¢ene negativne tlakove (vlak) u tekuéini, Sto u mnogim
sluCajevima moze dati pogreSne rezultate. Naime, ukoliko ukupni apsolutni tlak u
odredenim zonama padne na vrijednost tlakova para tekucine, dolazi do nagle promjene
gustoce tekucine i formiranja mjehuri¢a pare. Ova fizikalna pojava poznata je pod nazivom
kavitacija. Pojava kavitacije moze u potpunosti promijeniti ponaSanje sustava tekucina-
konstrukcija. lako je kavitacija najéeSce opazena na spoju tekuéine i konstrukcije, moze se
pojaviti i u unutrasnjosti tekuéine.

Utjecaj kavitacije kod jednodimenzionalnog problema medu prvima su proucavali
Bleich i Sandler [B.15]. Newton [N.4], [N.5] i [N.6] je prvi cjelovito opisao ovaj problem i
pomoc¢u TKE modelirao utjecaj podvodne eksplozije. Clough [C.13] je eksperimentalno
utvrdio pojavu kavitacije na modelu Koyna brane. Kasniji numericki modeli Chwang-a
[C.15], te Clough-a i Chwang-a [C.14], uz pretpostavku nestlacive tekucine, potvrdili su
pojavu kavitacije (odvajanje vode od brane).

U ovom radu izloZen je jednostavni model tekué¢ine koji simulira pojavu kavitacije.
Tekucina je tretirana kao stlac¢iva i bez viskoznosti, a gibanje je opisano u Euler-ovom

koordinatnom sustavu. KoriStena je formulacija potencijala pomaka [Z.3].

3.4.1.1 Uvjet pojave kavitacije i1 pretpostavke

Kako je ve¢ navedeno, kavitacija se javlja uvijek kada je ukupni apsolutni tlak u

nekoj tocki manji od tlaka para tekucine, tj. kada je:
Pus =P+ Dy +P., <D, (3.55)
t.:
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p<p,~(p,+p.) (3.56)
pri ¢emu su oznake objasnjene u tocki 3.1.2.
U usvojenom modelu tekué¢ine koji simulira pojavu kavitacije, uvedene su sljedece
pretpostavke:
e kavitacija se javlja kada ukupni apsolutni tlak padne na vrijednost tlaka para
tekucine,
e prijelaz iz normalnog stanja u stanje kavitacije javlja se trenutno,
e nakon pojave kavitacije, ukupni tlak u tekucini je konstantan i jednak je tlaku
para tekucdine,
e kavitacija isCezava trenutno kada ukupni tlak prijede vrijednost tlaka para
tekucine,

e gubitak energije usljed formiranja mjehuri¢a pare je mali i moze se zanemariti.

3.4.1.2 Model tekuéine
Ponasanje tekuéine za vrijeme dinamicke pobude je u direktnoj funkciji dilatacije

mase (“mass dilatation”), s, definirane izrazom:
s=V'(p;u;)=Div(p,u,) (3.57)
gdje Uf predstavlja pomak tekuéine u odnosu na pocetno statiCko stanje. KoriStena je

bilinearna veza izmedu hidrodinamickog tlaka i dilatacije mase, prikazana na Crtezu 3.3.

i
Hidrodinamicki tlak (p)

‘<ph+pa—pv>/cz
[

Dilatacija mase (s) l

(py—pPy—P) I

Crte? 3.3 - Veza hidrodinamickog tlaka i dilatacije mase
Do pojave kavitacije, tj. sve dok je:
p+p,+p,—p, 20 (3.58)
veza hidrodinamickog tlaka i dilatacije mase definirana je s:
p=-c’s (3.59)

Buduc¢i da je:
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¢’ =E,/p, (3.60)
dobiva se alternativni izraz za tlak u stanju bez kavitacije:
p=—(E/p;)s (3.61)
Ako se (3.59) uvrsti u (3.58), slijedi:
—c’s+p,+p, —p, =0 (3.62)
odnosno:
s<(py +p, —p.)/c? (3.63)
Jednadzba (3.63) definira donju granicu dilatacije mase s iznad koje nastaje

kavitacija i izrazi (3.56) 1 (3.58) vise ne vrijede. U podrucju kavitacije, tj. kada je:

s>(p, +p, —p,)/c (3.64)
pretpostavlja se da je hidrodinamicki tlak konstantan i iznosi:
p=—(p,+p. D) (3.65)

Ovako definirana bilinearna veza hidrodinamicki tlak-dilatacija mase moze se
napisati u sljede¢em obliku:
p=—as
a=c’ za s<(ph+pa—pv)/c2 (3.66)
a=(p,+p,—p,)/s za s>(p,+p,-p,)/c’

3.4.1.3 Formulacija problema

Za ukljucenje kavitacije u rjeSenje problema medudjelovanja tekucina-konstrukcija,
koristena je formulacija potencijala pomaka za tekuéinu [Z.3]. Potencijal pomaka Y
definiran je izrazom (3.40):

p;U,==-V¥ ili ¥, =p uy (3.67)
pa se pomocu (3.57) dobiva:
s=-V'V¥ =-V*¥ (3.68)
Pretpostavljaju¢i neviskozno ponasanje tekucine, moZze se pokazati da je [Z.3]:
Y=p (3.69)
Uzimajuc¢i u obzir (3.66) i (3.68), moze se napisati:
s=-pla=-%/a ; a=als) (3.70)
a uzimajuéi u obzir (3.67) i (3.69) dobija se:
VY = ¥/a (3.71)
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U sludaju bez kavitacije, parametar o je konstantan (o=c®) i jednadzba (3.71) je
istovjetna jednadzbi (3.63). Rubni uvjeti su istovjetni kao i za linearni model tekucine,
izrazi (3.44)-(3.48).

U slucaju kavitacije o= as), pa je potreban iteracijski postupak prikazan na Crtezu

3.4.

< it

o=C_ o

|

Crte; 3.4 -Veza a-s

3.5 SIMULACIJA PRIGUSENJA TEKUCINE

U slucaju simulacije viskozne tekuéine, utjecaj viskoznosti se moze simulirati vrlo
jednostavno prema (3.25). Promatrano u svjetlu tehnike konacnih elemenata, matrica

priguSenja usljed viskoznosti teku¢ine moze se iskazati:

)= (K, 1_ m IK@NWi an} {GN oN,, j (GN oN,, Hdv 5.72)
pc’ ox 0Ox oy Oy 0z 0z

pri ¢emu je: c¢ brzina zvuka u tekucini, p gustoca tekuéine, a p dinamicka viskoznost

tekucine.
Ovakva simulacija viskoznosti je vrlo poopcena simulacija i moze posluziti (u
numerickom postupku) samo u svrhu brze konvergencije postupka, tj. umirivanja tekuc¢ine

pri dinamickoj pobudi.
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3.6 KONACNI ELEMENTI ZA TEKUCINU

U ovom radu koristeni su prostorni (“brick”) elementi za opisivanje geometrije
tekucine. Pri tome su upotrebljene dvije vrste elemenata: 20-Cvorni Serendipity i 27-¢vorni
Lagrange-ovi elementi. Ovi elementi su kompatibilni s 8-¢vornim Serendipity 1 9-¢vornim
Lagrange-ovim elementima koji su koriSteni za opis konstrukcije (ljuske).

Koristeni elementi s oznakama ¢vorova prikazani su na Crtezu 3.5.

20-Evorni Serendipity 27-Evorni Lagrange-ov
element element

Crtez 3.5 - Konacni elementi za tekucinu

Nakon preslikavanja u prirodne koordinate kona¢ni elementi poprimaju oblik kocke

dimenzija 2x2x2.
A C

\ LA

CrteZ 3.6 - Konacni element za tekuéinu u prirodnom koordinatnom sustavu
Bazne funkcije definirane su sljede¢im izrazima:

a) 20-¢vorni Serendipity element:

=—(1+g&)l+nn)1+CL)ee+nn+CC-2) ; za i=1,3,5,7,13,15,17,19

—efl4mm)1+68) ; za i=261418

’,_a‘

(3.73)
nz)(1+§ié)(l+cx;) ; za 1=9,10,11,12

—

- 1+gE l+nn) ; za i=481620

4>|~ 4>|~ 4>|~ ool»—
C\
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b) 27-Cvorni Lagrange-ov element:

Neéanc(aﬂ:i)(nm)(mci) ; 7a i=13,57,19,21,23,25

NF%T]C(l—iZXﬂer)(Cﬁ“Ci) ; za 1=2,6,20,24

.zigq(mg( wle+¢) ; za i=10121416

1 2) . c
N, =1 enE+e)n+n)1-¢2) ; za i=482226 (3.74)

.=%gg+g( W 1-¢) ; zai=1317

Ni:%n(l—Ean+ni)(l—(;2) ; za 1=9,27

Nizé (g i-w’)g+¢) ; zai=1115

N, =(-&Ji-n*J1-¢°) ; zai=18
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3.7 PRIMJERI

U analizi i prorac¢unu brana, kao i ostalih konstrukcija koje su u direktnom doticaju s
teku¢inom, veoma je bitno odrediti hidrodinamicke tlakove tekuc¢ine na branu. Stoga ¢e se,
za ilustraciju mogucénosti razvijenog racunalnog programa na temelju prikazanog postupka
rjeSenja, istraziti problem rezervoara izlozenog ekscitaciji podloge. U svim primjerima je
pretpostavljeno da je konstrukcija neizmjerno kruta, a problem interakcije deformabilne
konstrukcije prikazan je u poglavlju 4.

Uz pretpostavku nestlacivosti vode, Westergaard je prvi izveo izraz za odredivanje
hidrodinamickih tlakova na vertikalno lice nedeformabilne brane kad je rezervoar izlozen
popre¢noj horizontalnoj harmonijskoj ekscitaciji podloge [W.3]. U tom je slucaju utjecaj
nestlacive vode ekvivalentan utjecaju dodatne mase vode na branu. Kod toga je raspodjela
tlakova/dodatnih masa po visini brane paraboli¢na. Sli¢ne rezultate kasnije je dobio Von
Karman koriste¢i princip ravnoteze momenata. Koriste¢i princip elektricne analogije,
Zangar [Z.1, Z.2] je eksperimentalno utvrdio raspodjelu hidrodinamickih tlakova nestlacive
vode na nagnute pregrade. Chwang i Housner su ovaj problem rijesili analiticki, koriste¢i
Von Karman-ov pristup [C.18]. Isti problem Chwang je rijesio egzaktno, koriste¢i teoriju
dvodimenzionalnog potencijalnog tecenja [C.18]. Svi gore navedeni rezultati odnosili su se
na slucaj nestlacive vode i horizontalne ekscitacije podloge.

Koriste¢i TKE, Radni¢ [R.1, R.2] je istrazio problem rezervoara za slucaj stlacive i
nestlacive tekuéine, horizontalne i vertikalne ekscitacije podloge, te proizvoljnog nagiba
pregrade i dna rezervoara. Detaljno je istrazen utjecaj stlacivosti tekuéine, nagiba pregrade i
dna rezervoara, te smjera i tipa ekscitacije na veli¢inu i raspored hidrodinamickih tlakova na
nedeformabilne pregrade. Neki rezultati prezentirani su u [R.6, R.7, R.8].

Svi ovi rezultati odnose se na dvodimenzionalne probleme.

3.7.1 Primjer 1

U nastavku, prvo je analiziran jedan jednostavan rezervoar koji je modeliran 3D
elementima, ali predstavlja jednostavnu nadgradnju 2D modela. Promatrani sustav i njegova
diskretizacija prikazani su na Crtezima 3.P1 i 3.P2. Beskonatno pruZanje rezervoara
modelirano je kao kona¢no uvodenjem granice radijacije. Zbog jednostavnosti analize i
lakSe usporedbe rezultata usvojeno je: H=1.0, L=2.0, W=4.0 i p=1.0. Zanemaren je utjecaj

povrsinskih valova. Uvedeni su slijedec¢i koeficijenti:
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kp = p N ks = Lz
pd H pd H

U gornjim izrazima p oznacava hidrodinamicki tlak, a S4 je rezultantna hidrodinamicka sila
na pregradu. k; 1 ks su odgovarajuci koeficijenti za proracun prethodno navedenih veli¢ina.
Za horizontalno dno rezervoara i vertikalnu pregradu, osnovni period sustava je dan
s: T; =4H/c, $to za promatrani sustav daje T, =4 s.
Svi rezultati su dobiveni koriStenjem dijagonalne matrice masa 1 implicitne

vremenske integracije s At = 0.04 s (1/100 osnovnog perioda).

: L S I

: —

| P

1 =]

: " = o
= | P & //

: T $

i I &

| g=%

1

1 o *

1 =0

| op/on =

Voda u nedeformabilnom rezervoaru Diskretizacija sustava

Crtez 3.P1 — Diskretizacija osnovnog sustava

Crtez 3.P2 — Aksonometrijski prikaz mreze konacnih elemenata
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Crtez 3.P3 prikazuje raspodjelu hidrodinamickih tlakova po visini pregrade za
jednoliko ubrzanje podloge. Rezultati se gotovo podudaraju s analitickim kao i s rezultatima
na 2D modelu, §to je bilo i za ocekivati. Za koeficijent hidrodinamic¢kog tlaka na dnu brane

dobivena je vrijednost k;=0.7453, dok je analiticka vrijednost k,=0.7425.

JH - — — - Hidrostaticki tlak
- — - - stla¢iv fluid

0.8

0.6

0.4

0.2

Crtez 3.P4 — Hidrodinamicki tlakovi na krutu pregradu u ovisnosti o nagibu podloge
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09 +
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0.8 +
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05 | \/ e

04 +
stlac¢iva tekucina
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— — — -nestlaciva tekucina
02 +
0.1 +
vrijeme (s)
0.0 f f f f f f f f f {
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kp
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04 L stladiva tekucina

— — — _nestlaciva tekucina

02 +

vrijeme (s)
0.0 | f f f f f f f f |

Crtez 3.P6 — Utjecaj stlacivosti tekucine na velicinu hidrodinamicke sile na pregradu

Crtez 3.P4 prikazuje raspodjelu hidrodinamickih tlakova po visini pregrade za
jednoliko ubrzanje podloge u ovisnosti o kutu nagiba podloge. Rezultati se takoder

podudaraju s analitickim i s rezultatima na 2D modelu.

Na Crtezu 3.P5 prikazan je utjecaj stlacivosti tekucine na veli¢inu hidrodinamickog
tlaka u dnu pregrade, a na Crtezu 3.P6 na veli¢inu hidrodinamicke sile na pregradu. Vidljivo
je da rjesenje za stlacivu tekucinu oscilira oko rjeSenja za nestlacivu tekucinu, Sto se takoder

podudara s analitickim i s rezultatima na 2D modelu.

3.7.2 Primjer 2
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U Primjeru 2 analizirano je ponaSanje tekuc¢ine u kruznom rezervoaru na dinamicku
pobudu. Ovakav problem nije moguce rijesiti 2D modelom.
Analiticko rjeSenje prikazanog problema za jednoliko horizontalno ubrzanje podloge

dano je izrazom [M.12, N.2]:
y 1 y2 R
=p -d-h-|/3- 0 A B A B B N Y
Py =Py { cos¢ " 2(h)J [ hﬂ

Sh(ﬁ.rj 0<r<R

p,=p, -d-h- %cosd)" —111{ ; 0<¢'<2n
Ch(\/g : hj y=h
pri ¢emu je znacenje pojedinih veli¢ina vidljivo s Crteza 3.P7.
Presjek I-1
- Nivo vode X

Tlocrt rezervoara

45°

R

R
T T

Crtez 3.P7 — Kruzni rezervoar
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Promatrani sustav i njegova diskretizacija prikazani su na Crtezima 3.P8 1 3.P9.

Usvojene geometrijske veli¢ine su sljede¢e: H=6.0, R=10.0 i p=1.0 t/m".

Pogled na rezervoar
3x2.0m

CrteZ 3.P8 — Diskretizacija sustava

Tlocrt rezervoara

R=10m

R=10m

\//
\//
\//

Crtez 3.P9 — Aksonometrijski prikaz mreze konacnih elemenata

Prikazani sustav optere¢en je jednolikim ubrzanjem podloge, d=10.0 m/s2 ,

neizmjerno dugog trajanja. Rezultati su prikazani u nastavku.
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Na Crtezima 3.P10 i 3.P11 prikazani su dijagrami hidrodinamickog tlaka na
vertikalnu stjenku rezervoara u presjecima I-I (¢’=0°) i II-II (¢’=45°), a na Crtezu 3.P12
dijagram hidrodinamickog tlaka na dno rezervoara u presjeku I-I. Na istim dijagramima
prikazani su rezultati dobiveni analitiCkim izrazom i numerickim postupkom. Primjetno je

da se numeri¢ki rezultati vrlo dobro slazu s analiti¢kim izrazima.

6 Analiticko rjeSenje
. = = = =Numeri¢ki prora¢un
\ Hidrostaticki tlak
5 1
E
g 4-
0
>
3 -
2 -
‘l -
p,, (kPa)
0 1 1 1 1 1 \ |
< < < < < < < <
S S S =) =) =) =) S
= Q 2] 5 vl N =

CrteZ 3.P10 — Hidrodinamicki tlak na vertikalnu stjenku rezervoara u presjeku I-1

6 Analiticko rjeSenje
- = = -Numericki prora¢un
Hidrostaticki tlak
5 =4
E
=4
)
>
3 =4
2 =4
1 =4
p,, (kPa)
0 f f f f f ¥ {
2 2 2 = = = < <
=) S =) =) S =) =) =)
- Q A 3 ra N =

Crtez 3.P11 — Hidrodinamicki tlak na vertikalnu stjenku rezervoara u presjeku II-11
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70.0 T

60.0

AnalitiCko rjesenje

50,0 - = = = =Numeri¢ki prora¢un
Hidrostaticki tlak

p,, (kPa)

30.0 T

20.0 +

10.0 +

0.0

Crtez 3.P12 — Hidrodinamicki tlak na dno rezervoara u presjeku I-1

Sve numericke simulacije (u oba primjera) izvrSene su s 20-¢vornim i 27-Evornim
elementima. Razlika rezultata je oko 5 %o , Sto predstavlja zanemarivu vrijednost, te se
moze zakljuéiti da oba konacna elementa za teku¢inu daju zadovoljavajuée rezultate i mogu

se upotrijebiti u simulaciji interakcije tekuc¢ine i konstrukcije.
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4.1 UVOD

Konstrukcije koje su vezane s teku¢inom (primjerice brane, rezervoari, vodotornjevi,
obalne i van obalne konstrukcije, cjevovodi itd.) mogu se Cesto susresti u praksi. Kod
ovakvih problema, u uvjetima dinamickog optere¢enja ponaSanje pojedinacnih polja ne
moze se analizirati neovisno bez ukljucenja interakcijskih sila. Dakle, realisticni modeli
prorauna trebaju simulirati medudjelovanje razli¢itih medija. Simulacija medudjelovanja
tekucine i1 konstrukcije je vrlo slozena, jer ukljucuje sve aspekte mehanike tekucine (fluida)
i mehanike krutih tijela, te jo$ uvijek predstavlja podrucje intenzivnog istrazivanja.

Problemi medudjelovanja tekucine i1 konstrukcije mogu se svrstati u tri odvojene
grupe [Z.1], [P.6]:

e problemi dugog trajanja s ogranicenim pomacima teku¢ine (npr. ponasanje off-
shore konstrukcija pod djelovanjem valova ili seizmickog optereé¢enja, ponasanje
brana pod seizmickim optere¢enjem i sl.);

e problemi kratkog trajanja s ograni¢enim pomacima tekucine (npr. eksplozija u
akumulaciji i sl.);

e problemi s velikim relativnim pomacima (npr. oscilacije vise¢ih mostova pod
djelovanjem vjetra i sl.).

U ovom radu su razmatrane prve dvije skupine problema.

RjeSenje problema simulacije dinamickog medudjelovanja tekué¢ine i konstrukcije,
kao S$to je ve¢ navedeno, izvrSeno je s pomocu metode zasebnih rjeSenja. Naime, cjeloviti
sustav tekuc¢ina-konstrukcija podijeljen je na pojedinacna polja, nakon cega se svako polje
dalje rjesava zasebno. Kod toga se u svakom iteracijskom koraku trazenja rjeSenja racunaju
sile medudjelovanja. Ovakvim pristupom moguce je koristiti ve¢ razvijeni software za
pojedinacna polja, pri cemu se dodatno racunaju samo sile interakcije. Utjecaj nelinearnosti
svakog polja razmatra se unutar istog iteracijskog koraka.

U svrhu provodenja vremenske integracije, svako se polje moze dijeliti na

eksplicitno i implicitno podrucje.
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4.2 KINEMATICKI OPIS GIBANJA SUSTAVA
TEKUCINA-KONSTRUKCIJA

Gibanje sustava tekucina-konstrukcija tradicionalno se opisuje u Euler-Lagrange-
ovom koordinatnom sustavu. Za opis gibanja tekuéine koristi se Euler-ov koordinatni sustav
(u kojem mreza konacnih elemenata ostaje fiksna) i formulacija potencijala pomaka, dok se
za gibanje konstrukcije koristi Lagrange-ov koordinatni sustav i formulacija pomaka.

U Lagrange-ovom pristupu mreza konacnih elemenata prati pomake Cestica sustava.
Gibanje tekucine u Lagrange-ovom koordinatnom sustavu prvi je primijenio Bathe [B.17],
kod Cega je 1 za tekuCinu i za konstrukciju koristio formulaciju pomaka. Koristeci
popravljene Lagrange-ove koordinate, tekucinu je tretirao kao elasticni medij bez posmicne
krutosti. Ovakav pristup moze biti primjeren kod problema s manjim pomacima, dok se kod
sustava s ve¢im pomacima javlja znacajna distorzija kona¢nih elemenata, §to moze dovesti
do numericke nestabilnosti postupka. U takvim je sluCajevima moguce prekinuti analizu
nakon izvjesnog broja koraka, te korigirati mrezu kona¢nih elemenata i ponovno nastaviti
proracun. Ovakav pristup produljuje i otezava analizu. Kako unosi pogresku u energetsku
ravnotezu sustava rijetko se koristi.

Za probleme medudjelovanja tekué¢ina-konstrukcija s ve¢im pomacima tekucine,
korisno je za tekucinu koristiti mjesoviti ili tzv. proizvoljni Euler-Lagrange-ov pristup, koji
se ponekad naziva i kvazi Euler-ov pristup [B.7]. U ovom je pristupu dozvoljeno gibanje
mreze konacnih elemenata tekucine neovisno od gibanja Cestica materijala. U rjeSavanju
problema pomoc¢u TKD, ovaj su pristup prvi upotrijebili Truilo [T.1] i Hirt [H.7], a kod
rjeSavanja pomo¢u TKE Donea [D.4] i Belytschko [B.8]. Za ilustraciju, ovim pristupom se
moze efikasno rijesiti problem gibanja teku¢ine u deformabilnoj posudi izloZenoj jacoj

ekscitaciji podloge (Crtez 4.1).

granica

interakeye | | ;T TTTTTTTTTTTTTTTTTooo !

Lagrange-ov| mjesoviti
opis bmmmmmmmmmmom oo Lagrange-Euler-ov
opis

G

CrteZ 4.1 - Primjer kinematickog opisa mreze konacnih elemenata
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U ovom je slucaju korisno za deformabilnu konstrukciju koristiti Lagrange-ov
pristup, za srediSnji dio tekucine Euler-ov pristup, a za podrucje tekucine uz granicu
medudjelovanja mjesoviti Euler-Lagrange-ov pristup. Za modeliranje slobodnog lica koristi
se model koji dopusta vertikalni pomak uz sprecavanje horizontalnog pomaka mreze. Ovim
se sprijecava ostra distorzija elemenata mreZe na vrhu tekucine.

U ovom radu je koristen Euler-Lagrange-ov pristup. Naime, gibanje tekuéine je
opisano u Euler-ovom koordinatnom sustavu, pretpostavljaju¢i male pomake. Gibanje
konstrukcije je opisano u Lagrange-ovom koordinatnom sustavu s mogu¢nos$¢u simuliranja
promjene geometrije sustava. Dakle, kod konstrukcije je moguce simulirati geometrijsku
nelinearnost, odnosno utjecaj tzv. velikih pomaka, dok je za tekuc¢inu koriSten tzv. linearni
model geometrije. Ukljucenje velikih pomaka kod tekuc¢ine moze dovesti do jace distorzije
mreze konacnih elemenata polja tekuc¢ine, odnosno do numeri¢kih problema vezanih za
elemente tekucine i problema vezanih za opis spoja tekucina-konstrukcija [B.2]. Zato je

problematika tekucine ograni¢ena na slucajeve s malim pomacima.
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4.3 OPIS PROBLEMA MEDPUDJELOVANJA TEKUCINA-
KONSTRUKCIJA

Usvojeni model dinamickog medudjelovanja tekucéina-konstrukcija sadrzi slijedece

pretpostavke:

Pomaci tekuéine su mali,

Tekucina je stlaciva,

— Tekucina nije viskozna,

Nema trenja na dodiru tekuc¢ine i konstrukcije,

— Zanemaruju se temperaturni utjecaji.

Ponasanje problema medudjelovanja tekucina-konstrukcija moze se takoder opisati
op¢om diferencijalnom jednadzbom drugog reda u matri¢nom obliku:

MX + CX + Kx =f 4.1
koja definira dinamicku ravnotezu promatranog sustava. U izrazu (4.1) X predstavlja vektor
pomaka, X vektor brzina, a X vektor ubrzanja sustava; M predstavlja matricu masa, C
matricu priguSenja, a K matricu krutosti, dok f predstavlja vektor vanjskog ¢vornog
opterecenja. Jednadzba (4.1) opcenito ukljuCuje materijalnu i geometrijsku nelinearnost
obaju polja. Matrica masa M je konstantna, dok je matrica C funkcija brzine (X ), a matrica

K funkcija pomaka (x). Dakle:

C=Cx)

4.2
K =K(x) (42

Izraz (4.1) se moze napisati i u obliku:
F+F +F =f (4.3)

gdje F, = MX predstavlja sile inercije, F, = CX sile prigusenja, a F, = KX unutrasnje sile
otpora. Opcenito, sve su sile promjenjive u vremenu.
JednadZzba ravnoteze (4.1) moZe se napisati i u slijede¢em rasclanjenom obliku:
S S SR
M, M, |X, C, C,|x, K, K, |Xx, f,

U izrazu (4.4) veli¢ine: X, X,, X, predstavljaju vektore pomaka, brzina 1 ubrzanja,

M,,,C,,, K,, matrice masa, prigusenja i krutosti, te f, vektor vanjskih ¢vornih sila prvog

polja. Veli¢ine: X,, X,, X,, M,,, C,,, K,,, f, predstavljaju odgovarajuc¢e vrijednosti

drugog polja, dok su: M, C,, K,,, M,, C,,, K, odgovarajue matrice usljed

medudjelovanja polja. Kako je ranije navedeno, ukoliko nema nekih pojednostavljenja,
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gornje globalne matrice su nesimetri¢ne, $to otezava direktno rjeSavanje jednadzbe (4.4), i
zahtijeva veliki kapacitet racunala.

Koriste¢i formulaciju tlakova za teku¢inu i formulaciju pomaka za konstrukciju,
ponasSanje sustava tekuéina-konstrukcija mozZe se analogno jednadzbi (4.4) opisati sustavom

dviju diferencijalnih jednadzbi drugog reda:

MiU+Cu+Ru=f -Md+f_ (a) “5)
MPp+Cp+Kp=F, +f, (b)
koje definiraju dinamicku ravnotezu sustava. Kod toga je:
fo=Qp
(4.6)

f.=-p; Q"(ti+d)
pri ¢emu f g predstavlja vektor sila medudjelovanja tekucine na konstrukciju, a f vektor

sila medudjelovanja konstrukcije na teku¢inu, dok Q predstavlja matricu medudjelovanja.

Ako se (4.5) napiSe u obliku (4.4), slijedi:

T L+ |+ = . 4.7
p,Q M |P 0 C|p 0 K;|p f.—p,Q'd

1z izraza (4.7) jasno je vidljivo da su globalne matrice masa i krutosti nesimetri¢ne.
Ako se uzmu u obzir razliCiti slucajevi stlaCivosti tekucine i1 deformabilnosti

konstrukcije, mogu se pojaviti sljede¢e mogucnosti:

Kruta konstrukcija i nestlac¢iva tekucina

Ako se pretpostavi nedeformabilna konstrukcija i nestlaciva tekucina, jednadzba (4.5a)

iS¢ezava, a jednadzba (4.5b) se svodi na:

K.p=f —p,Q'd (4.8)

Rjesenje jednadzbe (4.8) je staticko rjeSenje u svakom vremenskom koraku.

Kruta konstrukcija i stlac¢iva tekuéina

Ako se pretpostavi nedeformabilna konstrukcija i stlaCiva tekucina, jednadzba (4.5a)
iS€ezava, a jednadzba (4.5b) se svodi na:

M,p+Cp+K,p=f —p,Q"d (4.9)
Rjesenje jednadzbe (4.9) prikazano je u poglavlju 3.
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Deformabilna konstrukcija i nestlac¢iva teku¢ina

Kako je ve¢ receno, za nedeformabilnu tekucinu vrijedi: ¢ = oo, pa matrice M¢ i Cru (4.5)

iS¢ezavaju. Stoga se (4.5) svodi na:

M.i+Cu+R(u)=f -Md+Qp (a)
N (4.10)
K.p=f —p,Q"(t+d) (b)
1z (4.10D) sljedi:
p=K, [f,—p,Q"(a+d)] (4.11)
Ako se (4.11) uvrsti u (4.10a), sljedi:
M, U+Cu+R(u)=f -QK,'f,.-M_d (4.12)
gdje je:
M,=M +M,i ; M,=p,QK;'Q" (4.13)

Iz (4.12) se moze zakljuciti da je utjecaj nestlaCive teku¢ine na deformabilnu konstrukciju
ekvivalentan utjecaju dodatne mase i dodatne sile na konstrukciju. U ovom se slucaju
odgovor konstrukcije racuna direktno iz (4.12), dok se hidrodinamicki tlakovi mogu

izraCunati pomocu (4.11).

4.4 PLOHA MEPUDJELOVANJA TEKUCINA-KONSTRUKCIJA

Ploha medudjelovanja teku¢ina-konstrukcija, s elementima tekucine i konstrukcije,
prikazana je na Crtezu 4.2. Matrica veze Q ukljucuje samo integraciju na plohi i prema

(3.54) definirana je izrazom:

(Q), =[N} i N,dT; (4.14)
G

Sve veli¢ine u (4.14) definirane su u prethodnim poglavljima. Matrica Ny; je [1x5],
a njeni elementi odgovaraju odgovaraju¢im nepoznatim pomacima konstrukcije na granici.
Iako se za tekuc¢inu i konstrukciju mogu Koristiti elementi s razli¢itim brojem ¢vorova,
prikladno je na granici imati iste elemente (kod ¢ega u ¢voru tekucéine ima jedna, a u ¢voru

konstrukcije pet nepoznanica).
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Tekuéina (f) Konstrukcija (s)

f. - sile konstrukcije na fluid

cs

f,. - sile fluida na konstrukciju

f.=Qp
fcf = _prT(ﬁ + d)

Crtez 4.2 - Ploha medudjelovanja tekucina-konstrukcija

Jedini¢na vanjska normala n na plohi medudjelovanja definirana je vektorskim
produktom (Crtez 4.3):
C
ni=¢ x¢,=|0X/0¢ 0Y/oE OY/oE (4.15)
0X/on 0Y/on 0Z/on

tj., u raspisanom obliku:
[ax oz X az}o +(ax oY X a_Yj#O

) [aY oL oY azjﬁo N
n=|——-—"=—|¢ — - |¢ - €

og on omaog) " \omog ogaon)t \dgan maL)”’  (4.16)
fi=ngé + nyég +n,8)

gdje su &, € i€, jedini¢ni vektori u smjeru krivocrtnih osiju (Crtez 4.3).
Jedini¢ni vektor normale je:
i
(4.17)

Crtez 4.3 - Jedinicna normala na plohi medudjelovanja
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4.5 VREMENSKA INTEGRACIJA KOD PROBLEMA VEZANIH
POLJA

U ovom je radu, kako je ve¢ reeno, problem medudjelovanja tekuc¢ina-konstrukcija
rjesen na temelju razmatranja svakog polja zasebno, uz ukljucenje interakcijskih sila. Prvo
je ukupni sustav podijeljen na zasebna polja, a potom je svako polje moguce podijeliti na

(IS4
S

eksplicitne 1/ili implicitne zone. Prema Crtezu 4.4, oznacava konstrukciju s nepoznatim
u, u, i, a “f” teku¢inu s nepoznatim p, p, p .

Teku}ina (f) Konstrukcija (s)

7 .

A

_— ~— _— ~—

L - = —
Ki K

CrteZ 4.4 - Podjela sustava tekucina-konstrukcija na zasebna polja, te svakog polja na
eksplicitna i implicitna podrucja

Integracija svakog pojedinacnog polja izvrSena je odvojeno. Kod toga je moguce
koristiti implicitne, eksplicitne ili eksplicitno-implicitne algoritme rjeSenja za pojedinacna
polja, kako je prikazano u Odjeljku 2.5. U nastavku ¢e se prikazati integracija bazirana na

Newmark-ovom implicitnom algoritmu.

(1) Konstrukcija ‘s’

Jednadzba dinamicke ravnoteze konstrukcije u ‘n+1’ vremenskom inkrementu

definirana je s:
MG, +Cu,., +R(u,.)=(f) +(f.) (4.18)

gdje f_ oznacavaju sile medudjelovanja na konstrukciju.

Upotreba Newmark-ove vremenske diskretizacije daje:
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U, =u.,, +BAt’U,
e P ) (4.19)
u., =0, +yAtd,

.n+1
L=U,+ AU, +05(1-2B) Acd,

u,
U, =u,+(1-y)Atd,

(4.20)

Uvrstavanjem (4.19) u (4.18) i uvodenjem inkrementalno-iterativnog postupka,

jednadzba dinamicke ravnoteze konstrukcije poprima oblik:
(K2, aut=(£2),., (421)

N

gdje su matrica efektivne krutosti K i vektor efektivnih sila f dani s:

(K2),., = Bl\iiz + BCASt +(k,) 4.22)
(£), = (8),, ~(£,),, —Mm, b, —C o, —R(ul,,) (4.23)
Rjesenje (4.21) daje:
uyl=uy, +Au;,
art =(ui -u,,)/(B ar?) (4.24)
ai =k, +(y At al

@i1) Tekuéina ‘f
Jednadzba dinamicke ravnoteze konstrukcije u ‘n+1’ vremenskom inkrementu

definirana je s:

I\/prn+1 + Cfpn+1 + Kfpn+1 :(ff)n+1 +(fcf)n+1 (425)

gdje f oznacavaju sile medudjelovanja na tekuc¢inu.

Upotreba Newmark-ove vremenske diskretizacije daje:

pn+1 n+l +B At p
pn+1 pn+l +y At p

P =P, + AP, +05(1-2B) AP,
pn+1:pn+( _Y)Atpn

(4.26)

(4.27)

Uvrstavanjem (4.26) u (4.25) i uvodenjem inkrementalno-iterativnog postupka,
jednadzba dinamicke ravnoteze konstrukcije poprima oblik:

Kiap' =(f;)

i (4.28)

n+l

gdje su matrica efektivne krutosti K i vektor efektivnog opterecenja tekucine f; dani s:
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Y C
Kf=M—iz+vBAft+Kf (4.29)
(ff*)lnﬂ = (ff)n+1 _(fcf)in+1 - Mf ﬁiﬁl - Cf pinﬂ - Kf piﬁl (430)

Rjesenje (4.28) daje:
pintll = pin+1 +Apin+1
poh = (P P ) /(B ATY) (431)

pirl =pi,+(y At pi

Za kontrolu konvergencije postupka, posebno je razmatran kriterij konvergencije za
konstrukeiju, a posebno za tekuc¢inu. Kad su istovremeno zadovoljeni kriteriji konvergencije
za pojedinacna polja, zadovoljen je i kriterij konvergencije za problem medudjelovanja. U

ovom su radu koriSteni sljede¢i kriteriji konvergencije:

(1) Konstrukcija ‘s’

i+1
n+l

u

Jau'l/]

gdje je ||Au ‘” norma prirasta pomaka u tekucoj iteraciji,

<g, (4.32)

u'*! | norma ukupnog pomaka u

vremenskom koraku ‘n+1’°, a €, je dopustiva tolerancija za konstrukciju.

(ii) Tekuéina ‘f°
']/

gdje je ||Api|| norma prirasta tlakova u tekucoj iteraciji,

pill<e, (4.33)

1

i+
p n+l

vremenskom koraku ‘n+1’, a ¢, je dopustiva tolerancija za tekucinu.

norma ukupnog tlaka u

O odabranoj toleranciji zavisi tocnosti i duZina trajanja proracuna, a detaljnije je
komentirana u Odjeljku 2.5.7.

Algoritam rjeSenja problema interakcije za svaki vremenski korak, na bazi
Newmark-ovog implicitnog algoritma, prikazan je u Tablici 4.1. U proracunski program za
rjeSenje problema medudjelovanja, implementiran je eksplicitno-implicitni algoritam
integracije pojedinacnih polja (Odjeljak 2.5.2) budu¢i da on predstavlja poopcenje
implicitnog 1 eksplicitnog algoritma. Stabilnost metode zasebnih rjeSenja za linearne i

nelinearne probleme detaljno je analizirana u lit. [P.1, P.2, F.1] i ovdje se nece prikazati.
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Tablica 4.1 - Newmark-ov implicitni algoritam iterativnog rjeSenja problema interakcije
(linearna tekucina i linearna/nelinearna konstrukcija)

(1) Za novi vremenski korak (n+1), postaviti iteracijski korak i=1
2) IzraCunati pretpostavljene vrijednosti vektora za konstrukciju i tekuc¢inu na
pocetku vremenskog koraka pomocu poznatih vrijednosti iz prethodnog

vremenskog koraka:
1

U = Uy

u 11+1 = ﬁim

u 11+1 = (U 11+1 - Un+1)/BAt2
p 111+1 =P

p L+1 = Em—l

pim = pim _ﬁnﬂ)/BAtz
O‘im =c’

3) IzraGunati sile medudjelovanja na konstrukciju (f cs)inﬂ, a potom vektor

efektivnih sila konstrukcije (f:)i1+1 ;

(fs*)nﬂ = (fs)nﬂ + (fcs)nﬂ - I\/Is[':lln+1 - Csuln+1 - R(U iH—l)

4) Izra¢unati matricu efektivne krutosti konstrukcije K7 (ako je potrebno):
* _ 2

(K:) . =M, /Bat +y C /pat+(K,)

4 Izradunati vektor prirasta pomaka konstrukcije Au':

(k) s’ = (1)

S

n+l

(6) Korigirati pretpostavljene vrijednosti pomaka, brzina i ubrzanja konstrukcije:
url =T, +Au’

n+l n+l
ISER i+1 - 2
U= (U w1 — U n+1)/[3At

i+l — Ul +y At i+l

u n+l n+l n+l

) IzraCunati sile medudjelovanja na tekuéinu (fcf)in+1 , a potom vektor efektivnog

opterecenja tekucine (f N )1

n+l’
<ff*)n+1 = (ff)nﬂ +(fcf)n+| - Mifpim - Cfpiwl -K fpiwl
(®) Izraunati matricu efektivne krutosti tekué¢ine K7 (ako je potrebno):

(K’;);H =M. /BAt* +y C, /BAt+ K ,

) Izradunati prirast tlaka teku¢ine Ap' iz:
(K7) ap’ =(f7)
(10) Azurirati odgovor polja tekucine:

P =P, +Ap'

pin:ll = (pin:II _ﬁnn)/BAtz

i+l

p11’1+1 = Bnﬂ + Y At pn+1

i

n+l

nastavak tablice na sljedecoj stranici
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nastavak tablice s prethodne stranice

(11)

Kontrolirati konvergenciju postupka:

Ako AU'i Ap' zadovoljavaju kriterij konvergencije
Jau]/
lap'l/p

prelazi se na slijede¢i vremenski korak (zamijeni se ‘n’ s ‘n+1’ i vraca na korak

rjeSenja (2)). RjeSenje u vremenu t,+ je

_ gy i+l . . _ il . - _ eyl
un+1 - un+1 ’ un+1 - un-v-l ’ un+1 - un+1

<g,

<8p

i+1 . i+1 . it+]

pn+1 :pn+1 5 pn+1 :pn+1 5 pn+1 :pn+1
Ako kriterij konvergencije nije zadovoljen, iterativni postupak se nastavlja
(zamijeni se ‘i’ s ‘i+1’ i vra¢a na korak rjeSavanja (3)).

Na Crtezu 4.5 prikazan je dijagram toka rjeSavanja za problem medudjelovanja s

linearnom teku¢inom i linearnom/nelinearnom konstrukcijom.
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U~itavanje ulaznih podataka za
fluid i konstrukciju
I

| formiranje stalnih vektora i matrica |

vremenski
korak

pretpostavljene vrijednosti na po~etku vremenskog koraka
konstrukcija: u,, =T,,; : Uy, =U,+Atl, +05At%(1-2B)ii,
Uhy=Upy + Upy=U,+At(1-v)i,
[jiwl =0
fluid: Pha=Paa © Paa=PatAtP,+05AC(1-2B)p,
piﬂ =Pnr 7 Pra=P,+At (l_Y)bn
lﬁm =0

iteracijski
korak

prora~un sila interakcije na konstrukciju
]
(f Cs)ml =Q plﬂ*l
I

prora~un prirasta pomaka konstrukcije

(K’;‘)Jn+1 = (Ké)lmwf C./BAt+M/BAt
(f;)lml :(fs)J +(fcs)l T M, ~ M}, -Clh, —K b,

n+l N+
]

(K3),,, Aw=(t])

korekcija pomaka konstrukcije

oyl i
un+1’ un+1+Au

i (i 2

1 = (002, -, ,) o

T -

Unia = U +YALUL,

I
prora~un sila interakcije na fluid
i T(, i
(fcv)ml =p; Q (un41+d ml)

prora~un prirasta pritisaka fluida

n+l

(f;)i _(ff)n‘1+(fcl)l - Mra 1= MBha=Cipha—Kph

n N+l
j

(R (i

(ki) =(K,)  +vCi/patem,/pat
j

korekcija pritisaka fluida

phiy=ph.a+ap’

pln‘il = (pln}h - Bnﬂ)/BAtz

o

P =P YA Pl

kontrola
konvergencije

[ Jauts
e ll/lapts
da

Ispis tra’enih rezultata za
fluid i konstrukciju
|
1

C oD

CrteZ 4.5 - Dijagram toka rjesenja problema medudjelovanja
(linearna tekucina i linearna/nelinearna konstrukcija)

N

< toler

IN

toler
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4.6 STATICKA ANALIZA PROBLEMA VEZANIH POLJA

Za slucaj statickog problema medudjelovanja tekucina-konstrukcija, a prema (4.21) i

(4.28), jednadzbe staticke ravnoteze imaju oblik:
K:Au' =(f.) (4.34)
Kiap' =(f;)

gdje je, prema (4.22), (4.23), (4.29) 1 (4.30):

K=K,
(£:) =(£),., ~(f.),., ~R(ui) (4.35)
K; = Kf

(f:)i = (ff)nﬂ _(fcf)iﬁl - Kf pi"”
Rjesenje (2.34) daje:

i+l _ i i
n+l un+l +Au

u
(4.36)

i+1

Pt =P + AP’

Kriterij konvergencije je dan s (4.32) 1 (4.33).
Algoritam rjeSenja statickog problema medudjelovanja prikazan je u Tablici 4.2.
Implementacija ovog algoritma je jednostavna i analogna je onoj za dinamicko

medudjelovanje (Tablica 4.2). Kod toga inkrement optereéenja odgovara vremenskom

inkrementu, dok je jedina razlika u ¢lanovima K, K, f if,.
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Tablica 4.2 - Newmark-ov implicitni algoritam iterativnog rjeSenja problema interakcije
za staticke probleme (linearna tekuéina i linearna/nelinearna konstrukcija)

(D) Za novi ikrement optereCenja (n+1), postaviti iteracijski korak i=1

2) IzraCunati vektor pretpostavljenih varijabli na pocetku iteracionog ciklusa:
u 11+1 =u n
p 11+1 = p n

3) IzracCunati sile medudjelovanja na konstrukciju (f CS)'M, a potom vektor

efektivnih sila konstrukcije (f:)i

n+l’

(f:)inﬂ = (fs)inﬂ +(f05)in+1 - R(uinﬂ)

“4) Izraunati matricu efektivne krutosti konstrukcije K7 (ako je potrebno):
K: = Kr = aR(uiH-l)/auiHl
4) Izradunati vektor prirasta pomaka konstrukcije Au':

K AU’ =(f")i1+1

S

(6) Korigirati pomake konstrukcije:
utl =T +AU’

n+l = Y n+l

™) Izracunati sile medudjelovanja na tekucinu (fcf)ll+l , a potom vektor efektivnog
opterecenja tekucine (ff* );H :
(ff )nﬂ = (ff)n+1 + (fcf)n+1 — Kb
)] Izradunati matricu efektivne krutosti tekuc¢ine K} (ako je potrebno):
(K f)nJrl = K f
Napomena: K, se izratuna samo jednom na pocetku postupka rjeSenja.

) IzraGunati prirast tlaka tekucine Ap' iz:

Kiap'=(f;)

n+l

(10) AZzurirati odgovor polja tekucine:

Poit =Pt + AP’

(11) | Kontrolirati konvergenciju postupka:

Ako Au'i Ap' zadovoljavaju kriterij konvergencije:

aui]/uis

|ap'l/lp}!

<g,

p n+l
prelazi se na slijede¢i vremenski korak (zamijeni se ‘n’ s ‘n+1’ i vraca na korak
rjeSenja (2)). RjeSenje u vremenu t,4 je:
i+l
u n+l u n+l
i+l
pn+1 = pn+1
Ako kriterij konvergencije nije zadovoljen, iterativni postupak se nastavlja
(zamijeni se ‘i’ s ‘i+1’ 1 vraca na korak rjesavanja (3)).

<8p
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4.7 RJESENJE SVOJSTVENE ZADACE VEZANIH POLJA

RjeSenje problema svojstvene zadace sustava tekuc¢ina-konstrukcija je potrebno radi
efikasne provedbe vremenske integracije jednadzbi gibanja. Naime, pri KkoriStenju
eksplicitnih i/ili implicitnih algoritama vremenske integracije nuzno je usvojiti optimalnu
duljinu vremenskog koraka radi zahtjeva na njihovu stabilnost i to¢nost. Duljina
vremenskog koraka u sklopu iterativnog postupka rjesavanja problema, kako je to pokazano
u Odjeljku 2.5.2, odreduje se na temelju bilo najmanjih ili najvisih perioda slobodnih
oscilacija promatranog sustava.

U ovom radu, rjeSenje problema svojstvene zadace medudjelovanja takoder je
izvrSeno na osnovu metode zasebnih rjeSenja. Prema izrazu (2.151), koji opisuje svojstvenu

zadacu pojedinacnih polja, za problem svojstvene zadace vezanih polja mozZe se izvesti

K., Kup u M, MLlp u
P 2 o M

Jednadzba (4.37), se moZe napisati u obliku:

analogan izraz:

(K-AM)x=0 (4.38)

K {K“ K“"} M {M“ M“"} [u} (4.39)
K. K, M, M, p

Jednadzba (4.38) je potpuno istovjetna jednadzbi (2.151), pa se za rjeSenje problema

pri ¢emu je:

moze u potpunosti upotrijebiti postupak izloZzen u Odjeljku 2.5.3, jednadzbe (2.152)-
(2.161).

Na temelju prikazanih algoritama razvijene su subrutine za proracun svojstvenih
vrijednosti i svojstvenih vektora pojedinacnih i vezanih polja. One su ugradene u razvijene

racunalne programe i testirane na nekim poznatim analitickim i numerickim rezultatima.

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije



4. Numericka simulacija medudjelovanja tekucine i konstrukcije 134

4.8 RJESENJE PROBLEMA MEDPUDJELOVANJA TEKUCINE I
KONSTRUKCIJE

4.8.1 Opcenito

U klasi¢nom (inZenjerskom) pristupu rjeSenja problema dinamickog medudjelovanja
tekucina-konstrukcija, sustav je rjeSavan odvojeno u dva koraka. U prvom bi se koraku
izracunali hidrodinamicki tlakovi tekucine uz pretpostavku krute konstrukcije. Potom bi se
analizirala konstrukcija s ovako dobivenim tlakovima teku¢ine. Ovakakv pristup moze
ponekad dati zadovoljavajuce rezultate. Medutim, primjena ovakvog postupka rjesavanja
Cesto daje predimenzioniranu konstrukciju, dok u slucaju rezonance izmedu tekucine i
konstrukcije postupak daje nedovoljnu sigurnost konstrukcije. Uvodeéi razlicite
pretpostavke i pojednostavljenja, problem medudjelovanja tekuéina-konstrukcija moguce je
rjeSavati razli¢itim postupcima, od kojih su neki navedeni u [R.1].

Kako je vidljivo iz (4.7), globalne matrice sustava su nesimetri¢ne i njihovo direktno
rjeSavanje zahtjeva veliki kapacitet racunala. U ovom je radu, kako je viSeputa naglaseno,
koristena metoda zasebnih rjeSenja, kod cega su jednadzbe (4.5a) i (4.5b) rjeSavane
odvojeno. Ovakav pristup omoguc¢ava primjenu algoritama rjeSenja i razvijenog software-a
pojedinacnih polja, kod Cega se u svakom iterativnom koraku trazenja rjeSenja raCunaju
samo sile medudjelovanja. U metodi zasebnih rjeSenja, najprije se sustav tekucina-
konstrukcija odjeli u zasebna polja, a potom se svako polje dalje moze dijeliti u eksplicitne
i/ili implicitne elemente. Shematski prikaz ovog postupka prikazan je na Crtezu 4.4.

Budu¢i da se usvojeni postupak temelji na rjeSenju odvojenih polja, kod rjeSavanja
problema medudjelovanja moguce je obuhvatiti sve one utjecaje koji su modelirani kod
analize same tekucine, odnosno same konstrukcije. Opcenito, moguce je koristiti nelinearne
modele materijala i geometrije za teku¢inu i konstrukciju. U Odjeljku 4.5 prikazani su
algoritmi rjeSenja linearnog modela tekuc¢ine iz Odjeljka 3.3, i konstrukcije s nelinearnim

modelom materijala i geometrije iz Poglavlja 2.

U metodi zasebnih rjeSenja moguce je:
(i) rijesiti (4.5a) pa (4.5b),
(i) rijesiti (4.5b) pa (4.5a),

(ii1) simultano rjesenje (4.5).
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Stabilnost metode zasebnih rjeSenja ne zavisi od puta rjeSenja, kao ni od
pretpostavljenim vrijednostima kod vremenske integracije. Medutim, o izboru puta rjeSenja
i pretpostavljenim vrijednostima bitno ovisi brzina konvergencije postupka. U ovome je
radu prvo rijeSena konstrukcija, a potom tekuc¢ina, buduc¢i da se u tom slucaju postize

najveca brzina konvergencije (uz istu toleranciju konvergencije) - Crtez 4.6.

vremenski
korak

iteracijski
korak

Proracun sila medudjelovanja
na konstrukciju

Analiza konstrukcije

Proracun sila medudjelovanja
na tekuéinu

Analiza tekucine

Crte? 4.6 - Shematski prikaz rjeSenja problema medudjelovanja
tekucina - konstrukcija

4.8.2 Problemi s linearnim modelom tekudine

Linearni model tekuc¢ine poblize je opisan u Odjeljku 3.3. Osnovne jednadzbe
dinamicke ravnoteze sustava tekucina konstrukcija prikazane su u Odjeljku 4.3. Algoritam
rjeSenja problema medudjelovanja tekuéine i konstrukcije s linearnim modelom tekucine

prikazan je u Tablici 4.1, a algoritam toka rjeSenja dat je na Crtezu 4.5.
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4.8.3 Problemi s nelinearnim modelom tekudine

Na analogan nacin kao i za linearnu tekucinu, mogu se izvesti izrazi za opis
ponaSanja sustava tekucina-konstrukcija kada je tekucina nelinearna, tj. kada se simulira
pojava kavitacije u tekucini.

Prostornom diskretizacijom problema i koriStenjem TKE, ponasanje tekuéine s
nepoznatim ¢vornim potencijalima pomaka ¥ moZe se opisati slijedeCom diferencijalnom
jednadzbom (jednadzba (3.50)):

M¥+C¥+K,¥=Ff —p,Q"(u+d) (4.40)
U prethodnom izrazu d predstavlja pomake podloge, dok su ostale oznake ranije definirane.

Matrice Cy, K¢i Q su definirane izrazom (3.54). Matrica masa My mozZe se definirati s:

(Mf)ij - INL(I/OL) N y;dQ2 +(l/g).[ NG Ny, dl (4.41)

Ako se integracijske tocke pretpostave u ¢vorovima elemenata, tada se matrica masa moze

dobiti u dijagonalnom obliku:

(Mf)ji = (1/0‘) M; +(l/g)mii (4.42)

gdje je:
M, =[N3 N, dO

Q¢

— (4.43)
M, = [N} N, dr
Ty
Ponasanje konstrukcije s nepoznatim ¢vornim pomacima U moze se opisati takoder
odgovarajuc¢om diferencijalnom jednadzbom drugog reda:
Mi+Cu+Ku=f -Md-Q¥ (4.44)
koja opéenito ukljucuje geometrijsku i materijalnu nelinearnost.
Uzimajuéi u obzir (4.40) i (4.44), jednadZzba dinamicke ravnoteze sistema tekucina-
konstrukcija moze se opisati sustavom dviju diferencijalnih jednadzbi drugog reda:
MiU+Cu+Ku=-Md+f +f
. . (4.45)
M¥Y+CWY+K,W=Ff +f;
gdje je
fCS = _Q\'I'l
fo =-p,Q"(u+d)

U gornjim izrazima f.s predstavlja vektor sila teku¢ine na konstrukciju, a f.r vektor sila

(4.46)

konstrukcije na teku¢inu (fr je oznacen kao “vektor sila” zbog analogije s konstrukcijom).
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Za sluc¢aj bez medudjelovanja:
f.=f,=0 (4.47)

cs

Sustav jednadzbi (4.45) moze se napisati i u matricnom obliku:

M, -Qf U C Oju K, 0 fu f.—Md fe 248
. |+ |+ = o+ )
0 M |¥ 0 C Y] [pQ K |¥ fo—p,Q'd o (349)
iz kojeg je vidljivo da su globalne matrice masa i krutosti sustava nesimetri¢ne.
Nelinearni model tekuc¢ine poblize je opisan u Odjeljku 3.4. Algoritam rjeSenja

problema medudjelovanja tekucine i konstrukcije s nelinearnim modelom tekuéine prikazan

je u Tablici 4.3, a algoritam toka rjeSenja dat je na Crtezu 4.7.

Tablica 4.3 - Newmark-ov implicitni algoritam iterativnog rjeSenja problema interakcije
(nelinearna tekucina i linearna/nelinearna konstrukcija)

(1) Za novi vremenski korak (n+1), postaviti iteracijski korak i=1
2) IzraCunati pretpostavljene vrijednosti vektora za konstrukciju i tekuc¢inu na
pocetku vremenskog koraka pomocu poznatih vrijednosti iz prethodnog
vremenskog koraka:
u 11+1 = Un+1
u i1+1 = Un+1
l.']11+1 = E:H—l _Un+1)/BAtz
\P;H = Enﬂ
\P;H = \Pn+1
\.I:’;H = (IP;H - gnﬂ)/BAtz
aiwl = C2
3) IzracCunati sile medudjelovanja na konstrukciju (f CS)'M, a potom:
(f:)nﬂ = (fs)nﬂ +(fcs)n+1 - Msu ln+1 - Csu In+1 - R(u;ﬂ)
4) Izra¢unati matricu efektivne krutosti konstrukcije K7 (ako je potrebno):
* 2
(K:) . =M, /pat +y C /pat+(K,)
%) Izradunati vektor prirasta pomaka konstrukcije Au':
(K:) au'=(f,)
(6) Korigirati pretpostavljene vrijednosti pomaka, brzina i ubrzanja konstrukcije:
u in++11 = Uim +Au’
u il++11 = (u 1:1 - Un+1)/BAt2
u In++11 = Ulm +y Atl ln++ll

nastavak tablice na sljedecoj stranici
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nastavak tablice s prethodne stranice

™) IzraCunati sile medudjelovanja na tekuc¢inu (fcf)in+1 , a potom vektor efektivnog
opterecenja tekucine (f N )in+1 :
(ff*)nﬂ = (ff)nﬂ + (fcf)nﬂ - prT(u ;+1 +d n+1) -M lfLP;H - Cf\P;H -K flPriH
Napomena: ukoliko se javlja kavitacija, matrica M| se mora prethodno
azurirati pomocu izraza (4.36).
)] Izraunati matricu efektivne krutosti tekuc¢ine K} (ako je potrebno):
(K;). . =Mi/BAt +v C, /BAt+K,
©) Izradunati prirast potencijala tlaka teku¢ine A¥' iz:
(K;)awi=(f;)
(10) | Azurirati odgovor polja tekucine:
W0 =, + AT
W= (v -, ) /Rad?
\Pr:ﬂ = an+l + Y At ‘Pr:}
Sin++11 = lPrii:/Ocim
(11) IzraCunati (o):
alfl =¢? za sl < (ph +p, —pv)/c2
ot =(py+p,—p.)/sih 7a syl =(py+p.-p,)/
(12) Kontrolirati konvergenciju postupka:

Ako AU'i AW zadovoljavaju kriterij konvergencije:
Jau|/lur
||A\P1||/||1P1+1

n+l

<g,

<&y

prelazi se na slijedeci vremenski korak (zamijeni se ‘n’ s ‘n+1’ i vraca na korak
rjeSenja (2)). RjeSenje u vremenu t,+ je
_ g itl . . _ il . - _ oyl
un+1 - un+1 ’ l'InJrl - un+1 ’ un+1 - l'InJrl
_witl . g Wit .G il
\Pn+1 - \Pn+l H \Pn+l - \PnH s an+1 - anH

Ako kriterij konvergencije nije zadovoljen, iterativni postupak se nastavlja
(zamijeni se ‘i’ s ‘i+1’ i vraca na korak rjeSavanja (3)).
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U~itavanje ulaznih podataka za
fluid i konstrukciju
I

| formiranje stalnih vektora i matrica I

vremenski

pretpostavljene vrijednosti na po~etku vremenskog koraka

konstrukcija: uf,; =Ty, ; Up,y=U,+AtU, +05At°(1-28)ii ,
U%Hl:Und ;o Up=U,+At (1'Y)Un
u }Hl =0

fluid: W=V ; Yau= ¥, +AUY, +05A%(1-28)¥,
lAI'":A =Wy 5 o= W +AL(1- V)lyn
¥pa=0
0,1 =C

iteracijski
korak

prora~un sila interakcije na konstrukciju
]
(fcs)ml =Q p:1+1
[

prora~un prirasta pomaka konstrukcije

(<3),.
(f;)ml :(fs)Jm1+v(fcs)J . Msan>17 Msujn»lfcsuimlf Ksuiml

(K3, Aw=(t))

) =(K) +vC./patem,/par
|

korekcija pomaka konstrukcije

oyl i
Upip = Upa tAU

ahy :(uln*wllfaml)/BAtz
ulﬁl =Uh, +7At Uy,
I
prora~un sila interakcije na fluid
(Fafha=pr QT(uk% +d )
|
prora~un prirasta potencijala pomaka fluida
(ki) o= (K], #v C/p ats M fpa
(f;)Jn‘l :(fl )Im1+(fc')Jm1_ Mf\'illi+l_clli}rj\+1_ K fLI‘Ii+1
£\l w\i
(ki) o= (1),

Wit =l + A

n+l n+l
V= (W - A, ) /B AP
Py A
Shi = \Hﬁ/aiml
al=c S < (Pn+pa=py)/
o =(Pntpa—py)/Sha  Sih>(Pn+pa—py)/C

+1

kontrola

konvergencije
HAujH/HAu{T}1 < toler
| /|awis] < toler

Ispis tra'enih rezultata za
fluid i konstrukciju
|
1

C oo D

CrteZ 4.7 - Dijagram toka rjesavanja problema medudjelovanja
(nelinearna tekucina, nelinearna konstrukcija)
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4.9 KRATKI PRIKAZ RAZVIJENOG SOFTWARE-a

Na temelju prikazanih algoritama rjeSenja razvijeni su proracunski programi za
analizu tekucine “Daf3D” i analizu konstrukcije “Dak3D”. Ova dva programa ukljucuju sve
probleme pojedina¢nih polja prikazane u Poglavlju 3 i Poglavlju 2.

Spajanjem ova dva programa za analizu odvojenih polja napravljen je program
“Dafik3D” za analizu medudjelovanja tekucine i1 konstrukcije.

Svi programi su kodirani u programskom jeziku “FORTRAN”, te kompajlirani
programskim paketom “Microsoft Developer Studio”, Copyright ® 1994-95 Microsoft
Corporation, ver. 4.0.

U cilju kontrole ulaznih podataka, te lakSeg pregleda rezultata, svi programi su

povezani s AutoCAD-om (Copyright ® AutoDESK), preko DXF datoteke.
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410 PRIMJERI

Primjer 1 — Analiza pravokutnog rezervoara
Op¢enito

Prikazani model proracuna medudjelovanja tekucine i konstrukcije iskoriSten je za
analizu ponaSanja pravokutnog rezervoara u uvjetima seizmickog opterecenja. Ovakav tip
rezervoara se vrlo Cesto koristi kao “mokri tip” spremnika za iskoriSteno nuklearno gorivo,
a dimenzije u primjeru su odabrane prema realnim dimenzijama stvarnih rezervoara [K.2,

K.3].

Geometrijske karakteristike modela

Geometrijske karakteristike modela preuzete su iz lit. [K.2] i prikazane su na Crtezu
4.P1. Za provedbu numericke analize odabrane su dimenzije rezervoara: L=50 m; W=20 m;
H=10 m i Hy=9 m. Osnovne karakteristike materijala i teku¢ine dane su u tablici P1.
Materijal je modeliran elasto-plasticnim modelom, da bi se rezultati mogli usporediti s
rezultatima prema lit. [K.2]. Spremnici za iskori§teno nuklearno gorivo se obicno izvode
relativno debelih armirano betonskih stijenki u cilju zastite od radioaktivnog zracenja. U
ovom radu analiza je izvrSena za dvije debljine armirano betonskog zida: t=1.0 m, za tipi¢ne
spremnike iskoriStenog nuklearnog goriva, i t=0.5 m za fleksibilne pravokutne spremnike za
vodu. Pretpostavljeno je da je rezervoar kruto vezan za podlogu.

Za istovjetni problem, u lit. [K.3] prikazani su eksperimentalni rezultati izvrSeni na
fizikalnom modelu. Model je izraden od akrilne plastike i testiran na potresnoj platformi u
Korean Institute of Machinery and Metals, Seul, Koreja. Pri eksperimentu mjerena je

akceleracija pojedinih tocaka konstrukcije, tlakovi na konstrukciju i valovanje u tekucini.

s
/
/

A

< >
< >

Crtez 4.P1 - Prikaz geometrije pravokutnog rezervoara

Tablica P1 - Osnovne materijalne karakteristike
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Beton Tekucina
Modul elasti¢nosti Ep (GN/m?) 21.0 || Brzina zvuka ¢ (m/s) 1430.0
Poisson-ov koeficijent Vb 0.17 || Gustoca Py (t/m?) 1.0
Gustoca Py (t/m’) 2.30
Tla¢na ¢vrstoca £z (MN/m?) 35.0

Opterecenje

Oba modela, numericki i fizikalni testirani su na S-J komponentu potresa “El
Centro”. Potres “El Centro” imao je magnitudu M=7.1 i maksimalno ubrzanje a=0.326 g, a
predstavlja oscilacijski tip potresa, umjereno dugackog i nepravilnog kretanja, s umjereno
udaljenim epicentrom na ¢vrstom tlu. Potres je imao epicentar u blizini grada San Diega
(1940. godine) i uzrokovao je velika razaranja [S.11, S.12, S.13, WWW.1, WWW.2].
Sjevero-juzna komponenta akcelerograma ovog potresa prikazan je na Crtezu 4.P2.

U numerickoj simulaciji djelovanje potresa je zadano okomito na duZzu stranicu

rezervoara.

0.4 + Il’l/S2
0.3 +
0.2 +

0.1 +

,l ||L e I li “h““” |l I\L l “1‘ “1“!1“ il Al ‘ “lv‘“m‘l “‘ ‘ PRArY  —
N ["m"r r! m' rw "L ’ wwy !""” l' L 'l"ll Ty

S
—-=

O0-00
\* Ay
o)

(o]

e x o

o~ OO O

~~~~~ (\l N N [q\] o Lagl
vrijeme (s)

Crtez 4.P2 — Akcelerogram potresa “El Centro”’, komponenta S-J

Numericki model

Pravokutni rezervoar modeliran je kona¢nim 9-Cvornim elementima ljuske.
Teku¢ina je modelirana 27-¢vornim “brick” elementima. Mreza konacnih elemenata
prikazana je na Crtezu 4.P3. Pretpostavljeno je da je rezervoar nepomicno pricvrséen za
podlogu.

Svaki element ljuske se sastoji od 5 slojeva (layera) betona, bez armature. Beton je,
kako je ranije naglaSeno, simuliran elastoplasticnim modelom s jednakim ponasanjem u

tlaku 1 vlaku.
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Akceleracija stjenke rezervoara u vremenu u tocki A (t

Crtez 4.P5
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Cke sile u presjeku 1-1, mjereno od nivoa vode
Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije
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Crtez 4.P8 — Teziste hidrodinami
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Crtez 4.P9 — Moment na bazu u vremenu (tocka B)
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Crtez 4.P10 — Poprecna sila na bazu u vremenu (tocka B)

Usporedujuéi prikazane rezultate s onima prezentiranim u lit. [K.2, K.3], moze se
zapaziti njihova prili¢na podudarnost. Odstupanja su posljedica nemogucnosti prezentiranog
modela u obuhvacanju valovanja, tj. promjene povrsine vode u vremenu, $to je za ovakve,
relativno male sustave od prilicnog znacaja. Naime, prema lit. [K.2, K.3] izdizanje nivoa
tekucine na zidu je i do 0.5 m, §to je znaCajno u odnosu na dimenzije rezervoara.

Moze se zakljuciti da razvijeni model daje prilicno dobru globalnu sliku ponasanja

ovakvih sustava, ali ne moZze u potpunosti opisati sve efekte koji se u njima javljaju.
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Primjer 2 — Analiza brane Grancarevo
Op¢enito

Brana Grancarevo je specificni hidrotehnicki objekt tipa lucne brane. Nalazi se u
dolini rijeke Trebisnjice, koju pregraduje i tvori akumulaciju Bile¢a kapaciteta oko 1.3 km”.

Pregradni profil brane nalazi se u vapnencima, koji su na lijevoj obali do znatne
dubine okrSeni. Slojevitost tih vapnenaca vrlo je izrazena i debljina slojeva se krece u
granicama od 0.2 do 1.0 m. Slojevi imaju generalni pravac pada od lijeve prema desnoj
dolinskoj strani. U vapnencima se mjestimi¢no javljaju laporovito-glinoviti i glinovito-
ugljenoviti proslojci. SloZzene geoloske, inZenjersko-geoloske i1 geotehnicke karakteristike
pregradnog profila uvjetovale su vrlo detaljnu studiju oblika brane i modelska ispitivanja.
Modelska staticka i dinamicka ispitivanja na fizikalnom modelu (u omjeru 1:100) izvrSena
su u ISMES-u (Instituto Sperimentale Modelli e Strutture), Bergamo, Italija [S.11, S.12,
S.13].

Nakon izgradnje, u tijelu brane su postavljeni instrumenti za registraciju jakih
potresa. Tokom 1986. godine instrumenti su registrirali pojavu potresa u okolini brane, kao i
ponasanje samog objekta u toku te prirodne pojave. Iako je registrirano podrhtavanje tla bilo
relativno slabijeg intenziteta, dobiveni rezultati o ponasanju brane viSeputa su posluzili za
korelaciju rezultata s matematickim modelima. Institut za zemljotresno inZenjerstvo i
inZenjersku seizmologiju, Univerziteta “Kiril i Metodij”, Skopje, izvrsio je vise numerickih
simulacija na razli¢itim modelima koje su usporedene s podacima mjerenim ‘in situ’ [B.14].
Svi razvijeni modeli ukljucivali su samo konstrukciju (branu), a tekucina je tretirana kao
dodatna masa na konstrukciji. U ovom primjeru modeliran je slozeni sustav tekucina-

konstrukcija, te izvrSena numericka simulacija registriranim potresom.

Geometrijske karakteristike modela

Na Crtezu 4P.11 prikazan je tlocrt tijela brane s topologijom terena. Geometrijske
karakteristike tijela brane, definirane su na osnovu podataka datih u lit. [B.14, *.2, *.3, * 4].
Osnovne geometrijske karakteristike date su u obliku tabelarnih prikaza geometrijskih
podataka pojedinih lukova. Na crtezima 4P.12 do 4P.18 prikazane su osnovne vrijednosti
geometrije lukova pocevsi od luka u kruni brane (relativna kota 123.0 m), do luka na
relativnoj koti 0.0 m.

Brana je projektirana tako da je po rubu oslanjanja brane u stjenskoj masi izvedena

perimetralna fuga [S.11, S.12, S.13]. Osnovne karakteristike brane su:
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— Duzina luka u kruni: 439.307 m,

—  Debljina luka u kruni: 4.60 m,

— Debljina presjeka centralne konzole u dnu: 26.91 m,

— Visina brane od kontakta centralnog presjeka sa stijenom do krune: 123.0 m.

Brana je, prema tome, ugradena u relativno §iroki otvor doline s obzirom na njenu
visinu.

Na Crtezu 4P.19 prikazane su projekcije lica intradosa i ekstradosa s tabelama koje
sadrze podatke o ukopanosti brane u stijenu, a na Crtezu 4P.20 presjek kroz centralnu
konzolu brane s geometrijskim karakteristikama.

Za potrebe matematickog modeliranja koriStene su navedene veliCine. Pri tome se
tezilo da se geometrijska odstupanja u naravi i modelu svedu na §to manju moguéu mjeru.
Ovo je od osobite vaznosti jer je tijelo brane relativno vitko u odnosu na proporcije i
imati znacajan utjecaj na rezultate analize. Analiziraju¢i geometriju lukova primjetno je da
su oni uglavnom projektirani pomocu tri centra, iako su na pojedinim kotama projektirani i
pomocu jednog centra. Samo pregradno mjesto ima izvjesnu asimetri¢nost obala u odnosu
na os simetrije tijela brane. Samo tijelo brane, izdvojeno perimetralnom fugom, je manje-

viSe simetri¢nog oblika.

CrteZ 4.P11 — Tlocrt tijela brane s topologijom dijela terena [B.14]
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Veer=250.0 m

LUK NA KOTI 123.0 m

X 0.00 X 0.00

Y 8.30 Y, 10.40

Rg 191.70 R 185.00

ag 70°31" o 70°15'

Bg 58°25' By 58°33"

As 42547 to 4.60
Verr=250.0 m

CrteZ 4.P12 — Prikaz elementa luka na kotama 123.0i 120.0 [B.14]

LUK NA KOTI 120.0 m
X 0.00 X; 0.00
Yi 12.88 Y, 16.29
Rg 188.59 R 180.15
o 68°44' ay 68°52'
BE 59°25' By 60°00'
As 414.79 to 5.31
Yy

XY,

X

b
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:=250.0 m

[0

X, Y

X

CrteZ 4.P13 — Prikaz elementa luka na kotama 110.0i 100.0 [B.14]

X[:Y'l ol
X;, Y
LUKNA KOTIT 110.0 m
Xg 0.00 X 0.00
Y 28.14 Y: 3591
Rg 178.23 R; 164.00
O 63°15' o 62°58'
Be 63°15' By 62°58'
As 381.85 to 6.64
LUK NA KOTI 100.0 m
Xg 0.00 X 0.00
Y 42.82 Y 50.48
Rg 167.78 R, 152.00
Of 58°12' o 60°31'
Be 63°00' B 65°06'
A
Yw=250.0m___ L~ SN EELLAUE SN AT
y
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Veer=250.0 m

X,.Y,
X
LUK NA KOTI1 90.0 m

X 0.00 | X 0.00

Ye 5740 | v, 66.26

Ry 157.05 | R, 138.50

o 57°08' | o 59033

Be 62048 | B, 65°22

As | 31536 | to 9.69

LUK NA KOTI 80.0 m
Xe 0.00 [ x, 0.00
Ye 71131 | v, 83.43
Rg 14631 | R 123.00
o 5727 | o 62°31"
By 60°48' | B, 65°31'
_ Yw=250.0m L o a88ds] b | 1D

y

N

CrteZ 4.P14 — Prikaz elementa luka na kotama 90.0i 80.0 [B.14]

A. Harapin
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Veer=250.0 m

LUK NA KOTI 70.0 m
Xg 0.00 X 0.00
Yg 84.71 Y: 98.50
Ry 135.39 Ry 109.00
o 57°43" o 63°41"
B 59°15' B: 65°22"
As 260.99 to 12.60

Veer=250.0 m

LUK NA KOTI 60.0 m

Xg 0.00 X, 0.00
Ye 97.67 Y; 113.00
Rg 124.33 Ry 95.00
o 57°53' o4 65°18'
Be 57°32' B 65°21'
As 233.55 to 14.00
y
Ry
R;
Co) \% =
X;, Yy
X

CrteZ 4.P15 — Prikaz elementa luka na kotama 70.0i 60.0 [B.14]

A. Harapin
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Ve =250.0 m

LUK NA KOTI 50.0 m

X 0.00 | X 0.00
Y 109.95 | v, 127.10
Ry 11350 | R 81.00
o 55°54" o 65°49"
Be 5500 B 64°51"
As | 202.23 to 15.35

Ve =250.0 m

o

E,

I

Crtez 4.P16 — Prikaz elementa luka

v,

1| -

E )

LUK NA KOTI 40.0 m
X 000 | x 0.00
v, | 12238 | v, | 14061
Ry 101.72 | R 66.80
o 53012 | o 64°06'
Be 53°12' Br 64°06'
As 169.18 to 16.69
X,.Y,
X
na kotama 50.0i 40.0 [B.14]

A. Harapin
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XY,
LUK NA KOTI 30.0 m
X 0.00 | x 0.00
Yy 134.32 Y, 152.47 <
Ry 90.16 R, 54.00
o 51021 oy 66°20"
Be s1021' | B 66°20'
As 143.32 to 18.01
LUK NA KOTI 20.0 m
X 0.00 | x 0.00
Ye 145.79 Y, 163.49
Rg 78.43 R 41.40
O 50°42' oy 70°09'
Be 50°42" B 70°09"
As 120.10 to 19.33
Veer=250.0 m
y
sl O e
XY
XYy
X

Crtei 4.P17 — Prikaz elementa luka na kotama 30.0i 20.0 [B.14]

A. Harapin
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Veer=250.0 m

LUK NA KOTI 10.0 m
X 0.00 | X 0.00
Y, 157.19 | Y, 169.48
Ry 66.51 R, 31.00
o 50053 oy 67°38"
Bs 50053 By 67°38"
As 95.68 to 23.22
Veer=250.0 m

LUK NA KOT1 0.0 m

X 0.00 | X 0.00
Y, 166.53 | Y, 173.59
Re 5717 | R 23.20
o 43°19' o4 56°01"
Be 43°19' B, 56°01"
As 65.91 to 26.91

X

Crtef 4.P18 — Prikaz elementa luka na kotama 10.01 0.0 [B.14]

A. Harapin
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EKSTRADOS

INTRADOS Y

z Re Ry oE Be oy B Le, Lea Ly Lig | AZg) | AZey | AZyy | AZig

0.00] 57.10] 23.20| 43.32| 43.32( 56.03( 56.03| 39.17| 39.17| 19.24] 19.24] 32.99| 36.83| 16.30( 15.45

10.00f 66.51f 31.00] 50.89] 50.89] 67.64| 67.64 51.61f 51.61| 28.67| 28.67| 32.92| 3629 16.08[ 13.75

20.00| 78.43| 41.40( 50.71( 50.71f 70.15| 70.15] 60.70] 60.70| 38.94| 3894 30.78[ 33.39( 14.09] 12.96

30.00{ 90.16] 54.001 51.35| 51.35| 66.34( 6634 7041 70.41| 49.46] 49.46| 2691| 31.55[ 12.90( 14.50

40.00| 101.72] 66.80( 53.20( 53.20[ 64.10] 64.10] 81.45] 81.45| 60.09| 60.09] 25.66( 2791 9.79( 10.06

50.00| 113.50| 81.00f 55.90 55.00[ 65.83] 64.86] 93.98] 92.97| 73.90( 73.33( 36.06| 26.55| 11.91| 11.61

60.00| 124.33] 95.00| 57.89| 57.54| 6530 6535 10531 104.91| 86.31| 86.34] 38.42| 24.49| 1045 10.25

70.00| 135.39| 109.00( 57.73[ 59.25| 63.69| 65.38| 114.48| 11636 97.71[ 99.09( 31.35| 21.84] 13.08 8.20,

80.00| 146.31| 123.00( 57.46 60.81| 62.52| 65.53| 123.34| 127.73| 109.12 111.95( 23.31| 19.31] 11.31 8.12

90.00| 157.05] 138.50| 57.14] 62.80| 59.55[ 65.37( 131.92| 139.68| 119.40| 125.90| 17.05| 17.99| 11.86 9.06

100.00| 167.78| 152.00( 5821 63.00] 60.52] 65.11| 142.47| 149.49| 132.32( 137.88 11.52| 17.27 7.88 7.39

110.00| 178.23] 164.00| 63.25( 63.25[ 62.97( 62.97| 159.16] 159.16] 146.09| 146.09 6.78 15.69 5.53 8.01

120.00| 188.59| 180.15| 68.74 59.42 68.87[ 60.00| 175.76] 162.36] 167.64| 156.01 5.18( 11.69 0.89 0.24

123.00| 191.70| 185.00( 70.52 58.43| 70.26] 58.56| 180.49| 163.01| 174.01( 157.45 1.64 9.33 1.91] -0.73

Crte? 4.P19 — Projekcija povrsina ekstradosa i intradosa u ravninu X-Z s prikazom
linija terena [B.14]
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195.40

200.00

123.00

196.79 201.96 120.00
198.1 203.92 115.00
199.7 206.37 110.00
201.20 208.49 105.00
202.48 210.60 100.00
203.62 212.52 95 .00
204.76\ 214.4 90.00
205.60\ 216.04) 85.00
206.43\ 217.6 80.00
206.96]  218.86 75 00
207.50 220.10 70.00

207.79 221.05 65.00

208.00 222.00 60.00

208,06 222.7 55.00

208.10) 223.4 50.00

207.75 223.7 45.00

207.41 224.10) 40.00

20694} 224 29 35 00
206.47, 224.4§ 30.00
205.68 224.35 25.00
204.89 224.22 20.00
202.69 223.96 15.00
200.48 223.70 10.00
198.64, 223.70 5.00
196.79, 22370 0.00

Crte? 4.P20 — Geometrijske karakteristike centralne konzole [B.14]

U Tablici P2 prikazane su materijalne karakteristike betona i vode koriStene u

analizi. Sve analize izvrSene su s nelinearnim modelom materijala konstrukcije i

nelinearnom tekucéinom.

Tablica P2 - Osnovne materijalne karakteristike

Beton Voda
Modul elasti¢nosti Ep (GN/m?) 30.0 || Brzina zvuka ¢, (m/s) 1430.0
Poisson-ov koeficijent Vb 0.20 || Gustoca pa (KN/m®) 10.0
Gustoca Py (KN/m?) 24.0
Tlaéna &vrstoéa f5 (MN/m?) 25.0
Vlacna &vrstoéa £, (MN/m?) 2.5
Deformacija pojave puk. | g (%o ) 0.083
Gran. raé. vl. deform. € (%o) 1.7
Gran. rac. posm. def. £ (%0 ) 1.7

A. Harapin
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Numericki model

Na Crtezima 4P.21 i 4P.22 prikazane su mreze konacnih elemenata za konstrukciju
(branu) i akumulaciju (vodu). Za diskretizaciju brane koriSteni su 9-¢vorni elementi ljuske,
dok je akumulacija (voda) diskretizirana 27-Cvornim ‘brick’ elementima. Svaki element
ljuske se sastoji od 6 slojeva (layera) betona. Mreza konacnih elemenata za branu (Crtez
4P.21) prikazana je ukljucujuci debljinu brane.

Zbog specificnosti geometrije brane, na rubovima brane konaéni elementi su
znacajnije deformirani, ali posto su ti ¢vorovi uglavnom pridrzani to ne utjeCe znatno na
kvalitetu rjesenja.

Na Crtezu 4P.23 prikazan je presjek kroz mrezu konac¢nih elemenata u centralnoj

konzoli.
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Crtef 4.P22 — Prikaz mreze konacnih elemenata za vodu (akumulaciju)
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\\
2\
2\
(W

120.00 m

123.00 m

I
|
/
L

I 2691 m ; cca320.0 m

Crtei 4.P23 — Presjek kroz mrezu konacnih elemenata (brana i akumulacija)
centralnoj konzoli

Opterecenje i rezultati

Brana je prvo analizirana za opterecenje vlastitom tezinom i hidrostatickim tlakom.
Nivo vode u akumulaciji je na relativnoj koti 120.0 m (3.0 m niZe od krune brane). Polje
pomaka za ovo opterecenje je relativno malo i, u kruni brane, iznosi 0.62 cm u
horizontalnom smjeru (okomito na krunu) i 0.54 cm u vertikalnom smjeru. Ovi rezultati se
vrlo dobro slazu s rezultatima osmatranja brane (0.58 cm u vertikalnom smjeru i 0.68 cm u
horizontalnom smjeru). Crtez 4P.24 prikazuje relativnu sliku pomaka brane za optere¢enje

vlastitom tezinom i hidrostaticko optere¢enje vodom.

Crte 4.P24 — Prikaz pomaka brane od vlastite teZine (uvec¢ano 500 puta)
i hidrostatickog opterecenja

Na Crtezima 4P.25-4P.27 prikazano je stanje naprezanja na licu brane (ekstrados i
intrados), za slucaj optere¢enja vlastitom tezinom i akumulacijom u mirnom stanju

(hidrostaticko opterecenje).
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Crte? 4.P25 — Vertikalna (o) naprezanja na licu brane (ekstrados)
od vlastite teZine i hidrostatickog opterecenja (MPa)

Crtez 4.P26 — Horizontalna (oy,) naprezanja na licu brane (ekstrados)
od vlastite teZine i hidrostatickog opterecenja (MPa)

Crtez 4.P27 — Posmicna (1) naprezanja na licu brane (ekstrados)
od vlastite tezine i hidrostatickog opterecenja (MPa)
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U nastavku, koriste¢i dobivene rezultate kao pocetno stanje, brana je opterecena
potresnim opterecenjem Ciji je akcelerogram prikazan na crtezu 4P.28. Naime, kako je vec¢
napomenuto, tijekom 1986. godine branu je pogodio potres lokalnog karaktera koji je

zabiljezen na akcelerografu u tijelu brane.

60 T em/s 2

50 +

40 +

30 1

20

10 1

0 N AN i pen

TV Y

223288392 2828282828S8¢3¢8 S8
WEIS S 8 53 S8 = 2 5 d d eod F F 16 1w S S & o6 o6 oo
20 & vrijeme (s)
30 L

Crte? 4.P28 — Akcelerogram potresa na branu Grancarevo, komponenta N11W

Na crtezu 4P.29 dat je prikaz aksonometrijskog izgleda brane s oznacenim
pozicijama postavljenih instrumenata za registraciju potresa. Registrirana akceleracija
dobivena instrumentom pod brojem 688 koriStena je kao akceleracija kretanja tla (pobuda)
duz kanjona pregradnog mijesta. Vrh akceleracije iznosi 47.8 cm/s’. Akceleracija
registrirana instrumentom pod brojem 681 (kruna brane) iskoriStena je za usporedbu
izmerenih podataka i numerickih rezultata.

Primjenjuju¢i prethodno prikazani model analizirana je brana i pripadni dio

akumulacije. Neki od rezultata prikazani su u nastavku.

Crtez 4.P29 — Aksonometrijski izgled brane s prikazom polozaja akcelerografa [B.14]
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0.256 s

2. svojstveni oblik
T,

0.285 s

1. svojstveni oblik
T,

0.173 s

4. svojstveni oblik
T,

CrteZ 4.P30 - Dinamicke karakteristike brane Grancarevo (bez medudjelovanja)

3. svojstveni oblik

A. Harapin
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Crtez 4.P31 - Dinamicke karakteristike brane Grancarevo (sa medudjelovanjem)
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Da bi se odredile dinamicke karakteristike brane prvo je izvrSena modalna analiza.
Analiza je izvrSena za samu branu (prazna akumulacija) i za branu i tekuc¢inu zajedno (puna
akumulacija). Rezultati analize s prikazom prva Cetri svojstvena vektora prezentirani su na
Crtezima 4.P30 (analiza svojstvene zadace same konstrukcije) i 4.P31 (analiza svojstvene
zadace konstrukcije i akumulacije).

Na temelju dobivenih podataka, usvojen je vremenski korak dinamicke analize
At=0.003 s, Sto predstavlja priblizno 1/100 T;. Vremenska integracija jednadzbi gibanja
izvrSena je implicitnom metodom (y=0.5; f=0.25) za vodu i konstrukciju.

Na Crtezu 4P.32 dan je prikaz pocetnog dijela akcelerograma u kruni brane. Na
istom crtezu dani su rezultati mjerenja na samoj brani, rezultati numerickog modela
prikazani u lit. [B.14], te rezultati ovog rada. Moze se zakljuciti da je podudarnost
dijagrama zadovoljavaju¢a. Maksimalna akceleracija registrirana na brani je Amax,~145.1

cm/sz, dok je maksimalna akceleracija dobivena numerickim postupkom Ap.x,=149.3

150 -
akceleracija u kruni brane (cm/s2)
100 4 i)

vrijeme (s)

— — — -Rez. Lit. (B.17)

Amax,r=145.1 cm/s2 .
0 Izmjerene ake.

Amax,n=149.3 cm/s2

-150 4

Ovaj rad

-200 -
2
cm/s”.

Crtez 4.P32 — Odgovor u kruni brane na zadanu pobudu

Promjena hidrodinamickih tlakova u vremenu za tocku na dnu centralne konzole
prikazana je na Crtezu 4.P33, a pomak krune u vremenu na Crtezu 4.P34.

Naprezanja u trenutku djelovanja maksimalne sile na ekstadosu prikazana su na
Crtezima 4.P35 - 4.P40.

Na Crtezu 4.P41 prikazano je konacno pukotinsko stanje na ekstradosu. Bitno je
napomenuti da se pukotine javljaju samo u sloju (layeru) brane uz ekstrados, dok se u

samom tijelu brane ne javljaju.
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300

Hidrodinamicki tlak (KN/m?)

Linearna tekuéina
200 ----- Nelinearna tekucina

d
100 4 ||
0+ J ’ A A AN — . -
X f : . 2.5

-100 - vrijeme (s)
-200 -
-300 -

Crte 4.P33 — Promjena hidrodinamickih tlakova u dnu centralne konzole u vremenu

0.04

pomak krune brane (cm) —— Izmjerene ake.

0.03 -
= Ovaj rad
0.02 -
vrijeme (s)
0.01 -
. A ﬁ“"\ f\ | | | /\
AV NS
0.5 1 1.5 2 2.5
-0.01

-0.02

-0.03 -

Crtez 4.P34 — Pomak krune brane u vremenu
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Crtez 4.P35 — Vertikalna (o) naprezanja na ekstradosu u trenutku
djelovanja maksimalne sile (MPa)

CrteZ 4.P36 — Horizontalna (oy,) naprezanja na ekstradosu u trenutku
djelovanja maksimalne sile (MPa)

Crte? 4.P37 — Posmicna (t,) naprezanja na ekstradosu u trenutku
djelovanja maksimalne sile (MPa)
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Crtez 4.P38 — Vertikalna (o) naprezanja na intradosu u trenutku
djelovanja maksimalne sile (MPa)

Crtez 4.P39 — Horizontalna (0y.) naprezanja na intradosu u trenutku
djelovanja maksimalne sile (MPa)

Crtez 4.P40 — Posmicna (t,,) naprezanja na intradosu u trenutku
djelovanja maksimalne sile (MPa)
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CrteZ 4.P41 — Konacno stanje pukotina na ekstradosu

A. Harapin Numericka simulacija dinamickog medudjelovanja tekucine i konstrukcije
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5.1 ZAKLJUCCI

Na temelju provedenih istrazivanja i dobivenih rezultata, mogu se ukratko iznijeti
neki vazniji op¢i zakljucci i preporuke kod prakticnih numerickih analiza inzenjerskih
konstrukcija koje su u medudjelovanju s teku¢inom.

Problem numericke simulacije medudjelovanja tekucine i konstrukcije jo§ uvijek
predstavlja nedovoljno istrazeno podrucje. Ovaj rad je pokuSaj doprinosa boljem
poznavanju i modeliranju ovog slozenog problema, pri ¢emu su istrazivanja pretocena u
odgovarajuci racunalni program koji moze posluziti u svakodnevnoj inzenjerskoj primjeni.
Rad je nadogradnja radova [R.1 i H.3] i predstavlja nadopunu 2D modela u 3D model.

Izlozeni model numericke simulacije je prije svega jednostavan za razumijevanje i
koristenje. Osim mogucée analize medudjelovanja tekucine i konstrukcije, na vrlo
jednostavan nacin se mogu analizirati i pojedinacna polja.

Primijenjeni numericki modeli simulacije ponaSanja betona pod statiCkim i
dinamickim opterecenjem opisuju njegove dominantne nelinearne efekte: teCenje u tlaku,
razvoj pukotina u vlaku, te posmi¢nu i vla¢nu krutost ispucalog betona. Dodatna prednost je
ta Sto se opis materijala temelji na osnovnim parametrima dobivenim iz jednoosnog testa.

Numericki model tekucine u potpunosti zadovoljava situacije kada analiza tekucine
nije primarna. Naime, prikazani numericki model moze vrlo dobro opisati globalne
hidrodinamicke tlakove, globalnu pojavu kavitacije i sl., ali ne moZe opisati lokalne efekte
kao npr. udare/izdizanje valova, difrakciju valova i sl. Kod problema kod kojih su ovakvi
utjecaji dominantni potrebno je koristiti druge modele.

Dobro slaganje dobivenih numerickih rezultata izlozenih modela proracuna s nekim
poznatim analitickim, numerickim i eksperimentalnim rezultatima, upucuju na valjanost
razvijenog modela i raCunalnog programa (softwarea). Naknadno testiranje razvijenog
modela na rezultatima ispitivanja sloZenih inZenjerskih konstrukcija pripomogla bi da se

izloZzeni model kvalitetnije valorizira i eventualno, prema potrebi, daljnje unaprijedi.
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5.2 PRAVCI DALJNJEG ISTRAZIVANJA

Podrucje istrazivanja je vrlo Siroko, a izlozena problematika obuhvaca sve aspekte
mehanike tekucine i mehanike krutih tijela i konstrukcija. Ukratko ¢e se navesti neki pravci

daljnjeg istrazivanja.

5.2.1 Modeliranje tekudine

Kao primarno kod daljnjeg unapredenja modela tekucine, bilo bi potrebno ukljuciti
utjecaj promjene geometrije sustava, tj. opis geometrije tekucine izvrSiti u totalnom
Lagrange-ovom sustavu. Na taj nacin bi se efikasno modelirala promjena slobodnog lica
tekucine, tj. bolje simulirao utjecaj povrsinskih valova. Ovo moze biti od posebne prakti¢ne
koristi kod analize sustava tekucine-konstrukcija za slucaj vec¢ih pomaka tekuéine
(valovanje i sl.). Ujedno, ovakav model bi mogao dati mnogo bolji odgovor kod zatvorenih
sustava - rezervoari, vodotornjevi i sl., gdje dolazi do veceg valovanja, tj. gdje je valovanje
znacajnija pojava.

Razvijeni software za analizu polja tekucéine izlozenog ekscitaciji podloge (s
linearnim 1 nelinearnim modelom tekucine), uz neznatne izmjene, moze se koristiti 1 kod
problema eksplozije u tekuc¢ini, odnosno kod problema tekucine izloZzene djelovanju
vanjskog tlaka. Naime, u tom je slucaju potrebno formirati vektor sila koji zavisi od
vanjskog djelovanja i moze biti promjenjiv u vremenu.

Takoder, razvijenim software-om nije obuhvacena promjena modula elasticnosti
teku¢ine zbog promjene gustote (pojave kavitacije). Posto se rad ograni¢io na velike
inzenjerske konstrukcije (brane i sl.), kod kojih je pojava kavitacije lokalnog znacaja,
smatralo se da bi ova pojava imala vrlo mali, gotovo beznacajan utjecaj. Kod analiza manjih

konstrukcija (rezervoari) ova bi pojava mogla davati znacajne utjecaje.

5.2.2 Modeliranje konstrukcije
dodiru s teku¢inom, neophodno je u postoje¢i model ugraditi model tla. Model tla morao bi
se zasnivati na prostornim (“brick”) elementima — slicno kao tekuc¢ina, i morao bi opisivati
sve znacajnije karakteristike tla.

Uvodenjem modela neortogonalnih fiksnih pukotina moglo bi se bitno unaprijediti
postoje¢i materijalni model betona. Prema novijim istrazivanjima [H.4] i [N.6], ovakav
model opisa pukotina je bitno blizi stvarnom ponasanju betona, te je za ocekivati da bi

davao rezultate blize eksperimentalnim.
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Za praCenje pukotina u tlu mogao bi se uvesti model rotiraju¢ih pukotina, koji
([H.4], [H.4] 1 [N.6]) dobro opisuje pukotinska stanja u tlu.

Za adekvatniju simulaciju armirano betonskih konstrukcija neophodno je
unaprijediti i model ¢elika. Bitno unapredenje bila bi ugradnja modela simulacije klizanja
Sipki (slojeva) u betonu. Ovaj model omogucio bi realisticno prac¢enje armirano betonskih
konstrukcija u stanjima bliskim lomu, kao i pracenje post-lomnog ponasanja armirano
betonskih konstrukcija.

Uvodenjem Sestog (torzijskog) stupnja slobode u model ljuske [K.5], proracunski
program bi dobio novu fleksibilnost i kompatibilnost, tj. na vrlo jednostavan nacin bi se
mogao povezati s programom za proracun Stapnih konstrukcija, $to bi znacajno povecalo

broj i vrstu konstrukcija koje se mogu analizirati.

5.2.3 Modeliranje interakcije tekudéine i konstrukcije

Budu¢i da se rjeSenje problema interakcije, u ovom radu, temelji na rjeSenju
pojedinacnih polja, svako unapredenje modela simulacije pojedina¢nih polja predstavlja
ujedno i poboljsanje modela simulacije problema interakcije.

U svrhu realnijih simulacija medudjeovanja sustava brana-akumulacija potrebno je
ukljuciti utjecaj mulja na dnu akumulacije uz branu. Jedna od moguénosti simuliranja je da
se mulj tretira kao tekucina odredenih svojstava (viskoznosti). Ovakvim nac¢inom tretiranja

moguce je u potpunosti koristiti razvijeni software.

5.2.4 Opcenita poboljSanja

Razvijeni program bi trebalo dodatno opskrbiti pred i post-procesorom koji
omogucili znatno veéu uporabljivost razvijenog modela.

I, nakon svega, razvijeni software trebalo bi dodatno testirati na viSe poznatih

eksperimentalnih rezultata, tj. na analizama realnih problema.
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